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Resumo

Nesta dissertacao vamos fazer uma andalise do sistema péndulo eletromecanico uti-
lizando a teoria de perturbacgoes através dos métodos da média e multiplas escalas. Nosso
objetivo é obter solucoes analiticas aproximadas para o sistema e fazer analise dos casos
de ressonancias internas, além de estudar a estabilidade dos estados estacionarios.

O sistema péndulo eletromecanico tem uma dinamica muito rica, pois apresenta curvas
caracteristicas dos efeitos de histerese, fenomenos de saltos nas amplitudes dos movimentos
realizdveis, curvas com caracteristicas mole e dura (”softening e hardening”) e, além disso,
diversas ressonancias internas.

Devido a complexidade das equagoes do sistema péndulo eletromecanico, elas sao
dificeis de serem tratadas analiticamente, ja que existe iteragao ressonante entre as trés
partes (bloco, motor e péndulo), e ndo podemos restringir o estudo das interac¢oes resso-
nantes a apenas duas partes e desprezar a outra parte.

Neste trabalho analisamos o caso em que existe interacao ressonante entre o bloco e
o motor, mas sem interacao ressonante com o péndulo, mas, no entanto, sem desprezar
os efeitos do movimento do péndulo. Em seguida, discutimos a possibilidade de efeitos
de saltos nas amplitudes dos movimentos realizaveis, apresentamos alguns pontos onde o
sistema perde a estabilidade, ja que a discussao sobre comportamento geral do sistema é
restrito a variedade central, e analisamos a estabilidade dos pontos fixos tomando como
exemplo o estudo feito por Kononenko.

A estabilidade dos pontos fixos do sistema é feita pela utilizacdo do critério R-H,
juntamente com a teoria da variedade central ja que, no caso analisado, existe auto valor

Zero.

Palavras-chave: Sistemas dinamicos, sistemas dinamicos nao ideais, efeito
Sommerfeld, histerese, método da média, método das multiplas escalas, teoria de

perturbagoes.



Abstract

In this work we study the eletromechanical pendulum system with pertubation theory.
We use the average method and the multiple scales method to get a approximate analytic
solution for the problem, and analyse the various internal resonances and the stationary
states stabulity.

The eletromechanical pendulum is a very complex dynamical system and it shows very
interesting effects such as histeresis, jump phenomenon, curves of hardening and softening
type and, also, various kinds of internal resonances.

The equations of the system are very complicated and so they are very hardy to study
i an analytic way, because there is resonant interaction between the three components
parts of the system and we can’t restrict our study to interactions of just two parts of the
system. In this work we analyse the case of resonant interaction between the block and the
load without resonant interaction between the block and pendulum, but taking in account
the pendulum effects.

We treat the possibility of jump phenomenon, some points where the system loose
stability are localized, and we analyse the stability of the stationary states as done by
Kononenko.

The analysis of stability of the stationary states is done by Routh-Hurwtiz criterion(R-
H criterion) and center manifold, because the Jacobian matriz has an eigenvalue with zero

real part.

Keywords: Dynamical systems, nonlinear dynamical systems, Sommerfeld effect,

histeresis effects, average method, multiple escales method.
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Capitulo 1

Introducao

Desde as origens o homem tem procurado descrever os fenomenos que o cercam. Basi-
camente, este processo de busca de explicacoes tem origem na Grécia antiga, juntamente
com a filosofia e as hipéteses da criacao.

Aristoteles foi o precursor desta tentativa, mas, no entanto, estava baseada apenas em
especulacoes filoséficas e nao em explicagoes cientificas. Apesar das idéias aristotélicas
serem consideradas incoerentes com o pensamento atual, elas perduraram por mais de dois
séculos e serviram de base para C. Ptolomeu (III-II a.C.) propor o modelo matematico
geocéntrico para explicar o movimento dos corpos celestes ([28]).

A adogao do modelo ptolomaico devido as consequiéncias da expansao da religiao crista,
deixou um grande vazio de producao cientifica até a invengao da imprensa e a publicacao
de De Revolutionibus Orbitum Coelestium de Nicolau Copérnico (1473-1543) ([24],[28]),
no qual propunha o modelo heliocéntrico postulado por Aristarco de Samos (310-230 a.
C) mas, mantinha preservadas as raizes do pensamento aristotélico. A terra nao era o
centro do universo, mas no entanto, os planetas ainda mantinham orbitas circulares em
torno do sol.

Com base na teoria heliocéntrica, e de posse das observacoes de Tycho Brahe, J.Kepler
conseguiu adequar matematicamente o movimento dos planetas em torno do sol, sendo
que o modelo geométrico no qual os dados se adequavam era a elipse.

Como os resultados obtidos por Kepler eram baseados em dados empiricos, coube a
Galileu Galilei semear as sementes para a formulagao das leis que governam o movimento
dos corpos por Isaac Newton. Galileu fez estudos com o péndulo, planos inclinados, e

formulou o principio(galileano) da relatividade ([24]).
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Com a invencao do calculo diferencial e integral, Isaac Newton langou luz sobre os
processos que variam com o tempo, pois a taxa de variagao, ou o fluxo, era uma quantidade
que fluia e, portanto, resolver esse problema é equivalente a resolver a equacao diferencial
associada. Assim, abriram-se as portas para uma nova linha de pesquisas, que se mostrou
promissora e, posteriormente, seria chamada Sistemas Dinamicos.

Com a abordagem newtoniana, a ciéncia sofreu um grande impulso e viveu uma época
de grande euforia, o que levou a afirmacao de que bastava a alguma inteligéncia, suficien-
temente avancada, ter as equagOes que governavam os processos do universo para ter o
presente, passado e futuro em maos([34]).

No entanto, em fins do século XIX, Henri Poincaré, enquanto estudava o problema
da dindmica dos trés corpos, visualizou o Caos ([28]). Poincaré, basicamente, deparou-se
com a sensibilidade as condigoes iniciais e deu uma descrigao de como os sistemas podem
ter comportamentos diversos apenas pela alteragdo de uma quantidade diminuta ([34]).
Komogorov(1903-1987), V.I. Arnold e J. Moser realizaram trabalhos sobre a dinamica dos
trés corpos e demonstraram que este sistema pode ou nao ser caotico.

Ao mesmo tempo Sommerfeld observava a interagao entre a fonte de excitacao e o sis-
tema oscilante, e que esse processo conduz a dependéncia das coordenadas do movimento
e do tempo. Posteriormente, as observacoes de Sommerfeld foram confirmadas em outros
sistemas dinamicos.

Cerca de um século mais tarde, Edward Lorenz(1916-2008), enquanto estudava prob-
lemas meteoroldgicos ([34]), constatou que é possivel a ocorréncia de Caos em sistemas
deterministicos e chamou tal constatacao de efeito borboleta, ou seja, diferengas diminu-
tas causam grandes conseqiiéncias ([34],[28]). Essas causas diminutas sdo pequenas per-
turbacoes introduzidas com o objetivo de verificar o comportamento do sistema ou sao
inerentes ao sistema e nao podem ser eliminadas.

As equacoes nao lineares tém sido exploradas mais intensivamente desde o advento do
Caos, pois muitas dreas do conhecimento tém se deparado com o Caos ([34]). A teoria
das perturbacgoes tem sido grandemente explorada nestes estudos, pois solugoes analiticas
sao muito raras, para nao dizer impossiveis.

Nayfeh, ([29]) explora a teoria das perturbagoes aplicada a problemas nao lineares
através dos métodos da média, multiplas escalas, expansao direta, técnica de Lindstead -

Poincaré e método da renormalizacao, mas da atencao especial aos métodos da média e
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multiplas escalas, os quais serao objetivos de nosso trabalho.

Nos anos 50 e 60 Kononenko ([26]) utilizou métodos de perturbagoes para estudar
sistemas dinamicos nao ideais. Balthazar e colaboradores ([3]-[13]) apresentaram uma
revisao completa dos sistemas dinamicos com formulagoes nao- ideais e diversas con-
tribuigoes no estudo de sistemas dinamicos com formulagoes nao-ideais.

Sistemas dinamicos nao ideais apresentam grande variedade de comportamentos, tais
como fendomenos de salto ('jump’) e histerese na regidao de ressonancia. Além disso, sis-
temas modelados matematicamente como sendo nao ideais sao mais realistas, pois levam

em conta a dependéncia da fonte de energia em relacao ao sistema.

1.1 Objetivos do trabalho

O papel que o estudo de sistemas dinamicos desempenha no avango das ciéncias em geral, é
bastante importante, pois uma parcela significativa de problemas reais pode ser modelada
através de sistemas dinamicos.

Nas ultimas décadas essa importancia tem aumentado, em virtude dos estudos de sis-
temas dinamicos ditos nao-ideais, onde o agente excitador possui energia limitada e, por-
tanto, o seu comportamento ¢é afetado pelo proprio comportamento do sistema dinamico.

O principal objetivo desta dissertacao é dar seqiiéncia aos estudos sobre péndulo elétro-
mecanico com excitagao horizontal. Estudos preliminares desse sistema dinamico ja foram
desenvolvidos por Dias em ([15]-[22]), mas existe uma grande variedade de estudos a
serem feitos de modo que possamos entender completamente o comportamento dinamico
do péndulo eletro-mecanico. Assim, nesta dissertacao, inicialmente vamos analisar a in-
fluéncia da fonte de poténcia no movimento do sistema, e as condig¢oes sob as quais ocorrem
a instabilidade do movimento na vizinhanca da ressonancia. Esse fenomeno é conhecido
como efeito Sommerfeld.

Outras fontes de instabilidade sao as bifurcagoes. Além desses estudos serao analisadas
as ressonancias internas, com o objetivo de identificar eventuais combinagoes que levam
a solugoes cadticas do sistema dinamico.

Neste trabalho aplicamos o método da média e o método das multiplas escalas para
encontrar solugoes analiticas aproximadas e fazer um estudo dos casos de ressonancia

secundaria, bem como as condigoes em que elas ocorrem.
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Os casos de ressonancia secundaria serao determinados através da expansao direta da
solugao em série de poténcias.

O método da média é aplicado utilizando a técnica descrita por Nayfeh ([29]), para
obter uma solucao analitica aproximada. O método das multiplas escalas é aplicado com
o objetivo de obter uma solugao analitica aproximada livre de termos seculares mistos e

pequenos divisores.

1.2 Descricao dos Capitulos

Objetivando clareza na exposicao dos assuntos, dividimos este trabalho em seis capitulos.

O primeiro capitulo é dedicado para a introducao. Nesta parte apresentamos um
breve esboco da evolugao historica do estudo de sistemas dinamicos com alguns fatos e
personagens mais citados na literatura encontrada. Em seguida apresentamos os objetivos
do trabalho.

No segundo capitulo, sucintamente, expomos alguns conceitos principais da teoria dos
sistemas dinamicos e sistemas dinamicos nao ideais.

O terceiro capitulo é dedicado a discussao dos métodos de perturbacoes, com enfase
nos métodos da média e multiplas escalas, os quais sao objetos de nosso trabalho.

O quarto capitulo é dedicado a obtencao das equagoes do movimento do sistema
péndulo elétro-mecanico, a aplicacao do método da média e a andlise dos estados esta-
cionarios. Nesta parte descrevemos como obter as equacoes do movimento através do
formalismo Lagrangeano, aplicamos o método da média e obtemos as equacoes médias do
sistema.

Em seguida, analisamos os estados estacionarios através do critério de Routh - Hur-
witz (critério R-H) associado a teoria da variedade central pois, no caso considerado,
verificamos que um dos autovalores da matriz Jacobiana é nulo e, portanto, o teorema de
Hartman-Grobmann nao pode ser aplicado.

Para a aplicagao do critério R-H, tomamos varios parametros do problema como sendo
parametro de controle, e obtemos as curvas de resposta de freqiiéncia, as curvas de os-
cilagoes forcadas e fazemos a andlise dos regimes permanentes. Nesta parte a forte in-
teracao entre a fonte de energia e o péndulo ficam evidentes.

O quinto capitulo refere-se a aplicacao do método das multiplas escalas. Nesta parte,
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primeiramente, fazemos a expansao direta da solucao para obter os termos seculares e
pequenos divisores. Em seguida, utilizamos o método das multiplas escalas para obter
uma solugao analitica aproximada, livre de termos seculares mistos e pequenos divisores
para os diferentes casos de ressonancias internas do sistema. A andlise dos estacionarias
é feita a partir das condigoes de eliminacao de termos seculares.

O sexto capitulo é deixado para as conclusoes do trabalho juntamente com apre-
sentacao de sugestoes para trabalhos futuros.

No apéndice colocamos os programas, executados em Matlab® utilizados na realizacao
deste trabalho. Na obtencao dos estados estacionarias utilizamos um método de Runge -

Kutta de ordens 4 e 5 implementado em FORTRAN (RK(4,5)), que temos a disposigao.



Capitulo 2

Introducao aos sistemas dinamicos

O objetivo deste capitulo é apresentar uma breve explanacao dos principais conceitos dos

sistemas dinamicos e sistemas dinamicos nao ideais.

2.1 Conceitos Preliminares

A nocao de sistemas dinamicos aqui apresentada segue o ponto de vista de Kuznetsov
([27]) e é caracterizada como a formalizacdo mateméatica de processos deterministicos.
Essas nogoes incluem um conjunto de possibilidades e uma lei de evolugao no tempo.

A lei de evolugao que governa o sistema pode ser um conjunto de regras, mas nao
necessariamente equacoes, que especifica o estado do sistema no tempo.

Todos os possiveis estados do sistema sao caracterizados por um conjunto X e é
chamado de espaco de estados. A evolucao de um sistema significa mudangas no estado
do sistema com o tempo ¢t € T', onde T' é um conjunto numérico IR ou Z.

No caso de T' = IR chamamos sistema de tempo continuo e caso contrario chamamos
sistema de tempo discreto.

Especificamente, um sistema dindmico pode ser definido como uma tripla {T, X, p'};
onde T ¢ um conjunto niimerico, X é o espaco de estados e ' : X — X é uma familia de

operadores parametrizados pelo tempo t e tais que

W = id VreX

(2.1)
ot = plop® VoeX; ViseT.

As propriedades acima significam que o sistema nao muda de estado espontaneamente
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e a lei que governa seu comportamento nao ¢ alterada com o tempo.
Uma orbita comecando em zy é um conjunto do espaco de estados X e é definida

matematicamente por

Op(mg) ={z € X 12 =¢'my; VteT/p'n exista} (2.2)

Orbitas podem ser tanto discretas quanto continuas. Orbitas de tempo continuo com
operador continuo sao curvas no espaco de estados X parametrizadas pelo tempo e ori-
entadas na diregao de crescimento do tempo.

As orbitas mais simples que existem sao os pontos de equilibrio e os ciclos. Um ponto

de equilibrio z* é tal que

plat =2 VteT ez eX (2.3)

Um ciclo é uma 6rbita periédica Ly tal que para cada xy € Lo temos @10z = plag
para algum Ty > 0, Vt € T. Se nao existe nenhum ciclo préoximo a um ciclo dado entao
chamamos tal ciclo de ciclo limite.

Uma particao do espaco de fases em orbitas é chamado retrato de fases.

Uma das maneiras mais comuns de definir um sistema dinamico é através de equacoes
diferenciais. Sistemas de equagoes diferenciais podem ser autondémos ou nao autonomos.
Sistemas nao autonomos podem ser transformados em sistemas autonomos através da
introducao de uma nova variavel. Assim, resumidamente, podemos considerar que um

sistema de equagoes diferenciais pode ser dado por

i = F(x, M) (24)

com M € IR™ sendo o vetor dos parametros de controle e x € R"™ o vetor posicao.

Formalmente, temos

&= F(x, M) (2.5)
com I[': IR" x R™ — IR".
A formulacao matematica de sistemas em termos de equagoes diferenciais é devida
a Newton, e uma das maiores questoes é conhecer e analisar o comportamento de um
sistema definido por equacoes diferenciais. Para isso existem duas abordagens: abordagem

qualitativa e abordagem quantitativa.
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Um dos principais pontos na analise de sistemas dinamicos sao os pontos de equilibrio.

Pontos de equilibrio sao os subconjuntos invariantes mais simples que existem. Um
subconjunto S é invariante para um sistema dinamico {7, X, ¢'}, se 1o € S entao 'z €
S vteT.

A anélise do comportamento dos pontos de equilibrio é um dos objetos da andlise de
sistemas dinamicos. A estabilidade dos pontos de equilibrio pode ser determinada através
da expansao em série de Taylor em torno do ponto de equilibrio, sempre que F' for pelo
menos de classe C?. Dessa maneira a andlise dos pontos de equilibrio fica reduzida a
andalise da parte real dos autovalores associados a matriz Jacobiana obtida na expansao
em torno do ponto de equilibrio.

Se todos os autovalores da matriz Jacobiana tem parte real nao nula, entao o ponto
de equilibrio é dito ser hiperbdlico. Pontos hiperbdlicos podem ser fontes, sumidouros ou
selas.

Para pontos hiperbdlicos o teorema de Hartman - Grobman garante que o sistema
linear obtido considerando apenas os termos até primeira ordem na expansao em série
de Taylor é qualitativamente equivalente ao sistema nao linear em torno do ponto de
equilibrio, ou seja, as mudancas qualitativas no sistema nao linear podem ser detectadas
pelo exame do sistema linear associado.

Matematicamente, este conceito pode ser expresso por uma conjugacao topoldgica
entre o sistema linear e o sistema nao linear em torno do ponto de equilibrio.

Um sistema dindmico {7, IR", ¢'} ¢ topologicamente equivalente ao sistema dinamico
{T,IR", '} se existe um homeomorfismo h : R" — IR" que leva drbitas do primeiro em
orbitas do segundo, preservando o sentido das mesmas.

A nocao de equivaléncia topoldgica nao fica restrita ao espaco IR" e pode ser extendida
a outros espagos mais gerais.

Apesar da linearizacao determinar a estabilidade dos pontos, ela nao fornece
informagoes sobre o dominio em torno do ponto de equilibrio no qual a conclusao é
valida. Uma maneira de obter tais informacoes é através da construcao de uma funcao de
Lyapunov. No entanto, a construcao de uma funcao de Lyapunov nao é trivial e os
procedimentos para tal construcao so existem em alguns casos especiais.

Quando o ponto de equilibrio é nao-hiperbdlico, ou seja, existe auto-valor com parte

real nula, entdao nao podemos usar o teorema de Hartman-Grobmann. Neste caso é
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necessario usar uma ferramenta mais sofisticada para o estudo de tais pontos.
Consideremos que a matriz Jacobiana associada ao sistema nao linear autonémo n-

dimensional tenha s, u e ¢ autovalores com parte real negativa, positiva e nula, respecti-

vamente. Assim, podemos escrever IR™ como sendo soma direta dos subespacos definidos

por esses vetores generalizados, ou seja,

R" = E* @ E" & E°, (2.6)
com
E* = span{uvy, vg,vs, ..., Us}
E" = span{vgy1, Usia, ..oy Usin} (2.7)
E¢ = span{vsiyi1, Ustut2, - Unt

onde os vj, 7 = 1,2,3,...,n sao os autovetores generalizados correspondentes aos s, u
e ¢ autovalores.

Os espacos E°, E* e E° sao subespagos invariantes do sistema linear determinado pela
matriz Jacobiana, ou seja, v € E¥, k = s,u, c entdo o'z € B, Vvt e T.

Considerando que a fungao F' do sistema nao linear é C”, r > 2, entao existem teore-

mas de existéncia que afirmam que se o sistema linear associado ao sistema

i = F(a; M) (2.8)

possui variedades invariantes s-dimensional, u-dimensional e c-dimensional, entao o
ponto de equilibrio do sistema nao-linear também possui variedades invariantes s-dimensional,
u-dimensional e c-dimensional em uma certa vizinhanca. No ponto de equilibrio, essas
variedades invariantes se interceptam e sao tangentes com seus respectivos subespagos.
Como esses teoremas garantem a existéncia das variedades apenas para uma vizinhanca
em torno do ponto de equilibrio, elas sao chamadas variedades invariantes locais.

Essas variedades invariantes sao rotuladas por W#, W*" e W€, e sao chamadas, respec-
tivamente, variedade estavel, variedade instavel e variedade central.

As variedades estaveis e instaveis possuem a mesma dimensao que E* e E*, respec-

tivamente, sao de classe C", tnicas e, além disso, possuem mesmo comportamento que
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os subespacos invariantes. A variedade central tem a mesma dimensao de E€, é de classe
C"! e ndo é, necessariamente, tnica ([28]).

Consideremos que o sistema de equagoes diferenciais dado por

i=F(r;a) v€R", acR, (2.9)

possui um ponto de equilibrio nao hiperbdlico com n. auto-valores no eixo imaginario
e (n —n.) auto - valores com parte real nao nula. Entao esse sistema tem uma variedade
invariante local, dependente do parametro e além disso, se n,, = 0, ou seja, o nimero de
auto-valores com parte real positiva é nulo, entao esta variedade central é atrativa ([27]).

O teorema de Shoshitaishvili [1975], afirma que todos os eventos essenciais préximos
do valor do parametro de bifurcagao ocorrem na variedade central W€, associada ao ponto
de equilibrio.

A condi¢ao n, = 0 é simplesmente pelo fato de que se o sistema possui auto-valor
com parte real positiva entao este sistema é instavel e independe da variedade central
associada.

Até agora verificamos que pontos hiperbdlicos ou pontos nao hiperbdlicos sao detec-
tados a partir do conhecimento dos autovalores associados a matriz Jacobiana.

Os autovalores da matriz Jacobiana J sao as raizes do polinomio caracteristico dado

por
det(J —Al)=0=det(A\ —J)=0= (2.10)
A — SN SN (=) =0
onde S;, k=1,2,--- n é asoma dos menores principais de ordem k.

Como precisamos apenas conhecer os sinais da parte real dos autovalores J\;, entao
nao precisamos calcular explicitamente os valores \;. Basta conhecer o sinal da parte real
dos A;.

O problema de descobrir se todas as raizes de um polinomio de grau n tem parte real
negativa, sem calcular explicitamente essas raizes foi solucionado por E. J. Routh (1831-

1919). Em 1895, A. Hurwitz (1859-1919) encontrou, independentemente, uma solucao

([28]).
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O critério de Hurwitz da condigoes necessarias e suficientes para que os autovalores
associados a matriz Jacobiana tenham parte real negativa. No entanto, nao da nenhuma
informagao sobre a existéncia ou nao de autovalores com parte real positiva ou nula.

Esse problema é contornado pelo critério de Routh. O critério de Routh fornece
condigOes necessarias e suficientes para a existéncia de todos os autovalores com parte real
negativa e, além disso, fornece informagoes a respeito das raizes com parte real positiva
ou nula.

O critério de Routh juntamente com o critério de Hurwitz é chamado critério Routh -
Hurwitz (critério R-H). Apresentamos a descrigao do critério R-H no desenvolvimento do
trabalho com o péndulo eletromecanico. Nesta dissertacao utilizamos a versao do critério
R-H apresentada por Monteiro ([28]).

A andlise dos estados estaciondrios através do critério R-H possibilita verificar a
ocorréncia de bifurcagoes, ja que se o critério R-H ¢ satisfeito entao todas as raizes tem
parte real negativa, e caso contrario, fornece condicoes para a determinacao da quanti-
dade de raizes com parte real positiva. Dessa forma, se o sistema era estavel e passa a ser
instavel ou vice-versa. Logo, temos encontrado um ponto de bifurcacgao.

Bifurcagoes sao fendmenos interessantes que ocorrem nos sistemas e sao caracterizadas
pelo aparecimento de um retrato de fases que nao é topolégicamente equivalente, sob a
variagao dos parametros. Referem-se a mudanga qualitativa no retrato de fases de um
sistema dinamico, conforme algum parametro do sistema passa por um valor critico.

As bifurcagoes podem ser locais ou globais. Sucintamente, as bifurcagoes mais simples
que existem sao as bifurcacoes do tipo sela-nd, bifurcacao transcritica, bifurcagao de

forquilha e bifurcacao de Hopf.

2.2 Sistemas dinamicos nao ideais

E muito comum, durante a modelagem matematica de sistemas supor que a fonte ex-
citadora ¢ ideal, ou seja, em geral, supomos que a fonte e o sistema nao interagem e
que a freqiiéncia de excitacao é governada por uma lei especifica do sistema oscilatorio
e seus parametros nao dependem do movimento do sistema ([26]). Esse tipo de sistema
é chamado sistema com fonte ideal. Fontes ideais tem poténcia ilimitada e nao sofrem

influéncia do sistema.
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Sistemas com fontes nao ideais possuem uma natureza mais complexa, ja que o agente
excitador é influenciado pelo sistema. As fontes nao ideais, diferentemente das fontes
ideais, nao possuem leis especificas para a variacao da forca excitadora, e suas condigoes
de atuacao no sistema sao impossiveis de serem especificadas como uma relacao simples
de dependéncia do tempo ([26]).

Um dos primeiros registros relacionados ao estudo de problemas nao ideais data de
1902, quando Sommerfeld realizou um experimento, no qual observou interacoes entre um
motor e a estrutura que o suportava. Através da variacao de poténcia elétrica fornecida ao
motor e o monitoramento das freqiiéncias e amplitudes da resposta
do sistema, observou-se regioes de instabilidade da rotagao para certos valores de poténcia,
em regioes proximas a ressonancia. Tal descontinuidade na freqiiéncia de rotacao foi de-
nominado efeito Sommerfeld ([8]).

Sistemas dinamicos com fontes nao ideais geram grande variedade de comportamentos,
tais como variagoes bruscas na amplitude de oscilagoes em funcao de variagoes suaves do
parametro de controle ( efeito Sommerfeld), influéncia do perfil da curva nas caracteristicas
do movimento quando se altera o parametro de controle, e caos.

As variacgoes bruscas na amplitude de oscilagbes podem ser detectadas pela andlise da
curva de amplitude versus parametro de controle.

A influéncia do perfil da curva quando se altera o parametro de controle é chamado
de histerese. Segundo Nayfeh ([29]), as caracteristicas da curva de resposta de freqiiéncia
sao suficientes para caracterizar o efeito de histerese. Abaixo apresentamos uma curva
para variacao de amplitude versus um parametro de controle k, caracteristica do efeito de
histerese.

Devidos as caracteristicas da curva, se o experimento é conduzido de modo que o
parametro de controle é alterado de forma crescente, entao variacoes suaves no parametro
de controle implicam variagoes suaves na amplitude até atingir o ponto 3, depois disso o
sistema experimenta um salto para o ponto 1, e novamente, variacoes suaves correspondem
a alteracoes suaves nas amplitudes dos movimentos. Se por outro lado, conduzimos o
experimento de forma que o parametro de controle é alterado de forma decrescente, entao
variagoes suaves no parametro de controle implicam variacoes suaves na amplitude até
o sitema atingir o ponto 2, a partir do qual o sistema sofre um salto para o ponto 4, e

novamente, variagoes suaves no parametro de controle correspondem a variagoes suaves
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Figura 2.1: Uma curva caracteristica do efeito de histerese

nas amplitudes dos movimentos.

Kononenko ([26]) obtém curvas caracteristicas com acréscimos e decréscimos suces-
sivos do parametro de controle, e pela analise da estabilidade dos estados estacionarios
juntamente com a andlise da curva de oscilacoes forcadas.

Um estado estacionario instavel determina, na curva de oscilagoes forcadas, uma
condicao de oscilagoes forcadas nao realizavel. Assim, uma regiao de estados estacionarios
instaveis determina uma regiao de oscilacoes forcadas nao realizdveis. A analise da in-
terseccao da curva que da as caracteristicas da fonte, com as fronteiras dos pontos da
regiao de estabilidade determina a parte da curva que é realizada conforme o parametro
de controle é alterado de forma crescente ou decrescente.

Segundo Kononenko ([26]), além das caracteristicas da curva de movimentos realizéveis
depender das propriedades constitutivas do sistema, ela também pode depender do método
de controle do parametro que esta sendo utilizado, sendo que pode desaparecer totalmente
se trocarmos o método de controle do parametro.

Além disso, quando a fonte é nao ideal, Kononenko ([26]) obtém curvas distintas
para determinacao da amplitude de oscilacoes forcadas, para um caso particular por ele
tratado. Essas curvas, do tipo mole e dura (”softening e hardening”), implicam menor
e maior torque liqiiido, respectivamente, para manter oscilacoes proximas da maxima
amplitude ressonante do sistema.

Para sistemas com fontes nao ideais, Kononenko encontrou uma forte dependéncia
das caracteristicas da fonte de energia, ou seja, pequenas alteracoes nas caracteristicas

da fonte implicam perda de estabilidade de uma regiao que era estavel e estabilidade de
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uma regiao que antes era instavel. A figura (2.2), mostra pontos instdveis para certos
parametros do problema, enquanto que a figura (2.4), mostra a mesma curva com uma

pequena alteracao nas caracteristicas da fonte de energia.
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Figura 2.3: Regido de instabilidade para pequena alteracao na fonte de energia

A ocorréncia de saltos nas amplitudes de movimentos realizaveis nao ocorrem préximas
da vertical, o que evidencia os efeitos da fonte nao ideal sobre o sistema. A figura abaixo
é caracteristica e ilustra esse fato. Saltos na oscilacao ocorrem de T para H, e de R
para P conforme o parametro de controle é variado de forma crescente ou decrescente,
respectivamente.

No entanto, Kononenko obtém esses resultados para sistemas com poucos graus de
liberdade (1 ou 2). Sistemas com muitos graus de liberdade sdo tratados de maneira
similar. Nesse caso sao necessarias as suposicoes para a aplicacao do método da média e,

além disso, o estudo é confinado as interacoes ressonantes de duas partes integrantes do
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Figura 2.4: Saltos nas amplitudes de movimentos realizaveis

sistema, ou seja, as oscilagoes das outras partes do sistema sao consideradas pequenas em
relacao as oscilagoes das partes ressonantes.

Quando as regioes de ressonancias nao sao distintas e, consequentemente, nao podem
ser consideradas separadamente devemos levar em conta outras equacoes para analise
do movimento. Essa forte dependéncia das outras partes do sistema fica evidenciada
no fato de que as solugoes, em primeira aproximagao, estao conectadas de algum modo
e, portanto, mesmo que apenas duas partes da estrutura estejam em ressonancia nao
podemos, e nao conseguimos considerar apenas essas duas partes. Isso evidéncia que
sistemas apresentados dessa maneira devem ter comportamento complexo, e suas partes
constituintes devem estar firmemente atreladas.

Como cada parte componente possui uma freqiiencia de vibracao natural, entao sis-
temas apresentados desse modo, certamente, possuem interacao ressonante entre mais
que duas partes componentes e, consequentemente, conduzem a grande dificuldade de
obtengao de resultados analiticos.

O sistema péndulo eletromecanico é um desses sistemas, que apesar de todas as sim-
plificagoes introduzidas, ainda temos um sistema de equagoes diferenciais nao lineares e
de dificil abordagem analitica sendo, portanto, necessario uma abordagem numérica ou

por métodos de perturbacao.



Capitulo 3

Métodos de perturbacao

O que caracteriza um método de perturbacao é a escolha ”a priori”’da representacao da
solucao, que é procurada como sendo série de poténcias de um pequeno parametro e,
ou seja, x(t) ~ > fdy(t) ([2]). Em geral, as funcdes ¢ (t) sdo solucdes de equacoes
diferenciais e quanto maior for o niimero de termos da série, melhor sera a aproximacao
da solucao.

Nayfeh e colaboradores ([30], [31], [32]) apresentam uma descrigdo dos principais
métodos de perturbacao: método da expansao direta, técnica de Lindstead-Poincaré,
método da renormalizacao, método da média e média generalizada e método das multiplas
escalas. Todos esses métodos sao caracterizados pela presenca do pequeno parametro €, o
qual aparece naturalmente ou é introduzido na equacao com a finalidade de obter solucao
analitica aproximada.

Um aspecto pratico importante do método de perturbacao consiste na substituicao
de um problema nao linear por uma seqiiéncia de problemas lineares, que na verdade,
constituem um tnico problema linear com dados recursivos ([2]).

Nas proximas secoes apresentamos uma breve discussao sobre os métodos da média
e das multiplas escalas, sendo que o desenvolvimento de tais métodos é deixado para os

capitulos posteriores.

3.1 Meétodo da média

Dependendo das caracteristicas dos sistemas dinamicos, eles podem ser considerados como

sendo fracamente nao lineares. Sistemas fracamente nao lineares sao da forma

16
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i +wiu = ef (u, ) + B (3.1)

onde € < 1, f é uma funcao nao linear em u e . e £ é uma forga externa generalizada

chamada excitacao. Existem, basicamente, dois tipos de excitacao, a saber

i) E = E(t), ou seja, F nao é uma fungao do estado do sistema. Neste caso F é chamada

fonte ideal de energia;

ii) E = E(u,u,1), ouseja, ' é uma fungao do estado do sistema. Neste caso F é chamada

fonte nao ideal de energia.

Logo, a resposta do sistema depende do tipo de excitacao, da ordem da nao linearidade
e do tipo de mecanismo de atrito ([32]). O método da média é aplicado juntamente
com o método da variacao dos parametros. Nesse caso, quando o pequeno parametro
e é nulo a solugdo de (3.1) é conhecida. Quando € # 0, pelo método da variacdo dos
parametros, supomos que a solugao e sua derivada permanecem com a mesma forma, mas
que as constantes de integragao, agora, sao fungoes que variam suavemente com o tempo.
Impondo essas condigoes encontramos, pela aplicagao do método da média, as equagoes
que descrevem essas fungoes.

Devido a presenca do pequeno parametro e fazendo algumas consideragoes, a estrutura
das equagoes mostra que a maior parte dessas fungoes variam suavemente no tempo, ou
seja, as equacoes sao da ordem de € e, portanto, podemos aproveitar este fato tanto
analiticamente quanto numéricamente.

No préximo capitulo utilizamos o método da média e descrevemos o procedimento
para a aplicagdo. No nosso caso adotamos a técnica utilizada por Nayfeh ([29]) para

consideracoes das ressonancias internas do sistema.

3.2 Método das miltiplas escalas

O método das multiplas escalas ¢ um método de perturbacao no qual introduzimos difer-
entes escalas de tempo como se fossem variaveis independentes distintas. Isso transforma o
estudo do sistema de equacoes diferenciais ordinarias no estudo de um sistema de equagoes

diferenciais parciais.
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Essa aparente complexidade que o sistema ganha devido a introducao das trans-
formagoes é compensada pelos fatos de conseguirmos encontrar uma solucao livre de
termos seculares mistos e propiciar a andlise dos vérios fenémenos de ressonancia ([29]).

Da mesma forma que os termos seculares mistos, os fenomenos de ressonancias internas
sao determinados pela expansao direta da solucao do sistema. Termos ressonantes sao
também chamados pequenos divisores e podem ser priméarios ou secundarios, dependendo
da ordem da poténcia de € em que aparecem na solucao da expansao direta.

No método das multiplas escalas, termos com pequenos divisores sao transformados
em termos seculares mistos através da introducao do parametro de sintonia e, conse-
quentemente, podem ser eliminados através da imposicao das condicoes de eliminacao de
termos seculares. Essas condicoes fornecem as equacoes diferenciais que dao as fungoes
que tornam a solucao livre de termos seculares mistos. Como, em geral, as equacoes
obtidas também sao nao lineares, entao a resolucao dessas equacoes diferenciais pode ser
tao dificil quanto a resolucao das equacoes originais. No entanto, para os estados esta-
cionarios precisamos resolver e analisar um sistema de equacgoes algébricas e, portanto,

teoricamente, mais facil de obter conclusoes analiticas.



Capitulo 4

Sistema Péndulo Elétro-mecanico

O objetivo deste capitulo é a deducao das equagoes do sistema péndulo elétro-mecanico
e a utilizacao do método da média para obtencao de uma solugao analitica aproximada
do sistema. Além disso, vamos analisar o caso de interacao ressonante de primeira ordem
entre o bloco e o motor, mas sem interagao ressonante entre bloco e péndulo e estudar a
estabilidade dos estados estacionérios através da aplicacao do critério de Routh-Hurwitz
juntamente com a teoria da variedade central.

Um estudo preliminar do sistema péndulo eletromecanico foi feito por Dias ([22]).

4.1 Modelagem Matematica

Figura 4.1: Sistema péndulo eletromecanico
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O sistema péndulo eletromecanico com excitagao horizontal consiste de um bloco de
massa my, que oscila horizontalmente devido a rotagao de uma massa mso acionada por
um motor.

Como o motor DC possui energia limitada e a modelagem matematica leva em conta
o acoplamento das equacoes, entao o sistema dinamico é nao ideal.

O bloco esta conectado a uma parede por uma mola e um amortecedor, cujos coefi-
cientes de elasticidade e amortecimento sao, respectivamente, k; e ¢, e um péndulo de

massa ms e comprimento [ é acoplado ao bloco.

Tabela 4.1: Descricao dos parametros do sistema péndulo eletromecanico

coeficiente | nome

kq coeficiente de elasticidade linear da mola
c1 coeficiente de amortecimento do bloco
my massa do bloco
mo massa excéntrica de perturbacao
ms massa do péndulo

[ comprimento do péndulo

R distancia da massa msy ao eixo do motor
g aceleracao da gravidade
Jo momento de inércia do rotor

M (q}) || torque ligiiido do motor

3 coeficiente de atrito do péndulo

1 vibracgao horizontal do bloco

G2 deslocamento angular da massa ms
qs3 deslocamento angular do péndulo

A descricao matematica do sistema péndulo nao ideal é feita através da formulacao
de Lagrange. A formulagao de Lagrange consiste na definicao de um funcional L cujos
extremais ( pontos estaciondrios) coincidem com as solugdes do sistema dinamico ([14]).

O Lagrangeano L ¢é definido como a diferenca entre as energias cinética e potencial do
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sistema.
Definindo as coordenadas generalizadas do movimento por ¢;,7 = 1,2, 3, e as forcas
dissipativas por N;,i = 1,2,3, entao as equacoes do sistema dinamico sao dadas pelas

equagoes de Fuler-Lagrange.

d (0L oL
— =] - =N, i=1,2 3. 4.1
dt (0q§> q; i 2,3 (4.1)

Assumimos que o bloco, o motor e o péndulo possuem as posic¢oes iniciais dadas por
(Z1,71), (T2,72) e (T3,73), respectivamente. Com o acionamento do motor, as partes
componentes do sistema passam a ocupar novas posicoes.

A nova posigao do bloco é dada por 1 =% + ¢ € y1 = y;. Da geometria do sistema
concluimos que a massa ms tem posicao dada por zo = To+q1+R cos ¢z € Yy, = Yo+ R sin ¢s.

Fazendo a mesma analise para o péndulo, segue que a posicao da massa mg ¢ dada
por x3 =T3+ ¢ +Isings e y3 = Y5 — [(1 — cosgs).

As coordenadas do movimento do sistema dinamico sao fungoes do tempo e as respec-
tivas velocidades sao obtidas por derivacao. Assim, colocando o momento de inércia do

rotor como sendo J, podemos escrever a energia cinética do sistema como segue

1 .
T = §{mq12 — 2moRq)gh sin gy + (maR* + J3)g5 + 2mslq) gl cos gz + msl?q}y,  (4.2)

com mq + meo + msg = m.

A energia de deformacao da mola é dada por

1
U= lefﬁa (4.3)

enquanto o trabalho da forca peso é dado por

We = —g[maRsin g + msl(1 — cos g3)] (4.4)

Assim a energia potencial do sistema é dada por V = U — W,, ou seja,

1
V= 5761615 + g[maRsin ga + m3l(1 — cos g3)] (4.5)

As forcas externas que atuam no sistema sao as forcas de atrito do bloco, o torque
liqiiido do motor e a forga de atrito no péndulo. Essas forcas sao dadas, respectivamente,

por



4.1. Modelagem Matematica 22

Ny = —c1qy, No= M(gy) = a—bgy e Ny = —csqs, (4.6)

com a e b constantes.
Com as fungoes para as energias cinética (4.2) e potencial (4.5), definimos o La-

grangeano do sistema,

L=T-V. (4.7)

Usamos as equagoes de Euler-Lagrange (4.1) para derivar as equagdes do movimento

do sistema. Logo, temos
i=1 - Equacao do bloco

d (0L ) :
(—> = mq] — maR(q} sin ga + ¢ cos g2) + msl(qy cos gz — ¢f sings)  (4.8)

dt \ 9q;
oL
— =k 4.9
) 1491 (4.9)
Nl = —01Q1 (410)

A equagao que descreve o movimento do bloco é dada por

mq] — maR(q} sin gy + ¢ cos q2) + msl(gh cos g3 — ¢f sings) + kg1 = —c1q). (4.11)

i=2 - Equacao do motor

0 .
a—q/ = —ngQi SIn Q9 + (TTL2R2 -+ Jz)qg (412)
2
d oL o "o ’ o 2 "
— | 57 | = —m2R(q) sin g2 + q1q5 cos q2) + (maR™ + J2)¢5 (4.13)
dt \ 0q,
OL ,
— = —maRq ¢, cos ga — gmaR cos qo (4.14)
0qs
No = M(qy) = a — bg, (4.15)

A equacao que descreve o movimento do motor é dada por

Iqy —maR(qy singa + ¢;q5 €08 g2) + M2 Rqy 5 €08 g2 + gmaR cos g = M(qs), (4.16)

onde I = myR? + Js.
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i=3 - Equacao do péendulo

d (0L .
pr (a—qg) = msl(q] cos g3 — ¢} g} sin g3) + msl?qs (4.17)
oL
— = —m3lqiqgh sin gz — gmslsin g3 (4.18)
dqs
N3 = —c3qé (419)

A equacao que descreve o movimento do péndulo é dada por

msl*qy + mslq) cos gz + gmslsin gz = —c3q;. (4.20)

Escrevendo as equagoes que governam o sistema, temos

mq; — maR(qy sin qa + g5 cos qa) + msl(qy cos g3 — ¢5 sinqs) + kiq1 = —c1q] (4.21)

Iqy — moR(q) singa + q1q5 cos q2) + maRqyq5 cos g + gma R cos go = M(qy) (4.22)
mal?qs + mslg] cos gs + gmal sin gz = —csqy (4.23)

As equacgoes acima descrevem o comportamento do sistema péndulo eletromecanico, e
para efetuar estudos diversos se faz necessario decidir a ordem de magnitude dos diversos
elementos do sistema ([29]). O processo de adimensionamento das equagdes é o mais

indicado, entao introduzimos as variaveis adimensionais,

r=wt, u(r) = B (1) = o(r) e at) = 6(r), (4.24)

onde w = @
V' m

As derivadas em t e as derivadas em 7 satisfazem as seguintes relacoes

d d
J— — w—
dt dr
) ) (4.25)
& e
dt? dr?
Usando as relagoes dadas em (4.25), temos
d
¢ = [ ¢ = 1w (4.26)

dt
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Gy = W—— = W @ =W (4.27)
dr
do . .

g5 = w% = wh q = w2, (4.28)

onde (') denota a derivada em ¢ e (.) denota a derivada em 7.
Substituindo (4.26), (4.27) e (4.28) em (4.21), (4.22) e (4.23) temos o sistema de

equagoes adimensionais.

i+ L= M[@sin¢ + ¢% cos ] + @[92 sin @ — 6 cos 0] (4.29)
mw ml m
1$ = M(p) + maRliisin g — W@R% Ccos (4.30)
0+ m§?2wé + lwiz sinf) = —ticos 6 (4.31)
com
VI($) = —5 M(wg)

Introduzindo as constantes

ng C1 C3
b2 = H1 = — M3 = 2
mil mw msl?w
ngl ng
— — 4.32
D3 T 2 I ( )
podemos reescrever o sistema de equagoes como
i+ 1t 4+ u = pa[Psinp + p? cos @] + @[92sin0 — 6 cos b
m (4.33)
. Mg o g
¢ = # + paiisin g — py—5 cos (4.34)
w
0+ psh + I_ginf = —iicosd (4.35)
lw?

Vamos considerar que as oscilagoes sao préximas da ressonancia fundamental, ou seja,
vamos assumir que a diferenga entre as freqiiéncias do bloco e do motor Q = dy/dt seja

da forma w; — ) = €0, onde oq é o parametro de sintonia. Consideramos também que

mo mo m
2ecl, —2<<l, S <<
I m m
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Logo, podemos fazer

P2 = €D2 P3 = €D3

= €P M () /T = eMy(¢
Pa Pa (90)/ 1(90) (4.36)
p = €l ps = €fl3

mg/m = ems

Além disso confinamos nossas observacoes aos movimentos aproximadamente esta-
cionarios, o que implica que a variacao da aceleracao serda pequena e que o angulo de
oscilacao do péndulo é pequeno. Dessa forma podemos fazer a aproximagao de sinf e
cos @ por série de Taylor em torno de 8 = 0, obtendo, em primeira aproximacao, sin 6 ~ 6
e cosf ~ 1.

Com essas suposigoes, as equacoes que descrevem sistema dindmico nao ideal podem

ser escritas da seguinte maneira

ii + €/ttt + u = € [aBsin g + pags? cos ] — ering [9’29 _ 9} (4.37)
p=c¢ [Ml(gp) + patisin p — ]54% cos gp} (4.38)
0+ €fish + w0 = —ii (4.39)
com w3 = li?
w

As equagoes acima, com as simplificacoes introduzidas, sao nao-lineares e fungoes do
pequeno parametro €, que foi introduzido de modo que para a consideracao que € =
0 temos uma solucao analitica. Quando € # 0, utilizamos o método da variacao dos
parametros, apresentado na secao seguinte, para conseguir as equagcoes variacionais que

descrevem as amplitudes e fases de oscilagoes do sistema.

4.2 Meétodo da variacao dos parametros

O método de variagdo dos parametros ([1]) consiste em considerar que a solucdo e sua
derivada de uma equacao diferencial, quando € # 0, possui a mesma forma da solugao
para € = 0, mas que as constantes de integracao tornam-se fungoes do tempo.

Assim, quando € = 0, o sistema de equacoes é dado por
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u+u=0
¢ =0 (4.40)
0+ w0 = —ii

No nosso caso, quando € = 0, as equagoes descrevem um movimento harmonico do
bloco com freqiiéncia w; = 1 e uma rotacao constante do motor com freqiiéncia ¢ = €2,
constante e um movimento forcado do péndulo com uma forca de excitacao com freqiiéncia
w1, que ¢ a frequéncia do movimento do bloco. As equagoes do bloco e do motor tornam-se
desaclopadas

A solugao deste sistema de equagoes é dada por

u(T) = ay cos(wr T + 1)
o(t) =Qr , (4.41)
0(T) = az cos(wsT + (3) + a6 cos(wiT + F1)

1

com 0 = 5 )
wis —1
3

Quando € # 0, é natural esperar que a freqiiéncia de oscilagao do bloco seja aproxi-
madamente harmonica , e a freqiiéncia de rotagao ¢ seja aproximadamente constante, ou
seja, sao fungdes que variam suavemente no tempo. Agora a oscilacao do bloco é gov-
ernada pela rotacao do motor. Além disso, espera-se que o movimento do péndulo seja
forcado com a presenca de termos dissipativos. Logo, espera-se que a solug¢ao em 6 varie
suavemente e dependa da amplitude de oscilagoes e da fase do movimento do bloco.

Assim, introduzimos as substituicoes

u = ajcos(¢ + B1); U = —ajw; sin(e + f)
(4.42)

p = Qr; p=9Q

0 = az cos(wsT + B3) + a1d cos(p + f)
(4.43)

0 = —aswssin(wst + Bs) — aydw; sin(p + B1)

Para € # 0 admitimos que a; = a;(7), 5; = Bi(7),i = 1,3 ¢ Q = Q(7).
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As novas variaveis ai, 31, as, 03 e ) representam os parametros essenciais do sistema
([26]) e variam suavemente com 7. Levando em considera¢ao a dependéncia em 7 das

equacgoes, obtemos as derivadas

U= aycos(o+ fr) —ar (Q+ ﬁl) sin(¢ + 61)

¢ =1
. . (4.44)
0 = ag cos(wsT + B3) — ag(ws + B3) sin(wsT + F3) + @10 cos(p + (1)
—a16(Q+ 3y) sin(p + By).
Impondo as condigoes do método da variagao dos parametros obtemos
iy cos(p + B1) — arfrsin(p + B1) = (Q — wi)ay sin(p + i)
a3 cos(wsT + [3) — agﬁg sin(wsT + f3) =0 (4.45)
5 =9
Derivando novamente sob as condicoes citadas, obtemos
it = —aqwy sin(p + B1) — a1w1 (Q + By) cos(p + 51)
p=0
(4.46)

6 = —asws sin(wsT + f3) — asws(ws + ﬁB) cos(wsT + [33)

—a10w; sin(p + B1) — a10wy (2 + ﬁl) cos(p + 1).

Levando esses resultados nos lados esquerdos das equagoes do sistema e observando
que €2 = ¢ temos o conjunto de equacoes diferenciais descrevendo as amplitudes e fases

do sistema

EQUACOES DO BLOCO

a1 cos(p + A1) — a1 By sin(e + f1) = (2 — wi)ay sin(e + B1) (4.47)

—ayysin(e + B1) — a1fim cos(p + B1) + (WP — 11Q)ay cos(p + B1) = €[H] (4.48)
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com [H] e v, dados por

[H] = [ﬁQQ sin (2 + ]5292 COS + ﬂlalwl SiIl(QO -+ 51)] + mg [G] (449)
7= (1+ emgé)w% (4.50)
com
(G| = (azws sin(wsT + B3) + a10w; sin(p + ﬁl))Q(ag cos(wsT + [3)
+aid cos(p + 1)) + asws sin(wst + fB3) + agwgﬁg cos(p + (1) (4.51)
+azws cos(wsT + (3)
EQUACAO DO MOTOR
0= €[M;(Q2) — p3|aiwy sin(e + F1)
(4.52)
+a1 1wy cos(p + F1) + arw1Q cos(p + B1)] singp — 154% cos ¢
EQUACOES DO PENDULO
a3 cos(wsT + f3) — as s sin(ws + fA3) =0 (4.53)
—agws sin(wsT + B3) — azwsfs cos(wsT + B3) = —aywi sin(p + By)
(4.54)

—alﬁlw1 cos(p + B1) + €fiz[asws sin(wsT + F3) + a10w; sin(p + 1))

+ows [ay sin(p + B1) + arBr cos(p + B1)] + ar8[wiQ — w3 cos( + B1)
Reescrevendo as equagoes variacionais, as modulagoes de amplitude e fase do sistema

sao dadas por
EQUACOES DO BLOCO
. m;:ﬁw%&l . :
~én = —e— sin(2¢ + B1) — e[H] sin(p + B1)
an ) — awi — 6%50}%@1 sin’(p + B1) + e[H] cos(p + 51)

(4.55)

—a17151 =

ou
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A 5 2
@ = —em s sin(2(p + 1) — —[H]sin(p + 51)
g g
2 (4.56)
. w € €
= —Q+ L 4+ —ihgow?[l — cos(2(p + — ——[H] cos(p +
A o T will — cos(2(p + f1))] am[ J cos(y + B1)
EQUACAO DO MOTOR
€ = e[My () — psfarws sin(p + 1) + arfrws cos(p + Bi)
(4.57)
+a1w1€2 cos(p + B1)]sinp — ]54u% oS ]
EQUACOES DO PENDULO
asws = [J]sin(wsT + G3) (4.58)
—aswsfs = —[J]cos(wsT + fs) (4.59)
ou
: 1 :
as = w_[J] sin(wsT + 3) (4.60)
3
: 1
By = [J] cos(wsT + 33) (4.61)
azws
com [J] sendo dada por
[J] = aywy sin(p + B1) + a1 Brwr cos(p + f1) + arwiQ cos(p + F1)
—efizlazws sin(wsT + B3) + ardw; sin(p + B1)] sin(ws + B3) (4.62)

—dwy[ay sin(p + By) + a1 cos(p + B1)] — a10[w1Q — wi] cos(p + (1)

Substituindo a funcao [H] nas equacdes (4.56), e notando que os termos ay, 31 e €2 sio

termos de ordem €, entao podemos reescrever as equagoes como segue
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EQUACOES DO BLOCO:

) msdwiay . € . R ) .
= —e% sin(2(p + (1)) — 7—[p2§22 cos ¢ + flaywy sin(p + )] sin(e + 51)
1 1
~ 2 [G]sin(p + 1) +O()
: ) (4.63)
. w msow
Bi=—-Q+ = 4 e— [1—cos(2(¢ + B1))]
gl 2m
1 .
—e——[p2Q2? cos ¢ + fiarwy sin(p + B1)] cos(¢ + 31) — EE[G] cos(p + 1) + O(€?)
Y1a1 Y101
EQUACAO DO MOTOR:
Q = e[ M1(Q) — psarwQ cos(p + f1) sin g — ]54% cos ] + O(€?) (4.64)
EQUACOES DO PENDULO
. 1 .
az = w_[J] sin(wsT + 33) (4.65)
3
. 1
B3 = [J] cos(wsT + [3) (4.66)
a3ws

Para prosseguir na aplicacao do método da média, precisamos calcular as funcoes
definidas anteriormente por [G]cos(¢ + B1), [G]sin(e + f1), (1/ws)[J] cos(wsT + F3) e
(1/wsas)[J] sin(wsT + Fs).

Para isso utilizaremos as identidades trigonométricas de transformacao de produto em

arcos multiplos.

i) Célculo de (1/ws3)[J]sin(wsT + 33)

Colocando
I = ";1:1 [cos((2 — ws)7 + (51 = B3)) — cos((Q + ws)T + (Br + B3))]
b alé;ﬂl SIN((Q + ws)T + (B + B5)) — sin((Q — w3)T + (81 — Bs))]
Ty = P91 o5y 4 25,)

2
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Iy = =P (0 )+ (5 — ) — cos(( )7+ (51 + )
Js = _5w21a1 [cos((2 — ws)T + (81 — B3)) — cos((2 4+ w3)T + (B1 + B3))]
| (4.67)
Js = _5w1;151 [sin((Q2 + ws)7 + (81 + B3)) — sin((2 —w3)7 + (61 — B3))]
I = _%I‘S[MQ — D[sin((Q +ws)7 + (B + B5)) — sin((Q — ws)7 + (61 — F))]
a funcao (1/ws)[J]sin(wsT + B3) pode ser escrita como
(1/w3)[J] sin(wsT + F3) = Z Ji (4.68)
ii) Célculo de 1/agws|J] cos(wsT + ().
Colocando
Ji— 2&;{:)13 [sin((Q + w3)T + (81 + B3)) — cos((ws — Q)7 + (B3 — 51))]
Jy = zliﬁj [cos((€2 + w3)T + (B1 + B5)) + cos((2 — w3)T + (B1 — B5))]
J§ = (;1;;;? [cos((€2 + w3)T + (B1 + B5)) + cos(( — w3)T + (B1 — B5))]
J) = —e% sin(2(wsT + 33))
€flzdwia o
Tt = _%[Sm((g +w3)T + (61 + FB3)) — sin((ws — Q)7 + (B3 — £1))]
Ji = _g:;z; Sin(( + ws) ™ + (By + fBs)) — sin((ws — Q)7 + (B — 5))]
Jh = —a;ij:}fl [cos((2 4+ ws)T + (B1 + B3)) +sin((2 — w3)7 + (b1 — B3))]
, a1(5

5T T 2w w1 — wi][cos((Q + w3)T + (61 + Fs)) + cos(( — ws)T + (61 — F3))]

a funcao 1/(asws)[J] cos(wsT + B3) pode ser escrita como segue

1/(asws)[J] cos(wsT + f3) = Z J, (4.70)

iii) Célculo de [G]sin(p + 1) e [G]cos(p + B1)
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Colocando
aiw?  a?d*as,. . )
G =] 32 3 1 |[sin((2ws + 22)7 + (305 + (1)) — sin((ws — )7 + (B3 — £1))]
G = [~ in(Bn + )7 + (3 + B1)) — sin((Bun — )7 + (36 = 51)
Gy = —[“gwi‘“‘s] [sin((2ws + 2Q)7 + (205 + 261)) — sin(2wsT + 2035]
2

Gy = —[?][sin((?)ﬂ + w3)T + (301 + B3)) — sin((Q 4+ ws)T + (1 + F3))]

G5 = ~[ DD (30 — ws)r + (361 — B5)) — sin(© — ws)r + (51 — B))]

G = [agwjial‘s “52‘52 - “153][8111(297 +26)]

Gy = —[@][Sin((zug +2Q)7 + (205 + 261)) — sin(2w3T + 203)]

Gs = —[M][sin@wgr + 2033) — sin((2ws — 2T + (263 — 201))]

Go = (58 fin((30 — )7 + (38, — B4) — sin(( ~ wa)r + (5, — )]

Gro =~ in (30 + )7 + (361 + ) — sin((2 + )7 + (5 + )
Gy = [a3w§“15] [Sin(40Q7 + 463;) — sin(207 + 25;)]

Gha = [“52eos((ws = Q)7 + (B — 1)) — sin((ws — )7 + (B = 51))]

G = (%5 iy + Q) + (6 + ) —sin( (s — )7 + (3 — )

2 fsin(ws + Q)7+ (8 + B1)) — sin((ws — Q)7 + (B — i)
(4.71)
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61 = (B8 B AT (0 )+ (51 + )

3, ,2
Gy = [~ =2 cos((3ws + Q)7 + (365 + 1)) + cos((3ws — Q)7 + (305 — )]
Gl = [@][(cos(zwgf) +cos(2ws — 20)7 + (265 — 261))

—(cos((2ws + 2)7 + (205 + 201)) + cos(2wsT + 203))]

ard?wias

G, = [ J[(cos((32 + w3)T + (361 + B3)) + cos((2 + w3)T))

+(cos((3Q2 — ws)7T + (361 — B3)) + cos((2 — ws)T + (61 — B3)))]

9 3¢3 2 383, ,2
angalé a354w1 . a158w1][(1 _ COS(2QT + 261))]

2 2
azwza10

Gs =

Ge = [— [[(cos((2€ + 2ws)T + (201 + 203)) + cos(2wsT + 233))

+(cos(2wsT + 203) + cos((2ws — 2)T + (203 — 261)))]

G = (5N os((30 — ) + (351 — ) + cos((2 — wa)T + (B — Bu))

—(cos(3(2 + ws)T + (381 + B3))) + cos((2 + w3)7 + (B1 + 33))]

353
az0°w

Gy = [

][COS(4QT +4051) + cos(2Q7 + 251)]

a3ws
+] 5

J[sin((Q + w3)7 + (B1 + B5)) — sin((Q — w3)7 + (81 — 53))]

G = (2P cos((ws + Q)7 + (B + ) + cos((ws — D7+ (B — B0)]

Gro = (25 foos((wa + )7 + (i + 1)) +cos{(wn — Q)7 + (B — B)]
(4.72)

podemos escrever [G]cos(p + (1) e [G]sin(¢ + (1) da seguinte forma

[G]sin(p + f1) = Z G; (4.73)

[G] cos(p+ 1) = Z G, (4.74)
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Deste modo, podemos reescrever as equacoes para amplitude e fase do sistema como

segue

EQUACOES DO BLOCO:

madwia,

. . €. R . .
a; = —ET sin(2(p + 1)) — ;[p2§22 cos p + fiyaywy sin(p + B1)] sin(p + 51)

—E—ZG +O(e

(4.75)
b= =0+ 2 T oo+ )
a v 2 e
1., A . :
_577[])29 cos ¢ + fiiaiwy sin(p + F1)] cos(p + 51) — e— Z G+ O(e
1
EQUACAO DO MOTOR:
Q = e[ M1(Q) — psarwiQ cos(p + fy) sin g — m(% cos @] + O(€?) (4.76)
EQUACOES DO PENDULO
7
ag = Z Jz
=1
8
B3 = Z I (4.77)
k=1

Introduzindo o parametro de sintonia para expressar a proximidade da freqiiéncia de
rotacao do motor com a freqiiéncia de oscilacao do bloco, temos 2 = 1 + eoq. Logo,
w? €(oq + mgd)

_Q_|__:_
Y 4!

Como seno e cosseno sao fungoes limitadas e a1, 51, as, 33, €2 sao funcoes da ordem de €

+ O(€) (4.78)

se as respectivas fungoes sao limitadas entao, a maior parte destas func¢oes sao de variacao
lenta de 7 se € é pequeno. Portanto, elas variam suavemente durante um intervalo igual a
um periodo e, em primeira aproximacao, podem ser consideradas constantes no intervalo
0,27 ([29)).

Segundo Nayfeh ([29]) temos duas maneiras de fazer o cdlculo da média. Primeiro,

podemos calcular a média das equagdes (4.75) a (4.77) sobre um periodo das fungoes



4.3. Caso sem ressonancia 35

circulares, para determinar uma primeira aproximagao. Segundo, podemos dividir os
temos em dois grupos: os termos de escala de variacao lenta e os termos de escala de
variacao rapida e, em primeira aproximacao, a média das equacoes é igual aos termos de
variacao lenta.

Como adotamos a segunda maneira de calcular a média, entao precisamos diferenciar
entre os termos de variacao lenta e os termos de variacao rapida. Os termos de variacao
lenta sao os termos nos quais os coeficientes de 7 sao pequenas quantidades de e.

Como a existéncia de termos de variacao lenta depende da diferenca das freqiiéncias
do sistema, entao precisamos decidir entre as diferentes freqiiéncias e tratar cada caso
separadamente.

Termos de variacao lenta ocorrem quando a freqiéncia de oscilacao do péndulo é
proxima de 0, 1, 1/3 ou 3. O caso w3z ~ 1 precisa ser tratado separadamente ja que
pequenos divisores ocorrem na solucao da equacao homogénea e a solugao particular

domina o comportamento da solugao depois de um certo tempo 7.

4.3 Caso sem ressonancia

Consideremos inicialmente o caso sem ressonancia entre o bloco e o péndulo. Neste caso,
a freqiiéncia ws estd longe de 0,1,1/3 e 3.

Como estamos considerando o sistema longe da ressonancia, entao havera interacao
ressonante apenas entre o bloco e o motor. Os sistemas de equacoes que descrevem as
modulagdes de amplitude e fase do bloco e do péndulo sdo os sistemas (4.75) e (4.77)
respectivamente.

Primeiramente calculemos a média das equagoes do bloco. Colocando

(1) m35w%a1 . €. A2 N . .
ay’ = —ET sin(2(¢ + 1)) — ;[pQQ cos ¢ + fiaywy sin(p + [1)] sin( + £1),
(4.79)
e
e
i) ==Y "G, (4.80)
Y4

€escrevernos

ay =l +al?. (4.81)
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Logo, a média da equacao acima pode ser calculada como a soma de duas médias.
Usando algumas identidades trigonométricas para a transformacao de produto de seno

e cosseno em soma de arcos multiplos, temos

(1) _i ~ V2 e N
<ay’ >= 2 [D2€2" sin 31 + fi1a4] (4.82)
Para o calculo da média de de) precisamos verificar quais fungoes G;,1 = 1,...,14

possuem termos de variacao lenta. Como estamos considerando que o sistema esta longe
da ressonancia, entao quase todos os termos sao de variagao rapida, exceto Gz e Gy, ja
que as diferencas nos argumentos sempre sao estritamente diferentes de zero. As funcoes
G5 e G1q possuem az e (3 como coeficientes, os quais sdo funcdes que variam lentamente.
No entanto, as fungoes seno e cosseno sao funcoes que variam rapidamente e, portanto,
estas fungoes também sao de variagao rapida. Portanto, segue que < d?) >= 0.

Logo, a equacao média para a amplitude de oscilagoes do bloco é dada por

(1)

. €
<a1 >= ——

2 (9297 sin By + fira;] (4.83)

Para o cédlculo da média da equacao que governa a fase do bloco, aplicamos o mesmo

raciocinio, ou seja, colocamos

- + 30 Nadw?
ﬁ%l) = —G(UQ 1y9) + 6m3 udl [1 —cos(2(p + 1))
Y 2y
1 .. . )
_677[19292 cos ¢ + fiyayws sin(p + B1)] cos(¢ + B1) (4.84)
1
e
P
5(2) 3 !
= —€e— G, 4.85
o) o ; ‘ (4.85)

€ escrevemos
B =01 "+ ﬂ?)

Calculando separadamente as médias das equagoes (4.84) e (4.85), obtemos

N30 N30 Ho ()2
609+m3 +em3 w1 n D2
Y 2y 2a1y

Analisando quais das fung¢oes G}, possuem termos de variagao lenta obtemos

< Bfl) >= — cos (3 (4.86)
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, m My aswiad  axd® adddwl
< B >=c e 2GL >= 2 [ 5 _ TP FL (4.87)
Yay Yaq 4 4 8
Logo, a equacao média para a modulacao de fase é dada por
. oo + mzd N30 py )2
< P >= —¢ Qs + i + P22 cos Ioh
2y 2a17y
S 2,,2 5 353 353 1
yaq 4 4 8
Aplicando o mesmo raciocinio na equagao do motor, temos
. R 1 .
< Q >=¢€[M(Q) — p3a1le§ sin(—/1)]. (4.89)

Para as equacgoes do péndulo, verificando as funcoes J;,i = 1,...,7e J, k=1,...,8 que

possuem termos de variacao lenta, obtemos

< g >= —e% (4.90)

< B3 >=0. (4.91)
Assim, as equagoes médias que descrevem o comportamento do sistema longe da resso-
nancia sao dadas por
. € . . N
<ap >= —E[PzQz sin By + fi1a4]

(Ozl + mgé) m35W1 ¢ ]5292

< 51 >= —¢ + € — cos (1
g 2m 2ma;
€ .adwsald  adfPw?  adfPw?
_ m3[ 3%3%1 + 3 1% 1]
2v1aq 2 2 4 (4.92)

: . 1.
< Q>= €M (Q2) — p3a1w1Q§ sin(—01)]

. A3
< az >= —E%ag

< B3 >=0
As figuras (4.2), (4.3) e (4.4) mostram respectivamente as variagoes de aq, 01, em
relacao ao tempo 7, obtidas por integracao numérica. Na fase transiente aq, 3; e 2 oscilam

com 7 mas, a medida que 7 cresce esses elementos tendem a valores contantes.



4.3. Caso sem ressonancia 38

Quanto as equacoes para a amplitude e fase do péndulo, podemos verificar diretamente
que estas equagoes atingem estados estaciondrios, ja que a amplitude descresce exponen-
cialmente e a fase tem valor constante no tempo 7. Esses valores constantes atingidos sao
chamados estados estacionarios e podem ser nulos ou nao nulos. Quando esses valores

constantes sdo nao nulos, as oscilagoes livres sao periddicas ([29]).

20

ampliude do bloco

200
tempo(t)

Figura 4.2: Variacao de a; com 7 calculado numéricamente das equacoes médias

11 1

10.5fF 1

fase do bloco

10F 1

9.5 1

° L L L L L L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400
tempo(t)

Figura 4.3: Variacao de 1 com T calculado numericamente

Os dados utilizados no célculo dos estados estacionarios foram os seguintes.

Condigoes iniciais. a;(0) = 1.51234; (3,(0) = 2.8398 2(0) = 0.0; a3(0) = 0.1;
B5(0) = 3.5.

Os valores dos parametros e constantes utilizados na integracao numérica estao dados
na tabela (4.2).

Para determinar as respostas aos estados estacionarios, nao precisamos integrar nu-

mericamente o conjunto de equagoes médias descrevendo as amplitudes e fases do sistema
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Figura 4.4: Variagcao de Q2 com 7 calculado numericamente

Tabela 4.2: Valores dos parametros para estados estaciondrios sem ressonancia

parametro nome valor

a coeficiente do torque 0.0239
b coeficiente do torque 0.0001
oQ parametro de sintonia 0.0019123
my massa do bloco 1.5670
mo massa de perturbacao 0.0123
ms massa do péndulo 0.3
c1 coeficiente de amortecimento do bloco 0.09
C3 coeficiente de atrito do péndulo 0.03234
k1 coeficiente linear da mola 1.35

[ comprimento do péndulo 0.19174
R distancia da massa msy ao eixo do motor 0.05
Jo momento de inércia do disco 0.037
as amplitude do péndulo 0.009
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([29]). Ao invés disso, usamos o fato que aq, 31,2, a3 e 3 sdo constantes no estado esta-
cionario e, portanto, as derivadas que descrevem as modulagoes de amplitude e fase sao

nulas. Deste modo obtemos um conjunto de equagoes algébricas dado por

€ . : .
—g[mQQ sin 81 + fiia1] =0 (4.93)

(Oél + mgé) m35w1 ]5292
- 21 N 6271CL1 s

! (4.94)
€ . ddwzad  a3dPwl  adddw?

- ms — ] =0

2"}/1@1 2 2 4

. L.

e[M,(Q) — pgalwlﬂﬁ sin(—(1)] =0 (4.95)
—Eﬁagu)g =0 (496)

2(,(}3

Resolvendo as equagoes (4.93) a (4.96) acima temos as equagoes que descrevem as

amplitudes e fases do sistema no estado estacionario sao dadas por

~ 2
N m o
i+ <<20'Q + m3d) — fﬁa%) ] al = (po02?)? (4.97)
tan B = ——— a (4.98)
2 <?353a2 — (200 + mg(s))

e a equacao para as freqiiéncias de oscilagoes forcadas é dada por

My(Q) — S(Q) =0 (4.99)
com
o ﬁ3/21 2
S(Q) = 2,00 (4.100)

A equagdo (4.97) é uma equagdo implicita para a amplitude de resposta a; como
funcao da freqiiéncia de rotacao €2 do motor e do parametro de sintonia oq, desde que se
considera os demais parametros fixos. Essa equacao é conhecida como equacgao resposta
de freqiiéncia.

A equagao (4.99) é chamada equagao de oscilagoes forcadas. As intersecgoes dos
graficos das curvas definidas por M;(€2) e (4.100) sdo as raizes de (4.99). Como facil-

mente verificamos, essa curva pode nao ter raizes, ter uma raiz, duas ou trés raizes.
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A andlise da equagao resposta de freqiiéncia (4.97) conduz & determinacao das regioes
onde sao possiveis os estados estacionarios. No entanto, a abordagem analitica dessa
equacao nao é trivial ja que é uma equacao implicita para a freqiiéncia de rotacao do
motor, desde que considerando os outros parametros fixos. A equagao (4.97) é semelhante
a equagao obtida e analisada por Nayfeh e Balachandran ([30]) com a aplica¢ao do método
das multiplas escalas.

Na proxima secgao utilizamos o critério R-H para analisar os estados estacionarios do

sistema péndulo eletromecanico.

4.4 Analise dos estados estacionarios. Critério R-H

Nesta parte vamos analisar numéricamente os estados estacionéarios aplicando o critério
R—H.

Consideremos o sistema dado por (4.92), ou seja,

. L.
Q= e[Ml(Q) - p3a1W19§ Sm(_ﬁl)] =d

. € . . ~
a1 = ——[pQ?sin By + fia1] = o
2y
. & 5 L~ 5 N QQ
B :—e(a1+m3 ) +em23 ] —652 cos
a
Y Y1 7101 (4.101)
2 5 3532 3532
271@1 2 2 4
dg = —6%&3 = (I)4
By =0 = d;

Para determinar a estabilidade dos estados estacionarios, que indicaremos por
Qe, aie, Pie, ase € Pse, determinados pelas equagoes (4.93) a (4.96), utilizamos como exem-
plo o estudo feito por Kononenko ([26]). Para isso, introduzimos uma pequena perturbagao
da seguinte forma

Q=Q.+€Q; a1 =a1.+ €A B = Pic+ €By;
(4.102)

az = az. + €Az; 3 = 3.+ €Bs
Substituindo no sistema e expandindo em Série de Taylor em torno dos estados esta-

ciondrios, retendo apenas os termos lineares da expansao, obtemos o sistema de equacoes



4.4. Anélise dos estados estacionarios. Critério R-H 42

diferenciais dado por

Y =J

Y (4.103)

T T
onde Y = 04 Al B A3 Bg] ) Y*:[Qc A1c 610 asc ﬁ3c ) ‘]:[blv]]

é a matriz Jacobiana e o simbolo (*) denota que os b; ; devem ser calculados nos estados
estaciondrios Y.

Os elementos da matriz Jacobiana sao dados por

P A

by = a—QCD [ —alc sin ﬁu} ‘Y* =€ {N — 2];32'[83 a%c}
0 3 D3 [1

blg = a—l(I) |i% sm 5101 v = —€ |:2p;2/;216a10:|

b i@ Q a1, COS (3 ‘ =

13 — aﬁl lc lc v -

D3ic ms a1 ms3
- =25 ) =+ =6
‘5 {<09+2 >Q+2962]

0
- 2o,V =
bua Odas i >Y* 0
0
— Z (V) =
bis 95, 1( )Y* 0
b~ 9o (y)‘ — [poQesin Bud] _ £ fna.
21—092 v 7]92c 1c _VQC
0 € | fi1
b22_a 1(1)2(Y)Y*_ 7[2}_ 2y
b i@ )| = e chosﬁ ’ =4 o +@5 + fn35
23_8B1 2 v 1 po = e et 3 Sy 2
0 0
b24 = 6_3CI)2(Y) - = 0, b25 = a_ﬁSq)Q(Y> - 0

(4.104)
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0 D2 2¢ ms _\ Qi M3
= —P3(Y = — Q = — ) =
b3 90 3(Y) ve € {alc,y cCOSﬁlc} ve  van [(UQ + 5 0 0. + 29052
8 € ]5292 77AﬂL3
by = —D3(Y = — |- —=—=0? — )
2700 d )y* a1e [ ( 2a1.Y c €08 e 2vaq, 2
T?Lg a mg ms 6
— —0y = — —0 — 0
62a17 Oay Eyalc [(UQ + 2 ) + 2 Jaq, ( 2)}
0 p . fi1
= —P3(Y = 0? = —e—
bas o0 3(Y) Y+ {2@107 c S ﬂu} * 627
0 m 3a2 63
b3y = a—Qq):s( ) = _627;16 [a3cw35a1c + 320 }
0
bg5 = a—Q(I):),(Y) v - O,
(4.105)
0 0
by = —03(Y = bs; = —D5(Y =
=50 3(Y) - 0 750 3(Y) - 0
0 0
b42 = a—chg(Y) v = 0 b52 - a—Q(Dg(Y) v == O
bz = 0 da(Y =0 bsz = 0 d3(Y =0
1= 5P (V)| = =g =0 (4106)
0 7 0
b44 = 8—Q<D3(Y) v = —E% b54 == %q)g(Y) v =0
0 0
b45 = 8_Q(I)3(Y) e =0 b55 = a—Q(bg(Y) e =0
com
_d _ [ajwsard | a3.0° af ol
O polinémio caracteristico é dado por det(J — Al5) = 0, com
bii — A bio bis bi4 bis
ba1 bay — A bas bos bas
J— A5 = b3 b3o b3z — A b3 bss (4'107)

0 0 0 byg — A 0
0 0 0 0 0— A
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Desenvolvendo o determinante pela tdltima linha temos
det(J — M5) = (=\)(=1)°*° det(J; — \Iy), (4.108)
onde
bll - A blz b13 b14
b bao — A b b
= 21 22 23 24 (4.100)
b3 bza b3z — A by
0 0 0 by — A
Logo, desenvolvendo novamente pela tltima linha temos
det(J — Ms) = (—)\)(—e% (=1 det(Jy — M), (4.110)
com
biu—A b b3
Jo = bor  baa— A bo3
bs1 by bsz — A
Logo
det(J — M5) = 0 < (-A)(—e‘g — \)det(Jy — A3) = 0. (4.111)
Mas temos
det(JQ — )\13) = (—1)3 det()\lg - Jg) = (-1)3()\3 — Sl)\2 + SQ)\ - 83), (4112)
onde S;, i =1,2,3 s@o os menores principais de ordem %, ou seja,
S1 = b1y + by + b33
So = Ji1 + Jao + Joo
Sg = det JQ.
Logo
det(J — M) = 0 < (A€ 1 A3 = S1A2 + So) — S3) = 0. (4.113)

2
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Para determinar a estabilidade dos pontos estacionarios do sistema péndulo eletromecanico
precisamos determinar as raizes do polinémio caracteristico. Como ja sabemos que duas
das raizes sao A =0e A\ = —e%, entao resta verificar as propriedades das outras raizes,
ou seja, quais delas tém parte real negativa, positiva ou nula.

Os pontos fixos do sistema de equagoes do péndulo eletromecanico sao nao-hiperbdlicos,
pois existe um auto valor nulo e, portanto, nao podemos ter estabilidade assintética para
tais pontos.

Logo, nao podemos usar o critério R-H para um estudo global do sistema, no entanto ja

conhecemos duas raizes, precisamos determinar as caracteristicas das outras raizes dadas

por

p3(A) = A% = 5127 4 S\ — Ss. (4.114)

Neste caso podemos ter uma raiz real e duas complexas conjugadas, ou trés raizes
reais. Logo, nosso estudo das raizes do polinomio caracteristico pode ser confinado a
analise da estabilidade das raizes do polinomio (4.114). Assim sendo, vamos aplicar o

critério R-H ao polinémio ps.

4.4.1 O critério Routh - Hurwitz

Usando o polindmio dado por p3 construimos a matriz de Hurwitz, H, dada por

~S, =S8 0
H=| 1 s o0 |. (4.115)
0 -8 -5

Assim, as condigoes de Hurwitz a serem satisfeitas sao dadas por

-5 > 0; Sy > 0; —Sg > 0; —515; + 83 > (; —83(—5152 + 83) > 0. (4.116)

Colocando —S; = Byj; Sy = By; —S3 = Bjs e observando que as trés primeiras
condigbes implicam imediatamente a quarta condi¢ao, as condigoes dadas em (4.116)

podem ser substituidas por
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By >0; By>0; By>0; ByBy— B3>0, (4.117)

com
By = b1y + bag + bss

By = Ji1 + Jag + J33 - (4.118)

Bg = —det Jg
As condigoes acima sao as condicoes de Hurwitz para que todas as raizes de um
polinomio tenham parte real negativa. Suponha que By > 0, By > 0, B3 > 0, segundo

Routh, as condigoes adicionais sao dadas por

1 B
By DBj
€1
fi

Tabela 4.3: Condicoes de Routh

onde

1 1 B 1 B, B
e; = —— det 2 fi=——det ! ’
Bl B1 Bg €1 €1 0

Segundo Routh, todos os autovalores possuem parte real negativa se todos os elementos
da primeira coluna sao positivos. Se ha troca de sinal na primeira coluna, entao o nimero
de troca de sinais corresponde ao nimero de raizes com parte real positiva ([28]).

As condigoes de Routh acima séo e; = (1/By)(B1B2 — Bs) > 0 e f; = Bs, as quais sao
identicas as condicoes de Hurwtiz, exceto pela divisao por B;. Usamos esses resultados
para obter informacoes a respeito da quantidade de autovalores com parte real positiva
quando efetuamos a andlise dos estados estaciondrios, ja que a diferenca entre os dois
critérios é apenas uma divisao por By, que pode ser suprimida pois By > 0 para v > 0.

Assim, sempre que o critério R-H nao for satisfeito basta verificar quais elementos do
critério trocam de sinal. Dependendo de quais deles trocam de sinal, obtemos o ntimero

de raizes de p3 com parte real positiva.
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Os menores cofatores de ordens i = 1,2, 3., necessarios para o calculo do critério R-H,

sao dados por

~ 2 ~ A ~ ~
()< M3 s\ 4 Mg\ 4 s 9
(o) e (e ) o [ (o0 50) 3]

A A ~ 2% ~ . A 2
ho =t | Dt | B o2 (0 Ts) e T,
p

2 VD2

P3flh 2 €fly €fl1a1c €P3A1cfl1
Ja3 = —N| |2
* E{p ‘ H2v}+{vﬂcH2ﬁzﬂc}

Ps3fia €fly €fly
dy = b11baobss = € {2]3292 aj. — N] {—} l——]

dy = b12ba3bs; = [—GM} [Eal {Eal (OQ + @5) + s 52” X

2p( 2,
X 2¢ o —l—@é alc+m35
e, 20,

(4.119)

YA1ic

P3aic ms ay ms
ds = bizbsaboy = | — 25 =
3 18732721 |: ¢ ]32 |:(O'Q 2 ) Q 290521} 8

1 mg mg (9 ﬂlalc
< oo 5) =S ] [ 5]

P3G1c m3 QA1c mg
dy = bysbyobs; = — oo + —0 ) = +
* 1872278 ‘ [ D2 |:< @ 2 ) Qc 2Qc52:|:| x

6,[11 2¢ mg Thg
] s [l 5) s

D3fliQie | | €fl1aq, €/l
ds = b1aba1bss = —€ l z;:;lcl ] [ :193 ] l—%}

D3 fl € m ms O
dg = b11b32bo3 = € {2;2913 a3, — N} Llw [(UQ + 735> + 738_a1 (52)H X

) | (g + M85} + 351
Y 2 2alc

Assim temos
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o ﬁSﬂl 2 ﬂl
By =e¢ {2]32926% — N} + 67

B2 = J11 + J22 + J33 (4120)

By = —(dy+dy+ds —dy — dy — d5).

Notamos que com base nas condigoes do critério R-H (4.117), podemos verificar que
as caracteristicas do sistema influenciam no comportamento dos pontos de equilibrio.

Desde que N < 0, pois estamos considerando que o torque é dado por M;(2) = a—b£2,
entao o critério By > 0 é sempre satisfeito quando v > 0. No caso em que v < 0,
precisamos verificar as regioes em que o critério B; > 0 falha.

Na avaliacao do critério R-H necessitamos apenas do sinal de By, By, Bz e B1By;— Bj.
Assim sendo, formulamos um programa para calculo desses valores, em Matlab® ([25]), de
modo que apenas decidimos a cada passo se os valores sao negativos, positivos ou nulos.

Na proxima segao apresentamos os resultados das simulagoes numéricas, juntamente

com os coeficientes, as constantes e os diversos parametros de controle utilizados.

4.4.2 Analise dos estados estacionarios

Nesta secao vamos analisar o sistema dinamico usando diversos parametros de controle.
Aqui, sempre fixamos todos os demais parametros do problema e obtivemos diversos
resultados tais como efeitos de histerese, curvas com caracteristicas ”softening”e ”harden-
ing” e saltos nas amplitudes realizaveis dos movimentos. Além disso, verificamos a forte

dependencia do sistema as alteracoes, e a influéncia do movimento do péndulo no sistema.

4.4.3 Parametro de controle: frequiéncia () da rotacao do motor

Quando 2 é tomado como parametro de controle, a equagao resposta de freqiiéncia (4.97)
é uma equacgao implicita para a amplitude de resposta a; como funcao da frequéncia de
rotacao €2, desde que se considera os demais parametros fixos. A determinacao da regiao
onde sao possiveis estados estacionarios é feita pela resolucao dessa equagao, o que nao é
trivial, ja que é uma equagao implicita.

A figura (4.5) mostra uma curva caracteristica da amplitude de resposta versus a

freqiiéncia de rotagao do motor 2, e estudamos a estabilidade do sistema para o torque
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Figura 4.5: Curva resposta de freqiiéncia em fung¢dao do parametro de controle e b=0.12

linear com a = 0.05 e diversos valores para b. Comeg¢amos com b = 0.12 e variamos até
b = 0.03. Os dados utilizados estao na tabela (4.4).

Considerando o torque linear com a = 0.05 e b = 0.12, o polinémio ps possui zeros
0 =19.72, Oy = 8.97 e 23 = 45.16, e o critério R-H mostra que no intervalo 25 < Q < €
e para 2 > ()3 sao instaveis, e os demais pontos sao estaveis. Conforme observamos na
secao anterior, as condigoes de Routh garantem que existe um autovalor com parte real
positiva para Qs < Q < €y e dois autovalores com parte real positiva para 2 > (3.
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Figura 4.6: Curva resposta de fregiiéncia e o fenomeno de histerese

Logo, na suposicao de que a variedade central de dimensao um seja estavel, o sistema
péndulo eletromecanico é instavel para Qy < < €y e Q > Qj, e segundo Nayfeh ([29]), as
caracteristicas da curva resposta de freqiiéncia sao suficientes para caracterizar um efeito
de salto, ou seja, nos pontos onde a tangente a curva torna-se vertical ocorre um salto na

amplitude dos movimentos. Mais precisamente, a medida que o parametro de controle €2
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cresce, a amplitude de oscilagoes do bloco aumenta suavemente até atingir um valor critico
., mostrado na figura (4.6), e para €2 > {2y o sistema experimenta um salto na amplitude
de oscilagoes para o ponto 1 e, depois disso, continua a crescer suavemente até atingir
o ponto €23. Por outro lado, se fizermos €2 descrescer, entao a amplitude de oscilagoes
é instavel para ) > (3, e para 0 < €3 a amplitude de oscilagoes do bloco decresce
suavemente até atingir um valor 2., e no ponto 2, o sistema experimenta um novo salto
para o ponto 2 mostrado na figura (4.6) e, depois disso, continua a decrescer suavemente
até o ponto de parada. Caso contrario, ou seja, se a variedade central é instavel, entao o
sistema péndulo eletromecanico é instavel para qualquer valor do parametro no intervalo.

Para Qs < Q < )y, a curva resposta depende do sentido de variacao do parametro
de controle. Este fendomeno de depéndencia quanto ao sentido em que o parametro de
controle é variado ¢ chamado histerese ([29]).

Nos pontos €21, e 23 temos um e dois autovalores com parte real zero. Logo,
existem variedades centrais de dimensoes dois e trés que governam o sistema nestes pontos,
respectivamente.

Verificamos que os pontos de estabilidade ou instabilidade do sistema possuem uma
forte dependéncia da fonte de energia, pois uma pequena alteracao do coeficiente para
b = 0.11, o ponto no qual surgem dois autovalores com parte real positiva ¢ deslocado
para €23 = 41.58.

Prosseguindo desta maneira, esse ponto é alterado cada vez mais para a esquerda e, a
figura (4.7) ilustra esse caso, quando b = 0.07

Neste caso a andlise da estabilidade, restrita a ps, implica que pontos tais
que 2y < Q < Oy e ) > 27.61 sao instaveis.

Deste modo, podemos usar as mesmas conclusoes do caso anterior quanto a estabili-
dade, instabilidade e os efeitos de saltos mas, os estados estaveis, se existirem, nao podem
ser tais que 2 > €23 = 27.61. Assim, para acréscimos sucessivos do parametro de controle,
podemos esperar salto no ponto (2., mas se {2 continua a crescer, entao o movimento
torna-se instavel a partir de 2 = 27.61. Para decréscimos sucessivos do parametro de
controle, o movimento é instavel para 2 > ()3 e torna-se estavel entre {23 e )y, onde o
sistema experimenta um salto, na suposi¢ao de que a variedade central seja estavel.

Quando diminuimos ainda mais o parametro b para b = 0.02, o ponto €23 é alterado

para €3 = 13.19, e a regiao de 2y < Q < Q; ainda ¢ instavel (figura 4.8).
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Tabela 4.4: Valores dos parametros e constantes para o fenomeno de histerese

parametro nome valor

mq massa do bloco 3.850
mMo massa de perturbagao 0.008532
ms massa do péndulo 0.5

[ comprimento do péndulo 1.19
R distancia da massa m9 ao eixo do motor 0.075
C1 coeficiente de amortecimento do bloco | 0.0008622
C3 coeficiente de atrito do péndulo 0.3234
k1 coeficiente linear da mola 1.75
o parametro de sintonia -0.00099
9 freqiiéncia inicial 0.1

Q f frequéncia final 55.4
as amplitude do péndulo 0.009
Jo momento de inércia do disco 0.37

Oscilagoes forgadas sao possiveis somente se a equacao de oscilagoes forgadas (4.99)
é satisfeita, e podemos ter uma, duas, trés ou nenhuma raiz. A determinacao das raizes
pode ser feita através da analise grafica da interseccao entre a curva S e o torque linear
M. A figura (4.9) ilustra o fato

Nos casos apresentados, b=0.12, b=0.07 e b=0.02, temos uma unica raiz e, como esta
raiz esta compreendida na regiao de nao instabilidade, podemos concluir que a freqiiéncia
de oscilagoes forcadas é nao instavel e, portanto, depende da variedade central associada
ao sistema dinamico.

Conforme alteramos ainda mais as caracteristicas da fonte, juntamente com o coefi-
ciente a do torque, por exemplo, a = 0.03 e b = 0.001, a andlise torna-se complexa e,

portanto, este assunto requer mais estudos.



4.4. Anélise dos estados estacionarios. Critério R-H 53

0.4

°

N o
a W
T T
I I

amphlude(al)
[=}
N
T
X
i

Xt
Ko
xxxxx
XXXXXXX

<}
&
T
4
g
g
i

0.1 XXX . B

X
>
xxxxx
xxxxxxxx

Figura 4.9: Intersecc¢ao entre as curvas de S(QQ) e torque linear M;(2)

4.4.4 Parametro de controle: parametro de sintonia og, e 6 >0

Quando tomamos o como parametro de controle e fixamos os demais parametros do sis-
tema, inclusive a freqiiéncia €2 de rotagao do motor, obtemos as curvas com caracteristicas
mole e dura (”softening e hardening”), as quais dependem do sinal de §. Se 6 > 0 a curva
¢ do tipo dura e, caso contrario, a curva ¢ do tipo mole.

Na figura (4.10) apresentamos uma curva caracteristica de quando oq é tomado como

parametro de controle e os dados utilizados estao na tabela (4.5).

20

amplitude

_____

Figura 4.10: Curva resposta de frequéncia em fun¢ao do parametro de controle oo com

60>0

As equagoes do sistema sao idénticas as equagoes (4.97), (4.98) e (4.99), mas no en-
tanto, as equagoes que determinam as amplitudes de oscilacgoes, a;, e as freqiiéncias de

oscilagoes forcadas, sdo fungoes de o, ou seja, a; = ai(oq) e S = S(0q). Assim, temos
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. 2
u + <(2UQ + mgd) — %53(1%) ] a? = (pa2?)? (4.121)

~

M1
2 (%5%? — (200 + ms)(s)

tan ) = — (4.122)

e a equacao de freqiiéncias de oscilagoes forcadas é dada por

My (Q) — S(oq) =0, (4.123)
com
D3l
S(00) = —2;2;2&(09) (4.124)

e M;(Q2) = constante, ja que € é fixado.

Consideramos o torque linear com os coeficientes dados por a = 0.01 e b = 0.0009, a
cada (2 fixado, verificamos a estabilidade dos pontos da curva. Primeiramente comegamos
com €2 = 1.725, e depois incrementamos uma unidade até €2 = 12.725.

Com as condigoes acima, verificamos que o critério R-H ¢é satisfeito
para 2 = {1.725; 2.725; 3.725;...; 9.725} e, portanto, a estabilidade dos pontos fixos
depende da variedade central de dimensao um associada ao sistema. Para pontos tais
que 2 > 10.725 existem regides nas quais o critério R-H nao é satisfeito e, portanto,
regioes de instabilidade. Essas regioes de instabilidade ocorrem devido ao surgimento de
um autovalor com parte real positiva. A tabela (4.6) apresenta os resultados obtidos com
alguns valores de (2.

As figuras (4.11), (4.12) e (4.13) apresentam trés casos analisados. A segunda curva
é caracteristica do efeito de salto, isto é, existem freqiiéncias que nao sao possiveis para
certos valores do parametro de controle. Para estes valores as freqiiéncias nao sao estaveis
nem instaveis, elas simplesmente nao existem.

Analogamente ao caso de €2 como parametro de controle, aqui obtemos oscilacoes
forcadas quando a equacgao para oscilagoes forgadas for satisfeita. Como o torque é con-
stante, entao a equacao para oscilagoes forcadas pode ter uma raiz simples, uma raiz
dupla ou nenhuma raiz.

As figuras (4.14), (4.15) e (4.16) mostram trés casos estudados, respectivamente pra

2 =10.725, Q2 =9.75 e 2 = 12.725.
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Tabela 4.5: Valores dos parametros e constantes utilizados no caso og € § > 0

parametro | nome valor
mq massa do bloco 3.30
mo massa de perturbacao 0.002
ms massa do péendulo 0.15
[ comprimento do péndulo 1.19
R distancia da massa msy ao eixo do motor 0.075
C1 coeficiente de amortecimento do bloco 0.00098622
C3 coeficiente de atrito do péndulo 0.234
k1 coeficiente linear da mola 2.2
o0, parametro de sintonia inicial -0.004
TQ; parametro de sintonia final 0.0015
as amplitude do péendulo 0.09
a coeficiente do torque 0.01
b coeficiente do torque 0.0009
Jo momento de inércia do disco 0.37
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Figura 4.11: Curva resposta de freqiiéncia com § > 0 e 0 = 10.725
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Tabela 4.6: Regioes de instabilidade no caso § > 0

Q intervalo em og

10.7250 | —0.001776 < 0q < —0.001548

11.75 || —=0.00182 < 0 < —0.00156

12.75 | —0.001852 < 0 < —0.001072

4.4.5 Parametro de controle: parametro de sintonia og e 6 < 0

Apresentamos o caso em que o continua sendo o parametro de controle, mas agora
tomamos § < 0. A figura (4.17) representa uma curva caracteristica do sistema com essas

hipéteses, com os dados apresentados na tabela (4.7).
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Figura 4.17: Curva resposta de freqiiéncia com § < 0 e Q0 = 25.3

Consideramos o torque linear com os coeficientes dados por a = 0.19 e b = 0.00051, e a
cada (2 fixado, verificamos a estabilidade dos pontos da curva. Primeiramente comecamos
com €2 = 1.0, e depois incrementamos uma unidade até €2 = 18.0.

O critério R - H é sempre satisfeito para Q = {1.0; 2.0; 3.0;...; 13.0} e, portanto, a
estabilidade dos pontos fixos depende da variedade central de dimensao um associada ao
sistema dinamico. Para 2 > 13.0, existem regioes nas quais o critério R-H nao é satisfeito
e, portanto regides de instabilidade. A tabela (4.8) mostra as regides de instabilidade
para alguns valores de () calculados numéricamente e o respectivo nimero de autovalores
com parte real positiva.

As figuras (4.18) e (4.19) ilustram o fato acima e as figuras (4.20) e (4.21) sao carac-

teristicas do efeito de salto nas amplitudes de movimentos realizaveis.
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Tabela 4.7: Valores dos parametros e constantes utilizados no caso og e d < 0

parametros nome valor
mq massa do bloco 1.30
mo massa de perturbacao 0.01
ms massa do péndulo 0.3
[ comprimento do péndulo 1.19
R distancia da massa msy ao eixo do motor | 0.075
C1 coeficiente de amortecimento do bloco | 0.8622
C3 coeficiente de atrito do péndulo 1.3234
k1 coeficiente linear da mola 35.2
o) parametro de sintonia inicial -0.5
o parametro de sintonia final 0.80000
as amplitude de oscilacoes do péndulo 0.09
Jo momento de inércia do disco 0.4

Tabela 4.8: Tabela das regioes instdveis no caso oq como parametro e § < 0

(2 | intervalo em ogq Re(A) >0
13.0 ] 0.124 < 0 < 0.1375 1
14.0 | 0.111 < 0q < 0.139 1
15.0 || 0.0965 < 0 < 0.139 1
16.0 | 0.079 < 0q < 0.139 1
17.0 || 0.0585 < 0q < 0.1395 1
18.0 || =0.024 < 0 < 0.0330 U 0.034 < 0 < 0.1395 2 el
19.0 || —=0.0025 < 0 < 0.1390 2

Oscilacoes forcadas s6 sao possiveis se a equacao para oscilacoes forcadas for satisfeita.

Assim, como no caso anterior, a equacao de oscilagoes forcadas pode ter uma raiz, duas
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Figura 4.21: Curva resposta de frequéncia com 6 <0 e €2 = 17.50

raizes ou nenhuma. Nos casos estudados, as equacgoes tem duas ou nenhuma solugao, pois
estamos considerando €2 constante. Dentre os casos apresentados nas figuras, o primeiro
caso( figura 4.18) nao possui raizes e o segundo caso (figura 4.19) possui uma raiz, sendo
que a freqiiencia de oscilacoes forcadas é instavel ja que se encontra dentro da regiao de
instabilidade determinada pela aplicacao do critério R-H. A interseccao da curva S e do

torque linear sao semelhantes ao caso anterior.

4.4.6 QOutros parametros de controle
Parametro de controle: amortecimento do bloco ¢;

Quando ¢; é tomado como parametro de controle, e mantendo todos os demais parametros
do problema fixos, verificamos um comportamento interessante. A curva de resposta de
frequiéncia obtida é a curva refletida de resposta de freqiiéncia com {2 como parametro de
controle. A figura (4.22) representa uma curva caracteristica para ¢; como parametro de
controle e os dados utilizados estao na tabela (4.9).

Da mesma forma que os outros casos, oscilagoes forcadas sé existem se a equagao de
oscilagoes forgadas S for satisfeita. A figura (4.23) apresenta apenas uma curva carac-

teristica S.



4.4. Anélise dos estados

estaciondrios. Critério R-H

Figura 4.22:

eoq <0

Figura 4.23: Curva de oscilagoes forcadas em funcao do parametro de controle ¢; com

1.4F

1.2

amplitude
o o
[l [ =
T T T

o
~
T

o
N
T

LB i

Curva resposta de freqiéncia em funcao do parametro de controle ¢, § < 0

0.2

0.4

0.6

0.8

0<0eoq<0

0.7

€

0.8

0.9



4.4. Anélise dos estados estacionarios. Critério R-H

63

Tabela 4.9: Valores dos parametros utilizados para ¢; como parametro de controle, § < 0

eoq <0
parametro nome valor
mq massa do bloco 0.9635
mo massa de perturbacao 0.01
ms massa do péndulo 0.135
[ comprimento do péndulo 1.319
R distancia da massa mso ao eixo do motor 0.09
C3 coeficiente de atrito do péndulo 0.0083234
k1 coeficiente linear da mola 17.2
Q) freqiiencia €2 de rotacao 20.3420
o) parametro de sintonia -0.0987601
C10 coeficiente de amortecimento inicial do bloco 0.0
Cif coeficiente de amortecimento final do bloco 1.0
as amplitude de oscilagao do péndulo 0.09
a coeficiente do torque 0.2
momento de inércia do disco 0.37
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Parametro de controle: massa perturbadora m,

Para o caso em que ms é tomado como parametro de controle, obtemos uma curva identica
aquela quando se considera {2 como parametro de controle. A figura (4.24) representa uma

curva caracteristica e os dados utilizados estao na tabela (4.10).
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Figura 4.24: Curva resposta de freqiiéncia em fun¢ao do parametro de controle ms com

0<0eoq<0

Nas secoes acima desenvolvemos o estudo do sistema nos estados estacionarios para
a condicao sem ressonancia entre o péndulo e o bloco, mas com ressonancia priméaria
entre o motor e o bloco. Notamos que o sistema é rico em efeitos dinamicos, o que
possibilita estudos mais aprofundados do assunto com uso de ferramentas mais poderosas
como, teoria de perturbacoes e abordagens numéricas das condi¢oes nao estacionarias,
utilizando as equagbes médias seguindo o exemplo do estudo feito por Kononenko ([26]),
a simulacao direta das equagoes do sistema e o célculo da variedade central associada,
assim como calculos de termos de ordem superior para aproximacgao da solucao analitica.
Nesta dissertagao estudamos apenas um dos casos encontrados, ja que o estudo de todos
os outros casos demanda um tempo muito grande, mas pode ser continuado em estudos
posteriores. Além disso, o método da média proporciona subsidios para simulacoes do
sistema original de equagoes do péndulo eletromecanico e, portanto, podemos abordar
numéricamente o problema baseando-se nos resultados das equagoes médias aqui obtidas.

A seguir apresentamos as equagoes médias com as outras ressonancias internas do
sistema, ou seja, apresentamos os casos em que o sistem apresenta ressonancias primarias

entre o bloco e o motor, e ressonancias secundarias entre o bloco e o péndulo.
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Tabela 4.10: Valores dos parametros para ms como parametro de controle, § < 0 e og < 0

parametro nome valor
mq massa do bloco 2.850
ms massa do péndulo 0.15
[ comprimento do péndulo 1.19
R raio de rotacao do motor 0.075
C1 coeficiente de amortecimento do bloco | 0.0009986
C3 coeficiente de atrito do péndulo 0.3234
k1 coeficiente linear da mola 1.75
oQ parametro de sintonia -0.000990122
Q) freqiiencia €) rotacao 13.1
Mo massa de perturbacao incial 0.00001
maf massa de perturbacao final 0.099
Js momento de inércia do disco 0.37
amplitude do pendulo 0.009
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4.5 Ressonancias secundarias

4.5.1 w3=0

Considerando o sistema de equagoes (4.75) a (4.77) que descrevem as modulagdes de am-
plitude e fase, precisamos verificar quais termos sao de variacao lenta e quais termos sao de
variagao rapida. Para isso precisamos expressar a proximidade entre a freqiiéncia ws e zero
introduzindo o parametro de sintonia ws = €o3.

Procedendo igualmente no caso sem ressonancia, ou seja, analisando quais funcoes sao
de variacao lenta, obtemos que a média das equacoes, em primeira aproximacao, ¢ dada

por

<ap >= —%[@QQ sin By + flia1] — eln—j[agwgalé] sin(2eos7 + 205)

. Na0 ) 2 Ho ()2
< B >= —e(al + 1sd) TP L
v 27 2yay

- 353 2
ms a;0°w
0 [[a2w3a18 + a263w? — 21—
fy

cos (1

| — a2way 6 cos(2e037 + 233)]
(4.125)
(1,1(,()19

< Q >= E[M1<Q) —}33 5

sin(—031)]

< Gz >= —6%&3[1 — cos(2€03T + 203)]

< (3 >= —6% sin(2eo3T + 203)

Nas equagoes médias acima, o tempo 7 aparece explicitamente, e portanto o sistema ¢é
nao autonomo. Para transforma-lo em sistema auténomo, introduzimos uma nova variavel
dependente vz definida por

Vs = 260'37' + 253 (4126)

Assim

U3 = 203 + 205 (4.127)

Logo, podemos reescrever o sistema de equagoes como segue
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< ap >= —%[@QQ sin 31 + fina] — 6%[&%@3@15] sin vg
. N30 N3dw? py )2
< By >= —e(al + 17a0) + Pl e G cos
gl 2y 2yan
5 353,,2
—e%[[ 2w3a10 + a3dPw? — al—wl] — aiw?a,é cos vs)
Ay 2 (4.128)
. L aiwi§) .
< >= G[Ml(Q) + D3 ! 21 Sll’lﬂl]
< ag >= —e&ag[l — cos vs]

2

< Ug >= 2¢03 — 6,&3 Sin v

As figuras (4.25) a (4.29) mostram as variagoes de amplitudes e fases do sistema

péndulo eletromecanico com condicao de ressonancia ws = 0 obtidas por integragao

numérica.

elementos tendem a valores contantes.

1.8

1.6

1.4F

1.2F

amplitude bloco
o o
o 0 =
T T

o
IS
T

o
N

o
T

L L L L L L L L L
o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
tempo(t)

Figura 4.25: Variacdo de a; em fung¢ao de T na ressonancia ws =~ 0

Inicialmente, a;, B; e € oscilam com 7, mas a medida que 7 cresce esses

Quando esses valores constantes sao nao nulos, as oscilagoes livres sao peridédicas. Os

estados estacionarios foram obtidos usando as seguintes condigoes iniciais

a1(0) = 1.61270; 3;(0) = 0.030; Q(0) = 0.0; a3(0) = 2.310; B5(0) = 0.0.

Os parametros utilizados na integracdo numérica estao dados na tabela (4.11).

Como ay, (1,2, a3 e B3 sao constantes no estado estacionario, entao as derivadas que

descrevem as modulagoes de amplitude e fase sao nulas, e portanto transformamos o

sistema de equacoes diferenciais em um sistema de equacoes algébricas nao lineares dado

por
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10 T T T T T T T T T

fase bloco

s s s s s s s s E
o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
tempo(t)

Figura 4.26: Variacdo de 5, em funcao de T na ressonancia ws =~ 0

freq. motor

s s s s s s s s s
o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
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Figura 4.27: Variacao de ) em funcao de 7 na ressonancia wz =~ 0

amplitude pendulo

1 s s s s s s s s s
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tempo(t)

Figura 4.28: Variacdo de as em funcgao de T na ressonancia wz =~ 0
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tempo(t)

Figura 4.29: Variacdo de B3 em fungao de T na ressonancia ws == 0

~

_i[@QQ sin By + fi1a1) — e@[agwgalé] sinvg =0

2y 4ry
N30 N30 Ho ()2
—e(Q1+m3 ) +em3 d _€p2 cos 31
g 2m 2aq
" 3532

—64_3[[@§w3a1(5 + a§53wf — |- a§w§a15COS vs] =0
8

(4.129)

alwlﬂ

e[M1(2) + p3 sin 3] =0

~

—e%ag[l —cosvz] =0

2ws — €figsinvg = 0
Resolvendo o sistema de equagoes (4.129) obtemos as regides onde sdo possiveis os

estados estacionarios.

4.5.2 w33

Neste caso estamos considerando que w3 &~ 3. Introduzindo o parametro de sintonia,

temos

w3 =3+ €03
Como Q) = 1+ eoq, entdo ws — 30 = €(30q — 03) é pequeno. Logo, os termos de
variacao lenta sao aqueles cujo argumento sao dados pela diferenca w3 — 3€). Portanto,
as equacgoes que descrevem as modulagoes de amplitude e fase, em primeira aproximacao,

sao dados por
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Tabela 4.11: Valores dos parametros e constantes utilizados

para wg ~ 0

parametro nome valor
a coeficiente do torque 0.9409
b coeficiente do torque 0.00987655
oq parametro de sintonia 0.0001999
mq massa do bloco 1.80398
mo massa de perturbacgao 0.013
ms massa do péendulo 0.1
C1 coeficiente de amortecimento do bloco | 0.6781
C3 coeficiente de atrito do péndulo 0.896
k1 coeficiente linear da mola 940
[ comprimento do péndulo 1.170
R distancia da massa my ao eixo do motor || 0.09
Jo momento de inércia do disco 0.043975
as amplitude do péndulo 0.009
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~ 969

) € .. i . ms as0-as
<y >=——[p?sin By + flua] — e—| :
2y gl

sin((3Q — ws)7 + (361 — B3))

azwsald

sin((3Q2 — w3)T + (81 — B3))]

(a1 + mg(;) m36w1 ﬁQQZ

< By >= —¢ +e —€ cos (4.130)
g 2m 27101
ms. a2d*w3a
—673[—1—13 cos((3Q2 — ws3)T + (301 — B3))
1 a383w? asw2ad
—l—Z[a%wgalé + a30%w? — = 5 L 3 i L] cos((3Q — w3)T + (361 — (3))]

alle

< Q >=€e[My(Q) + ps sin 4]

A

< ag >= —E%ag (4131)

< (3 >=0

As figuras (4.30) a (4.32) mostram as variacoes de amplitudes e fases do sistema
péndulo eletromecanico, na ressonancia ws ~ 3, com condicoes iniciais dadas por

a1(0) = 1.7640; £;(0) = 3.8052; 2(0) = 0.0; az(0) = 4.01; 53(0) = .0340. Os
parametros de integragao utilizados estao dados na tabela (4.12).

Inicialmente, conforme o tempo 7 cresce as amplitudes e fases do sistema descrescem
e oscilam, mas a medida que o tempo 7 aumenta esses elementos tendem a valores con-
stantes.

Quanto a freqiiéncia de rotacao do motor, ela cresce rapidamente com o aumento do
tempo, mas logo em seguida comeca a oscilar e tende a um valor constante. Além disso,
verificamos diretamente que a amplitude e fase do péndulo atingem valores estacionérios.

Nas equagoes acima, o tempo 7 aparece explicitamente, e portanto o sistema é nao
autonomo. Para transformé-lo em sistema autonomo, introduzimos uma nova variavel

dependente vs definida por

v3 = (3Q — w3)T + (361 — B3)
Assim,

U3 = —e(03 — 30q) + 361 — s
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Figura 4.32: Variacdao de €2 em funcdao de T na ressonancia ws ~ 3
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Tabela 4.12: Valores dos parametros e constantes utilizados

para wy ~ 3

parametro nome valor
a coeficiente do torque 0.0994012
b coeficiente do torque 0.00897655
oq parametro de sintonia 0.01234
mq massa do bloco 6.09370
mo massa de perturbacgao 0.02
ms massa do péendulo 0.73
C1 coeficiente de amortecimento do bloco || 0.1987
C3 coeficiente de atrito do péndulo 0.003123
k1 coeficiente linear da mola 17.45
[ comprimento do péndulo 0.4350
R distancia da massa my ao eixo do motor || 0.07543
Jo momento de inércia do disco 0.0375
as amplitude do péndulo 0.009
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Logo, as equagoes médias podem ser escritas como segue

A 252 25
< ap >= —i[ﬁQQZ sin 31 + fiyaq] — e%ﬂ1 4 invg + 433019 sin v3]
27 Y 4
. 5 5 s 5 A Qz S 252 3
< By o= Lt med) | madwr | PV g iy @0y
gl 2m 2may gl 8
1 3532 2,25
~[adwsa10 + ajdiwi — & wl] [agwgal | cos vs]
4 2 4
. Q
< QO >=e[M(Q) + ps a”’;l sin (1] (4.132)
< az >= —G%Cbg
: N30 N30 Hy ()2
< fB3 >= —€(03 — 30q) + 3[—6(&1 + 17150) + Pl il NN . cos 31
g 2m 2y1aq
. 2523 1 3532 2,25
Y

Levando em consideracao que as derivadas sao nulas para os estados estacionarios

temos o seguinte conjunto de equacoes algébricas

5 252 25
0= _i[ﬁQQQ sin 31 + fa1] — 6%[% % in U3 + 9399310 Gin Us
2y ¥ 4
N30 N30 Ho ()2 5 2523
0= —e(al - 1) TP e Y AP B — e%[——al Y19 cos U3
g 2m 2aq 8
1 3532 2,25
+=[adwsa16 + a3dPw? — 4 wl] [agwgal | cos vs]
4 2 4
- aywi €
0= €e[M1(Q2) + p3 5 sin Bi) (4.133)
i
0=—e—
€ 9 as
N30 N30 Hy (2>
0= —¢(o3 — 30q) + 3[—e(a1 + 1hg) NI & cos By
gl 2m 27101
7 2523 1 353.,2 2426
Y

Andlogamente aos casos anteriores o estudo dos estados estacionarios pode ser confi-

nado ao estudo do conjunto de equacgoes algébricas definido acima.
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1
4.5.3 w3~ -
3

Para expressar a proximidade de w3 com 1/3, introduzimos o parametro de sintonia

3&)3 = 1+€0’3

Logo os termos que possuem argumento na forma 3ws — ) = €(03 — o) ou 2 — 3wz =
€(oq — 03) s@o pequenas quantidades de €, e portanto variam lentamente. Deste modo,
temos as equagoes médias descrevendo as variacoes de amplitudes e fases do sistema, e

dadas por

, € iy N ms .
ay = —g[mQQ sin 81 + fnay] — 62—;’ sin((3ws — )7 + (305 — A1)

(041 + mgd) 7’?73(5(4}1 ]52(22

<51 >= —¢ + € —€ cos 1
Y 2m 2va4
5 3.2 23 2
ms3 w 1 ajd’w
—ea[—% cos((Bws — )7+ (305 — 1)) + Z[a§w3a15 + a20%w; — 4 5 L] (4.134)
. Caqw ) .
<Q>=€[Mi(Q) —ps - 21 sin(—/1)]
<ag>= —E%G:),

< B3 >=0

Nas equagoes médias (4.134) acima, o tempo 7 aparece explicitamente, e portanto o
sistema é nao autonomo. Para transforma-lo em sistema autonomo, introduzimos uma

nova variavel dependente vz definida por

U3 = (3w3 - Q)T + (3&3 - 61) (4135)

Assim

U3 = (3ws — Q) + 303 — 51 = €(03 — 0q) + 305 — B (4.136)

Logo, as equagoes podem ser escritas como
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~

. € . . N ms .
< G >= —— P2 sin ai| —e—sinv
1 2 [D2 By + fua] 2 3

(Oél + mg(s) T?Lg(swl 6}5292

< >=—¢ +€ — cos (3,
gl 2m 2y
A 3 2 2¢3 2
ms . asw 1 ajd°w
—em — 34 3 cosvg + Z—L[agwgaﬁ + adw; — %]]
. L w2
< Q >=¢€[M(Q2) — ps 5 sin(—[31)] (4.137)
< as >= —E@Clg
2
N30 T30 py 22
<03 >=¢€(03 —0q) + e(al +17150) _ el + P2 cos 1
Y 2")/1 2")/611
- 3 2 2¢3 2
M3 . AW 1 a70°w
67[— 34 2 cosvs + Z[agwgalé + a283w; — L 5 L1].

Analogamente aos outros casos podemos procurar as equagoes que descrevem os esta-
dos estacionarios, obter gréaficos e efetuar a analise da estabilidade dos pontos fixos. Para

estados nao estacionarios precisamos integrar o conjunto de equagoes médias obtidas.



Capitulo 5

Método das multiplas escalas

Neste capitulo, vamos aplicar o método das multiplas escalas nas equagoes do sistema
péndulo eletromecanico para obter uma solucao analitica aproximada livre de termos
seculares mistos e pequenos divisores. O método das multiplas escalas tem a vantagem
de que podemos trabalhar com notagao complexa, o que torna mais claro e concisa as
manipulagoes algébricas associado ao fato de possibilitar fazer a analise dos casos de
ressonancias internas que ocorrem no sistema.

Na aplicacao do método das multiplas escalas vamos precisar analisar os diversos
casos de ressonancias existentes no sistema e, por isso, precisamos determinar os termos
seculares e os termos que geram pequenos divisores. Termos que geram pequenos divisores
dominam a solugao do sistema e termos seculares tornam as solugoes invalidas depois
de um certo intervalo de tempo. Para a determinacao de termos seculares e pequenos

divisores encontramos a expansao direta da solucao em série de potencias de e.

5.1 Método da expansao direta

Na aplicacao do método da expansao direta, assim como no método das multiplas escalas
vamos considerar os mesmos parametros utilizados na aplicacao do método da média,
exceto o torque M(p) = %(a — bwQ), com I = (myR? + Jo), que nao serd considerado
como uma pequena perturbagao. Entao as equagoes de movimento ficam

77



5.1. Meétodo da expansao direta 78

i+ €t + u = €e[papsin g + Pod? cos @] + erng[020 — 0]

~

@ = M(p) + epsiising — eﬁ4u% COS ¢ . (5.1)

0 + €130 + w3 = —ii
Consideramos que ug, ¢ € 6y sao as solugoes do sistema quando € = 0. Quando
e # 0 mas € < 1 as solugdes devem ser aproximadamente as mesmas de ug, o € 6,
mas correcoes devem ser adicionadas. Portanto escrevemos as solucoes como séries de

poténcias de ¢, isto é,
uw(Ts€) = up(T) + eur (1) + O(€?)
p(75€) = o(T) + €1 (T) + O(€?) (5.2)
0(1;€) = bo(7) + €01 (1) + O(e?)
Assim, as derivadas sao dadas por
(5 €) = p(T) + €ty (1) + O(€?)
$(7) = bo(T) + €p1(7) + O(€?) (5.3)

0(15€) = Oo(7) + €b1 (1) + O(€?)

ii(T;€) = ip (1) + ety (1) + O(€?)

B(756) = Go(7) + (1) + O(€?) (5:4)

0(1;€) = Oo(T) + €b1 (1) + O(€?)
Substituindo (5.2), (5.3) e (5.4) em (5.1), expandindo seno e cosseno em torno de

e = 0, e agrupando termos de mesma ordem de grandeza de ¢, temos

’U,O—FUOIO

. b Q
e Yo + E(’OO =1 (5.5)

é() + wgﬁo = —’do
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Uy 4+ up = Q2 — [y + M3 [‘9(2)90 — éo]

. b . N . g
€ gyt 751 = DPsliosingo — Py 5 oS o (5.6)
w w

él + w%@l = —7:'L1 — ﬂgéo
com

Q2 = Q2(0, $0, Po) = P2fo sin g + Patps €OS Po. (5.7)

Resolvendo o sistema (5.5) temos

up(T) = ay cos(T + 1)

o
wo(T) = Ay + By exp(—%T) + o7 (5.8)

0o(7) = az cos(wsT + [3) + a1 A cos(T + (1)

com A = 1/(w? — 1) e a1, B1, A, Ba,az (3 constantes arbitrdrias. Para obter uma
solugao aproximada de ordem €', precisamos resolver o sistema dado em (5.6), entdo
seguimos o exemplo de Nayfeh ([29]) e desconsideramos as solugdes homogéneas de todas
as ordens exceto €” e consideramos as constantes arbitrarias determinadas na aproximacao
de ordem €° pelas condicoes iniciais.

Levando (5.8) em (5.6), e tratando cada equagao separadamente, temos

Equacao do bloco

iy 4wy = Qo(T) — funtig + 130260 — bo) (5.9)

Substituindo ug, g e g, juntamente com suas respectivas derivadas, temos

. b\’ b : b «
Q2(7) = P2 [Bz <E> exp (_ET) sin (Ag + By exp (_ET> + E)

b b a\? b a
By— - — Ay + B - —
+ ( 270 exp ( [wT> + bw) cos ( 2 + D3 exp < [wT) + IWT)
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—/111'110 + mg [6890 — 00i| = F1 COS (bg -+ F2 COS 3¢3 + F3 COS<2¢3 — le) +
Fycos(2¢3 + ¢1) + F5cos(2¢1 + ¢3) + Fs cos(2¢1 — ¢3) + Frcos ¢y +
Fg COS(2¢3 + ¢1) + Fg COS(2¢3 — gbl) + F10 COS(2¢1 — qbg) +

F11 COS(2¢1 + gbg) —+ F12 COS 3@51 + F13 COS le + F14 sin qbl + F15 COS ¢1

com

= 3[(1%:) % Q%AQ; o Fy = —iig agf 3
Fs=n 3ai2’>wza11\ P
= _m?’% Fg = F5
I = 3[a§wia1/\ a?A;W%] Fy = —1ng a%w%alA
Fo=Fs Fo = m:ﬂ%
1 =—F Fly = _m?)@‘;’/jwl
Fi3 = mizazws Fiy = msa A (5.11)
Fis = fna
o =7+ 01 b3 = w3 + Bs

Como a equagao (5.9) é linear, podemos aplicar o principio da superposigao e deter-
minar uma solugao particular como soma de solugoes correspondentes aos termos nao
homogéneos.

Uma solugao particular de (5.9) é dada por

16
up =y U, (5.12)
j=1
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com 5
Uy, = T Cos (3
U, = %?’w%) cos(3¢3)
Utps = T (252 BEYP cos(2¢3 — ¢1)
Mo = 7 (252 P R )
Uy, = ﬁ cos(2¢ + ¢3)
Ul = ﬁ cos(2¢1 — ¢3) o

Uy, = 777 sin(¢1)

Fy

= 2
Ul,g 1— (20)3 n 1)2 COS( ¢3 + ¢1)
Iy
= 203 —
Ul g 1— (2w — 1)? cos(2¢3 — ¢1)
FlO

Uy

0= T2 — )2 cos(2¢1 — ¢s3)

Fll
=" 0s(2
o = T e S0+ )
F12
Ul = T3 cos(3¢1)

Uu — —1 COS qb
1 = 3
pl3 ] 32

AL
Ulps = —— T €08 01

uy,,, = 01(7) cos(T + vo(7))

com v; e vy obtidos pela aplicagao do método da variagao dos parametros e dados por

U1 = —Q2(7) sin(7 + va(7))
(5.14)

V109 = —Qo(T) cos(T + va(T))
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Equacao do motor

Vamos resolver a equagao do motor

YL 71 = Psliosingo — 1)412 COS Yo (5.15)
w w

Substituindo as solugbes ug e ¢y dadas em (5.8) na equagao (5.15), temos

b

@+ —p1 = —P3ai cos g1 sin g — ﬁ4% COS ©o. (5.16)
Iw w

Para determinar uma solucao particular utilizaremos o método da variagao dos parametros

b
([1]). Um conjunto fundamental para a equa¢ao homogéneaa é dado por {1,exp(——7)}

Tw
e, portanto, a solucao da equacao nao - homogénea é da forma
=Cy+ Dye (—b ) (5.17)
P1p = L2 2 €Xp IwT 3 .
com a derivada dada por
i b b
P1p = —Dzm eXp(—mT)- (5.18)
Logo uma solucao da equagao nao homogénea é dada por
b
P1p = CQ(T) + DQ(T) exp(—ﬂr), (519)

onde Cy(7) e D3(7) sdo fungdes a serem determinadas. Derivando a equagao acima e
levando em conta a dependéncia de 7, as condi¢oes do método da variacao dos parametros

nos leva a

Cy(7) + Dao(7) exp(—%T) = 0. (5.20)

Derivando novamente e substituindo na equacao obtemos

OQ(T) + DQ(T) exp(—%T) =0;

. Tw b R . b o
Do(r) = 22 explo-7)lpaon cos(r + ) sin( Ay + Byexp(—-7) + o) (5:21)

), b o
+% cos(As + Bs exp(—m) + ET)]
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Equacao do péndulo

Vamos resolver a equagao do péndulo

16
b1 + w3y = —iiy — fiso = — Y _ iy, — Firsings — Figsin ¢y (5.22)

j=1
com Fi7 = fizasws e Fig = fiza; A
Analogamente ao caso da equacao do bloco, podemos utilizar o principio da super-
posicao para encontrar uma solucao da equacao nao homogénea. Assim, uma solucao da

equacao nao homogénea é dada por

b1, =Y 01, (5.23)

k=1
com
0,, = 2w3ﬁli§w§)7'sin o3
0, = —z iz gw3)2) cos 33
F3(2w3 — 1)
01, = :3__((2265’3 _11))22 cos(2¢3 — ¢1)
Fy(2ws +1)?
0., = wlg—_ ((2200531 11))22 cos(2¢3 + ¢1)
F5(2 + w3)?
01,5, = 551(521?3))22 cos(2¢1 + ¢3)
F§(2 — w3)?
0,6 = wlg_—((22_—uj;3)22 cos(2¢1 — ¢3)
0, = — 2F7 cos(¢1) + s5 < Tsing — 2—7 Ccos ¢
w3 — 1 2(ws — 1) (w3 — 1)
F3(2ws +1)?
o, = Lo 1)22 cos (203 — 1)

wi — (2w +1)
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F9(2w3 - 1)2
1-— (2 — w3)2
0 = Viha —
1p9 w3 — (2w3 _ 1)2 COS( ¢3 ¢1)
F10(2 — W3)2
1-— (2 — w3)2
0 = 2h —
Ip1o w3 — (2 — ws)? cos(2¢1 — ¢3)
Fi1(2 + ws)?
1 — (2 + (,(}3)2
0 = 2h —
1p11 w?g’ _ (2 _ W3)2 COS( ¢1 ¢3)
9
§F12 ‘
91p12 = 1_ 32 Sin 3¢1
Fiaw; (5.24)
_ 2
s = o Srsings
3
Fiy 14 Fiy .
O, = _w§ — 08 01+ mT cos g1 + m sin ¢4
Fis . Fis )
91p15 = —m Sin gbl - WT COS ¢1 - w% — 1 S1n ¢1
01,6 = aspcos(T+ Bsp,)
F
Hlp17 = —ﬁT Cos (3
3
Fi7
01,15 1 sin ¢y

onde az, e B3, sao determinados pelo método da variacao dos parametros.
Substituindo as solucoes para as aproximacoes de ordens €® e €' em (5.2), obtemos
que a expansao em série de poténcias, até ordem €', que d4 a solucao geral do sistema de

equacoes do péndulo eletromecanico é dada por

16
u(T) = aycos(tT + 1) + € Z Up;
j=1
b b
o(1) = As + By eXP(_ET> + %7’ + e(Co(T) + Dy(7) eXP(_ET)) (5.25)

18
0(7) = az cos(wsT + f3) + arAcos(T + 1) + € Z O
k=1

com as constantes arbitrarias a,, 81, As, B, a3 e 3 determinadas pelas condicoes ini-
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clais

p(0) =0 ¢(0)=0 (5.26)

na aproximacao de €. Logo as constantes arbitrdrias sao dadas por

ar = (uf +u3)?
Ug

By =cosH(———
(ud +u2)>

)

ol

Ay = —
i (5.27)
By=
bo @
az = ((6o — a1 A cos 31)? + (w_(; — Cdl_g sin 33)2)
0o — a1 A
B3 = cos™H( 0”4 ;05 51@ - )
(g — a1 cos 31)? + (_0 _ 53)2)%
W3 w3

A solugao (5.25) torna-se invélida quando 7 — oo, devido a presenga de termos sec-
ulares e pequenos divisores. Pequenos divisores ou temos ressonantes ocorrem quando a
freqiiéncia de oscilagoes do péndulo é ws ~ 0, w3 ~ 1/3, ws ~ 1, w3 ~ 3. Esses termos
ressonantes do sistema sao classificados de acordo com a ordem da poténcia de € com que
ocorrem na solucao aproximada das equagoes.

Na proxima secao vamos tratar dos casos de ressonancias secundarias, ou seja, quando
pequenos divisores ocorrem na aproximacao de ordem e!. Ressonancias primérias também
ocorrem, mas esse caso deve ser tratado separadamente, pois o termo proveniente da
solucao particular domina a solucao da equacao depois de um certo tempo 7, e deve ser

reordenado de modo a tornar-se de ordem de e.

5.2 Método das miultiplas escalas

Nesta se¢ao vamos aplicar o método das miiltiplas escalas para obter uma solugao analitica

aproximada livre de termos seculares e pequenos divisores. Vamos considerar o sistema
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de equagoes dado em (5.1).

O método das muiltiplas escalas consiste em assumir diferentes escalas de tempo
Ty, T1, ... que aparecem naturalmente na expansao direta. Desse modo, consideramos
que u, @ e 0 sao fungoes dessas novas escalas, e nao apenas de 7, e as representamos por

uma expansao tendo a seguintr forma

u(r,e) = a(To,T1,Ts,...;€) = Zeiui
i=1
90(7—7 6) = ¢(T07TlaT27"';€) = ZEZSOZ (528)

O(r,e) = HA(TO,Tl,Tg,...;e):Z(—:iQZ-

onde
T; = €7 sao as diferentes escalas de tempo e € é um pequeno parametro.

Logo, as derivadas sao relacionadas pelo operador dado por

d 0 .0 0
_— = E 6 DY
dr 0Ty 0Ty 0T,
2 o2 52 ) o2 52 (5.29)
— = 49— 9
i~ o amen T Canan, T o)t
ou, equivalentemente,
d 2
—_— = D0+€D1+€D2+"'
dr
P (5.30)
W = D0—|—2€DOD1+"‘
onde
0
Di=—, 1=1,2,---.
(2 az—;? 1 Y )

Para prosseguir na aplicacao do método das miuiltiplas escalas, vamos limitar a apenas

duas escalas e escrevemos as solugées na seguinte forma
U(TQ, Tl) = Uo(To, T1> + E’ul(To,Tl) +

o(To, TV) = @o(To, 1) + epi(To, Ty) + --- (5.31)

0(To, Th) = 60o(To,Ty) + €0(To, Th) +
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Aplicando o operador dado em (5.30) as fungdes u, ¢ e 6 temos

u = D()UO + E(Doul + D]_UO) + 0(62)
¢ = Dopo + €(Dopr + Digo) + 0(e?)
9 = D000 + E(D091 + D190) + 0(62)

(5.32)
u = Dguo + e(D%ul + 2D0D1U0) + 0(62)

¢ = Dipy + €(Dip1r + 2DoDigy) + O(€)

é = Dgeo —+ €(D391 + 2DOD190) -+ 0(62)
Substituindo em (5.1), agrupando os termos de mesma ordem de € e retendo apenas

os termos até ordem €', obtemos os sistemas de equacoes diferenciais parciais

DSUO + Up =0
O e b nove = L (5.33)
B AR et B |
Dgeo + w§90 = —Dguo.
D(Q]Ul + Ui = —2D0D1U0 + QQ(QOO) — ﬂDQUO + mg[(D000)290 — Dgeg]
1. 2 b b R 2 . ~ g
€ Dipor + —Dopr = —2DoDipy — w—Dipo + psDyug sin g — pa—5 €os ¢
lw Tw w
D%Gl + wgel = —D(Q)ul — 2DOD1U0 — ﬂgDoeo — 2DOD190.
(5.34)
Resolvendo as equagoes dadas em (5.33) obtemos
'Lbo(T(), Tl) = CL1<T1) COS(TO + ﬁl(T1>>
b «
o(To, Th) = As(Th) + Ba(Th) exp(—7-To) + .~ To (5.35)

Ho(To, Tl) = —a,g(Tl) COS(u}gTO + 53(T1)) “+ aq (Tl)A COS(T[) + 51 (Tl))

com A = 1/(w? — 1) e a1, B1, A, Bo, az, B3 fungoes da escala Ty, pois u, o, 6 sao
fungoes das escalas Ty e T; e suas derivadas em (5.33) sd@o com respeito a escala Ty. A
dependencia funcional de ay, 31, Ay, Ba,as (3 , seguindo o exemplo de (][29]), sdo deter-

minadas no préoximo nivel de aproximacao pela eliminacao dos termos seculares.
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Para o método das multiplas escalas é conveniente escrever as solugoes (5.35) em

notacao complexa. Logo

UO(To, T1> = A1 (T1> exp(z'To) + Zl eXp(—iTo)

b «
wo(To, Th) = As(Th) + Bo(Th) eXp(—ETo) + ETO (5.36)

Qo(To, T1> = Ag (Tl) exp(ingo) + Al (Tl)A eXp(iTo) + c.c

onde c.c denota os termos complexos conjugados e

1 . — 1 . )
A; = §aj exp(if;), A; = éaj exp(—if;), j=1e3, (5.37)

Utilizando (5.36), efetuando as operagoes de derivacao e substituindo nas equagoes

dadas em (5.34) obtemos

7
Diuy +up = Qh(7 ZFI exp(iw;To) + Zﬁexp(—i@ﬂh) (5.38)
Jj=0 j=0
b b 0By b b 0As
D? —Dypy = ——— Ty - — 22
o1+ 75 Dovr = o gm exp(= ) — ToaE
. b ) b Q
+P3(32(T1)(E)2) sin(Az(Th) + Ba(Th) eXP(—ETo) + %TO) (5.39)
512 cos(Aa(Th) + Ba(Th) exp(——Ty) + <-T5)
p4w2 Ccos{Az(1L1 2{{1) €xXp Tl 0 b0
0A; 0A, .
D26, + w20, = —D?uy + ) 1AW\ — 2i——A] exp(iTy)+
001 3V1 o1 [ Ty fi3 T, ] p( 0)

(5.40)

. . 0A _
+[—fiziws Az — 22w3—3] exp(iwsTy) + c.c
0Ty

onde

Q4 (To, Th) = paDipo sin g + Pa(Dopo)? cos o =

5 (Bg(Tl) (%>Qexp(—%%)> sin <A2( )+BQ(T1>exp(—]iTo)+ 2 TO)

b b

2
. b Q@
P2 ( B, (T1)[— eXp(_I_TO + E)> CoS (Ag(Tl) + By(Th) eXp(_ETO) 4 ETO>
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Fy = —2@2—‘;111 + 1y [(2wi A3 As + 241 AN AL A — (AT A)?ALA] — fniAy + maAA,
Fi = iy [2wsA3(A1A)% — (A;A)2 A

Fy, = mg [(2w§Z3A3 +2A,A1N?) Ay — nggzg + mgngg}

Fy = ingl-wiAj]

Fy = mg[—wiAZAIN — 2w AZA ]

Fs = 1y [2wsAJA; — wiAJAA]

Fs = g [—2w3As(A1A)? — (A1A)?A;)

Fr = g [—(AiN)?]

com os I'; os complexos conjugados dos F}, e

iTO = ZWTO ’i(W3 — 2)T0 = ?:wlT()
ingo = i’WQTO igngo = iw;;Tg
(5.41)
7:(2(4)3 + ].)TO = ’i’W4T0 i(2W3 - 1)T0 = iW5T0
i((ﬂg + 2)T0 = iw6T0 ?)ZTO = iW7To.

Para prosseguir nossos estudos precisamos resolver o sistema de equagoes (5.38) a
(5.40), e impor condigoes para eliminar os termos seculares mistos e os pequenos divisores.

A resolucao do conjunto de equacoes de ordem € para o péndulo, implica que pre-
cisamos conhecer a solucao da equacao do bloco para a mesma ordem, para depois re-
solvermos a equacao do péndulo da mesma ordem de €. Para a resolucao da equacao do
bloco precisamos conhecer os termos que dao origem a termos seculares mistos e pequenos
divisores. Como sabemos, tais termos foram obtidos pela expansao direta do sistema e
dependem do valor da freqiiéncia wsz. Por isso, dependendo do valor da freqiiéncia de ws
teremos um caso de ressonancia e, portanto, diferentes casos, que devem serem tratados

separadamente.

5.2.1 Consideracoes sobre a equacao do motor

Como verificamos pelo método da expansao direta, a equagao do motor nao possui termos

geradores de termos seculares mistos e nem pequenos divisores e, por isso, nao necessita-
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mos resolver a equacao para ordem €' para impor as condicoes de eliminacao de termos
seculares mistos. Assim sendo, vamos utilizar o mesmo raciocinio utilizado no método da
expansao direta, para obter as constantes de integracao As e By, ou seja, vamos utilizar

que as condigoes iniciais sao dadas por

(,D(O,Tl) = 07 DOQD(Ole) =0

na aproximagao de ordem €” da equagao do motor do sistema (5.33). Logo temos

AQ(T1> = ——F € BQ(T1> = -5 (542)

e, portanto, a soluciao de ordem €’ da equacao do motor é dada por

(07

STy Th) = As(Th) + Bo(T)) eXp(—%To) + T4 Ofe) (5.43)

bw

Na préxima secao vamos analisar as diferentes ressonancias existentes e também con-
siderar o caso sem ressonancia.

Observamos que quando dizemos sem ressonancia, estamos dizendo que nao existe
interagao ressonante entre o péndulo e o bloco, mas existe interacao ressonante entre o
bloco e o motor.

Primeiramente vamos analisar o caso sem ressonancia, e depois trataremos os casos
em que wy ~ 3 e wy ~ 1/3. Os casos de ressonancia secunddria ws = 0 e ressonancia

primaria w3 ~ 1 devem ser tratados separadamente e deixamos para estudos posteriores.

5.3 Estudo das ressonancias

As freqliéncias ressonantes sao obtidas pela expansao direta do sistema, que também ap-
resenta os inconvenientes termos seculares mistos. Os termos ressonantes estao associados
aos pequenos divisores que sao gerados quando w3 ~ 0, w3 ~ 3 w3y ~ 1, wz =~ 3. No caso
em que ws ~ 1 temos ressonancia primaria, e os demais sao chamados termos ressonantes
secundarios. O método das multiplas escalas é usado para conseguir uma solugao livre de
termos seculares e pequenos divisores.

Primeiramente, vamos considerar o caso em que a freqiiéncia ws esta longe da resso-

nancia.
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5.3.1 Sistema sem ressonancia

Neste caso assumimos que ws estd longe de 0, 1/3, 3, 1.

A resolugao das equagoes (5.38) a (5.40) implica que precisamos conhecer a solugao
da equacao do bloco para, depois, conseguirmos resolver a equagao do péndulo.

Para a resolucao da equacao do bloco precisamos conhecer os termos que dao origem a
termos seculares mistos e impor a condicao de eliminacao de tais termos. Observamos que
ay cos(Tp + 1) é solugao da equagao homogénea do bloco, e portanto segue que os termos

em Tj geram termos seculares. Impondo a condi¢ao de eliminagao dos termos seculares,

temos
O0A; o= — 9 ot . .
FO = _2287 + mg [(2w3A3A3 + 2A1A1A )AlA - (AlA) AlA:| - ulel + mgAAl = 0.
1

(5.44)

Agora, podemos reescrever a equacao do bloco como

7 7
Diur +uy = Qy(To, Th) + Y _ Fyexp(ico;Ty) + Y Fj exp(—ic;Tp). (5.45)

i=1 7=1

Como a equacao diferencial acima é linear, podemos utilizar o principio da super-

posicao para obter solugao.

5.3.2 Variacao dos parametros para o método das multiplas es-

calas

Primeiramente, vamos utilizar o método da variacao dos parametros para encontrar uma

solugao particular u;, da equacao

Diuy + uy = pa[ Do sin o + (Dowo)? cos o] = Q5(To, Th) (5.46)

Um conjunto de solugdes fundamentais para a equagdo homogénea é {y; = cos(Tp), yo =

sin(7p)}, e portanto a solu¢ao da equagao homogénea é dada por

uy, = v1(1h) cos(Ty + v2(17)) (5.47)
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Supomos que a solucao particular seja da seguinte forma
urp = v1(To, Th) cos(Tp + v2(To, T1)).- (5.48)

Assim, temos

Dovy cos(Ty + v2) — v1Dovg sin(Tp 4+ v3) = 0

(5.49)
—Do’Ul sin(TO + UQ) — ’U1D0U2 COS(TO + UQ) = QIQ(TQ, Tl)
Resolvendo o sistema de equagoes acima, obtemos
DOU1 = —Q,2<T0, Tl) SiIl(T() + UQ)
(5.50)

—v1 Dove = Q4(Th, T7) cos(To + va).

Logo, uma solugao particular é dada por (5.48) com v; e vy dados pela solugao do

sistema (5.50).

5.3.3 Solugao particular para a equacao do bloco
Uma solucao particular para a equacao do bloco
7

7
Diuy +uy = Qy(Ty, Ty) + Z F; exp(iw;Tp) + Z ; exp(—iw;Tp). (5.51)

J=1

7 —_
F; .
ulp—l—z exp (120, 1)) —l—; T Jw exp(—iw; 1) (5.52)
5.3.4 Solugao da equacgao do péndulo
Da equagao do péndulo (5.40), temos
A Ay
D26, + w20, = —D2uy + [—2 zb — 3t A A — 226—1\] exp(iTp)

. . 0A ‘
+[—f1ziwz Az — 2@w36—T3] exp(iwsTp) + c.c
1

Assim, derivando duas vezes em relagao a Ty a solu¢ao dada em (5.52), levando na

equagao (5.53), temos
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7 J—
F. .
D20, + wib, = Oulp Z w exp(zijo Z; wjz ijz exp(—iw,;Tp)]
‘7:
A A A
+[— 2@2—1111 — [31 A1\ — Qig—TllA] exp(iTy) + [—fiziwsAs — ingg—Tf’] exp(iwsTp) + c.c

(5.54)

Agora, precisamos verificar quais termos geram termos seculares, ou seja, quais termos

possuem frequéncia ws. Como a fungdo D3uy, ndo produz termos seculares, entdo basta
verificar os termos no somatorio.

Como temos

W1:W3—2 w5:2w3—1
Wy = W3 we = w3 + 2
(5.55)
’ZE3—3UJ3 ’W7—3
wy = 2w3 + 1

e exp(iwe 1) = exp(iwsTy), entao a condigao de eliminagao de termos seculares implica
que
Fy

A
0. 5.56
o7, T2 (5.56)

Assim, verificamos que as condigoes de eliminacao dos termos seculares sao dadas por

(5.44) e (5.56), ou seja,

—ﬂg'é(x)gAg — in;;

—22% + mg[(ng)ZgAg, -+ 221A1A2>A1A - (AlA)2A_1A] — ﬂliAl + 77A’L3AA1 =0
1

0A3
—figiws As(1 — w?) — iws—— (1 — w?) + Fow? = 0.

o1y

(5.57)

Lembramos que
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A = %exp(zﬂl) A = %GXP(_Zﬂl)
a : 7.4 ;
Az = 53 exp(i/33) Az = 53 exp(—if3)
o T (5.58)
AA = Zl A3A3 = ZS
OA 1. . 0A L. - ,
8_T11 = 5(@1 + a1 1) exp(if1) 8_Tf = §(a3 + iaz ) exp(ifs)

e exp(if) = cos @ + isinb.
Resolvendo (5.44) e (5.56) separadamente, obtemos as equagoes que descrevendo as

modulacoes de amplitude e fase do sistema, e dadas por

~

iy — _Hian
! 2
A~ 2 3 A~
. ms ai\ ms\
b=~ 4 aaz - Oy T
. . 5.59
a3 = _ Hads rgwa sin 3 ( )
’ 2 A1 —wd)
A9 A9
5 Thsws L5y 2 g Mgy
63 = m[é( 3(13 + CLlA ) +W3 — 9 COSﬂg].

As solugoes para o sistema péndulo eletromecanico, em termos das variaveis originais,

sao dadas por

u(7) = ay cos(tT + 1) + O(e)

b
p(1) = A2 + By GXP(—ET) + %7’ + O(e) (5.60)

O(7) = a3 cos(wsT + O3) + O(e)

com aq, 31, as e (3 solugdes das equagdes dadas em (5.59).

Segundo Nayfeh (]29]), para determinar os estados estaciondrios, nao precisamos inte-
grar as equagoes descrevendo as modulagoes de amplitudes e fases do sistema. Ao invés
disso, usamos o fato de que as amplitudes e fases sao constantes nos estados estacionarios,
e portanto, devemos tornar nulas essas equagoes. Deste modo, temos um sistema de

equacoes algébricas, dado por
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faay
_ -0
2
A 2 3 A~
ms as A msA
(g 4+ aa?) - ) - TR g
N N 0.61
% + m3w§a§ sin 3 | )
2 4(ws — wi)
U Lo o A2 2 aws —0
307 — 1)1 (Wi + @A)+ wslws = s cos By =
Resolvendo (5.61), temos
a; = 0
ajw? = —2A se A <0
(5.62)
cos B3 = a3 + 2
A 2 - 1
sin 33 = _2—,u3A(w3 3 )
mgawsas

Como estamos considerando o caso sem interagao ressonante entre o péndulo e o bloco,
e A <0, a freqiiéncia w3 de oscilacao do péndulo deve ser tal que
1 o 1 o

w3<1ee<w3<§—e§e§+e§<w3<1—ea (5.63)

Nestas faixas os estados estacionarios podem existir e fora destas faixas as equacoes
devem levar em conta o fenomeno da ressonancia. As faixas nas quais existem interacoes
ressonantes e satisfazem a condicao ws < 1 sao dadas por

1 o

1
0<w3<ee§—e§<w3<§+e%el—e<w3<1 (5.64)

De (5.62), e de cos? 3; +sin® ) = 1, segue que

fis(w§ — 1) : 2 2
—2——=—"| +(a5+2)°" =1 (5.65)
mgawsas
Levando em conta A = 1/(w3 — 1), temos que a3 = —2/w3 (w3 — 1). Assim, a equacio

dada em (5.65) pode ser escrita como

—4f3w3° + (613 + 20[a3)ws + (—12mM3 — 4043)w)

+ (=102 4 402 ws + (16mM32 — 202)w? + (82 + 4f2) = 0 (5.66)



5.4. Ressonancias secundarias 96

Logo, as freqiiéncias de oscilagbes para os quais ocorrem estados estacionarios devem
satisfazer o polinémio (5.66), observando as condigoes dadas em (5.63). Calculamos o
polinémio (5.66)para c3 e ms como parametros de controle e diversos valores das massas
my, My € mg, mas os resultados obtidos nao determinaram regioes de freqiiéncias onde
existem estados estacionarios, pois as freqiiéncias determinadas pelo polinomio de grau
dez sao tais que estao fora das faixas previstas. Isso apenas implica que nao conseguimos

obter valores das massas tais que os estados estacionarios existem.

5.4 Ressonancias secundarias

1
Ressonancias secundarias ocorrem quando ws ~ 3 e w3 &~ —. Vamos analisar cada caso
3
separadamente, comecando pelo caso w3 = 3.
5.4.1 w3 ~ 3
Introduzindo o parametro de sintonia, temos
w3 = 3+ €a, (5.67)

Logo, as freqiiéncias dadas em (5.68) podem ser escritas como

wily = Ty+ ol = w1y + o1}

wyly = 3Ty +oTy =wyly+ ol

wsly = 9Ty + 30Ty = wily+ 30Ty

wiTy = TTy+ 20Ty =@ To+ 20Ty (5.68)
wsTy = 5Ty +201y = wily+ 20Th

wely = 5Ty +o0Ty =wily+ ol

YD7T0 = W3T0 — O'T1 = ’ZD;TO — 0’T1
Segundo Nayfeh ([29]), enquanto a escala Ty é uma escala de varia¢ao rapida, a com-
binacao €1y é escala de variacao lenta e precisa ser expressada em termos da escala lenta,

ou seja, €1y = T7. Com essa mudanca, os termos que geram pequenos divisores sao trans-
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formados em termos que geram termos seculares mistos e, consequentemente, podemos

eliminé-los. Assim, a equagao do bloco (5.38) é reescrita como

7 7
Diuy +uy = Qo (Ty, T1) + Z Flexp(iw;Ty) + Zﬁj exp(—iwjTy),

j=0 Jj=0
com
Fy = F, F| = Fyexp(icTh)
F) = Fyexp(ioTy) F} = F3exp(i30T)
F} = Fyexp(i207T) F! = F5exp(i207T)
F{ = Fyexp(ioTy) Frexp(—oTh)

(5.69)

(5.70)

A condicao de eliminacao de termos seculares na primeira equacao implica que devemos

tornar nulos os coeficientes dos termos 7.

FO + F1 eXp(le) =0

Logo, a equacao do bloco fica

7 7
Dauy +uy = Qh(Ty, Th) + Z Flexp(iw)Ty) + ZF; exp(—iw@;Tp).

=2 j=2

Uma solucao particular dessa equacao é dada por

onde u, ¢ a solucao partlcular dada em (5.48).

Derivando duas vezes em relacao a Ty obtemos

7 ' 7 _/
Diuy, = Diti @'’ 5 exp(iw;;Tp) w exp(—1w@}Tp)
1p olUp — Ay p( 0) 3 €Xp i10)-
7=2 J 7j=2 ]

Levando na equagao do péndulo, temos

(5.71)

(5.72)

(5.73)

(5.74)



5.4. Ressonancias secundarias 98

7
o~ F, oy
D(Q)Ql + w§91 = —D[Q)ulp + Z w;? . J 5 exp(lw;-TO)
=2 - wj
7 _
I 0A 0A

/2 j . . 1 . . 1 . (575)

i _ —i" T —2— — AN —21—A Ti
+ ;wj T wf exp(—iw;Tp) + | Z@Tl M3t Ay v T, Jexp(iTo)

0A
+[— 1wz Az — ing—g] exp(iwsTy) + c.c.
0T

Como as funcoes geradoras de termos seculares no péndulo sao aquelas cuja freqiiéncia
é ws, e acima introduzimos o parametro de sintonia para expressar a proximidade entre
a freqiiéncia de oscilagoes do péndulo e do bloco (w3 & 3), entao devemos verificar quais
termos possuem freqiiéncia ws ou diferem de w3 por uma pequena quantidade de e.

As freqiiéncias w’; sdo tais que satisfazem as relagoes, conforme definido anteriormente
em (5.68)

e, portanto, segue que

F2, exp(zwéTo) = FQ exp(ingo)
Fé exp(iwéTo) = Fg exp(i3w3TO)

Fjexp(iww)Ty) = Fyexp(i(2ws + 1)Tp)
(5.76)
F5, exp(zngo) = F5 exp(’i(ng — l)To)

F{ exp(iwgTy) = Fgexp(i(ws + 2)Tp)

Flexp(iwhTy) = Frexp(—ioTy) exp(iwsTp)
Logo as freqiiéncias geradoras de termos seculares para o movimento do péndulo sao
w} e wr. Impondo a condicao de eliminagao de termos seculares, temos
12 /2
0As s w

P . 7 . .
_M3ZW3A3 — 22(4)3 aTl -+ 1_ wé2F2 -+ 1_—@7/721:’7 exp(—ZUTl) =0 (577)

Podemos reescrever a equagao do péndulo como segue
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6 / 6
Dg@l + w§91 = —Dgﬂp + Z w,~2

F! F/;
i . / 12 . /
i ———5 exp(iw;Tp) + Z w) ——— exp(—iw;Tp)
=3 1 —@; =3 1 —w;
0A 0A 0A
+[— QZa—Tll — figi A1\ — Zia—TllA] exp(1Ty) + [—fiws Az — inga—Tf’] exp(iwsTp) + c.c
(5.78)
onde c.c denota o complexo conjugado dos termos daquela linha.
Assim, as condigoes de eliminacao dos termos seculares sao dadas por
Fo+ Frexp(icT)) =0
5.79)
0A 9 2 (
—ji3tws Az — 2iwz——— 3 — =+ “s

F7 exp(—ioTy) =0
o1, 8 1-—
Aqui cabe uma observacao: devemos utilizar os valores que as freqiiéncias tinham antes
do processo de eliminacao de termos seculares, ja que essas freqiiéncias foram obtidas antes

do processo de ”volta” (expressar em termos de ws). Por este motivo

12
w2 __g
/ 2
Wy Wi
1— /2_1_w2'

3
Resolvendo as equagoes (5.79) obtemos as equagoes descrevendo as modulagoes de

amplitudes e fases do bloco e do péndulo

Hiar M3

a%a
a; = 5 + — 1 —|wzazatA? — 5 3] cos(oTy + s — 301)
m adh\®.  m alas. .
a1ﬁ1 T [(W3a3 + a1 A? Jai A — 12 ] - TS[WSG?,G%AQ - 3] sin(oTy + Bs — 3041)
. 9fizwsa 3 mg,cug,a‘;’A‘3
- _ L —_— 3 T, —
as fizas + D) in(—0s) + 301 — w3) in(36, — o1y — Bs)
9 as  wia IMswia
asfs = 873[@;3@3 + a%AQ)Zg + 32 3] — ;23 3 cos(—f3s)
3
w3a§m3

—m[—a:{%?’] COS(3ﬁ1 — O'Tl — 53)
(5.80)
As equagbes acima possuem dependéncia explicita da escala T}, ou seja, o sistema de

equacoes ¢ nao autonomo. Para transformé-lo em um sistema autonomo, introduzimos as
substituicoes
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U1 = O'T1 - 351 (581)
Logo, temos
0 =0 — 3 (5.82)
Substituindo em (5.80) obtemos
11a m ala
g = 24 lwsaza?A? — “2] cos(vy + fB5)
2 4 2
N 3A3 S 2
a1ty = a0 — 3[%[(@?&3 + a1 A*)a A — a12 ] — TZ?’ [wsaza? A% — a12a3] sin(vy + 53)]
. ) 91wz a’ Mmawsas A3
az = —p3az — 323 2 sin(fs) — % sin(vy + )
. 93 w2a3 9m3w
B3 = S —[(wias +G1A2)4 32 ] — ) 2 cos ()
w3azms
—M[—a:{’/\?’] COS(Ul + Bg)
(5.83)
Segue de (5.81) que
1 1 1 1
By = gUTl — gvl = 560'7' — §U1' (5.84)
Assim, as solugoes podem ser escritas como
1 1
u(r) = a; cos(gng - gvl) + O(e)
b
QO( ) A2 + B2 exp(——T) + B—WT + O( ) (585)
1 1
O(7) = agcos(wsT + B3) + a1 A COS(§W3T — §U1) + O(e)
com as modulagoes de amplitudes e fases dadas em (5.83).
5.4.2 w3~ 3
Introduzindo o parametro de sintonia,
3wz =1+ e, (5.86)

e procedendo da mesma forma que no caso anterior, temos
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o , o
W1:W3—2:——+€§:w1+€§
o , o
WQZW3:§+E§:W2+E§
ws =3ws =1+¢eo =w) +eo
2 2
w4:2w3+1:—+6§:wa+6§ (5.87)
ws = 2w3 — 1 = —w3 + €0 = Wi, + €0

7 o , o
w6:W3+2:6+e§:w6+6—

3

wy = 3 = 9wy — 3e0 = wh — 3eo

Seguindo as mesmas consideragoes do caso anterior, podemos escrever a equacao que

governa o movimento do bloco como

7
Dgul +u; = QIQ(T(), Tl) + Z P}/ exp(iw’jTo) +

J=0

com

F = F,
Fll = F1 exp(z'%Tl)
FQ/ = F2 exp(z'%Tl)

F; = Fsexp(ioTy)

7

J=0

F;=F, eXp(i%UTl)
F! = Fyexp(ioT)
Ff, = Fsexp(icT))

F; = Frexp(—30TY).

Impondo a condicao de eliminacgao de termos seculares, temos

Fo+ Fzexp(ioTy) =0

Assim, temos que a equacao do bloco pode ser escrita como

Z ﬁj exp(—iw'jTo),

(5.88)

(5.89)

(5.90)

7 7
Dauy +up = Q4 (Ty, Th) + Z Fiexp(iw';Tp) + Z F'jexp(—iw’;Ty).  (5.91)

J=1,4#3

J=1,j#3

Resolvendo a equagao (5.91) acima, obtemos que uma solugao particular é dada por
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F! L F ,
Uy = Ty + Z — 2exp(mTo) > T exp(—iwmiT). (5.92)

j=1,j#3 j=1,j#3 J

onde u, é dada por (5.48). Derivando duas vezes em relacao a T, levando na equagao

do péndulo, temos

/2F/ 7 wﬂﬁ
D30, + w30, = —Du, + Z eXp( iw' Ty) + Z : —]w exp(—iw’;Tp)
j= 1,1753 J=1,#3 Y
0A 0A 0A
+[— 218—T11 — f13i A\ — 228_7“11] exp(i1y) + [—friws Az — 2iws 8Tf] exp(iwsTy) + c.c..
(5.93)
Procedendo analogamente ao caso wz &~ 3 e observando que se
2&)3 —1= —C()3T0 + O'Tl, (594)

entao o complexo conjugado do nimero —iw3Ty + 10’1} é dado por wsTy — 10T}, e
portanto, este termo é gerador de termo secular. Assim, a condi¢ao de eliminagao de

termos seculares implica que

(9141 . aAl w% Fg,wg
990 i AN — 2 F
Tor, ~RethA =gt BT e T g

Logo, as condicoes de eliminacao de termos seculares sao dadas por

Fy+ Fsyexp(ioTy) =0

_ (5.96)
aAl . 8A1 wg F5w§
i 28 i — 22 4 R

Tar, ~ et = 2iGn oy el

Resolvendo as equagoes acima obtemos as equagcoes que descrevendo as modulagoes

de amplitudes e fases do sistema, na condigao de ressonancia 1 : 3, e dadas por
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1 Mmsw3as
—Ml ! — 343 3SID(O'T1—|—363—51)

“m=Ty 8
. mg (w%ag + G%Az) ﬁ’LgCL?AS
—af = — 1 3

mgal A m'g,&gw%

cos(aTy + 305 — 1)

2 8
A~ A~ 3 2 A~
. H3as mgwzas . msg
as = — B + 4(1 — w%) Slnﬂg + m[w%agalA (597)
2.2 A
—%] Sin(ﬁg — Bl — O'Tl)
. 1 . o 9 N wias Mmawia?
- - A2 ) 3 o 373
a3ﬁ3 wg(wg _ 1) [m3w3[(w3a3 +aj ) 4 9 ] 4 COS(ﬁg)

waaia; A B wiaia; A

+m3[ 4 3

Jcos(Bs — B1 — oTh)]

Assim, as solucoes podem ser escritas como

uo(To, Ty) = a1 (T1) cos(To + 51 (Th))

«

wo(To, Th) = Ax(T1) + Ba(Th) eXP(—%To) + ﬁ_wTO (5.98)

00(To, Th) = as(T}) cos(wsTh + Bs(T1)) + al(Tl)Acos(%ngo + By(T))

onde

ay, [, as e (3 sao dados pelas solucoes de (5.97).



Capitulo 6

Conclusoes e Sugestoes para

Trabalhos Futuros

6.1 Conclusoes

O objetivo deste trabalho foi investigar o sistema péndulo elétro-mecanico, o qual é com-
posto de um bloco que vibra horizontalmente devido ao acionamento de um motor DC
que possui uma massa desbalanceada e um péndulo acoplado ao bloco que dissipa energia
na forma de vibracoes mecanicas.

Primeiramente obtivemos as equagoes que descrevem o sistema péndulo elétro-mecanico
através das equagoes de Euler - Lagrange. Devido ao fato do sistema de equagdes nao
apresentar solucao analitica, introduzimos algumas simplificagoes e fizemos algumas con-
sideragoes de modo a possibilitar a utilizacao dos métodos da média e das multiplas
escalas.

Na aplicacao do método da média verificamos a existéncia de diversas ressonancias
internas secundarias entre o bloco e o péndulo, sob a consideracao de interacao ressonante
primaria entre o bloco e o motor. Assim, para cada caso obtivemos um conjunto de
equacoes médias que possibilitam o estudo da estabilidade dos estados estacionarios pela
aplicagao do critério R-H. Devido ao grande niimero de parametros, nao linearidades e o
acoplamento das equacoes do sistema, a obtencao de resultados analiticos, pela aplicacao
do critério R-H, mostrou-se infrutifera e entao optamos por uma abordagem numérica para
o céalculo das condigoes do critério R-H. Essa abordagem possibilitou maiores condicoes

para obter graficos e fazer as andlises da estabilidade dos estados estacionarios.

104
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As varias curvas obtidas pela resolucao da equacao de resposta de freqiiéncia uti-
lizando diversos parametros de controle mostram que o sistema péndulo elétro-mecanico
é um sistema rico em efeitos dinamicos, ja que conseguimos uma boa parte das curvas
disponiveis na literatura pesquisada e, além disso, determinamos outras curvas interes-
santes tais como quando tomamos o amortecimento do bloco como parametro de controle
e a massa perturbativa.

A determinacgao da equacao de resposta de freqiiéncia possibilitou o estudo da estabil-
idade dos estados estacionarios através da andlise da parte real dos autovalores da matriz
Jacobiana do sistema. Verificamos a existéncia de um autovalor nulo, o que implica a
existéncia de uma variedade central associada ao sistema, e, portanto, o critério R-H teve
que ser aplicado em conjunto com a variedade central para a obtencao das conclusoes. A
variedade central nao foi calculada, mas fizemos algumas suposicoes de estabilidade ou
nao estabilidade de modo a possibilitar a utilizacao dos resultados obtidos na literatura
disponivel juntamente com os resultados obtidos pelo critério R-H. Nos pontos onde o
sistema perde a estabilidade calculamos o niimero de autovalores com parte real positiva
utilizando as condigoes de Routh.

Na aplicacao do método das multiplas escalas encontramos, primeiramente, termos
seculares mistos e pequenos divisores através do método da expansao direta. Com a
determinacao dos termos seculares mistos e pequenos divisores foi possivel considerar as
diversas ressonancias internas existentes no sistema péndulo elétro-mecanico e obter as
equacoes que descrevem as modulagoes de amplitudes e fases para os movimentos do bloco
e do péndulo, que tornam a solugao analitica aproximada livre de termos seculares mistos.

A analise das regides onde sao possiveis estados estacionarios é feita, simplesmente,
impondo as condigoes de que as equacoes diferencias ordinarias que descrevem as mod-
ulacoes de amplitude e fase do sistema sao nulas nos estados estacionarios. Neste caso,
nao fizemos a andlise da estabilidade, mas apenas determinamos algumas regioes onde sao
possiveis estados estacionarios. As condicoes de ressonancias para a freqiiéncia wz =~ 0
e w3 ~ 1 foram deixadas para estudos posteriores devido ao fato de que sao necessarias
consideragoes adicionais, e toda a algebra efetuada na utilizacao do método da média

precisa ser refeita.
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6.2 Trabalhos Futuros

Em estudos posteriores pretendemos dar continuidade aos estudos do sistema péndulo
elétro-mecanico. Um ponto importante a ser tratado sao as outras ressonancias internas
e a analise da estabilidade dos estados estacionarios, que exceto no caso wsz =~ 0, ja
sabemos que serd necessario a utilizacdo da teoria da variedade central. Além disso, o
calculo das variedades centrais associadas ao sistema pode determinar completamente o
comportamento do sistema, juntamente com a aplicacao do critério R-H. Um estudo das
bifurcagoes que ocorrem, quais tipos e mecanismos de transicao para o caos, além da
andlise de fendmenos de sincronizagao também pode ser realizado.

Além disso, podemos efetuar simulacoes numéricas com o sistema de equacoes, sendo
que as equacoes médias e os estudos preliminares servirao de suporte e guias na realizacao
destas simulacoes. Por outro lado, podemos usar teoria de perturbacoes para as coorde-

nadas generalizadas e a formulacao Hamiltoniana do sistema péndulo elétro-mecanico.
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Apendice A

Programas em Matlab ®

Neste apéndice descrevemos um programa utilizando o Matlab® [25]. Todos os outros

programas diferem apenas pelo parametro de controle e as respectivas alteragoes que a

mudanca no parametro de controle acarreta.

A.1 Parametro de controle: freqiiéncia () da rotacao

h
h
h
h
b
b
h
b

h

h

do motor

arquivo M $dis_sem_bloco_duascurvas.m

Aqui vou calcular como a amplitude de oscilagdes do bloco varia

com a freq\"{u}éncia do motor.

Os coeficientes definidos abaixo s&o os mesmos utilizados

em linguagem FORTRAN para simular o sistema din&mico pé&ndulo nao ideial
na condigdo longe da ressonéncia.

Coeficientes-(em FORTRAN isto aqui s&o pardmetros);

PARAMETROS UTILIZADOS

g = 9.80665; m1=3.850; m2=0.008532; m3=0.5; 1=1.19; r=0.075;
c1=0.0008622064717919948; c3=0.3234; k1=1.75;%

PARAMETRO DE SINTONIA
sigma=-0.000990122059442;

COEFICIENTES, INTERVALO, TAMANHO DO PASSO, QUANTIDADE DE ITERAGOES
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h

h
h
h

T

h

T

T

h

Omega(1)=0.1;0megaf=55.4; h=0.5; xl=abs(Omega(l)); x2=abs(Omegaf);
n=floor((x2-x1)/h);

DEFINIQED DOS COEFICIENTES PARA O CALCULO DO POLINOMIO

a3=0.009; al1=0.05; b1=0.02; m=ml1+m2+m3; Ic=m2*(r~2)+0.37;

w=sqrt (k1/m); epsm3=m3/m; w3=sqrt(g/(1*(w"2))); del=1.0/(w3°2-1.0);
gam=1.0+epsm3*del; p2=(m2*r)/(m*1); p3=(m2*rx1)/Ic; p4=(m2*r)/Ic;
mul=cl/(m*w); mu3d=c3/(m3*(172)*w);peql=al*(1.0/(Ic*w"2));
peq2=b1*(1.0/(Ic*w"2)) ; &N=-peq2*w

POLINOMIO EM (a - amplitude do bloco) SER CALCULADO
a”2*mul”2+4*xa”2*xsigma”2+4*a”2*sigma*m3*del-

a“4xsigma*m3*del”3+a”2+m3"2xdel”2-1/2*a"4*m3"2*del"4+1/16%a~6+m3"2*del"6

DEFINIGAO DOS COEFICIENTES DO POLINOMIO PARA CALCULO COM 0 MATLAB
coef6=(1/16) *(epsm3~2)*(del”6); coefb=0; coefd=-(sigma*epsm3*del”3+
0.5%(epsm3~2)*(del~4)); coef3=0;
coef2=mul~2+4*sigma”2+4*sigma*xepsm3*del+(epsm3~2)*(del~2); coefl=0;
coefO=-(p2*0mega (1) ~2)"2;

COEFICIENTES PARA 0 CALCULO DA EQUAGAO DE O0SCILAGOES FORGADAS
coef (1)=((p3+*mul)/ (2*xp2*0mega(1)));

DEFINIGAO DO POLINOMIO A SER CALCULADO

p=Lcoef6 coef5 coefd coef3 coef2 coefl coef0];

RAIZES DE P NO PRIMEIRO PASSO

z=roots(p);

s(1)=z(1); t(1)=2(2);u(1)=2(3);v(1)=2z(4) ;x(1)=2(5);y(1)=2(6);

estrutura de decisdo:
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decidir quais raizes s&o interessantes para o estudo do sistema
péndulo mecdnico, ou seja, ralizes maiores ou iguais a

zero(Reais)

if (imag(s(1))~=0/s(1)<0)

s1(1)=-3; f1(1)=-3;

b11=0; b12=0; b13=0; b14=0; b1l5=0;

b21=0; b22=0; b23=0; b24=0; b25=0;

b31=0; b32=0; b33=0; b34=0; b35=0;

b41=0; b42=0; b43=0; b44=0; b45=0;

b51=0; b52=0; b53=0; b54=0; b55=0;

J11=0; J22=0; J33=0;

B11(1)=-3; B21(1)=-3; B31(1)=-3; Crit31(1)=-3;
else

s1(1)=s(1); f1(1)=coef(1)*(s1(1)"2);

% COEFICIENTES DO CRITERIO R-H
delta2=0.5*(a3"2)*w3*s1 (1) *del+0.5%(a3"3)*(del~3)-0.25%(s1(1)"3)*(del"3);
partialaldelta2=0.5%(a3"2)*w3*del-(3/4)*(s1(1)"2)*(del"~3);

bll= N-((p3*mul)/(2xp2*(Omega(1)~2)))*(s1(1)"2);
b12=-((p3*mul) / (2*p2*0mega (1)) ) *s1(1);
b13=-((s1(1)*p3) /p2) * (sigma+(epsm3*del/2))*(s1(1) /Omega (1))
-((s1(1)*p3) /p2) * (epsm3/ (2+0mega (1)) ) *delta2 ;

b14=0; b15=0;

b21=(mul/ (gam*Omega (1)))*s1(1);
b22=-(mul/ (2*gam)) ;
b23=(s1(1) /gam) * (sigma+(epsm3/2) *del)
+(s1(1)/gam) * (epsm3/ (2*s1(1)))*delta2;
b24=0; b25=0;
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end

b31=( 2/(s1(1)*gam))*((sigma+(epsm3x*del/2))
+(2/(s1(1)*gam) ) * (epsm3/ (2*0mega (1)) ) *delta?2) ;
b32=-(1/(s1(1)*gam) ) * (sigma+epsm3*del/2)
-((epsm3) /(2*s1(1)*gam) ) *partialaldelta2;
b33=-(mul/ (2*gam)) ;

b34=-(epsm3/ (2*s1(1)*gam) ) *( (a372)*w3*delxs1(1)
+(3/2)*(a372)*(del"3));

b35=0;

b41=0; b42=0; b43=0; b44=-0.5*mu3; b45=0;
b51=0; b52=0; b53=0; b54=0; b55=0;

J11=b22xb33-b32*b23;
J22=b11%b33-b13*b31;
J33=b11%b22-b12%b21;
d1=b11%b22xb33; d2=b12*xb23*b31;
d3=b13*b32xb21; d4=b13*b22%b31;
d5=b12*b21%b33; d6=b11*b32xb23;

B11(1)=-(b11+b22+b33); B21(1)=J11+J22+J33;

B31(1)=-(d1+d2+d3-d4-d5-d6); Crit31(1)=B11(1)*B21(1)-B31(1);

if (imag (£(1))~=0]t(1)<0)

t1(1)=-3; £f2(1)=-3;$

b11=0; b12=0; b13=0; b14=0; bl5=0;
b21=0; b22=0; b23=0; b24=0; b25=0;
b31=0; b32=0; b33=0; b34=0; b35=0;
b41=0; b42=0; b43=0; b44=0; b45=0;
b51=0; b52=0; b53=0; b54=0; b55=0;
J11=0; J22=0; J33=0;
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B12(1)=-3; B22(1)=-3; B32(1)=-3; Crit32(1)=-3;
else

t1(1)=t(1); f2(1)=coef(1)*(t1(1)"2);

% COEFICIENTES DO CRITERIO R-H
delta2=0.5%(a372) *w3*t1(1)*del+0.5%(a373)*(del~3)-0.25%(t1(1)"3)*(del~3);
partialaldelta2=0.5%(a3"2)*w3*del-(3/4)*(t1(1)"2)*(del"3);
b11=N-((p3+*mul) / (2xp2* (Omega (1) "2)))*(t1(1)"2);
b12=-((p3*mul) / (2*p2*0mega (1)))*t1(1);
b13=-((t1(1)*p3) /p2) * (sigma+(epsm3*del/2))*(t1(1)/Omega(1))-
((t1(1)*p3)/p2) *(epsm3/ (2+0mega (1)) )*delta2 ;
b14=0; b15=0;

b21=(mul/ (gam*Omega (1)))*t1(1);

b22=-(mul/(2*gam)) ;

b23=(t1(1)/gam) * (sigma+(epsm3/2) *del)+(t1(1) /gam) * (epsm3/ (2xt1(1))) *delta2;
b24=0; b25=0;

b31=(2/(t1(1)*gam) ) *((sigma+(epsm3*del/2))
+(2/(t1(1) *gam) ) * (epsm3/ (2*0mega (1) ))*delta?2);
b32=-(1/(t1(1)*gam) ) * (sigma+epsm3*del/2)
-((epsm3)/(2*t1(1)*gam) ) *partialaldelta?2;
b33=-(mul/(2*gam)); b34=-(epsm3/(2*t1(1)*gam))*(
(a372) *w3*del*t1(1)+(3/2)*(a372)*(del"~3)); b35=0;
b41=0; b42=0; b43=0; b44=-0.5*mu3; b45=0;

b51=0; bb52=0; b53=0; b54=0; b55=0;
J11=b22%b33-b32*b23;

J22=b11%b33-b13*b31;

J33=b11%b22-b12%b21;

d1=b11%b22%b33; d2=b12*xb23*b31;

d3=b13*b32%b21; d4=b13*b22*b31;

d5=b12*b21%b33; d6=b11xb32%b23;
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B12(1)=-(b11+b22+b33) ;
B22(1)=J11+J22+J33;
B32(1)=-(d1+d2+d3-d4-d5-d6); Crit32(1)=B12(1)*B22(1)-B32(1);\end{array}

end

if (imag(u(1))~=0|u(1)<0)

ul(1)=-3;£f3(1)=-3;

b11=0; b12=0; b13=0; b14=0; b15=0;

b21=0; b22=0; b23=0; b24=0; b25=0;

b31=0; b32=0; b33=0; b34=0; b35=0;

b41=0; b42=0; b43=0; b44=0; b45=0;

b51=0; b52=0; b53=0; b54=0; b55=0;

J11=0; J22=0; J33=0;

B13(1)=-3; B23(1)=-3; B33(1)=-3; Crit33(1)=-3;
else

ul(1)=u(1); £3(1)=coef(1)*(ul(1)"2);

%COEFICIENTES DO CRITERIO R-H
delta2=0.5%(a3"2)*w3*ul (1) *del+0.5*(a3"3)*(del~3)-0.25%(u1 (1) "3)*(del"3);
partialaldelta2=0.5%(a3"2)*w3*del-(3/4)*(ul(1)"2)*(del"3);
bil= N-((p3*mul)/(2+p2+ (Omega(1)~2)))*(ul(1)"2);
b12=-((p3*mul)/(2*p2*0mega (1)))*ul (1) ;
b13=-((ul(1)*p3) /p2) * (sigma+(epsm3*del/2))*(ul (1) /Omega(1))-
((u1(1)*p3) /p2) * (epsm3/ (2*0mega (1)) ) *delta2 ;
b14=0; b15=0;

b21=(mul/ (gam*Omega (1) ))*ul (1) ;

b22=-(mul/ (2*gam)) ;

b23=(u1(1) /gam) * (sigma+(epsm3/2) *del)+(ul (1) /gam) * (epsm3/ (2*ul(1)))*delta2;
b24=0; b25=0;
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b31=( 2/(ul(1)*gam))*((sigma+(epsm3*del/2))
+(2/(u1(1)*gam) ) * (epsm3/ (2+0mega (1)) ) *delta2) ;
b32=-(1/(ul(1)*gam))* (sigma+tepsm3*del/2)
-((epsm3) / (2xul(1)*gam) ) *partialaldelta?2;
b33=-(mul/ (2*gam)) ;
b34=-(epsm3/ (2*ul (1) *gam) ) *( (a3"2)*w3*del*ul(1)+(3/2)*(a372)*(del"3));
b35=0;

b41=0; b42=0; b43=0; b44=-0.5*mu3; b45=0;
b51=0; bb2=0; bb3=0; b54=0;b55=0;
J11=b22*%b33-b32xb23;

J22=b11%b33-b13%*b31;

J33=b11%b22-b12xb21;

d1=b11xb22%b33; d2=b12*b23*b31; d3=b13*b32xb21;
d4=b13%b22%b31; d5=b12*b21*b33; d6=bl1*b32xb23;

B13(1)=-(b11+b22+b33); B23(1)=J11+J22+J33;
B33(1)=-(d1+d2+d3-d4-d5-d6); Crit33(1)=B13(1)*B23(1)-B33(1);

end

if (imag(v(1))~=0]v(1)<0) v1(1)=-3; f4(1)=-3;

b11=0; b12=0; b13=0; b14=0; b15=0;

b21=0; b22=0; b23=0; b24=0; b25=0;

b31=0; b32=0; b33=0; b34=0; b35=0;

b41=0; b42=0; b43=0; b44=0; b45=0;

b51=0; b52=0; b53=0; b54=0; b55=0;

J11=0; J22=0; J33=0;

B14(1)=-3; B24(1)=-3; B34(1)=-3; Crit34(1)=-3;

else

vi(1)=v(1); f4(1)=coef(1)*(v1(1)"2);

% COEFICIENTES DO CRITERIO R-H
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delta2=0.5%(a3"2)*w3*v1(1)*del+0.5*%(a373)*(del"3)-0.25%(v1(1)"3)*(del"3);
partialaldelta2=0.5%(a3"2)*w3*del-(3/4)*(v1(1)~2)*(del"3);
bl1l= N-((p3*mul)/(2xp2* (Omega(1)~2)))*(v1i(1)"2);
b12=-((p3*mul) / (2*p2*0mega (1) ))*vi(1);
b13=-((v1(1)*p3)/p2) *(sigma+(epsm3*del/2))*(v1(1)/Omega(l))-
((v1(1)*p3) /p2) * (epsm3/ (2*0mega (1) )) *delta2;
b14=0; b15=0;

b21=(mul/ (gam*Omega(1)))*v1(1);
b22=-(mul/ (2*gam)) ;
b23=(v1(1)/gam) * (sigma+(epsm3/2) *del)
+(v1(1)/gam)* (epsm3/ (2*v1(1)))*delta2;
b24=0; b25=0;

b31=( 2/(v1(1)*gam))*((sigma+(epsm3*del/2))
+(2/(v1(1)*gam) ) * (epsm3/ (2*0mega (1)) ) *delta?2) ;
b32=-(1/(v1(1)*gam) ) * (sigma+epsm3*del/2)

-((epsm3) /(2*v1(1)*gam) ) *partialaldelta2;

b33=-(mul/ (2*gam)) ;

b34=-(epsm3/ (2*v1 (1) *gam) ) *( (a3~2)*w3*del*v1(1)+(3/2)*(a3"2)*(del"3));
b35=0;

b41=0; b42=0; b43=0; b44=-0.5*mu3; b45=0;

b51=0; b52=0; b53=0; b54=0; b55=0;

J11=b22%b33-b32%b23;

J22=b11%b33-b13%b31;

J33=b11%b22-b12%b21;

d1=b11%b22%b33; d2=b12*b23*b31;

d3=b13*b32%b21; d4=b13*b22xb31;

d5=b12%b21%b33; d6=b11*b32xb23;

B14(1)=-(b11+b22+b33); B24(1)=J11+J22+J33;
B34(1)=-(d1+d2+d3-d4-d5-d6); Crit34(1)=B14(1)*B24(1)-B34(1);
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end

if imag(x(1))~=0[x(1)<0)
x1(1)=-3; £5(1)=-3;

b11=0; bl12=0; b13=0; bl14=0; b15=0;
b21=0; b22=0; b23=0; b24=0; b25=0;
b31=0; b32=0; b33=0; b34=0; b35=0;
b41=0; b42=0; b43=0; b44=0; b4b=0;
b51=0; bb2=0; bb3=0; b54=0; bb55=0;
J11=0; J22=0; J33=0;

B15(1)=-3; B25(1)=-3;

B35(1)=-3; Crit35(1)=-3;
else x1(1)=x(1); f5(1)=coef (1)*(x1(1)"2);

% COEFICIENTES DO CRITERIO R-H
delta2=0.5%(a3"2)*w3*x1(1)*del+0.5%(a373)*(del"3)-0.256%(x1(1)"3)*(del"3);
partialaldelta2=0.5%(a3"2)*w3*del-(3/4)*(x1(1)"2)*(del"3);
b11=N-((p3*mul) / (2xp2+* (Omega(1)~2)))*(x1(1)"2);
b12=-((p3*mul) / (2*p2*0Omega (1)) ) *x1(1);
b13=-((x1(1)*p3) /p2) * (sigma+(epsm3*del/2))*(x1(1)/Omega (1))
-((x1(1)*p3) /p2) * (epsm3/ (2*0mega (1)) ) *delta2 ;
b14=0; b15=0;
b21=(mul/ (gam*Omega (1)))*x1(1);
b22=-(mul/(2*gam) ) ;
b23=(x1(1)/gam) * (sigma+(epsm3/2) *del) +(x1(1) /gam) * (epsm3/ (2*x1 (1)) ) *delta2;
b24=0; b25=0;

b31=(2/(x1(1)*gam))*((sigma+(epsm3*del/2))
+(2/ (x1(1) *gam) ) * (epsm3/ (2+x0mega (1)) ) *delta2) ;
b32=-(1/(x1(1)*gam) ) * (sigma+epsm3*del/2)
-((epsm3) /(2xx1(1)*gam) ) *partialaldelta?2;



Apéndice A. Programas em Matlab ® 120

b33=-(mul/(2*gam)) ;

b34=-(epsm3/(2*x1 (1) *gam) ) * ((a3~2) *w3*del*x1(1)+(3/2)*(a3"2)*(del"3));
b35=0; b41=0; b42=0; b43=0; b44=-0.5*mu3; b45=0;
b51=0; b52=0; b53=0; b54=0; b55=0;
J11=b22%b33-b32%b23;

J22=b11%b33-b13*b31;

J3=b11%b22-b12xb21;

d1=b11*b22%b33; d2=b12xb23*b31;

d3=b13*b32%b21; d4=b13*xb22*b31;

d5=b12%b21*b33; d6=bl1*b32*b23;
B15(1)=-(b11+b22+b33) ;

B25(1)=J11+J22+J33;

B35(1)=-(d1+d2+d3-d4-d5-d6) ;
Crit35(1)=B15(1)*B25(1)-B35(1);

end

if (imag(y(1))~=01y(1)<0) y1(1)=-3; £6(1)=-3;

b11=0; b12=0; b13=0; b14=0; b15=0;
b21=0; b22=0; b23=0; b24=0; b25=0;
b31=0; b32=0; b33=0; b34=0; b35=0;
b41=0; b42=0; b43=0; b44=0; b45=0;
b51=0; b52=0; b53=0; b54=0; b55=0;
J11=0; J22=0; J33=0;
B16(1)=-3; B26(1)=-3; B36(1)=-3; Crit36(1)=-3;
else

y1(D)=y(1); £6(1)=coef (1)*(y1(1)"2);

% COEFICIENTES DO CRITERIO R-H
delta2=0.5%(a372) *w3*y1 (1) *del+0.5%(a373)*(del~3)-0.25%(y1(1)"3)*(del~3);
partialaldelta2=0.5%(a3"2)*w3*del-(3/4)*(y1(1)"2)*(del"3);
bll= N-((p3*mul)/(2xp2+*(Omega (1) "2)))*(y1(1)~2);
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b12=-((p3+*mul) / (2xp2*0mega (1)) ) *y1(1);
b13=-((y1(1)*p3) /p2) *(sigma+(epsm3*del/2))*(y1(1)/Omega(1))-
((y1(1)*p3) /p2) * (epsm3/ (2*0mega (1) ) ) *delta2 ;

b14=0;b15=0;

b21=(mul/ (gam*Omega (1)))*y1(1);
b22=-(mul/(2*gam) ) ;

b23=(y1(1)/gam)* (sigma+(epsm3/2) *del)
+(y1(1)/gam) * (epsm3/ (2xy1(1)))*delta2;
b24=0;\hspace{0.2cm} b25=0;

b31=(2/(y1(1)*gam))* ((sigma+(epsm3*del/2))

+(2/(y1(1) *gam) ) * (epsm3/ (2+x0mega (1)) ) *delta2) ;
b32=-(1/(y1(1)*gam) ) * (sigma+epsm3*del/2)
-((epsm3)/(2*y1(1)*gam) ) *partialaldelta2;

b33=-(mul/(2*gam) ) ;

b34=-(epsm3/ (2xy1 (1) *gam))*( (a3"2)*w3*delxyl(1)+(3/2)*(a3"2)*(del"3));
b35=0;

b41=0; b42=0; b43=0; b44=-0.5*mu3;b45=0;

b51=0; b52=0; b53=0; b54=0; b55=0;

J11=b22%b33-b32*b23;

J22=b11%b33-b13*b31;

J33=b11%b22-b12%b21;

d1=b11xb22%b33; d2=b12*b23+*b31;

d3=b13*b32%b21; d4=b13*b22%b31;

d5=b12*%b21%b33; d6=b11*b32%b23;

B16(1)=-(b11+b22+b33); B26(1)=J11+J22+J33;
B36(1)=-(d1+d2+d3-d4-d5-d6); Crit36(1)=B16(1)*B26(1)-B36(1);

end

% LOOP
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for i=1:n
% INCREMENTO EM OMEGA

Omega (i+1)=0mega(i)+h;

% CALCULO DOS COEFICIENTES QUE VARIAM
coef0=-(p2*(Omega(i+1))"2)"2;
coef (i+1)=((p3*mul) / (2*p2*0mega (i+1)));
p=[coef6 coefb coef4d coef3 coef2 coefl coefl];

z=roots(p);

s(i+1)=z(1); t(i+1)=2(2); u(i+1)=z(3); v(i+1)=z(4); x(i+1)=z(5); y(i+1)=z(6);

ESTRUTURA DE DECISAQ DENTRO DO LOOP

A partir deste ponto a estrutura de decisdo se repete,
levando em conta que estamos dentro do loop, e

por isso devemos trocar 1 por

i+l em todos os itemns.

end %(FIM DO LOOP)

% DEFINIGAO DAS MATRIZES CALCULADAS NO PROGRAMA ACIMA
Al=[s1’,t1’,ul’,v1’,x1°,y1°];
Fi1=[f1’,f2’,£f3’,f4’ ,f5’,f6°];
B1=[B11’,B12’,B13’,B14’ ,B15’ ,B16’];
B2=[B21’,B22’,B23’,B24’ ,B25’ ,B26’];
B3=[B31’,B32’,B33’,B34’,B35’,B36°];
Crit3=[Crit31’,Crit32’,Crit33’,Crit34’,Crit35’,Crit36°];
Crit31=[Crit31;Crit32;Crit33;Crit34;Crit35;Crit36];

% EXEMPLO PARA GRAFICOS: plot(Omega,Al,’x’);

% ESTRUTURA DE DECISAQO NUMERO 2: DECIDIR QUANDO 0S COEFICIENTES
DO CRITERIO R-H SAO0 POSITIVOS, NEGATIVOS QU NULOS
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% CRITERIO RH( ESTRUTURA DE DECISAQD 2)

for i=1:(n+1)
for j=1:6
if (B1(i,j)< 0 & B1(i,j)~-3)\\
Bilv(i,j)=-1.10;
elseif B1(i,j) > 0
Biv(i,j)=0.1;
elseif (B1(i,j)==0)
Biv(i,j)=0;
else
Blv(i,j)=-2.1;
end
end

end

for i=1:(n+1)
for j=1:6
if B2(i,j)$>$0
B2v (i, j)=0.20;
elseif (B2(i,j)<0 & $B2(i,j)~"=-3)
B2v(i,j)=-1.2;
elseif (B2(i,j)==0)
B2v (i, j)=0;
else
B2v(i,j)=-2.2;\\
end
end

end

for i=1:(n+1)
for j=1:6



if B3(i,j)>0
B3v(i,j)=0.3;
B3v1(i,j)=0.5;
elseif( B3(i,j)<0 & B3(i,j)~=-3)
B3v(i,j)=-1.3;
elseif (B3(i,j)==0)
B3v(i,j)=0;
else
B3v(i,j)=-2.4;
B3v1(i, j)=-0.05;
end
end

end

for i=1:(n+1)
for j=1:6
if Crit3(i,j)>0
Crit3v(i, j)=0.5;
Crit3v1(i,j)=0.05;
elseif (Crit3(i,j)<0 & Crit3(i,j)~=-3)
Crit3v(i,j)=-1.4;
elseif (Crit3(i,j)==0)
Crit3vv(i,j)=0;
else
Crit3v(i,j)=-2.4;
Crit3v1(i,j)=-0.1;
end
end

end
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