UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA “JULIO DE MESQUITA FILHO”
Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas

Campus de Rio Claro

Contraexemplos em Analise

Michel Ferracini

Dissertacao apresentada ao Programa de
Pos-Graduagao — Mestrado Profissional em
Matematica Universitaria como requisito

parcial para a obtencao do grau de Mestre.

Orientador

Prof. Dr. Ricardo Parreira da Silva

Coorientador

Prof. Dr. Vanderlei Marcos do Nascimento

Rio Claro
Junho - 2012



517 Ferracini, Michel
F368c Contraexemplos em Analise / Michel Ferracini. - Rio Claro
: [sn.], 2012.
55 f. ¢ il

Dissertagao (mestrado) - Universidade Estadual Paulista,
Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas
Orientador: Ricardo Parreira da Silva

Coorientador: Vanderlei Marcos do Nascimento

1. Célculo. 2. Analise Matematica. 3. Completude. 4.

Continuidade. 5. Numeros Reais. 6. Ordenagao. 1. Titulo.

Ficha Catalografica elaborada pela STATI - Biblioteca da UNESP
Campus de Rio Claro/SP




TERMO DE APROVACAO

Michel Ferracini

CONTRAEXEMPLOS EM ANALISE

Dissertacao APROVADA como requisito parcial para a obtengao do grau de
Mestre no Curso de Pos-Graduacao - Mestrado Profissional em Matematica
Universitaria do Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas da Universidade
Estadual Paulista “Jilio de Mesquita Filho”, pela seguinte banca examina-
dora:

Prof. Dr. Ricardo Parreira da Silva

Orientador

Prof. Dr. Thiago de Melo
IGCE - UNESP - Rio Claro/SP

Prof. Dr. Fabio José Bertoloto
FAMAT - UFU - Uberlandia/MG

Rio Claro, 06 de junho de 2012.



A minha amada Eve



Agradecimentos

A todos que me apoiaram na realizacao deste trabalho, sinceramente agradeco.
Em particular, agradeco minha amada companheira Evelize, pelo apoio constante e
incondicional; meus pais Euclides e Maria de Fatima, por incentivar todos meus passos;
o Professor Ricardo, pela oportunidade e pelos (numerosos) ensinamentos; o Professor

Vanderlei, pelas valiosas sugestoes, paciéncia e amizade.



A mente que se abre a uma nova ideia
jamais voltara ao seu tamanho original.
Albert Einstein



Resumo

Neste trabalho exploramos resultados nao usuais da Analise Real que aparecem
quando suas estruturas (usuais) sao enfraquecidas. Também apresentamos exemplos

de situacoes pouco conhecidas, mas consideradas no ambiente dos ntimeros reais.
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nagao.



Abstract

In this work we explore nonstandard results in Real Analysis, which appears when
the structure of the real numbers are weaken. We also present some nonstandard

examples in the universe of the real numbers.

Keywords: Completeness, Continuity, Counterexamples, Real Numbers, Ordination.
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1 Introducao

A maioria dos conceitos aqui tratados fazem parte dos bons textos de Matematica
direcionados a graduagao. Nesses textos, em geral, os resultados interessantes a que
cada conceito leva sao o que, afinal, justificam a apresentacao desse conceito. No
primeiro capitulo deste trabalho, pretendemos explorar resultados nao usuais que apare-
cem quando as estruturas (usuais) sao enfraquecidas. Acreditamos que este contraste,
além de mostrar grau de exigéncia numa definicao, permite que vislumbremos novos
tratamentos a serem dados.

Ja no capitulo seguinte, apresentaremos exemplos de situagoes nao tao conhecidas,
mas consideradas no ambiente dos ntimeros reais.

Possivelmente, dentre as areas da Matematica, seja na Anélise onde se encontre
maior dificuldade em realizar um trabalho no espirito deste. A razao seria a de que a
estrutura dos ntimeros reais é rica o suficiente para ser objeto de todas as areas, e os

numeros reais sao, por exceléncia, o objeto da Analise. Tentamos delimitar o maximo.



2 Numeros Reais

O conceito central neste capitulo ¢ o de corpo ordenado completo (conjunto dos
nameros reais), sobre o qual discutimos as principais propriedades, destacando a im-

portancia da completude para que certos resultados tenham validade.

2.1 Conceitos Basicos

Esta secao destina-se a apresentacao da teoria basica necessaria para o desenvolvi-

mento de todo este trabalho.

Definicao 2.1. Dados dois conjuntos nao vazios A e B, chama-se produto cartesiano
de A por B o conjunto formado por todos os pares ordenados (x,y), com x € A e
y € B.

Indicamos o produto cartesiano de A por B com a notagao Ax B (lé-se “ A cartesiano

B”). Assim, temos:
Ax B :={(z,y)|z € Ay € B}.

Definicao 2.2. Chama-se relag¢ao bindria de A em B todo subconjunto R de A x B.

Observagao 2.1. Algumas vezes, indicaremos que (z, y) pertence a uma relagao binaria

R com a notagao xRy.

Definigao 2.3. Seja R C A x B. Chama-se dominio de R o subconjunto D(R) de
A constituido pelos elementos x para cada um dos quais existe algum y em B tal que

(x,y) € R. Assim, temos:
D(R) :={z € A|para algumy € B, (z,y) € R}.

Chama-se imagem de R o subconjunto de B constituido pelos elementos y para cada

um dos quais existe algum x em A tal que (x,y) € R. Assim, temos:

Im(R) :={y € B| para algum z € A, (z,y) € R}.
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Definicao 2.4. Seja R C A x B. Chama-se rela¢ao inversa de R, sendo indicada por
R, a sequinte relacio de B em A:

R :={(y,z) € B x A|(z,y) € R}.

Definigao 2.5. Seja f C A x B. Dizemos que [ é uma fun¢ao (ou aplica¢ao) de A
em B quando

(1) Ve € A, x € D(f);

(17) (z,y),(x,2) € f=>y=z.

Definigao 2.6. Seja f C A x B uma fung¢dao. Dizemos que:
(1) f € ingetiva quando (x,y), (k,y) € f implica x = k;
(17) f € sobrejetiva quando B = Im(f);

(1ii) f € bijetiva quando € injetiva e sobrejetiva.

Se tivermos (z,y) € f, entdo, amparados pelo item (i7) da Definigao 2.5, escrevere-
mos y = f(z) e diremos que y é a imagem de x. A fungao f de A em B serd, algumas
vezes, denotada por f: A — B.

Definicao 2.7. Seja f C A x B uma funcao. Dado S C A, chama-se imagem direta
de S, sequndo f, e indica-se por f(S), o sequinte subconjunto de B:

f(8) = {f(x)]z € S},
isto €, f(S) € o conjunto das imagens por f dos elementos de S.

Definicao 2.8. Seja f C Ax B uma fun¢ao. Dado K C B, chama-se imagem inversa
de K, sequndo f, e indica-se por f~1(K), o sequinte subconjunto de A:

fHE) = A{x € Al f(x) € K},
isto €, f1(K) é o conjunto dos elementos de A que tém imagem em K através de f.

Definigao 2.9. Seja f C Ax B uma fungao. Se f for bijetiva, entdao a imagem inversa

de B, sequndo f, € chamada func¢ao inversa de f.

Definigao 2.10. Sejam f C Ax B e g C D x E duas fungoes, com E C A. Chama-se
composta de g e f a fungao de D em B (indicada por fog), definida do sequinte modo:

(z,y) € fog e (g(z),y) € f.
E usual a notacdo (f o g)(z) = f(g9(x)), x € D.

Definigao 2.11. Seja A um conjunto nao vazio. Toda func¢ao f: A x A — A recebe o

nome de operagao bindria sobre A (ou em A).
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Dada uma operagao binaria x: A x A — A, qualquer, denotaremos x *y := *(x,y),
para todo (z,y) € A x A.

Para a operagao binaria -: A x A — A, indicaremos = -y := -(z,y) ou xy := -(x,y),
para todo (z,y) € A x A.

Agora que temos definido o conceito de operagao, ja estamos em condig¢oes de definir

os conceitos de corpo e de corpo ordenado.

Definicao 2.12. Sejam o conjunto F e operagoes bindrias +: FxXF — F e-: FXF —
F, chamadas adi¢ao e multiplica¢io, respectivamente. Diremos que (F,4+,-) € um
corpo se forem verdadeiras as sequintes sentengas.

Para a adicao:

(A1) (Associatividade) Vo, y,z € F, x+ (y+2) = (x +y) + .

(As) (Existéncia de elemento neutro) 30 € F / ¥V x € F, v +0 = x.

(A3) (Existéncia de elemento oposto) Ve € F,3—x € F Jx + (—x) =0.

(Ag) (Comutatividade) Vr,y € F, x+y =1y + .

Para a multiplicacao:

(M) (Associatividade) Vz,y, z € F, x(yz) = (zy)=z.

(Ms) (Ezisténcia de elemento neutro) 31 € F (1#£0) /Vr e F, z-1=u.

(M3) (Ezisténcia de elemento oposto) Vo € F (x #0), 3=t € F Jxz™! = 1.

(My) (Comutatividade) Vx,y € F, xy = yx.

Da multiplicacao com relacao a adi¢ao:

(D) (Distributividade) Vx,y,z € F, x(y + z) = 2y + x2.

Quando nao houver duvida sobre (ou necessidade de especificar) quais operagoes se
esté utilizando, denotaremos um corpo (F,+, ) simplesmente por F.

Na sentenga (Aj3), o simbolo —z é uma notagao para o elemento oposto da adigao.
Similarmente, na sentenca (M3), o simbolo ™! ¢ uma notacao para o elemento oposto

da multiplica¢do (outras notagoes para o oposto multiplicativo de x s@o % el/x).
Proposicao 2.1. Seja F um corpo. Se x,y € F exy =0, entao x =0 ouy = 0.

Demonstragdo. Se tivermos y # 0, entdo 2y = 0 = ayy ' =0-y ' = 2-1 =0
= x = 0. Por outro lado, se tivermos z # 0, entdo zy = 0 = z tay = 27! -0
=1-y=0=y=0. [

Definicao 2.13. Quando A = B e R € uma relagao bindria de A em B, diz-se que R

€ uma relagdo sobre A ou, ainda, R é uma relagao em A.

Definicao 2.14. Uma relagao R sobre um conjunto A nao vazio € chamada relagao
de equivaléncia sobre A quando tem as sequintes propriedades:

(1) (Reflexividade) se x € A, entdo (x,x) € R;

(17) (Simetria) se x,y € A e (z,y) € R, entdo (y,x) € R;

(i13) (Transitividade) se x,y,z € A e (z,y) € R e (y,2) € R, entao (z,z) € R.
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Definicao 2.15. Seja R uma relagao de equivaléncia sobre A. Dado a € A, chama-se
classe de equivaléncia determinada por a, modulo R, o subconjunto a de A constituido

pelos elementos x tais que (x,a) € R. Em simbolos:
a={x € A|(z,a) € R}.

Definicao 2.16. O conjunto das classes de equivaléncia modulo R serd indicado por

A/Rr e chamado conjunto quociente de A por R.

Definicao 2.17. Uma relagio R sobre um conjunto A ndao vazio € chamada relacao
de ordem parcial sobre A quando tem as sequintes propriedades:

(i) (Reflezividade) se x € A, entao (x,x) € R;

(i1) (Antissimetria) se x,y € A, (z,y) € R e (y,x) € R, entio x = y;

(7i1) (Transitividade) se x,y,z € A, (z,y) € R e (y,z) € R, entao (z,z2) € R.

Se R for uma relacdo de ordem parcial sobre A, para indicar que (z,y) € R,
usaremos a notacao x < y(R), que se 1& “x precede y na relacdo R’ ou a notagao
y > x(R), que se 1& “y segue = na relagao R”. Quando tivermos (z,y) € R e z # y,
usaremos a notagao r < y(R), que se lé “x precede estritamente y na relagdo R’ ou
y > x(R), que se 1é “y segue estritamente z na relagao R”.

Pode-se usar as notagoes simplificadas © < y, z < y, y > z e y > x em lugar de
r < y(R), x < y(R), y > z(R) e y > x(R), respectivamente. Para estas notagoes
simplificadas, usaremos as leituras usuais, dizendo que: “x é menor que ou igual a y”
para a notacao xr < y; “x é menor que y’ para a notacao r < y; “y € maior que ou
igual a 2" para a notacao y > x; “y é maior que x” para a notacao y > z. Porém,
observamos que os simbolos “<”7 “<” “>” e “>"” nao necessariamente significam uma
desigualdade numérica. O sentido destes simbolos é definido pelo contexto daquilo que
se estuda.

Definicao 2.18. Diz-se que um conjunto € parcialmente ordenado, quando nele estd

definida uma certa relagdo de ordem parcial.

Definicao 2.19. Seja R uma relagao de ordem parcial sobre o conjunto A. Os ele-

mentos x,y € A se dizem compardveis mediante R se x <y ouy < x.

Definigao 2.20. Se quaisquer dois elementos de um conjunto A forem compardveis
mediante R, entdo R serd chamada relagiao de ordem total sobre A. Nesse caso, o

conjunto A € dito conjunto totalmente ordenado por R.

Definigao 2.21. Um corpo ordenado é um corpo (F,+,-) que possui uma ordem total,
denotada por “<”, tal que para todos x,y € F tem-se

(i) x<y=xz+2z<y+z para todo z € F;

rz <yz, se 0<z

) x<y= .
(&) Y yz <xz, se z<0



Conceitos Bésicos 13

Teorema 2.1. Seja (F,+,-) um corpo. Se (F,+,-) € ordenado com uma ordem total
“<” entao o conjunto P={x € F|0 < x} satisfaz as sequintes condi¢oes:
(a) x +y € P, para todo x,y € P;
(b) xy € P, para todo x,y € P;
(¢) dado x € F, exatamente uma das trés alternativas sequintes ocorre: x = 0; v € P;
—x eP.

Reciprocamente, se existe P satisfazendo as condigoes (a), (b) e (¢) acima, entdo a
ordem total “<”, definida por v < y < y—1x = y+(—x) € P, torna (F,+,-) ordenado.

Demonstra¢iao. Suponhamos que (F,+,-) seja ordenado com uma ordem total “<”.
Temos que:

(a) se x,y € P, entao 0 < x e 0 < y. Dai, pelo item (i) da Definigdo 2.21, segue que
0<0+y<azt+y=z+ych,

(b) se z,y € P, entao 0 < x e 0 < y. Dai, pelo item (i) da Defini¢ao 2.21, segue que
0=0-y<aoy=axycP;

(c)se 0 #z € Fexd¢gP,entao x < 0. Dai, pelo item (i7) da Definigao 2.21, segue
que 0 < —z = —x € P.

Por outro lado, suponhamos que exista um conjunto PC F que satisfaga as condigoes
(a), (b) e (c) acima, e seja “<” definida por x < y < y — 2z € P. Temos que:
(i)sex,y,z€ Fex <y, entdioy—zx € P=(y—z)+0€P=>(y—x)+(z—2) P
= y+z)—(z+z)eP=a+z2<y+z;

(17) se x,y,z € F,comzx <ye0 <z entaoy—xz € Pez=2z2—0¢€ P. Dai, pela
condicao (b), temos que (y — z)z € P= yz — xz € P= zz < yz. Da mesma forma, se
r,y,z€ F,comx <yez<0,entaoy—x € Pe —z=0—z € P. Dal, pela condigao
(b), temos que (y — x)(—2) € P= zz —yz € P= yz < x2. O

Quando existir um subconjunto P de um corpo F satisfazendo as condigoes (a),
(b) e (¢) do Teorema 2.1 acima, diremos que P ordena F. Neste caso, P sera chamado

de conjunto dos niimeros positivos de F.

Definicao 2.22. Seja F um corpo. Diremos que x é um quadrado em F se existir

y € F tal que x =y -y =: 3%

Teorema 2.2. Num corpo ordenado, todo quadrado é maior que ou igual a zero, ou

seja, todo quadrado € um niumero positivo ou € igual a zero.

Demonstracao. Se x = 0, entdao 22 = 0. Se 0 < x, entdao 0- 2 < x -z = 0 < 2. Se
r<0,entdoz-x>0-2=22>0. O

Corolario 2.1. Num corpo ordenado somente um dos dois elementos, x ou —x, € um

quadrado, exceto o zero.

Definicao 2.23. Seja F um corpo ordenado. Uma fun¢ao f: F x F — F € chamada

nao crescente em A C F quando para todos x,y € A tais que x < y tivermos f(x) >
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f(y); f € crescente quando x,y € A, v <y = f(x) < f(y); f € nao decrescente quando
vy €A x<y= f(x) < fly); f € decrescente quando x,y € A, x <y = f(x) >
f); f € uma fungao constante quando f(x) = f(y), Va,y € A.

Nestes casos, diremos que f é uma fun¢ao monotona.

Definigao 2.24. Se F ¢ um corpo ordenado e existe u € F tal que u > x, para todo
x € ACF, onde A é um conjunto nao vazio, entao u € um limitante superior (ou,
cota superior) de A. Neste caso, dizemos que A € limitado superiormente.

Se s € limitante superior de A e nao existe um limitante que seja menor que s,

entio dizemos que s € o supremo de A, e denotamos s := sup (A) = sup A.

As definigoes de limitante inferior (ou, cota inferior) e de infimo sdo anélogas, e se

m é infimo de um conjunto A, denotamos m :=inf (A) =inf A.

Definicao 2.25. Seja F um corpo ordenado. Se existe supremo para todo conjunto
limitado superiormente e nao vazio A C F, entao dizemos que F € um corpo ordenado

completo.

Observagao 2.2. A condicao de todo subconjunto nao vazio e limitado de um corpo
ordenado possuir supremo, dada na Defini¢ao 2.25 acima, quando acatada, é conhecida

como Awzioma do Supremo (AS).

Proposicao 2.2. Seja F um corpo ordenado. F é completo se, e somente se, todo

conjunto limitado inferiormente e nao vazio A C F tem infimo.

Demonstracao. Seja () # A C F limitado inferiormente. Considere o conjunto —A :=
{—ala € A} C F. E claro que —A ¢é limitado superiormente em F, pois se existe
k € F tal que k < a, para todo a € A, entao —k > —a, para todo —a € —A, de modo
que —k é um limitante superior para —A. De modo semelhante, verifica-se que se A é
limitado superiormente, entao —A tem limitante inferior. Assim, como —A é limitado
superiormente e F é um corpo ordenado completo, seque que existe —m € F tal que
—m =sup(—A) =>Ve>0,I—a€ —A/—m —ec < —a = m+ e > a, ou seja, existe
a € A tal que m + ¢ > a, para todo € > 0, de modo que m = inf A. E isso prova a
condicao necessaria.

Provemos agora a condi¢ao suficiente. Seja, entdao, ) # A C F limitado superior-
mente. Considere o conjunto —A := {—a|a € A} C F. Provamos acima que —A ¢
limitado inferiormente. Agora, por hipotese, existe —s € F tal que —s = inf (—A)
=Ve>0,d—a€ —Atal que —s+ec > —a = s —¢e < a, ou seja, existe a € A tal
que s — € < a, para todo € > 0, de modo que s = sup A. Dai segue que F é um corpo
ordenado completo. O

Definicao 2.26. Um conjunto indutivo num corpo ordenado F € um subconjunto S
que satisfaz as sequintes condigoes:

(1) 1 €S (onde 1 € o elemento neutro da multiplica¢ao em F);

(i1) sex € S, entao x +1 € S.
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Definigao 2.27. Seja F um corpo ordenado. n € F € um numero natural quando n
¢ um elemento de todo conjunto indutivo de F. O conjunto dos nimeros naturais de

um corpo ordenado F serd denotado por N .

Observemos que o conjunto A" de F consiste na intersecao de todos os conjuntos
indutivos de F.
Desta tltima caracterizagao, segue um teorema importante, que enunciamos e de-

monstramos a seguir.

Teorema 2.3 (Teorema Fundamental da Indugao - TFI). Se S é um conjunto indutivo

de nimeros naturais, entao S = N.

Demonstracao. Por hipotese, S C N. Agora, como N é a intersecao de todos os

conjuntos indutivos de um corpo ordenado, e S ¢ indutivo, segue que N' C S. Portanto,

S=N. O

Definicao 2.28. Seja F um corpo ordenado. x € F é um nimero inteiro quando
reN,r=0 ou—x€N. Denotaremos o conjunto dos niimeros inteiros de um corpo

ordenado F por Z

Definicao 2.29. Seja F um corpo ordenado. x € F é um numero racional quando
existem m e n inteiros, com n # 0, tais que x = — (onde % =m- %) Denotaremos
n

o conjunto dos nimeros racionais por Q.

Observemos que o conjunto @ juntamente com as operacoes de adicao e multi-
plicacao e ordem do corpo ordenado F, é também um corpo ordenado. Neste caso,

diremos que as propriedades de corpo e ordenacao de Q sao induzidas de F.

Definigao 2.30. Um corpo ordenado F ¢é arquimediano se o conjunto N dos niimeros

naturais de F nao € limitado superiormente em JF.

Equivalentemente, dizemos que F é arquimediano quando para todos a,b € F, com
a>0eb>0,existir n € N tal que na > b. De fato, se F é arquimediano, entao existe
n e N tal que n > — e, dai, na > b- 1 -a = na > b. Por outro lado, suponhamos que
exista n € N tal qlfe para todos a, baE F,coma > 0eb>0,se tenha na > b. Dali,
temos que n > —. Como sempre temos n € N satisfazendo esta ultima desigualdade
e a escolha de c?,b € F,coma > 0eb >0, é arbitraria, segue que N ¢ ilimitado

superiormente em JF.

Observacao 2.3. Diremos que um corpo ordenado F tem a Propriedade Arquimediana
(PA) se F for arquimediano.

Teorema 2.4. Se F € um corpo ordenado completo, entao F é arquimediano.

Demonstracao. Se N' C F fosse limitado superiormente, existiria ¢ = sup N. Entao
c—1 nao seria cota superior de NV, isto ¢, existirian € N comc—1 <n = c<n+l €N,

resultando em um absurdo. Logo, N nao admite cota superior. O
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Teorema 2.5. Sejam F um corpo ordenado completo e o conjunto P dos nimeros
positivos de F. Se p € P U {0}, entio existe um tnico x € P U {0} tal que x> = p.

Demonstragao. Seja A := {y € F|0 <y, y* < p}. p é cota superior de A, pois, caso
contrario, existiria um elemento a € A tal que p < a. Dai, terfamos p* < a? < p. Um
absurdo.

Como F é completo e A é limitado superiormente, existe x = sup A. Obviamente

0 < z. Afirmamos que x?> = p. Para provar esta afirmacao, suponhamos o contrario:

1 2
que seja 2 < p ou p < x?. Se 1? < p, sejanENtalque—<p * (%). Neste caso,
n  2x+1
1\’ , 2 1
T+ — = '+ —+ =
n n o n
1
< 224 (2r+1)- =
n
*) 2 (p—$2)
< 2 1
A e+l o)

1
o que implica z + — € A, contrariando o fato de que = é cota superior de A.
n

1 22—
Por outro lado, se p < 2%, escolhemos m € N tal que — < TR ou seja,
m x
2z
p < - — (). Como x = supA, existe um ay € A com
m

r—1

r—1<ay<may = < agp (% % *). Assim, temos

() , 2 1
p < x°— — Tt —
m m
1 2
m
koK ) 9
< a/O-

Logo, p < a3, contrariando o fato de que ay € A. Como excluimos as possibilidades
22 < pep<2? concluimos que 22 = p.

Para provar a unicidade, suponhamos que exista um outro ntimero y € P U {0} tal
que y? = p. Dai, tertamos 2> = p=9?> = 2>~y = 0= (2 +y)-(z—y) =0=2+y =0
ouxr —y=0,ouseja, z=—youxr=y. Como 0 <z el <y, temos necessariamente
T =1. ]
Definicao 2.31. Sejam F um corpo ordenado completo e o conjunto P dos niimeros
positivos de F. A fun¢io \/~: P U {0} — F, definida por \Jx =y < Y2 =z, €

chamada raiz quadrada.

O teorema seguinte mostra que se F é um corpo ordenado completo, entao QC F

propriamente.
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Teorema 2.6. Nao existe nimero racional cujo quadrado seja iqual a 2.

Demonstragdo. Suponhamos que existam p,q € Z, q # 0, tais que (p/q)? = 2. Su-
ponhamos, sem perda de generalidade, que na decomposicao de p e de ¢ nao existam
fatores primos em comum, ou seja, que p e ¢ sejam primos entre si (ou irredutiveis).
Temos que (p/q)? = 2 = p* = 2¢*. Logo, p? é par, e isso implica que p também é par.
Assim, existe k € Z tal que p = 2k; dai, (2k)? = 2¢* = 4k? = 2¢> = ¢* = 2k? e, entao,
q* é par. Dai, segue que ¢ é par. Portanto, p e ¢ possuem o fator primo 2 em comum.

Contradicao. O

O Teorema 2.6 acima diz, em outras palavras, que o nimero v/2 nio é racional.

Assim, podemos dar a seguinte definicao.

Definicao 2.32. Seja F um corpo ordenado completo. Chamaremos os elementos do

conjunto F\Q de nimeros irracionais.

Definigao 2.33. Sejam F um corpo ordenado e x € F. A funcao| |: F — F definida

x, sex >0
|z =

—x, sex <0

por

¢ chamada de valor absoluto.

Agora destacaremos as principais propriedades de valor absoluto, cujas demonstra-

¢oes podem ser encontradas em [6], paginas 72 e 73.

Propriedade 2.1. Sejam =,y € F, temos:

(1) |z] > 0; || =0 < 2z =0.

(@) |yl = [z] - [yl-

(i7i) Sejae > 0; |z| <e & —e <z <e.

(iv) (Desigualdade triangular) |z + y| < |z| + |y|.
(v) Je| = Va2

(

vi) |z = [yl < [z =yl

Definicao 2.34. Num corpo ordenado F, dado € > 0, dizemos que o intervalo

(a —e,a+¢€) é uma vizinhanga do ponto a € F. Em termos de valor absoluto, temos:
Via,e) :=(a—¢e,a+e)={z||zr—a| <e}.

Dizemos que uma vizinhanca é perfurada quando o ponto a € F for excluido do

intervalo. Em termos de valor absoluto, temos:

D(a,e) :={z|0 < |x — a|] < &}.
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Definicao 2.35. As operagoes bindrias max: F X F — F e min: F X F — F sao

definidas, respectivamente, por

T, sex >y

max(z,y) = {

Yy, sex <y

: Yy, ser =y
min(x,y) := v osercy’

Definicao 2.36. Sejam corpos (F,+,:) e (KK, ®,®). Um homomorfismo entre F e K
¢ uma fungao f: F — K, que satisfaz as sequintes condigoes:
(i) fla+0b) = f(a) ® f(b), Va,be F;
(i7) f(a-b) = f(a) ® f(b), Va,b € F.

Se F e K sao ordenados, um homomorfismo biyjetivo f: F — K € chamado de
isomorfismo entre corpos ordenados se preservar ordem, ou seja, se para todos a,b € F
tiwermos que a < b implica f(a) < f(b). No caso de existir um tal isomorfismo, dizemos

que F e K sao isomorfos.

O préximo teorema nos permitira estabelecer nosso “ambiente” de trabalho para
o proximo capitulo, ou seja, estabeleceremos a partir dele o conceito de nimero real.
Para tanto, iremos nos valer dos trés lemas seguintes.

Sejam os corpos ordenados (F,+, ) e (.7? , @, ®). Escrevamos um elemento qualquer

de F na forma 7.

Lema 2.1. Se N e N sdo os naturais de F e F, respectivamente, entio existe uma

aplicacao bijetiva de N' em N que preserva a ordem e as operacoes induzidas de F em

N ede F em N.

Demonstragio. Definamos f: N — N fazendo f(1) =1 e, indutivamente, f(n + 1) =
f(n)®1=n&1. Temos que f(m~+n) = f(m)® f(n)e f(m-n) = f(m)® f(n), para
todo m,n € N. Provemos isso por inducao.

Assim, escolhamos m € N arbitrariamente. Por defini¢ao, paran =1, f(m+1) =

fm)®1 = f(m)® f(1) e f(m-1) = f(m) = f(m) ©1 = f(m) © f(1). Agora,
suponhamos, para k > 1, que

fm+k) = f(m) @ f(k) e f(m-k) = f(m)© f(k). (H)

Entao, usando a propriedade (A;) da defini¢do de corpo (Defini¢ao 2.12), temos para

k+1:
(m+k)+1)

fm+(k+1) = f(
= fm+kel

D (fm)o fk) @ £(1)

fm) @ (f(k) & £(1))

fm) @ f(k+1)

—
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e, das propriedades (M) e (D) da definigao de corpo e pelo que acabamos de provar,

fom-(k+1) = f(m-k+m)
= f(m-k)® f(m)
2 (fm) o fk) @ (fim) ©1)
= (fm)® f(k) @ (f(m) ® f(1))
= f(m)o (fk) @ f(1))
= f(m)o f(k+1).

f & injetiva, pois se ny,ny € N sao tais que f(ny) = f(ns), entao, pela definigao da

funcao f, nqy = no.

f & sobrejetiva, pois 1 € Im(f) e se k € Im(f), entdo existe k € N tal que
k = f(k). Daf, como N & indutivo, k + 1 € N e, por definicio, f(k+ 1) =k®1e N
=kole Im(f). Logo, Im(f) C N ¢ indutivo e, pelo TFI, segue que Im(f) = N.

Assim, temos que f é bijetiva. E como é 6bvio que a func¢ao f preserva a ordem de

N, concluimos a demonstracao do teorema. O

Lema 2.2. Se Z e Z sdo os inteiros de F e ]?, respectivamente, entao existe uma
aplicagao bijetiva de Z em Z que preserva a ordem e as operacoes induzidas de F em
ZedeF em Z.

Demonstracao. Basta estender a funcao f: N — /\7, definida no Lema 2.1, fazendo
f(0)=0e f(—=n) = —f(n), para todo n € \. O

Lema 2.3. Se Q ¢ @ sao os racionais de F e .7?, respectivamente, entao Q e é sao

1somorfos.

Demonstracao. Estendamos a funcao f: Z2 — z , definida no Lema 2.2, para o conjunto

Q C F, obtendo um isomorfismo f: Q — Q. Nesse sentido, observemos que para todo

0#neZC Q,existe f(n)™! = n~!. Entao, escrevendo f(n)™' = )’ ou ainda
-, 1 m\ 1 I fm) m _ =
n 1—5, fagamosf(z) = f(m) ® f(n)~! —f(m)Qm_ Tn)_ o € Q, para

todo m €9, n#0. Como f: Q — @ ¢ definida a partir da definicao para o conjunto
n

Z temos que f é um isomorfismo entre Q e é ]
Teorema 2.7. Dois corpos ordenados completos F e F sio 1somorfos.

Demonstragao. Estendamos a fungao f: Q — é, definida no Lema 2.3, para o conjunto
F, obtendo um isomorfismo ¢: F — j-:, como a seguir: para cada a € F, a > 0,
consideremos o conjunto X, = {f(z) € .7::|0 <z < a,x € Q}, que ¢ limitado
superiormente por f(r), onde r € Q e r > a. Como X, # 0, ja que [ esta definida em
Q, podemos definir
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p(a) = sup Xo,

sendo que sup X, existe, ja que X, é limitado superiormente, f preserva ordem e Fé
um corpo ordenado completo.

Por outro lado, para a < 0 consideremos o conjunto X, := {f(z) € Fla < z <
0,z € Q}, e definamos

ola) =inf X,.

Concluiremos a demonstragao apenas para o caso a > 0, pois para a < 0 a demons-
tracao ¢ analoga.

Observemos que se a,b € F, entao

X, @Xy={f(x)®fly) e FI0<2<a,0<y<baxyecQ}=
{fe+y)eFlo<z+y<a+bar+tyc Q= X

X, 00X, ={f@)0 fly) e FI0<x<a,0<y<bzyc Q=
{(fz-y) e FlO<z-y<a-ba ye Q=X

Dai,
pla) ® p(b) = sup X, @ sup X, = sup (X, © Xp) = sup Xopp = p(a+b) e
v(a) © (b)) = sup X, ® sup X = sup (X, ©® Xp) = sup Xop = @(a-b), ou seja, ¢ é um
homomorfismo de F em F.

@ ¢ injetiva, pois se a,b € F e p(a) = ¢(b), entao sup X, = sup X, (*). Supo-
nhamos que fosse a < b, entao terfamos X, C X;. Agora, pela definicao de X, e
X, e considerando que f preserva ordem, vemos que hé cotas superiores de X, que
pertencem a Xj, donde concluimos que a igualdade (%) é absurda para a < b. Se fosse
b < a, também chegariamos num absurdo. Logo, a tnica possibilidade é ser a = b.

Provemos agora que ¢ ¢é sobrejetiva.

Assim, seja § € F. Se tivermos § € O, entdo existe b € Q tal que o(b) = f(b) = 7.

Consideremos, entao, que y € F \ é, y > 0. Definamos o conjunto
Y ={peQlo<p<i}
Temos que p = f(z) para algum = € Q, pois f: Q — Q ¢ um isomorfismo. Entdo
seja
X = f1(V) = {z € Q f(a) € V}.
Observemos que X # (), pois f ¢ um isomorfismo de Q em é, de modo que para
todo p € Q, existe € Q tal que f(x) = p. Temos, também, que X ¢é limitado

superiormente. De fato, suponhamos o contrario: que para todo k € F exista v € X

tal que x > k. Em particular, consideremos k € Q C F tal que f(k) > y; entao, como
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f preserva ordem, f(z) > f(k) > ¥y, para algum x € X, x > k. Ou seja, f(z) > y com
r € X. Contradicao.

Assim, como F é um corpo ordenado completo, existe supremo para o conjunto X.
Seja, entao, sup X := a e consideremos o conjunto X,. Temos que ¢(a) = y. De fato,
notemos que

o(a) = sup X, = sup{f(z) € Q|0 <z < a,z € Q},

de modo que devemos verificar que gy é supremo de X,.

E claro que g é cota superior de X, pois se 0 < z < a, entdo f(r) < 7, uma vez
que a = sup X implica f(z) € EN/, quando 0 < z < a.

Temos, ainda, que 7 é a menor cota superior de X,. Para provar esta afirmacao,
consideremos § € F tal que § < §. Como F ¢é arquimediano (Teorema 2.4, pagina 15),
temos que existe! 7 € Q tal que y<T<7ye, dai existe r € X tal que f(r) =7 > 7.
Logo, ¥ nao é cota superior de X,.

Por ultimo, provemos que ¢: F — F preserva ordem.

Sejam, entdo, a,b € F tais que a < b. Temos que ¢(a) < ¢(b). De fato, suponhamos
o contrario. Entdo, como ¢(a) = sup X, e ¢(b) = sup X,, temos que sup X, > sup Xp.
Mas, como f preserva ordem, a < b = X, C X, e ha cotas superiores de X, que

pertencem a X;. Logo, nao pode ser sup X, > sup Xp. O

Definicao 2.37. Todo corpo ordenado e completo é chamado um sistema de nimeros

reais e € denotado por R.

Passemos, agora, a definir conceitos basicos sobre func¢oes, tais como continuidade

e limite.

Definicao 2.38. Seja F um corpo ordenado e seja xg € A C F. Uma funcao f: A —

F € continua no ponto xy quando para todo € > 0, existe d > 0 tal que
rE€A, |r—xo] <= |f(x)— flzg)] <e.
Usando a notacao de vizinhanca, definimos: f é continua em xq € A quando
Ve>0,30 >0 /f(ANV(z0,9)) C V(f(x0),€)-

Definigao 2.39. Seja F um corpo ordenado e ) # A C F. zq € F € um ponto de
acumulacao de A quando qualquer vizinhanca perfurada de xo contém algum ponto de

A. O conjunto dos pontos de acumulacao de A serd denotado por A’.

Em simbolos, escrevemos: xy € F é um ponto de acumulagao de A quando Ve > 0,
D(zg,e) (A # 0.

!Provaremos este fato no Exemplo 2.7, pagina 29.
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Definicao 2.40. Sejam F um corpo ordenado, f: A C F — F uma funcdao, xo um
ponto de acumulagio de A e b € F. O limite de f(z), quando x se aproxima de xy,
eziste e € igual a b se para todo € > 0, existe § > 0 tal que f(A() D(xo,06)) C V(b,e).

Denotamos este limite, quando existe, por lim f(x) = b.
T—rT0

Definicao 2.41. Sejam F um corpo ordenado e uma funcao f: A — F. Dizemos
que f € uniformemente continua em A quando para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que
T1, T2 € A, |11 — 22| <0 = [f(21) — fla2)] <e.

Definigao 2.42. Sejam F um corpo ordenado, f: A C F — F uma funcao e xg € A.
O Simbolo f'(xy) denota o elemento de F definido por

f(x) — f(zo) — lim f(xo+h) — f(xo)
h

)

desde que este limite exista.

A funcao [’ definida por z — f'(x), sempre que f’(x) existir para xz € A, é chamada
de derivada de f.

Definigao 2.43. Sejam F um corpo e N os naturais de F. Uma sequéncia em F ¢é
uma funcio s: N — F.

s(n) € usualmente escrito s, e denotamos uma sequéncia por (s, )nen OU por (S,).

Definicao 2.44. Uma sequéncia (s,) é convergente e tem limite igual a b € F (ou,
ainda, converge para b € F) quando para todo € > 0, existe ng € N tal que n > ng =
|sp, — b < e.

Denotamos este limite por lims,, = b ou s,, — b.

Se uma sequéncia (s,) ndo é convergente, dizemos entao que é divergente.

Definicao 2.45. Uma sequéncia (s,) € chamada sequéncia de Cauchy quando para
todo € > 0, existe ng € N tal que m,n > ng = |s, — sp| < €.

Proposicao 2.3. Toda sequéncia convergente é de Cauchy, e se F € um corpo ordenado

completo, ou seja, se F =R, entdo toda sequéncia de Cauchy € convergente.
Demonstracao. Ver em [6], paginas 126 e 127. ]

Definigao 2.46. O conjunto R x R, dos pares ordenados (x,y), onde x,y € R, com

as Operacoes

(z,9) + (u,v) == (z + u,y + )

(,y) - (u,v) := (zu — yv, zv + Yyu),

¢ um corpo, chamado corpo dos nimeros complezos, e denotamos (R x R,+,-) por C.
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2.2 Ordenacao e Completude de Corpos

Nesta se¢ao, trataremos da estrutura dos corpos ordenados e dos corpos ordenados
completos, com énfase no completamento de corpos ordenados.
Comecemos, entao, por estabelecer uma caracteristica para os corpos ordenados,

através da seguinte

Proposicao 2.4. Todo corpo ordenado € infinito.

Demonstragao. Seja (F,+,-) um corpo ordenado, com uma ordem total “<”.

Seja
P ={z € F|0 < x} um conjunto de ntumeros positivos em F, proveniente da ordem “<”.
Agora, seja x € F, x # 0. Temos que x € P ou —x € P. Se x € P, entao 2z :=x +=x
€ P,3x:=2x+x € P, 4r := 3x+x € P, e assim por diante. Deste modo, definamos o
conjunto X := {x,2z,3x,4x,---}. Temos que X é infinito. De fato, z € P= 0 < x e,
dai, segue do item (7) da Defini¢ao 2.21, que 0+z < z+zr = 2 <2z, 2+ < 20+ =
2x < 3z, e assim por diante; ou seja, © < 2z < 3r < 4r < ---. Como X C Fe X é
infinito, concluimos que F é infinito. Se, por outro lado, —z € P, entao concluimos de
modo anéalogo ao anterior que o conjunto —X := {—xz, —2x, -3z, —4x,-- - } é infinito,

e como —X estd contido em F, temos que F € infinito. O]

A contrapositiva da proposi¢ao acima, estabelece quando um corpo nao pode ser or-
denado, o que constitui uma informacao bastante ttil, ja que evita busca por ordenagao
em corpos com estrutura finita.

O questionamento natural é, entdao, o de saber se todo corpo infinito pode ser

ordenado. A resposta negativa é dada pelo exemplo seguinte.

Exemplo 2.1 (Um corpo infinito que nao pode ser ordenado). O corpo infinito C dos
nameros complexos nao pode ser ordenado, pois escrevendo i := (0, 1) € C observamos
que i2 = (—1,0) e i* = (1,0), ou seja, o quadrado i* é oposto aditivo do quadrado 2,

o que é impossivel, pelo Corolario 2.1, pagina 13.

O teorema seguinte diz que se um corpo é ordenado e completo, entao a forma pela

qual foi ordenado ¢ a tnica possivel.
Teorema 2.8. R admite somente uma ordenagao.

Demonstra¢ao. Suponhamos que existam duas ordens distintas em R, “<;” e “<,”.
Sejam os conjuntos de nimeros positivos de F, Py:= {z € F|0 <; x} e Py:= {x €
F|0 <q x}, provenientes das ordens “<;” e “<,”, respectivamente. E claro que Py P,
pois sendo “<;” e “<y” distintas, existe x € F tal que 0 <; x e x <5 0, ou seja, x € P,
ex ¢ P

Mas, seja © € P, qualquer. Temos, pelo Teorema 2.5, pagina 16, que existe y tal
que x = y?. Agora, pelo Teorema 2.2, pagina 13, 0 <; 4> =z ¢ 0 <3 y> = z, 0 que
implica € P,. Dai, P,C P> (I). Analogamente, verifica-se que x € Pi= = € P, ou
seja, PoC Py (I1). De (I) e (I1), segue que Py= P». Contradigao. O
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Observemos que a unicidade da forma de ordenar R se da exatamente em decor-
réncia da sua completude, uma vez que o Teorema 2.5 (usado na demonstragao deste
ultimo teorema) exige em suas hipdteses um corpo completo, para garantir que todo
nimero positivo seja um quadrado.

O préximo teorema estabelece que a tnica ordenagao possivel em Q ¢é aquela in-

duzida da ordenacao de R.
Teorema 2.9. Q admite somente uma ordenacao.

Demonstracao. Seja P o conjunto de ntmeros positivos de Q, proveniente da tnica
ordenacao possivel em R. Suponhamos que exista um outro conjunto, que denotaremos
por P’, de ntimeros positivos em Q. Temos que 1 € P e 1 € P, pois este niimero é um
quadrado. Consequentemente, como soma de ntimeros positivos é positiva, concluimos
que N CPeNCP,piis2=1+1€Pe2=1+1€P,3=2+1€Pe
3=2+1¢€ P/, e assim por diante.

Dado n € N qualquer, temos que seu oposto multiplicativo, 1/n, também per-
tence a P e a P’. De fato, se admitissemos que 1/n ¢ P, teriamos —1/n € P=
—1=mn-(=1/n) € P, o que é impossivel. Analogamente, se admitissemos 1/n ¢ P’,
chegarfamos na mesma impossibilidade. Logo, o conjunto A := {1/n € Q|n € N'} esta
contido em P e em P’.

Assim, concluimos que todo nimero da forma m/n, onde m,n € N, pertence a P
e a P’, pois m/n é o produto do niimero positivo m com o nimero positivo 1/n. Como
os nameros da forma —m/n, onde m,n € N, ndo pertencem a P nem a P’, temos que

P=P. O

O préximo exemplo nos mostra que nem sempre hé uma tnica forma de ordenar

um corpo.

Exemplo 2.2 (Um corpo que é ordenavel por duas ordens). Seja o conjunto Q(v/2) :=
{r + sv2|r,s € Q}. E facil verificar que Q (v/2), juntamente com as operacdes de
adicao e multiplicacao usuais de R, é um corpo. Consideremos o conjunto P dos

ntimeros positivos de R, e definamos o subconjunto D de Q (v/2), por
r+sv2eD e r+sV/2eP.

Em outras palavras, D:= Q(ﬂ) N P. Assim, D C P. Entao, D ordena o conjunto
Q (\/5), com a ordenacao induzida da ordenacao de R.
Um segundo caminho no qual o conjunto @ (v/2) é um corpo ordenado ¢é fornecido

pelo subconjunto B, que satisfaz:

r+sv/2eBer—sy2eP.
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De fato, utilizando a reciproca do Teorema 2.1, verifiquemos as trés condicoes de
ordenacao:
(a) Sejam 71 4 51v/2, 75 + 591/2 € B. Por definicio, 7, +s,vV2 € B <1 —s1v/2€Pe
Ty + 592 € B & 1y — $9v/2 € P. Como (ry — 81\/5) + (ry — 82\/5) = (r +
r9) — (51 4 52)V/2 € P, temos por definicdo que (r; + ro) 4+ (s1 + 52)vV2 € B =
(r1 + 51V2) + (r2 + 52v/2) € B.

(b) Sejam ry + $1V2, Ty + $9v/2 € B. Por definicao, r; + sivV2eB e r —siV2ePe
ro+ $9V2 € B < 1y — 590/2 € P. Como (r; — 31\/5) (ry — 32\/5) = (rirg + 28182) —
(rise + 317’2)\/§ € P, temos por defini¢do que (1179 + 28182) + (1182 + 317‘2)\@ eB =

(r1 + 51V2) - (12 + 52v/2) € B.

(c) Seja 0 # 7 + sv/2 € Q (v/2). Suponhamos que 7 + sv/2 ¢ B. Entao, r — sv/2 & P.
Mas, como P ordena R, temos que —r + sv/2 = —(r — S\/§) € P, o que implica
—(r+sv2) € B.

Por ultimo, devemos verificar que B nao é P. Para tanto, observemos que (—1) +
(—2)v2 € B, pois (—1) — (—2)v2 = (=1)+2+/2 € P. Entretanto, (—1)+(-2)v2 ¢ P,
pois —[(—=1) + (=2)v2] =1 + 22 € P.

Observagao 2.4. Temos, pelo Teorema 2.8, que R admite somente uma ordenacao.
Como, pelo Teorema 2.2, num corpo ordenado todo quadrado é um ntmero positivo e,
pelo Teorema 2.5, num corpo ordenado completo todo niimero positivo é um quadrado,
temos que um elemento x pertence ao (tinico) conjunto P que ordena R se, e somente
se, x ¢ um quadrado. Dirfamos, entao, o seguinte: no corpo Q(ﬁ) h& “relativamente”
poucos quadrados e, consequentemente, este admite mais de uma ordem. Por outro

lado, em C hé quadrados em excesso para se estabelecer uma ordem.

Passaremos, agora, a discutir sobre a completude de corpos ordenados. Inicial-

mente, verifiquemos que nem todo corpo ordenado é completo, através do seguinte

Exemplo 2.3 (Um corpo ordenado que nao é completo). Pela contrapositiva do Teo-
rema 2.8, o corpo ordenado Q(\/§) do Exemplo 2.2 acima nao ¢ completo, ja que é

ordenavel por mais de uma ordem.
A reciproca do Teorema 2.8 nao é valida, como vemos a seguir.

Exemplo 2.4 (Um corpo que admite somente uma ordenagao mas nao é completo).
Vimos no Teorema 2.9 que o corpo Q admite somente uma ordenacao, porém Q nao é

completo. Para provar isto, observemos que o conjunto
A={reQ|r <2}

é nao vazio (1 € A) e limitado superiormente pelo niimero 2, e suponhamos que Q seja

completo. Entao, existe ¢ > 0, ¢ € Q tal que ¢ = sup A. Como, pelo Teorema 2.6, nao



Ordenacao e Completude de Corpos 26

existe niimero racional cujo quadrado seja igual a 2, segue que ¢ < 2 (H;) ou ¢® > 2
(H2).

Suponhamos ¢ < 2, e consideremos o ntimero positivo
2 —¢?

d=min| ——=,1]).

(2(c +1)% >

(c+d)? = A+2cd+d*=c*+d(2c+d)

Entao, temos que

()

< A+d2e+1) <A +d(+2c+1)
= A+dc+1)?

() 92— 02
<

2 - =, 1 2
c+2<c+1>2 (c+1)
, 2—¢ 27 —-c242 A+2
2 2 2
(H) 242
< T:2.

Assim, ¢ 4+ d é um nimero racional positivo maior que ¢, cujo quadrado é menor que
2, ouseja, c+d e Aec+d>c=supA. Contradigdo. As desigualdades (x) e (xx)
sao justificadas da seguinte forma:

(x) Se d =1, entao ¢* + d(2c + d) = * + d(2¢ + 1);
2

9 _

esed= 2(0—_‘_01)2, entdo ¢® +d(2c+ d) < ¢ +d(2¢ + 1).
(xx) Se d 2= entdo ¢ +d(c+1)? =2+ 2= (c+1)2
= — — - -(c .
2(c+1)¥ 2(c+1)? ’

2 — c?
d =1, entdo c® +d 1)? < ¢? — |- 1)2.
e se ,entao ¢ +d(c+1)° <c +(2(c+1)2) (c+1)

Suponhamos, por outro lado, ¢ > 2, e consideremos o nimero positivo

o F=2
~2(c+ 12
Entao, temos que
(c—d)? = A —=2cd+d®=c*—d(2c—d)
(k)
> A—d2ec++1)=c —d(c+1)?
-2 -2
- 2_ -~ . 12 =¢ —
c CTEEE (c+1)*=c 5
2= +2 P42
2 2
(H2) 242
> —— = 2.

2

Assim, ¢ — d é um nimero racional positivo menor que ¢, cujo quadrado é maior que

2, ou seja, ¢ — d € um limitante superior de A menor que ¢ = sup A. Novamente uma
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contradigao. Observemos que a desigualdade (*  *) ¢ estrita porque ¢* +1 > —d, uma
vezqued>0= —d<0,ec?+1>0.
Em qualquer caso, concluimos que A C Q é um conjunto nao vazio e limitado supe-

riormente que nao admite supremo e, portanto, @ nao é um corpo ordenado completo.

Para os quatro proximos exemplos, nos quais continuamos a discutir sobre a comple-
tude de corpos ordenados, introduziremos o conceito de funcao racional e definiremos

conjunto denso.

Definigao 2.47. Sejam uma func¢ao polinomial f: R — R definida por

flz) = Zakxk, ap €R
k=0

e uma fungao polinomial nao nula g: R — R. Dizemos que a fung¢ao h: R — R

definida por

€ uma funcao racional, cujo dominio consiste em todos os niumeros reais para 0s quais

g(x) # 0.

Denotemos por H o conjunto de todas as fungoes racionais =, tais que os Unicos
g

fatores polinomiais comuns de f e g sao constantes.

Definamos em H as seguintes operagoes de adi¢ao e multiplicagao:

flz)  rl@) _ fl@)s@) +g(@)r(z)
g(z) = s(x) g(x)s(x)

flx) r(z) _ fl)-r(z)
g(z) s(z)  gla)-s(z)

Proposicao 2.5. Com as operacoes de adicao e multiplicagao acima definidas, H €

um corpo.

Demonstragao. As propriedades (Ay), (Ay), (M), (My) e (D) sao de facil verificagao.

O elemento neutro da adigao é a fungao racional constante 0z, definida por Oy (z) :=

(=)

ﬂ =0, onde f(z) =0, Vo € R. O elemento oposto (oposto aditivo) de um elemento
g(x
/

= € H, é a funcao racional _—f € H. O elemento neutro da multiplicacao é a fungao

g 9
racional constante 14, definida por 1y (z) := % =1, onde f(z) = g(x), Vo € R.
g(z

O elemento oposto (oposto multiplicativo) de um elemento 0y # S € H, é a funcao
g

racional % cH. O]
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Proposicao 2.6. H é um corpo ordenado.

Demonstracao. Seja P o conjunto de todas as fungoes racionais i € H, tais que i #0
g

e que os coeficientes dos termos de maior grau de f e de g, respectivamente, tenham

mesmo sinal.

n m d l
Consideremos f(x) :Z arz”, g(x) :Z Bra®, r(z) = kaﬂck e s(x) :Z Spa®,
k=0 k=0 k=0 k=0

,
tais que ay, B, Y4, 0 > 0 (x); logo, i, -eP.
g’ s

Assim, temos:

flx) r(z)  flx)-s(x)+g(x)-r(z)

a + = . Como o termo de maior grau de f(x)-s(x
@) 5@ o@)-s(@) )
& 0™ o de g(x) - r(x) & Brnyar™ e o de g(x)-s(z) é Bnoiz™ e, por (%), a,dy > 0,

Bmya > 0 e Bnd > 0, temos que ! +le P, para todo z que satisfaz g(x) - s(z) # 0.
g s
Para os casos oy, > 0 € 74,0, < 0 (ou ay, B < 0 € 74,0, > 0) € apy By Ya, 6 <0

verifica-se de modo analogo que = + T e P, para todo z que satisfaz g(x) - s(x) # 0.
g s

(b) De modo semelhante ao do item (a), verifica-se que f Le P, para todo x que
g s

satisfaz g(x) - s(x) # 0.

n
E akxk

(c) Seja h(z) = Z;Eg —5=0 €H. Seh#0eh¢P,entao a,, >0e f, <0 (ou
> Bt
k=0

n

(—an)z"
a, < 0e B, >0). Dai, —h € P, pois —h(z) = —/ @) :k:Om , e com isso
g9(z) §
Zﬁkx
k=0
—a, <0ef, <0 (ou—a,>0ef,>0).
Analogamente, se —h ¢ P, entdao h € P. O

Proposigao 2.7. Os numeros naturais de H sao as fungoes racionais constantes da
forma n/1, onde n € a fungdo polinomial constante cujos valores sio todos iguais ao

numeron € N.

Demonstracao. Denotemos por Ny o conjunto dos niimeros naturais de H, e por ny um
elemento qualquer de Ny,. Como N3 é, pela Definicao 2.27, pagina 15, um conjunto
indutivo, segue que 1y (x) = 1 € Ng. Suponhamos que para todo z € R se tenha
ny(xr) =n € N (x), ou seja, n € Ny, e provemos que n + 1 também pertence a Ny.
Como Ny é indutivo, temos que ny + 14€ Ny. Mas, (ny + 14)(x) = ny(x) + 14 (x) ©
n+1,entao n+1 € Ny.

Logo, o conjunto X := {ny € H|ny(x) = n,Vx € R} esta contido em N3 e é um
conjunto indutivo. Segue do TFI (Teorema 2.3, pagina 15) que X = N3. O]
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Observacao 2.5. De acordo com a caracterizacao do conjunto Ny, dada na Proposicao
2.7 acima, nao faremos distin¢ao entre os conjuntos N e Ny, de modo que para sim-

plificar escreveremos N = Ny, apesar da natureza distinta destes conjuntos.

Exemplo 2.5 (Um corpo ordenado nao arquimediano). O corpo ordenado das fungoes
racionais, H, nao é arquimediano, pois qualquer fungao polinomial f(x) ndo constante,
/(@)

Ly(z)’
limitante superior para o conjunto Ny, dos naturais de H. De fato, se n € Ny, entao

vista em H por cujo coeficiente do termo de maior grau é positivo, é um

n é uma funcao polinomial de grau zero, e como o grau de qualquer funcao polinomial
nao constante f é sempre maior que ou igual a 1, segue que n < f(x), para todo
n e N H -

Em particular, f(z) = z ¢ um limitante superior para N.

O Exemplo 2.3 nos mostrou que existe corpo que nao é completo. Mas, se pensamos
em algo que nao é completo, é razoavel que tenhamos a no¢ao de completo em mente (e
temos: a Definigao 2.25 estabelece este conceito); e mais, é também razoéavel cogitarmos
completar esse objeto nao completo. Entretanto, isso nem sempre pode ser feito quando
os objetos em estudo sao corpos ordenados; isto é o que nos mostra o préoximo exemplo.

Mas, antes disso, definamos completamento de um corpo ordenado.

Definicao 2.48. Dizemos que um corpo ordenado F pode ser completado se existir
um corpo ordenado completo R o contendo (R O F), de tal modo que as operagoes de
adigao e multiplicagao e a relagao de ordem de F sejam consistentes com aquelas de
R, isto é, as operagoes e relagao de ordem de F sao induzidas das respectivas operagoes

e relagao de ordem de R.

Exemplo 2.6 (Um corpo ordenado que nao pode ser completado). O corpo ordenado
‘H nao pode ser completado no sentido da Definicao 2.48. Em outras palavras, H nao
pode ser imerso num sistema de ntmeros reais R. De fato, se ‘H pudesse ser imerso
em R, entdao o conjunto Ny dos niumeros naturais de H, seria ilimitado em R (ja que
R é arquimediano, como mostra o Teorema 2.4) e limitado em H (ja4 que H nao é

arquimediano, como vimos no Exemplo 2.5), com H C R. Contradigao.

Definicao 2.49. Seja D C F, onde F € um corpo ordenado. Dizemos que D € denso

em F, se entre quaisquer dois elementos distintos de F existir um elemento de D.

Exemplo 2.7. Os conjuntos Q e R\Q sao densos em R.

De fato, sejam a,b € R, com a < b. Provemos que (a,b) N Q# 0. Se 0 € (a,b),
nada temos para demonstrar. Se 0 ¢ (a,b), entao 0 < a ou b < 0. Consideremos o
caso 0 < a (o caso b < 0 é analogo). Como R é arquimediano, existe n € N tal que
n>1/(b—a). Seja m € N o menor nimero natural tal que m > na, ou seja, m € N’
satisfaz

m
<a< —.
n n

m
m—1<na<m=
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Para concluir que m/n C (a,b) N Q, basta mostrar que m/n < b. Suponhamos o

contrario: que m/n > b. Entao,

m m m m—1
<a<b<—=b—a<——a<——
n n n n n

m— 1

e, assim, b —a < 1/n = n < 1/(b— a). Contradi¢do. Portanto, m/n € (a,b) N Q, e
concluimos que Q é denso em R.

Seja £ € R\Q, £ > 0, e suponhamos 0 < z < y. Temos z/§ < y/¢. Como Q é
denso em R, temos que existe s € Q tal que 2/ < 5 < y/& = v < s€ < y. E claro
que s§ € R\Q. Se fosse s§¢ = r, com r € Q, teriamos

sE=r=§¢=r/sec Q.
Contradigao. Portanto, R\ Q ¢ denso em R.

Proposicao 2.8. Qualquer corpo ordenado F em que o conjunto dos numeros racionais

€ denso € arquimediano.

. : . m 1
Demonstragcao. Consideremos a € F, a > 0, e seja 0 < — < —, onde tomamos
n a
m,n > 0. Entao,

0< =< <

S|
=3
21

1 1 - . .
Logo, — < — donde n > a e, consequentemente, ¢ nao ¢ um limitante superior do
a
conjunto N, dos ntimeros naturais de F. E ja que a é arbitrario, N’ nao ¢ limitado

superiormente, o que prova que F é arquimediano. ]

A contrapositiva desta proposicao estabelece que, num corpo ordenado nao arqui-

mediano, os niumeros racionais nao sao densos. Usaremos esse fato no proximo exemplo.

Exemplo 2.8 (Um corpo ordenado onde os nimeros racionais nao sao densos). O
Exemplo 2.5 mostra que o corpo ordenado H nao é arquimediano. Entao, temos pela
contrapositiva da Proposicao 2.8, que o conjunto Qz dos ntimeros racionais de H, nao
é denso em H.

Exemplos de dois elementos distintos de H sem um niimero racional entre eles, sao
quaisquer duas funcoes polinomiais nao constantes, cujos coeficientes dos respectivos
termos de maior grau sao positivos. Para provar isto, observemos inicialmente que,
como Ny = N, entdo Qy = Q, onde Q é o conjunto dos ntimeros racionais de R.
Em seguida, vejamos que toda funcao polinomial nao constante, cujo coeficiente do
termo de maior grau é positivo, é uma cota superior para Q4. De fato, se f estiver nas
condicoes acima descritas, entao o grau de f é maior que ou igual a 1. Dai, como o grau

m m m
de qualquer elemento — € Qy ¢ igual a zero, temos que f(z) — — >0 = f(x) > —.
n n n
m
Portanto, se f e g atendem as condigoes acima e g > f, entao para qualquer — € Qy,
n

m ~ 2 - .
temos g > f > —, de modo que nao h& nimero racional entre f e g.
n
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Apresentaremos, agora, alguns outros conceitos e resultados importantes sobre com-
pletamento. Na Defini¢ao 2.25, pagina 14, estabelecemos o conceito de corpo ordenado
completo, e com base naquele conceito, também estabelecemos (na Definigao 2.48)
um conceito de completamento. No entanto, essas definicoes nao sao as tinicas pos-
siveis. Nesse sentido, definiremos o conceito de completude (de um espag¢o métrico)

estabelecido por Cauchy.

Definicao 2.50. Uma métrica num conjunto M € uma func¢do d: M x M — R, que
associa a cada par ordenado de elementos x,y € M wm nimero real d(z,y), de modo

que sejam satisfeitas as sequintes condi¢oes para quaisquer x,y,z € M:

(dy) d(x,z) =0;

(dy) Se x # y, entao d(z,y) > 0;
(ds) d(z,y) = d(y, )

(dy) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

—d
<d

Definigao 2.51. Um espag¢o métrico é um par (M,d), onde M €é um conjunto e d é

uma métrica em M.

Quando nao houver duvida sobre (ou, necessidade de especificar) qual métrica se

esta utilizando, denotaremos um espago métrico (M, d) simplesmente por M.

Exemplo 2.9. Se K for um corpo ordenado, entao K se tornara um espago métrico por
meio da definigdo d(z,y) := |z — y|. As condigbes (d;) — (d4) da defini¢do de métrica,

seguem imediatamente da Propriedade 2.1, pagina 17.

Definicao 2.52. Uma aplicacao f: M — N, de um espago métrico M num espaco

métrico N, chama-se uma imersao isométrica quando

d(f(x), f(y)) = d(z,y),

quaisquer que sejam x,y € M.
Se, além disso, f for uma aplicagao sobrejetiva, entao diremos que f € uma isome-

tria de M sobre N, ou uma isometria entre M e N.

A seguir, definimos conjunto denso de modo mais geral que aquele apresentado na

Definigao 2.49, para usar no préoximo teorema.

Definicao 2.53. D ¢é um conjunto denso no espaco métrico M quando cada ponto

x € M € limite de uma sequéncia de pontos x, € D.

Observagao 2.6. A Definigao 2.49 é um caso particular da Defini¢ao 2.53. De fato,

suponhamos que o conjunto D seja denso no espagro métrico M, de acordo com a
x

Definigao 2.53. Sejam x,y € M quaisquer e z = 7Y Se € D, nada temos para

provar. Por outro lado, se z ¢ D, consideremos a sequéncia (z,) em D tal que z, — z,
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cuja existéncia é garantida por hipotese. Logo, para todo € > 0 existe ng € N tal

que n > ng = |z, — z| < e. Em particular, para ¢ < |z|, existe ng € N tal que

n>ng =z, — 2| < |z| =

T+
Ty‘ Portanto, para algum n > ng, 2z, € (x,y).

Definicao 2.54 (Espago métrico completo no sentido estabelecido por Cauchy). Diz-
se que o espaco métrico M € completo quando toda sequéncia de Cauchy em M é
convergente.

Em particular (pelo Exemplo 2.9), temos que um corpo ordenado em que toda se-

quéncia de Cauchy € uma sequéncia convergente é chamado corpo ordenado completo.

O proximo teorema, estabelece o conceito de completamento de um espaco métrico,
no sentido da Defini¢ao 2.54. Ele nos diz que, dado um espago métrico nao completo
M, é possivel acrescentar-lhe novos pontos, de modo a obter um espago completo M,

sem alterar as distancias dos pontos originais.

Lema 2.4. Sejam M um espago métrico e My um subconjunto denso de M. Se toda

sequéncia de Cauchy em My converge em M, entao M ¢é completo.

Demonstragao. Seja () uma sequéncia de Cauchy em M. Para cada k € N, existe
k

uma sequéncia (s* ) em M, tal que lim s¥, = x4, pois My é denso em M. Entdo (s™) é

sequéncia de Cauchy, pois
d(s?, sm) < d(s", xn) + d(xp, ) + AT, sT) < €

1 1 1
uma vez que, para algum ng > 0, d(s?, x,) < 35 d(zp, xm) < =€ e d(xy,,s) < =g,
onde € > 0 ¢é dado. Portanto, como por hipétese toda sequéncia de Cauchy em M,

converge em M, temos que existe x = lim s].. Mas, dado € > 0, temos

d(x,z,) < d(x,s™)+d(s™, z,)

N SO
SEtge=e

para algum ng > 0.
Logo, lim z,,, = z, o que prova que (xj) converge em M e, consequentemente, que

M é completo. O
Teorema 2.10. Todo espag¢o métrico (M, d) possui um completamento.

Demonstracao. Seja M o conjunto de todas as sequéncias de Cauchy (z,) em M.

Definamos em M a relagao de equivaléncia

(xn) ~ (yn) < lim d(xn’yn) =0,

e seja M = M/ ~. Indiquemos os elementos de M por Z.
Agora, definamos uma métrica d em M da seguinte maneira: se T € M ey € M

coloquemos
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A(Z,7) = lim d(zpm, Ym), (2.1)

onde (z,,) €T € (Ym) €Y.

Para mostrar que d estd bem definida, verifiquemos inicialmente que lim d(x,,, ¥, )
existe. Para tanto, ¢ suficiente mostrar que d(x,,, ) €é sequéncia de Cauchy em R,
pois toda sequéncia de Cauchy converge em R, de acordo com a Proposicao 2.3, pagina
22.

Como (z,) € (ym) s@o sequéncias de Cauchy, dado € > 0, existe ng > 0 tal que
n,m > ng implica d(z,, r,) < J€e A(Yns Ym) < %5. Entao, pela desigualdade triangu-
lar

d(l‘n» yn) - d('rma ym> < d(xna :Em) + d(xrm yn) - d(xm: ym)
< d(@n, Tm) + A, Ym) + A Yms Yn) — ATy Ym)
- d(xm ZL’m) + d(ym ym)
R S
25 25 = ¢,

se n,m > ng. Da mesma forma,

IN

d<xm; ym) - d(l’n, yn) d(l‘ma xn) + d(mn7 ym) - d(xna yn)
d(!L‘m, xn) + d(xn7 yn) + d(yna ym) - d(xna yn)

d(@n, Tm) + d(Yns Ym)

IN

N S
5Et5e=e

se n, m > ng. Portanto, n,m > ngy implica
|d(wn7 yn) - d(xma ym)| <e€

e, entao, (d(zm,ym)) € sequéncia de Cauchy em R.
Mostremos, agora, que a definicao de d independe do representante das classes de

equivaléncia escolhido para calcular o limite dado em (2.1). Entao, suponhamos

(@m) ~ (@) € (Ym) ~ (Yn)-
Precisamos mostrar que
lmd(zp, Ym) = limd(x),, y.,).

1 1
Assim, dado e > 0, seja ng > 0 tal que n > ng implique d(z,, 2},) < 5ce d(Yn, yl) < 3¢

E claro que este tal ng > 0 existe, pois (2,,) ~ (27) e (ym) ~ (4.,,).
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Entao,
A5, Yp) = ATy Ym) < (@, ) + AT, Y) — (T, Yim)
< d(@h,, Tm) + (@ Ym) + Y Yr) — AT Yim)
= d(aj;m xm) + d(yma y7/n>
P S
5Et5e=¢

se m > ng. E, por simetria,

d(xma ym) - d(ﬂf;ﬂ, y;n) < g,

se m > ng. Entao
|d(@m; Ym) — d(27,, 95| < €
se m > ng e, assim,
im d(zp, Ym) = limd(x),,y..).

Verifiquemos, agora, que d & métrica em M.

Temos que d(Z,%) = limd(z,,z,) = im0 = 0, onde % € M e (x,) € M éum
representante qualquer de 7.

Sejam T,y € M tais que c/l\(f, y) = 0. Entao,

limd(z,,, y,) = 0,

sempre que (x,) € T e (y,) € ¥ e, portanto, (z,) ~ (y,), 0 que implica ¥ = 3. Em
outras palavras, como d(z,,y,) > 0 para todas (z,), (y,) € M, quando (z,) = (y,),
segue que se T # ¥, entao c?(f, y) > 0.

Se (z,) € 7 e (yn) € ¥, entdo d(Z,7) = Limd(zy, yn) = imd(yn, 2,) = d(7,7), de
modo que d & simétrica.

Se (x,) €, (yn) €Y € (2,) € Z, entao

d@,9) = limd(z,,y,)
< lm[d(@n, 20) + d(2n, Yn)]

= limd(z,, z,) + limd(z,, yn,)

= d(@,2) +d(z.7),
o que prova a desigualdade triangular.
Portanto, d é métrica sobre M.
Seja ¢ : M — M definida por ¢(x) = @, onde x,, = x, para todo m € N, isto &,
a cada x € M, associamos a classe de equivaléncia que contém a sequéncia de Cauchy
constante (z,x,x,---) em M. Denotaremos por Z a classe de equivaléncia que contém

a sequéncia (x,z,x,---). Assim, temos que

-~ ~

d(p(x),¢(y)) = d(z,y) = limd(z,y) = d(z,y)
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e, entdo, ¢ : M — My := (M) é uma isometria.

Nosso proximo passo, consiste em provar que M, é denso em M. Assim, seja T € M
e (z,) € T, e consideremos a sequéncia (z%) em My, onde para cada k = 1,2,3, -,
colocamos 7% := 7. Como (z,) é sequéncia de Cauchy em M, dado € > 0, existe
ng > 0 tal que n,m > ng = d(z,, x,) < €.

Isto implica que
d(7%,7) = d(z, %) = lim d(zp, 2,) < e,

quando k > ny.

Entao, lim c?(f’“,i) =0, isto ¢, limZ* = 7 em M\, mostrando que M, é denso em
M,

Finalmente, provemos que Mé completo. Pelo Lema 2.4, basta mostrar que toda
sequéncia de Cauchy em M, converge em M. Seja, entao, () uma sequéncia de

Cauchy em M. Observemos que para cadam =1,2,3,---,

" = Cpp,

onde ¢,, sao constantes.
Verifiquemos que (¢,,) é uma sequéncia de Cauchy em M. Dado € > 0, existe

ng > 0 tal que

~ -~

limd(c,, cm) = d(ép, ) = d(T", ™) < €,

se m,m > ng, pois (™) é sequéncia de Cauchy.
Agora, seja T a classe de equivaléncia de (c¢,,). Dado € > 0, seja ng > 0 tal que se

m,n > ng, entao
limd(cp, ) < €.

Portanto, se m > ng, entao

~

d(z™,z) = limd(cy, cx) < ¢,

ou seja, imz™ =7 € M.

Com isto, fica provado que todo espaco métrico admite completamento. ]

O corolério seguinte estabelece a unicidade (a menos de isometria) do completa-

mento.

Corolario 2.2. Sejam MeM completamentos do mesmo espago métrico M, com

imersoes isométricas f e g, respectivamente. Existe uma tunica isometria ¢: M — M

tal que po f =g.

Demonstragio. Existéncia. Definamos ¢o: f(M) — M pondo ¢o(f(z)) = g(z), z €
M.
Como f e g sao imersoes isométricas, temos que g ¢ também uma imersao isométrica,

de f(M) em M. Agora, do fato 6bvio de que toda imersao isométrica é uma aplicagao
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uniformemente continua, temos (ver em |7]: Proposigao 8, pagina 157) que existe uma
Unica aplicagao continua ¢: M— M que estende ¢y. Dados, T,y € M , existem se-
quéncias de pontos z,,y, € f(M) tais que z,, — T e y, — ¥, ja que f(M) é denso
em M , como vimos na demonstracao do Teorema 2.10. Agora, como ¢y é imersao

isométrica, temos que

~ ~ o~ ~
A

d(e(@), ¢([®)) = limd(po(zn), o(yn)) = limd(zn, y,) = d(Z,7).

Logo, ¢ é uma imersao isométrica de M em M.

Como M é completo, go(]\/i) também o é. Assim, gp(]\/f) ¢ fechado em M. Como ¢
estende g, temos que go(]\/i) D goo(]\//f) = g(M) e, portanto, gp(M\) ¢ denso em M, pois
g(M) é denso.

Sendo a0 mesmo tempo fechado e denso em M, gp(]\/J\ ) = M.

Unicidade. Se ¢: M—Me p: M — M sio continuas e pof=g=~Eo f, entao

@l rary = €| pary- Como f(M) é denso em M, segue-se que ¢ = €. O

A Proposicao 2.3, pagina 22, mostra que se F é um corpo ordenado completo
(F = R), entao toda sequéncia de Cauchy em F é convergente. Por outro lado, o

proximo exemplo deixa claro que a reciproca nao ¢ valida, como vemos a seguir.

Exemplo 2.10 (Um corpo ordenado que é completo por Cauchy mas nao é completo).
Se o corpo ordenado H é completado de acordo com o Teorema 2.10, a estrutura
resultante (que chamaremos de E) é um corpo ordenado em que toda sequéncia de
Cauchy converge. Entretanto, pelo Exemplo 2.6, o corpo ordenado E nao é completo

no sentido da Defini¢ao 2.25 (pagina 14), em termos de supremo.

Este tltimo exemplo mostrou que um corpo ordenado ser completo por Cauchy
nao implica ser completo, ou seja, nao implica o Axioma do Supremo (AS). Entao, a
partir de agora, daremos condigoes para que isto aconteca. Para tanto, seguem alguns

conceitos e resultados preliminares.

Defini¢ao 2.55 (Propriedade dos Intervalos Encaixantes - PIE). Seja F um corpo
ordenado qualquer. Se, dada uma sequéncia Iy D I D --- D I, D I,pg D -+ de
intervalos I, = [a,, by,], ezistir pelo menos um elemento ¢ € F tal que ¢ € I,,, para todo

n € N, entao diremos que F possui a propriedade dos intervalos encaizantes.

Teorema 2.11. Seja F um corpo ordenado para o qual vale a propriedade dos in-

tervalos encaizantes. Seja I, = [ay,b,] uma sequéncia de intervalos encairados, com
o0

b, — a, — 0. Entdo ﬂ I,, contém um nico elemento.

n=1

Demonstra¢ao. Suponhamos o contrario: que existam elementos a,b € F, a # b, tais
[e.e]

que {a,b} C ﬂ I,,. Logo, para todo n € N temos [a,b] C [an,b,], dai, para todo
n=1

neN,b,—a,>b—a>0, contrariando b, — a,, — 0.
O
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Teorema 2.12 (Teorema do Sanduiche). Seja F um corpo ordenado qualquer. Se

limzx, =limy, =a ez, < 2, < y,, para n suficientemente grande, entao lim z, = a.

Demonstracao. Como x,,y, — a, temos que para todo € > 0 existem n;,n, € N
tais quen >ny = a—e<zr, <at+tecen>n =a—¢c <y, <a+e Seja
ng = max(ny,ng). Entdon >ng =>a—ec <z, <z, <y, <a+e=z, € (a—e,a+e¢).

Logo, lim z, = a. O]
, , , S , 1
Lema 2.5. A propriedade arquimediana (PA) implica que a sequéncia on converge
para zero.
. 1 1
Demonstracao. Temos que n < 2" = 0 < on < —, para todo n € N. Logo, se
n n

1 1
provarmos que — — 0, concluiremos pelo Teorema do Sanduiche que on — 0.

1

Assim, seja ¢ > 0. Entao — > 0. Como, por hipotese, vale a PA, temos que existe
€

no € N* tal que

1
ng-1> g.

- 1 1 1
Dai, se n > ng, entao n > ny > — = — < e. Logo, — — 0. ]
e n n

Teorema 2.13. A propriedade dos intervalos encaizantes juntamente com a propriedade

arquimediana implicam o axioma do supremo.

Demonstracao. Seja um conjunto limitado superiormente e nao vazio C' C F, onde F
¢ um corpo ordenado qualquer. Como C' ¢ limitado superiormente, podemos tomar

by ¢ C' de modo que seja uma cota superior de C'; tomemos também a; € C' (ay < by).
a14—b1

Seja a = o ponto médio do intervalo I; = [ay,b;]. Temos que a determina
os intervalos [ay, a] e [a,b1]. Seja Iy = [as, by] aquele dentre estes dois intervalos com

a seguinte propriedade: as € C e by ¢ C e by é cota superior de C'. Notemos que
1— ar

by —as =
Executando este mesmo procedimento, determinamos o intervalo I,, = [a,, b,], onde

1—ay

2n—1

— 0 (pelo Lema 2.5), temos que existe, de acordo com o

a, € C eb, ¢ C eb, écota superior de C. Assim, b, — a, = . Dessa forma,
by —ay

2n71

I,y1 C I, e, como

o0
Teorema 2.11, um tnico ¢ tal que {c} = ﬂ I,.
n=1
Afirmamos que c é cota superior de C'. Para provar esta afirmacao, suponhamos o

contrario: que ¢ nao seja cota superior. Dal, existe z € C' tal que z > ¢. Pela construgao
o0

dos intervalos I,,, temos que ¢ < x < by, para todo n € N. Como {c} = ﬂ I,,, temos
n=1

que ¢ € I, para todo n € N, e entao ¢ > a,,.
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Assim, a,, < ¢ < x < b,. Portanto, [c,z] C I,, para todo n € N. Como x > c,
o0

concluimos que ﬂ I, # {c}, o que é uma contradigao. Assim, ¢ é cota superior de C.

n=1
Afirmamos, agora, que ¢ é a menor das cotas superiores de C'. Para provar isto

suponhamos o contrario. Entao existe uma cota superior ¢ de C' tal que t < ¢, de modo

o
que para todo x € C, a, <z <t < ¢ < b, para todo n € N. Logo, [t,c] C ﬂ I,
n=1

o
para todo n € N, o que implica ﬂ I,, # {c}; novamente uma contradi¢ao. Portanto,

n=1
c=supC. O]
Teorema 2.14. Se F é um corpo ordenado completo por Cauchy entao vale em F a

propriedade dos intervalos encaixantes.

Demonstracao. Dada (1,,), uma sequéncia de intervalos I,, = [a,, b,] encaixantes, basta
observar que as sequéncias (a,) e (b,) sao monotonas e limitadas, logo sdo sequéncias

de Cauchy e, portanto, convergentes para a e b respectivamente. E facil ver que [a, b] C

An
n=1

O

O Teorema 2.13 juntamente com o Teorema 2.14, estabelecem que um corpo orde-
nado completo por Cauchy que possui a propriedade arquimediana admite o axioma

do supremo, ou seja, & completo.

2.2.1 Importancia da Completude de R

Nesta subsecao, mostraremos que resultados consagrados na Analise Real podem
nao ter validade quando a hipotese de completude nao é suposta.

Nos exemplos seguintes definiremos fun¢oes num intervalo fechado [a,b] C Q (que
donotaremos por [a, b|g) e tendo valores em Q.

Comecemos com o exemplo de uma func¢ao continua num intervalo fechado, que nao

¢ limitada nem uniformemente continua nele.

Exemplo 2.11. Seja f: [0,2]g — Q, definida por

1
x2—2

Temos que f é continua no intervalo [0, 2]g, pois f é uma funcdo racional.

fz) =

f nao é limitada, pois se (x,) é uma sequéncia de nimeros racionais no intervalo
0,2]o, tal que 22 — 2, entao 22 —2 — 0 = f(x,) — +00, quando n — +oo.

Agora, sabemos que se f: X — R é uniformemente continua e X é limitado, entao
f € limitada em X (pode-se ver este resultado em 6], pagina 245). Logo, como f ndo
é limitada e [0, 2] é limitado, temos pela contrapositiva do resultado acima enunciado

que f nao é uniformemente continua.
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Uma sequéncia de ntmeros racionais como a considerada no Exemplo 2.11 acima,
cujo quadrado converge para o ntumero dois, de fato existe. Para construi-la, apresen-
tamos os seguintes resultados, cujas demonstragoes podem ser vistas em [6], paginas
127 e 128.

Teorema 2.15 (Método das aproximagoes sucessivas). Seja 0 < A\ < 1. Suponhamos
que a sequéncia (1,,) seja tal que |10 —Tpi1| < Mxpi1 — x|, para todon € N'. Entao

() € uma sequéncia de Cauchy e, portanto, converge.

1 2
Lema 2.6. Para todo x > 0, tem-se 3 (IE + —) > 1.
x

Construgao: Seja (r,) uma sequéncia definida recursivamente pondo z; = 1 e
1 2 3
Tpi1 = 5 (xn + —), para todo n € N. E claro que z, € Q, para todo n € N.
T

Segue-se do Lema 2.6 que x, > 1, para todo n > 1. Logo, z,z,.1 > 1, ou seja,

< 1, para todo n > 1.
TnLn+l . s
Usaremos este fato para provar que a sequéncia (z,) cumpre a condi¢ao

1
|Tpio — Tpga| < §|mn+1 — &,|, para todo n > 1. De fato, observemos que

1 2 1 2
Tnt2 = Tl = 5 | Tntl + ) 2 T + T
n+ n

1( )+ 1
= —\ZT T _
% n+1 n Tt T
Tp — Tp+t1
= —(x — X _|_
2( n+1 n) Lot
Logo,
Tpio — T 1 Ty — X 1
n+2 n+1 _ ‘ (_<$n+1 . xn) + n n+1> ( ) ‘
Tpny1 — Tn 2 TnLn+l LTn4+1 — Tn
- '1 1
2 TnTn+1
1
S a)
2
pois 0 < < 1. Portanto, temos pelo Método das aproximagoes sucessivas que

TnLn+1
a sequéncia (x,,) é de Cauchy e, entdo, é convergente. Como x,, > 1 para todo n € N,

segue que b :=limx, > 0.

Resta verificar que 22 — 2, quando n — +o0o. De fato, fazendo n — +o00 na

1 2 2
igualdade que define x,,.; em fun¢ao de z,, obtemos b = 5 (b + E) , ou seja, b = 7 =

b*> = 2 (x). Finalmente, por propriedades aritméticas dos limites (ver, por exemplo,
em 6], paginas 115 e 116), temos que z2 — b )
O exemplo seguinte mostra uma fungao continua e limitada num intervalo fechado,

mas nao uniformemente continua nele.
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Exemplo 2.12. Seja f: [0,2]g — Q, definida por

] 0, se 22€[0,2)0
fa) = { 1, se 22¢€(2,4]g

Seja ro um ponto qualquer, que satisfaga =3 € [0,2)g. Seja (z,) uma sequéncia de
numeros racionais tal que x,, — xg, quando n — +00. como x, — g, se tomarmos
no € N suficientemente grande, teremos z2 € (0,2)g, para todo n > ng. Logo,
f(x,) = 0 para todo n > ng e, dai, f(x,) = 0 = f(xg). Se 23 € (2,4]g, a prova é
analoga. Logo, f é continua em [0, 2]o.

f ¢é limitada, por exemplo, por —1 e 1, ou seja, |f(x)| < 1 para todo = € [0,2]o.

Agora, se tomarmos ¢ = —, para todo 6 > 0, 0 € Q, que escolhermos, basta

) )
tomar x1, 1o € Q satisfazendo 2% € (2 — 3 2) exs € (2, 2+ 5) para que tenhamos
Q

|zy — x| < e |f(x1) — f(x2)] = |0 — 1] =1 > . Portanto, f ndo é uniformemente

continua em [0, 2] .

O exemplo seguinte mostra uma fungao uniformemente continua (e além disso li-

mitada) num intervalo fechado, que nao possui um maximo valor nele.

Exemplo 2.13. Seja f: [0,1]g — Q, definida por
flx)=o— 23

f é limitada, por exemplo, por 0 e 1, de modo que f(z) € [0,1)g, para todo
z € [0,1]o.

Verifiquemos que f nao assume maximo valor em [0,1]g. De fato, estudando a
fungdo f: [0,1] — R, definida por

fx)=2—2a°

com relacdo a crescimento e decrescimento, observamos que f'(x) > 0 quando z €
0,v/3/3), f(v/3/3) =0e f(z) < 0 quando z € (v/3/3,1], ja que f'(x) = —32> + 1
e fllr) =0 = a = +/3/3. Assim, como f(v/3/3) = V3/3—-3/27 > 0e f"(z) <0
quando z > 0, temos que a concavidade de f ¢ voltada para baixo no intervalo [0, 1].
Logo, o tnico ponto onde f assume méximo valor é v/3/3. Agora, a funcio f é uma
extensao para o intervalo fechado [0,1] C R da funcao f: [0,1]g — Q acima definida,
implicando que se f possuisse maximo valor, entao este seria o0 mesmo maximo valor
de f, o que & impossivel, ja que v/3/3 € R\ Q.

Como f’ é limitada em [0,1]g, temos que f é uniformemente continua (ver [6],
péaginas 242 e 273).

Teorema 2.16 (Teorema do Valor Intermediario). Seja f: [a,b] — R continua. Se
fla) < d < f(b), entao existe c € (a,b) tal que f(c) =d.
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Demonstra¢ao. Ver em [6], pagina 234. ]

O exemplo seguinte mostra uma func¢ao continua num intervalo fechado, para a qual

nao vale o Teorema do Valor Intermediario.

Exemplo 2.14. Seja f: [0,2]g — Q, definida por
0, 22¢€10,2
f(x) = LS
L, 2 ¢ (274]9
1
Temos que 0 = f(0) < 3 < f(2) = 1, entretanto nao existe ¢ € (0,2)g tal que
1
5= f(e), uma vez f(x) =0ou f(z) = 1.
Outra funcao continua num intervalo fechado para a qual nao vale o Teorema do
Valor Intermediario é f: [1,2]g — Q, definida por

f(z) = 2*

De fato, temos que 1 = f(1) < 2 < f(2) = 4, entretanto nao existe ¢ € (1,2)g tal

que 2 = f(c), j4 que nao ha ntimero racional ¢ tal que seja ¢ = 2.

O exemplo seguinte mostra uma fungao diferenciavel nao constante cuja derivada

se anula sobre um intervalo fechado.

Exemplo 2.15. Seja f: [0,2]g — Q, definida por

E claro que f'(z) = 0 para todo x € [0,2]g.

Teorema 2.17 (Teorema de Rolle). Seja f: [a,b] — R continua, tal que f(a) = f(b).

Se f € diferencidvel em (a,b), entao existe um ponto ¢ € (a,b) onde f'(c) = 0.
Demonstracao. Ver em [6], pagina 270. ]

O ultimo exemplo desta se¢ao, mostra uma funcgao diferenciavel para a qual nao

vale o Teorema de Rolle.

Exemplo 2.16. Seja f: [0,1]g — Q, definida por

f(z) =2 — 2%
Temos que f é continua em [0, 1]g, f(0) =0 = f(1) e f é diferenciavel em (0,1)g,
entretanto nao existe ¢ € (0,1)g tal que f'(c¢) = 0, ja que nao héa ntimero racional ¢ tal

que seja c? = 3 Portanto, nao vale o Teorema de Rolle.



3 Funcoes e Limites

Neste capitulo, discutimos situagoes pouco conhecidas no ambiente dos nimeros
reais, envolvendo funcoes e limites. Tais situagoes, nem sempre se apresentam como
exemplos de fécil verificagdo, o que normalmente se d& pelo carater nao intuitivo das

mesmas. Dai vem a relevancia dos exemplos aqui apresentados.

Definigao 3.1. Dizemos que uma fung¢ao € irracional quando nao € racional (vide
Definicao 2.47, pdgina 27).

Definicao 3.2. Seja A C R ilimitado superiormente. Dada f: A — R, escreve-se

lim f(x) =0,

T—r—+00

quando o numero real b satisfaz a sequinte condicao: dado € > 0, pode-se encontrar
N >0 tal que |f(z) —b| <&, sempre que x > N.
De maneira andloga, define-se lim f(x) = b, quando o dominio de f € ilimitado
T——00

inferiormente: para todo € > 0 deve existir N > 0 tal que © < —N = |f(x) —b| < e.

As duas proposicoes a seguir estabelecem relacao entre limites infinitos de uma

funcao racional e o grau das fungoes polinomiais que a compoe.

f(z)

Proposicao 3.1. Se f e g sao fungoes polinomiais tais que lim —= =r € R*:=
T—+00 g([p)
f(x) . * ~
R—{0} (ou lim @) r € R"), entdo f e g possuem o mesmo grau.
Tr—r—00 g €T

Proposicao 3.2. Sejam f e g funcoes polinomiais. Se f e g possuem o mesmo grau,
entao lim m = lim f(x)
r—r+00 g(x‘) T—r—00 g(gj‘)

Exemplo 3.1 (Uma fungao irracional). Seja h: R — R, definida por
h(z) = Va2 + 1.

A funcao h assim definida nao é racional. De fato, suponhamos o contrario: que
existam fungoes polinomiais f,g: R — R tais que h(z) = V22 + 1 = f(z)/g(x), para

42
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vVt +1
todo z € R tal que g(z) # 0. Dai, temos L f(ér)), para todo = # 0 e para
x xg(x
todo x € R tal que g(z) # 0. Entéao,
241 1
i 8 g, YEEL e Ly
T—r+00 xg(x) T—r+00 x T—+00 2

[sto significa, de acordo com a Proposigao 3.1, que f(z) e xg(x) sao fungdes polinomiais
de mesmo grau. Entretanto, temos que
flx) 241 _ 1

lim lim — = lim —/1+ — = —1,
T——00 f[,‘g(x) r——00 xT r——+00 1‘2

o que contradiz a Proposicao 3.2.

Definigao 3.3. Uma funcao f € algébrica se existe uma fun¢dao polinomial p(u) =
Z ar(x)uf, cujos coeficientes ag(x), ar(x), - -+ , a,(x) sdo fungdes polinomiais reais nao
k=0

todas identicamente nulas e tais que a fung¢ao composta p(f(x)) se anula identicamente

em D(f).
Definicao 3.4. Uma funcao € transcendente se nao € algébrica.

Exemplo 3.2 (Uma fungao transcendente). Seja f: R — R, definida por f(z) := e”.
Afirmamos que f é uma funcao transcendente. De fato, supondo o contréario, existe

uma fungao polinomial
p(u) = ap(z)u®
k=0

tal que

para todo x € R. Assim, temos que
lim go(z) =0= lim ap(x) =0= ap(z) =0,

T—r—00 T—r—00

para todo x € R, ou seja,

90(33) = al(x)em 4. 4 an(l’)emﬂ

Il
o

para todo x € R. Escrevamos

(2) 1= 20)

ev = a1<x> + CLQ(I)Gm +oeeet an($)€(n—1)x =0,

g1
para todo x € R. Temos, também, que

lim ¢1(z) =0= lim ay(x) =0= a;(z) =0,

T—r—00 T—r—00
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para todo x € ‘R. Logo,
gi1(x) = ag(2)e® + - + ap(x)e™ VT =0,

para todo x € R. Dai, podemos escrever

g2(x) == = ay(z) + as(x)e® + - + a,(x)e" 2 = 0,

para todo x € R. E entdo concluiremos, de modo analogo aos anteriores, que as(z) = 0,
para todo € R. Prosseguindo com esse processo, que é finito (possui n + 1 etapas),
concluiremos que as(x) = ay(z) = - - = a,(x) = 0, para todo z € R. Mas, isso ¢ uma
contradicao, pois nem todos os coeficientes da funcao polinomial sao identicamente
nulos. A contradi¢ao surgiu em decorréncia de supormos p(f(x)) = 0, para todo z € R.
Logo, nao existe uma tal fungao polinomial com esta propriedade, e concluimos que a

funcao f é transcendente.
Para o préoximo exemplo necessitamos do seguinte resultado:

Proposicao 3.3. Se x é um nimero racional igual a m/n, onde m e n sao inteiros

tais que a fra¢ao m/n € irredutivel e n > 0, entao m e n sao unicamente determinados.

Demonstracao. Suponhamos que m e n nao sejam unicamente determinados, ou seja,
que existam inteiros r e s, s > 0, tais que r/s seja irredutivel e m/n = r/s com n # s.
Agora, pelo Teorema Fundamental da Aritimética (ver [3], pagina 46), temos que

existem nimeros primos

my, y T,
Ny, Ny,
1, . ,Tj,
S1, 05 S

tais que
m=my---my,
n=mny---n,
T:T‘1"'7”j,

S=51""+5].

Logo, m-s=r-n= (my---my)-(s1---s5) = (r1---75)-(n1---n;) (x). Como as fracoes

m/n e r/s sao irredutiveis, temos que nenhum dos niimeros my, - - - , my, pertencem ao
conjunto {ny,--- ,n;} e, da mesma forma, nenhum dos nimeros 1, - - - , r; pertencem ao
conjunto {sy,---,s}. O Teorema Fundamental da Aritimética nos garante, também,

que os fatores primos que expressam um nimero inteiro sao unicamente determinados.
Desta forma, para que a igualdade (x) seja verdadeira, os fatores primos de m devem

ser os mesmos de 7 e os fatores primos de s os mesmos de n, ou seja, m =ren =s. [J
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Definigao 3.5. Uma fungao f € localmente limitada num ponto xo € D(f), quando
existe uma vizinhanga de xo na qual f € limitada. Uma funcao f € localmente limitada

num subconjunto A de seu dominio, quando f € localmente limitada em todo ponto de

A.

Exemplo 3.3 (Uma fungao que nao é localmente limitada). Seja f: R — R definida
por
f() { n, sex éracional, x = m/n é irredutivel e n > 0
x) = :

0, se x ¢é irracional

Seja a € R qualquer. Afirmamos que para todo € > 0 dado, f nao é limitada na
vizinhanga V' (a,e) do ponto a € R. De fato, se f fosse limitada em V(a,e), entao
concluiriamos, pela definicao de f, que existe uma quantidade finita de elementos
n € N tais que x = m/n € V(a,e). Dai, também existiria apenas uma quantidade
finita de elementos m € Z, pois m/n é irredutivel, de modo que para cada n existe
unico m correspondente, como provado na Proposicao 3.3. Entretanto, isto permitiria
a existéncia de somente uma quantidade finita de nimeros racionais na vizinhanca
V(a,e). O que é um absurdo, pois Q ¢é denso em R.

Portanto, f nao é localmente limitada.

Exemplo 3.4 (Uma fungao bijetiva entre dois intervalos, que em nenhum subintervalo
¢ monodtona). Seja f: [0,1] — [0, 1], definida por

o x , se v€Q
f(x)'_{l—x, se 1€R\Q

Afirmamos que nao héa subintervalo de [0, 1] no qual f seja monétona. De fato,
se existisse A C [0,1] tal que f|a fosse monodtona, entdao teriamos A N Q = ) ou
ANTR\ Q = 0. Mas, ambos os casos sdo impossiveis, pois Q e R\ Q sdo densos em R.

f & bijetiva. De fato, provemos que f é sobrejetiva. Seja y € [0, 1] qualquer. Se
y € Q, tomando x = y obtemos f(x) = y diretamente. Se y € R\ Q, tomando
r=1—y e R\ Qobtemos f(z) = f(1—y)=1-(1—y)=1y. Logo, o contradominio
de f éigual ao conjunto imagem.

Provemos, agora, que f é injetiva. Sejam x,y € [0, 1] tais que x # y e, sem perda

de generalidade, z < y (). Consideremos os seguintes casos: se z,y € Q, entao
(*) - (*)
fla) =2 <y=[fly)= flx) # fly);sex,y € R\ Q entdo f(z) =1—-2>1-y=

fly) = f(x) # fly);sex € Qey € R\ Q (ou, analogamente, z € R\ Q ey € Q),
entdo f(x) =x € Qe f(y) =1—y € R\ Q e, portanto, f(z) # f(y), necessariamente.

Defini¢ao 3.6. Uma fungao f: R — R ¢é dita periddica com periodo p se f(x + p) =
f(z), para todo x € R. Uma fungao € periddica se € periddica com periodo p, para

algum p # 0.
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Exemplo 3.5 (Uma fungao periodica nao constante sem um menor periodo positivo).
Seja a funcao f: R — R, definida por

o 1, se z€Q
f(x).—{ —1, se 1€R\Q

Os perfodos da fungao f sao os niimeros racionais. De fato, veja que:
(i)sexe Qepe Q,entaioxr+pe Q=f(x)=1= f(x +p);
(1i)sex € R\ Qepe Q,entao x+p € R\ Q, pois se tivéssemos = +p € Q, existiriam
m,n € Z, com n # 0, tais que  + p = m/n. Mas, como p € Q, existem r,s € Z, com
s # 0, tais que p=r/s. Dai, z+p=m/n = x+r/s=m/n =z = (ms—rn)/ns € Q.
Contradigao. Assim, temos f(z) = —1 = f(z + p).

Logo, qualquer ntimero racional é um periodo para f e, portanto, como Q é denso

em R, concluimos que f nao tem um menor periodo positivo.

Observacao 3.1. E facil verificar que o conjunto dos periodos de qualquer funcio
a valores reais com dominio R, forma um grupo aditivo, onde grupo aditivo é um
sistema matemaéatico constituido por um conjunto nao vazio e uma operagao de adicao,
denotada por +, satisfazendo os axiomas (A;), (As) e (As) da defini¢ao de corpo dada
no Capitulo 2, pagina 11.

Proposicao 3.4. Seja uma funcao periodica f: R — R, e seja P o conjunto dos
periodos desta fungao. Temos que o conjunto (grupo aditivo) P ou € denso ou € discreto.
Se discreto, consiste de todos os miltiplos inteiros de um menor elemento positivo. FEste
ultimo caso sempre se obtém para uma funcao periodica nao constante com dominio

R, que possui pelo menos um ponto de continuidade.

Demonstracao. Provemos que se P nao é discreto, entao é denso. Mas, notemos que
um conjunto nao ¢é discreto se, e somente se, possui algum ponto de acumulacao. Logo,
¢ suficiente provar que se P’ # (), entao P é denso em R. Sejam, entdo, r € R e
ag € P, tais que ag < r. Como ag é ponto de acumulagao de P, existe uma sequéncia
(a,) em P tal que a,, — ag, quando n — +oo. Assim, para todo € > 0, existe ng € N/
tal que para i, € N, i > j, i > ng = |a; —ao| <e/2ej>ng=la; —ap| <e/2, e dai
be :=la; — a;| < |a; —ao| +]a; —ap] <e/2+¢/2=¢.

Agora, escolhendo arbitrariamente p € P, p < r, temos que para n € N suficiente-
mente grande e € > 0 suficientemente pequeno (¢ < r—p), p+nb. <r < p+ (n+1)b..
Escrevendo p,, := p+nb., observamos que p,1—p, = [p+(n+1)b.]—[p+nb.] =b. < e.
Assim, para cada ¢ > 0 dado, existem 4, 7 € N tais que b. < ¢, e paran € N suficiente-
mente grande, obtemos p, <7 < ppi1 € Pri1 — P < €. E isto encerra a argumentacao,
pois do fato de P ser um grupo aditivo, temos que p,, = p + nb. € P.

Por outro lado, provemos que se f é continua num ponto ag € R, entao P nao é
denso (isto é suficiente para provar que P ¢é discreto, pois se P nao é denso, entao ja

que P é aditivo, P’ = (), o que implica P discreto).
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Vamos supor o contrario: que P é denso. Como f é continua em ag, temos que
para todo ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que x € R, |x —ap| < 0 = |f(z) — f(ao)] < €.
Mas, como estamos supondo f nao constante, existe xo € R tal que f(zo) # f(aop)
e, dai, n := |f(zo) — f(ag)| > 0 (). Agora, como P é denso, entao existe p € P tal
que zg + p € B(ap,d), para todo § > 0. Entretanto, f(z¢ + p) = f(zo) e, por (),
temos que f(x) nao esté contido na bola B(f(ag),n), contrariando a continuidade de
f. Portanto, P nao pode ser denso, e concluimos que P é discreto.

Finalmente, observemos que se P é discreto, entao existe um menor elemento po-
sitivo em P. De fato, suponhamos o contrario: que P seja discreto mas nao admita
um menor elemento positivo. Seja o conjunto P, :={p € P|p > 0}. Sendo o con-
junto P discreto, temos que dado arbitrariamente p € P, existe ¢ > 0 tal que
D(p,e0) N P = 0. Como P, ¢é limitado inferiormente (pelo zero, por exemplo), temos
pela Proposicao 2.2, pagina 14, que existe 0 < a = inf P,. Dai, como nao existe
um menor elemento positivo em P, temos que para ¢y > 0, existe ky € P, tal que
a < k; < a+¢y. Temos também, para ky, que existe ky € P, tal que o < ko < k.
Assim, a < ko < k1 < a4eg = k := k1 —ky < 9. Como P é um grupo aditivo e k > 0,
segue que k € P,. Logo,p+k € P, CPep+k € D(p,eg), ouseja, D(p,e9) NP # 0.
Contradicao. Logo, concluimos que existe pg € P, tal que py < p, para todo p € P,.

Supondo que existe (sem perda de generalidade) 0 < q ¢ {kpy : k € Z}, q € P,
temos que npy < ¢ < (n + 1)py para algum n € N, e portanto 0 < g —npy € P e
q — npy < po 0 que € um absurdo, mostrando neste caso, que P consiste de todos os

miltiplos inteiros de um menor elemento positivo. O]

Vimos na Proposicao 3.4 acima, que se uma fun¢ao peridédica nao constante f: R —
‘R possui pelo menos um ponto de continuidade, entao o conjunto dos seus periodos é
discreto. Entretanto, a reciproca nao é verdadeira, como veremos a seguir. Para tanto,

daremos a seguinte caracterizacao de continuidade de func¢oes em termos de sequéncias.

Teorema 3.1. Para que f: A — R seja continua no ponto ay € A € necessdrio e
suficiente que se tenha lim f(x,) = f(ao), para toda sequéncia de pontos x, € A com
n——+00

lim z,, = agp.
n—-+0o

Exemplo 3.6 (Uma fungao periddica descontinua, cujo conjunto dos periodos é dis-
creto). Seja k € R*. Para x € (—1/2,1/2], definamos a fun¢do f como segue:

x, se x€(—1/2,1/2]NQ*
flx) =< —x, se z€(-1/2,1/2]NR\ Q ,
k, se x=0

—~

onde Q*:= Q—{0}.

Se x ¢ (—1/2,1/2], entao existe zg € (—1/2,1/2] tal que & = zo + n, para algum
n € 2= Z—{0}. Dai, definimos f para x ¢ (—1/2,1/2] por extensao periddica,
fazendo f(z) = f(xo +n) = f(x0).
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Por construcao, f é periddica e o conjunto dos seus periodos é, obviamente, o
conjunto discreto P = {--- =2, —1,1,2,---} = Z*.

Afirmamos que f nao é continua em z, para todo x € R. Como f foi definida por
extensao periodica, basta provar que f nao é continua no intervalo (—1/2,1/2].

Temos que f nado é continua no ponto o = 0. De fato, seja (z,) uma sequéncia tal

que z,, — 0, quando n — +o0o. Temos, para todo n € N, que

- Tn, S€ T, € Q
fwn) = { —T,, se T, ER\Q

Como x,, — 0 e (consequentemente) —x, — 0, seque que f(x,) — 0 # k = f(0),
quando n — +o0o. Assim, f é descontinua em zy = 0.

Agora, seja 0 # zo € (—1/2,1/2]. Consideremos uma sequéncia (z,), tal que
T, € Q, para todon € N, e x,, — xy, quando n — +oo. Consideremos, também, uma
sequéncia (y,), tal que y, € R\ Q, para todo n € N, e y, — g, quando n — +o0.
Temos que f(z,) = x, — zp, quando n — 400, e f(y,) = —y, — —zp, quando

n — +00. Assim, f é descontinua em todo zy # 0.

Exemplo 3.7 (Uma fungao descontinua em todos pontos de seu dominio, cujo valor

absoluto é continuo em todos os pontos). Seja a func¢ao f: R — R, definida por

o 1, se z€Q
f(x).—{ —1, se 1€R\Q

Para ver que f é descontinua, basta observar que se x,zq € D(f), entdo |f(x) —
f(zo)| = 0 ou |f(z) — f(xo)| = 2, de modo que para £ = 1, por exemplo, nao existe
d > 0 tal que |f(z) — f(zo)] < 1 sempre que |z — x| < . Se isso acontecesse, teriamos
que os racionais ou os irracionais nao seriam densos em R, chegando num absurdo.

Por outro lado, g(z) = |f(z)| = | £ 1| = 1 é continua em R, pois |g(z) — g(zo)| = 0,
para todos x,z9 € R.

Exemplo 3.8 (Uma fungao continua num tdnico ponto). Seja a fungao f: R — R,

definida por

o x, se r€Q
f(x)'_{—w, se e€R\Q

Temos que f é continua no ponto xy = 0. De fato, seja (x,) uma sequéncia tal que

z, — 0, quando n — +o00. Temos, para todo n € N, que

f($n> =

Tp, S€ X, € Q
—Z,, se 1, €R\Q

Como x, — 0 e (consequentemente) —zx, — 0, seque que f(z,) — 0 = f(0),
quando n — +00.
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Por outro lado, seja zy # 0. Consideremos uma sequéncia (z,), tal que z,, € Q, para
todon € N, e z,, = w9, quando n — +o00. Consideremos, também, uma sequéncia
(yn), tal que y, € R\ Q, para todo n € N, e y,, = x, quando n — +o00. Temos que
f(x,) =z, — x9, quando n — +o0, e f(y,) = —Yn — —To, quando n — +00. Assim,
f € descontinua em todo zq # 0.

Portanto, a fun¢ao f dada é continua somente no ponto zy = 0.

Exemplo 3.9 (Uma fun¢do continua em todo ponto irracional e descontinua em todo
ponto racional). Seja f: R — R definida por

f(x) { n, sex éracional, x = m/n é irredutivel e n. > 0
x) = )

0, se x é irracional

Afirmamos que f é continua em todo ponto a € R\ Q. De fato, seja (x;) uma
sequéncia qualquer, tal que z; — a, quando k — +00. Se x;, € R\ Q, entao f(xy) = 0.
Se xy, € Q, xp = my/ny € irredutivel e n, > 0, entao temos f(x1) = f(my/n1) = 1/n4,
f(wz) = f(mafna) = 1/ng, -+, flxn) = flmw/ne) =1/, -~
Temos, entdo, a sequéncia (1/nq,1/ng, -+ ,1/ng,--+). Observemos que 1/n; — 0 <
ny — +o0o. Se a sequéncia (ny) fosse limitada, N nao seria arquimediano. Logo,
ng — +00 = 1/npy — 0= f(xx) — 0. Portanto, se a € R\ Q, temos que dada uma
sequéncia (zy) qualquer, tal que zy — a, obtemos f(zx) — 0= f(a).

Provemos, agora, que f nao é continua em a € Q. De fato, seja a = m/n irredutivel,
com n > 0. Consideremos a sequéncia (zx) em R\ Q, tal que x; — a. Temos que
f(zx) = 0, para todo k € N. Logo, f(z) — 0, quando k — +oo. Por outro lado,
fla) = f(m/n) =1/n # 0 e, portanto, f(xy) - f(a) quando k — +o0.

Definicao 3.7. Se f for uma funcao descontinua num ponto xg, mas existir [ =

lim f(x), entao diremos que a descontinuidade no ponto xy € removivel (para remover
T—T0

a descontinuidade, basta redefinir a fungao f de tal modo que se tenha f(x¢) =1).

Exemplo 3.10 (Uma fungdo com um conjunto denso de pontos de descontinuidade,
cada um dos quais é removivel). Se a € Q, e se a fungdo do Exemplo 3.9 acima é

redefinida no ponto a € Q para ter valor zero, entao f torna-se continua neste ponto.

Definigao 3.8. Um conjunto A é enumerdvel se A € finito ou existe uma aplicagdo

bijetiva entre os conjuntos N e A.

Definigao 3.9. Seja (x,) uma sequéncia de nimeros reais qualquer. Para cadan € N

definimos

Sh ::in:x1+x2+~~+l‘n-
i=1

A sequéncia (S,) € chamada sequéncia das somas parciais da série Y T, e x, € o

n-ésimo termo (ou termo geral) da série. Escrevemos

—+00

E T, = lim S,
n—-4o00

n=1
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quando o limite acima existe e, neste caso, ele € dito limite da série. A série Y x, é

convergente ou divergente se (S,) € convergente ou divergente, respectivamente.

Exemplo 3.11 (Uma func¢do mono6tona cujos pontos de descontinuidade formam um
conjunto enumeravel arbitrario - que pode ser denso). Seja A = {ay,a2,a3,---} C R

um conjunto enumeravel arbitrario.
+oo

Seja Zpk uma série convergente, tal que p, > 0 para cada k € N, e para cada

k=1
r € R, seja N, :={k € N|ay < z}.
Se A for um conjunto infinito, definamos f: R — R por f(z) := Z Pk, conven-
kEN

cionando Z pr = 0.

0
A fungao f desta forma definida é nao decrescente em R, pois se z < y, entao
N, C N, e, portanto, f(x) < f(y).

+o0
Afirmamos que f é continua em todo zy € R\A. De fato, como a série Zpk é
k=1
convergente, dado € > 0, existe N € N tal que Zpk < e (%).
k>N
Agora, seja Ay = {a1, -+ ,an}. Se Ax N [xg,+00) = (), entdo para todo § > 0

temos que ay € [rg,70 + ) = k > N. Assim, z € [xg,20 +0) = f(z) — f(xo) =

Z P < Zpk (2)8.

kEN,\ Ny k>N
Por outro lado, se Ay N[zg, +00) # 0, entdao tomando 0 < § < inf (AyN[zg, +00)),

temos que ay € [rg, 70+ 9) = k > N. Assim, z € [xg,20 +0) = f(z) — f(xo) =
()
Z Pk < Zpk <e.
k€N, \Na, k>N
Logo, concluimos que f é continua a direita de z.

De modo anélogo, verifica-se a continuidade & esquerda de zy e, portanto, f é
continua em todo zy € R\ A.
Afirmamos que f é descontinua em todo a,, € A. De fato, se a,, € A, entao

lim f(x)— lim f(z)=p, >0.

x%a:{ T—r0p
Agora, se A for um conjunto finito (digamos que tenha n elementos), entdo tomamos
n
a série finita Zpk, onde para cada k =1,2,--- ,n, tem-se pp > 0.
Se x for mlgli)r que qualquer elemento de A, definamos f(z) := 0. Se x € [am, Gmi1),
m

definamos f(x) = Zpk. Por ultimo, se z for maior que qualquer elemento de A,
k=1

definamos f(x) := Zpk.
k=1

A funcao f desta forma definida é ndo decrescente em R.
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f é continua em todo ponto pertencente a R\ A. De fato, temos que f é constante
em todos os intervalos da forma [a,, a,+1), bem como nos intervalos (—oo, min A] e
[maz A, +00).

f € descontinua, com salto igual a p, em cada a,, € A, pois lim f(z)— lim f(z)=

T—>aq, T—r0y
Pn-

Se fizermos A = Q neste exemplo, obteremos uma funcao que possui um conjunto

denso de pontos de continuidade e um conjunto denso de pontos de descontinuidade,

nenhum dos quais é removivel.
Definicao 3.10. Um conjunto € fechado se contém todos seus pontos de acumulagao.

Definicao 3.11. Um conjunto A € aberto se dado qualquer x € A, existe uma vizi-

nhanga V' de x tal que V' C A propriamente.

Definicao 3.12. Um ponto p € um ponto de fronteira de um conjunto A se toda vizi-
nhanga de p contém algum ponto de A e algum ponto de R\A.
O congunto de todos os pontos de fronteira de A é chamado a fronteira de A, e

denotado por fr(A).

Definicao 3.13. Um ponto p € um ponto interior de um conjunto A se existe uma
vizinhanga de p totalmente contida em A.

O conjunto dos pontos interiores de A € chamado o interior de A, e denotado por

int(A).

Proposicao 3.5. Qualquer conjunto fechado € a uniao de seu interior com sua fron-

teira.

Exemplo 3.12 (Uma fun¢ao cujos pontos de descontinuidade formam um conjunto
fechado arbitrario dado). Seja A um conjunto fechado arbitrario. Definamos o conjunto
B pela seguinte regra:
xz € fr(A)
reB& ou .
x € mt(A)NQ

Seja a funcao f: R — R, definida por

1, sexe B
i@ ':{ 0, sex¢ B

Afirmamos que se ¢ € A, entao f é descontinua em c. De fato, ha trés casos para
considerar:
(1) Se c € fr(A), entdo c € B e f(c) = 1. Mas, tomando uma sequéncia qualquer (z,,)
em R\A, com z,, — ¢ quando n — 400, temos que f(z,) = 0, para todo n € N e,
portanto, nl_lgloof(ycn) =0# f(c).
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(17) Se ¢ € int(A) N Q, entdo ¢ € B e f(¢) = 1. Mas, tomando uma sequéncia,
qualquer (x,,) em int(A)\Q, com z,, — ¢ quando n — 400, temos que f(x,) = 0, para
todo n € N e, portanto, lirf flxn) =0# f(e).

n—-+0oo

(1ii) Se ¢ € int(A) \ Q, entdo ¢ ¢ B e f(c) = 0. Mas, tomando uma sequéncia
qualquer (z,) em int(A) N Q, com x, — ¢ quando n — 400, temos que f(z,) = 1,
para todo n € N e, portanto, nl_l)Iilc)o flzn) =14# f(co).

Por outro lado, f é constante igual a zero no conjunto aberto R\ A e, portanto, é

continua neste conjunto.

Definigao 3.14. Uma sequéncia (f,) € uma sequéncia de fungoes quando, para cada
neN, f, € uma funcao.

Definicao 3.15. Seja A C R e (f,) uma sequéncia de fungdes, onde tem-se f,: A —
R, para cada n € N. (f,) converge uniformemente para uma fungao f se para todo
e >0, existe ng € N tal que n > ng = |fu(x) — f(2)| <&, para todo x € A.

Definicao 3.16. Uma série de fungoes € uma série

D fala) = fil@) + folx) + -+ fala) + -

cujos termos f, sao, em geral, fungoes de uma varidavel real x, todas com um dominio

comum de definicao. As expressoes

S h@), D falm) e fila)+ fal@) 4o fulz) 4o

sao simbolos com os quais denotamos uma série.

“+o0o
Definicao 3.17. Seja Z fu(x) uma série de fung¢oes. Uma soma parcial desta série,
n=1 "
quando existe, é uma fun¢ao S,,(x) definida por S,,(z) = Z fn(x).
=1
+oo "
Dizemos que a série Z fn(x) converge uniformemente se, e somente se, a sequéncia
n=1

(sm(z)) das somas parciais converge uniformemente.

Teorema 3.2 (M - teste de Weierstrass). Seja Y M, uma série numérica convergente
e (fu(x)) uma sequéncia de fungoes definidas num conjunto A C R, satisfazendo a
condigao |f,(z)] < M,, para todo n € N e todo x € A. Entao, a série an(:v)
converge uniformemente em A.

Demonstragao. Ver [2], paginas 122 e 123. ]
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+oo
Teorema 3.3. Seja f(z) = Z fu(x) uma série de fungoes continuas, uniformemente
n=1

convergente num conjunto A C R, entao f € continua em A.
Demonstragao. Ver [2], paginas 123 e 124. ]

Exemplo 3.13 (Uma funcdo continua que em nenhum lugar é mondtona). Seja
fi(x) := |z| para |z] < 1/2, e definamos f: R — R por extensio periédica de perfodo
1, isto &, fagamos fi(x+n) = ]71(:6), para todo ntimero real x € [—1/2,1/2] e inteiro n.
Para cada ntimero natural n > 1, definamos f,,: R — R por f,(x) := 4" f; (4" 1x).

Para cada n € N, a funcao f, tem as seguintes propriedades:

(i) f, ¢ uma funcao periddica de periodo 47!, De fato, seja # € R qualquer. Temos
que fp(z+4"71) =47 f(4n e + 1) = 47T f (407 e) = fu ().

(i) f, assume méximo valor no ponto —4~""1. De fato, f,(z) = 47" f (4" 1z) as-
sume maximo onde fi(4"'z) assume méximo. Sendo fi(4""'z) uma fungao 4"

periddica, segue que seu maximo ¢é assumido em z = 54*”“.

. 1
Além disso, o méximo valor que f, assume é 54*”“.

Finalmente, seja f: R — R, definida por

f@) = fulr) = 34 ey = 3 AT

—+00
1
Como a série Z 54’"“ ¢ convergente e |f,(z)| < 54_”“, para todo n € N e
n=1

x € R, segue pelo M-teste de Weierstrass (Teorema 3.2) que f converge uniformemente
em R e, pelo Teorema 3.3, concluimos que f é continua em R.

Resta verificar que f nao é mondtona em R. Notemos, primeiramente, que para
qualquer ponto da forma ag = k4™, onde k£ é um inteiro e m é um inteiro positivo,
vale f,(ag) = 0, sempre que tivermos n > m. De fato, basta notar que k41 € Z
e, portanto, fi(k4="""1) = 0. Logo, f(ag) = fi(ag) + -+ + fm(ao).

Para qualquer inteiro positivo m, seja h,, = 4721, Observemos, agora, que
fulag + hy) = 0, para todo n > 2m + 2. De fato, temos que

fulao +hy) = 47" (4" Hag + hi))
— 4—n+1f1(4n—14—mk + 4n—14—2m—1)
— 4—n+1f1 (4n7(m+1)k + 4n7(2m+2))

-

€z

= 410 =0.

Se provarmos que a fung¢ao f nao é monoétona na vizinhanga dos pontos da forma

ag = k47" acima definidos, teremos provado que f nao é mondtona em R, ji que
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nimeros desta forma podem ser encontrados em toda parte em R. Basta, entao,
provarmos que f(ag + hy) — f(ag) > 0 ¢ f(ag — hm) — f(ag) > 0. De fato,

flao + hin) = flao) = {[filao+ hm) — fi(ao)] + - + [fm(ao + hm) — fin(ao)]}
{fm+1(a0 + hm) Tt f2m+1(a0 + hm)}

x +

*

> [m(=hp)] + [(m + 1)hy]

= hyp=472""1>0.

~

Na desigualdade (*) acima, usamos os seguintes dois fatos, ambos de facil verificagao:
(i) fulag+ hy) — fu(ag) >0, quando 1 < n < m;
(1) fulao + hm) = by, quando m +1 <n <2m+ 1.

Analogamente, verifica-se que f(ag— h,,) — f(ag) > —mh,, + (m+1)h,, = h,, > 0.
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