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Resumo

Neste trabalho, nosso principal objetivo é estudar a existéncia e estabilidade de ciclos li-
mite de costura em sistemas lineares planares de Filippov descontinuos obtidos pela agregacao
de dois sistemas lineares planares do tipo foco, e tendo apenas um ponto de equilibrio. Ao
usar uma forma normal adequada com cinco parametros, é realizado um estudo completo de
algumas aplicagoes de Poincaré. Sao encontradas diferentes bifurcagdes que sao responsaveis
pelo aparecimento de ciclos limite de costura e regioes abertas no espago de parametros com

nenhum, um, dois e trés ciclos limite de costura.

Palavras—chave: Filippov, ciclos limite de costura, bifurcagoes.



Abstract

In this work our main aim is to study the existence and stability of crossing limit cycles
in planar linear systems of discontinuous Filippov obtained by the aggregation of two planar
linear systems of focus type, and having only one equilibrium point is considered. By using
an adequate normal form with five parameters, a thorough study of some Poincaré maps is
performed. Different bifurcations which are responsible for the appearance of crossing limit
cycles are detected and open regions in the parameters space with none, one, two and three

crossing limit cycles are found.

Keywords: Filippov, crossing limit cycles, bifurcations.
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Introducao

A teoria de sistemas dinamicos tem construido ferramentas importantes para analisar e
entender o comportamento de uma variada gama de problemas. Existe uma abordagem qua-
litativa bem desenvolvida tal que a evolugao dos sistemas ¢ definida por uma funcao suave de
seus argumentos. Esta abordagem tem-se mostrado bastante efetiva para entender importantes
fenomenos fisicos tais como fluxo de fluidos, deformacao eldstica, 6ptica nao linear e sistemas
biologicos. Contudo, esta teoria exclui muitos sistemas significantes que surgem na préatica.
Estes sistemas dinamicos sao aqueles que contém termos que sao fungoes nao suaves de seus
argumentos. Estes problemas se enquadram na teoria de sistemas dinamicos descontinuos.
Como eles surgem com frequéncia em diversas areas, como por exemplo engenharia mecanica,
de controle, elétrica, biologia e fisica, a teoria dos sistemas dinamicos descontinuos tem sido
alvo de muitos estudos. Além das aplicagoes, a compreensao matemaética de tais sistemas é por
si s um incentivo para a sua andlise, e usaremos este argumento como a motivacao central do
nosso estudo.

A teoria de sistemas dinamicos descontinuos tem apresentado avancos desde a década de
1940, periodo de A. A. Andronov. As andlises iniciais eram desenvolvidas em exemplos par-
ticulares que surgiam na engenharia elétrica ou mecanica, veja [1]. Um dos problemas que
inicialmente surgiu foi o de definir de forma precisa o que seria uma trajetéria em um sistema
dinamico descontinuo, uma vez que a definicao que se tinha era para sistemas cujos argumentos
eram continuos e com condicoes de Lipschitz satisfeitas. Este problema foi resolvido por Fi-
lippov em [3], quando foram definidas regras, que foram chamadas de convengoes de Filippov,
para a transacao de uma regiao de descontinuidade a outra passando ou permanecendo pela
descontinuidade. Além disso, Filippov definiu um campo de vetores na regiao de descontinui-
dade que da um critério de escolha, eliminando o fato de, nesse conjunto, o campo assumir
dois valores. Tal campo é denominado de campo de Filippov. Apesar de nao haver unicidade
das trajetorias, tal campo é um modelo 1til nas aplicacoes e se adapta bem para o estudo das
bifurcagoes de tais campos.

Inicialmente, definimos o conceito de sistema suave por partes, bem como algumas carac-

13



teristicas que nos dizem se um sistema suave por partes € um sistema suave continuo por partes
ou um sistema do tipo Filippov. Com énfase no estudo dos sistemas do tipo Filippov, definimos
os conceitos de fronteira de descontinuidade, regiao de deslize, regiao de costura e campo de
Filippov. Diante de tais defini¢oes, apresentamos os sistemas de Filippov, caracterizamos os
diversos tipos de pontos que podem aparecer e definimos o conceito de trajetoria local por um
ponto.

Em seguida, consideramos a familia de sistemas lineares planares de Filippov descontinuos,
constituida por sistemas da forma
, { Ft(x) = Atx+bt, xext "

F~(x) = Ax+b,xeX”

onde x = (z,y) € R?, F* : R? — R?, F~ : R* — R*, A" = (a}) e A~ = (a;;) sdo matrizes

2 x 2 constantes, bt = (b, 03) e b= = (b, b; ) sdo vetores constantes,
Yr={xeR*:x>0}e¥ ={xeR*:x<0}

sob as condigoes |afy| + |aj,| #0 e

A+<0>+b+7éA—<O>+b—.
Y Y

Notamos que o sistema (1) possui doze parametros. Sob certas condigdes, apresentamos
uma forma normal com sete parametros que facilita o estudo de um sistema da forma (1).
Além disso, a existéncia e a caracterizagao da regiao de deslize é determinada por apenas um
dos parametros. Sob a condicao de focos em ambos os campos F'™ e F'~, exibimos uma forma
normal mais simples com apenas cinco parametros. Utilizando esta forma normal, consideramos
o caso com um foco virtual e um foco real e descrevemos qualitativamente diferentes retratos
de fase que podem ocorrer no espaco dos parametros. Por fim, definimos algumas aplicacoes
de Poincaré com a finalidade de estudarmos as trajetérias periddicas deslizantes e os ciclos
limite de costura, apresentando diferentes bifurcagoes e regioes no espago dos parametros com
nenhum, um, dois ou trés ciclos limite de costura.

Estruturamos este trabalho da seguinte maneira:

Capitulo 1: apresentamos os principais conceitos que serao utilizados neste trabalho, entre
eles a definicao de sistema suave por partes, sistema de Filippov, fronteira de descontinuidade,

regiao de deslize e regiao de costura. Além disso, caracterizamos os diversos tipos de pontos
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que podem aparecer sobre a fronteira de descontinuidade de um sistema de Filippov, com a

finalidade de definirmos o conceito de trajetéria local por um ponto.

Capitulo 2: damos énfase ao estudo dos sistemas lineares planares de Filippov descontinuos.
Definimos o conceitos de trajetoria periddica deslizante, trajetoria periédica de costura e ciclo
limite de costura. Em seguida, exibimos uma forma normal com 7 parametros para esta classe

de sistemas e apresentamos alguns resultados.

Capitulo 3: apresentamos um estudo detalhado da classe dos sistemas lineares planares de
Filippov descontinuos do tipo foco-foco, sendo um foco virtual e outro real. Para esta classe
de sistemas, exibimos uma forma normal com 5 parametros, definimos a aplicacao de Poincaré
e estudamos condigoes para a existéncia e nao existéncia de trajetérias periddicas deslizantes
e ciclos limite de costura. Sobre certas condigoes, mostramos a existéncia de alguns tipos de

bifurcagoes no espaco dos parametros.

Apéndice: tratamos brevemente do estudo desenvolvido em [4] sobre a classe dos sistemas
lineares planares de Filippov descontinuos do tipo foco-foco, onde os dois focos sao virtuais.
Apresentamos dois diagramas globais de bifurcagao que nos fornecem a existéncia de trés tipos

diferentes de bifurcacao.
Este trabalho é baseado no artigo [5] e complementado pela referéncia [4]. Utilizamos as

referéncias [2], [7] e [9] como base para as definigoes e para a caracterizagao de alguns tipos de

bifurcagoes.
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Capitulo 1

Sistemas suaves por partes

Com a finalidade de estudarmos os sistemas lineares planares de Filippov descontinuos
com um ponto de equilibrio real e um ponto de equilibrio virtual, ambos pontos de equilibrio
do tipo foco, apresentamos neste capitulo uma introducao aos sistemas suaves por partes
n—dimensionais com superficies (n —1)—dimensionais como fronteiras de descontinuidade. Exi-
bimos algumas defini¢oes para este caso geral e em seguida damos énfase a classe dos sistemas

suaves por partes deslizantes com uma tnica fronteira de descontinuidade.

Definicao 1.0.1. Sejam 1,3, ..., %, abertos disjuntos nao vazios em R™ tais que cada inter-
Seceao

Yy =NNY,, i, j=1,2,...,n, i #] (1.1)

€ uma superficie suave (n—1)—dimensional ndo vazia contida nas fronteiras 0¥; e 0X;. Denote

e considere aplicagoes suaves
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n

com C C U 3, C A. Chamamos um conjunto finito de equacdes diferenciais ordindrias

1=1
(
Fl(X), se X € 21
Fr(x), sexe X
o) P ' ? (1.2)
\ F,(x), sexe X,
de sistema suave por partes. Chamamos as superficies X;;, com i,j = 1,2,...,n, de

fronteiras de descontinuidade. Geometricamente, veja a Figura 1.1.

Tl

Figura 1.1: Campo vetorial suave por partes com uma fronteira de descontinuidade.

Observagao 1.0.1. Dado um sistema da forma (1.2), observamos que cada campo vetorial F;
gera um fluxo suave ¢; bem definido sobre a fronteira 0%; e em seus respectivos lados, com
i=1,2,...,n. Além disso, nao especificamos como a dinamica do sistema (1.2) evolui sobre
uma fronteira de descontinuidade ¥;;, pois a dinamica depende de como os campos vetoriais F;

e Ij se comportam préximo a ;.

Definigao 1.0.2. Considere um sistema suave por partes da forma (1.2). Tome um ponto
p € Y. Dizemos que o ponto p tem grau de suavidade T se a primeira derivada parcial nao

nula em relagdo a t, aplicada em t =0, da diferenca [@;(t,p) — ¢;(t,p)] € de ordem .

No que segue, estamos interessados nos sistemas suaves por partes com uma unica fronteira

de descontinuidade. Consideramos o sistema suave por partes

X/ _ { Fl(X), se X € El

| (13)
Fy(x), se x € ¥
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onde o campo F; : R® — R" gera um fluxo ¢; e o campo F; : R® — R” gera um fluxo s.
Tomamos p € Yj3. Denotamos por F;, a matriz jacobiana do campo F; aplicada no ponto p,

com ¢ = 1,2. Temos, para ¢t =1, 2,

9p;i
5 60| = F(e(0.p) = Fp).
t=0
i _ I(F; o p;) . dip; o
o2 (tap) o - T(t7p> o - E,Pﬁ(tp) -0 - Fi,P‘Fi(p>7

e assim por diante. Desta forma, se Fi(p) # Fy(p), entdao p tem grau de suavidade um. Se
Fi(p) = F»(p) e F1, # Fyp, entao p tem grau de suavidade dois, e assim por diante. Chamamos
de sistema suave continuo por partes um sistema da forma (1.3) onde todos os pontos

de Y15 tem grau de suavidade r > 2.

Exemplo 1.0.1. Consideramos o sistema suave por partes

Fi(x,x se x9 >0
X/: (Z'/17:C/2): 1( 1 2)7 2 7
Fy(xy,25), sexq <0

onde x = (11, 29) € R?, Fi(z1,72) = (1, —21) e Fy(xy1,22) = (1,1). Observamos que
Y1 = {(z1,22) € R 25 > 0}, By = {(21,22) € R, 25 < 0}
e Yo =3, NYNy = {(21,20) €ER?; 19 =0} # 0. Temos
Fi(x1,20) = Fy(x1,19) <= 21 = —1.

Desta forma, os pontos de Y15 que possuem grau de suavidade uwm sdo os pontos que pertencem

ao congunto X12\{(—1,0)}. Por outro lado, para p = (—1,0), Fi(p) = F5(p) e

0 0 00
Fl,p = 7£ = F27p'
-1 0 00

Logo, o ponto (—1,0) tem grau de suavidade dois.
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Pela teoria de Variedades Diferencidveis podemos escrever, localmente, um sistema do tipo
(1.3) da forma

o Fi(x), se H(x) >0
Fy(x), se Hx) <0

ab
onde H : 2 C R" — R é uma aplicacao suave tal que {2 é um conjunto conexo, 0 é um valor

regular de H, com H~1(0) C 315, ¢ H(0) divide o conjunto €2 nos conjuntos

{xeQ;, Hx)>0}=%XNQe{xeQ; Hix) <0} =%XN0N.
1.1 Sistemas de Filippov

Estamos interessados em apresentar a classe dos sistemas de Filippov. Esta classe de sis-
temas, que esta contida na classe dos sistemas suaves por partes com uma Unica fronteira de
descontinuidade, exibe alguns tipos de comportamento sobre a fronteira de descontinuidade.
Nesta se¢ao, analisamos um sistema da forma (1.3) com a finalidade de definirmos e estudarmos
um sistema de Filippov.

Para analisarmos um sistema da forma (1.3) consideramos, sem perda de generalidade, um

, ) F(x), sexe XF
=)= { F(x), sexe X (14)

sistema local da forma

com Ft =F, F-=F, Y =% ={xe€Q; Hx) >0}, X" =% ={xe€Q; H(x) <0},
Q=2X"UXUXTeX = H0) C Q. Esta forma local serd 1til para introduzirmos o conceito
de “movimento deslizante” que a classe dos sistemas da forma (1.3) pode apresentar. Dado

uma aplicacao suave L : () g R™ — R denotamos, para todo x € ¥,
(Lo F7)(x) = (VL(x), F (x)) e (L F7)(x) = (VL(x), F~ (x))

deixando claro que z na notacao L, nao possui ligacao alguma com x.

Definigao 1.1.1. Considere o sistema (1.4). Chamamos de regiao de deslize o conjunto

Sa={x € 5 (HF*)(x)(H,F)(x) < 0}.
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Chamamos de regiao de costura o conjunto
5. = {x € B (HF*)(x)(HF7)(x) > 0},

Se a regigo de deslize 34 do sistema (1.4) tem interior ndo vazio, dizemos que o sistema possui

movimento deslizante e o chamamos de sistema suave por partes deslizante.

Consideramos um sistema suave por partes deslizante. Observamos que o interior do con-

junto Y4 é dado por
intY, ={x €3y (H,F")(x)(H.F~)(x) <0}.

Logo, em pontos do interior de ¥4, a projyy F' e a projyy F~ estdo em sentidos opostos.

Dizemos que D C ¥; é uma regiao atratora se, para todo x € D,
(H,FY)(x) <0e (H,F7)(x) > 0.

Da mesma forma, D C ¥; é uma regiao repulsora se, para todo x € D,
(H,FY)(x) >0e (H,F7)(x) <0.

Geometricamente, veja a Figura 1.2.

iy W
T ERRRRY

Fm () (2) F-

Figura 1.2: (1) Regiao atratora em ¥4 (2) Regido repulsora em ¥.
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Em pontos de uma regido de costura, a projyy F* e a projgy F'~ possuem o mesmo sentido.

Geometricamente, veja a Figura 1.3.

FT VH(x) VH(x) F*

BN JI
NN

o

Figura 1.3: Regioes de costura.

Notamos que
0% = O, C {x € % (HF)(x)(HF)(x) = 0} C 5,

Teorema 1.1.1. Considere um sistema suave por partes deslizante. O grau de suavidade de

todos os pontos do interior da regiao de deslize é um.

Demonstracao

Seja X4 a regiao de deslize. Supomos, por absurdo, que existe p € int 2, tal que

Logo, (HyF"*)(p) = (H.F~)(p) e entao,

[(HF ) () [(HoF™)(p)] = [(Ho F*)(p))* > 0.

Absurdo, pois pela definigdo de regiao de deslize, [(H,F1)(x)|[(H.F~)(x)] < 0 para todo x €
int 4. Desta forma, para todo x € int X4, F*(x) # F~(x).

Portanto, todos os pontos do interior da regiao de deslize tem grau de suavidade um.

Para estudarmos o comportamento do fluxo de um sistema suave por partes deslizante sobre

a regiao de deslize, consideramos o sistema

X' =F(x)=(1-a)F(x)+aF (x), (1.5)
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definido na regiao de deslize, onde escolhemos o € R de tal forma que

(VH(x), F(x)) =0,

isto é, escolhemos a = a(x) de tal forma que o campo vetorial F seja tangente a fronteira
de descontinuidade nos pontos da regiao de deslize. Chamamos o campo F de campo de

Filippov do sistema (1.4). Geometricamente, veja a Figura 1.4.

E—

ot

Figura 1.4: Campo de Filippov.
Seja ¥4 a regido de deslize. Se x € Xy e |(H,F1)(x)| + [(H.F~)(x)| # 0, temos

o mPhe
@ =) = EE = P ¢ 7™

F(x)(HF7) (x) = F7(x) (Ho F7)(x)
[He(F* = F7)(x)

(1.6)

Definicao 1.1.2. Chamamos de sistema de Filippov um sistema suave por partes deslizante

tal que o comportamento na regido de deslize € determinado pelo sistema (1.5).

Defini¢ao 1.1.3. Considere um sistema de Filippov e tome p € ¥~ UX U XT.

a) Sepe Xt e Ft(p) =0, dizemos que p é um ponto de equilibrio real do campo F™.
Da mesma forma, se p € X~ e F~(p) = 0, dizemos que p € um ponto de equilibrio

real do campo F~;

b) Sep e Xt e F(p) =0, dizemos que p de ponto de equilibrio virtual do campo F~.
Da mesma forma, se p € ¥~ e Ft(p) = 0, dizemos que p é um ponto de equilibrio

virtual do campo F*;

c) Sepe Xy eF(p) =0, chamamos p de pseudo-equilibrio;
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d) Sepe Xy, (H.F")(p)=0eFt(p)#0, chamamos p de ponto de tangéncia do campo

£)

F*. Dizemos que o contato da trajetéria de F* no ponto p é quadrdtico se p é um

ponto de tangéncia do campo F* e

[(H,F*). F*](p) # 0.

Se p € um ponto de tangéncia do campo FT e

[(H,F*).F*](p) > 0 (respectivamente, [(H,F),F*](p) < 0),

dizemos que p € ponto de tangéncia visivel (respectivamente, ponto de tangéncia
invisivel) do campo F*. De forma andloga, se p € X4, (H,F~)(p) =0 e F~(p) # 0,
chamamos p de ponto de tangéncia do campo F~. Dizemos que o contato da trajetoria

de '~ no ponto p € quadrdtico se p é um ponto de tangéncia do campo F~ e

[(HoF™)oF](p) # 0.
Se p € um ponto de tangéncia do campo F'~ e
[(HoF7).F~|(p) <0 (respectivamente, [(H.F~).F~|(p) > 0),

dizemos que p é um ponto de tangéncia visivel (respectivamente, ponto de tangéncia
tnwvisivel) do campo F~. Se p € ¥4 é um ponto de tangéncia de ambos os campos FT e

F~, dizemos que p é um ponto de tangéncia dupla. Geometricamente, veja a Figura

1.5.

Dizemos que p € 34 é um ponto de equilibrio de fronteira de F* (respectivamente,

F~) se F*(p) = 0 (respectivamente, F~(p) = 0);

Dizemos que p € ¥y é um ponto de equilibrio deslizante se ou € ponto de tangéncia
para ambos os campos F+ e F~, ou € ponto de tangéncia para um dos campos e ponto de
equilibrio de fronteira para o outro, ou € ponto de equilibrio de fronteira para ambos os

campos F+ e F~.
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7))

Figura 1.5: (1) ponto de tangéncia visivel do campo F'*; (2) ponto de tangéncia invisivel do
campo F'T.

Yt

Lema 1.1.1. Considere um sistema de Filippov. Seja p € X4 e suponha |(H,F*)(p)| +
|(H.F~)(p)| # 0. Entdo, p € um pseudo-equilibrio se, e somente se, os vetores F(p) e F~(p)

sao linearmente dependentes.

Demonstracao

(=) Supomos que p € ¥; é um pseudo-equilibrio. Primeiramente, assumimos

(HoFT)(p) #0e (HoF~)(p) # 0.

Pela defini¢ao de regiao de deslize, os ntimeros (H,F'1)(p) e (H,F~)(p) possuem sinais opostos.

Como F(p) = 0 temos, da equacio (1.6),
F(p)(HF")(p) = F*(p)(H.F~)(p) = 0.
Denotamos A = —(H,F=)(p) € Ao = (H,F*)(p). Logo,
MEFH(p) + A F(p) = 0.

Desta forma, os vetores F'*(p) e F~(p) sao linearmente dependentes.

Assumimos

(HoFT)(p) = 0 ou (HoF7)(p) =0,

com |(H,F*)(p)| + |[(H:F~)(p)| # 0. Sem perda de generalidade, supomos (H,F")(p) = 0
e (H,F7)(p) # 0. Como F(p) = 0 obtemos, da equagao (1.6), F*(p) = 0. Denotamos
Ay = (H,F7)(p) # 0. Entao,

0F (p) + Mo F*(p) = 0.
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Desta forma, F'*(p) e F~(p) sao linearmente dependentes.

Portanto, os vetores F'*(p) e F~(p) sao linearmente dependentes.

(«<=) Supomos que os vetores F'*(p) e F~(p) sao linearmente dependentes. Logo, existem
A1, A2 € R, com | A] + |As| # 0, tais que

MEF T (p) + XF~(p) = 0.

Assumimos, sem perda de generalidade, A; # 0. Desta forma, F'*(p) = —)\—F_ (p) e entao,
1
+ )\2 _
(HF)p) = =32 (HF ) o).
Logo,
Ay _ Ay _
) HET)(p) + = F (p) (HaF7)(p)
F(p) = — ' = 0.

[Ho(F+ = F7)](p)

Portanto, p é um pseudo-equilibrio.

Definicao 1.1.4. Considere um sistema de Filippov e tome p € ¥~ UX U XT. Definimos o

conceito de uma tragetoria local de um sistema de Filippov por p da sequinte forma:

a) Se p € ¥~ (respectivamente, X7), entao uma trajetdria local por p é uma trajetoria local

de X' = F~(x) (respectivamente, X' = FT(x)) contida em ¥~ (respectivamente, 31);

b) Sep € X, entao uma trajetoria local por p ou é uma trajetoria local de X' = F~(x) por p
contida em X~ U {p}, ou uma trajetdria local de x' = F*(x) por p contida em 3T U {p},
ou uma concatenagao de segmentos de trajetorias locais dos sistemas X' = F~(x) e X' =
FT(x) que passam por p, onde p é ponto de partida de uma das trajetdrias e ponto de
chegada da outra, respeitando a continuidade do tempo t. Geometricamente, veja a Figura

1.6;
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Figura 1.6: Uma trajetdria local por um ponto p em uma regiao de costura.

c) Sep € ¥4 € um pseudo-equilibrio, ou um ponto de equilibrio de fronteira de ambos os
campos F~ e FT, ou wm ponto de tangéncia de um dos campos e um ponto de equilibrio de
fronteira do outro campo, ou um ponto de tangéncia visivel /invisivel de ambos os campos
F~ e F*, entao uma trajetdria local por p € o proprio ponto p. Geometricamente, veja a

Figura 1.7;

) d

Figura 1.7: Uma trajetoria local por um ponto de equilibrio de fronteira p do campo F~.

d) Sep e Xy, F~(p) = cF(p), com ¢ > 0, e p é ponto de tangéncia visivel de um dos
campos F~ ou F*, digamos F~, e ponto de tangéncia invisivel do campo FT, entdo uma
trajetoria local por p uma trajetoria local de X' = F~(x) por p contida em X~ U {p}.

Geometricamente, veja a Figura 1.8;
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Figura 1.8: Uma trajetéria local por um ponto p tal que p é um ponto de tangéncia visivel do
campo F'~ e um ponto de tangéncia invisivel do campo F'*.

e) Sep € ¥4 e p ndao se encaiza nos itens c) e d), entdo uma trajetdria local por p é ou uma
trajetoria local de X' = F~(x) por p contida em X~ U {p} (veja a imagem (1) da Figura
1.9), ou uma trajetdria local de X' = F*(x) por p contida em St U{p} (veja a imagem (2)
da Figura 1.9), ou uma trajetoria local de X' = F(x) por p (veja a imagem (3) da Figura
1.9), ou uma concatenagdao de segmentos de trajetdrias locais de X' = F~(x) e x' = F*(x)
passando por p com um segmento de uma trajetdria local de X' = F(x) por p, respeitando

a continuidade do tempo t (veja a imagem (4) da Figura 1.9).

Figura 1.9: Algumas trajetorias locais por um ponto p € ¥, tal que p nao se encaixa nos itens
c)ed).

Observagao 1.1.1. Diante do item c¢) da Definigao 1.1.4 assumimos que todo ponto p tal que

p é um ponto de tangéncia visivel /invisivel de ambos os campos F™ e F~, ou um ponto de
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tangéncia de um dos campos e um ponto de equilibrio de fronteira do outro campo ou um ponto

de equilibrio de fronteira de ambos os campos F'* e F'~, é um pseudo-equilibrio.

Definicao 1.1.5. Considere um sistema de Filippov. Seja v uma trajetoria periddica deste
sistema que mdo estd totalmente contida em Xt ou X~. Dizemos que v é uma trajetoria
periddica deslizante se v contém pontos do interior da regido de deslize. Dizemos que
v € uma trajetoria periddica de costura se v nao contém pontos da regidgo de deslize.
Chamamos v de ciclo limite de costura se v é uma trajetoria periodica de costura e se
existe uma vizinhangca V' de 7y tal que v € a unica trajetoria periddica de costura, do sistema

considerado, que intercepta V.
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Capitulo 2

Sistemas lineares planares de Filippov

descontinuos

No capitulo anterior, apresentamos a definicao de sistema de Filippov, definimos o conceito
de trajetéria local por um ponto e caracterizamos alguns pontos importantes que podem surgir
no estudo dos sistemas de Filippov. Neste capitulo, estudamos a classe dos sistemas de Filippov
definidos em todo o espaco R?, sendo a fronteira de descontinuidade ¥ uma reta e os campos F'~
e F* lineares de tal forma que, para todo x € 3, F"(x) # F~(x). Em seguida, exibimos uma
forma normal com 7 parametros que representa um sistema qualquer desta classe e apresentamos

alguns resultados.

Consideramos a aplicacao H : R*> — R, definida por H(z,y) = x, e um sistema de Filippov
definido em todo o espaco R?, onde ¥ é uma reta e os campos vetoriais T : R? — R? e
F~ :R? — R? sao campos lineares. Sem perda de generalidade, admitimos que tal sistema é

da forma
Ft(x) = A*x+b", xeXt

(2.1)
F-(x) = Ax+b,xeX”

onde x € R?*, F* = (FI", Fy"), F~ = (F[,Fy), A" = (a;;) e A~ = (a;;) sdo matrizes 2 x 2

tj
constantes, b™ = (b ,b3) e b~ = (by, by ) sdao vetores constantes,

Yr={(z,y) eR*:2>0}, 8 ={(v,9) ER*:2 <0} e X ={(z,y) € R*: z = 0}.
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Observagao 2.0.1. Se |afy| + |ajp| = 0, entdo afy, = 0 e aj, = 0. Logo,

F0,y) = (b1, F5(0,y)) e F~(0,y) = (by, F5 (0,9)).

Consequentemente, uma trajetoria local por um ponto de ¥ nao pode cruzar ¥ duas vezes
em sentidos opostos. Por outro lado, sob a condigdo |afy| + |agp| # 0, hd a possibilidade de
existéncia de uma trajetoria local de (2.1) que cruza ¥ pelo menos duas vezes em sentidos

opostos.

Diante da Definigao 1.1.1, as regides de costura e deslize relativas ao sistema (2.1) sdo dadas
por
Se={(0,y) € R*: F{"(0,y)Fy (0,y) > 0}

Sa={(0,y) €eR*: F;*(0,y)Fy (0,y) < O}
Consideramos o sistema
X' =@y)=Fx)=1-a)F"(x)+aF (x) (2.2)
definido em ¥; com o = a(x) € R e
(1—a)F(x) + aFy (x) = 0.

Notamos que o campo F é o campo de Filippov do sistema (2.1).
Sex € Xy e |F/"(x)| + |Fy (x)| # 0, entao

F(x)
F(x) = Fy (%)

o =

| F0Fy (x) ~ Fr (0 F ()
R F ()

Assumimos que o sistema (2.1) satisfaz a condicao

A+(0>+b+7éA‘<O>+b‘,
y Y
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isto é, possui grau de suavidade um em todos os pontos de X2, de acordo com a Defini¢ao 1.0.2.

Sob esta condigao, dizemos que o sistema (2.1) é um sistema linear planar de Filippov

descontinuo.

A seguir, reproduzimos a Definicao 1.1.3 para um sistema linear planar de Filippov des-

continuo e acrescentamos outras definigoes.

Consideramos o sistema (2.1) e tomamos p = (p1, p2) € R2.

a)

b)

O ponto p é um ponto de equilibrio real do campo F™ se p € ¥ e F*(p) = 0. Da
mesma forma, o ponto p é um ponto de equilibrio real do campo F~ se p € ¥~ e
F~(p) = 0;

O ponto p é um ponto de equilibrio virtual do campo F* se p € ¥~ e F*(p) = 0. Da
mesma forma, o ponto p é um ponto de equilibrio virtual do campo F~ se p € Xt e
F=(p) =0;

O ponto p é um ponto de tangéncia do campo F* sep € Xy, F; (p) =0e F, (p) #0. O
contato da trajetéria de F'" no ponto p é quadratico quando p é um ponto de tangéncia

do campo FT e
[(F{")F*](p) # 0.

O ponto p é um ponto de tangéncia visivel (respectivamente, ponto de tangéncia

invisivel) do campo F'* se p é um ponto de tangéncia do campo F'* e
(). FT](p) > 0 (respectivamente, [(F}").F*](p) <0).

De forma andloga, o ponto p é um ponto de tangéncia do campo F~ se p € ¥,
F (p) =0e F; (p) # 0. O contato da trajetéria de F~ no ponto p é quadratico quando

p é um ponto de tangéncia do campo F'~ e

[(Fl_)a:F_](p> 7£ 0.

O ponto p é um ponto de tangéncia visivel (respectivamente, ponto de tangéncia

invisivel) do campo F'~ se p é um ponto de tangéncia do campo F'~ e

[(F)zF"](p) <0 (respectivamente, [(F| ).F " |(p) > 0).
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d)

e)

f)

O ponto p é um ponto de tangéncia dupla se p é um ponto de tangéncia de ambos os

campos F't e F—;

O ponto p é um ponto de equilibrio de fronteira do campo F* (respectivamente, F™)

se p € Xyge F(p) =0 (respectivamente, p € ¥, e F~(p) = 0);
O ponto p é um ponto de equilibrio deslizante se p € ¥; e F}"(p) = F; (p) = 0;

O ponto p é um pseudo-equilibrio se p € ¥, e g(ps) = 0.

Definigao 2.0.1. Considere o sistema (2.1) e tome p = (p1,p2) € Xq.

a)

b)

Dizemos que p é um pseudo-nd estdvel (respectivamente, pseudo-sela) se p é um
pseudo-equilibrio que estd em uma regidgo atratora de Y4 e ¢'(p2) < 0 (respectivamente,
g (p2) > 0). Analogamente, dizemos que p é um pseudo-no instdvel (respectivamente,
pseudo-sela) se p é um pseudo-equilibrio que estd em uma regiGo repulsora de 34 e
g (p2) > 0 (respectivamente, g'(p2) < 0). Dizemos, também, que p € uma pseudo-sela

se p é um ponto de tangéncia visivel de ambos os campos F+ e F~ e Fy (p)F, (p) < 0;

Dizemos que p é um pseudo-foco se p € um ponto de tangéncia invisivel para ambos os
campos F™ e '~ tal que existe uma vizinhanca de p de tal forma que uma trajetdria local

por um ponto nesta vizinhanc¢a espirala ou gira em torno de p.

Observagao 2.0.2. a) Seja p = (0,ps) € 3y um ponto de tangéncia do campo F*. Como

Ff (p2) = adyps + by # 0, segue
[(F{")oFF](p) # 0 <= afy(adyps +b3) # 0 <= af, # 0.

Analogamente, seja ¢ = (0,¢2) € X4 um ponto de tangéncia do campo F~. Como

Fy (q2) = ayqo + by # 0, temos
(F7)F7)(q) # 0 <= ap(ang +by) # 0 <= afy # 0.

Portanto, o parametro aj, (respectivamente, ay,) determina se o contato de uma trajetéria

local de F'™ no ponto p (respectivamente, F'~ no ponto ¢) é quadrético;
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b) Se um ponto de tangéncia dupla p é ponto de tangéncia visivel de um dos campos F'™ e
F~ e ponto de tangéncia invisivel para o outro campo, com F'*(p) = ¢cF~(p), para algum

¢ > 0, entao dizemos que p comporta-se como ponto regular;

c) Se um pseudo-equilibrio p ndo é nem ponto de tangéncia nem ponto de equilibrio de

fronteira dos campos F'* e F~, entao

2.1 Forma normal para os sistemas lineares planares de
Filippov descontinuos com a possibilidade de existéncia

de trajetorias periédicas de costura

Uma dificuldade em estudarmos os sistemas lineares planares de Filippov descontinuos é a
quantidade de parametros. No nosso caso temos 12 parametros. Apresentamos um resultado

que expoe uma forma normal com 7 parametros.

No que segue, analisamos o sinal das componentes F;" e F aplicadas em pontos da fronteira
de descontinuidade associada ao sistema (2.1). Sabemos que a regiao de costura X, é formada

pelos pontos (0,y) € ¥ tais que
F7(0,y)Fy (0,y) = (ajzy + 0] )(apy +by) > 0.

Supomos ¥, # 0. Se aj,a], = 0, entao ¥ é ilimitado pois supondo, sem perda de generalidade,

ap =0, afy >0eb >0 temos
(adpy + b)) (@Y + b)) = ajybyy + b7y > 0 <= ajy + b >0

e, consequentemente,

_pt
Yie = {(07y> S y> _+1}

)
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Se appaly < 0, entdao Y. é um conjunto aberto limitado no eixo y pois (afyy + by )(ajy +by) é

uma parabola em funcao de y com concavidade para baixo. Observamos que

_ —b —by
FF0,9)Fy (0,y) = (ayy + b)) (appy +by) =0 <=y = —+1 ouy=—.
12 (12
+ b*
Primeiramente, supomos af, > 0 e ap, < 0. Se —+ < ——, entao
p) s

—bf —by
=90y el —/—<y<—
a
e, para todo (0,y) € X,

FF0,y) =ay + b7 >0e Fy(0,y) =apy+ by >0.

—by  —=b7
Se — < ——, entao
9 aqo

—by —bf
19 a19

e, para todo (0,y) € %,

F7(0,y) = aly + b <0e F (0,y) = apy +b; <0.

+ b*
Supomos af, < 0 e aj, > 0. Se _+ < —, entao
12 ap

—bf —by
Y. = (07y)62a T <Y< -—=
a
e, para todo (0,y) € X,

FF0,y) =ay + b7 <0e Fy(0,y) =apy+b <0.

—by  —=b7
Se — < ——, entao
9 aqo

—by —bf
19 a19

34



e, para todo (0,y) € X,
F7(0,y) = aly + b > 0e F(0,y) = apy +b; > 0.

Quando aj,aj, > 0, a regiao de costura é a unidao de dois conjuntos abertos ilimitados no
eixo y e a regiao de deslize é um conjunto fechado limitado no eixo y pois (afyy +b7)(ajy+07)
é uma parébola em funcao de y com concavidade para cima. Inicialmente, supomos aj, > 0 e

+ -
aj, > 0. Se —+ < —L entdo
ary ayy

—b; —bf —bf —by
Ye=90,9) €8 — <youy<-—7, edy= (O,y)GE;a—+<y<—,

Q19 aq9 12 ay9
onde
b B —b _
a__l <y:>F1+(an)7 Fl (an) > Oa y< a_+1 :>F1+(0>y)7 Fl (an) <0
12 12
e
—bJr —by +
—<y<—:>F (0,y) >0e F (0,y) <0.
a12 Q19
—by —bt
Se — < —+1, entao
Ay p)
—bf —by —by —bf
Ye=490,y) €Y —/— <youy<—, eX;=1(0,y) €; _<y<—+
Q19 aq9 a1 aq9
onde
—pt B —by _
a—f <y= F'0,y), F (0,y) >0, y< a—f = F7(0,y), F{ (0,y) <0
12 12
e
—by bJr "
—<y<—:>F (0,y) <0e F(0,y) > 0.
4P a12
bJr —by 5
Supomos a12 <0eap<0. Se —+ < ——, entao
() 6L12
—by —bf —bf —by
Ye=90,) € — <youy<-—17,eX;=1(0,y) € —<y<—
SP) GP) a12 GP)
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onde

b B b _
a—f <y= F(0,y), F/ (0,y) <0, y< a—ﬁ = F'(0,y), F7 (0,y) >0
12 12
e
—bJr —by n
—F <y<— = F"0,y) <0e F(0,y) > 0.
a12 (P
bT bJr
Se—1< ——, entao
(GP) a12
—bt b7 by —bJr
EC—{(O,Q)EE, _+1<youy<__1} ezd—{<ouy>ez _<y<_}
P P) GP) CL12
onde
—pt N —by _
CL_+1<y:>F1+<O7y>, Fl (Ovy)<ou y<a—_1:>F1+<072/)> Fl (an)>0
12 12
e
—by bJr n
—<y<—:>F (0,y) >0e F; (0,y) <0.
p) a12

Desta forma, observamos que para aj,af, < 0, as componentes F," e F; possuem sinais
constantes quando as aplicamos em pontos de X.. Logo, ficam excluidas as trajetérias periddicas
de costura. Como queremos estudar tais trajetdrias, no que segue assumimos aj,af; > 0 pois
este caso possibilita a existéncia de trajetorias periédicas de costura. Além disso, X4 é limitado
e seu interior ou ¢ uma regiao atratora ou ¢ uma regiao repulsora.

Com a condigdo ajpaj, > 0, o sistema (2.1) pode ser transformado, através de um homeo-

morfismo que preserva orientacao e tempo, em um sistema com 7 parametros.

Proposicao 2.1.1. Considere o sistema (2.1). Denote por T~ e T* e, D~ e D" os tragos e
determinantes das matrizes A~ e AT, respectivamente. Suponha al,ay, > 0. Entdo, o homeo-

morfismo X = h(x) dado por

X = B X — ] sexe XU (2.3)
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1 ag 0 0
i:_Jr X — s S€X€Z+, (24)
a — 4 — 4+ -

12\ Q19099 —Q13019 by

transforma (2.1) em um sistema da forma

Tt —1 —b

Gt(x) = X — , sex € Xt
Dt 0 a’

X = G(x) = : (2.5)

T —1 0

G (x) = X — , sex € X
\ D= 0 a”

onde G = (G, Gf), G~ = (G1,Gy),
_ L L a; a;; _
a” = apby —agby, at = %(Cﬁzb; - agzbf) eb= %bf — by,
4p) 4P)

e mantém invariante a fronteira de descontinuidade ¥ e os conjuntos X~ e X1, Além disso,
as regioes de costura e deslize, 0s pontos de tangéncia e os pontos de equilibrio de fronteira
associados ao sistema (2.1) sdo transformados por h em regides, conjuntos e pontos do mesmo

tipo para o sistema (2.5).

Demonstracao

Notamos que a aplicagao h é um homeomorfismo que preserva orientacao e tempo. Con-

sideramos a mudanga de varidveis h aplicada em >~ no sistema (2.1). Por hipétese temos

1
_ _ = (g9 1
Q99 —0Aq9 e

Gp) P)

atyar, > 0. Logo,

e entao,

|
I
VR
| —
) @)
=
[N}
~_
»
|
VR
H®|‘ o
~_
b
|
S
|
o
|-
|
+
|
IEE

Qg9

37



Desta forma, utilizamos o sistema (2.1) e obtemos

1 0 - - 1 0 0 _
a a b
a1 f’=(;3 ) a1 |¥H| b +(1>:*
ay9 ay9 A Ay Ay 19 2
1 0 by
(gp 0y — 4 (a3,) ] by agy by
21 — - —
4p) 4P (P)
ayy + Qg —1 b b
o o 0 by agy — ajaby
A11Gg9 — A1905; 0
Denotamos

Logo, obtemos o sistema

T
D-

—1
0

()

Consideramos a mudanga de varidveis h aplicada em X7 no sistema (2.1)

+ —
. Como ajya, >0

temos .
- - +
ap) 0 ap) 0
a; as.
12 12
-+ +
(pploy agy 1
T 12 = =
3P Ay P!
Desta forma,
+
v 0
_ Qe
1 ay 0 0 12 0
X=— B X — B — X = X + n
Q12 \ 12095 —a1p0yy by at 1 -
222~ a1
ay9 19
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Utilizamos o sistema (2.1) e obtemos

+ ( +
_p) 0 P 0
a;. Qe 0
12 + o+ 12 +
— [ @11 Q2 — _ by
* = + o+ X+ by . bt
+ (o Qg9 + - 2
Gy 1 agy 1 Ay
(19 Q1 L\ Q12 12 J
- ( + .+ + .+ + + = )
@12 0 11919 i A12G22 Q12 _ 0129
+ J— —_ —_ J—
Ay A9 A9 Ay (g b}
— —
+
-+ + + +32 + -+ by
@109  — 21013 4 (az,) Y, _brag,
T 12 - - - -
) \ (o A9 A (12 J
Logo,
— 7+
N N aaby
ary + ag -1 ( b al;
— - —0
X = X+ +
0 -+t
+ + _ T Q70 0a0b
A11099 — Q1205 0 12—?1 _ afzb;
a
12
Denotamos

Q- Q-
_ %2, 4 - +_ %2, 444 + 74
b= - by —by ea” = - (afyby — axby).
Gp) Gp)

Desta forma, obtemos o sistema

+ —
X=G"x) = r e ’ , xe Xt
DT 0 at

Portanto, a mudanca de variaveis h transforma o sistema (2.1) em um sistema da forma

( T+ -1 —b
Gt(x) = X — , sexe Xt
DT 0 at
T -1 0
G (x) = X — , seX € X7
\ D= 0 a”

Como ahay, > 0 temos
12012

hE) =3, h(SH) =X e h(E7) =%~
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Observamos que

_ _ ay; _ _ _ _
Gf(h(O,y)) =apy+b +b= a—fFﬁ(O, y), Gy (h(0,y)) = apy + by = Fy (0,y)
12

G (1(0, )G (h(0,)) = L2 F(0, y)Fy(0,).

(12
Portanto, a fronteira de descontinuidade Y e os conjuntos ¥~ e X sdo invariantes por h.
Além disso, as regides de costura e deslize, os pontos de tangéncia e os pontos de equilibrio de
fronteira associados ao sistema (2.1) sao transformados por h em regides, conjuntos e pontos

do mesmo tipo para o sistema (2.5).

Observagao 2.1.1. E consequéncia da Proposi¢ao 2.1.1 que o sistema (2.1) pode ser trans-
formado, a partir de uma mudanca de varidveis continua, em um sistema suave continuo por
partes. De fato, se b =0, a~ = at e TT # T, entao a forma normal correspondente a forma

(2.5) é um sistema suave continuo por partes.

Observagao 2.1.2. Consideramos o sistema (2.1) e a simetria
(x,y,t) — (x,—y, —1).
Notamos que esta simetria nao preserva a orientagao. Denotamos

X:I, Y:—yeT:—t.

dt
Como a7 —1, tem-se

X _dxde Y _dvidt
dr ~ dt dT ar — dtdr
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Desta maneira, obtemos o sistema

(

Tt -1 X b
— ,se (X,Y)eXxt
Dt 0 Y a’
X/
v ) ’
-7 -1 X 0
— ,se (X,Y)ex~
D= 0 Y a”

juntamente com a mudanca de parametros
(DY, D=, T, T ,a*,a",b) — (DY, D=, —T%, =T ,a*,a", ).

Portanto, podemos considerar, sem perda de generalidade, b > 0 para estudarmos o sistema

(2.5).

Observagao 2.1.3. Observamos que a regiao de deslize do sistema (2.5), com b > 0, é deter-

minada pela inequacao

G (0,y)GT(0,y) =y(y —b) <0, (0,y) € X.

Como

yly—50) <0< 0<y<b,

segue que a regiao de deslize é dada pelo conjunto
Ya={(0,9) €%; 0 <y <b}.

Para b > 0, o campo de Filippov G do sistema (2.5) é dado por

_ GG, (x) = G (x)G5 (%) a”—a

R e A IR L

e o sistema que determina o comportamento dos fluxos gerados pelos campos G e G~ sobre

Y4 € o sistema

X' =G(x), x=(z,y) € Xy.
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Além disso, o conjunto

intX; ={(0,y) € &; 0 <y <b}

¢ uma regiao repulsora.

Notamos, também, que a regiao de costura do sistema (2.5) é dada por
Ye={(0,y) € X5 y <0}U{(0,y) € &; b <y}

Observacao 2.1.4. Em geral, o homeomorfismo h dado no Teorema 2.1.1 nao induz uma
equivaléncia topoldgica entre os campos de Filippov correspondentes. Devido a definicao natural
de uma trajetoria local por um ponto da regiao de costura concluimos que o homeomorfismo h

é uma conjugacao se restrito a R\ 3.
Teorema 2.1.1. Considere o sistema (2.5) e suponha b > 0. Logo,

a) sea” # 0, entdo a origem € um ponto de tangéncia do campo G~. Se a~ < 0 (respectiva-
mente, a~ > 0), entdo a origem € um ponto de tangéncia visivel (respectivamente, ponto
de tangéncia invisivel) do campo G~. Se a~ = 0, entdo a origem é um ponto de equilibrio

de fronteira do campo G~

b) se at # 0, entao o ponto (0,b) é um ponto de tangéncia do campo G*. Se a™ > 0
(respectivamente, a™ < 0), entdo o ponto (0,b) é um ponto de tangéncia visivel (respectiva-
mente, ponto de tangéncia invisivel) do campo G*. Se a™ =0, entao o ponto (0,b) € um

ponto de equilibrio de fronteira do campo G ;

c) assumab=0. Seata” #0, entdo a origem € um ponto de tangéncia dupla. Se a*a™ > 0,
entdo a origem se comporta como um ponto reqular. Se a*a” < 0, entdo a origem € um

pseudo-equilibrio;
d) admita b > 0. Em rela¢ao aos possiveis pseudo-equilibrios temos:

dl) sea” =a" =0, entdo todos os pontos de ¥4 sao pseudo-equilibrios;

d2) sea at <0, entdo o ponto

a~b
p=(0,p2) = (07 m)
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€ o unico pseudo-equilibrio, sendo pseudo-sela se a= < 0 e pseudo-né instdvel se
a” > 0;
d3) seata” >0, com at +a~ #0, entdao nao existem pseudo-equilibrios no interior de

2.

Demonstracao

a)

b)

Supomos a~ # 0. Entao,

G7(0,0)=T"0-0=0e G;(0,0)=—a~ #0.

Portanto, a origem é um ponto de tangéncia do campo G~.

Se a~ < 0 (respectivamente, a~ > 0), entao a origem é um ponto de tangéncia do campo

G e

[(G7).G (=, y)}(o,o) =T z—y)(T"x—y,Dz— a“_)‘(o,o) =

(T~,-1),(T"x—y,D z — a_)>|(0’0) —a <0

<respectivamente, [(G1).G)(z,y)] 0.0) > O) . Portanto, a origem é um ponto de tangéncia

visivel (respectivamente, ponto de tangéncia invisivel) do campo G~.
Admitimos a~ = 0. Logo, G~ (0) = 0 e a origem é um ponto de equilibrio de fronteira do

campo G~.

Assumimos a™ # 0. Logo,
GF0,0)=TT0—-b+b=0e GF(0,b) = —a™ #0,

e o ponto (0,b) é um ponto de tangéncia do campo G*.

Se a™ > 0 (respectivamente, a™ < 0), entdo o ponto (0,b) é um ponto de tangéncia do
campo G e

(G109 gy = (T*2 — y +0)a(T 2~y +b, D" a —a®)| ) =

= (", -1, (T"z —y+b, D"z —a"))|,, =a" >0
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d)

(respec’civalrnente7 [(Gf)mGJr](x,y)’(oyb) < 0>. Portanto, o ponto (0,b) é um ponto de

tangéncia visivel (respectivamente, ponto de tangéncia invisivel) do campo G*.

Supomos a™ = 0. Logo, GT(0,b) = 0 e o ponto (0, b) é um ponto de equilibrio de fronteira

do campo G™.

Admitimos a*a” # 0. Desta forma, pelos itens a) e b) concluimos que a origem é um
ponto de tangéncia de ambos os campos G e G~. Portanto, a origem é um ponto de

tangeéncia dupla.

Consideramos o caso a*a™ > 0. Se a” > 0 e a™ > 0 segue, dos itens a) e b), que a

origem é um ponto de tangéncia invisivel do campo G~ e um ponto de tangéncia visivel
a

do campo G*. Notamos que G*(0,0) = ¢G~(0,0), com ¢ = — > 0. Portanto, pelo item
=

b) da Observacao 2.0.2, a origem se comporta como um ponto regular.

Se a” < 0 e a’t < 0 temos, pelos itens a) e b), que a origem é um ponto de tangéncia

visivel do campo G~ e um ponto de tangéncia invisivel do campo G*. Observamos que
a

G7(0,0) = ¢G=(0,0), com ¢ = — > 0. Portanto, pelo item b) da Observagao 2.0.2, a
o

origem se comporta como um ponto regular.

Assumimos ata™ < 0. Sea™ < 0 < a”, entdo pelos itens a) e b) segue que a origem é um
ponto de tangéncia invisivel de ambos os campos GT e G~. Se a~ < 0 < a™, entao pelos
itens a) e b) obtemos que a origem é um ponto de tangéncia visivel de ambos os campos

G* e G~. Portanto, da Observacao 1.1.1 segue que a origem é um pseudo-equilibrio.
dl) Se a =a™ =0, entdao dado p = (0,p2) € 3y temos

G(p) =G(0,p2) = (0, 0 ; 0p2 - 0) = (0,0)

e todos os pontos de Y, sao pseudo-equilibrios;

d2) Assumimos a~a™ < 0. Primeiramente, consideramos o caso a~ < 0. Entao,

a”b

at >0, a —a"<0,ab<0e —>0.
a- —a"
) a~b a~b
No que segue, mostramos que vale a desigualdade ——— < b. Se ——— > b,
a” —a* a” —a*

entao

ab<bla~ —a")= —bat >0
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d3)

o que é um absurdo pois b > 0 e at > 0. Logo,

a~b
isto é, o ponto p = (0, ps) = (0, _—
a

+) € 4. Notamos que, para x € X4,
—a

G(x) =(0,0) <= x =p.

Logo, p é o unico pseudo-equilibrio. Pela Observagao 2.1.3, sabemos que o interior

de ¥4 é uma regiao repulsora. Como p € int ¥, e

a” —a™’

g (p2) = — <0

segue, do item a) da Defini¢ao 2.0.1, que p é uma pseudo-sela.

Supomos a~ > 0. De forma analoga a anterior, segue que o ponto

a” b

p= (0,]?2) = (0, m) € int Xy

é 0 tnico pseudo-equilibrio. Como o interior de ¥, é uma regiao repulsora e ¢'(p2) >

0, concluimos, pelo item a) da Defini¢ao 2.0.1, que p é um pseudo-né instével.

p=(0,p2) = (0, aa;b)

—at

Portanto, o ponto

é o tunico pseudo-equilibrio, sendo pseudo-sela se a= < 0 e pseudo-né instavel se

a” > 0.

Assumimos ata~ > 0 com a™+a~ # 0. Inicialmente, consideramos o caso ata™ = 0.
Se a™ =0, entdao a~ # 0 e o ponto (0,b) é o tinico pseudo-equilibrio. Como o ponto
(0,b) ¢ int ¥4, concluimos que nao existem pseudo-equilibrios no interior de ;. Se
a” =0, entao a* # 0 e a origem é o Unico pseudo-equilibrio. Como a origem nao
pertence ao interior de X4, segue que nao existem pseudo-equilibrios no interior de
4.

Supomos a® > 0 e a- > 0. Da Observacao 2.1.3 segue que o possivel pseudo-

equilibrio é o ponto
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Se a” < at, entdao p ¢ X4, pois

Logo, nao existem pseudo-equilibrios no inteior de ¥;. Se at < a™, entao

a~b
— >
a” —at

pois, caso contrario, terfamos —bat > 0 o que é um absurdo ja que b > 0 e a™ > 0.
Desta forma, p ¢ ¥, e, consequentemente, nao existem pseudo-equilibrios no interior
de Ed.

Supomos at <0ea” <0. Sea” < a', entdo

pois, caso contrario, terfamos —ba™ < 0 o que é um absurdo pois b > 0 e —a™ > 0.
Logo, p ¢ ¥, e entdo nao existem pseudo-equilibrios no interior de ¥4. Se at < a™,

entao ;
a-
CI,_—+ <0ep §é DIFR

Logo, nao existem pseudo-equilibrios no interior de ;.

Teorema 2.1.2. Consideramos o sistema (2.5). Entao,

a) o campo G tem um unico ponto de equilibrio em X~ se a= D~ < 0 e 0o campo G nao possui
pontos de equilibrio em X~ se a~ D™ > 0. Da mesma forma, o campo G tem um ponto

de equilibrio em X se at DT > 0 e nao possui pontos de equilibrio em ¥ se at™ DT < 0;

b) o campo G nao tem pontos de equilibrio em ¥~ sea” #0e D™ =0. Sea =0e D~ =0,
entdao os pontos da formax = (x,T~x), com x < 0, sao pontos de equilibrio de G em ¥~ .
Da mesma forma, o campo G ndo tem pontos de equilibrio em Xt se a™ #0 e DT = 0.
Seat™ =0 e DT =0, entdo os pontos da forma x = (x, Tz +b), com x > 0, sao pontos

de equilibrio de G em X7
Demonstracao
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a)

b)

Os possiveis pontos de equilibrio x = (z,y) € R? do campo G em X~ satisfazem
y=T reD xz=a .

Se a~ D~ < 0, entao o ponto p = (p1, pa2) tal que

a _
pr=——epr=T"p

D_
é o unico ponto de equilibrio do campo G em ¥~. Portanto, o campo GG possui um ponto

de equilibrio em .

Assumimos a~ D~ > 0. Supomos, por absurdo, que existe p = (p1,p2) € L~ tal que
G(p) = 0. Logo,
-
PL=po > 0,
o que é um absurdo. Portanto, o campo G nao tem pontos de equilibrio em ™.

Da mesma forma, os possiveis pontos de equilibrio x = (z,y) € R? do campo G em X7
satisfazem
y=T z+be D x=a'.

Se a™ D™ > 0, entao o ponto p = (p1, pa) tal que

at N
plzﬁe]b:T p1+b
é o tnico ponto de equilibrio do campo G em X' e o campo G possui um ponto de
equilibrio em X7,
Admitimos a™ DT < 0. Supomos, por absurdo, que existe p = (p1,p2) € X1 tal que
G(p) = 0. Desta forma,
at
P1=p5 < 0,

o que é um absurdo. Portanto, o campo G possui um ponto de equilibrio em 7.

Consideramos a~ # 0 e D~ = 0. Supomos, por absurdo, que existe p = (p1,p2) € ¥~ tal
que G(p) = 0. Logo,
T pr—pa=0ea =0.

Absurdo, pois a~ # 0. Portanto, o campo G nao tem pontos de equilibrio em .

Se a— = 0e D~ = 0, entao os pontos da forma x = (x,7 x), com = < 0, satisfazem
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G(x) = G~ (x) = 0 e os pontos da forma x = (z, T~ z), com = < 0, sdo pontos de equilibrio
de G em ¥

Assumimos DT = 0 e a™ # 0. Supomos, por absurdo, que existe p = (p1,p2) € L7 tal
que G(p) = 0. Entao,
TTpi—py+b=0ea® =0.

Absurdo, pois a™ # 0. Portanto, o campo G nao tem pontos de equilibrio em X+.

Se at = 0e Dt =0, entao os pontos da forma x = (x, Tz + b), com = > 0 satisfazem
G(x) = GT(x) = 0. Portanto, os pontos da forma x = (x,T"z + b), com x > 0, sdo

pontos de equilibrio de G em 7.
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Capitulo 3

Sistemas lineares planares de Filippov

descontinuos do tipo foco-foco

No estudo dos sistemas lineares planares de Filippov descontinuos é de grande importancia
determinarmos condigoes para a existéncia e nao existéncia de ciclos limite de costura e tra-
jetorias periddicas deslizantes. Estudamos neste capitulo os sistemas do tipo (2.5) com somente
um ponto de equilibrio real tais que a dinamica de ambos os campos G+ e G~ é do tipo foco.
No apéndice faremos um breve comentario quando os pontos de equilibrio sao dois focos virtu-
ais. Primeiramente, apresentamos um resultado que nos exibe uma forma normal com apenas 5
parametros para esta classe de sistemas. Em seguida, definimos a aplicagao de Poincaré e a usa-
mos como principal ferramenta para mostrarmos alguns resultados que expoem condigoes para
a existéncia e a nao existéncia de ciclos limite de costura e trajetérias periodicas deslizantes,
dando énfase no estudo dos ciclos limite de costura. Por fim, mostramos que a forma normal
citada acima tem, pelo menos, trés ciclos limite de costura quando os parametros percorrem

um certo conjunto aberto no espago dos parametros.

Defini¢ao 3.0.1. Considere o sistema (2.1). Dizemos que a dindmica dos campos FT e F~ €
do tipo foco se
at wt a” w
AT ~ e A" ~ ,
—wt at —wT o«
com a* € R e wr > 0. Dizemos que o sistema (2.1) é um sistema linear planar de

Filippov descontinuo do tipo foco-foco se a dinamica dos campos F+ e F~ ¢ do tipo foco.
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Observagao 3.0.1. Diante da forma normal dada na Proposicao 2.1.1, estudar um sistema
linear planar de Filippov descontinuo do tipo foco-foco é equivalente a estudar um sistema da

forma (2.5) com T% = 2a* e D* = (a*)? + (w*)?, onde a® € R e w* > 0.

No que segue, apresentamos uma forma normal com apenas 5 parametros para a classe dos

sistemas lineares planares de Filippov descontinuos do tipo foco-foco.

Teorema 3.0.1. Considere o sistema (2.5). Suponha T* = 2aF ¢ D* = (a®)? + (wF)?, com

a®* € R e w® > 0. Definimos
”YR:_+;7L_ —, Qp = —/ eap = —.
w w

Entao, a mudanca de varidveis

w™, se <0

(#,y,1) — (aw(z), y, tw(x)) onde w(x) = (3.1)
wt, se >0
transforma o sistema (2.5) no sistema
' 2 b
—1 —
Ht(x) = R X — , sex e Xt
1+~% 0 apR
x = (3.2)
2 -1 0
H (x) = i X — , SeX € X~
1+ /7% 0 ar,

Além disso, a fronteira de descontinuidade X, 0s conjuntos X~ e LT, as regioes de costura e
deslize, os pontos de tangéncia e os pontos de equilibrio de fronteira associados ao sistema (2.5)
sao transformados pela mudan¢a de varidveis (3.1) em regioes e pontos do mesmo tipo para o

sistema (3.2).

Demonstracao

A fronteira de descontinuidade, os conjuntos ¥~ e X7, as regioes de costura e deslize,
os pontos de tangéncia e os pontos de equilibrio de fronteira associados ao sistema (2.5) sao

invariantes pela mudanca de varidveis (3.1) pois w' e w™ sdo um ndmeros positivos.
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Consideramos a mudanca de variaveis
(2, y,t) — (2w, y,tw7)

aplicada em ¥~ no sistema (2.5). Denotamos X = 2w, Y =y e v =tw~. Logo,

AX  dX dt T-
do _ dt dv VTS s

dY dY dt 1 dy (a7 )+ (w)? a~ ,
— =0 —=——="—"—"""—"X-—=(1 X —ar.
dv dt dv w= dt (w™)? o (1+177) ar

Desta forma, obtemos o sistema

<%,C£[—z) —H (X,Y)= ( 12:;% _01 ) (i)— ( aOL ) (X,Y)ex .

Consideramos a mudanca de varidveis
($7 Y, t) — (ZL‘W+, Y, tw+) :

aplicada em X7 no sistema (2.5). Denotamos X = zw™, Y =y e ¢ = tw™'. Entdo,

dX dX dt T+
i e r—1y+ o + YR +

Ay _dvdt _ 1dy _(@)P+ (P e :
— == o= e X——=(0 X — an.
ds dt d¢ wt dt (wr)? ot (1+9%) agR

Logo, obtemos o sistema

v -1\ ([ X b
(d—X,d—Y> —Hrx,y)= " - L (X,Y) e xt.
ds ' ds 1+~ 0 Y ar
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Portanto, a mudanca de varidveis (3.1) transforma o sistema (2.5) em um sistema da forma

(
2 -1 —b
Ht(x) = R X — ,sex e Xt
1+’7]23 0 apr

2 —1 0
H (x) = i X — , Se X € X~
L 1+’Y% 0 ar,

Observacao 3.0.2. A mudanga de varidveis (3.1) preserva orientagdo, porém nao preserva o

tempo.

Observacao 3.0.3. Consideramos o sistema (3.2) e assumimos b > 0. Claramente a regiao de

deslize ¥, associada ao sistema (3.2) é dada por
Ya={(0,y) € &; 0 <y <b}.

Para b > 0, o campo de Filippov H do sistema (3.2) é dado por

ar — aRr

Heo = (0.5 ) x= ) €5y

e o sistema que determina o comportamento dos fluxos gerados pelos campos H ¢ H~ sobre
Y4 € o sistema

X' =H(x), x=(z,y) € Xy.

Além disso, notamos que o conjunto
int¥X; ={(0,y) € X; 0 <y <b}

é uma regiao repulsora, com

ar — agR

: y —ar >0, para todo 0 < y < b.
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Denotamos
ar, aRr
1+77 "1+

xrr
Observamos que os sistemas (2.5) e (3.2) possuem a mesma forma e estrutura e, consequente-
mente, podemos usar os Teoremas 2.1.1 e 2.1.2 para estudarmos o sistema (3.2). Pelo item a)
do Teorema 2.1.1 segue que a origem é um ponto de tangéncia visivel do campo H~ se x < 0
e um ponto de tangéncia invisivel do campo H~ se z; > 0. Analogamente, pelo item b) do
Teorema 2.1.1 segue que (0,b) é um ponto de tangéncia visivel do campo H™ se 2z > 0 e um

ponto de tangéncia invisivel do campo H" se xz < 0. Pelo subitem d2 do item d) do Teorema

2.1.1 segue que, para b > 0 e zprg < 0, o sistema (3.2) tem um tnico pseudo-equilibrio e ele é

N CLLb
(07 yp) - <07 ap — aR) .

Supondo zpzr # 0 e b = 0 segue, do item c¢) do Teorema 2.1.1, que a origem é um ponto de

dado por

tangeéncia dupla. Do subitem d3 do item d) do Teorema 2.1.1 segue que se x;, < 0, xgp < 0 e

b > 0, entao nao existem pseudo-equilibrios no interior de ;.

Observagao 3.0.4. A Tabela 3.1 apresenta algumas simetrias para a forma normal (3.2).

I1; I, I

r—x r— —x r— —x
y— -y |y—y+b|y— —y—>
t— —1 t— —1 t— 1t

Yo — =7 |7 — —YrR | YL — R
YR—— "TR|VTR —— 7L | 7R —7L
T, — T, Ty, —» — TR | T, —> —TR
b— —0b b—b b— —0b
TR —> TR TR —> —I | TR — —X],

Tabela 3.1: Simetrias para a forma canodnica (3.2).

Consideramos a mudanca de varidveis (z,y,t) — (x, —y, —t). Denotamos
X:I, Y:—yeT:—t.

t
Como a7 = —1, temos

X _dxde Y _dvid
dr ~ dt dT ar ~ dtdr U
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Desta maneira, obtemos o sistema

(

—2 -1 X b
7’2 - ,se (X,Y) e+
Y’ -
-2 -1 X 0
i _ se (X,Y) ex-
\ 1 —|—")/% 0 Y ary,
Como
ap — ar, € agp — AR
segue

Ty, —> T € TRr — TR.

Tomamos a mudanga de varidveis (z,y,t) — (—z,y + b, —t). Denotamos
X=—x,Y=y+beT=—t.

Logo,
dX dXdt ., Ay _dydt
ar ~ dtar T Car T atar - Y-

Para x = (z,y) € ¥~ temos

X' =2yx—y=-2y(—2)—y—b+b=-29X-Y +b

V'=(14+7)X +ar.

Para x = (z,y) € ¥ temos

X' =2yrr —y+b=—-29(—2x) —y+b—b+b=-2X—-Y +2b

YV'=(14+7%)X +ag.

Notamos que a mudanca de variaveis considerada mantém invariante o conjunto X e leva os
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conjuntos X1 e ¥~ nos conjuntos X~ e XV, respectivamente. Desta forma, obtemos o sistema

p

-2 —1 X —b
i - L se (X,Y)ext
1% 1+ ’y% 0 Y —ay,
Y’ -
—2 -1 X 0 —2b
s _ - Cse (X,Y) e x-
\ 1+ ")/%% 0 Y —apR 0
Como
ar —r —QRr, Qgr —> —Qr € YL —> —7YR, YR — —VL

segue que

X, —» —TRE€ TR — —XL.

Consideramos a mudanca de varidveis (z,y,t) — (—x, —y — b, t). Denotamos

X=—x,Y=—y—beT=1t.

dt
Como T = 1 segue

aX _dXdt _, dY _dY dt
ar ~ dtdr U %ar T atdr - Y

Para x = (z,y) € £~ temos

X' =2y(—zx)+y=2vy(—2)+y—b+b=29X-Y —b

Y'=(1+~)X +ag.

Para x = (z,y) € X" temos

X' =-2vpr+y—b=2v(—2)+y—b+b—b=279pX-Y —2b

Y'=(1+9%)X +ag.

Observamos que a mudanca de variaveis considerada mantém invariante o conjunto ¥ e leva os
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conjuntos Xt e X7 nos conjuntos X~ e YT, respectivamente. Logo, obtemos o sistema

2 -1 X b
I - L se (X,Y) et
X 1+ ’y% 0 Y —ay,
Y’ -
2 -1 X 0 2b
H — — ,se (X,Y)e X~
\ 1+ ’}/12% 0 Y —aR 0
Como
ar — —agr, Ag — —ap €Yp —> YR, YR — VL
temos

X, —» —TRE€ TR — —XLL.

Diante da simetria [ [, podemos assumir, sem perda de generalidade, b > 0 para estudarmos

o sistema (3.2).

3.1 Analise da aplicagcao de Poincaré

No que segue, concentramos a nossa atengao em um sistema da forma (3.2), com b > 0, tal
que o ponto de equilibrio de um dos campos H™ ou H~ é um ponto de equilibrio real, e o ponto
de equilibrio do outro campo é um ponto de equilibrio virtual. Para encontrarmos condigoes
para a existéncia de ciclos limite de costura e trajetérias periddicas deslizantes, estudamos a
aplicacao de Poincaré. A aplicacao de Poincaré P, para este caso, é a composicao de outras
duas aplicacoes, uma relativa ao fluxo dado em ¥~ e outra relativa ao fluxo dado em X*. A
seguir, definimos a aplicacao de Poincaré P e a analisamos com a finalidade de estudarmos as
trajetorias periddicas deslizantes e as trajetdrias periddicas de costura do sistema (3.2), com
b>0.

Consideramos o sistema (3.2), com b > 0. Supomos zzzy > 0. Pelo item a) do Teorema
2.1.2, supor zrwy > 0 é equivalente a dizer que o ponto de equilibrio de um dos campos H™
ou H~ é um ponto de equilibrio real, e o ponto de equilibrio do outro campo é um ponto de
equilibrio virtual. Sem perda de generalidade, podemos assumir x; < 0 e g < 0 pois, caso
contrario, basta aplicarmos a simetria [[, dada na Tabela 3.1. Supondo z;, < 0 e zgp < 0

temos, pelo item a) do Teorema 2.1.2, que o ponto de equilibrio do campo H™ é um ponto de
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equilibrio virtual e o ponto de equilibrio do campo H~ é um ponto de equilibrio real. Além
disso, pelo item a) do Teorema 2.1.1 segue que a origem é um ponto de tangéncia visivel do
campo H~ e pelo item b) do Teorema 2.1.1 segue que (0,b) é um ponto de tangéncia invisivel

do campo H*. Notamos que o ponto de equilibrio do campo H* é dado por

er = (TR, 2vrTR + b)

e o ponto de equilibrio do campo H~ ¢ dado por

€r = ($L, 27L$L)-

No que segue, construimos a aplicacdo de Poincaré a esquerda Pp (aplicacao relativa ao
fluxo dado em ¥.7) e a aplicagao de Poincaré a direita Pg (aplicagao relativa ao fluxo dado em
Y1), com a finalidade de definirmos a aplicacao de Poincaré P relativa a um sistema da forma
(3.2), com b > 0.

Consideramos o sistema

x = ( S )x— ( -7 ) (3.3)
1++* 0 (1+~%)7

definido em todo o espago R? com parametros 7, o e T, e condicao inicial x(0) = (z(0),4(0)) =
(x0,%0). Observamos que o ponto de equilibrio do sistema (3.3) é dado por (Z,29Z + o).
Denotamos 5 = 27T + 0. Consideramos a translacao (z,y) — (x — T,y — 7) aplicada ao

sistema (3.3). Desta forma, deslocamos o ponto de equilibrio (Z,7) para a origem e analisamos

2y -1
/
(14—72 0 ) (3.4)

com condigao inicial y(0) = (z(0) — Z,y(0) — ¥) = (x9 — T, yo — ¥). Denotamos

2 -1
p= 7 .
1++% 0

Os autovalores de P sao A\ = v+ i e Ay = 7 —i. Associamos aos autovalores \; e Ay 08

o sistema
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autovetores
—1 ] 0 —1 ] 0
V] = —1 e Vy = +1 ,
(—7) (—1> (—7> <—1>

respectivamente. Tomamos a matriz
-1 0
N = ,
—y -1

cujas colunas sao formadas pela parte real e imaginaria dos autovetores. Consideramos a matriz

B N-1PN — -1 0 2v -1 -1 0 _ (7 —1 .
v -1 1+4* 0 -y —1 1 v

Desta forma,
cost —sent e’ 0 cost —sent
eBt — — e’y —
sent cost 0 €7 sent cost
cost + ysent —sent )

= e = NePINTt = ¢
(1+~?)sent cost—ysent

Logo, a solugao x(t) = (z(t),y(t)) de (3.3), com condicao inicial x(0) = (zo, yo), satisfaz
(x(t)—f) :ewt<cost+vsent —sent ) (a:o—f>' (3.5)
y(t)—7y (1+~%)sent cost—ysent Yo — T
Tomamos a fun¢ao auxiliar ¢, : R — R dada por
0, (t) =1—e"(cost — ysent).
Observamos que a funcao ¢, satisfaz as seguintes simetrias

0 (—t) =1 — e Dcos(—t) + ysen(—t)] = 1 — e (cost — ysent) = @, (t)

0 (t)=1—e"(cost+ysent) =1 — e "[cos(—t) — ysen(—t)] = ¢, (—t),
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para todo 7,t € R. Temos, para todo v,t € R,

¢ (t) = —ye"(cost —ysent) — e (—sent — ycost) = e’ (1 +~°)sent = 0 <=
< sent=0<«<=t=km, keZ.
Dado v > 0 temos
o o (2m)=1—e27" > 0;

° oy(—m) =1+ > @ (=2m) > 0;

o o (m)=1+e7T > p,(—m) > 0;
o 0. (2m)=1—-e" <0;

Logo, a fungao ¢, assume, no intervalo [—2, 27|, seu maximo em ¢ = m. Denotamos por to
valor no intervalo (7, 27) tal que ¢, se anula. O esboco do grafico da fun¢ao ¢.,, para um valor

v > 0, é dado na Figura 3.1.

Figura 3.1: Esboc¢o do grafico da funcao ¢., para um valor v > 0.

Consideramos o sistema (3.3) com 0 = 0, T = x;, < 0 e v = 7y, isto é, consideramos o

sistema x = H~(x) onde o campo H~ é dado em (3.2). Logo, sobre a reta x = 0, temos

(xl7y/> = (_y7 _aL> = H7(07 y)

Paray > 0segue 2’ < 0ey >0, eparay <0 temos '’ > 0ey’ > 0. Desta forma, o sentido do
campo H~ sobre a reta x = 0 assegura que a trajetéria de (3.3), que no tempo ¢t = 0 passa por
um ponto (0,yp), com yo > 0, segue por £~ e pode ou nao encontrar > em um ponto (0,y,),

com y; < 0, depois de um menor tempo t;, > 0. Veja a Figura 3.2.
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AY AY

Sy

(1) (2)

Figura 3.2: (1) Uma trajetéria local de (3.3), com 0 =0, T = 27, < 0 e ¥ = 1, por um ponto
(0,90), com yo > 0, que segue por X~ e encontra ¥ em um ponto (0,;), com y; < 0; (2) Uma
trajetoria local de (3.3), com 0 = 0,7 =z, < 0 ey = ., por um ponto (0,y), com yy > 0,
que segue por X~ e nao encontra X novamente.

Denotamos por ), o conjunto dos valores yg € R, tais que a trajetéria de (3.3) que no tempo
t = 0 passa por (0,y) segue por ¥~ e encontra ¥ em um ponto (0,y), com y; < 0, depois de
um menor tempo t;, > 0. Definimos a aplicacao de Poincaré a esquerda por P, : Vo — R_,
Pr(yo) = y1. Para determinarmos P, consideramos 0 =0, T =z, < 0 ey =, em (3.5).

Supomos v, = 0. Seja x(t) = (z(t),y(t)) a solucdo de (3.3) com condigao inicial x(0) =
(0, 0). Logo,

x(t) = (z(t),y(t)) = (rp — xpcost — ypsent, —xy sent + yo cost),
com x(0) = x(27). Notamos que
() = wo]® +y(t)* = 2] + u5,

isto é, x(t) pertence & circunferéncia de centro (zy,0) e raio \/x2 + y3. Desta forma, se yo > 0,

existe um menor tempo t;, > 0 tal que z(t;) =0 e y(t1) < 0 e, consequentemente,
[w(te) —ar)® +y(tr)’ = o1 +y(te)* = 2% + y5.
Como y(tr) < 0, temos y(t;) = —yo. Portanto, P, : R, — R_ e, para todo yg € Ry,

Pr(yo) = —%o-
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A seguir, exibimos uma representacao paramétrica para a aplicacao de Poincaré a esquerda
Py, para v, # 0. Supomos 7z, # 0. Denotamos por ¢, o valor pertencente ao intervalo (m,2m)
tal que <,0|7L|(tAL) = 0. Primeiramente, assumimos vz, > 0. Seja x(t) = (z(t),y(t)) a solugao de
(3.3) com condigao inicial x(0) = (0, yo), onde yo € Vy. Observamos que

r(2m) = (1 — %) > 0.
Logo, 0 < t;, < 2w. Temos, pela equagao (3.5),
w(ty) —wp = —xp = —e"™'(costy, + v senty )y — e (yo — ) senty,. (3.6)
Se t; = m, entdo segue da equagao (3.6)
rr(14€*™) =0
o que ¢ um absurdo pois x; < 0 e 1+ e’~™ > 0. Logo,
0u0<tL<7T0u7r<tL§tALou%\L<tL<27r,

e das equagoes (3.5) e (3.6) temos, omitindo alguns célculos,

—xp = —e' (costy, +ypsenty)xry — e (yy — ) sent, =

= ¢ (yo — Y)senty = —e" " (costy, + Y senty)ry + 1y =

(costr +ypsenty)ry Ty

> yo = —
senty, eYLtL senty,

+7 =

costy + g sentL)

== Yo =xr | 271 +
Yo L( R et senty, sentr,

2ypelttt senty + 1 — e (costy, + v sen tL))

= yo e :[jLeifthL
senty,

e Lt Py (tL)

== Yo =T,
senty,
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Pr(yo) =7 = y(ty) =y = =T (1 + v3)senty, + "' (costy, — vy sentr)(yo — J) =

ar, et P—yL (tL) o €7LtL(p_7L (tL)

— x
14+~2 sentj L sentj

— Pr(yo) =

SeO<tL<7routAL<tL<27r, entao

e VLl t
Yo = -CL"L—('O%< ) <0,
senty,

o que é um absurdo pois yo > 0. Desta forma, t; € (W,tAL]. Observamos que

sent

—vrt
{or =2 e (] = o) = 0

Assumimos v, < 0. Denotamos

A

Seja x(t) = (z(t),y(t)) a solugao de (3.3) com condi¢ao inicial x(0) = (0,%). Notamos que

—yLt t
{xLe SDVL( )

cte(mitly =7, c V.
2l te (rul} =9 +0) < 0

Como
2(tL) =0ey(ty) =0

segue que toda solucdo de (3.3) que em ¢t = 0 passa por (0,%p), com 0 < yg < ¥, nao pode

cruzar ¥ depois de um tempo positivo. Logo, § = Vo\[y, +o0) C [0,7). Desta forma,

-yt t R
Yo = [y, +o0) = {xL—e P ); te (W,tL]}
sent

e, consequentemente, t; € (ﬂ,tAL].

Diante da construgao exposta anteriormente segue, para 7y, # 0,

{SL’LN—W; te (W,?L]} = W,

sent
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com ty, € (m,21) e @, (tr) = 0.

Consideramos as funcdes 1o : (7,11] — Yo e 1 : (m, 1] — R_ dadas por

e_’YLtSD’YL <t>
sent

ey, (1)

t) =
yo() L sent

e yi1(t) = Pr(wol(t)) = —zr

Portanto, para v, # 0, temos uma representacao paramétrica para a aplicacao de Poincaré a

esquerda P, que é dada por

e_,YLtSO’YL (t> e’YLtSO*’YL (t)

t) =, ——m7"—— t)=P, t)) = — 3.7
wott) = 1D ) < Py (0) = T 37)
com t € (m,tz], onde t; € (,27) e ¢}, (tr) = 0.
De (3.7) temos, para t € (m,11),
dyy () = d(Pr, o yo) (t) = ar, cossec?(t) (—yrettsent + et cost — 1)
"’ dt B 1477
¢
dyo (t) = are 1t cossec?(t) (—eEt + g sent + cost)
dt 1+9% '
Logo, dado yy € ) associado a um t;, > 0 tal que t;, € (W,tAL), temos
— ¢y, (1) Py, (tL) Yo oyt
Pp(yo) = ———= 5 = -~ = e <0 (3.8)
- —p(tL) 9 (tr)  Pu(yo)
¢
PY(y0) = 2a2 senh(yptr) — yrsenty it _
L+97 [P (yo)]?
h(yptr) — t
=227 (1 + V%)sen (y1t1) = yr sen L edrte, (3.9)

PE’(yo)

Analogamente, consideramos o sistema (3.3) com 0 =b >0, T =z < 0 e v = g, isto é,
consideramos o sistema x’ = H'(x) onde o campo H" é dado em (3.2). Sobre a reta x = 0

temos
(Q?I, y/) = (_y + b? _CLR> = H+<07 y)

Paray < bsegue 2’ >0ey >0, eparay >btemos 2’ <0ey > 0. Logo, o sentido do campo

H* sobre a reta x = 0 garante que a trajetéria de (3.3), que no tempo ¢t = 0 passa por um

63



ponto (0, zp), com zy < b, segue por X" e encontra X em um ponto (0, z1), com z; > b, depois

de um menor tempo tg > 0. Veja a Figura 3.3.

AY

=y

(O- -"50)

Figura 3.3: Uma trajetéria local de (3.3), com 0 =b > 0,7 =z < 0 e v = g, por um ponto
(0, z9), com 2y < b, que segue por T e encontra 2 em um ponto (0, 21), com y; > b.

Denotamos por Z; o conjunto dos valores zy < b tais que a trajetéria de (3.3) que no tempo
t = 0 passa por (0, 2) segue por X1 e encontra ¥ em um ponto (0, z1), com 2; > b, depois de
um menor tempo tg > 0. Definimos a aplicacao de Poincaré a direita por Pg : Zo U {b} —
{z1 € R; 21 > b}, Pr(20) = 21 e Pr(b) = b. Para determinarmos Pr consideramos ¢ = b > 0,
T=xzr<0evy=rgem (3.5).

Supomos vg = 0. Seja x(t) = (z(t),y(t)) a solugdo de (3.3) com condicao inicial x(0) =

(0, z0). Desta forma,
x(t) = (z(t),y(t)) = (xtr — xrcost — (zo — b) sent,b — xgsent + (29 — b) cost),
com x(0) = x(2m). Observamos que

[2(t) — zr]* + [y(t) — 0" = (20 — b)* + 2%,

isto é, x(t) pertence & circunferéncia de centro (g, b) e raio \/(z — b)? + 2%. Logo, se zy < b,

existe um menor tempo tr > 0 tal que z(tg) = 0 e y(tr) = z1 > b e, consequentemente,
[#(tr) — xr]” + [y(tr) — 0] = 2% + [y(tr) — B> = (20 — 0)* + 7}
Como zp — b < 0ey(tg) —b >0, segue y(tg) = z1 = —zp + 2b. Portanto,

Pr:{20€R; 20 <b} — {21 €R; 2y > b}
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e, para todo zg € {zy € R; 2y < b},
pR(ZO) = —Zy+ 2b.

A seguir, exibimos uma representacao paramétrica para a aplicacao de Poincaré a direita
Pg, para vg # 0. Supomos v # 0. Seja x(t) = (x(t),y(t)) a solugao de (3.3) com condi¢ao

inicial x(0) = (0, zp), onde 2y € Zy. Pela equagao (3.5) temos
z(m) = xr(l+€"7") < 0.
Logo, 0 < tp < m e da equagao (3.5) segue
x(tg) — xp = —xp = —€"*'R(costr + Yrsenty)rr — €R (29 — ) sentp. (3.10)
Das equagoes (3.5) e (3.10) segue, omitindo alguns célculos,

—xp = —€'"'"(costp + yrsenty)rr — "R (2y — Y) sentp =

= "Ry senty = 1 — BBy pcosty + R By pypsenty + R bsenty =

e VRtR t
:>20sz ¢7R(R)+b
sentp

G’YRtRQO—WR (tR)

P =b—
R(ZO) TR sentg

Diante da construgao anterior temos, para vg # 0,

e ona(t) |, _ _
{%Rv—f—b, t e (O,W) = (—OO,b) —Zo,

Consideramos as fungodes zp : (0,7) — (—o00,b) e 21 : (0,7) — {21 € R; 2z > b} dadas por

e VRt t
(1) = ste%tR() tbez(t) = Pr(z(t) =b—zr

oy (t)
sent

Portanto, para v # 0, temos uma representagao paramétrica para a aplicacao de Poincaré a
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direita Pgr, que é dada por

B_WRtSO’YR (t) e’YRtSO*’YR (t)

t) = b t)=P t)) =b— 3.11
2(t) = ap—— " +b, z(t) = Prlx(t)) TR (3.11)
com Pr(b)=0bet € (0,m).
De (3.11) temos, para t € (0, ),
dz= () = d(Pg o 2) () = ap cossec?(t) (—ygre ™ sent + 7% cost — 1)
"’ dt B 1+4%
e
dzg (1) = are R cossec?(t) (—e"R' + ypsent + cost)
dt 7’ 1+19% '
Logo, dado zy = z(tg) € Zy, temos
z20—b ©1r(tR)
PL(2) = eDRtR — _ TRV 3.12
S TEY Psall) (342
‘ h
t — t
Ph(z0) = 21 4 5 IUIOR) ZO0SONTR (313)

[Pr(z0) = b°

Pela construcao das aplicagoes Pp, e Pr segue Im(P;) C Dom(Pg).
Definicao 3.1.1. Considere o sistema (3.2). Suponha x;, < 0, zg < 0 e b > 0. Definimos a
aplicacao de Poincaré P por

P = Pgo P, : Dom(Pr) — (b, +00).

Notamos que, perante toda a andlise anterior, podemos usar as aplicacoes P, Pgr e P para
estudarmos as trajetorias locais do sistema (3.2) com b > 0, z;, < 0 e zg < 0.

Os teoremas a seguir nos dao informacgoes sobre o comportamento das aplicagoes Py, Pr e
P.

Teorema 3.1.1. Considere o sistema (3.2). Suponha x;, < 0. Logo,

a) se vy, =0, entao para todo yo > 0, Pr(yo) = —yo. Se v, # 0, entao Py, estd definida em
(3.7) para todo t € (m,1;), onde t;, € (r,27) e gpml(tAL) = 0;
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b) se v, <0, entdo Py : [y, +o0) — (—00,0], P, é sobrejetora,

Pr() =0 e lim P;(yo) = —o0,

yo—y+

onde §J = yo(fL) >0elp € (m,27m) com @}y, |(tL) = -y, (tr) = 0;

c) sevyr >0, entdao Pp, : [0,400) — (—00,1n], P € sobrejetora,

y0~>0+
onde G = (1) <0 e T € (7,27) com i, (F1) = 3, (Fr) = 0;

d) se v #0, entdo P;(yo) <0 e sign P} (yo) = —sign~y. para todo yy € int Dom(Pr) com

lim P (yo) = —e™".
Yo—+00

Além disso,

Ap: Ap(y) = ="y +2(1+ e Mxpy, y € R

¢ uma assintota obliqua para Py com sign|Ap(yo) — Pr(yo)] = signvyp para todo yy €

Dom(Prp).

A

7

Figura 3.4: Esboco do gréfico da aplicagao Pp para diferentes valores do parametro 7.

Demonstracao
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a) Segue diretamente da anélise feita no inicio desta segao.
b) Supomos vz, < 0. Seja t;, € (m,27) tal que ¢, (tr) = ¢, (tz) = 0. Observamos que

-~

P (?L) = SO_'YL(_tL) > 0.

De (3.7) temos

R -t N
7= (i) = 2P ) o6 p) = 0.
senty,

Da andlise feita no comego desta segao segue que Yy = [y, +00), para vy, < 0. Sabemos,

de (3.7), que todo yy € [y, +00) é da forma

e Prye (tL)

Yo =L
senty,

para algum t; € (W,?L] e entao,

y0—>+OO<:>tL—)7T+

Yo — JH =t — 1.

Logo, por (3.7),

eVLlL t
lim Pr(y) = lim —xLM = -0
Yo—>—+00 tp—mt senty,

Desta forma, Py, : [y, +o0) — (—00,0] e Pp, é sobrejetora, com Pr(y) = 0. Pela equagao
(3.8) temos

lim_Py(yo) = tim —-2)

Yo—y tr—t;,  Povp (tL)
pois

lim @, () =07 e lim ¢, (tr) = ¢, (f2) > 0,

tL_)tL tL—)tL

Portanto, Py, : [y, +00) — (—00,0] e Pp, é sobrejetora, com

Pi(y) =0e lim Pj(y) = —o0

yo—y+

-~

onde § = yo(ty) > 0 e t;, € (m,2m) é tal que g0|7L|(?L) =p_,, (tr) =0.
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¢) Supomos vz > 0. Seja t; € (m,27) tal que @y, |(t) = ¢,, (tz) = 0. Notamos que

~

P—g, <?L> = SD’YL(_tL) > 0.

De (3.7) segue

N vty (4
Yo(tr) = xL—e SOZL( z) =0
senty,

e’YLtAL Y-y (%\L)

= < 0.
senty,

U= yl(%\L> = Pr(0) = —xp

Da anélise feita no inicio desta segao temos )Yy = [0,400), para v, > 0. Sabemos, de

(3.7), que todo yo € [0, +00) tem a forma

e Pye (tL)

Yo =L
senty,

para algum t; € (W,?L] e entao,

y0—>+OO<:>tL—)7T+

Yo — 0 =t — 1.

Desta maneira, por (3.7),

eVLlL t
lim Pp(yo) = lim —xLM = —00.
Yo—>—+00 tp—mt senty,

Logo, Py, : [0,400) — (—00,y1] e Pr é sobrejetora, com Pp(0) = y;. De (3.8) obtemos

!
lim Pl(yo) = lim —-2uE) g

yo—07F tL—)?Z QO—')/L (tL)
pois
hHl_ e (tL) = P (?L) =0e¢ hntl_ P—r, (tL) =P <?L> > 0.

tr—tr tp—t;

Portanto, Pp : [0,4+00) — (—00, 1] e Py é sobrejetora, com

PL(O) = @\1 e lim Pi(y(ﬁ = —0Q

yo—07t
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d)

onde 7y = 41 (1) < 0 e 1y € (m,2m) é tal que cpm|(1/t\L) = ., (t1) = 0.

Supomos 7., # 0. De (3.8) segue, para todo yo € int Dom(PyL), Pj(yo) < 0. Sabemos, de
(3.7), que todo yo € int Dom(Py) é da forma

ey, (tr)

Yo =L
senty,

para algum t;, € (w,tAL] e entao,
Yo — +o0o &= t; —> 7.
Logo, de (3.8), segue
1 — et (costy — ypsenty) 14 enm

lim Pj = lim — = -
yo—+00 L(yo) tp—ort 1 — e Lt (cos ty, -+ L sen tL) 1+ ezm

= —et7,

Dado yy € int Dom(Py), pela equagao (3.9) temos

sign P/ (yo) = — sign[senh(tryy) — vz senty]

para algum ¢, € (,1). Consideramos a funcio g : R — R dada por

g(t) = senh(tvyr) — yp sent.

Primeiramente, assumimos 77, > 0. Notamos que g(m) > 0. Para todo t € (7, 27), segue
g'(t) = v cosh(tyr) — v cost = yp[cosh(tvyg) — cost] > 0
pois
cosh(tyy) — cost > cosh(ty,) —1 > 0, para todo t € (7, 2m).

Logo, g é crescente em (7,27) e como g(m) > 0, segue g(t) > 0 para todo t € (m,t).
Desta maneira,

sign[senh(tzyy) — L senty] = signyy

e entao,

sign Py (yo) = — sign L.
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Supomos 7, < 0. Logo, g(7) < 0 e para todo t € (,27) segue ¢'(t) < 0, pois
cosh(tyr) — cost > cosh(ty,) — 1 > 0, para todo t € (7, 27).

Desta forma, g é decrescente em (m,27) e como g(m) < 0, segue g(t) < 0 para todo
t € (m ). Logo,

sign[senh(tzyy) — o senty] = sign~yy

e, consequentemente, sign P/ (yg) = — signyy.

Mostramos, a seguir, que o grafico de P, possui uma assintota obliqua. Denotamos

. PL(yO) . _eQ’YLtL B _62’YL7T<1 _'_ 6_’YL71—)
a= lim lim ———¢_,, (t1) = T o

= e —e’yLTr
Yo—rtoo Yo t—>mt a, (tr)

eVLlL p (¢ e"/L(ﬂ'_tL) t
c= lim PL(QO) + e'ymryo = lim —Z’LM + L (p’YL( L) _
Yo—r+4-00 tp -t sentr, sentry,

B . 6’YL(7T7tL)90’YL (tL) — e'YLtL SD—WL (tL) L’H(Epital
= lim =« =
tr,—t senty,

= —rL {(_'YL)[l + T + [y e T — e — e Tl 4+ e‘””]} =

=2zpyL(1+ eF7).

Como a e ¢ sao finitos, segue que a aplicacao P possui uma assintota obliqua Ay cuja

equacao ¢ dada por

Ap(y) =ay+c=—e""y 4+ 2xy,(1 + 7)), y € R.

Supomos 7, < 0. Pelo item b) temos Dom(Pp) = [y, +o0) e Pr(y) = 0. Além disso, a
aplicacao P, é decrescente e concava para cima no intervalo (7, +00) pois P (yo) < 0 e
sign P/ (yo) = —sign~. > 0 para todo 4 € (¥, +00). Como a reta determinada por Ay, é
uma assintota obliqua para P, e AL(y) < 0, segue que P, tende a Ay de tal forma que,

para todo yo € [y, +0), Pr(y0) — Ar(yo) > 0. Desta forma, para todo yo € [y, +0),

sign[AL(yo) — Pr(yo)] = sign .
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Supomos 7z, > 0. Pelo item ¢) temos Dom(Py) = [0,4+00) e Pr(0) = y;. Observamos que
Py, e P] sao decrescentes pois P (yo) < 0 esign P} (yo) = —signvy. < 0 para todo (0, +00),
respectivamente. Como a reta determinada por A;, é uma assintota obliqua para Py, segue
que P, tende a Ay, de tal forma que, para todo yo € [0, +00), Pr(yo) — Ar(yo) < 0. Logo,
para todo yo € [0, 4+00),

sign[Ar(yo) — Pr(yo)] = signyyg.

Portanto, para todo yo € int Dom(Py), segue P (yo) < 0,

lim P (yo) = —e™7, sign P/ (yo) = —signyg,

Yo—>+00

e
Ap: Aply) = =y +2(1 4+ e )apyr, y €R

é uma assintota obliqua para P, com sign[Ay(yo) — Pr(yo)] = sign~y; para todo yo €

Dom(FPy).

Teorema 3.1.2. Considere o sistema (3.2). Suponha xr < 0. Logo,
a) se yg =0, entdo para todo zyg < b, Pr(z) = —2¢ + 2b;

b) se vg # 0, entdo Pg estd definida em (3.11) para todo t € (0,7), com Pr(b) = b,
lim Pp(z0) =—1e lim Pp(z) = —€""".
zo—b~ 20— —00

Além disso, para todo zy € (—o0,b), Phr(20) <0 e sign Pp(z) = signyg.

c) a aplicagdo Pgl tem uma assintota obliqua Ar-1 dada por
Ap-1: Ap-1(2) = —e "2 4+ (1 + e 77)(b+ 2zrVR), 2 € R
Além disso, para todo z € [b, +00)

sign[Pr'(21) — Ag-1(21)] = signya.
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Y

Figura 3.5: Esbogo do grafico da aplicacao Pgr para b = 0 e diferentes valores do parametro vg.
Demonstracao

a) Segue diretamente da analise feita no inicio desta secdo.

b) Supomos vg # 0. Da anélise desenvolvida no comego desta segdo, obtemos que Pg estd
definida em (3.11) para todo ¢t € (0,7), com Pr(b) = b. De (3.5) segue, para ¢ = b,
T = XL, Y ="7R € X(O) = (0720)7

z(t) = """ {—zrcost + [xryr — (20 — b)] sent} + zp

y(t) = e’"" [(cost — ygpsent) (—2xpYr — b+ 29) — agsent] + 2zpYr + b.

Desta forma, calculando a série de poténcias de z(t) e y(t) em torno de ¢t = 0, obtemos

—9 ) 9 1—3+2) (20 — b
(1) = (e — e 4 DI T Bt (LSRN0 = D)
n ar(37h — 1)+47R(20_b)(1_’712%)t4+'” ‘
24
e
—b —2 —b
y(t) =b+ (20 — b) —art + (1 +7) —(202 )t2+aR 7g(20 )t3+...

Para cada zy < b temos associado um tempo tg = tg(z9) > 0. Supomos

tR = tR(Zo) = kl(Zo — b) + k‘z(ZO — b)2 + kg(Zo — b)3 + ]{4(20 — b)4 + ... s
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com ki, ka, ... valores a determinar. Substituimos ¢z em z(t) e obtemos

apk? 1
z(lp) = ( R2 L — lﬁ) (20 — b)* + (aRklkz + gaRki’VR — ko — k‘f%%) (20 —0)*+... .

Como estamos a procura de tg = tr(zp) de tal forma que z(tg) = 0, anulamos o termo

que acompanha (29 — b)? e entao,

2
k1:00uk1:—.

2
Escolhemos k; = —. Logo,
aR

4 22 2 k2
x(tR)z(kQ—ﬁ> (Zo—b)3+(— Tk | + 27 2+k3> (20— D)+ ... .

3 3
ap 3agp 2

Anulamos o termo que acompanha (29 — b)? e obtemos

4
hy = 8

3ag

Prosseguimos com este raciocinio e obtemos ki, ko, ... tais que
2 Vg 2 257 = 3) 5 8(17v — 27yR) 4
th=—(20—b)+ —5(20— b —b —b e
B an (20 =)+ 3a§%(z0 )+ 9a% ( ) 135a%, (z =0+

e

Substituimos ¢tz na série de poténcias de y(t), em torno de t = 0, e obtemos

1677 (20— — A(799% — 9vr)
135a%

Pr(z) = y(tr) = —(zo—b)—g—(zo—b)z— (z0—b)*+... .

Desta forma,
lim Pp(z) = —1.
zo—)b7
De (3.12) segue, para todo zy € (—00,b), Pr(z) < 0. Sabemos, de (3.11), que todo

29 € (—00,b) é da forma
—YRlR t
Z():L'ERG SO’YR( R)+b
sentp
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para algum tg € (0, 7) e entao,
20— —00 <& tp —> T .

Logo, de (3.11), segue

t 1 YRT
fim P(a) = lim £l __1+e

— = — ¢ RT
20—>—00 tromT Pyp (tR) 1+ e rRT

Dado zy € (b, +00) temos, pela equagao (3.13),
sign Pp(29) = sign[senh(tryr) — Yr sentg|
para algum tg € (0, 7). Denotamos por h a fungao h : R — R dada por
h(t) = senh(tygr) — yrsent.

Observamos que h € C'°. Temos, para todo t € R,

h'(t) = g cosh(tygr) — g cost;
h'(t) = v&senh(tyg) + Yr sent;
R (t) = 3 cosh(tyr) + yr cost.

Desta forma, h(0) = h'(0) = h"(0) = 0. Supomos g > 0. Para todo t € (0, 7] temos
h"(t) > 0. Entao, a funcdo h” é crescente no intervalo (0,5]. Como A"(0) = 0 segue,
para todo ¢ € (0, 3], h”(t) > 0. Logo, a fungdo h' é crescente no intervalo (0, 7] e como
h'(0) = 0 temos A/(t) > 0 para todo ¢ € (0,%]. Como h(0) = 0 temos h(t) > 0 para
todo ¢ € (0, 7, pois a funcdo h é crescente no intervalo (0, 7]. Notamos que a funcao h é
crescente no intervalo (3, 7). Desta forma, a fungao h é crescente em (0, 7) e entdo, para

todo ¢t € (0,7), h(t) > 0. Como tg € (0,7) temos
sign Pp(z9) = sign[senh(tgryr) — yrsentr| = sign h(tg) > 0.

Desta forma,

sign Pp(z9) = sign yg.
Analogamente, supomos vg < 0. Para todo ¢ € (0, ] temos h"(t) < 0. Logo, a funcao h”
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¢ decrescente no intervalo (0,5]. Como h"(0) = 0 segue, para todo t € (0, 5], h"(t) < 0.

Desta maneira, a fun¢ado h’ é decrescente no intervalo (0

'3
h'(t) < 0 para todo ¢t € (0,%]. Como h(0) = 0 temos h(t) < 0 para todo t € (0, 3], pois

] e como K'(0) = 0 segue

™

a funcao h ¢é decrescente no intervalo (0, 5]. Observamos que a funcao h ¢é decrescente

no intervalo (3, 7). Logo, a fungao h é decrescente em (0,7) e entdo, h(t) < 0 para todo

t € (0,7). Como tg € (0,7) segue
sign P (z0) = sign[senh(tgyr) — Yrsentr| = sign h(tg) < 0.
Logo,
sign Pp(z9) = sign yg.

Portanto, Pr estd definida em (3.11) para todo ¢t € (0, 7), com Pg(b) = b,

lim Pp(z0) =—1e lim Pp(z) = —e"®".
zo—b~ 20—>—00

Além disso, para todo zg € (—00,b), Pp(z9) < 0 e sign Pp(29) = sign vx.

Sabemos, de (3.11), que todo zy € (—o0,b) é da forma

—YRiR t
ZOZI‘R—e SO’YR( R>+b
sentg

para algum tg € (0, 7) e, consequentemente,

efthRQO—WR (tR)

—p —b—
1 R(ZO) TR sentp

Entao,

20— —00 &= lp — T <= z; — +o00.

A seguir, mostramos que Pp ! tem uma assintota obliqua. Denotando zy = P '(21), temos

21 —+00 z1 20— —00 PR<ZO) trR—T™ b(l —+ ’VR) sen tR _ aRe’YRtRQO—vR(tR)
— —e'YRWe_Q’YRW — _6—’7R7r
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— 3 -1 _ __,TYRTY) : —YRT —
c= zll—l>r—ri-1<>o Py (%) — z1(—e 7E7) ZOI_I}IEIOO 2o + e BT Pp(zp)

— lim |p+ xRef'YRtR(p,YR (tR) 4 be T — gy BWR(tRfﬂ)QO_q/R(tR) _
tp—m— sentp sentp

b1 e g lim | P (tr) = R o (tr)] Lospita
tr—=m™ sentpg

o) 4 gy ) [ (R — g ) = () _
COoS

= b(1 4 e """) + 2xpygpe BT 4 22rvR = (b+ 22rYR)(1 + ¢ 7ET).

Como a e ¢ sao finitos, segue que a aplicacao P ! possui uma assintota obliqua Az-1 cuja

equacao é dada por

Ap-1(2) = —e "2+ (1 + e ") (b+ 22pVR), 2 € R.

Sabemos que Pr(b) = b e, para todo zy € (—o0,b), sign Pp(29) = signyg. Além disso, pelo
item b) segue, para todo zy € (—00,b), Pp(z0) < 0. Supomos yg < 0. Logo, Pp(z) <0
para todo zy € (—00,b). Observamos que

AR—l (b) =b+ QZ‘R"}/R(l + e”R”) > b.

Como Ag-1 é uma assintota obliqua para Pg', segue que Pr' tende & Ag-1 de tal forma

que, para todo z; € (—o0,b),
Pyl (z1) — Ap-1(21) < 0.
Logo, para todo z; € (—o0,b],
sign[Py' (21) — Ag-1(21)] = signg.

Supomos vg > 0. Logo, Pp(z9) > 0 para todo 2y € (—00,b). Como Agr-1 é uma assintota

obliqua para Pjgl e Ar-1(b) < b, segue que Pﬁl tende a Agr-1 de tal forma que, para todo
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z1 € (—OO,b],
Pgl(Zl) — AR—I(Zl) > 0.

Logo, para todo z; € (—o0,b], sign[Py"'(21) — Agp-1(21)] = sign z.

Portanto,
Ap-1: Ap-1(2) = —e "2+ (1+e ") (b+22p7r), 2 €R
¢ uma assintota obliqua para P ! tal que, para todo z; € (—o0,b],

sign[Pr ' (21) — Ag-1(21)] = signyz.

Teorema 3.1.3. Considere o sistema (3.2). Suponha v, <0 e xg < 0. Entao,

a) a aplicagao de Poincaré P estd bem definida para todo yo > yp > 0, com yp =y quando

vL <0 eyp =0 quando v, > 0;

b) se yg =0 ey # 0, entdo a aplicagcdo de Poincaré P € dada, para todo yo € Dom(P) =
Dom(Py), por P(yo) = —Pr(yo) +2b. Se vy = v = 0, entdo a aplicagao de Poincaré P
¢ dada, para todo yo € Dom(P) = [0,400), por P(yo) = yo + 2b;

c) seyp =0 eqr #0, entao a aplicagao de Poincaré P € dada, para todo yy € Dom(P) =
[0, 4+00), por P(yo) = Pr(—%0). Além disso, para todo yo € int Dom(P),

sign P"(yo) = sign vg;

d) para todo yo > yp, onde yp € definido no item a), vale

Pr(yo) — b
P __ Y% L 2ORtRTYLLL) 5 ()
(%) Pr(yo) P(yo) — b

com

400, se vy, <0
; / —_ S(r+y)m ; / _ _ _
yol_lgloop (yo) =€ e yoh—IE}tP (o) =4 1, seyp=9r=0 -

0, sevy, >0
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Demonstracao

a)

b)

Sabemos, da Defini¢ao 3.1.1, que a aplicacao de Poincaré P é dada por P = Pro Py :
Dom(Pr) — (b,+00). Supomos v, < 0. Pelo item b) do Teorema 3.1.1 segue que a
aplicacao de Poincaré a esquerda Pj, estd definida para todo yg > y. Supomos 77, > 0.
Pelos itens a) e ¢) do Teorema 3.1.1 segue que a aplicacao de Poincaré a esquerda Pp

estd definida para todo yo > 0.

Portanto, a aplicacao de Poincaré P estd bem definida para todo yy > yp > 0, com

yp =y quando vz < 0 e yp = 0 quando v, > 0.

Supomos yg = 0 e 7, # 0. Pelo item a) do Teorema 3.1.2 segue, para todo y, €
Dom(P) = Dom(Pp),

P(yo) = Pr(Pr(y0)) = —Pr(yo) + 2b.

Portanto, para todo yo € Dom(P), a aplicagdo de Poincaré P é dada por P(y,) =
—Pr(yo) +2b.

Supomos yg = 7y, = 0. Pelo item a) dos Teoremas 3.1.1 e 3.1.2 temos Dom(P) = [0, +00)
e, para todo yo € Dom(P),

P(yo) = —(—vo0) +2b = yo + 2b.

Portanto, para todo yo € Dom(P) = [0,+00), a aplicagdo de Poincaré P é dada por
P(yo) = yo + 2.

Supomos 7y, = 0 e yg # 0. Pelo item a) do Teorema 3.1.1 temos Dom(P) = [0, +00) e,
para todo yg € Dom(P), P(yo) = Pr(—yo). Além disso, para todo yy € int Dom(P),

P"(yo) = Pr(—yo)-
Logo, pelo item b) do Teorema 3.1.2, temos
sign P (yo) = sign Pg(—yo) = signvr.

Portanto, para todo yo € Dom(P) = [0,+00), a aplicagdo de Poincaré P é dada por
P(yo) = Pr(—10) e, para todo y € int Dom(P),

sign P (yo) = sign yx.
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d) Para todo yo > yp, temos P'(yo) = Pr(Pr(yo)) P (yo). Por (3.8), (3.12) e pela Regra da

Cadeia segue, para todo yy > yp,

Pl( 0) _ PL(yO) — b eZ’YRtR Yo eQ’thL _ Yo PL(yO) B beZ(’thR+’thL)

= PR(PL(Z/O)) —b PL(@/Q) o PL(?/Q) P(yo) _b > 0.

Sabemos, de (3.7), que dado yo € int Dom(Pp) temos

e VLl t eVLlL p t
Yo = 1 SOVL( L) ey = PL<yO) S ¥ 'YL( L)
senty, senty,

para algum t; € (W,tAL] e, consequentemente,
Yo — +00 <=t — 7 <= Pr(yo) — —o.
Pelo item d) do Teorema 3.1.1 e pelo item b) do Teorema 3.1.2 concluimos

lim Plyo) = lim Ph(Pr(yo))Ph(yo) ° =% lim Ph(z) lim Pl(ye) = exm)7,

Yyo—r+00 Yo—r+00 20——00 Yo—r—+00
Se 1, < 0, ent@o pelo item b) do Teorema 3.1.1 temos

lim P (yo) = —o0.

yo—y+

Pelo item b) dos Teoremas 3.1.1 e 3.1.2 segue

lim_ Ph(Py(u0)) = Ph(0) < 0.

Yo—Y
Desta maneira,

lim P'(yo) = +o0.

Yyo—y T

Se vz, > 0, ent@o pelo item ¢) do Teorema 3.1.1 temos Pr(0) =y; <0 e

lim Pj(yo) = 0.

y0~>0+

Pelo item b) do Teorema 3.1.2 temos Pp(y1) < 0 e entao,

yo—>0Jr
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Se v, = vr = 0, entao pelo item b) segue

lim P'(yo) = 1.

y0a0+

Portanto, para todo yo > yp, onde yp é definido no item a), segue

Yo Prly)—0 ,
P — (Yrtr+7LtL)
) = By yo) Plu) 0"

com
400, se vy, <0

hm P/(y()) — 6(7R+'7L)71’ e llm Pl(yo) — 1’ se ’yL _ ’}/R _ O )
Yo—r+00 Yo—yp

0, se yp >0

Observacao 3.1.1. Se

lim P'(yo) > 1 (respectivamente, lim P'(yo) < 1) ,

Yyo—+00 Yyo—+00

entdo existe um y (respectivamente, y;) suficientemente grande tal que
P(y) > y (respectivamente, P(y1) < 41).
De fato, supomos lim P'(yg) > 1 e denotamos
Yyo—r+00
L= lim P'(yo).

Yo—+0o0

L—-1
Dado € = —5 > 0, existe A > 0 tal que, para todo yy > A,

L="—"=L—¢e<P(y).

Seja y* > A. Se P(y*) > y*, entao a afirmagao segue. Caso contrario, tomamos y > y*
Jja 'y Y ) G g

suficientemente grande de tal forma que
P(y") = Ly* > (1 - L)y.
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Pelo Teorema do Valor Médio, temos

P(y) — P(y*) = P'(¢)(y — y*), para algum ¢ € (y*,7).
Como P'(c) > L para todo gy > y*, temos
P@y) - Ply") > LI~y
e entao,
P(y) -y > Ply") — Ly"— (1 - L)y > 0.

Portanto, existe y suficientemente grande tal que P(y) > .

De forma andaloga, supomos lim P'(yy) < 1. Denotamos
Yo—++00

Li= lim P,<y0> < 1.

Yo—>+00

— I,

1
Dado € = > 0, existe A; > 0 tal que, para todo yg > Ay,

_ 1+ L
L1:IL1+€: + !

> P'(yo)-

Seja y; > A;. Se P(y}) > i, entdo a afirmacao segue. Caso contrdrio, consideramos §' >}

suficientemente grande tal que
P(yt) — Luyy < (1= Ly)y".
Segue do Teorema do Valor Médio que, para algum d € (v}, 7"),
P(y') = P(y1) = P() (7" — 1)

e como P'(d) < L; temos
P(§') = P(yi) < (7" — w1)
e entao,

P(y') —§' < P(yi) — Ly — (1 - L)g' <0.
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Portanto, existe 7' suficientemente grande tal que P(y') > y'.
Observamos que o valor y (respectivamente, ;) pode ser tomado tao grande quanto quiser-

mos.

Observacao 3.1.2. Observamos que o item d) do Teorema 3.1.3 fornece a estabilidade do

ponto infinito. Especificamente, se yg + v, > 0, entao

lim P'(yo) = e"7H7™ > 1,

Yo—>+0o0

Pela Observacao 3.1.1, existe i suficientemente grande de tal forma que P(y) > ¥ e, para todo

Yo > Y, temos
P(yo) = 4o > P(y") — Ly — (1 = L)yo > P(y*) — Ly* — (1 — L)y > 0,
onde 7, y* e L sdo dados na Observacao 3.1.1. Desta forma, para todo y, > 7,

P(yo) > 0.

Portanto, o ponto infinito é estavel.

Analogamente, se v + v < 0, entao

lim P'(yo) = "™ < 1.

Yo—>+00

Pela Observagao 3.1.1, existe y' suficientemente grande tal que P(3') < §* e, para todo yo > ¥,

temos
P(yo) —yo < P(y;) — Ly; — (1 = Lu)yo < P(y}) — Layi — (1 = L1)y' <0
onde 7', y} e L; sdo dados na Observacdo 3.1.1. Logo, para todo yy > 3,

P(yo) < vo-

Portanto, o ponto infinito é instavel.

Lema 3.1.1. Considere o sistema (3.2). Se x;, <0, xp <0, v, <0, yg >0 e b= 0, entdo a
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aplicacao de Poincaré P tem, no mdximo, um ponto fizo.

Demonstracao

Supomos z;, < 0, g < 0, v, < 0, yg > 0 e b = 0. Pelo item b) do Teorema 3.1.2 e pelo
item a) do Teorema 3.1.3, Pr(0) = 0 e existe um valor § > 0 tal que a aplicagao de Poincaré
P esta definida para todo yg > ¥, com P(y) = Pr(Pr(y)) = Pr(0) = 0. Diante da anélise
desenvolvida no comego desta segao e diante do Teorema 3.1.1, seja v : [g, +00) — R a funcao

dada por
v(yo) = yrtL + Vrtr,

com 7w <ty <t e0<tp<m, ondet; = tr(yo) e tr = tr(Pr(yo)). Analisando as expressoes
(3.7) e (3.11), segue que t;, decresce e tg cresce se yo cresce. Desta forma, se yo cresce, entdo a

fungao v cresce. Se P possuir um ponto fixo g, entao pelo item d) do Teorema 3.1.3 temos
P'(g) = ¢,

Supomos que P tem mais de um ponto fixo. Denotamos por 7' o menor dos pontos fixos. A
seguir, mostramos que P'(7') > 1. Supomos, por absurdo, P'(7') < 1. Logo, existe § > 0 tal
que para todo yy € (¥' — 6,7 + J), com yy # ', tem-se

P(yo) — 7' _ P(yo) — P(y")
Yo — Y Yo— 7'

< 1.

Tomamos o € (¥' — §,7"). Desta forma, 7o — 7' < 0 e P(o) > 7o. Como P(y) = 0 segue, do

Teorema do Valor Intermediério, que existe 7° € (7, 7o) tal que

e, consequentemente, v(y') > 0. Tomamos o préximo ponto fixo y? > y'. Temos P'(y') <
P'(y?), pois v(i') < v(¥?). Se v(y') > 0, entao P'(y?) > 1 e existem 7, > ¥ e 7> < ¥?, com
Y1 < Yo, tais que

P(y1) > y1 e P(y2) < ¥

Desta forma, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe 7° € (71,%2) C (¥',7%) tal que
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P(y?) = 3. Absurdo, pois 7* é o segundo ponto fixo. Entao,
V(@) =0el=P(F) < P(F) ="
Desta maneira, para todo o € (7', 7?) temos

Yo > P(yo)

pois, caso contrario, existiria um ponto fixo entre 7' e 72, o que seria um absurdo. Para todo
yo € (¥',7%), temos v(yo) > v(y') > 0. Logo, pelo item d) do Teorema 3.1.3 segue, para todo
Yo € @1752>,

Yo
P(yo)

Absurdo, pois pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢ € (7', %?) tal que

P'(yo) = eV > 1.

P'(y) = 2 _ =L

Portanto, a aplicacao de Poincaré P admite, no maximo, um ponto fixo.

3.2 Estudo das trajetorias periddicas deslizantes e dos

ciclos limite de costura

Diante da aplicacao de Poincaré definida e analisada na Segao 3.1, no que segue apresentamos
uma série de resultados relacionados as trajetérias periddicas deslizantes e aos ciclos limite de
costura que podem aparecer no retrato de fase do sistema (3.2), com énfase em condigbes para

que o sistema (3.2) tenha ciclos limite de costura.

Consideramos o sistema (3.2). Observamos que a aplicagao de Poincaré a esquerda Pp, nao
depende do parametro b, diferentemente das aplicagoes Pr e Pp ! Fazemos a mudanca de

variaveis (x,y) — (x,y — b) no sistema definido em 31 e obtemos

- 29pr —y+0 1\ _ 2y —1 . 0
(1+~%)r —ar 1+~% 0 ap )
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com x = (z,y — b). Observamos que este sistema tem a mesma forma que o sistema definido

em Y. Por (3.7), para todo z; > b, podemos escrever

e YRR Pyr (tR)

Pp'(z1 = b;0) = zp—__ =

De (3.11) temos
R O7)

Pr(z1:0) = b
% (21;D) + TR sentp

Desta forma, para todo z; > b,

Pil(21;0) = b+ Pyt (21 — b;0) (3.14)

(214 b, Pg'(21;0) + b) = (21 + b, Py' (21 + by b)) .

Da igualdade anterior, notamos que o grifico de Py'(-;b) é dado pelo grifico de Py'(-;0)

transladado para o ponto B = (b,b). Veja a Figura 3.6.

Figura 3.6: Esbogo dos gréficos das aplicagdes Pgp'(-;0) e P'(-;b).

Se  é um ponto fixo da aplicagdo de Poincaré P, temos P(y) = Pr(P.(y);b) = ¥ e entao,
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Pr(y) = Py (y;b). Consideramos yp dado no item a) do Teorema 3.1.3 e
U {yo € R; yo > max{b,yp}} — R
a funcao dada por
U(yo; b) = Pr'(yo:b) — Pr(yo) = b+ Pg'(yo — b;0) — Pr(yo). (3.15)

Observamos que a existéncia de trajetérias periddicas de costura é equivalente a existéncia de

zeros da fungao W maiores que max{b, yp}. Dado yo > max{b,yp}, segue

1

W' (yo; b) = (Pg") (o3 b) — PL(yo) = Lo P )] Py (o)
e (3.16)
\I/N(yo;b) _ (Pll?i o Py )(y();b)g . Pg(yo)

[(Pk o Pr")(yo; b))

A seguir, apresentamos um lema com algumas propriedades da aplicacao W.

Lema 3.2.1. Considere o sistema (3.2) com ap, < 0, ar < 0 e b > 0. Seja § > max{b,yp}

onde yp € dado no item a) do Teorema 3.1.3. Entdo,

a) Y(y;b) #0 se, e somente se, V(y;b)(P(y) —y) > 0;

b) U(y;b) = 0 se, e somente se, P(g) =7y. O valory satisfaz gy > max{b,yp}, V(y;b) =0
e U € uma aplicagao decrescente (respectivamente, crescente) em uma vizinhanga de y
se, e somente se, Y estd associado a um ciclo limite de costura estdvel (respectivamente,
instavel) do sistema. Se § > max{b,yp}, V(7;b) = 0 e V' (7;b) < 0 (respectivamente,
U'(7;b) > 0), entao g estd associado a um ciclo limite de costura estdvel (respectivamente,

instdvel) do sistema. Além disso,

500 = llm \Ij/(yo’ b) — (e(’YR‘f"YL)T( _ 1) e—'yR;

Yo—>+00

c) para todo yo > max{b,yp}, a aplicacio V satisfaz

W (yo;0) > b+ ¥(yo;0)
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e a derivada de W com respeito ao parametro b satisfaz

ov, . OPg!
%(y(]a b) - ob

(yo; ) > 1, com yo # max{b,yp};

d) seyryr >0 eyo > max{b,yp}, entdo sign V" (yo;b) = sign(y, +vr). Se yoyr > 0, entdo

a aplicacao W tem, no mdrimo, dois zeros.

Demonstracao

Pelo item b) do Teorema 3.1.2 segue que P e Pp ! s50 aplicacoes decrescentes e, pelo item

d) do Teorema 3.1.3, segue que P é uma aplicagao crescente.

a) Notamos que

U(7;b) > 0 <= Pr'(7;b) > PL(y) <= Pr(PL(7);b) > 7 < P(7) —7 > 0.

U(7;b) <0< Py (7;b) < PL(y) < Pr(PL(y);b) <7< P(y) -y <0.

Portanto, U(7y;b) # 0 se, e somente se, ¥(y;b)(P(y) —7y) > 0.

b) Temos

U(y;b) = 0 < P;'(5:b) — PL(y) = 0 < P (4:b) = PL(y) < P(y) = 7.

Portanto, ¥(y;b) = 0 se, e somente se, P(y) = 7.

Supomos § > max{b,yp} e ¥(y;b) = 0. Denotamos por I' a trajetéria periédica de
costura associada a . Se ¥ é uma aplicacao decrescente em uma vizinhanca do ponto ¥

temos, para yo suficientemente préximo de ¥ com yo > 7, ¥(yo;0) < ¥(7;b) e

U(yo;b) < U(7;b) = Pr'(yo;b) — Pr(yo) < 0 = P(yo) < yo =
_, P(yo)>y _ _ _
— [P(yo) =7 =" P(yo) T < v —7 = |yo — 7| =

= [P(yo) =9l < lyo =7l
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Para y, suficientemente préximo de g, com yy < 7, temos V(yo; b) > V(y;b) e

U(yo;b) > U(y;b) = Pr'(yo;b) — Pr(yo) > 0 = P(yo) > yo =

_, P(yo)<y _ _ _
— |P(yo) =7 =7 - Ply) < (o —7) = lyo — 7| =

— [P (yo) =9l < lyo — ¥l

Logo, I' é um ciclo limite de costura estavel. Se ¥ é uma aplicagao crescente em uma
vizinhanga do ponto 7 segue, para y suficientemente préximo de § com yo > 7, ¥(yo; b) >

U(y;b) e

U(yo;b) > U(7;b) = Pr'(yo;b) — Pr(yo) > 0= P(yo) > yo =

_, P(yo)>y _ _ _
— |Pyo) =7 = Plyo) =G> v0—7=|yo— 7l =

= [P(yo) =9l > lyo — 7.
Para y, suficientemente préximo de g, com yo < 7, temos V(yo; b) < U(7;b) e

U(yo;b) < W(7;b) = Py (yo;b) — Pr(yo) < 0 = P(yo) < yo =>

Y0)<yY

_, P( _ _ _
= |P(yo) — 9l = " y—Ply)>—(yo—7) =|vo — 7y =
= |P(yo0) — 9| > |yo — 7.

Logo, I' é um ciclo limite de costura instavel.

Se ¥ estd associado a um ciclo limite de costura estavel (respectivamente, instavel) do
sistema, entao de forma andloga a analise desenvolvida acima segue que y > max{b, yp},
U(y;b) = 0 e ¥ é uma aplicagao decrescente (respectivamente, crescente) em uma vizi-

nhanca de 7.

Portanto, 7 > max{b,yp}, ¥(7;b) = 0 e ¥ é uma aplicacao decrescente (respectivamente,
crescente) em uma vizinhanga de 7 se, e somente se, § estd associado a um ciclo limite de

costura estavel (respectivamente, instavel).

Se y > max{b,yp}, V(y;b) = 0 e ¥ (y;b) < 0 (respectivamente, ¥'(7;b) > 0) segue, de
(3.16),

1 — P'(y) B 1
PL(PL(y)  Php(PL(®))

1 P()
PLEL) 0> |

— Pp(y) = ¥'(7;0) <0 (respectivamente,

Além disso, pelo item b) do Teorema 3.1.2 temos Pr(PL(y)) < 0 e entao, P'(y) < 1
(respectivamente, P'(y) > 1).
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Portanto, 7 estéd associado a um ciclo limite de costura estavel (respectivamente, instavel).

Pelo item b) do Teorema 3.1.2 e pelo item d) do Teorema 3.1.3, temos

lim 1— P'(yo) lim 1— P'(yo)

lim U'(yop;b) = lim L~ P(yo) _ Yoot _ motoo _
yorfoo 0 vo—+oo Pp(Pr(yo)) 1—1>I£ Pr(Pr(yo)) lim Pl(z0)
Yo—r+-00 e

1 — 6('YR+'7L)7T

(6(7R+’YL)W _ 1) e VRT
—eRT

Portanto,
500 = llm \Ij,<y0’ b) = (e(VRJ"A/L)ﬂ— _ 1) 6_"/R7r‘

Yyo—>+00

c) Como yo— b < yo para todo yo > max{b, yp}, obtemos Py (yo—b;0) > Pr'(y0;0). Desta

forma, da equagao (3.15) temos, para todo yo > max{b,yp},
W(yo;b) = b+ Pr'(yo — b;0) — Pr(yo) > b+ Pr'(y0;0) — Pr(yo) = b+ U (yo;0).

Portanto, para todo yo > max{b,yp},

Y (yo; b) > b+ P(yo; 0).

Do item b) do Teorema 3.1.2 e da equagao (3.15) segue, para todo yy > max{b,yp},

ov oP;! 1

Portanto, para todo yo > max{b,yp}, com yo # max{b,yp},

ov, . oPgt,
%(ymb) = W@O’b) > 1.

d) Lembramos que para 7y, > 0 temos yp = 0 e para v, < 0 temos yp =y > 0. Supomos
vrYr > 0. Inicialmente, consideramos o caso v, yg = 0. Se 7, = 0 e yg > 0 (respectiva-
mente, vg < 0) segue, dos itens a) do Teorema 3.1.1 e b) do Teorema 3.1.2, P/(yo) = 0
para todo yy > 0 e sign Pp(zy) > 0 (respectivamente, sign Pp(zo) < 0) para todo zy < b.
De (3.16) temos, para todo yy > b = max{b,0} = max{b,yp},

sign U (yo; b) = sign[(Pp o P}gl)(yo; b)]
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e entdo, para todo yy > b = max{b, 0},

sign W (yo; b) = signyg = sign(vr + 1)

Se yr = 0 ey > 0 (respectivamente, v, < 0) obtemos, dos itens d) do Teorema 3.1.1 e do
item a) do Teorema 3.1.2, sign P} (yy) = —sign~y, < 0 para todo yo > 0 (respectivamente,
sign P/'(yo) > 0 para todo yo > ¥) e Pj(z0) = 0 para todo zy < b. De (3.16) segue
sign V" (yo; b) = —sign P/ (yo) para todo yy > b = max{b,0} (respectivamente, para todo
Yo > max{b,y}) e entao, para todo yo > max{b,yp},

sign U (yo; b) = signy = sign(yr + 1)
Se v, = vr = 0, entdo pelo item a) dos Teorema 3.1.1 e 3.1.2 temos, para todo yo > 0,
Pl (y0) =0
e, para todo zo < b, Pp(z0) = 0. Logo, de (3.16) segue, para todo yy > b = max{b,0} =

maX{b, yP}a
sign U (yo; b) = 0 = sign(vg + 1)

Supomos Y. vg > 0. Se v, < 0 e yg < 0 (respectivamente, v, > 0 e yg > 0), entao pelos
itens d) do Teorema 3.1.1 e b) do Teorema 3.1.2 segue

sign P/ (yo) > 0 para todo yg > ¥
(respectivamente, sign P} (yo) < 0 para todo yo > 0) e,
sign Pp(29) = signyg < 0 para todo zg < b
(respectivamente, sign Pj(z) > 0 para todo 2y < b). Por (3.16) obtemos
sign U (yo; b) = sign(yr, + Yr)

para todo yo > max{b,y} (respectivamente, para todo yo > b = max{b,0}).
Portanto, para todo yo > max{b, yp}, sign V" (yo; b) = sign(yr + vr)-

Para verificarmos que a funcao ¥ possui no maximo dois zeros, consideramos dois casos.
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Primeiramente, admitimos y,vg > 0 e v, +vg = 0. Logo, v, = vg = 0. Mostramos, a
seguir, que a funcao ¥ nao tem zeros, isto é, que a aplicacao P nao tem pontos fixos. Se

7 é um ponto fixo de P temos, pelo item b) do Teorema 3.1.3,
=Py =y+2b

e, consequentemente, b = 0. Absurdo, pois por hipdtese, b > 0. Desta forma, P nao tem

ponto fixo e entao, a aplicacao ¥ nao possui zeros.

Assumimos y,vr > 0 e v, +7vr # 0. Pela andlise desenvolvida anteriormente temos, para

todo yo > max{b,yp}, sign ¥ (yo; b) = sign(y, + vr). Logo, para todo yo > max{b,yp},
sign U”(y0; b) > 0 ou sign ¥ (yo; b) < 0.

Supomos que a aplicacao W possui trés zeros e os denotamos por ! < 72 < 7°. Se, para
todo yo > max{b,yp}, sign ¥’ (yo;b) > 0 (respectivamente, sign V" (yo;b) < 0), entao a
aplicacao W’ é crescente (respectivamente, decrescente) no intervalo (max{b,yp},+00).

Pelo Teorema de Rolle segue que existem 2 € (!, 7?) e w! € (¥?, °) tais que
W' (2 b) = W' (w';b) = 0.
No entanto, como z! < w!, temos
0= W' (z5b) < ¥'(w';b) = 0 (respectivamente, 0 = ¥'(z*;b) > ¥'(w';b) = 0),

o que é um absurdo. Desta maneira, ¥ tem no maximo dois zeros.

Portanto, a aplicacao ¥ tem, no méaximo, dois zeros.

Observagao 3.2.1. Claramente a funcao ¥ depende dos parametros 77 e vg. Fixamos um

valor para 7y e consideramos a notagao ¥(yo; b;yr), que introduz a dependéncia explicita do

parametro vg. Como a aplicacao ¥ é analitica real, segue que ¥ admite em um intervalo

compacto [y, y2], com W(yb;b;vr)¥(y2;b;vr) < 0, um ntimero finito de zeros e existe pelo

menos um zero gy tal que W é estritamente mondtona em uma vizinhanca de y. Desta forma,

se W(yo: b vr)Y(y5:05vr) < 0 e W(yi;biyr) > V(yg:bsyr) (respectivamente, W(yg;b;vgr) <

U(y2; b;vr)), entao ¥ é decrescente (respectivamente, W é crescente) em uma vizinhanca de
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y e, consequentemente, pelo item b) do Lema 3.2.1, o sistema (3.2) tem um ciclo limite de

costura estével (respectivamente, instavel).

Observagao 3.2.2. Consideramos o sistema (3.2) e assumimos que existe § > max{b,yp} tal
que 7 esta associado a um ciclo limite de costura estavel (respectivamente, instavel) do sistema

(3.2). Para certos valores a > 0 e 8 > 0 temos
V(Y — a;b;7r) V(Y + 5;0;,7m) <0

com V(y — a;b;9g) > 0 e V(g + B;b;v7r) < 0 (respectivamente, V(y — a; b;vr) < 0 e U(y +
B;b;vr) > 0). Como a aplicagdo ¥ é continua com respeito aos parametros b e g segue, para

€1, &9 € R suficientemente préximos de zero,

sign V(g — a; b+ e1;9r + €2) = sign V(¥ — a; b;vg) > 0

sign W (7 + B;b+e1;7r + €2) = sign V(Y + 5;b;vr) < 0,

(respectivamente, sign V(y — o; b+ e1;7r + €2) < 0 e sign W(g+ ;0 + e1;v7r + £2) > 0). Logo,
existe pelo menos um valor €3 € R tal que V(7 + £3;b + £1;7r + €2) = 0 e a monotonicidade
em torno dos pontos iy e 4+ €3 é a mesma. Portanto, a existéncia de um ciclo limite de costura

estdavel ou instavel persiste depois de uma pertubagao suficientemente pequena nos parametros

bevR.

Observagao 3.2.3. Notamos que, de forma analoga a aplicada na Observacao 3.1.1, pode-se

provar que se
lim U'(yo;0) >0 (respectivamente, lim W'(yo;b) < 0) :
Yo—+o0 Yo—-+00
entdo existe um valor y (respectivamente, ¥ ) suficientemente grande tal que

U(y;b) > 0 (respectivamente, ¥(yy;b) < 0).

Notamos que o valor 3 (respectivamente, y;) pode ser tomado tao grande quanto quisermos.
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Lema 3.2.2. Considere g < 0 no sistema (3.2). Entao, dado yg > 0 existe um unico valor

0 < bg < ygr, que depende de Vg, tal que Py (yr;br) = Pr'(yr;Yr;br) = 0.

Demonstracao

Tomamos um nimero yg > 0. Seja ¢ : [0,yr] — R a funcio dada por ¢(b) = Pr'(yr;b) =
Py (yr; vr; br). Notamos que ¢(0) < 0 e ¢(yr) = yr > 0. Logo, pelo item ¢) do Lema 3.2.1
e pelo Teorema do Valor Intermediério, existe bg = br(vr) € (0,yr) tal que ¢(bg) = 0. Do
item c) do Lema 3.2.1 segue que ¢ é crescente no intervalo (0,yg) e entdo temos a unicidade
do valor bp.

Portanto, dado yg > 0 existe um tunico valor 0 < by < yg, de depende de g, tal que

Pr'(yr;br) = Py (yr: YR br) = 0.

3.2.1 Estudo das trajetorias periddicas deslizantes

No que segue, estudamos a existéncia de trajetorias periddicas deslizantes no retrato de fase
do sistema (3.2) com x;, < 0, xg < 0 e b > 0. Além disso, definimos o conceito de ciclo critico

de costura e apresentamos dois tipos de bifurcagoes que podem aparecer.

Sabemos, pela Observacao 3.0.3, que o interior da regiao de deslize >, é uma regiao repulsora
e que nao existem pseudo-equilibrios em ;. Temos, da andlise desenvolvida no comeco da Secao
3.1, que a origem é um ponto de tangéncia visivel do campo H~ e o ponto (0,b) é um ponto
de tangéncia invisivel do campo HT. Além disso, o ponto de equilibrio ez do campo H' é um
ponto de equilibrio virtual e o ponto de equilibrio e;, do campo H~ é um ponto de equilibrio
real. Desta forma, em tempo crescente, uma trajetéria local do sistema sé pode entrar em X,
pela origem, enquanto que, em tempo reverso, trajetorias locais do sistema pela origem que
possuem pontos em X~ e Yy, saem de Y, pela origem em diregcao a X~. Consequentemente, para
analisarmos a existéncia de trajetérias periddicas deslizantes, basta estudarmos as trajetorias
locais pela origem.

Inicialmente, consideramos o caso v, > 0. Se 7y, = 0, entdo e;, é um centro e pelo item a)
do Teorema 3.1.1 segue, para todo yo > 0, Pr(yo) = —yo. Logo, o sistema nao tem trajetdrias

periddicas deslizantes. Se 7y, > 0, entao ey é um foco repulsor e como a origem é ponto
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de tangencia visivel do campo H~, concluimos que o sistema nao tem trajetorias periodicas

deslizantes. Veja a Figura 3.7.

Figura 3.7: Uma trajetéria local para v, > 0.

Consideramos o caso v, < 0. Desta forma, e; é um foco atrator. Tomamos o ponto
p=(0,yp) = (0,y), onde y > 0 é dado no item b) do Teorema 3.1.1.

Supomos y < b. Como Pp(y) = 0 segue que existe uma trajetéria local por p que segue por
Y~ em direcao a origem e depois desliza ao longo de ¥, até encontrar p novamente. Logo, o
sistema tem uma trajetéria peridédica deslizante I" contida em X~ UX,;. Além disso, pela definicao
das aplicacoes P, e Pr concluimos que I' ¢ uma trajetéria periddica deslizante instavel. Veja a
Figura 3.8.

Assumimos y > b. Desta maneira, p estd na regiao de costura. Tomamos o ponto p* =
(0,y%), com y* = P (7;b) <.

Se y* > 0, entao p* estd na regiao de deslize e existe uma trajetoria local por p* que segue
por ¥ em direcao a p, depois segue por ¥~ em direcao & origem e, por fim, desliza ao longo
de Y, até encontrar p* novamente. Logo, o sistema tem uma trajetoria periddica deslizante I'y
contida em Y~ UXUXT. Além disso, pela definicao das aplicacoes P;, e Pr segue que I'; é uma

trajetoria periddica deslizante instavel. Veja a Figura 3.9.
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Figura 3.8: Trajetéria periddica deslizante para iy < b.

Y

Sy

Figura 3.9: Trajetéria periddica deslizante para y > be 0 < y* < b.

Se y* = 0, entao obtemos uma trajetéria periddica instavel I's que tem somente a origem em
comum com a regiao de deslize. Chamamos I’y de ciclo critico de costura, pois I'; simboliza
o limite entre as trajetorias peridédicas deslizantes e as trajetorias periddicas de costura do

sistema. Veja a Figura 3.10.
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Figura 3.10: Ciclo critico de costura instavel.

Se y* < 0, entao toda trajetéria local por p* que possui pontos em >, abandona ¥; conforme
o tempo cresce ou decresce e nunca mais retorna a »yz. Desta forma, o sistema nao tem
trajetorias periddicas deslizantes.

Diante da discussao anterior e supondo 0 < y* < b para todo b < ¥ suficientemente préximo

de ¥ segue que, em b = ¥, ocorre uma Bifurcagao do tipo Buckling (veja a referéncia [7]).

A seguir, apresentamos um resultado relacionado a uma bifurcagao do ciclo critico de cos-

tura.

Teorema 3.2.1. Considere x;, < 0, zg < 0 e vy < 0 no sistema (3.2). Entdo, existe uma
funcao suave beoc : R — (0,9) definida para todo vg € R, com 0 < boc(vr) < U, tal que
bee(0) = % e para b = boc(yr) o sistema (3.2) possui um ciclo critico de costura instdvel.
Além disso, dado g € R, eziste ¢ = e(yg) > 0 tal que, para boc(Vr) — € < b < bec(Vr), 0

sistema (3.2) tem um ciclo limite de costura instdvel, que

Demonstracao

Pelo item b) do Teorema 3.1.1 existe y > 0, que nao depende do parametro b, tal que
Pr(y) = 0. Segue, do Lema 3.2.2, que existe uma fungao boc : R — (0,%), com boc(vr) =
br(vr), tal que P! (7 vr;bec(Vr)) = Pr' (¥ bec(vr)) = 0. Pelo item c) do Lema 3.2.1 e pelo
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Teorema da Funcao Implicita, concluimos que a funcao boe € uma funcao suave. Para yg = 0

segue, do item a) do Teorema 3.1.2 que, para todo z; > bee(0),
P}gl(Zl; bcc<0)) = —2z1 + 2bcc(0)

Logo,

b )

P (75 bcc(0) = =7 + 2bcc(0) = 0 e bee(0) =

De (3.15) temos, para todo vg € R,

U(y;boc(vr)) = PRl (U bec(vr)) — Pu(§) = Pr'(¥; boc(vr)) = 0.

Desta forma, o sistema tem um ciclo critico de costura. Claramente, algumas trajetorias locais
no interior deste ciclo critico de costura evoluem em direcao ao ponto de equilibrio e;. Pelo
item d) do Teorema 3.1.3 temos

lim P’'(yo) = +oo.

yo—y+

Logo, para g, suficientemente préximo de 4, com o > ¥, temos P(yo) > 3. Desta forma, este
ciclo critico de costura ¢ instavel.

Portanto, existe uma funcao suave bee : R — (0,y) definida para todo 7z € R, com
0 < bec(vr) < ¥, tal que boe(0) = % e para b = beo(yr) o sistema (3.2) tem o ciclo critico de
costura instavel.

Dado v € R, denotamos K = min{—1, —e 727}, Para todo b > 0 obtemos do item b) do

Teorema 3.1.2 que, para todo z; > b,
K < (Pg")(21;b) < 0. (3.17)

Dado z; > ¥ temos, pelo Teorema do Valor Médio, que existe £ = £(z1) € (¥, z1) tal que

Pg'(z130cc(7r)) = Pg'(2150cc(vr)) = Pr' (5 boc(vr) = (Pg') (& boc(vr)) (21 = ) 2
> K(z1 — ). (3.18)
Do item b) do Teorema 3.1.1 temos lim Pj(yo) = —o0 e, por conseguinte, pela Regra de

Yo—y

L’Hospital temos

lim Pr(yo) — PL(y) C
yo—yt Yo— Y
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Desta forma, dado M > —K > 0, existe §; > 0 tal que, paratodoy < yo < y+41, P} (yo) < —M.
Além disso, existe d > 0 tal que, para todo ¥ < yg < ¥ + g,
Pr(yo) — P(y)  Pu(

Pe®) _ Pulw)
Yo — Y Yo — Y

Tomamos § = min{dy, dy}. Logo, para todo §¥ < yo < y + 0, temos
Pl (yo) < =M e — Pr(yo) > M(yo — 7). (3.19)
De (3.18) e (3.19) segue
V(7 + d:boo(r)) = Pg' (T + 8;boc(vr)) — Pr(y +0) > (K + M)3 >0 (3.20)

e, para todo 0 < 5 < 0,
U(y + d;bcc(vr)) > 0. (3.21)

Por continuidade, existe 0 < € = e(vgr) < bec(7r) tal que, para todo b > 0, com boc(vr) — € <
b < bee(Vr), temos W (7 +8;b) > 0. Pelo item c) do Lema 3.2.1 segue que P ' (7; - ) é crescente

A

em relagao a varidvel b no intervalo (0,7). Desta maneira, para todo bec(vr) —¢ < b < boc(Vr),

U(y;b) = P! (7:0) < Pg' (5 bec(vr)) = 0.

Segue, do Teorema do Valor Intermediario, que existe pelo menos um valor 7 > 0, com y <y <
y+ 0, tal que ¥(g;b) = 0. De (3.17) e (3.19) obtemos

P(5) = Ph(PL@) PL) > ~Ph(PL@)M >~ > 1

Portanto, para todo v € R existe ¢ = () > 0 tal que, para bec(yr) —¢ < b < boc(Vr), 0

sistema (3.2) possui um ciclo limite de costura instavel. Geometricamente, veja a Figura 3.11.
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p G+
' ‘3/0’
P - ibec(vr))
Ppl(-:b)
Pr(yo)

Figura 3.11: Esboco do grafico da aplicacao Pr, para v, < 0 e esbogo do gréafico das aplicagoes
Pp'(-5boc(vr)) e Pr'(-;5b), com boe(vr) — € < b < boo(yr)-

Observagao 3.2.4. Sabemos, do item b) do Teorema 3.1.2, que a aplicacao P]gl( -3 b) é de-

crescente. Em relagao ao Teorema 3.2.1 notamos que, para boc(vgr) < b < ¥,

0 = U(g;bec(vr)) = boc(Vr) + PR (T — bec(vr); 0) < b+ PRl (5 — b;0) =
= P (7:b) = V(75 b) < b

e entdo, 0 < P;'(7;b) < b. Logo, para bec(vr) < b < 7, o sistema (3.2) tem uma trajetéria
periédica deslizante, como na Figura 3.9. Sabemos, do Teorema 3.2.1, que para b = boc(Vr)
o sistema (3.2) tem um ciclo critico de costura instavel (veja a Figura 3.10) e existe € > 0 tal
que, para bec(Yr) — € < b < boe(r), o sistema (3.2) tem um ciclo limite de costura instédvel.
Logo, em boc(yr), ocorre umaa Bifurcacao do tipo CC, também chamada de Bifurcacao do

tipo Crossing-Sliding (veja a referéncia [7]).

3.2.2 Estudo dos ciclos limite de costura
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Apresentamos, a seguir, uma série de resultados sobre a existéncia e nao existéncia
de ciclos limite de costura. Mostramos que, sobre certas hipdteses, o sistema (3.2) tem, pelo

menos, 3 ciclos limite de costura.

Seja I' um ciclo limite de costura do sistema (3.2), onde y;, < 0 e yy > 0 sdo os pontos
que I' intercepta . Chamamos, removendo os pontos de passagem y;, e yy, por arco aberto
a esquerda o conjunto I'" = I"' N X~ e por arco aberto a direita o conjunto I'" = T' N 3T,

Consideramos os segmentos orientados

L ={(z,y) eR* 2=0, y= (1 — pyr + pyo, 0 < pu <1}

Lt ={(z,y) eR* =0, y = pyr + (1 — pyo, 0 < p < 1}

Geometricamente, veja a Figura 3.12.

B

yr,

Figura 3.12: Ciclo limite de costura com regiao de deslize.

Como ' UL~ e I'" U LT séo curvas de Jordan, os conjuntos Q- = int{T'" UL} e QF =
int{I'" U L1} e os valores 0~ = drea Q~ e o = drea Q" estdo bem definidos. O teorema a

seguir apresenta uma condicao necessaria para a existéncia de ciclos limite de costura.

Teorema 3.2.2. Considere o sistema (3.2). Seja I' um ciclo limite de costura do sistema pelos
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pontos (0,yr) e (0,yvr), comyy =yr +h >0 eh >0, como na Figura 3.12. Entdao,

2v,0” 4 2ygo " +bh = 0. (3.22)

Demonstracao

Denotamos 17, = 2vy, Tr = 2vg, D, = 1 + ’y% e Dp =1+ 7122. Consideramos o campo

vetorial
(=Drx+ar,Trr —vy), x=(z,y) € ¥~

G (x) = )
&) { (—=Drx +ag,Trr —y +0b), x=(x,y) € X

Observamos que

(=Drx+ap,Trx —y),(Trr —y,Dpx —ar)) = —TyDpa* + Dray + apTra —
—ary + T.Dyz® —a; T — Dyzy +ary = 0.

Da mesma forma,
(=Dgpx+ag,Trr —y +0b),(Trr —y + b, Drx — ag)) = 0.

Logo, o campo G+ é ortogonal ao campo associado ao sistema (3.2). Pelo Teorema de

Gldr:// TLdO':TLa'i
I'—uUL— -

Gt dr = // Tr do = Tro™.
T+uL+ O+

Green, temos

Notamos que

yr+h
Gt dr = G+ dr :/ (—y) dy
r-uL- L- vL
¢ yrL+h
j{ Gtdr = Gt dr = —/ (—y+0) dy.
r+uLt L+ vL

Desta forma,

yr+h
TLU_+TLU+:—/ b dy = —bh

YL
e entao,
TLO'_ + TRU+ + bh = 0.
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Portanto,

2,0~ + 2ygro" + bh = 0.

Observacao 3.2.5. Se
Yo >0, v, >0eb>0

ou

YrRYL =0, v+ #0eb=0

no sistema (3.2), entdo a equagao (3.22) nao ¢ satisfeita e, portanto, o sistema (3.2) nao tem

ciclos limite de costura.
Teorema 3.2.3. Considere o sistema (3.2). Suponha x;, <0, xg <0 e b= 0. Logo,
a) se yryL > 0 e ygr + v # 0, entdao o sistema nao tem trajetdrias periédicas de costura;

b) se yg =~ =0, entao existe um comportamento de centro global nao linear em torno da

origem;
c) sevryL <0 evp(yr+7L) > 0, entdo o sistema ndao tem trajetorias periddicas de costura;

d) se vryL <0 ey (yr+7L) <0, entdo o sistema tem uma tnica trajetoria periédica de
costura. Além disso, esta trajetoria local € um ciclo limite de costura estdvel se v, > 0 e

um ciclo limite de costura instavel se v, < 0.

Demonstracao

a) Supomos Yryr > 0 e vg + 7L # 0. Pela Observacao 3.2.5 segue que a equacao (3.22) nao

é satisfeita.
Portanto, pelo Teorema 3.2.2; o sistema nao tem trajetorias periddicas de costura.
b) Assumimos vz = 7y, = 0. Pelo item b) do Teorema 3.1.3 temos, para todo yy € Dom(P) =

[0,4+00), P(yo) = yo. Sabemos que, para yg = 7, = 0, os pontos de equilibrio (z,0) e

(xg,0) dos campos H~ e HT sado centros, respectivamente.

Portanto, o comportamento em torno da origem é de um centro global nao linear.
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c)

d)

Admitimos yryr < 0 e v.(yr +7) > 0. Sem perda de generalidade, assumimos 7, < 0
e yr > 0 pois, caso contrério, basta aplicarmos a simetria [[, dada na Tabela 3.1. Desta
maneira, 7, < 0 e v, +7vg < 0. Pelo item a) do Teorema 3.1.3 temos Dom(P) = [y, +00)
Supomos, por absurdo, que o sistema tem uma trajetéria periddica de costura, isto é, que
P tem um ponto fixo § > y. Pela demonstracao do Lema 3.1.1 segue v(y) > 0. Como
0<vyr <=7, e0<tr(Pr(®) <m<tL(y) obtemos

v(y) = vt +vrtr < yi(tn — tr) <0,

o que é um absurdo.

Portanto, o sistema nao possui trajetorias periddicas de costura

Supomos Yryr < 0 e v(vr + 72) < 0. Pela continuidade da aplicacdo P e pelo item d)
do Teorema 3.1.3 sabemos que P é uma aplicagao crescente.

Primeiramente, admitimos 7, < 0 e yg > 0. Logo, vg + v, > 0. Pelo item b) dos
Teoremas 3.1.1 e 3.1.2, e pelo item a) do Teorema 3.1.3, existe um valor y > 0 tal que
P(y) = 0. Pelo item d) do Teorema 3.1.3 temos

lim P'(yo) = "™ > 1,

Yo—r+00

Como P(y) = 0 segue, da Observacao 3.1.1 e do Teorema do Valor Intermedidrio, que
existe 7 > ¥ tal que
Py) =7y

e, para yo suficientemente proximo de 7, a aplicacao P satisfaz

[P (yo) =9l > [yo =7l

Logo, o sistema tem uma trajetoria periddica de costura e esta trajetoria local é um
ciclo limite de costura instavel. Portanto, pelo Lema 3.1.1, o sistema possui uma tunica
trajetéria periddica de costura e, além disso, esta trajetoria local é um ciclo limite de

costura instavel.

Supomos 7y, > 0 e yg < 0. Desta forma, vz + v, < 0. Do item c¢) do Teorema 3.1.1, do
item b) do Teorema 3.1.2 e do item a) do Teorema 3.1.3 segue P(0) <0 e

P(0) = Pa(PL(0)) > 0.
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Pelo item d) do Teorema 3.1.3 temos

lim P'(yo) = "™ < 1.

Yo—>+00

Obtemos, da Observacao 3.1.1 e do Teorema do Valor Intermediario, que existe y > 0 tal
que
Py) =7y

e, para o suficientemente préoximo de 7, a aplicacao P satisfaz

[P (y0) =Yl < [yo =¥l

Desta forma, o sistema tem uma trajetoria peridédica de costura e esta trajetoria local é
um ciclo limite de costura estavel. Portanto, aplicando a simetria [ [, dada na Tabela 3.1
segue, pelo Lema 3.1.1, que o sistema tem uma unica trajetoria periédica de costura e,

além disso, esta trajetdria local é um ciclo limite de costura estével.

Teorema 3.2.4. Seja v, yr >0, 1, <0, zr <0 e b > 0 no sistema (3.2). Entao, levando em

considerac¢ao o Teorema 3.2.1,

a)

b)

sevrp >0 eyr >0, entao o sistema nao possui trajetorias periodicas de costura;

sev, =0 eyr <0, entdo o sistema tem uma unica trajetoria periodica de costura e esta

trajetoria local é um ciclo limite de costura estdvel;

se v, < 0 eyr < 0, entdao existe um valor bsn(vr), com 0 < bsn(vr) < bec(Vr),
tal que para 0 < b < bgny(yr) 0 sistema nao tem trajetorias periddicas de costura e,
para bsn(vr) < b < boc(vr), 0 sistema tem exatamente duas trajetdrias periodicas de
costura e tais trajetorias locais sao ciclos limite de costura com estabilidades opostas.
Para b = bsy(vr), 0 sistema possui uma unica trajetéria periddica de costura e, além
disso, esta trajetoria local é um ciclo limite de costura semi-estdvel. Para b > boc(Vr),
o sistema tem uma unica trajetoria periodica de costura e esta trajetoria local é um ciclo

limite de costura estdvel.

Demonstracao
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a)

b)

Supomos v, > 0 e yg > 0. Segue, do Teorema 3.2.2 e da Observagao 2.1.3, que o sistema

nao tem trajetorias periodicas de costura.

Portanto, o sistema nao possui trajetorias periddicas de costura.

Admitimos v, = 0 e yg < 0. Pelos itens c¢) e d) do Teorema 3.1.3 segue P"(y,) < 0 para
todo yo > 0, P(0) = Pr(0) >be

lim P'(yo) < 1.

Yyo—>+00

Da Observagao 3.1.1 temos que existe y; > 0 tal que P(y1) < y1. Entao, pelo Teorema do
Valor Intermediario, existe um valor § € (0,y) tal que P(y) = y. Mostramos, a seguir,
a desigualdade P'(7) < 1. Supomos, por absurdo, P'() > 1. Seja f : [0,4+00) — R a

funcao dada por
f(wo) = P(yo) = %o

Logo,
f@) =0, f'(y) >0, e f"(y) <O.

Desta forma, para todo 0 < yg < ¥ suficientemente préximo de 7, temos f(yo) < 0. Como
f(0) = P(0) > 0, existe 0 < y, < ¥ tal que f(y,) = 0 e, consequentemente, pelo Teorema
de Rolle, existe ¥, < y; < ¥ tal que

f/@l) = 0.

Como f"(yo) = P"(yo) < 0 para todo yo > 0, segue que f’ é uma aplicacao decrescente

no intervalo (0, +00). Logo,
0=/f'@)>f®=0
o que é um absurdo. Desta maneira, P'(y) < 1.

Da anélise anterior concluimos que se existe yo > 0 tal que P(yo) = yo, entdao P'(yo) < 1.

Logo, 7 é o tnico valor tal que P(y) =g. Além disso, P'(y) < 1.

Portanto, o sistema tem uma tnica trajetoria periddica de costura e, além disso, esta

trajetoria local é um ciclo limite de costura estavel.

Assumimos v, < 0 e yg < 0. Como y,vg > 0 e v, + vr < 0, segue do item d) do Lema
3.2.1 que, para todo yo > max{b,y}, ¥ (yo;b) < 0 e o sistema tem, no maximo, duas

trajetérias periédicas de costura. Além disso, do item b) do Lema 3.2.1 temos o, < 0.
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Pela demonstragao do Teorema 3.2.1 e por (3.20), existe § > 0 tal que

U(y + 6;bcc(vr)) > 0.

Sabemos, do item b) do Teorema 3.1.2, que Pp '(-;0) é uma aplicacio decrescente no

intervalo (0, +00). Da equacao (3.14) temos, para bec(vr) < b <y + 90,
Uy +0;b) = ¥(y + 05 bcc(vr)) > 0.

Para b > y + ¢ segue ¥(b;b) > b > 0.

Seja b > boe(vr). Da andlise anterior segue que existe 7; > max{b,y} tal que ¥(7,;b) >
0. Como d,, < 0 obtemos, da Observacao 3.2.3, que existe 7, > 7, de tal forma que
U(7y;b) < 0. Pelo Teorema do Valor Intermediario e como a fun¢ao ¥ tem concavidade
para baixo segue que existe um tnico 7; < 7y < Y, tal que ¥(y;b) = 0. Além disso, ¥ é
decrescente em uma vizinhanga de §. Desta forma, do item b) do Lema 3.2.1 obtemos

que 7 esta associado a um ciclo limite de costura estavel do sistema.

Portanto, para b > boc(vgr), 0 sistema possui uma unica trajetéria periddica de costura

e esta trajetéria local é um ciclo limite de costura estavel.

Do item a) do Teorema 3.2.3 segue, para todo yo > y = max{0,y}, V(yo;0) # 0. Pela

continuidade de ¥ em relacao ao parametro b temos, para 0 < b < 1,
U(yo; b) # 0 para todo yo > .

Desta forma, nao existem trajetorias peridédicas de costura para b > 0 suficientemente
pequeno. Sabemos que, para b = boc(yr), 0 sistema tem uma tnica trajetéria periédica
de costura e tal trajetéria local é um ciclo limite de costura estavel. Pela Observagao 3.2.2
concluimos que existe £; > 0 suficientemente pequeno tal que, para boc(Yr) — €1 < b <
beo(Yr), o sistema possui um ciclo limite de costura estdvel. Do Teorema 3.2.1 segue que
existe g5 > 0 suficientemente pequeno de tal forma que, para boc(Vr) —e2 < b < boc(Vr),
o sistema possui um ciclo limite de costura instavel. Tomamos ¢ = min{ej,e2}. Como
o sistema tem no méaximo duas trajetérias periédicas de costura concluimos que, para
beo(Yr) — e < b < bee(yr), o sistema tem exatamente duas trajetdrias periddicas de

costura e tais trajetorias locais sao ciclos limite de costura com estabilidades opostas.

Portanto, pela Teoria de Bifurcagoes, existe um valor 0 < bgn(vr) < boc(yr) tal que,
para 0 < b < bgn(7Ygr), O sistema nao possui trajetérias periédicas de costura; para

b = bsn(yr) o sistema possui uma tnica trajetdria peridédica de costura e esta trajetéria
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local é um ciclo limite de costura semi-estével e, para bgy(vr) < b < boc(Vr), 0 sistema
tem exatamente duas trajetorias periddicas de costura e estas trajetorias locais sao ciclos

limite de costura com estabilidades opostas

Teorema 3.2.5. Considere o sistema (3.2) com xp, < 0, zg < 0, 7 >0, yg < 0 eb > 0.

Entao,
a) seyL+vr >0, entdo o sistema nao possui trajetorias periddicas de costura;

b) se v +7r <0, entdo o sistema possui uma unica trajetoria periddica de costura e, além

disso, esta trajetoria local é um ciclo limite de costura estdvel.

Demonstracao

a) Assumimos vz +vg > 0. Entao, v,vr < 0 e v.(vL +7vr) > 0 e, pelo item ¢) do Teorema
3.2.3 temos, para todo yo > 0, W(yo;0) # 0. Do item ¢) do Teorema 3.1.1 segue

U(0;0) = P5'(0;0) — P(0) = —P(0) > 0.

Logo, para todo yo > 0, ¥(yp;0) > 0. Desta forma, do item c) do Lema 3.2.1 obtemos,
para todo yg > b,
U (yo; b) > b+ ¥(yo; 0) > 0.

Portanto, o sistema nao tem trajetorias periodicas de costura.

b) Supomos v, +7vr < 0. Sabemos, do item a) do Teorema 3.1.3, que a aplicagdo de Poincaré

P esté definida para todo yo > 0. Pelo item d) do Teorema 3.1.3 temos

y01—1>r£oo P'(yy) < 1.
Da Observagao 3.1.1 segue que existe y; > 0 tal que P(y;) < ;. Como P(0) > b > 0
obtemos, do Teorema do Valor Intermedidrio, que existe um valor § € (0,y;) tal que
P(y) = y. Pela continuidade da aplicagdo P e pelo item d) do Teorema 3.1.3, obtemos
que P é uma aplicagao crescente e, consequentemente, g = P(y) > P(0) > b. Supomos,
por absurdo, que P possui pelo menos dois pontos fixos J; e ¥y, com b < y; < y,, onde

Y, € o primeiro deles e 7, o seguinte. Notamos que P'(7,) < 1 pois, caso contrario, P
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possuiria um ponto fixo menor que ;, o que seria um absurdo ja que y; é o menor dos
pontos fixos de P. Do item d) do Teorema 3.1.3 segue, para ¢ = 1,2,
v Poy;) — beb@i)

=N Y
PO =560 5. -

onde v(y;) = vtL(Y;) + Yrtr(7Y;). Do item d) do Teorema 3.1.1 sabemos que P, é uma

aplicagao decrescente no intervalo (0, +00). Logo,

7 T P,(@)—b PTG, —b
B B . L(T1) L(Ta)

= = — - > 0.
Uy —b Up— b PL(%) PL(QQ)

Da demonstragao do Lema 3.1.1 temos v(y;) > v(7,). Desta maneira,
P'(y,) < P'(yy) < 1.

Constatamos que o caso P'(7;) < 1 e P'(,) < 1 ndo ocorre pois, se ocorresse, P possuiria
um ponto fixo entre 7; e 7y, 0 que seria um absurdo ja que 7, é o segundo ponto fixo.
Logo,

P'(y) =1e P'(y,) <1,

e como P, é o segundo ponto fixo obtemos, para todo yo € (¥;,7s), P(yo) > yo. Pelo
Teorema do Valor Médio, existe ¥; € (7;,7,) tal que P'(y;) = 1. Com os mesmos
argumentos usados anteriormente para ¥, e y,, segue

Y1 Y3

> > 0,

Pu5) = _ PulE;) = b
7 —b Pt

PL(y:) PL(7s)

>0ev(y,) > v(ys).

Desta forma,
1= P(y;) < P'(yy) =1

o que é um absurdo. Entao, ¥ é o tnico ponto fixo de P. Consideramos a aplicacao

f:[0,+00) — R definida por f(yo) = P(yo) — yo. Notamos que

f(0)>0e f(y) <O0.

Como ¥ é o tnico zero de f, segue que f é decrescente em uma vizinhanca de 7. Logo,

para yq suficientemente proximo de y com yy > 7,

_, P(yo)>y _ f@)>f(o) _ _
Pyo) 7l =" Ply)~5 <  wo—T=yo—7l
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e, para yo suficientemente proximo de 7 com gy < 7,

_, P(yo)<y _ F@)<f (o) _ _
Pyo) =7 =5 Plyw) < —(yo—7)=]|vo—7

Portanto, o sistema possui uma unica trajetéria periédica de costura e esta trajetoria

local é um ciclo limite de costura estavel.

Observagao 3.2.6. Dos itens d) do Teorema 3.1.1 e ¢) do Teorema 3.1.2 temos que as

aplicagoes P, e Py I possuem assintotas dadas, respectivamente, por

AL : AL(y) = —€7L7ry + 2(1 + e'YLTr):LjL’YLJ Yy € R

Ap-1: Ap-1(2) = —e "Bz 4+ (1 + e 72™)(b+ 22rVR), 2 € R.

Desta forma,
AL(y) =y <=y =2x17 ¢ Ag1(2) = 2 < 2 = b+ 2TpYR,

isto é, as assintotas A; e Apr-1 interseccionam o grafico da funcao identidade nos pontos

(2xpyL, 2xryL) e (b+ 2xgyR, b+ 2xgYR), Tespectivamente.

Consideramos o sistema (3.2) e fixamos um valor para o parametro ;. Notamos que a Ob-
servacao 3.1.2, juntamente com a Teoria de Bifurcacoes, nos mostra que ocorre uma Bifurcacao
do tipo Hopf no Infinito no plano (vg,b) quando vg + v, = 0. O item e) do Teorema 3.2.6
(teorema a seguir) nos informa que o cardter supercritico ou subecritico da Bifurcagao do tipo

Hopf no Infinito citada acima é determinado pelo sinal do valor b — b, com by, = 2(xp +xg)VL-

Teorema 3.2.6. Seja x;, <0, zg <0, v, <0, vg > 0 e b > 0 no sistema (3.2). Denotamos

boo = 2(xp + xR)YL. Entao,

a) sey, +9r < 0 eb > boc(Vr), entdo o sistema possui pelo menos um ciclo limite de

costura estavel;
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b)

se yp +vr < 0, entdo boc(Vr) > 221y Se vy +vr <0 e b < 2z, entao o sistema

nao tem trajetorias periodicas de costura,

se v +vr > 0 e b < bec(yr), entdo o sistema possui pelo menos um ciclo limite de

costura instdvel;

se v +vr > 0, entdo existe um valor N > boc(vr) > 0 tal que, para todo b > N, o

sistema nao possui trajetorias periodicas de costura,

se b < by, entao existe e > 0 tal que, para —vy;, < Yr < —7rL + €1, 0 sistema possui pelo
menos um ciclo limite de costura instdvel. Se b > by, entao existe e > 0 tal que, para

—vL — €2 < Yr < =71, 0 sistema possui pelo menos um ciclo limite de costura estdvel.

Demonstracao

a)

Supomos vz +vr < 0 e b > bec(yr). Do item b) do Lema 3.2.1 temos do, < 0. Pela

Observagao 3.2.3, existe y tao grande quanto quisermos de tal forma que ¥(y;b) < 0.

Se b = boco(Yr), entao de acordo com a demonstracao do Teorema 3.2.1 e com a equagao
(3.21) temos W (7 + &; b (vr)) > 0, onde § > 0 ¢ um valor suficientemente pequeno de
tal forma que iy + 5 < y. Pelo Teorema do Valor Intermediério e pela Observagao 3.2.1
segue que existe 7 € (7 + 6,7) tal que U(7: boe(r)) = 0 e T esté associado a um ciclo
limite de costura estavel do sistema. Notamos que para b = boc(vgr) segue, do Teorema

3.2.1, que o sistema possui um ciclo critico de costura instavel.

Supomos b > boc(vgr). Segue do item b) do Teorema 3.1.2 e da demonstragdo do item
c) do Teorema 3.1.2

li Pty = 1 _ = li =
Z1—1>IJIrloo( ) (21) e PL(Pr*(21)) s1m—o0 Ph(z9)  —e¥r™

Com um raciocfnio andlogo ao usado na Observagao 3.1.1, existe z; > b tal que Py'(2;) <
0. Lembramos que do item ¢) do Lema 3.2.1 segue que Py’ (7; - ) é crescente em relacio

a variavel b no intervalo (0,7). Se bec(vr) < b < 7, entdo
Pp'(§:b) > Pp (§: bee(vr)) = 0.

Se b > ¥, entao
Pl(b;b) =b> 7 > 0.
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b)

Desta forma, para b > beo(r), sempre existe gy > 7 tal que

Logo, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, que existe 7, > 7 tal que Pr'(7y;b) = 0 e
U(7y; ) = —Pr(y,) > 0. Logo, pelo Teorema do Valor Intermedidrio e pela Observagao
3.2.1 segue que existe ¥ € (Y,,y) de tal forma que ¥(7;b) = 0 e 7 estd associado a um

ciclo limite de costura estavel do sistema.

Portanto, o sistema possui pelo menos um ciclo limite de costura estéavel.

Admitimos v, +vg < 0 e b < 2x,7y,. Do item d) do Teorema 3.1.1 segue, para todo
y € R,
(AL)'(y) = —€™™.

Além disso, para todo yo > ¥, temos Ar(yo) < Pr(yo). Pelo item b) do Teorema 3.1.2

sabemos que (Pz')" é crescente e como 7, + vr < 0 temos, para todo z; > b,
—1 < (PRY)(2150) < —e BT < —eL7,

Como Pg'(b;b) = b < 2z, segue, da Observacio 3.2.6,
P}gl(yo; b) < Ar(yo) para todo yo > b

pois, caso contrério, existiria § > b tal que Pr'(7;b) = AL(Y) e (P5")'(;0) > (AL) (¥) =

—e"7 o que seria um absurdo. Logo, para todo yy > max{b, y}, temos

P (yo; b) < Ap(yo) < Pr(yo).

Desta forma, boc(vr) > 2x Ly pois, se nao, terfamos
0= Py (7;bcc(vr)) < Po(y) =0

o que seria um absurdo. Portanto, boc(vr) > 2x17yr.

Conforme exposto anteriormente, se v, +vg > 0 e b < 2xp7v. temos, para todo yg >
max{b, y},
Pg' (Y03 b) < Pr(yo)

e, consequentemente, para todo yo > max{b,y}, P(yo) # Yo-
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d)

Portanto, o sistema nao possui trajetorias periddicas de costura.

Supomos v, + g > 0 e b < boc(yr). Sabemos, do item b) do Teorema 3.1.2, que
Pz'(-;0) é uma aplicagao decrescente no intervalo (0, +00). Pela equagio (3.14) e pela

demonstracao do Teorema 3.2.1 temos
U(g;b) = b+ Pl (y — b;0) < bec(Vr) + Pr' (T — boc(Vr); 0) = ¥(7; boa(vr)) = 0.

Do item b) do Lema 3.2.1 segue 05, > 0. Desta maneira, pela Observagao 3.2.3, existe
y1 > y suficientemente grande tal que ¥(y;b) > 0. Desta forma, o Teorema do Valor
Intermedidrio e a Observagao 3.2.1 garantem que existe ¥ € (y,y1) tal que U(y;b) =0 e

7 estd associado a um ciclo limite de costura instavel do sistema.

Portanto, o sistema possui pelo menos um ciclo limite de costura instével.

Supomos vz, +vg > 0. Pelo item d) do Teorema 3.1.1 segue, para todo yo > ¥, P;(yo) <
—e™. Dado yo > ¥ temos, pelo Teorema do Valor Médio, que existe £ = &(yo) € (U, yo)
tal que

Pr(yo) = Pr(yo) — Pu(y) = PL(§)(vo — ¥) < =" (yo — V).

Consideramos a semirreta r : L(yg) = —e’="(yo — y) definida para todo yo > 3. Obser-
vamos que a semirreta r é paralela a assintota A; da aplicagdo Pp, dada no item d) do

Teorema 3.1.1. Além disso, para todo yg > 7,

Pr(yo) < L(yo)

Como v, + vg > 0 temos —eL™ < —e 7B™, Denotamos

~

Y

N=—"+—
14 e rm

— 233R7R >0

e tomamos b > N. Pelo item c¢) do Teorema 3.1.2 segue que a assintota Ap-1 de P}gl

intersecciona o eixo das ordenadas no ponto

Yyasr = (1 + e 27)(b+ 2xRVR).

Além disso,

Yy — 2xpyr(l + e 7ET)
1+ enr

b>N=—b> = 7 < (1 +e ") (b+ 2rrVR) = YasR
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e do item c) do Teorema 3.1.2 temos, para todo yy > 7,
™ T 7L<0 ™ -~ — ™
L(yo) = =" yo + "y < —e"Tyo+y < —e "y +yasr = Ap-1(y0).  (3.23)
Sabemos, do item c) do Teorema 3.1.2, que para b > 0 qualquer e para todo z; > b,
sign[Py " (21;b) — Ar-1(21)] > 0.
Notamos que
0= P (F;boc(vr) > Ap-1(9) = —e "™ G + (1 4 ¢ %) (beo(Vr) + 22 RVR)

e entao,
~TR>0

(L+e ) (bcc(Vr) + 22rVR) < e Y < V.

Logo N > bee(yr) pois, caso contrario, teriamos § < (1 4 e 727)(bee(Yr) + 2CRrYVR), O

que seria um absurdo.

Da inequagao (3.23) obtemos, para todo yo > max{b, y},

Pr(yo) < L(yo) < Ar-1(y0) < Pg' (yo;b).

Entao, para todo yo > max{b, y}, ¥(yo;b) > 0. Desta forma, o sistema nao tem trajetérias

periodicas de costura.

Portanto, existe N > beo(yg) > 0 tal que, para todo b > N, o sistema nao possui

trajetorias periddicas de costura.

Supomos b < by. Logo, b+ 2xg(—vL) < 2x7yL. Do item d) do Teorema 3.1.1 e do item
¢) do Teorema 3.1.2 segue, assumindo o valor —y;, em vy na expressao de Ag-1, que as

assintotas A; e Ar-1 sdo paralelas e
ARfl(O) = [b + QI’R(—’YL)](l + 6_(_’“)71—) < 21‘L’7L(1 + G,YLW) = AL(O)

Desta maneira, para todo y € R, Az-1(y) < Ar(y). Do item d) do Teorema 3.1.1 temos,
para todo yg > 7,
SigH[AL(yo) — PL(yo)] < 0.

Pela definicao de assintota obliqua e assumindo o valor —v;, em g na expressao de Pp L
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existe go > max{b, y} suficientemente grande tal que

Prt(50;b) — Ar—1(G0) < {2xpyL — [0+ 22 (=)} (1 + e~ )™ = AL (0) — Ap-1(0).
Como as assintotas Ay, e Ap' sdo paralelas, segue

Pﬁl(yNos b) — Ar-1(%0) < AL(0) — Ap-1(0) = Ar(vo) — Ar1(%0) < Pr(yo) — Ar-1(Y0).

Desta forma, U (7o;b; —71) = Pr*(50;6) — Pr(%) < 0. Como a aplicacdo ¥ é continua

com respeito ao parametro g, existe €1 > 0 tal que, para —y, < vg < —7vL + €1,
W (o; b;vr) < 0.

Do item b) do Lema 3.2.1 segue, para —vy;, < Yr < —7L + €1, 0o > 0. Pela Observacao
3.2.3, existe y; > yo tal que ¥(y1;b;vr) > 0. Desta forma, pelo Teorema do Valor
Intermedidrio e pela Observacao 3.2.1 existe ¥ € (9o, y1) tal que ¥(y;b;vr) = 0 e T estd

associado a um ciclo limite de costura instavel do sistema.

Portanto, existe e; > 0 tal que, para —vy;, < yg < —7vr + €1, 0 sistema tem pelo menos

um ciclo limite de costura instavel.

Admitimos b > by. Entao, b+ 2zr(—7vr) > 2xr7y,. De maneira andloga a andlise
desenvolvida para b < b, existe ya > ¥y suficientemente grande tal que ¥(ys; b; —vz) > 0.

Pela continuidade da aplicacao ¥ com respeito ao parametro vg, existe €5 > 0 tal que,
para —yr — &2 < YR < —7VrL,
W (4a; b;vr) > 0.

Do item b) do Lema 3.2.1 segue, para —y; — €3 < Yg < —7,
0o < 0.

Pela Observacao 3.2.3 existe y3 > y» tal que W(y3;b;vg) < 0. Logo, pelo Teorema do
Valor Intermedidrio e pela Observacao 3.2.1 existe y € (42, ¥3) tal que ¥(y;0;v7r) =0e T

esta associado a um ciclo limite de costura estavel do sistema.

Portanto, existe e; > 0 tal que, para —y;, — e < Yg < —7, 0 sistema tem pelo menos

um ciclo limite de costura estavel.
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O teorema a seguir nos apresenta algumas situacoes interessantes quando, sobre certas

hipdteses, o parametro b do sistema (3.2) varia em determinadas vizinhangas do valor boc(Vr)

dado no Teorema 3.2.1.

Teorema 3.2.7. Seja x;, <0, xgp <0, v, <0, v >0 e b > 0 no sistema (3.2). Entdo,

a)

b)

se v +vr <0, existe € > 0 tal que, para boc(vr) —e < b < boc(Vr), 0 sistema tem pelo

menos dois ciclos limite de costura com estabilidades opostas;

se Y < b €Yr+ v = 0, eziste g9 > 0 tal que, para bec(vr) < b < bec(Vr) + €0, 0
sistema tem pelos menos um ciclo limite de costura estavel. Além disso, existe e1 > 0 tal
que, para boc(vr) — 1 < b < boc(YRr), 0 sistema tem pelo menos dois ciclos limite de

costura com estabilidades opostas;

se Y < by, eziste €9 > 0 tal que, para —y, < Ygr < —7yL + €2 € b = boc(Vr), 0 sistema
possui pelo menos dois ciclos limite costura com estabilidades opostas. Se §J < by, €
—vL < Yr < —7L + €9, existe e3(yr) > 0 tal que, para boc(Yr) —e3(vr) < b < bec(Yr), 0
sistema tem pelo menos trés ciclos limite de costura, sendo o ciclo intermedidrio estdvel

e 0s outros dois instdveis.

Demonstracao

a)

b)

Supomos v7, + vr < 0. Adotamos o valor boc(yg) na varidvel b do sistema (3.2) e entao,
pela demonstragao do item a) do Teorema 3.2.6, o sistema possui um ciclo limite de
costura estavel associado a um valor 7, além da existéncia do ciclo critico de costura.
Logo, pela Observagao 3.2.2, existe g > 0 tal que, para boc(vr) — 0 < b < boc(Vr),
o sistema tem um ciclo limite de costura estavel. Pelo Teorema 3.2.1, existe £ > 0 tal
que, para boc(vr) — &1 < b < boc(Vr), 0 sistema tem um ciclo limite de costura instavel.
Tomamos ¢ = min{&y,&;} e entdo, para boc(vr) — € < b < bec(Vr), 0 sistema tem um

ciclo limite de costura estavel e um ciclo limite de costura instavel.
Portanto, existe € > 0 tal que, para boc(vr) — e < b < bee(r), 0 sistema possui pelo

menos dois ciclos limite de costura com estabilidades opostas.

Assumimos Yg + v, = 0 e ¥ < boo. Logo, boc(Yr) + 22p7r < U + 2xpYvr < 22171
Adotamos o valor boe(vr) na variavel b do sistema (3.2). Pela demonstracao do Teorema

3.2.1 e por (3.20), existe 6 > 0 tal que ¥(y + 0;bcc(yr)) > 0. Pelo item d) do Teorema
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3.1.1 e pelo item c) do Teorema 3.1.2, segue que as assintotas A, e Ag-1 sao paralelas
e, para todo y € R, Ag-1(y) < Ar(y). Do item d) do Teorema 3.1.1 temos, para todo
Yo > U,

sign[Ar (yo) — Pr(yo)] < 0.

Desta maneira, pela definicao de assintota obliqua, existe ¢y > y + d tal que
Py (50; beo(Yr)) = Ar-1(90) < AL(0)—=Ag-1(0) = AL(o) = Ar-1(90) < Pr(go) = Ar-1(%o)-

Entao,
P (5o; beo(r)) < Pr(io)

e, consequentemente, W(yo; boc(vr)) < 0. Logo, pelo Teorema do Valor Intermediério
e pela Observagao 3.2.1, segue que existe ¥ € (¥ + d,4o) tal que V(7;bcc(yr)) = 0e ¥y
estd associado a um ciclo limite de costura estavel do sistema. Ressaltamos que para b =
beo(vr) segue, do Teorema 3.2.1, que o sistema também possui um ciclo critico de costura
instavel. Da Observagao 3.2.2 segue que existe g9 > 0 tal que, para | b — boc(vr) |< €o,

o sistema tem um ciclo limite de costura estavel.

Pelo Teorema 3.2.1, existe €9 > 0 tal que, para bec(vr) —€o < b < boc(Yr), O sistema tem
um ciclo limite de costura instdvel. Tomamos €; = min{eg, £o}. Entdo, para boc(Vr) —
g1 < b < bee(vr), o sistema tem dois ciclos limite de costura, sendo um estavel e o outro

instavel.

Portanto, existe 9 > 0 tal que para boc(vr) < b < bec(Yr) + €0 0 sistema possui pelo
menos um ciclo limite de costura estavel e existe e, > 0 tal que para boc(vr) — €1 <
b < boc(yr) 0 sistema possui pelo menos dois ciclos limite de costura com estabilidades

opostas. Veja a Figura 3.13.
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boo(vr) :@/o’

Figura 3.13: Esbogo dos gréaficos das aplicagoes P, (grafico em azul) e Py (grafico em vermelho)
para §J < bs, 0 < =y, = g € b = bec(Yr), mostrando a existéncia do ciclo critico de costura
e de 1 ciclo limite de costura.

¢) Supomos § < b,,. Adotamos os valores —7, e boc(—71) nas varidveis v e b do sistema
(3.2), respectivamente. Logo, pelo item anterior, o sistema tem um ciclo limite de costura
estavel. Pela Observagao 3.2.2, existem constantes £ > 0 e My > 0 tais que, para
—vL < YR < =L+ €1 e | b—bec(—L) |< My, o sistema tem um ciclo limite de
costura estavel. Pelo Teorema 3.2.1, a aplicagao boc é continua e, consequentemente,
existe €5 > 0 tal que, para —y, < Yg < —7L + €2, temos | boc(Yr) — boc(—7L) |< M.
Tomamos €5 = min{éy, &3}, Entdo, para —y, < yr < —7y1 + €2 € b = boc(Vr), O sistema
tem um ciclo limite de costura estével, isto é, existe 7, > ¥ tal que ¥(7y; bcc(Yr);Yr) =0
e W é decrescente em uma vizinhanga de 7;. Além disso, do item d) do Teorema 3.1.3
e da Observacao 3.1.1, obtemos que existe 7, > 7, tal que ¥ (7y;bcc(Vr);7r) = 0 e ¥
é crescente em uma vizinhanca de ¥,, isto é, o sistema tem um ciclo limite de costura

instavel. Notamos que, para b = boo(Yr), 0 sistema também tem o ciclo critico de costura.

Portanto, existe g5 > 0 tal que, para —y, < vr < —7 + €2 € b = bec(r), 0 sistema
possui pelo menos dois ciclos limite de costura com estabilidades opostas. Veja a Figura
3.14.

118



AY
LY
A
Y
AY

___\
/\\

=)

Y

boo(vr) Yo

Figura 3.14: Esbogo dos graficos das aplicacoes Py, (grafico em azul) e P! (grafico em vermelho)
para ¥ < beo, 0 < —yp < yr < =71 + €2 € b = bec(7r), mostrando a existéncia do ciclo critico
de costura e de 2 ciclos limite de costura.

Se Y < by € =y < Yr < —71+&2 segue, da andlise anterior e da Observagao 3.2.2, que os
ciclos limite de costura obtidos anteriormente para b = boc(yg) persistem (respeitando a
mesma ordem anterior) diante de uma pertubagao no parametro b. Logo, existe 1(vg) > 0
suficientemente pequeno de tal forma que, para boc(vr) —e1(vr) < b < boc(Vr), 0 sistema
tem dois ciclos limite de costura com estabilidades opostas, sendo o ciclo limite de costura
de menor amplitude estavel. Além disso, pela demonstracao do Teorema 3.2.1, existe
e(yr) > 0 tal que, para boc(vr) — €(yr) < b < bec(Yr), 0 sistema tem um ciclo limite
de costura instavel associado a um valor 73 > ¥ suficientemente préximo a y. Tomamos
e3(yr) = min{e(vyr),e1(vr)}. Logo, para boc(vr) — e3(vr) < b < boe(vr), 0 sistema tem
pelo menos trés ciclos limite de costura, sendo o primeiro ciclo instavel, o segundo estavel

e o terceiro instavel.

Portanto, existe e3(yg) > 0 suficientemente pequeno de tal forma que, para boc(vgr) —
e3(yr) < b < beo(yr), o sistema tem pelo menos trés ciclos limite de costura, sendo o

ciclo intermedidrio estavel e os outros dois instaveis. Veja a Figura 3.15.

Diante de toda a analise desenvolvida nesta secao, obtemos do Teorema 3.2.7 um argumento

analitico que mostra a existéncia de, pelo menos, trés ciclos limite de costura em um sistema
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boc(vr) — 23(vR) Yo

Figura 3.15: Esbogo dos graficos das aplicacoes Py, (grafico em azul) e P! (grafico em vermelho)
para § < boo, 0 < =y < Yr < —vyL + €2 € boc(Vr) — €3(7r) < b < bee(Yr), mostrando a
existéncia de 3 ciclos limite de costura.

linear planar de Filippov descontinuo. Este fato apareceu primeiramente em um exemplo
especifico descrito na referéncia [6] e, em seguida, verificado com dados computacionais, como
descrito na referéncia [8].

No que segue, apresentamos um caso particular desenvolvido na referéncia [5|, sem espe-
cificar os procedimentos usados. Consideramos o sistema (3.2). Tomamos z;, = —1 e impo-
mos, diante do estudo desenvolvido na Secao 3.1, que uma trajetoria local partindo do ponto
(0,7) e seguindo para ¥~ demora t;, = 37” para encontrar a origem. Desta forma, obtemos
v, &~ —0,27441 e y = 3,91858. Fixamos xp = —7 e, consequentemente, estamos nas condigoes

do item b) do Teorema 3.2.7, uma vez que
boo = 2(IL‘L + ZL‘R)’}/L ~ 4,39057 > @\

Na Figura 3.16 temos uma representacao parcial do diagrama de bifurcac¢ao no plano (g, b),
onde as curvas bgy e bgyy (em azul) sdo curvas onde ocorre, pela Teoria de Bifurcagoes, uma
Bifurcacao do tipo Sela-No para ciclos limite de costura. A curva bgy, para vg < 0, é dada no
item c¢) do Teorema 3.2.4, juntamente com o item c¢) do Lema 3.2.1 e o Teorema da Funcao

Implicita. A curva bce é dada no Teorema 3.2.1.
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Figura 3.16: Representacao parcial do diagrama de bifurcagao no plano (g, b) para z, = —1,
xpr=—T7Te~y, ~—0,27441.

Quando b = 0 obtemos, dos itens a), c¢) e d) do Teorema 3.2.3, que para vg + 7, < 0 o
sistema nao tem trajetorias periddicas de costura e para yg + v, > 0 o sistema possui uma
unica trajetoria periddica de costura e tal trajetéria local é um ciclo limite de costura instavel.

Assumimos b > 0 e yg < 0. Do item ¢) do Teorema 3.2.4 segue que, para b > boc(Vr), 0
sistema tem uma tUnica trajetéria periddica de costura e tal trajetoria local é um ciclo limite
de costura estével; para bsy(vr) < b < boc(yr) 0 sistema possui exatamente duas trajetdrias
periddicas de costura e tais trajetorias locais sao ciclos limite de costura com estabilidades
opostas; para b = bgy(yr) 0 sistema tem uma unica trajetéria peridédica de costura e tal
trajetoria local é um ciclo limite de costura semi-estével e para 0 < b < bgy(vg) 0 sistema nao
tem trajetérias periddicas de costura. Ressaltamos que para b = beoo(yr) segue, do Teorema
3.2.1, que o sistema possui um ciclo critico de costura instavel.

Admitimos b > 0 e 0 < yg < —7vr no sistema. Diante da Figura 3.17 segue que, para
b > bee(vr), o sistema possui uma tnica trajetéria periddica de costura e tal trajetéria local
é um ciclo limite de costura estével; para bsy(7r) < b < bec(yr) o sistema possui somente
duas trajetorias periddicas de costura e tais trajetorias locais sao ciclos limite de costura com

estabilidades opostas (o ciclo de menor amplitude é instével) e, para 0 < b < bgn(Vr), 0 sistema
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nao tem trajetérias peridédicas de costura.

2.4

22k 1
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Figura 3.17: Retangulo tracejado ampliado da Figura 3.16. Os ntmeros indicam a quantidade
de trajetorias periddicas de costura do sistema em cada regiao.

Supomos b > 0 e 0 < —vy;, < g no sistema. Diante das Figuras 3.16 e 3.17 observamos que
a curva bgy persiste para yg > —vr. Além disso, surge uma curva bgy; onde ocorre, também,
uma Bifurcagao do tipo Sela-N6 para ciclos limite de costura. As regioes com o nimero um
indicam que o sistema tem uma tnica trajetéria periddica de costura quando (vyg,b) percorre
estas regioes e tal trajetéria local é um ciclo limite de costura instavel; a regiao com o ntmero
dois mostra que o sistema tem somente duas trajetérias periddicas de costura quando (g, b)
percorre esta regiao e tais trajetorias locais sao ciclos limite de costura com estabilidades opostas
(o ciclo de menor amplitude é estével), e a regiao com o nimero trés aponta que o sistema tem
exatamente trés trajetorias periddicas de costura quando (yg,b) percorre esta regiao, sendo
a trajetoria local intermedidria um ciclo limite de costura estavel e as outras ciclos limite de
costura instaveis.

Assumimos b > 0 e yg = —7. Para 0 < b < bgy(vgr) 0 sistema nao tem trajetérias
periédicas de costura; para bgy(vr) < b < boc(yr) o sistema tem exatamente duas trajetdrias
periddicas de costura e tais trajetorias locais sao ciclos limite de costura com estabilidades
opostas (o ciclo de menor amplitude ¢ instével) e, para b > boc(Vr), 0 sistema tem uma tnica
trajetoria periddica de costura e esta trajetoria local é um ciclo limite de costura estavel

Notamos que o numero de ciclos limite de costura que o sistema possui para cada caso
citado acima, nao estd em desacordo com os resultados apresentamos neste trabalho.

Observamos que ocorre uma Bifurcagdo do tipo Hopf no Infinito no plano (yg,b) quando
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vr + 7. = 0. Do item e) do Teorema 3.2.6 segue que, para b < by, ocorre uma Bifurcagao
do tipo Hopf no Infinito subcritica, que é caracterizada pelo surgimento de um ciclo limite de
costura instavel para v suficientemente préximo de —vy;, com vz > —~r, e, para b > by, ocorre
uma Bifurcagao do tipo Hopf no Infinito supercritica, que é caracterizada pelo surgimento de

um ciclo limite de costura estavel para vz suficientemente proximo de —vy, com v < —7vp.

3.3 Conclusoes

Concluimos, com este trabalho, que o estudo de todas as dinamicas possiveis em sistemas
lineares planares de Filippov descontinuos nao é um tarefa trivial, devido a existéncia de um
grande numero de parametros envolvidos. Alguns avancos sao feitos devido a existéncia de
formas normais que reduzem o nimero de parametros, no entanto o estudo ainda é um desafio.
Restringimos o nosso estudo aos sistemas lineares planares de Filippov descontinuos do tipo
foco-foco e, sobre certas condicoes, provamos que existem sistemas nessa familia que possuem
trés ciclos limite de costura. Contudo, é um problema constante determinar se o numero
maximo de ciclos limite de costura que um sistema linear planar de Filippov descontinuo pode

possuir é trés.
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Capitulo 4
Apéndice

Esta dissertagao é continuacao de um trabalho de iniciagao cientifica desenvolvido por mim
baseado na referéncia [4], onde é imposto sobre o sistema (3.2) a condi¢ao agr < 0 < ay. Pelo
item a) do Teorema 2.1.2 segue que a condi¢ao ag < 0 < ay, é equivalente a dizer que o ponto
de equilibrio de cada campo H' e H~ é um ponto de equilibrio virtual. Além disso, pelos itens
a) e b) do Teorema 2.1.1 segue que a origem e o ponto (0, b) sao pontos de tangéncia invisiveis
dos campos H~ e H™, respectivamente.

As aplicacoes Pr, Pr, P e U sao analisadas de forma semelhante ao que desenvolvemos nas
Secoes 3.1 e 3.2, porém elas possuem algumas propriedades diferentes das que possuimos. E
apresentado em [4] uma série de resultados que mostram que o sistema (3.2) tem pelo menos
dois ciclos limite de costura e, em seguida, dois diagramas globais de bifurcac¢ao no plano (vg, b)
sao expostos, mostrando a existéncia de uma curva bgy onde ocorre uma Bifurcacao do tipo
Sela-N¢ para ciclos limite de costura, a existéncia de uma Bifurcacao do tipo Pseudo-Hopf sobre
a reta b = 0 (veja a referéncia [7]) e a existéncia de uma Bifurcagdo do tipo Hopf no Infinito
quando vg + v, = 0. Além disso, a Bifurcagao do tipo Hopf no Infinito é subcritica se b < by, €
supercritica se b > b,,. Notamos que o carater supercritico ou subcritico da Bifurcacao do tipo
Hopf no Infinito que ocorre quando vg+7;, = 0, tanto neste trabalho quanto no desenvolvido em
[4], é determinado pelo valor by, (veja o item €) do Teorema 3.2.6). No que segue, apresentamos

os diagramas de bifurcacao citados acima.

124



Figura 4.1: Diagrama de bifurcac¢do no plano (yg,b) para v, <0 e —ay < ag < 0 < ar, onde
A= (%,O), B = (—7v1,bs) € C = (—7,0). A direcdo das setas simbolizam o nascimento

de ciclos limite de costura estéveis (setas pretas) e de ciclos limite de costura instéveis (setas
vermelhas).

!
A) TR = —7L

—~

IR

Figura 4.2: Diagrama de bifurcacao no plano (vg,b) para v, < 0 e agr < 0 < ar < —ag, onde
A= (%,O), B = (—7y1,bs) € C = (—7,0). A diregdo das setas simbolizam o nascimento

de ciclos limite de costura estaveis (setas pretas) e de ciclos limite de costura instaveis (setas
vermelhas).
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