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Resumo

No presente trabalho propomo-nos a desenvolver um estudo sobre a “Férmula
de Euler-Descartes” tanto no aspecto da férmula poliedral (Teorema de Euler para
poliedros) como em outros aspectos relacionados tais como na Teoria dos Grafos e em
pavimentagdo do plano.

Fundamentalmente nos preocupamos em estudar e apresentar varias de suas
demonstragdes encontradas em trabalhos de diferentes autores como os respectivos
enfoques € seguida de uma pequena anélise comparativa mostrando a sua importancia
em diversos ramos da matematica e talvez a Educagdo Matematica.

Com o desenvolvimento desses estudos observando aplicagdes da férmula e
com o conhecimento de problemas de contagem em geometria conseguimos obter

alguns resultados os quais julgamos originais € aqui apresentados como extensoes.

Abstract

In present work we propose to develop a study on the Formula (Euler -
Descartes Formula) both in the aspect of polyhedron Formula (Euler and polyhedron)
and in other aspects related such a Graphs Theory and in foundation of the plain.

We mainly do care to study and present many of its demonstration found in
differents authors work with each fows and followed by a brief comparative analyses
showing its importance in differents branches of Mathematics and maide in Math-
Educations.

By developping these studies observing the Formula Applications and by
nowing the counting problems in Geometry we can obtain some results which we

believe to be original and here presented as extensions.
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Introducao

O Teorema de Euler descoberto em 1758 diz que se um poliedro tem V
vértices, A arestas e F faces entdo V-A+F=2.

Seu autor Leonhard Euler* de origem suica foi tutelado em seus estudos por
Jean Bernoulli** mestre excepcional e exigente.

Aos 19 anos iniciou sua influéncia na vida intelectual da Europa. Cada um dos
trés paises em que viveu e, muito trabalhou, o reclama como seu: a Alemanha, a
Russia e a Suiga.

Norteando-se pelo principio de que “Vida € trabalho” foi o mais fecundo de
todos os cientistas, tendo publicado cerca de 800 artigos, 50 livros ou panfletos em
todos os ramos das Ciéncias Matemadticas, da Fisica Experimental, da Astronomia, da
Quimica, da Engenharia, da Geodésia, da Geografia, da Economia, da Demografia,
da Fisiologia, da Ldgica, e ainda atingindo a Musica, a Filosofia e a Religido. Esse
magnifico matemdtico escrevia de maneira simples e direta, de modo a ser
compreendido. O seu Teorema, do qual nos ocupamos, prima pela generalidade de
validez, simplicidade de enunciado, caracteristicas essas que O tornam atraente €
popular.

Para alguns matemaéticos essa descoberta deveria ser atribuida a Descartes ***
devido a um seu manuscrito produzido por volta de 1639 e encontrado em 1675 , que
contém resultados a partir dos quais se poderia obter a féormula como conseqiéncia
imediata. Mas Descartes ndo parece ter notado isso.

Um histérico pormenorizado sobre os estudos que foram feitos posteriores ao
de Euler, pudemos encontrar em Lakatos [LaK 76] na sua obra “Proofs and
Refutations” onde vimos um professor apresentar a tradicional demonstracao atribuida

a Cauchy****, Assim que a demonstragdo € concluida os alunos apresentam uma série

* Leonhard Euler (1707-1783).
** Jean Bernoulli (1667-1748).
*** René Descartes (1590-1650).
**** A. L. Cauchy (1789-1852)
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de contra exemplos e cada passo da demonstragdo € submetido ao criticismo. A
discussdo prossegue em niveis cada vez mais elevados de sofisticacdo tanto
matematicos quanto l6gicos. Esse nivel polémico € sustentado por feitos de grandes
matemaéticos.

Para tais explicagdes, justificagdes, elaboragdes que tornam a conjectura mais

plausivel necessério se fez conceituar plenamente o objeto de estudo ou seja os

poliedros.
A primeira classe de poliedros estudada em toda histéria consistia de cinco

poliedros regulares comuns e poliedros semiregulares como prismas e pirdmides que
encontramos nos livros XII e XIII de Euclides*. Este embora definindo o cubo,
octaedro, piramide, prisma, ndo define o termo genérico poliedro, mas as vezes o

emprega (ex. Livro XII, Segundo Problema, Prop. 17). Essa classe foi estendida

depois do Renascimento em dois sentidos: um o que inclui todos os poliedros

convexos € alguns poliedros intermedidrios simples; outro € o de Kepler - ele ampliou
a classe de poliedros regulares por apresentar os poliedros regulares estrelados. Mas a
proposta de Kepler foi esquecida e s6 foi retomada mais tarde em 1810 por Poinsot.

Euler certamente jamais imaginou poliedros estrelados e sabemos que foi
incapaz de provar sua Férmula embora tenha observado tal relagao do ponto de vista
ndo métrico, testado sua conjectura a fundo pelas consequéncias € a conferido para
prismas, pirdmides, etc.

Tal relagdo é provada hoje sem dificuldades mas até o inicio do século XIX ela
ndo havia sido suficientemente explorada, o que foi acontecer somente quando houve
interesse nas propriedades métricas e combinatdrias dos s6lidos. Foi entdo que vérios
matemdticos dela se valeram, particularmente, na geometria dos sélidos convexos
entre eles Cauchy (1813) Poinsot (1810), Lhuilier (1812), Jonquiéres (1890), Hessel
(1832), Legendre (1809), Cayley (1859); quer refutando-a ou defendendo-a
ferrenhamente como o fez Jonquiéres.

Euler é considerado também um dos fundadores da Teoria dos Grafos (uma
parte hoje adulta e independente da Topologia). Este ramo de estudos foi
desenvolvido por Cayley, Hamilton, Petersen. Sessenta anos depois Lhuilier anunciou

sua férmula quando aplicou-a a poliedros multiplos conexos.

* Buuclides (I sec. a. C.)
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O assunto da Topologia foi- entdo estudado por Listen, Moebius, Riemann
Poincaré e tem acumulada uma vasta literatura.

A versdo da Férmula de Euler na Teoria dos Grafos considera que para um
grafo planar conexo com V vértices, A arestas e F faces, V-A+F=2.

Neste trabalho pocuramos mostrar a importdncia da Férmula em diferentes
ramos da Matematica e também de encontrar embasamento para o ensino da mesma e
que possibilitasse:
- minimizar dificuldades dos professores em relag@o a esse assunto;
- fornecer a aplicag@o prética deste, na resolugdo de problemas;
- estimular a pesquisa e aprendizagem significativa dos contetidos que ocorrem quando

novas idéias e informagdes sdo aprendidas;

- estudar relagdes da Teoria dos Grafos com outros conteidos da Matemdtica e suas

aplicagdes.

Descri¢ao dos Capitulos

No capitulo 1, estaremos colocando conceitos bésicos e convencionando
notagdes utilizadas nos demais capitulos.

No capitulo 2 estudaremos a Férmula de Euler na Teoria dos Grafos onde
aplicaremos conceitos de planaridade... O estabelecimento de primeiros critérios para
verificar se o grafo é planar deve-se a Kuratowski.

No capitulo 3, examinaremos o estudo de varias demonstracGes encontradas
em trabalhos de diferentes autores e os respectivos enfoques seguido de uma pequena
andlise comparativa.

No capitulo 4, procuraremos extender a Férmula de Euler para: poliedros
convexos € concavos uma aplicacdo da caracteristica de Euler - Poincaré; retas no

plano e problemas de contagem de regides; superficies poliédricas com saliéncias e
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cavidades; grafos conexos com arestas multiplas; grafos com componentes conexas.

No capitulo 5, apresentaremos conseqiiéncias e aplicagdes de poliedros e

grafos planares; entre elas a determinagdo dos cinco poliedros regulares, o que

motivou Cauchy em seus estudos.

Conforme sugestdo de nosso orientador deveriamos incluir pelo menos mais
dois temas relacionados, um sobre aspéctos concernentes a caracteristica de Euler-
Poincaré (apenas citada numa nota do capitulo 4) e outro sobre generalizagdes,
especialmente a espago n-dimensional, contudo exigéncias legais de tempo impedi-

ram-nos de assim proceder.
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Capitulo 1

Conceitos Basicos e Notagoes

1.1 Grafos

Um grafo G= (V, A) consiste de um conjunto finito ndo-vazio V de vértices e
de um conjunto A de arestas distintas, em que cada aresta € um par ndo ordenado de
vértices distintos.

Se na definicdo de Grafo, removemos a restricdo que as arestas devem ser
distintas, entdo como resultado podemos obter o que chamamos de multigrafo. duas
ou mais arestas ligam o mesmo par de vértices as quais sdo chamadas multiplas (ou
paralelas). Figura 1b.

Se na definigdo de Grafo, removemos a restricdo de que arestas devem ligar
vértices distintos e em um vértice admitirmos a existéncia de loops ou lagadas como
resultado tem-se o grafo geral ou pseudo grafo. Figura lc.

Denotaremos por V(G) o conjunto de vértices e por A(G) seu conjunto de
arestas do grafo G = (V, A).

Representamos vértices por pontos e arestas {x, y}ou xy por linhas ligando os
pontos que correspondem aos vértices x € y.

A Figura la representa um grafo G com:

V(G) = {a, b, x, y, d}
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A@G) = {{a, b}, {b,x}, {x,y}, U0}, . d}}

a X

Figura (1)

Dada uma aresta ¢ = {x, y} € A(G), os vértices x e y sdo os extremos de e.

Dizemos ainda que e é incidente a x € a y e reciprocamente.

O grau do vértice x € o nimero de arestas incidentes a x.

Dois vértices sio adjacentes se eles sdo extremos de uma mesma aresta do

grafo.
Um grafo completo é um grafo em que quaisquer dois vértices sao adjacentes.

Denotaremos por K o grafo completo com n vértices.
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Um grafo bipartido G=(V, A) é um grafo cujo conjunto de vértices V ¢
particionado em dois subconjuntos V, e V,, tal que cada aresta de G tem um extremo
em V, e outro extremo em V,. Neste caso, (V,, V,) € uma biparti¢do do grafo G.

Um grafo bipartido completo é um grafo com biparticdo (V,, V,) sendo que
todo vértice de V, é adjacente a cada vértice de V,. Se |V,| =me |V,|=n,0

grafo ser4 denotado por K .

O grafo complementar de um grafo G, que denotaremos por G, é o grafo com
o mesmo conjunto de vértices de G e tal que dois vértices sdo adjacentes em G se, e
somente se, eles ndo sdo adjacentes em G.

Dois grafos sdo isomorfos se existe uma bijecdo entre seus conjuntos de
vértices que preserva a adjacéncia.

Seja G um grafo. Dizemos que H é subgrafo de G se V(H) < V(G) e
A(H) ¢ A(G). Se pelo menos uma destas inclusdes é propria dizemos que H ¢
subgrafo préprio de G.

O subgrafo que tem S < V(G) por conjunto de vértices e cujas arestas sdo

arestas de G com extremos em S, é chamado de subgrafo de G induzido por S e seréd

denotado por G[S]. Um subgrafo ndo é necessariamente subgrafo induzido por algum

subconjunto S de V (G).

Seja S ¢ V(G). Denotaremos por G - S o subgrafo G[V(G) - S].

A remogao de uma aresta e do grafo G resulta no subgrafo G - ¢ com mesmo
conjunto de vértices que G e com arestas A(G) - {e}.

Dados dois vértices distintos x ¢ y em um grafo G, definimos um caminho
entre x e y como uma sequéncia P = [x = x,, X,,..., X, = y] onde os vértices x,
s3o distintos e (X;, X,,,) € A(G).

O comprimento de um caminho é seu nimero de arestas.

Um ciclo é uma sequéncia C = [x,, X,,..., X, ] onde [x,, X,,..., X, ;] é

um caminho, € X, = Xx,, k2 3.
Um grafo G € dito ser conexo se existir um caminho ligando quaisquer dois
vértices distintos de G; caso contrério, ele é dito ser desconexo. Um subgrafo conexo

maximal é uma componente conexa do grafo ou simplesmente componente.
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Um grafo G é simples se ndo possui lagadas nem arestas paralelas. fig 1(a).
Um grafo G simples com duas arestas pelo menos, € 2 - conexo se G ndo pode

ser desconectado pela remogdo de qualquer um dos vértices, isto € o grafo G-v €

conexo para cada vértice v € V (G).

Figura (2): Um grafo 2 - conexo

Um grafo G simples com quatro arestas pelo menos € 3-conexo se G ndo pode

ser desconectado pela remogdo de um ou dois vértices.

V;

N/
N\

v, v,

Figura (3): Um grafo 3 - conexo

Um aresta de corte € uma aresta tal que sua remogdo do grafo aumenta o
nimero de componentes conexas do mesmo.
Uma drvore é um grafo conexo que ndo contém ciclos.

Definimos a operagdo de subdivisdo de uma aresta e ={x, y} por se remover
esta aresta do grafo e substitui-la por um caminho P = [x,, x,, x,] tal que x = x,
e y = x,, com grau de x, igual a dois.

A subdivisao de um grafo G é um grafo que pode ser obtido de G por se

efetuar uma sequéncia de subdivisdes de arestas de G.
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Figura (4): Uma subdivisao do K,.

1.2 Poliedros e Pavimentagao

Uma poligonal simples fechada (ver Figura 5) separa o plano em trés conjuntos
de pontos do plano: uma regido interior, uma exterior € a propria poligonal.
Um conjunto de pontos do plano € interior se, e somente se, para qualquer

ponto da regido, toda semi-reta de origem no ponto que ndo passa em vértice da

poligonal tem um nimero fmpar de pontos em comum com a poligonal. E a situagdo

do ponto P na Figura 5. O conjunto de pontos ndo pertencentes ao interior ou a
poligonal € o exterior, cujas semi-retas possuem nimero par de pontos em comum

com a poligonal. E a situagdo do ponto P’.
0

Figura (5)

A poligonal chamamos fronteira.

A unido do interior com a fronteira é chamada poligono ou regidao poligonal

simples fechada.
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Um sélido ou corpo geométrico limitado por um conjunto finito de poligonos

planos tais que cada um dos lados pertenca a dois dos ditos poligonos, e que dois

poligonos quaisquer que tenham um lado em comum ndo pertengam a um mesmo
plano, recebe o nome de poliedro.

Os poligonos do conjunto se chamam faces do poliedro, os lados e vértices
deles, arestas e vértices do poliedro. Denotaremos por V a cardinalidade do conjunto
de vértices de um poliedro, por A a cardinalidade de seu conjunto de arestas e por F
a cardinalidade de seu conjunto de faces.

A todo poliedro corresponde um grafo identificando-se vértices e arestas.

Duas faces de um poliedro sdo adjacentes se possuem uma aresta em comum.

Um poliedro convexo se diz platénico quando todas as suas faces t€m o mesmo
nimero n de lados e seus dngulos s6lidos t¢ém o mesmo nimero m de arestas (pode ser
n#m).

Dizemos que um poliedro é regular quando todas as suas faces sdo poligonos
regulares congruentes e todos os seus dngulos sélidos ou poliédricos sdo congruentes.

Poliedros estrelados sdao poliedros regulares e portanto inscritiveis em uma
esfera; suas faces sdo os poligonos planos que, em menor nimero possivel, limitam o
poliedro; suas arestas sdo os lados que limitam as faces; seus diedros sao unicamente
0s que tem por arestas as arestas ja definidas. As faces ao cortar-se, formarao outros
diedros que ndo sdo do poliedro, por ndo ser sua reta interseccdo aresta daquele; seus
vértices s3o os pontos comuns dos extremos das arestas € situados sobre a superficie
da esfera circunscrita ao poliedro. As intersecgdes de arestas que ndo cumpram as
condigdes anteriores ndo sdo vértices. As faces do poliedro terdo portanto, seus
vértices sobre a esfera citada; angulos poliédricos do poliedro sdo unicamente 0s que
tem seus vértices nos vértices ja definidos.

Um poliedro é simples, se sua superficie pode ser deformada com continuidade
até transformar-se na superficie de uma esfera.

Um poliedro € convexo quando unindo-se dois quaisquer de seus pontos
internos, o segmento ndo intercepta sua superficie.

Um conjunto ndo vazio Q < R" € chamado um conjunto poliedral ou

simplesmente um poliedro, se € por uma intersecgdo de uma familia finita de semi-
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espacos fechados do R" . Se o poliedro Q for limitado, entio Q vem a ser um
politopal.

Dizemos que o politopo 2 é d-politopo se €2 tem dimensdo d, isto é, Q = ©
+ &, onde & é um subespago vetorial do R", cuja dimensdo é d (@ é um vetor
arbitrario do R").

O grafo de um politopo 2, denotado por G (2) é um grafo consistindo dos
vértices e das arestas de €.

Um grafo H € chamado grafo d-politopal se H € isomorfo a G (Q2), e neste

caso dizemos que €2 realiza a H, em outras palavras, H representa ao politopo Q.

Consideremos no plano um poligono e vamos encostando (justapondo) outros

poligonos sucessivamente, mas tomando cuidado para que ndo haja superposigdo e

para que nao ocorram vazios.

Isto € ilustrado na Figura 6, em que comegamos com um quadrado e vamos

encostando a este outros poligonos.

Figura (6)

Cada vez que acrescentamos um novo poligono vamos formando uma nova
fronteira, ampliando a anterior.

Dizemos que se fez uma pavimentagdo parcial do plano ou que pavimentamos
uma regido poligonal simples fechada. Dai segue o conceito:

Um conjunto de poligonos € uma pavimentagdo parcial do plano se, e somente
se, o conjunto de poligonos cobre sem cruzamentos uma regido poligonal simples

fechada do plano.
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Com a palavra cobre queremos dizer que todo ponto interior ou da fronteira da
regido poligonal simples fechada pertence pelo menos a um poligono do conjunto e
sem cruzamentos significa que toda intersec¢do de dois poligonos tem area nula.

Consideremos uma pavimentagdo parcial do plano e vamos acrescentando

indefinidamente poligonos, aumentando a sua superficie, mas continuando sem deixar

vazios e sem cruzamentos; entdo dizemos que se terd uma pavimentagdo do plano.

E claro que, efetivamente, na pratica nio conseguiremos uma pavimentagdo do
plano, pois nunca a completariamos, mas podemos obté-la idealmente. Dai vem o
seguinte conceito:

Um conjunto de poligonos é uma pavimentacdo do plano se, e somente se, 0
conjunto de poligonos cobre sem cruzamento o plano.

Aos vértices dos poligonos chamamos de nds da pavimentagdo. Observamos,
no entanto, que um poligono pode ter mais nés na sua fronteira que o seu proprio
nimero de vértices. Assim, na Figura 7 o poligono (2) tem 8 nds na sua fronteira e
apenas 5 vértices, enquanto os outros apresentam o0 mesmo numero de nos que de

vértices.

Figura (7)

Os segmentos de retas que tém por extremos dois nds consecutivos de um
mesmo lado de poligono chamamos de arestas. Assim, existem lados que sdo arestas €
partes de lados que também sdo arestas.

Uma pavimentagdo € lado-lado se, e somente se, toda aresta € lado comum a
dois poligonos. Resulta, portanto, que todo né na fronteira de um poligono da

pavimentagdo € vértice do poligono.
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Em outras palavras, quando pavimentamos, um novo poligono é acrescentado

se os lados em contato sdo respectivamente congrﬁentes (Figura 6). Em caso

contrério, diremos simplesmente que a pavimentagdo ndo € lado-lado (Figura 7).
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Capitulo 2

A Féormula de Euler na Teoria dos Grafos

2.1 Grafos Planares

Um grafo € planar se ele pode ser representado no plano de modo que suas

arestas nao se interceptam exceto em seus extremos. O grafo assim representado no

plano é dito ser um grafo plano.

(@ (b)
Figura (8): (a) Um grafo planar G; (b) Um grafo plano obtido de G.

O estudo de grafos planares necessariamente envolve a topologia do plano.
Porém, ndo seremos rigorosos aqui ao colocarmos os conceitos topol6gicos pois nosso
interesse estd em relacionar a Férmula de Euler com a classe dos grafos planares.

Os resultados da topologia que sdo especialmente relevantes no estudo de
grafos planares sd3o os que envolvem curvas de Jordan. A unido das arestas num ciclo

de um grafo plano constitui uma curva de Jordan; isto explica porque propriedades
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das curvas de Jordan desempenham um papel importante ao se estudar grafos
planares.

Nés precisamos de um teorema bastante conhecido sobre curvas de Jordan para
demonstrar que o K nédo é planar.

Seja J uma curva de Jordan no plano. Entdo o restante do plano € particionado
em dois conjuntos abertos chamados interior e exterior de J. Denotaremos o interior e
exterior de J, respectivamente, por intJ e ext] e suas delimitagbes por /nr] e
Ext J. Claramente, Int ] m ExtJ = J.

O Teorema da Curva de Jordan - Toda linha ligando um ponto em int J a
um ponto em ext J deve interceptar J em algum ponto.

Embora este teorema seja intuitivamente obvio, uma prova formal dele nédo é

simples pode ser encontrada em Courant - Robbin [CoR 69].

Figura (9)
Teorema 2.1.1 (Bondy [BoM 77]). O grafo K. ndo é planar.

Demonstragdo: Provemos por contradicdo. Seja G um grafo plano
correspondente a0 K ;. Denotemos os vértices de G por v,, v,, V., v, € v,. Como
G é completo, quaisquer dois de seus vértices estdo ligados por uma aresta. Agora. o
cico C = [v,, v,, Vi, v;] € uma curva de Jordan no plano, € o ponto que
corresponde ao vértice v, deve estar no int C ou no ext C.

Sem perda de generalidade, suponhamos que v, € int C. (O caso em que

v,€ ext C pode ser tratado de maneira similar.) Entdo as arestas {v,. v,},

{ve, v,} e {v,, v, } dividem int C em trés regides int C,, int C, e int C,,

onde:
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Ci==sv nlivpsevaswvil,
Gne v, Vi Yo, Vo] €
Cy=v;, Var Y12 Vsl

A Figura 10 ilustra estas regides.

Figura (10)

O ponto correspondente a v, deve estar em uma das quatro regioes ext C,

int C,,int C, eint C,.Se v, € extCentdo. como v, € int C, segue do Teorema

da Curva de Jordan que a aresta {v,, v} intercepta C em algum ponto. Mas isto é
uma contradi¢do pois estamos assumindo que G é um grafo plano. Ao considerarmos

os casos em que vg€ int C,, i = 1, 2, 3, também chegaremos com este mesmo

raciocinio a uma contradigdo. B

Um argumento similar pode ser usado para provar que o K., também nio é

um grafo planar.

Figura (11) : Os grafos K e K,, que ndo sdo planares.
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E importante saber quais grafos sdo planares e quais grafos ndo sdo. Temos

visto que, em particular, K e K., ndo sdo planares muito embora qualquer subgrafo

induzido préprio destes grafos seja planar.
Uma das primeiras caracterizagdes conhecidas de grafos planares foi dada por

Kuratowski em 1930:

Teorema 2.1.2 (Kuratowski [Kur30]). Um grafo é planar se e somente se ele
ndo contém nenhuma subdivisdo do K. ou do K,,.Demonstragio em Berge
[Be 67].

Outras caracterizagdes e resultados importantes sobre grafos planares foram
apresentados por Whitney [Wh 33|, MacLane [Mac 37|, Tutte [Tu 60a], Dirac ¢
Schustu |Dir 77].

Um grafo plano G particiona o restante do plano em regides chamadas faces de

G. A Figura 10 ilustra um grafo plano com quatro faces, f,, f,, f, e f,.

Denotaremos por F(G) o niimero de faces do grafo plano G.

Figura (12)

Todo grafo plano tem exatamente uma face ndo delimitada. a face exterior : no
grafo plano da Figura 12, f, € a face exterior.

Veremos posteriormente que € possivel provar que o Ks e o Kj; sdo ndo
planares como consequéncias praticamente imediatas da Férmula de Euler. (anterior a

utilizacdo da curva de Jordan).
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2.2 A Formula de Euler para Grafos Planares

A Férmula de Euler relaciona nimero de vértices, arestas e faces em um grafo

plano conexo. Euler a propds para vértices, arestas e faces de poliedros cujos estudos

da mesma serdo bastante explorados nestes aspecto no capitulo 3.

Antes de apresentarmos a férmula de Euler no teorema 2.2.2, precisamos do

seguinte resultado:

Teorema 2.2.1 (Bondy e Murty [BoM 77]). Se G é uma drvore, entdo
A=V-1.

Demonstragdo: Por indugdo sobre V. Quando V = 1, temos que G é
isomorfoao K, e A=0=V-1. .

Suponhamos que o teorema seja verdadeiro para todas drvores com menos que
V vértices, e seja G uma édrvore com [V(G)| 2 2 vértices. Seja e = {u, v} € A(G).
Entdo, G - e ndo contém nenhum caminho ligando o vértice « ao v. Assim, G - e ¢
um grafo desconexo com duas componentes conexas G, e G, que também sdo
arvores. Além disso, cada uma delas tem menos vértices que G. Portanto, pela
hip6tese de indugao

|A(G,)| = |V(G;)| -1 para i=12.
Assim,

|AG)| =|A(G))|+]|A(G,)| + 1 =|V(G))| + [V(G,)| -1 =|V(G)|-1.1

Teorema 2.2.2 (Bondy e Murty [BoM 77]). Se G ¢é um grafo plano
conexo, entdo V - A + F(G) = 2.

Demonstragdo: Por inducdo sobre F(G), o nimero de faces de G. Se
F(G) =1, entdo o grafo G ndo tem ciclo e, como G é conexo, é uma drvore. Neste
caso, pelo teorema 2.2.1, A = V - e o teorema € vélido. Suponhamos que o

teorema seja verdadeiro para todos grafos planos conexos com menos que n faces, e

seja G um grafo conexo plano com n 2 2 faces.
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Tomemos uma aresta e¢ de G que ndo é uma aresta de corte. Entdo G - ¢ €
um grafo plano conexo e tem n - | faces, pois as duas faces de G separadas por e
se tornam uma unica face de G - e.

Pela hip6tese de indugdo V(G -¢) - A(G-¢e) + F(G -¢) = 2 e, usando as
relagdes
VG-¢) =V(G), AG-¢e) =AG)-1, F(G-e) =F(@G)-1 obtemos:
V(G) - A(G) +F(G) = 2.

O teorema segue do principio da indugdo.

2.3 A Férmula de Euler para Mapas

Um mapa é um grafo planar cujos vértices tem grau pelo menos trés, e cujas

faces tem fronteiras que sdo curvas fechadas simples. As faces de um mapa sdo seus

paises.

A propriedade de todas as faces serem delimitadas por curvas fechadas simples

claramente elimina a possibilidade de uma aresta ter um mesmo pais em ambos os

<0
wﬁ‘a

Figura (15): Um mapa com 6 paises.

lados.

Nesta secdo apresentaremos a Férmula de Euler para mapas, desenvolvida por
Barnette [Ba 83]. Observamos que hé grafos que satisfazem a Férmula de Euler mas
que ndo sdo mapas €, também, hd mapas que ndo satisfazem a Férmula de Euler: estes

s30 0s mapas desconexos.
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A Férmula de Euler para mapas conexos (Barnette [Bar 83]). Nos

provaremos que se V., A e F sdo o nimero de vértices, arestas e faces,

respectivamente, de um grafo conexo planar, entdio V - A + F = 2. A prova é
baseada em um processo de remover uma aresta ou uma aresta ¢ um vértice de um
grafo conexo de modo que o grafo resultante seja ainda conexo. NOs mostraremos que
V - A + F ndo se altera durante este processo, e finalmente mostraremos que
repetindo este processo chegaremos em um grafo para o qual V - A + F = 2,
Claramente, a Formula de Euler deveré valer para o grafo original.

O processo consiste de se efetuar um dos seguintes procedimentos: remover
uma aresta mas deixar seus extremos, ou remover uma aresta € um de seus extremos.
E importante que possamos fazer isto de modo que o grafo resultante ainda seja
conexo.

Se hé no grafo um vértice de grau 1, entdo o grafo resultante da remogdo deste
vértice e da aresta que € incidente a este vértice ainda é conexo. Se ndo ha nenhum
vértice de grau 1 no grafo, entdo hd uma maneira de removermos uma aresta deixando
o grafo ainda conexo. Partindo de uma aresta do grafo. comecemos um “passeio™ ao
longo das arestas do grafo. sempre saindo de um vértice e entrando em uma aresta que
ainda ndo visitamos. Com um tal passeio, nés voltaremos precisamente a um vértice

que jé foi visitado porque ha um nimero finito de vértices.

7

Figura (14)
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Quando caimos em um vértice ja visitado entdo a dltima parte do passeio
consiste de uma curva simples, isto €, um ciclo. Se removermos uma aresta deste

ciclo. entdo o grafo resultante ainda € conexo (Veja Figura 14).

Agora, vejamos como V - A + F se comporta durante o processo.

Quando removemos uma aresta incidente a um vértice de grau 1 juntamente
com este vértice. ndés diminuimos V e A e deixamos F inalterado. Assim V - A + F
permancce inalterado.

Quando removemos uma aresta e deixamos seus extremos, diminuimos A de

J4 que a aresta removida intercepta duas faces diferentes (uma no interior do
ciclo e outra no exterior do ciclo) , e como estas duas faces se tornam uma sé com a
remogao da aresta, F é diminuido de um.

Novamente V - A + F permanece inalterado. :

Enquanto houver arestas no grafo. aplicamos este processo para remové-las.
Portanto. o processo para quando o grafo ndo tem mais arestas. Mas um grafo conexo
com nenhuma aresta deve consistir de um dnico vértice. Para este grafo V = 1,
A= 0, e F = 1, assim a Férmula de Euler ¢ vdlida para este grafo bem como para o
grafo original.

Se o grafo ndo for conexo no final do processo ndo teriamos certeza de que 0

altimo grafo consiste de apenas um vértice. Dai a importancia do grafo ser conexo. W
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Capitulo 3

Estudos Sobre a Formula de Euler

3.1 Introducio

Neste capitulo estudamos diferentes demonstracdes da Férmula de Euler.
Comegamos com uma das mais conhecidas e tradicionais demonstra¢ao que € atribuida

a Cauchy.

3.2 O Estudo de Cauchy*

A Férmula de Euler relativa a poliedros é a seguinte: se um poliedro tem V
vértices, A arestas e F faces entdo: V- A + F = 2,

Etapa 1. Retira-se uma face do poliedro. Isto ndo altera os nimeros V, A mas
F diminui de uma unidade. Basta entdo provar que o poliedro modificado satisfaz a
condigio V- A + F = |.

Etapa 2. Diz-se que uma aresta do poliedro € livre quando é lado de apenas
uma face.

O poliedro modificado na Etapa | possui arestas livres, a saber: os lados da

face retirada. Esticando-se a superficie poliedral a partir das arestas livres, pode-se

*A.L. Cauchy (1789 - 1852)
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achata-la de modo que durante este processo ela se transforma numa figura plana sem
haver superposicdo de faces. Os nimeros V, F ¢ A mantem-se constantes.

Se. em particular, o poliedro era convexo, este achatamento pode ser
entendido de modo bastante simples, projetando-se o poliedro sobre o plano. a partir
de um ponto situado tdo proximo da face omitida que nenhuma semi-reta que parta
desse centro de projegdo contenha mais de um ponto do poliedro.

Imaginando a origem dessas semi-retas como um foco luminoso o modelo
achatado do poliedro € sua sombra sobre o plano da projegéo.

Na Figura 15 ilustramos o resultado da aplicacdo das Etapas 1 e 2 ao tetraedro

e ao cubo.

Figura (15)

Etapa 3. Tracando diagonais que ndo se cortam, decompde-se cada face em
triangulos. Cada vez que se traca uma diagonal que nao intercepta as outras, 0 nidmero
V ndo muda, enquanto A e F aumentam de uma unidade, logo V - A + F ndo se

altera. Podemos entdo supor que todas as faces do poliedro sdo triangulos.

A Figura 16 mostra como fica o cubo depois de executadas as Etapas 1, 2 e 3.

\=7
2\
L7\

Figura (16)
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Etapa 4. Comeca-se a “despetalar” o poliedro plano (cujas faces agora sao
tridngulos), retirando-se uma a uma as faces que tem alguma aresta livre. Ao retirar
cada uma dessas faces, o numero V - A + F ndo se altera. Com efeito, se o tridangulo
retirado tem apenas uma aresta livre, sua retirada ndo muda V mas faz com que Ae F
diminuam ambos de uma unidade, o que deixa V - A + F inalterado. Se, porém, o
triangulo tem duas arestas livres, ao retird-las estaremos diminuindo um vértice, duas

arestas € uma face, logo V - A + F ndo se altera.

(a) (b)
Figura (17): O tridngulo retirado em (a) tem uma aresta livre; o tridngulo

retirado em (b) tem duas arestas livres.

Etapa 5. Retirando, uma a uma, as faces que tem alguma aresta livre chega-se,
finalmente, a dltima, que é um tridngulo, para o qual se tem evidentemente
V-A+F=1.

Isto conclui a demonstragao.

3.3 O Estudo de Cohen

Teorema 3.3.1 (Cohen [Coh 78]). Em um grafo conexo planar G com A

arestas, V vértices e F faces, V-A + F = 2.

Demonstragdo: Observamos primeiramente que para toda arvore
i) V-A+F=2

i) V-A + 1 échamado nimero de caracteristica da arvore,
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Consideremos o teorema “Todo grafo conexo contém uma drvore geradora™ e
troquemos em ii) “+ 17 por “+ F".

Se o grafo G ndo é uma arvore, nés retiramos uma aresta de um de seus ciclos.
O grafo resultante tem o mesmo nimero de vértices, uma aresta a menos e as duas
faces que eram separadas pela aresta que foi retirada, tornou-se uma sé. Deste modo o
valor da expressdo V - A + F permanece inalterado.

Veja isto ilustrado no grafo da Figura 18 em que é retirada uma aresta de cada

Wi g

V-A+F=7-9+4=2

| LI>

V-A+F=7-8+3=

ciclo até se obter uma arvore.

TP

V-A+F=7-7+2=

v
V-A+F=7-6+1=2
Figura (18)
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Continuamos com este processo até que o grafo se constitua em uma arvore
geradora cujo valor de V - A + F € 2. Portanto, deve ser 2 no grafo original

também. &

3.4 O Estudo de Barbosa

Consideremos uma pavimentacdo lado-lado de uma regido poligonal fechada
simples. Denotemos por P o numero de poligonos (faces), N o nimero de nds
(vértices); e A o nimero de arestas.

Desejamos provar que P+ N = A 4+ 1 ou P + N-A = 1; entdo
devemos demonstrar que P + N - A é um invariante, € seu valor constante é 1.

Provaremos usando fases, em cada uma delas demonstrando que a expressdo
P + N - A € de fato um invariante, até que obtenhamos uma situagdo simples na qual
€ fécil constatar o seu valor unitério.

Seja X =P+ N-A.

Primeira fase:

Em cada poligono da pavimentagdo fagamos novas arestas, sem se cruzarem,
transformando todos em triangulos.

Observemos (Figura 19 (a) e (b)) que em cada poligono, se possui n arestas
(ou n nds), podemos construir n - 3 novas arestas, formando n - 2 tridngulos, ou
n - 3 novos poligonos (um ja havia).

Temos:

N’ = novo nimero de nés = N
novo numero de poligonos
= novo numero de arestas

Do que vimos acima, P’ - A’ = P - A, pois o acréscimo de poligonos é
compensado pelo aumento de arestas. Segue, portanto, que X' = P’ + N' - A’ =
=P+ N-A=X.
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Figura (19)

Segunda fase:
Suprimimos sucessivamente cada tridngulo que tenha no maximo duas arestas

na fronteira, mas sempre deixando uma fronteira poligonal simples fechada.

Caso 1: O tridngulo tem uma s6 aresta na fronteira (Figura 20a).

Temos: A’ =A-1, P=P-1 e NN=N;logoX’' =P + N -A' =
=P+N-A=X.

Caso 2: O tridngulo tem duas arestas na fronteira (Figura 20b).

Temos: A’ =A-2,PP=P-1 e NN=N-1; logo X’ =P + N -A’
=P+ N-A=X

Figura (20)
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Terceira fase:

Continuando a supressdo de tridngulos da fase 2, chegaremos necessariamente
aum sé tridngulo, pois este terd 3 arestas na fronteira.

Agora, é s6 calcular o valor constante:

X'=X=P+N-A=1+3-3=1. L

Consideremos os nuameros N = N, + N, e Al= A, %+ Aq
respectivamente separados em parcelas correspondentes a interior e fronteira.
Teremos assim uma outra apresenta¢do da Formula de Euler:

P+N-A = P+N, +N,-A, -A, = P+ N, -A, =1 pois

Assim, por exemplo, se soubermos que o nimero de nés interiores é 3 € o
niamero de arestas interiores € 7, encontraremos que a pavimentagdo s pode ter

P=1-N,-A =1-3+7=35, como na Figura 21.

Figura (21)

3.5 O Estudo de Legendre*

Seja P um poliedro convexo com V vértices, A arestas e F faces. Entdo, vale a
rela¢do
V-A+F=2

Demonstragdo: Etapa 1: Se P, poliedro convexo, ndo tiver suas faces
poligonais todas triangulares serd necessério decompor essas faces em tridngulos.
Mostraremos que a relagdo V - A + F fica inalterada por este processo. No

poligono tem-se V. = n = A,

* Adricn Marie Legenddre (1752 - 1833)
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Assim, intuitivamente, em cada face observa-se:

-SeV=4, A=4¢e F=1 entdo V-A+F =1,

Figura (22)

Assim, ap6s decompormos em tridngulos V'= 4, A’= 4+1 e F'= 1 +1,
entaioV' - A’ + F' = 1.
-SeV=5 A=5e F=1 entdo V-A+F=1.

Figura (23)

Temos V=5, A'=542 =V + V-3 eF=142=5-3=V-2_ entio
VMicAl B =1,
-SeV=6, A=6e F=1 entdo V-A+F =1,

Figura (24)

Temos V'=6, A’=6+6-3 = V+ V-3 e FF=6-2 =V -2, entdo
Vi-A'+F = 1.
-SeV=n A=ne F=1 entdio V-A+ F =1,
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Figura (25)

Vi=n, A’'=2n-3 = 2V-3 e FF=n-2=V-2,endoV'-A’ + F'=
=V-Q2V-3)+V-2=V-2V+3+V-2=1.
Etapa 2: Consideremos uma esfera E de raio r. cujo centro O € um ponto

situado no interior do poliedro P.

Pela projecdo radial do poliedro P sobre a esfera E obtem-se tridngulos

esféricos. dispostos do modo como se situam as faces de P. Em particular ficard a
esfera E recoberta por F tridngulos esféricos com A lados e V vértices, conforme

ilustra a Figura 26.

Figura (26): t é a projecdo radial do tridngulo T; o ponto x da esfera E é a

projecdo do ponto X do poliedro P.

Etapa 3: Consideremos os arcos do tridngulo esférico que sdo arcos de circulos
méaximos. Seja o o angulo formado por esses arcos que tem uma extremidade comum,

conforme ilustra a Figura 27. Consideremos entdo o seguinte teorema:
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Figura (27)

Teorema de Girard (Lima [Li 82]). Se a, B e y sdo angulos internos de um

tridngulo esférico medidos em radianos, entdo a + f + y = 71 + a/r’ onde a é a

drea desse tridngulo.

Demonstragdo: Consideremos um hemisfério H que contenha um triangulo
dado. Prolongando, nos dois sentidos, os lados que formam um angulo o. até

encontrarem o bordo do hemisfério H obtemos uma regido R., < H cuja érea

mede 2air’

Figura (28)

Fazendo o mesmo com os dngulos B e y obtemos regides Rs € R,, cujas dreas
medem respectivamente 2Br® e 2y r’. A reunido dessas trés regides é o hemisfério H
com o triangulo dado contado trés vezes (duas vezes mais do que deveria). Segue-se
que a soma das dreas das regides R., Ry e R,, é igual & drea do
hemisfério H mais duas vezes a 4rea a do tridngulo dado, ou seja.

2 0Lr2+2[3r2+2‘yr2=2nr2+2a. pois a drea de H é 2nr?, Simplificando, vem:

o+B+y=n+a/r’
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A férmula de Girard mostra que a soma dos angulos internos de um triangulo
esférico é sempre superior a dois angulos retos.
A diferenca a/r’=o.+B+y-2 retos & chamada o “excesso esférico”.

Fazendo a medida desses édngulos do tridngulo esférico, em radianos, temos

o +B +y-n =alr’ ,ondea éa érea do tridngulo e r o raio da esfera.

Etapa 4: Decompomos a esfera E em F tridngulos esféricos com um total de A

lados e V vértices. Para cada tridngulo ¢, vale a Férmula de Girard: [Teorema
anterior|

S, =n +a,l/r’.

Sy =X +a,/r’, Sq=n+a,lr? .Sz =n+a,/r.

tl

Somando membro a membro as F igualdades, segue que
!.
Y Sy = Fr + F(a,/r?).
=1

Como a soma dos angulos em torno de um vértice é 2m,

> S, =2=aV.

A érea da superficie da esfera € dada por

F
Fa, =Y a, =4nr’.
=1

Substituindo (3.5.2) e (3.5.3) em (3.5.1) vem
2nV=Fn+4n, ou 2V=F+4+4 = 2V-F =4. (3.5.4)

Como cada tridngulo tem trés lados e cada aresta ¢ lado de dois triangulos,

3JFl2 = A = F=2A-2F. (3.5.5)

Substituindo (3.5.5) em (3.5.4) segue que
2V-(2A-2F) =4 = V-A+ F =2, queé Férmula de Euler.
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3.6 O Estudo de Pitombeira

Demonstraremos a Formila de Euler, V - A + F | para grafos planos
conexos.

Observamos, primeiramente, que qualquer grafo plano conexo pode ser obtido
a partir de um grafo simples consistindo de somente um vértice e nenhuma aresta, por
meio das seguintes operagoes:

Operagdo 1: Adicionar uma aresta e um vértice a um vértice ja existente,
conforme illustrado na Figura 29 (a) e (b).

Operagdo 2: Adicionar uma aresta entre dois vértices ja existentes. Veja

Figura 29 (c) e (d).

(d)
Figura (29)

Observe que no caso do grafo que consiste de somente um vértice, verificamos
queV=1,A=0e F=1.Donde, nocasocitado, V-A+F=1-0+1=2,

Examinemos, agora, como cada um dos tipos de operagdes descritas
anteriormente altera a quantidade V - A + F. Para cada uma das operagdes descritas,
sejam AV, AA, AF e A(V - A + F) as alteragdes causadas, respectivamente, no

numero de vértices, arestas, faceseem V - A + F.
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E facil , entdo, verificar que com respeito 3 Operacdol: AV = 1, AA = 1,
AF =0 e A(V- A + F) = 0. Quanto a Operacdo 2, AV =0, AA =1 eAF =l e
AV-A+F) =0.

Assim, a expressdo V - A + F permanece invariante sob as duas operagdes
consideradas e o grafo permanece conexo. Como qualquer grafo plano conexo pode
ser obtido a partir do grafo consistindo de apenas um vértice por uma sequéncia finita
de tais operagdes, vemos que, para qualquer grafo plano conexo,

V-A+F =2,

3.7 O Estudo de Staudt*

Esta demonstragdo € um tanto diferente das que temos apresentado até aqui
pelo fato de que ela nao admite extensdo para n dimensoes.

Observamos primeiramente que as arestas de um poliedro ligam vértices
adjacentes e faces adjacentes. Suponhamos um caminho, partindo de qualquer vértice
escolhido. e tragado ao longo das arestas em direcdo de cada vértice, como ilustrado
na Figura 30. O caminho pode terminar em qualquer lugar. mas ndo deve incluir

nenhum ciclo.

Figura (30)

O nimero de arestas pertencentes a este caminho é V - 1. Agora, consideremos
um outro caminho similar construido partindo de uma face e cruzando as outras

arestas, ndo utilizadas em diregdo a cada face. Desta maneira é possivel passar de uma

*Von Staudt (1869 - 1940)
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face para outra até que nenhuma face ou grupo de faces forme um anel com as
arestas do primeiro caminho. Também ha somente um caminho de uma face para
outra, pois se houvesse dois, eles isolariam um grupo de vértices e, deste modo, 0

primeiro caminho ndo seria possivel.
Portanto, uma vez fixado o primeiro caminho. o segundo é determinado
unicamente e cruza cada aresta ndo incluida no primeiro caminho. Mas. o nimero de

arestas no segundo caminho € F - 1. Logo

V-1)+(F-1)=A,istoé F-A+V =2,

3.8 O Estudo de Lhuilier*

Teorema 3.8.1 [Som 58). Se o poliedro é convexo com F faces, V vértices e

A arestas, entao F-A + V = 2

Demonstragdo: Projetando o poliedro ortogonalmente nés obtemos um
poligono duplamente coberto com uma rede de poligonos. Este é o caso para poliedro
convexo onde a reta projetada ndo pode interceptar a fronteira em mais que dois
pontos: pode este processo ser possivel para projetar um poliedro ndo convexo desde

que, se faga escolha adequada do plano de projecao.

Figura (30)
Seja S ou soma dos dngulos desses polfgonos, e seja o nimero de lados das F
faces indicados por

n;, n,, ..., nf

S=D (m-2)r=24-2F) n

i=l

*Simon Lhuilier (1784 - 1853)

AV
AVAVAY

il 2 3 4 5 6 7 unespwl 2 13 14 1> 1o

17

18



Mas se a fronteira do poligono tem n vértices, hd V - n vértices interiores, e
temos também

S=2Mm-2)rn+ (V-n22r=2V-4)~r

2A-2F-2V=-4

F-A+V=2

3.9. O Estudo de Steinitz

Todo grafo d-politopal é simples.

Os grafos d-politopal possuem algumas caracterizagdes, em particular para
d<3

Para d = 1, 1-poliopo vem a ser associado ao grafo cujo diagrama ¢é
exatamente um segmento de reta, isto é, o grafo 1-politopal € o grafo completo K,

Para d = 2, caso 2-politopo é o poligono convexo cujo grafo associado é o
ciclo C. para algum p = 3.

Para d = 3, temos a elegante caracterizagdo devido a Steinitz. o qual o
chamou Teorema Fundamental da Teoria dos Grafos politopais. A formulagdo do
resultado aqui estd em termos diferentes daqueles usados por Steinitz, e é considerado
o mais importante e profundo resultado sobre 3-politopo. Usando a terminologia

moderna o enunciado do respectivo teorema vem ser:

Teorema de Steinitz 3.9.2.(Ziegler [Zi 95]) G é o grafo de um politopo de

3-dimensoes se,e somente se,G for simples, planar e 3-conexo.
Demonstragdo: Seja G o grafo 3-politopal

Por observagdo anterior G € simples.
Cada 3-politopo € homeomorfo a um politopo encaixado na esfera, em outras
palavras um poliedro € um politopo se, e somente se,sua superficie pode ser

deformada com continuidade até transformar-se na superficie de uma esfera.
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J4 sabemos que a esfera é homeomorfa ao plano, logo pela composicdo de
homeomorfismo, G é planar.
E pelo teorema de Balinski G é 3-conexo. u
Em virtude deste teorema a Férmula de Euler fica extendida para todos os
grafos planares.
A demonstragdo da reciproca do teorema também € imediata.
Para o caso d > 4 ndo temos informagdes relevantes enquanto se refere ao
estudo dos grafos d-politopais.
Férmula de Euler para grafos planos:
Teorema (Euler 1750) Seja G um grafo plano conexo com n, m e f niimero
de vértices, arestas e regides respectivamente do grafo G.
Entdo
n-m+f=2
Coroldrio. Seja G um grafo plano com n vértices. m arestas, f faces e k
componentes, entio:
n-m+f=k+1

Coroldrio. Se G ndo possuir tridngulos, entio m < 2n - 4

Teorema Cada grafo plano simples contém um vértice cujo grau é mdximo 5.

3.10. Pequena Analise e Comentarios das

Demonstragoes

Ao analisarmos as demonstragcdes da Férmula de Euler dos diversos autores,
dentre os quais os mencionados neste trabalho, o fizemos observando o método
aplicado, a validade da relagdo que representa seu enunciado, o dominio de validade,
os conceitos por eles utilizados em suas demonstragdes.

Quanto a mais tradicional delas que é devida a Cauchy e consiste no
“desfolhamento™ de um poliedro, conceituados autores como Delachet [De 62| ,

Courant-Robbin [CoR 51] a aplicaram numa forma aparentemente compativel com
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o nivel de professores do ensino do segundo grau, porém, Lima [Li 82b] diz que é
preciso explicitar condigdes as quais devem ser admitidas para que a demonstragio
seja valida. Ele mostra que a hipétese de que poliedro P é homeomorfo a uma esfera
$? s6 permite a utilizagdo da prova de Cauchy mediante recursos € técnicas
avancgadas.

Diz Lakatos a respeito  “suponhamos que alguém com limitada estrutura
conceitual descubra a prova cauchyana da conjectura de Euler. Essa pessoa achard
que todos os passos dessa experiéncia mental podem ser facilmente desempenhados
em qualquer poliedro. Ela toma como 6bvio, indubitdvel, o fato de que todos os
poliedros sGo simples e que todas as faces sao simplesmente ligadas. Nunca lhe

ocorrerd converter seus lemas Obvios a condigoes numa conjectura aperfeicoada e

assim elaborar um teorema”,
Em sua andlise, Lima [Li 82b] mostra que as possibilidades do tridngulo

retirado na demonstragdo ndo sdo apenas aquelas duas consideradas. Na realidade ha
mais quatro possibilidades que ndo foram incluidas:

a) O tridngulo a ser retirado tem duas arestas livres mas nenhum dos vértices
€ livre (isto €, seus trés vértices pertencem também a outras faces que ainda nao foram
retiradas do poliedro).

b) O tridngulo a ser retirado tem trés arestas livres mas nenhum de seus
vértices € livre.

c) O tridngulo a ser retirado tem trés arestas livres e um vértice livre.

d) O tridngulo a ser retirado tem trés arestas e dois vértices livres.

Consideremos a possibilidade a) em que o tridngulo a ser omitido tem duas
arestas € nenhum vértice livre. Em primeiro lugar, devemos deixar explicito que o
Teorema de Euler se refere a poliedros conexos.

Entdo no processo de despetalar o poliedro, enquanto retirarmos faces como as
da Figura (17) , continuaremos obtendo poliedros conexos. Afirmamos agora que, ao
retirarar-mos um tridngulo do tipo a) , se o poliedro era conexo deixara de sé-lo e, em
geral se era desconexo, o nimero de suas componentes conexas aumentard de uma
unidade.

No caso b), ao retirar o tridngulo V-A+F aumenta de duas unidades. O caso

c) € inteiramente anilogo ao a) e o caso d) é 6bvio
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Para Lima a proposi¢do provada pela demonstragdo de Cauchy é o seguinte:

Teorema. Seja P um poliedro no gqual:

1) pal resta estd contida exatamente em

2)  Duas faces quaisquer sdo encadeadas;

3) Todo ciclo é um bordo.

Entdo P cumpre a relacdo de Euler V-A+F=2

Se o poliedro P é homeomorfo a uma esfera. entdo as condigdes 1) 2) 3) acima
sdo satisfatérias. Mas isto é um resultado profundo da topologia, equivalente a
demonstracao da invariancia dos grupos de homologia da esfera $* .Nio se pode

portanto, esperar obter uma demonstragdo elementar do teorema de Euler com a

Hipétese de que P é homeomorfo a uma esfera S*. como fazem Courant-Robbin.

Algumas variagdes nesse método encontramos por exemplo em Comberousse
que combinou os métodos da indugdo sobre o nimero de faces com o método de
Cauchy.

No estudo de Cohen o método aplicado consiste em reconhecer a férmula
valida para a arvore geradora. Se o grafo plano conexo G ndo é uma érvore, entdo ele
¢ transtormado em uma drvore geradora pela retirada de arestas uma a uma sem
desconectar G.

O que ocorre com Legendre é a utilizagdo da Geometria esférica em sua
demonstragdo. Sua hipdtese comega com o mapeamento do poliedro com uma
projecdo central numa esfera contendo o centro do poliedro, colocando o raio unitério
para esta esfera e centro de projecdo de modo que a esfera fosse abranginda
completamente, desde que . e apenas desde que por uma rede de poligonos esféricos.
Assim seu primeiro lema era de que tal ponto existe. Seu segundo lema era de que
para a rede poliedral na esfera, V- A + F = 2 mas, conseguiu isso ao decompor em
lemas trivialmente verdadeiros os lemas da trigonometria esférica. Mas um ponto do
qual tal projecdo central seja possivel s6 existe em poliedros convexos € em uns
poucos poliedros convenientemente semi-convexos. Seria uma demonstragdo
inteligivel e bem aplicdvel ao ensino de segundo grau caso tais assuntos fossem
abordados atualmente nesse nivel.

Barbosa inova considerando uma pavimentagdo lado-lado de uma regido

poligonal fechada simples e aplicando o método heuristico. Em fases demonstra que
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P + N - A é de fato invariante. Segue depois combinando Cauchy a essa
apresentacgao.

J4 Pitombeira utiliza o método inverso do de Cauchy: a partir do grafo
formado por um unico ponto monta um grafo plano conexo arbitrario através de
algumas operagoes.

Lhuilier e Steiner utilizam a soma dos angulos dos poligonos. Pela obtengdo
dessa soma de duas maneiras, uma através dos tridngulos em que se decompdem cada
poligono, outra através dos vértices interiores e assim chega a formula de Euler.

Na demonstragdo do teorema de Steinitz. Grunbaum e Ziegler utilizam o
teorema de Balinski e conceituagdo de conjunto politopal para provar que G ¢
3-conexo.

Validade da Relagdo indicada é um dos itens que nos propusermos a observar
desde a leitura de Hilton & Pedersen [HiP 87] onde esses autores salientam que
embora as relagoes A=V+F-2 [1] e V-A+F=2 [2] sejam consideradas equivalentes
em vérios livros textos, elas na verdade ndo levam a mesma informacgao.

A igualdade [1] oculta inteiramente o significado dimensional das quantidades
V . A . F envolvidas ao passo que a [2] sugere a generalizacao.

Nos estudos aqui efetuados os autores em sua maioria estdo em consonancia
com este aspecto ao enunciarem algebricamente a Férmula por V- A + F = 2 que
prevé a generalizagdo. O mesmo ndo acontece por exemplo com Comberousse.
Marmol - Beato, Kerekjarto e outros que a indicam por A + 2 = F + V

Autoria do Teorema - Em Proofs and Refutations Lakatos lembra que tem
sido recentemente admitido a prioridade do resultado a Descartes. A base para isso é
um manuscrito de Descartes [1639] copiado do original por Liebnitz em Paris no

ano de 1676, redescoberto e publicado por Fouchier de Careil em 1860.

A prioridade ndo deve ser atribuida sem restricdes a Descartes. E certo que

René declara que o nimero de angulos planos iguala 2¢ + 2a - 4 onde ¢ ¢
entendindo por ele como o nimero de faces e o 0 nimero de angulos sélidos ou
A =2¢ +2a -4 e como 24 3=100 (duas vezes mais
angulos planos do que arestas) .
2A=20+2a - 4=2F+2V-4

Porém tais resultados sé foram divulgados cem anos apds a morte de Euler.
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Nés entdo consideraremos com respeito a poliedros retilineares. sem contar
com a convexidade, que sdo duas as férmulas: Uma descoberta por Descartes que diz
respeito a deficiéncia angular total de um poliedro convexo, que é a soma das
deficiéncias angulares de cada vértice e que é sempre 4n [resultado muito importante
do século XVI] e outra a celebrada Féormula de Euler (chamada de caracteristica de
Euler para poliedros, a qual afirmaquesey = V- A + F entdo x = 2).

Observacdo: Polya mostra a equivaléncia dessas duas férmulas conforme
[HiP 87].

Dos muitos autores por nés  estudados apenas Andre Delachet atribui o
Teorema a Descartes, os demais sdo undnimes em afirmar que pertence a Euler a
autoria da Relagao.

Em Dominio de Validade vimos que para alguns autores a formula se aplica
aos poliedros simples como € o caso de Courant-Robbin. Observam eles:

Temos visto que a Férmula de Euler se verifica para todo poliedro simples mas

a validade dela nao estd restrita aos poliedros da Geometria Elementar, de faces

planas e arestas retas; a demonstra¢do se aplica igualmente a poliedros simples de

faces e arestas curvas, ou a qualquer subdivisdo da superficie de uma esfera em
regioes limitadas por arcos de curvas

Ja os poliedros dos quais Lhuilier ¢ Legendre se ocuparam sao os convexos
cujas faces sdo simplesmente conexas € com no minimo trés lados, sendo que o
primeiro deles estendeu sua demonstragdo a poliedros multiconexos

Para Cohen, Pitombeira ,Harary, Behzat, Tucker e outros grafo-teoristas a
formula é verificada para grafos planares conexos e Steinitz se ocupa de grafos
planares 3 -conexos, concluindo sua validade para todos grafos planares.

Barbosa considera como dominio de validade a pavimentagdo lado-lado.

Quando restringimos o teorema a um dominio “ seguro “ pode ndo bastar para
nossos fins. E necessirio que lemas refutados com  contra-exemplos, sejam
reformulados e incorporados a conjectura melhorada.

Finalizemos estas consideracdes enfatizando que toda teoria se estrutura em
conceitos e proposi¢des primitivas e apresentando alguns dos conceitos com que
deparamos na nossa pesquisa, bem como vérios contra-exemplos os quais nos dizeres

de Lakatos podem se constituir em critica.
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Para Courant-Robbin poliedro ndo tem “agulheiros’ ou seja pode ser

transformado com continuidade na superficie de uma esfera.

Legendre ap6s dar sua definigdo geral de poliedros, nome de sélido poliedral

ou simplesmente poliedro a qualquer sélido ligado por planos ou faces planas,
apresenta uma prova que, por um lado, certamente ndo se aplica a todos 0s seus
poliedros gerais mais, por outro, aplica-se a mais que poliedros convexos.

Contudo, em nota adicional, em tipos mitidos (reflexdo posterior apds tropegar
com excegdes nunca vista) ele restringe, modesta mas seguramente a poliedros
CONVexos.

Em termos de Educacdo Matemética ndo poderiamos deixar a obra de Lakatos.
Em vez de apresentar simbolos e regras de combinagdo ele apresenta seres humanos,
um professor e seus alunos. Em vez de apresentar um sistema construido a partir de
seus primeiros principios; ele apresenta um choque de opinides, raciocinios e contra-
raciocinios. A partir de um problema e uma conjectura (teorema) apresenta a
Matemadtica crescendo, com uma teoria adquirindo forma sob nossos olhos, no calor
do debate e da discordancia, a divida cedendo lugar a certeza e em seguida a novas
duavidas.

Para Lakatos “demostra¢do” ndo significa um processo mecanico que transmite
a verdade numa cadeia inquebrdvel. das hipoteses até as conclusdes. Significa sim
explicagdes, justificagdes, elaboragdes que tornam a conjectura mais plausivel e que
sob a pressdo de contra-exemplos se torna mais detalhada.

Em sua obra os alunos questionavam sobre o desaparecimento de uma aresta
ou entdo de duas arestas e de um vértice, em um nivel que a Cauchy e Poinsot,
grandes matematicos do século XIX. passara despercebido. Para esses matematicos
tais questdes ndo existiam.

Euler ndao compartilhava dos pensamentos gregos (da era pré-euclidiana) de
que teorema é aquilo que é proposto com vistas a demonstragcdo da propria coisa
proposta. Lakatos leu no sumério editorial de Euler (1756-7) que teoremas aritméticos
foram descobertos muito antes que sua verdade tivesse sido confirmada por rigidas
demonstragaes.

Para esse processo de descoberta empregava Euler o termo moderno “indugao”

em vez da antiga “andlise”.
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Imre Lakatos a esse respeito acentua que a precedéncia heuristica de resultado

sobre o argumento, do teorema sobre a prova, tem profundas rafzes no folclore

matematico. O termo semi-experimento é tirado do citado editorial de Euler e segundo
Polya denota sua utilizagdo da observacdo e experimentos antecendendo as provas.
Assim Leonhard Euler desistiu da prova visto ter notado a dificuldade em ndo poder
fazer aquela “minima observagdo” que fizeram os alunos em Proofs and Refutations
qual seja introduzir uma Unica palavra quando da retirada do triangulo. ficando assim
“da estrutura triangulada retiramos agora os triangulos /imitrofes um a um”.

Ja Cauchy pensava que a instrug¢do para achar em cada estagio um triangulo
que possa ser retirado pela supressdo de duas arestas € um vértice ou uma aresta pode
ser trivialmente executada para qualquer poliedro. Isto se relaciona com a
incapacidade de imaginar um poliedro que ndo seja homeomorfo com a esfera. (Ver
Lima em nossa anélise).

J& Lhuilier notou a existéncia de poliedros que constituem-se em contra-
exemplos como o cuboocoemque V-A + F =4 .

O trabalho de Lhuilier consistiu de duas partes distintas. Na primeira, o autor
ofereceu uma prova original do teorema de Euler. Na segunda seu objetivo foi apontar
as excecdes a que estd sujeito o teorema conforme Gergonne sobre o ensaio de
Lhuilier em [1812 - 13].

Observamos que os gedmetras do século XIX além de encontrar novas provas
do teorema de Euler, empenharam-se em estabelecer as excecdes de que ele padece
em certas condigdes. Tais excegdes foram declaradas, por exemplo por Poinsot, S.
Lhuilier e F. C Hessel tentou classifica-las.

Apresenta-nos ainda Lakatos o padrdo exposto no cldssico de Polya e Szego
[1927). “Deve-se inspecionar cada prova para ver se de fato utilizamos todas as
suposigoes: deve-se tentar obter a mesma consequéncia de menos suposigdes ... e nao
se deve ficar satisfeito até que contra-exemplos mostrem que se chegou ao limite das
possibilidades™.

O emprego de ajustagem de “monstros” (denominagdo utilizada por alunos no
livro de Lakatos) em defesa de Euler foi feito com éxito por Matthiessen [1863] ao

expor arestas e faces ocultas para esclarecer tudo o que é nao euleriano inclusive
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poliedros com tuneis e cavidades. Soldou com economia, tragando apenas o minimo
nimero de arestas que dividem a face em subfaces simplesmente ligadas.

Procurou-se saber qual o erro nos exemplos em que falha a férmula de Euler.
Que condicdes geométricas tornando mais preciso o significado de F, V e A
garantiriam a validade da férmula de Euler?

Como resposta vemos que Polya formula isso de modo geral: A situagao,

frequente em pesquisas matemdticas, é estd: jd foi formulado um teorema, porém

temos que dar significado mais preciso aos termos em que ele foi formulado para
torna-lo estritamente correto

Quanto a convexidade Poinsot argumenta: Ao invocar Legendre, e como aitas
autoridades. nada mais se faz que estimular um difundido preconceito de que sdo
vitimas at¢ mesmo alguns dos melhores espiritos: que o dominio de validade do
teorema de Euler consiste apenas de poliedros convexos.

Sabemos que a convexidade é, até certo ponto causal para a caracteristica
euleriana. A relacdo de Euler corresponde nos dizeres de Sommerville [1929] a algo
mais fundamental que a convexidade.

Mas se por um lado o problema da demonstracdo foi o foco de nossas
atengdes. por outro nos encantou a dialética e metodologia heuristica de Lakatos
herdada em parte de seus avés Popper e Polya nos dizeres de Davis & Hersh
[DaH 85].

Trata-se de um comego razoével e encorajador. Conduz-nos a esperanga de um
didlogo novo e esclarecedor, que deverd levar a progressos sobre o problema
fundamental, o problema da verdade e do significado da matemética, o problema do
conhecimento matemadtico.

Seu objetivo vem de encontro aos nossos. qual sejam aperfeigoar a questio de
que a matemética informal, quase empirica ndo cresce por meio de um aumento
monétono da quantidade de teoremas deduzidos endubitavelmente mas, por meio da
melhoria incessante de adivinhagdes, especulagdes e criticas, pela ldgica das

demonstragdes e refutagoes.
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CAPITULO 4

Extensoes da Formula de Euler

4.0. Poliedros Convexos e Concavos

Em geral a Férmula de Euler é considerada valida para superficies poliédricas

convexas, principalmente para livros didéticos, no entanto ela € vélida também para

/N
A

algumas como os exemplos abaixo.

V-A+F=8-12+6=2 V-A+F=6-12+8=2

Figura (32)

V-A+F=12-18+8 =2
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Figura (33)

VieA+FEaT-12+7 =2

Figura (34)

V-A+F=14-214+9=2

Figura (35)

V-A+F=10-15+7=2
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Figura (36)

V-A+F=20-36+18 =2

Figura (37)

V-A+F=12-204+10=2

Figura (38)

V-A+F=14-21+9=2
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Nota: Entretanto existem figuras para os quais ndo € valida como nos

exemplos abaixo:

Figura (39)

V-A+F=16-32+16=0

Figura (40)

V-A+F=9-20+12 =1

=

Figura (41)

V-A+F=17-36+20=1
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Figura (42)
V-A+F=6-114+8=3

Figura (43)

V-A+F=8-12+7=3

Figura (44)
V-A+F=24-48 +22 = -2
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Figura (45)

V-A+F=24-36+8=-4

De onde a conveniéncia de indicar a expressdo V + F - A por % (P) chamada

caracteristica do poliedro P ou caracteristica de Euler - Poincaré.

4.1 ExtensoOes para Retas no Plano

A questdo a que nos propusemos € a de extender a Formula de Euler para retas
num plano, visto que tal situagdo afasta-se da tradicional idéia em que todo plano é
utilizado sugerindo grandes regides ndo limitadas.

Procuramos fazer tal abordagem investigando primeiramente situagdes bem
particulares.

Denotemos por R o nimero de regides (faces) do plano, N o nimero de nés
(vértices, pontos marcados) no plano e A o nimero de arestas entendidas como retas,
semiretas ou segmentos de retas sem noés interiores.

Observamos que:

a) O plano sem retas

R=1, A=N=0 > R+N-A=1.




b) O plano com uma so reta
R=2 A=1eN=0 = R+N-A=1.
¢) O plano com apenas uma reta e um sé ponto fixado sobre ela (Figura 46).

2eN=1 > R+N-A=1,

Figura (46) uma reta e duas arestas.

d) O plano com duas retas
dl) paralelas:R =3, A=2, N=0 => R+ N-A =1

d2) concorrentessR = A =4, N=1 = R+ N-A =1

Er ok

dl)

Figura (47)

e) O plano com trés retas

el) paralelas

R=4 A=3 N=0 > R+N-A=1

e2) duas paralelas e uma transversal
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e4) duas a duas concorrentes

R=7, A=9, N=3 => R+N-A

A A A

el) e2) e3) e4)

Figura (48)

Da observacdo dos casos particulares inferimos que € plausivel a férmula

R+N-A=1.
Demonstraremos por indugdo:
Seja que para k retas noplanotemos R, + N, - A, = 1.
Acrescentamos uma outra reta e suponhamos que ela determina m novos nés
com as retas anteriores.

Caso 1: m = 0.
Esta situagdo sé € possivel se temos um feixe de paralelas. Entdo:

Ri = R+ N st N e 5 AL S S AT ST
Temos

Rigt=N.- A = R.+1 + N ~A; -l =1
Caso2: m = 0.
i) A nova reta possui todos m nés distintos dos N, nds existentes:

Nig = N, +m.
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Na k-ésima reta ficam formadas as m + 1 novas arestas, € nas m retas teremos
mais m novas arestas. Logo
A, = A +2m+ 1.
Desde que sdo formados m nés com m retas, teremos:
Ri.i= R, +m+1,
donde segue que
Riy+Nii-A,=R, +m+1+ N, +m-A,-2m-1= R, +N, - A, = 1.
if) A nova reta possui § nds comuns com OS ja existentes:
Analogamente ao caso anterior, N,,, = N, +m, A, =

=AMt s L Em e AL E2metTs L R s RoHmi+ sl

k+1

Dai, R N,. -
R,+N, - A, =1L

A= RS TN =T AL A - s =l

Isto conclui a extensdo da Férmula de Euler para Retas no Plano.

4.2 Problemas de Contagem de Regides

E bastante classico o problema: n linhas retas podem dividir o plano em
quando muito (n® + n + 2) / 2 regides cuja prova encontramos em dada por
inducdo, ou em Eves [Eu 72] e Niven [Ni 65] que utiliza fun¢des geradoras.

Outras formas sdo propostas impondo restrigdes para as retas do plano, para as
quais sao empregados varios argumentos.

Em Barbosa [Ba 76c]| o autor estuda com a férmula de Gregory - Newton para
Diferencas Finitas generalizada para varias varidvels, contagens para numero de nos e
arestas além de regides para situagdes relativamente gerais.

Procuramos aqui, face a presenga s6 dos elementos componentes da Férmula
de Euler, resolver alguns destes problemas usando este novo recurso. Em especial,

conseguimos alguns resultados julgados originais.
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APLICACAO I

Dados: r retas coplanares.

Restrigoes: ndo existem retas paralelas, ndo existem 3 retas concorrentes num

mesmo ponto.

Argumento: Como cada reta cruza com r - 1 retas, qualquer uma tem r - 1

nés: e como nao existem nés de multiplicidade maior do que 2 entdo cada uma tem r

1

r
arestas, ou que A = r° e obviamente N = ( )

2

Segue da Férmula de Euler extendida para retas no plano que:

r
R=A-N+1=r @ +1 = (' +r +2)/2.

APLICACAO II

Dados: r retas coplanares.

Restrigdes: p retas sdo paralelas (p < r); ndo existem 3 retas concorrentes em

um mesmo ponto.

Argumento: Como o nimero de nés de cada reta do feixe de paralelas é r - p

temos:
a) o nimero de nds nas retas do feixe = p(r - p).
b) nimero de arestas nas retas do feixe = p(r-p + 1).

Contando o numero de nds em cada reta que ndo pertence ao feixe que é r -1,

temos:

c) nimero de arestas em cada reta ndo pertencente ao feixe = r, e nimero

total = r(r - p).

AV
AVAYAY

il 2 3 4 5 6 7 unespwl 2 13 14 1> 1o

17

18



/ : : (r=p)
d) numero de nos fora do feixe = | | |.

\N& /

p]’ por b) e ¢)

Em resumo, por a) e d) temos N = p(r-p) + [2

vem que A = p(r-p+ 1) +r(r-p). Aplicando a Férmula de Euler para retas no

plano encontramos:

R=[(r-p)r+p+ DH+2(p+1)]/2.

Em particularse p =0, r(r+ 1)/2+1=(r* +r +2)/2.

APLICACAO III

Dados: p, + p, retas.
Restrigdes: p, retas paralelas, p, retas paralelas.

Argumento: Cada reta do primeiro feixe tem p, nés. logo tem p, +1 arestas,

portanto todas tem p,(p, +1) arestas.

Com o mesmo argumento para o segundo feixe, segue que p,(p, +1) arestas.
Em resumo: N = p,x p,, A = p,(p,+1) + p,(p,+1]) =
pix py +p, + pyx p,+ p,. Dai,

= p,(p,+1) + py(p;+1) - pyxp, +1=1+p, +p, +pxp,=
= (p, +D(p, +1).

Exemplo: dados dois feixes de retas paralelascom p, =3 e p, =4 =

=>R=0@B+1)4+1)=4x5=20. oul +3 +4 + 12 = 20.
Procuremos agora estender para k feixes de retas paralelas.

Dadosie piiitp; 420 Thp aretasyc =2
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Restri¢ées: p, retas paralelas, p, retas paralelas, .... p, retas paralelas.

Argumento: Cada reta do primeiro feixe tem p, nds em relacdo as retas do

segundo feixe e tem p, ndés em relacdo as retas do feixe com p, retas, ..., tem

p, em relacdo ao feixe com p, retas.
Com relagdo as arestas:
do segundo feixe temos um total de p,(p, + 1) arestas;
do terceiro feixe temos um total de p,(p, + 1) arestas;

.... do k-ésimo feixe temos um total de p,(p, + 1) arestas.
Denotemos o nimero de arestas em cada reta do primeiro feixe por:
= p,(p, + 1) emrelagdio a p,,
= p,(p, + 1) emrelagdo a p,,
A, =p(p, +1) emrelagioa p,.
cev A, = p,(p, +1)emrelagéo a p, .

Assim, o total de arestas do primeiro feixe em relagdo aos demais é

k-1

DA, =p(p, + 1) +p(p, + D+ ...t py(p, +1).

Dai, indicando o total de arestas de p, por A, vem

Ay = Pi(py +py +oot ptl).
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Expliquemos a substitui¢do do “+1" de cada fator: por exemplo, em p,+ 1
este +1 deu lugar a subdivisdo em p, + 1. este uUltimo +1 deu lugar a

subdivisao em p, + 1, etc...

Portanto somente ap6és p, , + | onde o +1 ¢ subdividido em p, +1

regides teremos todas as arestas obtidas pelos k feixes sobre o feixe p, .

Kk
Observamos que A, = p,(p, + p, +....+ p, +1) = p,[(ij) =10
j=2

mesmo raciocinio vale para o segundo feixe onde temos p,( p,+p, +....+
+p, +1). para o terceiro feixe para o k-ésimo feixe onde temos p,(p, +p, +
e TP Rl

Exemplo:

Para k = 3 cujos feixes sdo p, com 2 retas, p, com 3 retas € p, com 3
retas, os feixes se interceptam conforme ilustrado na Figura 49.

Figura (49)

O nimero de arestas em relagdoa p, = p,(p, + 1) e o nimero de arestas
emrelacdioa p, = p,(p, + ).

Indicando o total de arestas de p, por A ,, de p, por A,
em relagioa p, + p, = A’p, = p,(p, +p,
, emrelagdoa p, + p, = A’p, = p,(p,+p, + 1),

emrelagdioa p, + p, = A’p, = p,(p,+p, + ).
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Somando as arestas dos trés feixes obtemos

AR =Sni(p, Sp, St 1) Sk n, (pkipy s SL) SRR D G (PP e L) =
=p,p,*+pP,ps+ P+ PP, +P, P2 tP, P PP PP = P t Pyt
+2p, p,+ 2p, ps + 2P, Ps-

Substituindo pelos valores dados

A= 24+3+4+3+4+2(2x3) + 2(2x3) + 2(3x3) = 50 arestas.
Calculemos agora o nimero de nés (vértices). Denotemos por:

Np, o nimero de nés em relagdo a p, € p, = Np, = p, (p, +p,).

Np, o nimero de nés emrelagdo a p, € p, = Np, = p, (p, +p,).
2

Assim, 3" Np, = p, (p,+p:) + p, (p, +p.). Entdo,
i=1

N= pp, +p,ps PP, + PPy - Py P, Pois lembramos que

2 3
N(p,wp,) = Np, +Np, - N(p,np,), ou N= Zpi(zp?).

1=1 i=i+l

Portanto, no nosso exemplo o total de nés sera
N=6+6+9 =21,

Para determinarmos o nimero de regides valemo-nos da extensdo da Férmula
de Euler: R=A-N+1.

K K k-1 k
R=2 plXp)+1-2p(2p)tl=

i=1 j2i i=1 jisl

K K K k-1 k
3 z a(ZP;H ZP-. i ZP-(ZPJ“ =

i1 jei =il

k k K
=ESEDI (D IR S p L
i=2

j=i i=1

No exemplo que estamos considerando o numero de regides ¢ dado por:
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Rim Zpi(zpj) =

3
i=2 jei i=1

P T

R Pi (P2 tps)stsp: (prtp) + palpytp ) & Pyhip, +p: -
- Ipy(p;+ps) + pa(p)] +1 = pypy+p,patp, P PPt P PP, Pt

+p|+p2+pn - plpz"pl p:l'pz P + 1= P, p|+ D,(D;‘*‘]J;) + p|+pz+pt -
+1=6+6+9+2+3+3+1 =30 regides.

Consideremos agora um outro exemplo em que k= 4 feixes.

Seja p, +p, +p,+p, retas cujos feixes tem
p, = 2 retas paralelas,
p, = 3 retas paralelas,

p;= 3 retas paralelas e p,= 2 retas paralelas, conforme ilustrado na
Figura 50.

Figura (50)
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Figura (50)

Consideremos:

Ap, o numero de arestas em relagio a p,, p, € p, =
= Ap, = p(p, +p:tp,+1),

Ap, o nimero de arestas em relagdo a p,, p, ep, = Ap,= p,(p, +p;+
=in kil

Ap. o nimero de arestas em relagdo a p,, p, € p, = Ap,= p,(p,+p,+
+potil),

Ap, o namero de arestas em relagédo a p,, p, € p; = Ap, = p.(p,+p, +

Pyt b).

Entdo o namero total de arestas € dado por A= Zp,. (D p,) +1] =
1=1

%1

=p,(p,+p:tp,+1) + p,(p,+py+p,+D) + pi(p,+p,+p,+1) +
+p,(p;+p,tPytl) = PP, +p,P3s+tP, Pyt P, P, P T papst
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+pP,PstP; T PP FP:iPatPi PPy PP PP P =P P TP T
+p,+2p, P, +2p,Ps + 2p, Py +2p,Ps + 2P, Py + 2PsDs.

Substituindo p,,p,.p: € P, pelos valores do exemplo que estamos
considerando . 3 + 2 + 2 + 3 + 2(3x2) + 2(3x2) + 2(3x3) + 2(2x2) + 2(2<3) +
+22x3) =10+ 12+ 12+ 18 + 8 + 12 + 12 = 84 arestas.

Calculemos agora o nimero de nés (vértices). Denotemos por :

Np, o nimero de nés em relagio a p,, p; € p,= Np,= p,(p, +p:+p,),
Np, o nimero de nés em relagdio a p,, p; € p, = Np,= p,(p, +p;+p,),
Np, o nimero de nés em relagio a p,, p, € p, = Np,= p,(p,+p,+p,),

Np, o numero de nés em relagio a p,, p, € p; = Np,= p,(p,+p, +p;).

Sendo que N(p,wp,v p;) = P, (P, +Ps+ Po) + Pa(pst Py + Ps(py),
se substituirmos pelos valores do nosso exemplo, N = 2(3+3+2) +3(3+2) +

+3(2) = 16 +15 + 6 = 37 vértices.

O numero de regides é dado por R = A-N + [. Assim,
=84-37 + 1 = 48.
Observagdo: Quaisquer que sejam as disposigdes dos feixes, dois a dois se

cruzando, ou trés a trés, quatro a quatro, etc, o resultado obtido para o nimero de

regides sera 0 mesmo.

Finalmente, generalizemos agora o raciocinio que temos utilizado até aqui.

Vamos provar a Férmula de Euler por indugio finita:

Para n =1, se pp =r = Ap, =r e Np, = 0. Claramente,

R=A-N + 1| se verifica.

Suponhamos vélida a hip6tese de indugdo paran = k - 1, isto €,

k-1 k-1 k-1

R=Yp,p)+ 2p +1 (),

i=2 jei i=1




provemos para n=k.

Adicionando a (*) o k-ésimo feixe teremos:

k-1 k-1

k-1 k-1
R =3 piyp )+ 1]+ pp +p, W+ py, + 1D =120 (ip))+

i1 jxi i=1 j=isl

+ Pu-r(Px)]; OU

Ro=1pr(pdpatattpo il =ans (pbparti i p o e S et
+ PPy +P Pt tp, 1)+ p(py+tpytpyttp+ ) -pi(p,
+Ppit .t Py - Pa(Pat et Pey) - oo - Peaa(Pyc) - PiPy - PaPy -t
“PxaPc + 1 =ppy + PPsteee + PPy + P+ PPy + PPt ot
+p2 Py T p2+“°+ Pk Pk ie Px = PyP2 - PiPs=eeem Py Py - P2Ps - P2Py -
=eee= P2 Pyt = oo~ Pe2(Prt) = P2 Px = Py Py + 1.

k k: k
Portanto, R = > p, (X p))l+ D.p, + 1.
i=2 i1

i<i

4.3. Extensao para superficies poliédricas com

saliéncias ou cavidades

4.3.1. Saliéncias poliédricas eulerianas em faces de poliedros eulerianos
sem que tenha elemento comum com as arestas ou vértices de face, onde
entende-se que cada poliedro saliéncia é assentado por uma de suas faces no

interior da face considerada.

Figura (51)

Sejam os nimeros F, V e A do poliedro e f;, v;, e a; da i-ésima saliéncia
(i=1,2,3,...,s)eF’, V’'e A’ do poliedro obtido.
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Sejam x; o nimero de vértices da saliéncia i da face assentada igual ao nimero

de arestas.

Temos:
FF=F+ 2 (f-1)

i=1
V‘=V+Z Vi

=]
A=A+ a

i=l
Portanto

FF+V-A"=@F +V-A)+ 0 (ftvi-a)-s
i=1

ouque P+ V-A’' =2 +2s-5s =2+
ouseja: F + V' -A =2+

Exemplos:

Figura (52)

Paras = 3

=7 fi=5
10 vi=5
15 a =8

3
F+V-A+) (f+v-a)-s

=74+10-15+5+5+5+5+5+5-8-8-8=3
=24+30-24-3=5=2+3=2+s
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4.3.2. Cavidades poliédricas eulerianas em poliedros eulerianos sem que

tenha elemento comum com arestas ou vértices de face.

Figura (53)

Sejam os nimeros F, V e A do poliedro e f;, v; e a; da i-ésima cavidade
i=1,2,3,...,c)eF’, Ve A’ do poliedro obtido.

Temos:
F=F+2 (f-1)
i=1
V=V+2 vy
i=1

A'=A+ 2D, g
i=1

Portanto

F+V-A=F+V-A)+D, +vi-a)-c
i=1

ouque P+ V' -A’=2+2c-c=2+c
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ouseja: F' + V' -A =2 +¢

Exemplo:

Figura (54)

Parac = 2
F=6 f1=4
V=28 V1=4
A=12 a|=6
2
FF+ VV-A’=F+V-A)+ 2 (f+v-a)-c=

=6+8-12+@+4)-(6+6)-2=
=2+4-2=2+2=2+c

4.4. Superficies obtidas por perfuracoes

poliédricas eulerianas, onde se entende que a

perfuraciao é de face a face desde que elas nao se

cruzem.

Figura (55)
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Seja p perfuracdes. Idem (4.3) F, V, A, f;, v;, a,e F', V', A’.

Temos:

F’ F+£ (fi - 2)

V=V + i \7
i=1

A‘=A+5: g
i=]

Portanto

F'+V'-A'=(F+V-A)+£ (fi+vi-a)-2p

1=
ouque F’ + V' - A’ =24+ 2p-2p
ouseja: F' + V' - A= 2

Figura (56)

Exemplo:

F=6 fi=S5

V=28 vi=6 v, = 10

A=12 a =9 =15

F+V-A=06+3+5+@8+6+10)-(12+9+ 15 =
=14+24-36=2

Em geral:

FF+V'-A'=2+s+c
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4.5. Extensao para Grafos Conexos com

arestas multiplas (multigrafos)

Figura (57)

Seja a Férmula de Euler vilida para A arestas:
V+F-A=2
Acrescentando uma aresta teremos as seguintes possibilidades:

a) a aresta € livre

o

Figura (58)

b) a aresta liga dois vértices sem arestas

=

Figura (59)

c) a aresta € multipla

AVA
AVAVEY

3 4 5 6 7 unespwl 2 43 14 15 16

17

18



Figura (60)

Em a) ela aumenta de uma unidade o nimero de vértices e de arestas
V' =V + 1

A'’=A+1

F'=F

Entdo:

V+F-A'=V+1+F-A-1=V+F-A=2

Em b) ela aumenta o nimero de faces em uma unidade e o nimero de arestas
também em uma unidade.

V=V

FF=F+1

A'=A+1

V+F -A'=V+F+1-A-1=V+F-A=2

Em c) idem, ela aumenta o nimero de faces e de arestas em uma unidade e
portanto V' + F’ - A’ = 2,

Em qualquer situagdo o valor de V' + F’ - A’é igual dode V + F - A, ou
sejaV' + F' - A" =2,

Portanto fica provada por indugdo completa desde que em particular é facil
encontrar exemplos.

Para um tnico ponto:

@ (situagdo inicial),

@———@ (Situagio com aresta acrescentada)

V+F-A=1+1-0=2
V4+F-A"=2+1-1=2
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Figura (61)

=8
=35
A =11
V+F-A=8+5-11=2

4.6. Extensao para grafos com c componentes

conexas

¢4 Q

Para cada componente conexa temos

Figura (62)
Sejam ¢ componentes conexas
fi + Vi-q = 2

Somando teremos:

31 ek Vi) = JcEd6il)

Mas para cada componente contamos a regiao exterior uma vez, logo:
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[}

F=Z f;-C+1

i=]

ouquez fi=F+c-1
i=1

Portanto em (4.6.1.) obtemos:
F+c-1+V-A=2
F+V-A=c+1

Exemplo:
F=2+4+0+1+4+1=28
V=6+5+3+5=19
A=7+4+3+8=22
Temos F+ V-A=5=1+¢
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Capitulo 5

Aplicagoes da Formula de Euler

5.1. Aplicagbes a Planaridade de Grafos

5.1.1. Se o grafo é K entéio ndo € planar

Figura (63)

De fato:
Suponhamos que o grafo seja planar, isto € para ele vale:
F+V-A=2
ou F=2-V+A=2-5+10=7
Porém cada uma das faces tem ao menos trés arestas em seu contorno, ou seja o

JFEse 21
nimero de arestas serd > — = . Pporque uma aresta ¢ comum a duas faces.
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Por outro lado, neste caso o niumero de arestas ao formar-se o grafo simples de
incidéncia faces-arestas, o nimero de arcos é < 2 A de uma parte e 2 3F de outra

parte, donde 20 = 2A = 3F = 21 o que € absurdo.

5.1.2 Se o grafo é K;3 entdo ndo € planar

Figura (64)

Supondo que seja planar

F+V-A=2

OuUF=A-V+2=9-6+2=5

Cada uma das faces deve ter ao menos quatro arestas na fronteira (caso uma face
tenha trés arestas ela terd trés vértices onde dois certamente pertencerdo a mesma
categoria) sobre a forma de grafos simples de incidéncia faces-arestas, cujo nimero de
arcos < 2A por um lado. = 4F por outro lado, donde 18=2A 2 4F = 20 o que é

absurdo.
Essa questdo é dada em geral em termos de Problema de Ligagdes de trés fontes

produtoras a trés fontes receptoras, como por exemplo em Pitombeira [Pit 87],

Barbosa [Ba 70b] e Berge [Be 67].

5.1.3 Aplicagdo a um Problema de Grafos K,,

Sdo dados duas fontes produtoras x,, x, € outras n ( n = 2 ) fontes

receptoras  y,, Y,,. ... Y, veremos que € possivel ligar cada fonte produtora x,

i = 1, 2) a cada uma das fontes receptoras y, (i =1,2,...,n).
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Demonstragdo:

Paran = 2 ou K,

Consideramos x,, X,, y, €y, como vértices e as ligagdes como arestas.

Assim
V=4 e A =2x0'=4,
Substituindo na Formula de Euler encontramos F = 2.

Observamos que cada face devera ter pelo menos quatro arestas pois, em caso
contrdrio, teriamos aresta ligando dois vértices de mesmo tipo; portanto Fx4 /2 < A
e para qualquer problema dessa forma deveremos ter A > 2xF.

No caso, temos 4 > 4 e a igualdade se verifica. Portanto o problema tem

solucdo.

Figura (65)

Paran =3 ou Ky
V=5=2+3 e A=2x3=6

Substituindo na Férmula de Euler encontramos F = 3

Figura (66)
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Para n ou K,, teremos:
Ni=1204 N
Substituindo na Férmula de Euler
V-A+F=2=>F=2-V+A=>F=2-(n+2)+2n=n
Para K,, teremos:
F=nA=2ne¢e V=n-2
Verificando a desigualdade 4F = 4n<2A =4n e A = 2n22F

Demonstremos por indugdo finita
Paran = 2 ou K,, temos
V,=4eA,=2x2=4
Substituindo na Férmula de Euler vem
F,=2-V,+A;=2-4+4=2
que verifica 4F, = 8 < 2x4 = 2A;
Para n =3 ou K,; temos
V;=5=V,+leA;=2x3=A, +2 eF;=2-V, + A, +1 =3
Supondo vélida para n =k
Vi=k+2 : Ac=2k) e Fp=2-V,+ A=Kk
onde 4F, = 4k <2 (2k) = 2A, , devemos provar paran = k+ 1
AssimV,,, =k+1+2 e Ays; =2(k + 1) e substituindo na Férmula
de Euler
Viei - Arsi PR =22V, +1-(A, +2)+Fyy =2
>F =2-V, +A -1+ 2 =k+1
que verifica 4 x Fyyy =4 (k+ 1)< 2[2(k+1)] =2A,4, ¢
Acs122(k +1)22F 4,

Concluimos que K, terd solugdo para qualquer n 2 2.
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5.2. Consequéncias e Aplicacoes a Poliedros

5.2.1. Consequéncias:

1*) O nimero de faces que tem nimero impar de lados é par, e o nimero de
dngulos sélidos ou de vértices que tem niimero impar de faces é par.
Tese F; + Fs+ Fy+ .. épar
Vi + Vs +V, + ... é par

ETAPA 1

Faremos uma primeira generalizagdo das relagdes entre nimero de vértices,
arestas e faces de um poliedro.

Seja um poliedro convexo em que:

F; representa o nimero de faces triangulares

F, representa o numero de faces quadrangulares

Fs representa o nimero de faces pentagonais

F¢ representa o nimero de faces hexagonais

EntﬁOF=F3+F4+F5+F6+... (5211)
Sendo cada aresta comum a duas faces, teremos:

2A = 3F, + 4F, + SF; + 6F, + . . . (5.2.1.2.)

Tese [F; + Fs+ F, + ... é par
De fato, da relagdo (5.2.1.2.) temos:

3F3+4F4+5F5+6F6+7F7+...=2A:>
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:F3+F5+F7+ S 1 =2A‘2F3'4F4'4F5'6F6'...=>
:F3+F5+F7+... =2(A'F3“2F4'2F5'3F6-3F7-...)

0 que prova a tese.

ETAPA 11

Segunda generalizagdo das relagdes entre niimero de vértices, arestas e faces de

um poliedro euleriano.
Seja um poliedro convexo em que:
V3 representa o nimero de angulos triédricos,
V, representa o nimero de angulos tetraédricos,
Vs representa o nimero de dngulos pentaédricos,

Ve representa o numero de angulos hexaédricos,

V=V,+ V,+ Vg + Vg + ... (5.2.1.3.)

Se cada aresta une dois vértices, temos:

2A =3V; + 4V, + 5V + 6V, + ... (5.2.1.4.)

De fato, da relagdo (5.2.1.4.) temos:

3V; + 4V, + 5V + 6Vg+ 7V, + .. . =2A =

=>V;+Vs+V,+...=2A-2V;-4V,-4Vs-6V(-... >

=>Vy+Vs+Vy+ ... =2A-V;3-2V,-2V-3V,-3V,-. ..

0 que prova a tese.

2%) Em qualquer poliedro convexo vale as relagoes:

a) 2F =4+ V; + 2V, + 3Vs + 4V + 5V, + ...

Eliminando V e A das relagdes (5.2.1.3.) e (5.2.1.4.) e a relagdo de Euler se
obtém a seguinte igualdade:

2F +2V-2A =4

2F = 4+2A-2V

2F = 4+ (3V; +4V, +5Vs + 6Vg + ...)-2. (V3 + V4 + Vs + Vi + ...)

2F = 4 + V3 + 2V, + 3V5 + 4V + 5V, + ... (5:2:.1:59)
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b)2V=4+F3+2F4+3F5+4F6+5F'}+..

Eliminando F e A das relagdes (5.2.1.1) e (5 ) e a relagdo de Euler
obtém a seguinte igualdade:

2V +2V-2A =4

2V = 4 + 2A -2V

2V = 4 + (3F; +4F,+ 5FE¢ + 6F¢ + i) -2, (Fy + Fg + B + Fg k= .00)

2V = 4 + F; + 2F, + 3Fg + 4F, + SF5 + ... (5.2.1.6.)

C) 3k, + 2k A+ Fe > 121 (B 2Es + i)

Da comparagdo de (5.2.1.3.) e (5.2.1.4.) resulta a desigualdade 2A > 3F ou o
que € o mesmo 4A > 6F. Se substituirmos nessa desigualdade A e V pelos valores
(5.2.1.2.) e (5.2.1.6.) encontraremos:

3F3+2F4+F5>12+(F?+2Fg+..-)

d)3V; + 2V, + Vs> 12 + (V5 + 2V + ...)

Da comparagdo de (5.2.1.1.) e (5.2.1.2.) resulta a desigualdade 2A > 3V ou o
que € o mesmo 4A > 6V. Se substituirmos nessa desigualdade A e F pelos valores
(5.2.1.4.) e (5.2.1.5.) encontraremos:

3V3 + 2V4 + Vs > 12 + {V'.r + 2V3 + ...)

3%) Em todo poliedro convexo o niimero de faces triangulares mais o niimero de
angulos triedros é pelo menos igual a oito; ou seja. que ndo podem faltar faces
triangulares e angulos triedros.

Retomando a relagdo de Euler. que se pode escrever

4F + 4V = 44 + 8

F por seu valor (5.2.1.1.); V por (5.2.1.3.) e 44=[5.2.1.2.]+(5.2.1.4.] se

4 (Fj + Fe oz, E0d (VitkVet...) = (3F3 + 4Fy + SF¢ & i )
3V, V5V ke 28
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ou seja
F3+V3=8+(F5+V5)+2(F6+V6)+3(F7+ V7)+...
ou F; +V;2 8

Logo o primeiro membro ndo pode ser menor que oito; se faltam faces

triangulares tem que haver pelo menos 8 dngulos triedros, como no paralelepipedo; e

se faltam dngulos triedros tem que haver pelo menos 8 faces triangulares, como no

octaedro.

5.2.2. A soma das medidas dos dngulos das faces de um poliedro euleriano é
igual a 4(V-2)r (r-dnguloreto) ,ou2n (V-2).

Tomando o édngulo reto por unidade, a soma doa dngulos de uma face qualquer
de n lados é (2n-4).

Designando por n,n',n",..., o nimero de lados das diferentes faces e por ¥ a
soma dos dngulos de todas as faces se tera para todas elas.

(2n-4)+2n'-4)+(2n"-4)+...+=3%

e como esta soma F termos, sera:

Y=2m+n'+n"+..)-4F

Por permanecer cada lado em duas faces, o parénteses é igual a 2A, logo pela
férmula de Euler.

T=4(A-F)=4(V-2)

5.2.3 Existem exatamente cinco poliedros platénicos

Como cada face tem n arestas e sdo F faces, entdo, o niimero total de arestas é
n F. Mas, cada aresta estd exatamente contida em duas faces, donde
2A = nF (5.2.3.1)
Cada angulo poliédrico tem m arestas e como hd V vértices, segue-se que hé
mV arestas. Cada aresta tem exatamente dois vértices, logo
2A = mV (5:2.3.2)
de (5.2.3:1) e (5:2.3.2)
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nF = mV

Como os poliedros sdo eulerianos, entdo, vale

V-A+F=2
Substituindo Ve A em (5.2.3.4) por (5.2.3.1) e (5.2.3.2), vem:
[ (nF/m)-(nF/2) ]+ F =2
Dai,
F[(n/m)-(n/2) + 1] =2
ou
F[ 2n-mn + 2m)/2m ] = 2
e
F=4m/(2n-mn + 2m)
e ainda
F=4m/[2(n + m)-mn]

comm=3 e n23

Possibilidades

I) m=3 e, entdo, F = 12/(6-n)

como 6-n >0, enx3

Caso 1: m=3.n=3 e F=12/(6-3) =4
e temos o fetraedro

Caso 2: =3, n=4 ¢ F=12/(6-4)=6
e temos o hexaedro

Caso 3: m=3,n=5 e F=12/(6-5)=12

e temos 0 dodecaedro
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1) m=4 e, entio, F = 16/ (8 - 2n)
Como 8-2n>0 e n=3, sbtemos a solugdao
Caso 4: m=4, n=3 e F=16/(8-6) =28

e temos o octaedro

[Il)m=5 e, entdio F = 20/ (10 - 3n)
Como 10-3n>0e n23 , sétemos a solugdo
Caso 5: m=5,n=3e F=20/(10-9 =20

e temos o icosaedro

Vamos provar que a expressd@o (5.2.3.9) ndo é um niimero inteiro possitivo

m=26 e n23
Sem=26 e n=23 ,entdiom = 6 + h (h inteiro) e n = 3 + k (k inteiro)
A expressdo (5.2.3.9) da:
F[2(m+n)-mn] =4m (5.2.3.10)
Substituindo os valores de m e n em (5.2.3.10) temos:
FI26+h+3+k)-(6+h) B3+Kk) |]=4(6+h)
F (18 + 2h + 2k - 18 - 3k - 3h - hk) = 24 + 4h
ou ainda
F (-h - k - hk) = 24 + 4h (5.2.3.11)

Como h20, k=20 e F >0 , entdo, o primeiro membro de

(5:2.3.11)
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¢ < 0 e o segundo membro de (5.2.3.11) € sempre > 0. Vemos, assim , que é

absurdo supor a existéncia de casos comm 26 e n =3 e, entdo , concluimos que ha
somente cinco poliedros platonicos.

Coroldrio: Existem somente cinco poliedros regulares

Octaedro reg

Tetraedro reg

'
[
Ll
i
I
L

Hexaedro reg (cubo)

Figura (67)

81
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Observagdo: Considerando a correspondéncia entre superficies poliédricas e

grafos tais relagdes sdo vélidas para grafos.

Como cada poligono (face) consideramos como uma regido, o nimero de
regides do plano serd R = P + 1 incluindo a grande regido do plano ou P = R - I;
portanto temos a relagdo R + V - A = 2 correspondente a uma superficie poliedral de

Euler ou seja, uma superficie poliédrica convexa deformada e estendida sobre o plano.

Essa férmula tem varias extensoes..

a) A férmula é vdlida para figuras ndo poligonais.

Figura (68)

Figura (69)
N=4;A=8 R=6

b) Aplicamos a grafos que possuam vértices livres ligados aos outros apenas

por uma aresta.
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Figura (70)

R=2:V=6A=6

c) A férmula é vilida para grafos com arestas paralelas ou para grafos

multiplos.

Figura (71)

V=4R=5A=7
d) Podemos constatar a validade da férmula para grafos com apenas vértices

e arestas (sem ciclo).

Figura (72)
R=15V=7A=6
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e) H4 possibilidade de generalizarmos para grafos com mais de uma

componente para k > 1
Tem-se R + V-A =k + 1
Parak =3: V=13 A=15R=6
R+V-A=6+13-15=3+1=k+1

Figura (73)

f) Lembrando que o nimero maximo de arestas que possue cada regido

poligonal é conseguido quando transformamos o poligono em triangulos.

Entdo

3P + A; = 2A = A= 2A - 3P mas A; 2 3 em consequéncia 2A - 3P > 3 ou
P<(2A-3)/3 (5.0.f1)

Mas pela férmula de Euler temos
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P=A-V+1louem (1) A-V + 1< (2A - 3) /3 de onde obtemos
A<3V-6 (5.0.f2)
Substituindo (5.0.f2) em (5.0.f1) encontramos.

P<[2(3V-6)-3]1/3=>P=<(6V-12-3)/3=>P<2V-5 (5.0.3)

Nas figuras abaixo verificamos que as cotas sdo atingidas quando a fronteira é

também triangular.

Figura (74)

=T7<3x7-60uA=7<15
1<2x7-50uP=1<9
7, A= 12 <30
6<9

Figura (75)

A=12<3x7-6
P=6<9
Vi=17
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Figura (76)

A=9<15

P=3<9

Figura (77)

A=12=3x6-6
V=6

Figura (78)

15<18
9<11

5

6

7
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g) Pavimentacdo parcial completamente platonica. [Ba 93]

Ao considerarmos uma pavimentac@o platonica (lado a lado) na qual todo né
N tem o mesmo nimero m de arestas e todo poligono tem o0 mesmo nimero n de
arestas inclusive a fronteira (regido externa)
Teremos: mN - 2A (5.0.g.1) e nP = 2A (5.0.8.2)
De (5.0.g.1) obtemos A = mN/2 e substituindo em (5.0.g.2)
obtemos P = mN / n
Utilizando a férmula de Euler para o plano ji que a grande regido é
considerada com n arestas, temos
mN/n+ N-mN/2=2 ou 2ZmN + 2nN - mnN = 4n
N@2m + 2n-mn) =4n (5.0.g.3)
De onde segue
2m +2n-mn>0 ou mn-2m-2n<0
e, sucessivamente,
mm-2)-2n<0 ou m(n-2)-2n+4<4
m(n-2)-2(n-2)<4
Finalmente
(n-2)(m-2)<4(5.0.g.4)

Sdo apenas 5 as possibilidades que satisfazem a desigualdade.

ayn-2=1lem-2=1
ouseja n=3 e m=3

Trata-se de superficie tetraedral Figura 79

Figura (79)

b)n-2=2 e m-2=1
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ouseja n=3 e m=3

Trata-se de superficie ciibica Figura 80

Figura (80)

c)n-2=3 e m-2=1
ouseja n=5em =3

Trata-se da superficie dodecaedral Figura 81

Figura (81)
dn-2=1em-2=2
ouseja n=3 e m=4

Trata-se de uma superficie octaedral Figura 82

Figura (82)
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e)n-2=1¢e m-2=3

ouseja n=3em=35

Trata-se da superficie icosaedral. Figura 83

Figura (83)
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