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BENNDORF, D. Analise Hamiltoniana de um Modelo de Particulas de
Spin-2 Massivas nao-Fierz-Pauli. 2016. 55 f. Dissertacao de Mestrado - Faculdade
de Engenharia do Campus de Guaratingueta, Universidade Estadual Paulista, Guaratin-
gueta, 2016.

Resumo

Neste trabalho abordamos de forma introdutoéria o tratamento de sistemas singula-
res, em especial as teorias de Maxwell, Proca e Fierz-Pauli, e obtemos resultados originais
para a familia de modelos de spin-2 massivos do tipo nao-Fierz-Pauli. Tendo como fer-
ramenta principal o método de Dirac para sistemas vinculados, escrevemos a densidade
de hamiltoniana priméria do modelo %, rp, obtemos seus vinculos primarios, secunda-
rios, terciarios e quartenarios, assim como os multiplicadores de Lagrange. Calculamos
também o ntmero de graus de liberdade independentes e mostramos a positividade da

hamiltoniana reduzida.

PALAVRAS-CHAVE: gravitacao massiva, Fierz-Pauli, spin-2, método de Di-

rac, relatividade geral.



BENNDORF, D. Hamiltonian Analysis of a Non-Fierz-Pauli Massive Spin-
2 Particles Model. 2016. 55 f. Master Degree - Faculdade de Engenharia do Campus

de Guaratingueta, Universidade Estadual Paulista, Guaratingueté, 2016.

Abstract

In this work, we approach in an introductory way the treatment of singular systems,
especially the theories of Maxwell, Proca and Fierz-Pauli, and obtain original results
for the non-Fierz-Pauli family of massive spin-2 models. Having as main tool the Dirac
method for constrained systems, we write the primary Hamiltonian density of the %, rp
model, obtain their primary, secondary, tertiary and quaternary constraints, as well as
Lagrange multipliers. We calculate the number of independent degrees of freedom of the

model and demonstrate the positivity of the reduced Hamiltonian.

KEYWORDS: massive gravity, Fierz-Pauli, spin-2, Dirac method, general re-
lativity



Contetido

1 Introducgao

2 Formalismo de Dirac para sistemas vinculados

2.1 Sistemas singulares . . . . . .. ... ... ...
2.2 Hamiltoniana priméria . . . . . ... ... ...
2.3 Fracamente e fortemente nulo . . . . . ... ..
2.4 Vinculos secudarios . . . . . ... ... ... ..
2.5 Vinculos de primeira e segunda classe . . . . . .

2.6 Aplicacao em teoria de campos e notagao . . . .

2.6.1 Método de Dirac aplicado a teoria de Maxwell . . . . . .. .. ...

2.6.2 Método de Dirac aplicado ao modelo de Proca . . . . . . . . .. ..

3 Modelo de Fierz-Pauli

3.1 Equacoes de movimento e condigoes de Fierz-Pauli . . . . . . . .. .. ..

3.2 Analise de vinculos . . . . . . ... ... .. ..
3.2.1 Modelo pseudo-FP (a #1) . . .. .. ..
3.2.2 Modelo Fierz-Pauli (a=1). .. ... ..

3.3 Positividade da hamiltoniana reduzida de FP . .

4 Modelo nao-Fierz-Pauli.

4.1 Introducao . . . . .. ... .. ... ... ...,

4.2 Analise de vinculos . . . . ... ...

4.3 Hamiltoniana reduzida e analise de positividade
5 Conclusao

Referéncias Bibliograficas

12
12
13
14
15
15
16
18
22

26
26
27
27
30
32

38
38
40
47

50

52



Capitulo 1

Introducao

Durante boa parte do século XX se pensava que a expansao do universo ocorria a uma taxa
negativa de aceleracao, devido a atragao gravitacional. No entanto, a partir de 1998 se
descobriu evidéncias de que o universo se expande aceleradamente [20], desde entao tem-
se tentado descobrir a causa dessa aceleracao. Inimeras propostas foram feitas, como
os modelos que introduzem algum tipo de “energia escura” (que tem esse nome devido
ao fato de ndo interagir eletromagneticamente), a adi¢do de uma constante as equagoes
de Einstein-Hilbert, chamada de constante cosmolégica, e que foi originalmente intro-
duzida por Einstein como uma tentativa de descrever um universo estacionario, criacao
de particulas, hipoteses de posigao “privilegiada” da Terra no universo (a distribuigao de
matéria no universo seria tal que ele se expandiria a taxas nao uniformes) e gravitagoes
modificadas.

Dentre o grupo dos modelos de gravitagoes modificadas, ha os de gravitagao massiva,
que sao modelos cujas equagoes descrevem ondas gravitacionais que obedecem as equacoes
de ondas massivas e se movem com uma velocidade menor que a da luz no vacuo, de tal
modo que a quantizacao de tais modelos descreveriam gravitons massivos, ou seja, bosons

com spin 2 e que obedecem a equagao de Klein-Gordon
(O—m*) ¢ =0. (1.1)

Uma gravitacao massiva pode explicar a expansao acelerada do universo de duas formas:
por descrever que o potencial gravitacional cai mais rapidamente com a distancia, U,, (1) ~

™ do que as gravitagoes de massa nula, Uy(r) ~ %, ou seja, para objetos proximos

ela teria o efeito usual da gravitacao einsteiniana, mas, desacelerando a expansao a uma
taxa menor para objetos distantes (ver Figura 1.1), ou por, dependendo do modelo, ter
um efeito repulsivo a grandes distancias [24].

O primeiro e mais conhecido modelo de particulas de spin-2 massivas é o modelo de
Fierz-Pauli. Em 1939 Markus Fierz e Wolfgang Pauli criaram um modelo de particulas de

spin 2 massivas, embora ainda sem fazer conexao com a gravidade. Esse modelo é tal que



Figura 1.1: Comportamento de uma fun¢ao do tipo e™*/x (verde/abaizo) e 1/x (verme-
lho/acima). Para curtas disténcias, a gravidade descrita por um modelo massivo (verde) se
mantém praticamente inalterada, quando comparada com as gravitacoes de Einstein e Newton
(vermelho), mas tende mais rapidamente a zero para grandes distancias.

no limite de massa nula a sua densidade de lagrangiana coincide com a lagrangiana linea-
rizada de Einstein-Hilbert. Nesta dissertacao usamos a signatura 7, = (—,+,+,...+) em
D dimensoes e = 0,1,2,...D —1. Assim, a teoria massiva de Fierz-Pauli em 4 dimensoes

é dada por
1
Lre = {h‘“’DhW — hOh 4 2h0°0° hag + 00" 0*hey, +
—m® (hy " — h?) ] : (1.2)

Sendo que a conexao com a acao de Einstein-Hilbert ¢é feita via h,, que é definido a partir

da expansao de campo fraco da métrica

Guv = Nuw + h;w (13)

na lagrangiana de Einstein-Hilbert [28]

(L) = (B\/g)hn = ZLrp(m = 0). (1.4)

No entanto, a previsao de desvio angular da luz das estrelas pelo Sol, calculada segundo
(1.2), é 75% do valor observado. Além disso, uma vez os calculos feitos com o modelo

massivo, essa diferenca de 25% continua mesmo que se tome o limite de massa nula (apesar
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do potencial newtoniano ser recuperado). FEssa diferenga de resultados ao se tomar o
limite de massa nula antes ou apds as contas serem feitas é chamada de “descontinuidade
de van Dam-Veltman-Zakharov” ou vDVZ. Ja Vainishtein argumentou, em 1972, que
a descontinuidade de vDVZ é uma consequéncia da linearizacao do modelo e que, se
forem tomadas ordens mais elevadas do campo h,, que as quadréticas, o desvio correto
é recuperado. Ainda em 1972, Boulware e Deser mostraram que extensoes nao lineares
do modelo de Fierz-Pauli apresentam fantasmas, o que significa essencialmente que a
densidade de hamiltoniana nao ¢é positivo definida.

Até 2010 (ou seja, apds mais de 3 décadas sem avangos significativos em gravitagao
massiva) pensava-se que todo modelo de gravitagdo massiva covariante era “infestado”
com fantasmas de Boulware-Deser, quando de Rham, Gabadadze, e Tolley construiram
um modelo livre de fantasmas e sem a descontinuidade de van Dam-Veltman-Zakharov
[22] baseado no modelo de Fierz-Pauli, porém, alguns problemas ainda persistem, como
a nao-causalidade, veja mais em [9]. Ja em 2011, Hassam e Rosen formulam um modelo
de gravitagao bimétrica, que descreve dois gravitons, um massivo e um nao massivo, e
possui solucao para universo isotrépico homogéneo, mas tem problemas de estabilidade
dependendo da métrica de fundo.

Por causa dos problemas encontrados no modelo de F-P, passou-se a buscar modelos
alternativos de particulas massivas de spin-2 que talvez poderiam gerar novas gravitacoes
massivas. Em [18] (1974) afirma-se que nao existem outros modelos de particulas massivas
de spin-2 além do Fierz-Pauli, porém em |[7| (2013) mostrou-se que existem trés familias
de modelos de particulas de spin-2, que sao a familia Fierz-Pauli (que inclui Fierz-Pauli), a
familia £ (a;) e a familia %, pp (nao-Fierz-Pauli) [8], sendo esta ultima a que sera tratada
nesta dissertagao, especialmente pelo fato de que sua versao de massa nula decreve uma
particula de spin-2 sem massa, assim como Fierz-Pauli. Diferentemente da versao de
massa nula de Z(a;) que descreve uma particula escalar, além de uma de spin-2 sem
massa.

No capitulo 2 é introduzido o método de Dirac para sistemas vinculados, que consiste
na definicao de sistemas singulares, no conceito de fracamente nulo e de hamiltoniana
primaria, na classificacao dos vinculos quanto a ordem e ao tipo e, por fim, na descri¢ao
do algoritmo a ser aplicado. No final sao apresentados exemplos de aplicagao, a teoria de
Maxwel e o modelo de Proca. Fazemos a contagem dos graus de liberdade e mostramos a
positividade da densidade de hamiltoniana reduzida. Além disso, obtemos as equacoes de
movimento via Euler-Lagrange, via densidade de hamiltoniana canonica e via densidade
de hamiltoniana primaria, mostrando assim que é a hamiltoniana primaria que fornece as
equacgoes de movimento corretas e nao a candnica.

No capitulo 3 calculamos as equacoes de movimento, obtemos a hamiltoniana pri-
méria e aplicamos o método de Dirac ao modelo de gravitagao massiva de Fierz e Pauli,

incluindo um modelo pseudo-FP, que consiste na adi¢ao de um coeficiente arbitrario “a”
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no termo de massa de FP. Aplicando o algoritmo, encontramos os vinculos, contamos
os graus de liberdade, introduzimos os operadores de projecao e de transicao de Barnes-
Rivers, que sao usados para mostrar a positividade da hamiltoniana reduzida neste e no
proximo capitulo. Mostramos também que o modelo pseudo-Fierz-Pauli leva a um ntimero
incorreto de graus de liberdade.

No capitulo 4 atacamos o objetivo principal deste trabalho, que ¢é aplicar o método
de Dirac ao modelo .Z,rp. Obtemos os vinculos primaérios, escrevemos sua hamiltoniana
primaria, encontramos seus vinculos secundarios, terciarios e quartenarios e obtemos os
multiplicadores de Lagrange. Por fim, contamos os graus de liberdade independentes e
mostramos que a hamiltoniana reduzida é positiva.

Enfim, no capitulo 5 apresentamos nossas conclusoes e perspectivas.



Capitulo 2

Formalismo de Dirac para sistemas

vinculados

O método ou formalismo de Dirac é um algoritmo conhecido ha décadas e que costuma ser
aplicado aos sistemas chamados de “lagrangianos singulares”, “hamiltonianos viculados”
ou “degenerados”. Ele permite que se obtenha todos os vinculos associados ao modelo,
que se escreva as formas mais gerais das equacoes de movimento e da hamiltoniana e
que verifiquemos o numero de graus de liberdade independentes. A seguir é feita uma
descrigao suscinta do algoritmo na forma em que seré usado neste trabalho. Textos mais

completos podem ser encontrados, por exemplo, em [16], [11], [1] e [26].

2.1 Sistemas singulares

Usualmente os cursos de mecanica classica abordam sistemas nao singulares, onde as equa-
¢oes de movimento podem ser corretamente obtidas a partir da hamiltoniana canonica.
Mas, sistemas singulares também podem ser tratados no formalismo hamiltoniano. Um
sistema singular é um sistema cuja lagrangiana é singular. Para definir uma lagrangiana

singular partimos da acao

S = /Ldt, (2.1)

de onde podemos obter as equagao de Euler-Lagrange

d oL 0L
- — = (2.2)
dt 8qu 3qz
Como L = L(q,q,t), as equagoes de Euler-Lagrange podem ser reescritas como *
0°L 0?L 0?’L 0L
] (2.3)

" oa0q,  ®ogoq ogot  oq

1 Ao longo dessa dissertacio usamos a notacao de Einstein, ou seja, indices repetidos estdo sob soma-
- N ; . .
torio, por exemplo: ¢;q; = >;_; ¢i¢i, onde N é o nimero de coordenadas generaliadas.

12
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ou seja, as aceleracoes ¢ s6 sao determinadas se a matriz hessiana

0L
Wip = ———
§ 0G,04;

(2.4)

possuir inversa, em outras palavras, se det W # 0. Se det W = 0, dizemos que a lagran-

giana ¢é singular, se nao, ela é regular.

2.2 Hamiltoniana primaria

Definindo os momentos candnicos como

)
047

Di (2.5)

se a lagrangiana for singular, nem todos os momentos poderao ser escritos em termo das

velocidades, e vice-versa, pois o jacobiano

Opi

det ( b ) = det W (2.6)
4k

da passagem de ¢; para p; serda nulo. Em vez disso, teremos vinculos em funcao de ¢ e p,

ou seja

chamados de vinculos primaérios, sendo K, ¢ o nimero de vinculos primérios. Os
vinculos ¢y (g, p) definem um subespago I, do espaco de fase completo I' e a hamiltoniana
candnica

H.=pigi— L (2.8)

¢ restrita ao subespaco I',. Para termos uma hamiltoniana valida em todo o espago I'
devemos modifica-la. Como a combinacao linear de vinculos é nula, podemos adiciona-
los & hamiltoniana canoénica H., usando para isso os multiplicadores hamiltonianos A,

também chamados de multiplicadores de Lagrange, isto é,
H, = H.+ \;¢x. (2.9)

Chamamos essa hamiltoniana de primaria ou efetiva, ela é valida em todo o espaco de
fase I' ou a0 menos numa vizinhanca de I'p.

Com a hamiltoniana priméria, podemos escrever as equagoes de movimento em suas
formas mais gerais, ou seja
ch a¢k

A
Op; T op;’

G ={q, Hy} = (2.10)
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€

Essas equagbes de movimento sao equivalentes as equagoes de Euler-Lagrange, diferente do
que se teria se tivessemos usado somente a hamiltoniana canonica, ou seja, a hamiltoniana
priméria ¢ mais que um “luxo matemaético”, sendo necessaria para a correta descri¢ao dos
sistemas fisicos, como sera verificado explicitamente adiante nesta dissertacao.

Além da hamiltoniana candnica e da hamiltoniana priméria, podemos definir tam-
bém a hamiltoniana reduzida H,, que é a hamiltoniana em que todos os vinculos do
sistema estao operantes, de modo que ela é valida no espago de fase reduzido I, que é o

subespago de I' onde todas as varidveis sao independentes entre si.

2.3 Fracamente e fortemente nulo

Consideremos que, apesar dos vinculos primérios serem nulos, seus parénteses de Poisson
com outras variaveis podem nao ser nulos, de modo que s6 podemos anula-los depois do
calculo dos parénteses. Assim, introduzimos o conceito de grandeza fracamente nula,

que usaremos com os vinculos encontrados ao longo deste trabalho:

Gr(qi, pi) = 0. (2.12)

Dizemos que ¢, é fracamente nulo se os parénteses de Poisson de ¢, com alguma variavel
canodnica [16] ndo forem identicamente nulos, ou seja, nao resultam em uma identidade
do tipo 0 = 0.

Definindo mais precisamente, uma grandeza G(g;, p;), definida numa vizinhanga fi-
nita de I',, é chamada de fracamente nula se, apds restringi-la ao subespaco I', através
dos vinculos ¢ = 0, ela for nula, mas seu gradiente nao for nulo. Denotamos “fracamente

nulo” com o simbolo “a” substituindo a igualdade. Ou seja, se

G(gi,pi)| =0 (2.13)
Iy
e
(;qi, %) G(qi, pi) . #0 (2.14)
entao
G(qi, pi) =~ 0. (2.15)

Se G e o gradiente de G forem nulos em I, dizemos que a grandeza G ¢ fortemente
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nula e denotamos isso com o simbolo “~”. Ou seja, se

G(gi,pi)| =0 (2.16)
Fp
’ o 0
72— | Glgi,pi)| =0 2.17
(5 5) an)| (217
entao
G(gi, pi) = 0. (2.18)

2.4 Vinculos secudarios

Como os vinculos devem continuar validos em cada instante do tempo (condi¢ao de con-
sisténcia), calculamos os parénteses de Poisson dos vinculos primérios com a hamiltoniana

priméria e exigimos que sejam fracamente nulos

or = {on, Hy} =~ 0. (2.19)
O resultado dessa conta pode levar a trés possibilidades:
(a) ser identicamente satisfeita,
(b) fornecer novos vinculos,
(c) especificar os multiplicadores de Lagrange \.

No segundo caso devemos continuar a impor a preservagao no tempo desses novos vinculos,

chamados de vinculos secundarios, ou seja

Ok = { &, Hp} ~ 0, (2.20)

o mesmo sendo valido para ordens mais elevadas, gerando vinculos terciarios, quartenarios,
etc. Tais vinculos podem também ser coletivamente chamados de secundarios, o que é o
que se costuma ver na literatura. O processo segue até que todas as derivadas temporais

de todos os vinculos se anulem identicamente no espaco de fase reduzido.

2.5 Vinculos de primeira e segunda classe

No contexto de um dado modelo, uma fungao F(q,p) é dita ser de primeira classe se
ela tiver parénteses de Poisson fracamente nulos com todos os vinculos desse modelo, ou
seja,

{Fg,p), 8"} = 0, (2.21)
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onde k = 1,2,3..K en = 1,2,3..., sendo que n indica a ordem dos vinculos (primaério,
secundério, terciario, respectivamente). Caso tenha parénteses de Poisson nao fracamente
nulos com algum dos vinculos, ela é chamada de segunda classe. Vinculos podem ter
parénteses de Poisson calculados uns com os outros, de modo que se pode determinar se
eles mesmos sao de primeira ou segunda classe. Vinculos de primeira classe permitem
eliminar dois graus de liberdade cada um, pois geram transformagoes locais de simetria
do modelo. Para cada vinculo de primeira classe podemos impor um novo vinculo, que
chamamos de condi¢ao de gauge. Enquanto que os vinculos de segunda classe permitem
eliminar somente um grau de liberdade cada. Portanto, o nimero de graus de liberdade

independentes no formalismo hamiltoniano Ny ¢ dado por
Ngg =2N —2P -5, (2.22)

onde 2N é a dimensao do espaco de fase, P é o numero de vinculos de primeira classe e
S ¢ o nimero de vinculos de segunda classe. Note que Ny g ¢ igual a dimensao do espaco
de fase reduzido I',. O numero de graus de liberdade lagrangianos Ny, é a metade do

ntmero de graus de liberdade hamiltonianos, ou seja

N, S
Ny = ;”{ =N-P-2. (2.23)

2.6 Aplicacao em teoria de campos e notacao

Nesta se¢ao apresentaremos exemplos de aplicacao do método de Dirac em alguns modelos
bem conhecidos, a teoria de Maxwell para o eletromagnetismo, o modelo de Proca de um
eletromagnetismo massivo e um modelo de gravitacao massiva pseudo-Fierz-Pauli. Como
sao casos relativisticos e como teremos campos em vez de coordenadas usuais (para cada
ponto do espaco ha um conjunto de graus de liberdade, logo, ha infinitos graus de liberdade
no espago todo), devemos primeiro generalizar o método de Dirac.

Para Maxwell e Proca, em vez da coordenada ¢; e do momento p;, temos o campo
vetorial A,(x) e seu momento conjugado 7#(z). Os indices seguem a convencdo usual
pw = 0,1,2,...D — 1 para letras gregas (indicando as coordenadas espago-temporais) e
i =1,2,...D—1 para letras latinas (indicando coordenadas espaciais), sendo D a dimensao

do espago-tempo. Para duas fun¢oes F(y) e G(x) os parénteses de Poisson sao definidos
2

_ [ o1 [OF(y) 0G(x)  OF(y) 0G(x)
{F(y).G(x)} —/d Z[@AV(Z) (2~ B () DAL | (2.24)

2Usamos simbolos de derivadas comuns como 54 indicando a derivada funcional (;STF.
v v
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As equacoes de Hamilton ficam

. OH
AH = {A* H,)2) = P 2.2
@) = 140 H) = 5 (225)
0H
L — H —_ p
(z) {7t (), Hy} A, (2) (2.26)
As velocidades canénicas sao definidas como
. OAH
AP = O AF = ——. 2.2
oo =20 (2.27)

Nos casos dos modelos de Fierz-Pauli e nao-Fierz-Pauli, que serao abordados nos
proximos capitulos, temos um campo tensorial geral e, sobreposto a uma métrica de

Minkowski
-1

o = O
_ o O

0
Nuww = 0

como métrica de fundo, de modo que a dinamica esté toda em e,,. Assim, os parénteses

de Poisson sao definidos em termos de e, e seu momento conjugado 7" como

o1 | OF 0G(x OF 0G(x
(F).0w) = [ a7z [aﬁ% W((Z)) - wﬂ% aeaﬂ(<Z)> | (2.28)

As equagoes de Hamilton ficam

oH

Y (r) = {e"(x), Hy} = -2 2.2

€ (ZL’) {6 (ZL’), p} aﬂ_uy(l,) ( 9)
oOH
THY = Hv H)} =— d 2.30
() = (), ) = gt (230
As velocidades canénicas sao definidas como
Oet”

MY = Oyett = . 2.31
€ 0€ O ( )

Ocasionalmente também usaremos as seguintes notagoes para o gradiente, o lapla-

ciano e o d’alembertiano, respectivamente:

(01, 0y,---,0p_1)=V; 0}=V.V=V?;, 9/ -0;=0. (2.32)
0

)
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Enfim, neste trabalho usamos o sistema de unidades comum em fisica de particulas ele-

mentares onde

c=h=1. (2.33)

2.6.1 Meétodo de Dirac aplicado & teoria de Maxwell
A densidade de lagrangiana para o eletromagnetismo de Maxwell no vacuo é

LM = _411 = _i (auAu — @,,AM) (orA” — 0" A"), (2.34)

onde F),, = 0,A, — 0, A,. Ela pode ser reescrita como

1 1. 1 ; Lo
LM =~ FFT 4 S AN 20,400 Ay — A Ao, (2.35)

Equacgoes de movimento

Com o intuito de mostrar que é a densidade de hamiltoniana primaria que fornece as
equacoes de movimento corretas, vamos calcular as equac¢oes de movimento de trés formas
diferentes, via equagoes de Euler-Lagrange, via equacoes de Hamilton para a densidade de
hamiltonina canénica e via equagoes de Hamilton para a hamiltonina priméria. Aplicando

as equagoes de Euler-Lagrange obtemos as equagoes de movimento

= 0P =0, (2.36)

o [ 02 ] oL
P0(054.) | 04,

Separando em componentes temporal e espacial, respectivamente, temos o vinculo 3
D?Ag— D'A; =0 (2.37)
e as equacgoes dinamicas
Ay — 0 Ag + 02 A, — 0,0'A; = 0. (2.38)

Se aplicarmos Jy em (2.37) e somarmos com 9% de (2.38) teremos uma identidade trivial
0 = 0 e, portanto, Ay fica indeterminado.
Vamos obter agora as equagdes de Hamilton para comparar com (2.37) e (2.38)

via hamiltoniana canénica e hamiltoniana primaria. Os momentos canénicos obtidos de

3A equagio (2.37) é um vinculo, pois ¢ uma fungao das coordenas (Ap) e das velocidades (A;), somente.
Ela impde restri¢oes as condigdes iniciais do sistema, ao contrario de (2.38), que envolve as aceleragdes
Ag.



(2.35) sao
0L
7T0 =—=0
04,
) 0.
0A;
Neste caso, temos apenas um vinculo primério
p=7"=~0

A densidade de hamiltoniana canoénica pode ser escrita como

HM = ghA, - &

[

1. . 1 g
= —71'1'71'Z + 7ri8’A0 + —EjFU
2 4
e a densidade de hamiltoniana priméaria

1 . . 1 g
%M = §7T'Z'7'('Z —+ WiaZAo + ZFZ']'FZJ + )\71'0.

As equagoes de movimento que obtemos da hamiltoniana canonica HM = [

Sao
OHM ,
- 0 _ c A
7(x) = A7) o',
. DHM
Ao(.f) = 871'0(1‘) = 0.

Note a discrepancia com (2.37) e (2.38), pois Ay = 0. Além disso, temos

OHM .
.k _ c — 92 Ak _ 9k9ig.
i (x) = DAL(T) 0; A" — 070" A,
. OHM
Ak(l’) = aﬂ'k(l’) = 7Tk + 8’“140

Derivando (2.47) em relagao ao tempo, obtemos
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(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

dD_lz%M

[

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)
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que substituindo em (2.46) e usando (2.45) leva a

AP = 02 A}, — 0,0 A, (2.49)

que ndo corresponde a (2.38), a nao ser que escolhamos Ay = 0.

Por outro lado, da hamiltoniana priméaria as equagoes de movimento sao

QHM |
)=ty =0 =
. OHM
Ao(z) = _aj&) = —A2), (2.51)

ou seja, agora Ay nao é identicamente nulo. Note que o sinal negativo nesta equacao se

deve a ™ = —my. Além disso, temos
OHM .
i) = ——2 = 92AF — 9F9' A, 2.52
(o) = gt = A 00 A, (25
: OHM
De (2.52) e (2.53), reproduzimos (2.38)
Ak — 9k Ay = 92 A, — "' A, (2.54)

Eliminando Ag de (2.37), de volta em (2.38) vemos que somente as componentes trans-
versais das aceleracoes Aj, podem ser determinadas. As componentes longitudinais de
Ay, ou seja, 98 Ay, ficam indeterminadas e, consequentemente, Ay também. Isso esta de
acordo com (2.51), pois A é uma fun¢ao indeterminada, como veremos a seguir. Ou seja,
as equagoes de Hamilton (2.50) a (2.53) reproduzem (2.37) e (2.38), ao contrario de (2.45)
a (2.47).
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Aplicacao do método de Dirac

Vamos calcular os parénteses de Poisson entre o vinculo primério e a hamiltoniana pri-

méria, assim poderemos obter mais um vinculo e obter mais informagoes sobre A:
; 3
) = o)t} = [ da(r). (@)

o i

= /d%f)fﬁié(x — )
= o' =0, (2.55)

(L 79 (Y]

portanto temos um vinculo secundério (note que os indices y” nas derivadas par-
ciais indicam que elas estao sendo feitas com relagdo ao respectivo grupo de variaveis).
Demonstramos abaixo que ele equivale ao vinculo lagrangiano (2.37). Usando (2.53),

temos
o (AZ- - 8,~A0> = 9’ = 0. (2.56)
Prosseguindo com o algoritmo:

o(y) = {o(y), H,}
_ / Pr{o' i (y), A ()}

o [ 5, 0%0)
- ai/ T Ay)

= Y / PPz (0JA'07 — 0LADY) 6% (x — y)

_ o / 0 (107 A' — 907 A9 S(x — )
= V?(9A" - 9,A") = 0. (2.57)

Nao foi obtido um novo vinculo e nem o multiplicador de Lagrange A\ foi determinado,
sendo o resultado identicamente nulo. Portanto o multiplicador de Lagrange A é arbitrario,
o que implica que as equagoes de movimento (2.50) a (2.53) sdo equivalentes a (2.37) e

(2.38), gragas ao uso da hamiltoniana primaria ao invés da hamiltoniana canonica.

Contagem dos graus de liberdade

Os dois vinculos obtidos, (2.39) e (2.55), sdo de primeira classe, portanto cada um deles
elimina dois graus de liberdade. Como a teoria de Maxwell tem, a principio, 8 graus de

liberdade (A", 7,) no formalismo hamiltoniano e como podemos eliminar 4, resulta em 4
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graus de liberdade — ou 2 graus de liberdade no formalismo lagrangiano. Usando (2.23),

nota-se que, em D dimensoes, temos D — 2 graus de liberdade lagrangianos.

Positividade da densidade de hamiltoniana reduzida

E facil notar que a densidade hamiltoniana (2.43) ¢ positivo-definida a menos dos vinculos,
pois uma simples integracao por partes no segundo termo mostra que ele depende do

vinculo (2.55). Ou seja, a menos dos vinculos

1 ) 1 .
HM = —mnt + S FyFY >0, (2.58)
2 4
onde o indice “r” indica que ¢é a densidade de hamiltoniana reduzida.
Todos esses resultados podem ser traduzidos em termos dos campos elétrico e magné-
ticos. O vinculo 7y é a componente Fyy do tensor eletromagnético, m; sao as componentes

do campo elétrico, ou seja

A equagao (2.52) é a lei de Ampére no vacuo

—

OF B}
5 =VxB (2.60)

Ja o vinculo (2.55) é o divergente do campo elétrico, como nao ha fontes, ele é zero, ou
seja, é a lei de Gauss no vacuo

&'m = 0'E; = V.E = 0. (2.61)
A identidade (2.57) expressa simplesmente que Tr F;; = 0. Em termos dos campos
elétrico e magnético, a densidade de hamiltoniana é familiar

1 1
M = 5E2 - §32 > 0. (2.62)

2.6.2 Meétodo de Dirac aplicado ao modelo de Proca

A densidade de lagrangiana para o eletromagnetismo massivo de Proca é [19] [12]

1 2
LP = = Fu P %A“AV. (2.63)

Como o termo de massa nao contém A,, os momentos canoénicos e o vinculo primario sao

idénticos aos de Maxwell, mas as relagoes obtidas via Euler-Lagrange sao diferentes.
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Equacoes de movimento

Escrevendo as equagoes de Euler-Lagrange obtemos
O'F,, =m?A, (2.64)
que, separando os termos temporais e espaciais, respectivamente, fornecem o vinculo
DPAg— A —m2A; =0 (2.65)
e as equacgoes dinamicas
Ap — OpAg — 02 Ay, + 0LO'A; + m2 Ay, = 0. (2.66)

A densidade de hamiltoniana de Proca difere pelo acréscimo do termo de massa

2

1 . , 1 By
AP = S+ md Ay + 2Py F + m? (—A2 4 A2). (2.67)
A hamiltoniana primaria fica
p_1 i 1 iy, m 2 2
% = —T;T —|— 7'('1‘(9 AO + — ”F‘] + —_— (_AO + AZ) + )\71'0. (268)

P 2 4 2

As equagbes de movimento via hamiltoniana canonica sao

OHP ,
- 0 _ c — _ .t 2
7(x) = A0 (1) ;" + m* Ao, (2.69)
~ OHF

Novamente, vemos que Ay = 0 ndo aparece em (2.65) e (2.66). Temos também:

k() = — OH; _ O?AF — OF ' A; + m? AF; (2.71)
8Ak(33) ! ’ ’ ’
: oOHP

Assim como em Maxwell, a hamiltoniana priméria é que fornece as equacoes de
movimento corretas, ou seja, via hamiltoniana primaria temos
P
oH,

Ay(z) = o) -, (2.73)
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AF — %Ay = 92AF 4 0F0'A; — mPAF, (2.74)
que coincidem com as equagoes de movimento lagrangianas (2.65) e (2.66).

Aplicagao do método de Dirac
Calculando o paréntese de Poisson do vinculo primério com a hamiltoniana primaria
obtemos um vinculo secundério, que difere da lei de Gauss (2.55) valida para m = 0, ou
seja
di(y) = {ily). H}

= [ Eln) A@)

— /d?’x (—wiai + mon) Bz —y)

= o'+ m?Ay =~ 0, (2.75)

Aplicando 9% em (2.72) e usando (2.75), reproduzimos as equacoes de movimento (2.65).

Repetindo o processo com o vinculo secundério, determinamos o multiplicador de La-

grange A\
¢z(y) = {¢z(y)a H;J;V[}

[ ﬁ%%w_y&%@d

= [ ()

= /d?’x [m*X\ = 0! (m* A" — P A'0; + 0'A’9;) | 6°(z — y)

= m*(A—9,4") =0. (2.76)
Temos

A\ = 0,A° (2.77)

Usando (2.73), temos
AT — Ay = 9,A" =0, (2.78)
que segue diretamente de 0" sobre (2.64). Substituindo (2.78) em (2.74), obtemos
D?A 4+ DAy — mPA, = Ay + 0,0,A". (2.79)
Portanto temos as equagoes de Klein-Gordon



25

Contagem dos graus de liberdade

Os parénteses de Poisson entre ¢ e ¢ nao sao fracamente nulos, ou seja,

{6(y), ()} = —m*3(z —y), (2.81)

portanto, ¢ e ¢ sao de segunda classe. H4 oito graus de liberdade (A,, ) no formalismo
hamiltoniano em D = 4 dimensoes. Usando os vinculos de segunda classe podemos elimi-
nar dois graus de liberdade, logo, ha trés graus de liberdade no formalismo lagrangiano,
o que ¢é compativel com 2s + 1 para particulas massivas de spin s = 1. Em D dimensoes,

usando (2.22), temos

2D -2
2

Ny = -D-1 (2.82)

graus de liberdade lagrangianos para fé6tons massivos.

Positividade da densidade de hamiltoniana reduzida

A positividade da hamiltoniana é mostrada da mesma forma que em Maxwell, basta
aplicar o vinculo secundério (2.75) no segundo termo da densidade de hamiltoniana (2.68)
apos integracao por partes, a menos dos vinculos e termos de superficie, a densidade de
hamiltoniana é ) )
HF = lwmi + lFijF“ + m—A02 + ﬁAﬁ, (2.83)
2 4 2 2
portanto

a7 >0, (2.84)

Assim como em Maxwell, a componente my = Fy e o trago de Fj; ainda sao nulos,
mas o divergente do campo elétrico no vacuo nao é mais necessariamente nulo, em vez

disso, ele é proporcional ao quadrado da massa e ao potencial eletrostatico, ou seja, de

(2.75)
V.E = —m?2A,, (2.85)

o que é um resultado interessante, pois o V.E deixa de ser zero no vacuo e o termo
m? Ay implica em um féton longitudinal. Mais detalhes sobre o foéton longitudinal e sobre
o conjunto completo das equacoes de Maxwell-Proca para o eletromagnetismo massivo

podem ser encontrados em [27].



Capitulo 3

Modelo de Fierz-Pauli

3.1 Equacoes de movimento e condicoes de Fierz-Pauli

Em busca de uma teoria para particulas massivas de spin-2 que tivesse uma hamiltoniana
positiva, Fierz e Pauli chegaram em 1939 ao modelo abaixo [14] [17] 23], que é uma

generalizac¢ao para spin-2 da teoria de proca (spin-1):
Lrp = i {h"”DhW — hOh + 2h0°0° hag + O, W™ 0% ey, +
—m?® (hy W — h?) } : (3.1)
Minimizando a agao, obtemos as equagoes de movimento [13]

0 = —Ohyy + 50k — 8,9,h + 0%, hay +
w00 hop +m? (M — nuh) . (3.2)

Aplicando 0" na equagao (3.1), obtemos
Mh,, = 0,h, (3.3)
onde
h=h,. (3.4)
Multiplicando (3.2) pela métrica n* e usando (3.3), obtém-se que o trago de hy,, é nulo

h=0. (3.5)

26
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Portanto, de volta com esse resultado em (3.3), obtemos
0"hyy =0, (3.6)

que ¢é a condicao de transversalidade. Usando a condigao de transversalidade e a condicao

de traco nulo na equagao de movimento, obtemos as equagoes de Klein-Gordon em termos

de Ry,
(O —m?) hy, = 0. (3.7)

As expressoes de (3.5) a (3.6) s@o chamadas de “condigoes de Fierz-Pauli”, toda particula
de spin-2 massiva descrita por um tensor de rank 2 deve satisfaze-las, vide [15] para uma
demonstragao recente. Como (3.5) e (3.6) sdo vinculos independentes, podemos uséa-los
para eliminar graus de liberdade. A condigao de traco nulo permite eliminar um grau
de liberdade e a condigao de transversalidade permite eliminar mais D = 4 graus de
liberdade, ou seja, como h,, tem 10 componentes independentes, temos 10 — 5 = 5 graus

de liberdade no total, ou 5 helicidades, o que é compativel com spin-2, pois 2s + 1 = 5.

3.2 Analise de vinculos

3.2.1 Modelo pseudo-FP (a # 1)

Aplicaremos agora o algoritmo de Dirac a um modelo de Fierz-Pauli modificado no termo
de massa (que chamaremos de “pseudo-FP”) e em D dimensoes. A motivagdo para essa
modificacao é que ela é semelhante ao tipo de modificacao que se faz no modelo central
desta dissertacdo, o modelo nao-Fierz-Pauli (.%,rp). A densidade de lagrangiana do

modelo pseudo-Fierz-Pauli é |§|

1
tp = 7| W Ohyy — hOh + 2090 hag + 01" 0% hay — m (Ry W — ah®) |,
(3.8)

onde “a” é uma constante a principio arbitraria, retornamos ao modelo Fier-Pauli fazendo

a = 1. Separando os termos temporais e espaciais e aplicando integragoes por partes onde
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for conveniente, pode-se reescrever .2, como

1 _ _ _
Ly = Z{Q(&;hOi)Q + (Oohis)® = (Bihij)? + 2hood7h — (Boh)® + (9;h)* +

—2hopd;0;h" 4 40" ho;0ph + 2h0;0;h7 — 2(0'h o + O hio)Dohi; +

—2(0;h'o)” + 2(0:h7)* — m? [hGy — 2hg; + hi; — a(hgy — 2hoih + h?)) }

(3.9)
onde h é definido como o traco da parte espacial de Py
h=h'; = n;h". (3.10)
Analogamente, definimos
T=m = (3.11)
De (3.9) podemos obter os momentos canonicos
0Lp
Too = ahgf =0, (3.12)
0LE
Tok = Tko = ahgff =0, (3.13)
e
0LE
Tkl = Tk = aj;ljlp
S S ) L o — Louh (3.14)
= 5ltm 277k:l 0i 77kl o Uik — 5 Ok"or- .

Os momentos candnicos myyg = Pgg & 0 e Tor = Por. ~ 0 sao os vinculos priméarios desse
modelo. Para escrever a hamiltoniana priméaria, primeiro deve-se obter o maior niimero

possivel de velocidades em fungao dos momentos. O traco dos momentos é

D—-2-
T = —Th + (D - 2)8lh01,
(3.15)
o que permite obter o traco das velocidades
. 2 l
h=— T+ 20 hyy. (3.16)

D -2
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Substituindo em (3.14) temos as velocidades

hig = 274 — T Mt + Othok, + Okhor. (3.17)

2
(D—2)
A hamiltoniana primaria é dada por

%:ﬂ'zjhl‘j _ZFP"_)\HWOM- (318)

Usando (3.16) e (3.17), apos algumas manipulagoes, obtemos

—2

. 1 1 _ 1 .
4%% = 7'('2 T + 27r”8ih0j + Z(@;hzj)? — §h006]2h + §h008’83h,~j +

Y D-2
L 70 m? 2 2 2 2 27, 72
_Z(ajh) + T [hoo — 2hg; + hi; — a(hgy — 2hgeh + h )] +
| 1 . .
—§h(925”hij - 5(@}1”)2 + /\zﬂ'()i - )\071'00. (319)

A preservacao no tempo dos vinculos primérios permitirda encontrar os \’'s e os

demais vinculos. A condicao de consisténcia para ¢gg €

. B . [054,(x)
— D—1 _ D-1 P
doo(y) = /d z{moo(y), #5(x)} = /d x[ahoo(y)}
1 o7 i qj m’ 7
e a condicao de consisténcia para ¢gy €
. B , [05,(2)
_ D—1 o D—1, | 97(p\T)
buty) = [ @ atmt) A} = - [ a0t S
= —28i7rki — m2h0k ~ 0. (321>

Como nao sao identicamente nulos e nao determinam Ay ou Ag, ¢go0 ~ 0 € ¢ ~ 0 sao

vinculos secundarios. Devemos entao aplicar a condigao de consisténcia para eles também,

para éoo
dooly) = / P e {dooly), Ao(x))
= [ 3. A - 309 (). A}

2

—5- ({hoo(w). #5()}(1 = @) + alh(y), #5(2)})

2 -1 _ i i m?
= ma(D_2ﬂ+0h0l)+88 Wij—T(l—a))\o
1 A m2 m2
_ 2 — iz N Y gip Y . ~
= mia( 55T+ 0'hei) = Z-0"ho = (1 = a)do % 0, (3.22)
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onde foi usado o vinculo (3.21). O multiplicador de lagrange Ao pode ser facilmente isolado

2a

L _
0 l—akD—Q

. 1 .
T+ 0'he;) — §8Zh0i , (3.23)
esse resultado s6 é valido para a # 1. Para dor temos
dor = /dD_1${¢0k,<%'§a}

_ / AP (20 (s, A0} — m* {how, )]

_ /#MxPym%+mﬁ%%

Ohy; OTok
o que implica

A expressao para A, obtida anteriormente, s6 foi possivel devido a hipotese a # 1.
Como (hy,, 7") contém 2D(D+1)/2 graus de liberdade e temo 2D vinculos de segunda

classe (o0, 00, Pok; Pok), temos

D(D +1)

2
2

—2D=D*-D (3.26)
graus de liberdade, que em D = 4 implica em 12 graus de liberdade hamiltonianos ou 6
lagrangianos, o que nao é compativel com 2s+1 = 5 para spin-2 massivo. Temos um graus
de liberdade a mais. Pode-se mostrar [5] que esse termo extra contribui negativamente

para a hamiltoniana, tornando o modelo instavel.

3.2.2 Modelo Fierz-Pauli (a = 1)

Fazendo a = 1 em (3.22), deixamos de determinar )\, nessa etapa e temos um vinculo
terciario, entao precisamos novamente aplicar a condi¢ao de consisténcia para ¢gg, 0 que

nos leva a um vinculo quartenario

$00 = /leiU{éocn%}

_ -1 L
= /dD 1xm2[D_2{7T,%}+§a{h0i,%}
D—-1 - D-1 D—-1 -
_ g D=1 e s D=1, 4 Dl e
(3.27)
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onde foram usados (3.20), (3.22) e (3.25). Nota-se que ele é proporcional ao traco de h,,

isto é D1
. . —
=-m ———h=0, 3.28
0 = T g (3:28)
que é essencialmente uma das condicoes de Fierz-Pauli obtidas no formalismo lagrangiano,
na primeira se¢ao deste capitulo, a condigao de trago nulo (3.5).

A preservacao no tempo de boo fornece

C:b:oo = /dD_le{Cgoo,%}

— /dD_la: m? [—%{B, S} + %{hom %}]

Y el T U S N b
- { S\ D2 T ) m oy

4 b=l . D=l,1_y (3.29)
= m |- T — = .
20D—22" 2D-2)"° 7
o que implica em -
T
Ao = — : 3.30
o= 51 (3.30)
Portanto, com (3.25) determinamos todos os multiplicadores A,.
Assim, temos D vinculos primarios de segunda classe
Poo = moo ~ 0 (3.31)
e
Por, = ok ~ 0, (3.32)
que eliminam D graus de liberdade.
Temos D vinculos secundérios de segunda classe
; 1 o7 inj m*
o = —20"my; — m*hox ~ 0, (3.34)
que removem mais D graus de liberdade.
Mais um vinculo terciario e um quartenério de segunda classe
doo = m? [ — Pt Loy ) ~ 0 (3.35)
00 = D_2 50 i ) =~ .
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Poo = —m4%h ~ 0, (3.36)
que eliminam mais dois graus de liberdade.

No formalismo hamiltoniano esse modelo tem, a principio, (D? + D) graus de liber-
dade (h,,, 7") e eliminamos 2(D + 1), terminando, assim, com D? — D — 2 graus de
liberdade hamiltonianos. Em 3 + 1 dimensoes, sao 16 — 4 — 2 = 10 graus de liberdade no
total, ou seja, 5 graus de liberdade no formalismo lagrangiano, como esperavamos para

uma particula de spin-2 massiva (2s + 1).

3.3 Positividade da hamiltoniana reduzida de FP

Usando os vinculos (3.21) e (3.36), podemos eliminar os termos com indices temporais
e desacoplar os termos dependentes dos momentos dos termos dependentes do campo,

eliminando hgi € hoo:
1 . _
hOk = —28177';%‘ ) hoo = h. (337)
m

Assim, podemos escrever a hamiltoniana parcialmente reduzida

—9 2
2 T 2 e | L o Lo o, 170 M 2 72
i = g T3 (0m) 4 ()" = 5(0hig)” + 1(95h) —7(h¢j+2h)-

(3.38)

pT o __

Embora 7}, tenha termos com sinais opostos, aqui mostraremos que a hamiltoni-
ana reduzida do modelo de Fierz-Pauli é positiva, para isso usaremos os operadores de

Barnes-Rivers [4] simétricos (também chamados de operadores de transigao e de projegao).

Operadores de Barnes-Rivers

Operadores de projecao sao transformagoes lineares que possuem a propriedade de idem-
poténcia, o que significa que se aplicado mais de uma vez sobre um objeto, resulta no

mesmo efeito de uma tnica aplicagao, ou seja, para um operador de projecao P
P = P? (3.39)

quando aplicado em uma grandeza V' que estd num espaco vetorial de D dimensoes, ele

projeta essa grandeza em um subespaco vetorial de D — N dimensoes, ou seja

PVp— VD,N, (340)
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seus tracos sao iguais a dimensao do subespaco projetado
Tr P=D — N. (3.41)

Sobre vetores do espago-tempo temos os projetores 0¥ e w'”, onde

o =t — wh (3.42)
e
wh = 8;8”. (3.43)
E facil notar que
W wy,e = why, (3.44)
e que
0"0,, = 0", (3.45)
0" e W sao ortogonais entre si
0" Wy, = 0. (3.46)
Seus tragos sao
" wu = wh, =1, (3.47)
W0, =0, =D — 1. (3.48)

A partir dos projetores 0" e w*” podemos construir os operadores tensoriais (Ps(s2 ))’“’aﬁ ,
(P‘S(Sl))w/oab’, (P'S(g))/,bl/aﬁj (Pé;%)ﬂyaﬁ, (Ps(g))uuozﬁ e (Pég)>w/aﬂ:

1 orv Qo
(PS(SQ))“”O‘B = 5 (0“0‘0”5 + 0“50”6“) D1 (3.49)
1
(ps(sl)wvaﬂ = 5 (lewl/ff 4 QLB e + Gra P + QVBwuoa) (3‘50)
rv gos
(P = (3.51)

D -1
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(Pﬁ)})“”aﬁ = WP (3.52)
Qrv B

pOywah = 7 = 3.53

(PL2) - (359
pv gas

plO)yuvas — W 3.54

(PL2) — (350

Esses operadores sao os operadores de Barnes-Rivers [4] [25]. Eles satisfazem a seguinte

relacao de completeza

14e% 1
(P2 + PO + PO 4 PO = 5 (e’ ) (3.55)
e satizfazem a algebra
PR = 576,.P,, (3.56)
onde os indices ¢, 7, k, [ indicam s ou w.
Da relagao (3.56), podemos concluir que
QR P = PR, (357)
onde r =0,1, 2,
P Pag™ = PG, (3.58)
e ainda
PO PR)ag™ = PP PRag =0, (3.59)

ou seja, (P§3))M"aﬂ e (P&‘?)Wﬂ nao sao operadores de proje¢ao (sdo chamados de ope-

radores de transi¢ao), pois ndo atendem aos requisitos da defini¢ao (3.39). Ver [2] para
mais detalhes sobre as diferengas entre os operadores de projegao e transi¢cao. Obtemos

também que os tragos sao

1
PO — 5(D2 - D)—1 (3.60)

PO, =D —1 (3.61)
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PO =1 (3.62)
PO —1 (3.63)

O operador PJ(JS) representa um operador de spin-s, eles recebem esse nome porque se
igualarmos os tragos com o numero de helicidades de uma particula massiva de spin-s,

2s+ 1, em D = 4 dimensoes, obtemos o valor de s correspondente, ou seja

PO, =416 1) ~1=5=25+1 = 5=

P, =4-1=2s+1 — s=1
POw  —1=2s+1 — 5=0
PO, =1=2s+1 — 5=0

Como a densidade de hamiltoniana parcialmente reduzida (3.38) ¢ escrita somente
em termos de tensores com indices espaciais, devemos especificar todas essas propriedades
para o espago euclidiano, ou seja, indices gregos sao convertidos em indices latinos (y — 7)

e passamos de D dimensoes espaco-temporais para D — 1 dimensoes espaciais, ou seja

0;0;
e
s 2 D—-2" '

ij,kl 1 . . o o o

(Ps(s1 )) "= S (0w + 0T 0 4 7™ (3.66)
ig,kl ezjekl ij,kl ..

( 5(2)) "= D—2 (Pu(g)}) L (3.67)
ikl 0kl i5,kl WPk

()" = = () =5 (368

Usando esses operadores e suas propriedades, podemos mostrar de forma sistemética que
a hamiltoniana reduzida ¢é positiva, como veremos a seguir.
Hamiltoniana reduzida em termos dos operadores de Barnes-Rivers

Para reescrever (3.38) em termos dos operadores de Barnes-Rivers usaremos o seguinte

algoritmo: seja f;; um campo tensorial simétrico e .7; uma densidade de hamiltoniana
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genérica escrita em fungao do campo f;;, dada por
S1 S92 A TA 7 =
Hy = — ?az‘fjkaz’fjk - gaifaif —s30,f0;fi; +
s S6 =
—540; fijOk frj + ;fijfij + gff; (3.69)

entao é possivel mostrar que
1 ij,kl
At = 5107 (3.70)

onde, suprimindo os indices 7jkl,
O — [slvz + 55] PY 4 [(s1 + 54) V2 + 35} PO 4
+ [(81 + (D —2)s52)02 + 55+ (D — 2)86} PO +
+ [(81 + 8o + 283 + S4)V2 + s5 + 86} P&BZ +
+VD =2 (52 + 55) V2 + 55| (P + P2). (3.71)
Usando (3.69), (3.70) e (3.71) para Fierz-Pauli, podemos escrever a densidade de
hamiltonina parcialmente reduzida (3.38) como

2 2
S = Wu[pg>+u

7 (5=~ )

_M]”’“W“ hiy [MP@) + TP

m2

D _ 2 4 Ss 4 Ss
2
DDt )P0+ P+
D -2 ij,kl
= V(PO + PO (3.72)

Usando os vinculos (3.21) e (3.22), obtemos as relagoes

(0-2)

m2 V2 + 1] Cdijﬂij . (373)

Oy = _[
Ja o vinculo (3.20) nos permite obter

AT (3.74)

" = )
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Portanto

2[(D —=2)V* +m?]

] (Ps(g)) + PS? )ij,klwkl i (P(O) )z‘j,klﬂ_kl

m2y/D — 2 o
hi’(-P(O) + P(O))ij,klhkl _ 2m? hi(P(O))ij,klhkl'
J sSw ws m (vz . m2) J ww
(3.75)
Temos, entao, a densidade de hamiltoniana reduzida escrita como
2 2 g
r o ilpe (M =VE) gy (D=1 )]k
Hpp = W][Ps(s)ﬂLTPS(S)JFD—_Q)PM] ™+
2 - V2 2 D-1 ikl
+hij [%ng) + mj S+ ( 1 )(m2 - VQ)PS(S)] P

(3.76)

Como os autovalores do laplaciano sdo negativos (transformada de Fourier), como em

V2T = .k e (3.77)

e como sob a integral [ d*z os projetores P}‘f}) sao hermitianos e sao idempotentes, temos

simbolicamente
hPh = hP.Ph = (Ph).(Ph) = (Ph)* > 0, (3.78)

onde P representa o projetor e h as componente do campo. O operador w;; = 9;0;/V?

serve de exemplo simples, sob integracao no espaco,
AiwijAj = Aiwikwijj = (wkiAi)(wijj) = (U)kiAi)Q 2 0. (379)

Temos, entao, que as duas partes da densidade de hamiltoniana, a quadratica em m;; e
a quadratica em e;;, sao separadamente positivas, assim como para cada setor de spin
s=20,1,2. Portanto

i > 0. (3.80)



Capitulo 4

Modelo nao-Fierz-Pauli.

4.1 Introducao

Tem havido um aumento no interesse por modelos de gravitagao massiva no tultimos
tempos, principalmente devido a alguns modelos livres de fantasmas que surgiram na
literatura. Consequentemente isso aumenta o interesse em modelos de spin-2 massivos,
embora nao se possa garantir que todos eles sejam linearizagoes de gravitacoes massivas.
O conjunto de modelos de spin-2 a ser abordado a seguir ¢ o nao-Fierz-Pauli em D
dimensoes. Ele pode ser obtido a partir de uma lagrangiana geral de segunda ordem em
derivadas para um campo tensorial arbitrario e,,, a principio sem simetrias nos indices e

com dez coeficientes arbitrarios |7].

L(ew) = a10",u00,e"" 4+ a3 0"e,00,6" + a3 ey, 0, +
+aq4 0"ed e + a5 0"ed” e, + ag 0,e,,,0" " +

+a7 Ope a0 e™ +m?(agee,, + agee,, + ce). (4.1)

Os coeficientes arbitrarios foram escolhidos tais que, no propagador, s6 exista um polo
massivo fisico no setor de spin-2. Essa lagrangiana geral permite classificar os modelos

em trés conjuntos ou familias distintas:

e Familia Fierz-Pauli: ag — ag é arbitrario e todos o demais coeficientes sao determi-
nados de acordo com (4.3).

A escolha ag — ag = 0 leva ao modelo de Fierz-Pauli.

e Familia .Z(ay): a; ¢ arbitrario e todos o demais coeficientes sdo determinados, como
pode-se ver em (4.2).

Sua versao de massa nula decreve uma particula de spin-2 sem massa, e ainda uma

38
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particula escalar.
L = 18“ @39 L o'e |0 20
(@) = —50% s + | a1 + 1 e [ e — e(au)} +

1 m?
+0%€(ap Ope M) + <a1 — 1) 0% €au0pe™ — - (e"e,, —€).

(4.2)

e Familia nao-Fierz-Pauli ., rp(c): ¢ é arbitrario e todos o demais coeficientes sao
determinados de acordo com (4.12).
Sua versao de massa nula decreve uma particula de spin-2 sem massa, este é o

modelo central a ser tratado nesta dissertacao.

Para a primeira familia, com ag — ag = 0, o0 modelo de Fierz-Pauli é escrito em termos de

um campo tensorial generalizado e,,. A densidade de lagrangiana de Fierz-Pauli fica

1 1
Lrp(ew) = —0ucp)0"e” + 0 (0" — 20,e1)) +
1 2
T3 (D))" — —TZ (e e — ). (4.3)

Assim como nos exemplos, usamos as seguintes notagoes para os tragos:

e=e', =nuet” (4.4)

Definiremos as partes simétrica e antissimétrica do campo e, como ja fizemos an-

teriormente, isto é:

1

Eluv) = i(ew/ + el/M)? (46)
1

] = 5( uv — €up)- (4.7)

Analogamente ao que foi feito no capitulo 3, podemos escrever as equagoes de movimento

de (4.3) e obter as condigoes de Fierz-Pauli:

e=0 (4.8)

o"e,, =0, (4.9)

e[W} = 0, (410)
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(O—m*) egu) =0 (4.11)

onde temos agora a condigao extra de que as componentes antissimétricas ef,,) sao nulas.
A familia nao-Fierz-Pauli, que trataremos nas proximas secoes deste capitulo, tam-
bém possui um parametro arbitrario na lagrangiana. A sua densidade de lagrangiana em

D > 3 dimensoes, de acordo com [8], &

1
Znrp = 3 [(aueaﬁ)2 + (Fpepa)’ + 23u6a53“6ﬁa] +
ope

+m {(9“6 — Oy (e + e‘“’)} +

1
+7 {(@Le‘“’f + (0,e"")* + 28Me“”8aeya} +

2

D
(D,eM)? — m? {e’”ew + ce} , (4.12)

-2
2(D—1)
onde a constante ¢ ¢ arbitraria. Das equagoes de movimento de (4.12) também podemos
obter (4.8) a (4.11) para qualquer valor de c¢. A familia de modelos (4.12) recebe o nome

de “nao-Fierz-Pauli” porque nao é necessario escolher o ajuste de Fierz-Pauli ¢ = —1 no

termo de massa.

4.2 Analise de vinculos

Separando os termos temporais e espaciais de (4.12), integrando por partes onde for

adequado e definindo é = Oye, a densidade de lagrangiana pode ser reescrita como

D-2 . 1., 1 1, .1
gnFP = —megi + 16% - Z(akeij)2 + Zeijej - Zﬁkeijﬁke] +
é2 (ak600)2 6k6008ké (8ké)2 éakeko

_2(D—1)+2(D—1) D—-1 2(b—-1) D-1
Open0,e’®  edPe Ope0.e’% 1 1
DT TDo1 D1 Ta@ew) - @’ t
D-3 D-3 1, 1
—al 2_—ali2__-zlai _ai‘2
+4(D—1)( €io) 4(D—1)( ei)” = 5¢ e + 7(Ghejo)” +
1 1 1

. ) 1 1
+Z(816“)2 — ééOiakelk - éém@keio - iakekoﬁlem + §3k€kial€z‘l

D -2 1 1 .. D=3 _ _ .
D— 1ak€00€0k — 5(61'600)2 + 5(91'60]'8 630 + meoﬁlel +
m

+

2
2 i ji 2 S 52
—— (€0 — 2601'610 + €Z'j€ﬂ + 0(600 — 26006 +e ) .

(4.13)

Podemos agora obter os momentos candnicos. As escolhas de integragao por partes
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00

que fizemos para a densidade de lagrangiana foi para que 7%° e 7 fossem nulos, ou seja

ﬂ_OO 8o%nFP

= e 0
Dégo
; &%FP
0 _ = 0. 4.14
0 i (4.14)

0

Como o campo €, ¢ nao simétrico, 7 nulos nao implica que os 7% também o sejam.

Para essas componentes obtemos

7_(_01' _ ag'nFP
8602‘
D -2 D—2 D -3 1
= - 0; e — —0Feq, 4.15
D1 T po Y Ty p YT ¢ (4.15)
de onde podemos obter as velocidades
D-1 D -3 D—1
0i = — T +0; ———0ey — ey 4.16
i = T O Ty Ty T yp gy ik (4.16)

As componentes puramente espaciais do momento canbnico sao

7rij _ agnFP
86”
ot Ty T p T p 't
8kek0 1 1
+m7h‘j - §8j€z‘0 - 5@'6]‘0, (4.17)

que, como se pode notar, é simétrico, por isso denotaremos de forma simplificada
7 = gl (4.18)

As componentes antissimétricas, portanto, sao todas nulas, ou seja,

. 1 .. 1 ..
R 5™ =5 =0, (4.19)

Podemos obter também, de (4.17), o trago do momento canonico, isto é,

7 = OFen, (4.20)
portanto a velocidade simétrica é
1 . . ii é 8kek0 8k60k 1 1
(& + &) =T+ iy — 5 — i+ 50ien + 0. (421)

Como uma matriz antissimétrica N x N tem N (N —1)/2 entradas independentes, podemos



identificar, (D + 1) + (D — 1)(D — 2)/2 = (D* — D + 4) /2 vinculos primarios:
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" =7"~0, (4.22)
0 =700, (4.23)
o' = 7lidl 0, (4.24)
e
o=7— 0y ~ (4.25)
Desse modo, a hamiltoniana priméaria é
AT = e, — Lrp + Aoop™ + Aiow™ + Ao+ Ao
= —%Wof + %%2 — o0 e00 — %Woﬁleli +
+%ma’eﬂ + mjaiejo + ak;()—iafe + %3i6008keik +
—%aieooakeki + %yeioak%k + %(3i60i)2 +
—%&ehﬁkeik — %(0@;)2 + i(@kelj)Q +
S’ 2D _8‘2)(13 [)2{_%; = (e +
—i(aie()j)z - %8i€0j8i€j0 - 2((gk—é_)21) + i@keijﬁkeji +
m? 2 i ji 2 ~ 22
+7 eoo” — 2egie’o + e;je’" + clegy” — 2eg0€ + €7) | +
+ X007 + Ao + )\ij% (7Tij — 7rji) + A (7? — 8i60i) . (4.26)
Note que, devido a antissimetria de 7!, podemos tomar Aij = —Aji sem perda de genera-

lidade. Com a hamiltoniana priméria em maos, podemos aplicar o método de Dirac para

obter os possiveis vinculos secundarios e determinar os multilicadores de Lagrange \’s.

Primeiro, a preservacao no tempo do vinculo ¢ ~ 0 implica num vinculo secunda-
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rio:
o0 = [ ), T @)
_ /dD_1x|:_ G%nFP(x)]
deno(y)
i ak’gé 2 _
= —0'my+ D1 ™ [(1+ c)egy — ce] = 0. (4.27)
A preservacao no tempo dos vinculos ¥ ~ 0 leva também a D — 1 vinculos secun-

darios

¢k0 — {(,DkO,H;FP}
- / P {m0y), AP ()}

el
D -3

makaleol + m2€0k ~ 0. (428)

, 1
2
= —8’7% + 56’2 €ok +
Para o vinculo ¢ ~ 0, temos, analogamente mais um vinculo

b = {p H'PY
- /dD—lx[{ﬁ(y)7%nFP(x)} _ 8§{€oi(y),%§,"FP(x)}]
- ] 0oy

dexo(y) Yo onYi(y)
—m?[e+c(D —1)(e — ey)] = 0. (4.29)

op’e
D—1

= —0’# 03 +
Enfim, para os vinculos p* = 0, temos mais (D — 1)(D — 2)/2 vinculos secundarios

(,bkl — {kalngFP}
= [ AT @) - S A )]

R PR i i)
a 2 8ekl(y) 2 4 8aelk(y)

Como nao encontramos os multiplicadores de Lagrange ou identidades nulas, devemos
continuar a aplicar o algoritmo nos novos vinculos encontrados.

A preservacido no tempo de ¢ ~ 0 e ¢ ~ 0 nos fornecem um sistema de duas



equagdes para A e Aoy que s6 pode ser resolvido para ¢ # —1/D:

S500 — {Sboo’ HSFP}

D—-1 D —

2 2
= < v —+ m2c> ™ — v 1ai€0i + m2(c + 1)aiei0 +
+m20(D — 1))\ — m2( + C))\OD ~ 0
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(4.31)
e
g = {p HY
v2 2 )
= D_l—mz[l—i—C(D—l)]}ﬁ—D_lcf)ze()i—i—
—m?ce(D — 1) —m*[1 + (D — 1] (D — 1)\ +
+m?c(D — 1)Ago =~ 0 (4.32)
Resolvendo esse sistema!, obtemos A\ e \y:
A= ! [m*(eD* + D +cD —1) +
m?(D — 1)2(1 + ¢D)
—(1 4 eD)VH7 + (D 4+ 1)V?0'eq; + m*c(D*c +
—D?+2¢D +2D — ¢ — 1)3iei0] (4.33)
1 )
Ao = D+ 1)V?*7 — (D + 1)V*d'ey
00 m2(D — 1)(1 + D) (D+1)Vr — (D +1)V<0'ey +
+m?(c+1)(D +1)(cD + ¢ — 1)81'61'0] .
(4.34)
Se ¢ = —1/D nao poderemos determinar os multiplicadores de Lagrange A% e A de

forma independente, de modo que um sera escrito em termos do outro e o modelo passa

a ter simetria de Weyl (ou seja, é invariante por uma transformagao do tipo de,, = 1,9,

onde 9(x) é uma funcao arbitraria) e A% ou A\ aparece na densidade de hamiltoniana

primaria multiplicando uma combinagao de gy € . De (4.31) e (4.32), temos:

/\00 = —>\ + G(ﬂ', aieo,;, 8iei0),

1Para esse calculo especificamente, foi utilizado o software algébrico wxMaxima.

(4.35)
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de modo que a densidade de hamiltoniana fica

%’;”FP = oo™ + Ao+ ...
= Mo — ")+ ..., (4.36)

onde ¢ — ¢ & um vinculo de primeira classe.

Usando os vinculos % &~ 0 e ¢ &~ 0, obtemos o vinculo
P — = m2(1 +cD)(e — eg) =~ 0, (4.37)

de modo que fica mais fécil ver a limita¢do com relagao ao valor ¢ = —1/D. Para todos os
fins, neste trabalho, por simplicidade, consideraremos ¢ # —1/D, de modo que o modelo
nao tenha simetrias locais e todos os multiplicadores de Lagrange sejam determinados.

A preservacao no tempo dos vinculos ¢* ~ 0 leva a

G = {¢kl7 H;LFP}
00" 0,0 o, V? 0, V2
= Ty T T Tk 1 for T Ty eor +

m? )

—T (8l€k0 - 8kelo) + m*“Ay =~ 0, (438)
que nos permite obter Ay

0, i 2 2

Al = 4_7112 0"y — VZeogr + m-eg —[l(—>]€] (439)

A preservacao no tempo de ¢*° a 0 fornece vinculos terciarios

Ska — {gbk()’ H]?)IFP}

1 . 1 o' , 1 1
= 581“8%01» — §V27T0k — 5 (8’“826” + §V2elk + §v26kl> +
(G g~ gp gy + (e Do~ e o) =

(4.40)

A preservagao no tempo dos vinculos terciarios (4.40) nos fornece vinculos quater-
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narios

GO = M grrry
= V2 [ — e — lc)__ll@kﬁ + lc)—_ll 3k8jeoj] +
+m? { (c + %) oFr — %ﬁjmj + %V%Ok +
—(z%E%Ymﬁyw%rwﬁg:;%%zo. (4.41)

Usando os vinculos (4.22) e (4.25) em (4.41), podemos reescrever o vinculo ¢F0 ~ 0

CcOo1mo

(eor — exo) =~ 0. (4.42)
Enfim, a preservagdo no tempo dos vinculos quaternérios (4.42) nos permite obter os
multiplicadores de Lagrange Agg

D-1
2(D — 2)

D -3

Aro = 2(D — 2)

(8l€kl — 27T0k) — e — ey (4.43)

Com os vinculos podemos eliminar o seguinte ntimero de graus de liberdade:

00 - 1
e? — D-1
07 — (D-1)(D-2)/2
p — 1
SbOO - 1
o0 — D-—1
P9 — (D—-1)(D-2)/2
¢ — 1
0 - D-1
¢ — D-—1

ou seja, de 2D? (e, 7) graus de liberdade iniciais, podemos eliminar D? + D + 2 graus
de liberdade, ou seja, em D = 4 temos D? — D —2 = 10 graus de liberdade hamiltonianos,
e, portanto, 5 graus de liberdade lagrangianos, que é o esperado para particulas de spin-2

massivas em quatro dimensoes.



47

4.3 Hamiltoniana reduzida e analise de positividade

Supondo ¢ # —1/D e usando $*° — ¢ & 0, obtemos a relagao
€—ep =€~ 0, (444)

que é uma das condi¢oes de Fierz-Pauli. Utilizando os vinculos (4.30), (4.40) e (4.44),

obtemos o vinculo

D -1 D-1 _. _
2 D— 27T0k — m@j (ekj + ejk) + 8ke ~ (. (445)

m

Aplicando estes vinculos (4.45) nos vinculos (4.30), obtemos que o campo tensorial e;; é

simétrico

efij) = 0. (4.46)
De (4.42) e (4.46) temos que o campo tensorial e, ¢ simétrico, ou seja

efu) = 0. (4.47)

Portanto, a condi¢ao de Fierz-Pauli (4.10) ¢é satisfeita.

Usando os vinculos

82 €y —

™
€pp = €
Teo = 0

1., D—-2_
Tok = 56] (ekj + ejk) — D— 18k6

28j7Tkj D -3 20,
= 4.4
cok V2—2m2+D—1 V2 — 2m2 (4.48)

na densidade de hamiltoniana, obtemos uma hamiltoniana parcialmente reduzida com os

momentos e coordenadas desacoplados e sem tensores com indices temporais, ou seja,

AT = Aok A
1, D-2 , D=3 0n;Vor
ST TD2 (Va2
(D—3)?  (9;0;m)* (0;01m1)?

4D —12 (V2—2m2)2 (V2 —2m2)?
1 1 o
—5(81'@)2 + 5(81'6”)2 — (&eﬂ)Q + 8260]61']' +

L (2 —&). (4.49)
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Novamente temos termos de sinais opostos em (4.49). Como tanto o campo e;; quanto os
momentos 7;; sdo simétricos, vide (4.18), podemos usar os operadores de Barnes-Rivers
simétricos. Em termos dos operadores e de acordo com (3.69), (3.70) e (3.71), a densidade

de hamiltoniana (4.49) é reescrita como

T = Sk A

1 2V?
SR [

4 2m?)2
(D-2)(D - 3)2v4 (D=2)(D=3)] .0

|- D tpr g 2 ) P

(D —3)? v4 4p-3 V!
+[ (D _12(V?—2m2?2 D1 (V2 _2m2)2 &

4 v4 D -3 _, (D —3)? Vi
BT ) J ;g,+m{_ (D 1) (V2 amap
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Usando os vinculos (4.28) e (4.27), podemos reescrever

2 2
7 (PO 4 Ok 2[(D=2)V*+ (D —1)m ]W”(P(O))ijklﬂ
g\t sw ws kl m[VQ (D ) ] i\ ww kl

(D —2)V2+ (D — 1)m?]?

mil P = (v — (= Dy P
2
e (PO + POy = 2D 3 ™) ™) ey (PO)iHey, (4.51)

o que, porfim, nos permite escrever a densidade de hamiltoniana como 2

%HFP — %r 4 %
1 P(Q) 4m? (m2 _ V2) ) (D _ 1)3 m4P$1), ijkl N
274 (VQ — 2m2)2 ss D—2 [V2 _ (D _ 1)m2]2 Kl
2 —m? 2 1 ikl
+eij { — VTmPS(f) + ﬂp(l) _ —(D . 1)(V2 - mZ)P(O)} eut.

2 "2
(4.52)

Assim como para Fierz-Pauli (ver final do capitulo 3), do fato dos autovalores do

laplaciano serem negativos e pelos operadores de projecao de Barnes-Rivers serem hermi-

“Note que em (4.52) m;; = 7j; € €;; = €.
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tianos e idempotentes, temos que as duas partes da densidade de hamiltoniana .77, e 2,

assim como cada um de seus termos com s = 0, 1,2, sao independentemente positivos.

Provamos, entao, que o modelo %, rp possul o nimero correto de graus de liberdade para
) Y q

particulas massivas de spin-2 quando D = 4 e que a teoria é livre de instabilidade, ou seja

AP > 0. (4.53)



Capitulo 5
Conclusao

Como podemos ver, o algoritmo de Dirac-Bergmann é uma poderosa ferramenta de ana-
lise, com ele podemos obter todos os vinculos e fazer a contagem dos graus de liberdade de
um modelo. Trabalhando a teoria de Maxwell do eletromagnetismo no vacuo e seu corres-
pondente massivo, o modelo de Proca, pudemos mostrar que a hamiltoniana primaéria é a
que fornece as equacoes de movimento corretas, coincindindo com as equagoes obtidas via
Euler-Lagrange. Mostramos também que ambos possuem densidades de hamiltonianas
reduzidas positivas e o niimero correto de graus de liberdade, ou seja, 2 para Maxwell e 3
(25 + 1, com s = 1) para Proca.

No capitulo 3, aplicando o algoritmo de Dirac-Bergmann no modelo de Fierz-Pauli
obtivemos todos os vinculos do modelo, mostramos que sao de segunda classe e que a con-
tagem de graus de liberdade é a esperada para um modelo massivo de spin-2, ou seja, 5
graus de liberdade no formalismo lagrangiano. Além disso, mostramos que o ajuste a = 1
¢é necesséario para que essa contagem seja obtida, pois para a # 1 obtivemos 6 graus de
liberdade lagrangianos. Ainda em acordo com os resultados lagrangianos, reencontramos
as condicoes de Fierz-Pauli durante o calculo dos vinculos. Por fim, usando os projeto-
res de helicidade de Barnes-Rivers, pudemos mostrar que a densidade de hamiltoniana
reduzida é positiva.

Os resultados obtidos para Maxwell, Proca e Fierz-Pauli sao conhecidos na litera-
tura. Trabalhos mais detalhados podem ser encontrados nas referéncias, assim como foi
indicado ao longo do texto.

Assim como para o modelo de Fierz-Pauli, para o modelo £, rp encontramos, no
capitulo 4, todos os vinculos do modelo (também de segunda classe) e mostramos que a
contagem dos graus de liberdade lagrangianos é 5. A simetria do momento 74 = 7(*) foi
verificada ao serem obtidos os vinculos primarios. Para ¢ # —1/D, o modelo nao apresenta
simetrias locais e todos os coeficientes de Lagrange A\ puderam ser determinados. Caso
esta condicao nao seja verificada, o modelo adquire simetria de Weyl, nao poderiamos
encontrar todos o multiplicadores de Lagrange, Ay e A seriam interdependentes e teriamos

um vinculo a menos, porém o ntimero de graus de liberdade se mantém o mesmo, pois

20
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passamos a ter o vinculo ¢ — g9 =~ 0, que é de primeira classe. Por fim, usando os
operadores de Barnes-Rivers, mostramos que a hamiltoniana reduzida é positiva. Talvez
haja uma forma de mostrar a positividade da hamiltoniana reduzida sem o uso desses
operadores, mas esse foi o modo que encontramos de fazer isto.

Para o modelo %, pp, definido em (4.12), nossos resultados sdo originais e fazem
parte de um trabalho submetido a publicac¢ao, onde é abordado também o modelo £ (a;)
(massivo e nao massivo). Nosso trabalho pavimenta o caminho para uma futura anélise
hamiltoniana de uma versao nao linear (gravitagdo massiva) que porventura venha a ser

construida tendo como limite linear o modelo %, rp ou 0 Z(ay).
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