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RESUMO

O Método dos Elementos Finitos (MEF) € uma técnica consolidada para anélises estruturais de
componentes mecanicos que consiste em dividir a estrutura em elementos de dimensdes finitas,
analisi-los individualmente e, por fim, somar suas contribui¢des para obter resposta final da estru-
tura. Embora os softwares de elementos finitos tenham tornado a técnica amplamente difundida
devido a facilidade de sua utiliza¢dao, muitos usudrios acabaram deixando de lado a fundamenta-
¢do tedrica e os conceitos por trds dessa metodologia, o que pode prejudicar a interpretagio dos
resultados. Tendo isso em vista, este trabalho realizou uma revisdo bibliogrifica do método e
da teoria classica de viga de Euler-Bernoulli, além de analisar estdtica e dinamicamente vigas
sujeitas a diferentes restricdes de movimento, aplicando os conceitos do MEF. A andlise estética
visou obter os valores de deflexdo e forcas de reagdes, enquanto a dindmica pretendeu obter as
frequéncias naturais e modos de vibrar. Para aplicar o método, foi desenvolvido um algoritmo
em linguagem de programacao Python que foi validado comparando-se seus resultados com o
software Salome-Meca e o método analitico. Os resultados foram satisfatérios, demonstrando a
eficdcia do MEF e da teoria de Euler-Bernoulli, além da importancia em compreender a teoria

por tras desta metologia.

Palavras-chave: Método dos elementos finitos. Métodos numéricos. Teoria de viga de Euler-

Bernoulli. Anélise estdtica. Andlise dinamica. Vigas.



ABSTRACT

The Finite Element Method (FEM) is a well-established technique for structural analysis of
mechanical components, which involves dividing the structure into finite-sized elements, ana-
lyzing them individually, and then summing their contributions to obtain the final response of
the structure. Although finite element software has made the technique widely accessible due
to its ease of use, many users have neglected the theoretical foundation and concepts behind
this methodology, which can hinder the interpretation of results.With this in mind, this study
conducted a literature review of the method and classical Euler-Bernoulli beam theory, as well
as static and dynamic analysis of beams subjected to different motion constraints, applying the
concepts of FEM. The static analysis aimed to obtain deflection values and reaction forces, while
the dynamic analysis aimed to obtain natural frequencies and modes of vibration.To apply the
method, an algorithm was developed in Python programming language and was validated by
comparing its results with the Salome-Meca software and analytical method. The results were
satisfactory, demonstrating the effectiveness of FEM and Euler-Bernoulli theory, as well as the

importance of understanding the theory behind this methodology.

Keywords: Finite element method. Numerical methods. Euler-Bernoulli beam theory. Static

analysis. Dinamic analysis.
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INTRODUCAO

O avancgo tecnolégico tem sido crucial para a anélise estrutural de componentes me-
canicos. O desenvolvimento de ferramentas computacionais com interfaces graficas intuitivas,
capazes de manipular grandes quantidades de dados, trouxe facilidades aos projetistas. No
entanto, muitos desses profissionais estdo concentrados apenas na utilizacao do software e na
interpretagdo dos resultados obtidos, deixando de lado a compreensdo da base conceitual por
tras das formulacdes e metodologias aplicadas nas andlises.

O Método dos Elementos Finitos (MEF) se consolidou como uma técnica amplamente
utilizada nas andlises estruturais. Ele consiste em dividir a estrutura em elementos de dimensdes
finitas, para que sejam analisados individualmente. Cada elemento € entdo definido por um
conjunto de equagdes que descrevem o comportamento mecanico do material nessa regido. No
final, monta-se o sistema de equagdes global para que seja resolvido numericamente e obtidas as
respostas aproximadas da estrutura toda.

Na maioria dos casos, a falta de compreensao dos fundamentos dessa abordagem pode
ocasionar erros na interpretacao dos resultados, comprometendo o projeto final. Desta forma,
€ importante que os projetistas sejam capazes de entender as teorias e conceitos que embasam
esse método, para que possam aplica-los de maneira correta e apropriada, além de serem aptos a
identificar falhas e limitagdes dos softwares utilizados, permitindo uma andlise mais critica e
precisa dos resultados obtidos.

Neste contexto, as vigas se configuram como elementos estruturais amplamente utili-
zados em diversos tipos de construgdes, civis € mecanicas, € cujo comportamento € facilmente
analisado via Método dos Elementos Finitos. A teoria de viga de Euler-Bernoulli € uma aborda-
gem cldssica para a andlise dessas estruturas, devido a sua simplicidade.

Diante disso, este trabalho tem como objetivo geral analisar estdtica e dinamicamente
vigas sujeitas a diferentes restricdes de movimentos, aplicando o Método dos Elementos Finitos
e a teoria de viga de Euler-Bernoulli. Como objetivos especificos, o trabalho visa expor os
conceitos basicos por trds dos softwares de elementos finitos, além de desenvolver um codigo
computacional em linguagem Python para aplicd-los. A andlise estatica pretende obter os valores
de deflexdo e forcas de reagdes, enquanto a andlise dindmica procura obter os valores de
frequéncias naturais e modos de vibrar. Os resultados obtidos também foram comparados com

os fornecidos pelo programa Salome-Meca 2021.
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1 OBJETIVOS

Este trabalho tem como objetivo principal analisar estatica e dinamicamente vigas
sujeitas a diversas condi¢des de contorno, aplicando os conceitos do Método dos Elementos

Finitos e a teoria de viga de Euler-Bernoulli.

1.1 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Os resultados obtidos serdo comparados com os fornecidos pelo software de elementos
finitos Salome-Meca 2021 e também comparados com os valores analiticos, obtidos ao considerar-

se a viga como um corpo continuo. De forma mais detalhada, pode-se descrever:

a) Desenvolver o modelo matematico de quatro vigas, cada qual sujeita a diferentes

restricoes de movimentos;

b) Desenvolver um algoritmo em linguagem de programacao Python para solugao

numérica do conjunto de equagdes.

¢) Obtencdo das forgas de reacdo; dos deslocamentos nodais; das frequéncias naturais;

e respectivos modos de vibrar de cada modelo;

d) Comparar os resultados obtidos pelo algoritmo com os resultados obtidos pelo
software Salome-Meca 2021;

e) Comparar os resultados obtidos pelo algoritmo com os resultados analiticos.
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2 REVISAO DA LITERATURA

2.1 UMA BREVE HISTORIA DO MEF

De acordo com Fish e Belytschko (2009), o Método dos Elementos Finitos (MEF)
teve suas ideias bdsicas originadas a partir dos avancos na andlise estrutural de aeronaves. Para
Chandrupatla e Belegundu (2014), o método originou-se em 1941, com a publicacdo do artigo
“Solution of Problems of Elasticity by the Framework Method” escrito por Hrenikoff (1941 apud
CHANDRUPATLA; BELEGUNDU, 2014), onde € descrito um método capaz de solucionar
problemas de elasticidade substituindo o corpo continuo por uma estrutura de barras.

Posteriormente, em 1943, Courant (1943 apud FISH; BELYTSCHKO, 2009) escreveu
um artigo no qual utilizava interpolagdo polinomial por partes sobre sub-regides triangulares
para resolver problemas de vibracao .

Diversos autores defendem que o método foi inventado, na verdade, por Turner et al.
(1956 apud FISH; BELYTSCHKO, 2009) na década de 50. Eles descreveram as formulagdes e os
procedimentos para a montagem da matriz de elementos, mas sem utilizarem o termo ‘“‘elemento
finito”. O termo so6 foi introduzido mais tarde, por Clough (1960 apud CHANDRUPATLA;
BELEGUNDU, 2014).

Ao longo do tempo, o método passou por constante evolucdo. Foram adicionados
novos conceitos, como os elementos isoparamétricos e os métodos de andlise ndo-linear. O
MEEF teve sua popularidade aumentada com a disponibilidade dos computadores. Diversos
programas, comerciais e de uso livre, sdo utilizados em projetos de engenharia, em pesquisas e
em aprendizados.

A faixa de aplica¢do do Método dos Elementos Finitos € ampla e bastante variada. Ela
vai desde a aplicac@o na industria aeroespacial até na medicina. Abaixo, sdo listados alguns
exemplos de aplicag¢des (FISH; BELYTSCHKO, 2009):

a) Andlises de tensoes, frequéncias naturais e térmica de pecas industriais e de cons-
trucoes, tais como vasos de pressdo, motores aeroespaciais, dispositivos elétricos,

prédios, torres de transmissao, etc;
b) Andlise de impacto em carros, trens e aeronaves;
¢) Andlise de escoamento de liquidos e gases;
d) Aniélise eletromagnética de antenas, transistores € componentes de aeronaves;
e) Andlise de aerodinamica de carros de passeio e de corrida;

f) Andlise de procedimentos cirdrgicos, como reconstrucao maxilar, cirurgias plasticas

e diversas outras;

Em Fish e Belytschko (2009), € possivel ver a evolucdo detalhada do método, bem

algumas das suas diversas aplicacdes.
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2.2 O MODELO DE VIGA DE EULER-BERNOULLI

As vigas sdo estruturas que possuem uma de suas dimensdes muito maior do que as
outras duas, e sdo projetadas para resistir principalmente a cargas transversais. O eixo da viga é
definido ao longo da dimensao mais longa, e assume-se que uma se¢ao transversal normal a esse
eixo varia suavemente ao longo do comprimento (BAUCHAU; CRAIG, 2009).

Entre as diversas teorias de vigas desenvolvidas ao longo dos séculos, a mais simples
e comumente utilizada foi descrita pela primeira vez por Jacob Bernoulli (1654-1705) e mais
aprofundada por Leonard Euler (1707-1783) no século XVIII, e é conhecida como teoria de viga
de Euler-Bernoulli. Jacob foi o primeiro a propor que a curvatura da deflexdo de um viga eldstica
em qualquer ponto é proporcional ao momento de flexao naquele ponto, teoria a qual foi aceita
por Euler na investigacdo das curvas eldsticas de vigas e colunas (TIMOSHENKO, 1953).

Também conhecida como teoria cldssica da viga ou simplesmente teoria de viga, o
modelo de Euler-Bernoulli € bastante utilizado porque além de simples, fornece aproximagdes
razoaveis de engenharia para diversos problemas. No entanto, o modelo tende a superestimar
ligeiramente as frequéncias naturais, sendo melhor a previsdo quanto mais esbelta for a viga
(HAN; BENAROYA; WEI, 1999).

A teoria da viga de Euler-Bernoulli é fundamentada seguindo as trés seguintes suposi-
coes (BAUCHAU; CRAIG, 2009):

a) A secdo transversal da viga € infinitamente rigida em seu préprio plano, i.e., nao

ocorrem deformacdes no plano da secao transversal ;
b) A sec¢do transversal permanece plana apos a deformagao;

¢) A sec¢do transversal permanece normal ao eixo da viga deformado.

Para o desenvolvimento do modelo, considere a viga representada na Figura 1, com
seus devidos referencias globais e locais. Note que i; estd ao longo do eixo da viga, enquanto 7,

e i3 definem o plano da se¢do transversal.

Figura 1 — Modelo de viga com seus referenciais globais e locais,

(2]
A
Yy, v
+— 0
T, U
S ow

Fonte: prépio autor.
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A fim de simplificar a modelagem, assume-se que o plano (iy, i) € um plano de simetria
da estrutura e as cargas estdo todas aplicadas nesse mesmo plano. Assim, a resposta da viga esta
inteiramente contida naquele plano.

Desta forma, sejam u(z,y) e v(z,y) deslocamentos de um ponto arbitrdrio da viga
ao longo das direcdes i € io, respectivamente. A primeira suposi¢do (a) do modelo de Euler-
Bernoulli implica que o campo de deslocamento no plano da secdo transversal consiste em

apenas uma translac¢io de corpo rigido, i.e.
v(z,y) = v(z) (2.1)

A Figura 2 ilustra a segunda e a terceira suposicao da teoria cldssica da viga. A segunda
hipétese (b) implica que o campo de deslocamento axial consiste apenas em uma translacdo u(x)

e uma rotagdo de corpo rigido 6(z), i.e.

u(z,y) =u(r) -y b(z) (2.2)

Figura 2 — Segunda suposi¢do do modelo de Euler-Bernoulli,

v L0

B‘}'\\
Ca

-

Fonte: Adaptado de Azevedo (2003)

A terceira hipétese do modelo de Euler-Bernoulli afirma que a se¢ao transversal perma-
nece normal ao eixo da viga deformado, o que implica na igualdade entre a inclinagdo da viga e

a rotacdo da sec¢do, i.e.

O(z) = — (2.3)

Substituindo a relacdo 2.3 na Equagdo 2.2, o campo de deslocamento do modelo de

viga de Euler-Bernoulli pode ser escrito como
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.
u(e,y) =) =y — (2.4a)

v(x,y) =7(x) (2.4b)

Consequentemente, derivando as Equacdes 2.4, o campo de deformacao da viga é

definido por

ou du @

61:%:%—yd‘r2 (2.53)
0

@=5 - (2.5b)

_Ou  Ov dv+@:0 (2.50)

M= Y e T Tdr T da

A hipétese de que a secdo transversal da viga permanece plana apés a deformacio
resulta na distribuicdo linear da deformacao axial, €;, como indicado pela Equacgdo 2.5a. Por outro
lado, a suposicdo de que a secdo transversal de uma viga permanece infinitamente rigida em seu
préprio plano implica o desaparecimento do campo de deformagdo na dire¢do do plano, €5, como
visto na Equacdo 2.5b. De maneira andloga, a suposi¢do de que a se¢do transversal permanece
normal ao eixo deformado da viga implica que a deformacao de cisalhamento transversal, 7,2, é
nula, como visto na Equacgdo 2.5c.

Supondo que o material da viga € linearmente elastico, 1sotrépico e obedece a lei de
Hooke, admite-se que as tensdes atuantes no plano da secao transversal, o, € 03, permanecem
bem inferiores a tensdo axial, o;. Consequentemente, os componentes de tensdo transversal sao

assumidos como nulos € a lei de Hooke é reduzida a
o1(z,y,2) = E e (x) (2.6)

onde £ é o mdédulo de Young (mddulo de elasticidade do material).
Substituindo a Equagdo 2.5a na Equacdo 2.6, resulta-se em
du d*v

o(z,y,2) =E — —F

—_— 2.
dx Y dz? 27

Nota-se que hd uma inconsisténcia na teoria de Euler-Bernoulli ao assumir que tanto as
deformacdes como as tensoes no plano da secdo transversal sdo nulas. Pela lei generalizada de
Hooke, ambas componentes nao poderiam desaparecem simultaneamente, pois implicaria em
desprezar o efeito de Poisson. Entretanto, como esse efeito € muito pequeno, desprezar esses

componentes ndo causa erros significativo para a maioria dos casos (BAUCHAU; CRAIG, 2009).
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O campo de tensdo tridimensional da viga pode ser descrito em termos de tensdes
resultantes. Essas tensoes sdo forgas equivalentes que representam o efeito integral das tensdes
internas atuantes na se¢do transversal da viga.

A Figura 3 ilustra trés forcas resultantes: a forga axial N (z), que atua ao longo do eixo
da viga (i1); o momento fletor M (x), atuante no eixo i3; e a forga cortante V' (z), que atua na

direcao 7s.

Figura 3 — Convencdo de sinais positivos das forgas resultantes.

dx

Fonte: prépio autor.

A for¢a N(x) e o momento fletor M () sdo definidos pelas expressoes
N(z) = / o1(z,y,z) dA (2.8)
A

M(z) = — / yoi(x,y,z)dA (2.9)
A

sendo A a drea da secdo transversal. Note que o sinal de menos na definicio do momento
fletor M (x) é necessdrio para ter a equivaléncia de sinal positivo de acordo com a convengao
estabelecida na Figura 3.

Substituindo a Equacao 2.7 na Equacao 2.8, tem-se

du > v du d>v
N(l’)—/E(dm yde)dA BA— —B-— AydA (2.10)

De forma semelhante, a Equagdo 2.9 pode ser escrita como

du v du v
M(x) = — E A= —F— A+ E 2 dA 2.11
(x) /Ay (dx Yoo )d . yd+ dQAyd (2.11)

O momento estatico M, e 0 momento de inércia de drea .J; sdo definidos como sendo
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Ms, Z/ydA (2.12)
A

Jy = / yrdA (2.13)
A

Uma vez que 0s €ixos iy € i3 passam pelo centroide da viga, o momento estatico é nulo,

1e., fA y dA = 0. Desta forma, as Equacgdes 2.10 e 2.11 se reduzem a

du
N(x) = BAZ— (2.14)
v

A forga cortante V() é calculada considerando o equilibrio de um segmento infinitesi-

mal da viga, mostrado na Figura 4.

Figura 4 — Equilibrio de um volume infinitesimal da viga.

L™
CTV ml—-.» de dM

M “ M+ 22
dx

dx

Fonte: prépio autor.

Considerando o equilibrio de for¢as na direcdo 75 € de momentos na direcao 73, tem-se

> F,=0: %—i—p(w)zo (2.16)
dM
> M.=0: —— = V(2)=0 (2.17)

Substituindo a relagdo constitutiva 2.15 nas Equagdes 2.16 € 2.17, ambas se reduzem a

d*v
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2.3 A VIGA EULER-BERNOULLI EM FLEXAO PURA

A seguir, sdo apresentadas duas modelagens distintas da viga Euler-Bernoulli. A pri-
meira considera a viga como um corpo continuo, enquanto a segunda a discretiza utilizando o
método dos elementos finitos.
2.3.1 Método analitico

2.3.1.1 Andlise estdtica

Considere a viga engastada apresentada na Figura 5 (a), cujo comprimento € L e médulo
de elasticidade é F/, ambos constantes, sujeita a uma forga transversal pontual F' na extremidade

livre. A Figura 5 (b) ilustra uma se¢do dessa viga.

Figura 5 — Viga engastada em uma extremidade.

4 F
| M
: Ly - T CT lv‘)

(a) (b)

Fonte: prépio autor.

Do diagrama de corpo livre, segue que a equacdo da forca cortante e do momento fletor

sao
V(z)=F (2.19)
M(z)=Fx—FL (2.20)
Substituindo a Equacdo 2.15 na Equagdo 2.20 e integrando em x, chega-se a equacao
da declividade da viga
dv  Fa?
ELE -2 prLr+c 2.21)
dx 2

Integrando novamente em x, resulta-se na equagao da deflexdo da viga

Fz®  FLa?
EJot = — —
T 2
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As constantes ('] e (5 sdo obtidas a partir das condi¢cdes de contorno. Para o caso

d
da viga engastada, as condi¢des de contorno sao i = 0 e T|,—0 = 0. Substituindo essas
X lz=0
condi¢des em 2.21 e 2.22, chega-se a C'; = Cy = 0. Assim, as equacdes de declividade e deflexdo

da viga engastada-livre sdo respectivamente

2
o(z) = % - Eijz (% - Lx) (2.23)
F (2% La?
o) = 55 <% - Tx) (2.24)

2.3.1.2 Andlise dindmica

A fim de desenvolver a equacdo de movimento da viga Euler-Bernoulli em flexao
pura, € considerado um segmento infinitesimal da viga, ilustrado na Figura 6. Note que, tanto o
deslocamento transversal U(z, t) quanto as forgas resultantes agora também sdo uma fungo do

tempo.

Figura 6 — Segmento infinitesimal de viga sob a¢do de uma forca dinamica.

AL
Al B D

M+ —d
—l—axx

dx

Fonte: prépio autor.

Aplicando-se a segunda lei de Newton no elemento da Figura 6, tem-se

0? v(x,t) IV (x,t)

pAdx 52 = o dx + p(x,t) dz (2.25)
2 2
pd;z:[%tf = 8Ma(§, t)dx — V(x,t)dx — %dw2 — p(z,t) d% (2.26)

onde p é massa especifica do material e I é o momento de inércia de massa, dado por [ 2 dm,
sendo 7 a distancia até o eixo de rotagdo.
E possivel reduzir as Equagdes 2.25 e 2.26, dividindo-as por dz e aplicando o limite

com dx — 0, resultando em

?v(x,t) V()
o2 ox

pA +p(z,1) (2.27)
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9?60  OM(x,t)
PMoe = o,

— V(1) (2.28)

2 7z . o, . .
O termo p/ % geralmente é um efeito de segunda ordem, chamado de inércia rotacional.

No modelo de viga Euler-Bernoulli ele é negligenciado. Assim, a Equacdo 2.28 € simplificada a

OM (z,t)
)= —= 2.2
Viwt) = = (2.29)
Substituindo a Equagao 2.29 em 2.27, tem-se
0*v(x,t O*M (,t
pa 0w M) (2.30)

o2 Ox?

E, finalmente, utilizando a Equacdo 2.15 em 2.30, resulta-se na equacdo governante da

viga em flexao

0'v(x,t)
oxt

0?v(x,t)
ot?

EJ, + pA —p(x,t) =0 (2.31)

Para o célculo das frequéncias naturais e dos modos de vibrar da viga em flexdo, é
considerado o caso em que a Equacgdo 2.31 é homogénea, i.e., p(z,t) = 0. A solugdo dessa
equacdo € obtida utilizando o método de separacdo de varidveis. Para obté-la, inicia-se dividindo

a Eq. 2.31 por E'J; e adotando a notagdo de prima e de ponto para indicar a derivada parcial em

relagdo a x e t, respectivamente, o que resulta em

— ,014 K
w — = 2.32
v (x,t) + 5 v(z,t) =0 (2.32)

Supondo que a solucdo seja da forma
(1) = $(2)Y(t) (2.33)

onde ¢(x) é o modo de vibrar da viga e Y (¢) a amplitude. Assim, a Eq. 2.32 pode ser escrita
como
pA Y (1)

MY () + o v =" (2.34)

Dividindo por ¢(z)Y (t), a Eq. 2.34 pode ser separada em

EJy¢™(x) _ Y(1) _ _
oA o) = _Y(t) =const. = w (2.35)




Capitulo 2. REVISAO DA LITERATURA 20

sendo a constante de separacdo igual a w?. A Eq. 2.35 produz duas equacdes diferenciais

ordinarias

Y (t) + WY (t) =0 (2.36)
) 25 A
& (z) — “Ei é(z) = 0 (2.37)

A Eq. 2.36 tem a forma de uma vibragdo harmodnica simples ndo-amortecida, cuja
solucdo é (CLOUGH; PENZIEN, 2003)

Y (t) = Y(0) cos(wt) + 0 sen(wt) (2.38)

w

onde w é a frequéncia natural do sistema, Y (0) é o deslocamento inicial e Y (0) a velocidade

inicial.
Assumindo que a Eq. 2.37 tem solugdo na forma e**, tem-se a seguinte equacao
caracteristica
s pAW?
— =0 2.39
S B (2.39)
cujas raizes sdo
, Aw?
sip =40 syu=+jh =il (240)
EJ,

Portanto, para cada valor de 5 ha uma soluc¢io na forma
o(x) = Ay cos(Bx) + Ag sen(Bz) + Az cosh(Bz) + Ay senh(fx) (2.41)

A frequéncia natural w associada a cada valor de S pode ser determinada a partir das

condig¢des de contorno do sistema. As condi¢des de contorno mais usuais sao

Livre: M(x)=FEJy¢"(x) =0 V(z)=FEJy¢"(x) =0 (2.42)
Engastada: d(x) =0 d(x)=0 (2.43)
Apoiada: o(x)=0 M(z)=EJy¢"(x) =0 (2.44)

Lalanne, Berther e Der Hagopian (1984) demonstram que as frequéncias naturais da

viga em flexdo t€ém forma
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o (/BnL)2 IE‘]Q

sendo (3, L)? valores obtidos a partir das condi¢des de contorno apresentadas nas Egs. 2.42-2.44.
A Tabela 1 apresenta os cinco menores valores de (3, L)? para diferentes restrigdes.

Tabela 1 — Valores de (3, L)? para diferentes condi¢des de con-
torno.

Condigdo de contorno (81 L)% (B2L)?  (B3L)? (BaL)? (BsL)?

Engastada — livre 3,516 22,03 61,69 120,9 199,8
Engastada — engastada 22,37 61,67 120,9 199,8 298.5
Engastada — apoiada 15,41 49,96 104,2 178,2 272,0
Apoiada — apoiada 9,869 39,47 88,82 157,9 246,7

Fonte: retirado de Lalanne, Berther e Der Hagopian (1984).

2.4 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS APLICADO A VIGA EULER-BERNOULLI
SOB FLEXAO PURA

A partir deste ponto, serd desenvolvida a formulagdo de elementos finitos para o0 modelo
de viga de Euler-Bernoulli. Inicialmente, serdo calculadas as matrizes de rigidez e de massa do
elemento, para posteriormente efetuar-se as andlises.

2.4.1 Matrizes de rigidez e de massa

A Figura 7 representa um elemento finito de viga com dois nds, comprimento L e

dois graus de liberdade por n6 — sendo um deslocamento em y (deflexdo) e uma rotagdo em z
(declividade).

Figura 7 — Elemento de viga com 2 n0s.

—»
T

ivz
@
L

Fonte: Préprio autor.
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Seja d. o vetor de deslocamentos nodais generalizados

T

6e: U1 91 V2 92 (246)

onde # é dado pela Equagao 2.3. Como hé quatro deslocamentos nodais, é conveniente assumir

que a funcéo de deslocamento v(x) é um polindémio de grau 3, da forma
v(z) = ay + agx + azx® + ag’ (2.47)

e, por consequéncia, a funcao de declividade é

d
0(z) = d—” = a5 + 2037 + a2 (2.48)
x
onde a;, ¢ = 1,...,4 sdo constantes obtidas a partir dos valores de v e # nos dois pontos nodais.

Na forma matricial, as fun¢des podem ser escritas, respectivamente, como

1
x
'U(.CE): [al gy Qs CL4] 9 (249)
X
3
0
1
9(1‘): ay a2 az Qau (250)
2x
32
ou ainda
v(r) =a’ X (2.51)
0(z) =a” X’ (2.52)
sendo
aq 1
a—|" e x=|" (2.53)
as

T
Qy T
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Avaliando os valores de v(z) e #(z) nos pontos nodais (z = 0 e x = L), pode-se

escrever

v1=0v(0)=|a; ay az as

UQZU(L>: a; Qg asz Qa4

92:0(.[/): a; Qg a3 Q4

e agrupando numa unica expressdo matricial, resulta-se em

vy 01 vy 92} = [Ch as as a4]

o O O =

ou

onde Z ¢é definido por

2L
3L2

S O = O

L2
L3

2L
3L2

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)
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10 1 0
01 L 1

Z = (2.60)
00 I? 2L
0 0 L* 3L2

Multiplicando, 2 direita, ambos os membros da Equacdo 2.59 por Z ! resulta-se em
a’ =61 Z7! (2.61)

sendo Z~! a matriz inversa de Z, dada por

] s
S R
2 1
0o 1 -= —
L L?
Z = (2.62)
3 2
L R
0 0 1 1
R L L? ]

Agora, substituindo a Eq. 2.61 na Eq. 2.51, obtém-se
v(r) =6 Z7'X (2.63)

e aplicando a transposta nos dois lados da Equacao 2.63, e lembrando que a transposta de um

escalar é o proprio escalar, pode-se escrever
v(r) = (Z7'X)74, (2.64)
ou ainda
v(z) = Né, (2.65)
onde N € conhecida como matriz fun¢do de forma, dada por

N=(Z'X) = [Nl N, Ns N, (2.66)
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sendo V;, 7 =1,...,4 as fun¢des de forma. Para o elemento da Figura 7, as fun¢des de forma
sdo
322 223
202 a?
N. =r— —+ = 2.
o(x) == 7 + 72 (2.68)
3x? 223
2?2 28
N, =——4 = 2.7
(o) = —7+ 7 (2.70)

U1
3x2 223 2¢2 o3 3x2 223 22 3| |0
Vi) = 1__ - - - - —_— PR 2.71
() 2T YT TR I 7 T 12) | @70
0

Para o cdlculo da matriz de rigidez do elemento, € necessario aplicar-se o conceito de
energia de deformacao, U, cuja formula, considerando um material eléstico linear, é dada pela
expressao (LALANNE; BERTHER; DER HAGOPIAN, 1984)

1
U=-= / eTodV (2.72)
2 )y

No caso do elemento de viga Euler-Bernoulli representado na Figura 7, a equacdo da

energia de deformacao passa a ser

1 [L
U, = —/ / €101 dA dx (2.73)
2J)o Ja

Como a viga esta em flexdo pura, sdo considerados apenas os deslocamentos laterais

v(x), ou seja, w = 0. Desta forma, a Equag@o 2.5a se reduz a

d*v
‘= Vi

(2.74)

Substituindo-se a Eq. 2.74 na Eq. 2.6 e utilizando o resultado na Eq. 2.73, tem-se

1 [ d%v 2
U, =— Ey’ | — ) dAd 2.75
o) e () e @75)
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Como v € independente de y e de z (suposi¢ao (a) da teoria de Euler-Bernoulli), e o

modulo de elasticidade £ € constante por todo o dominio, a energia de deformacdo do elemento

¢ dada por

1 L/ dv\?
=_F — d
Ue 2 J2/0 (dﬂ) .

onde a derivada segunda da Equacdo 2.65 em relacdo a x €

CP—UZNH(S

dx?

Portanto,

1 L
mzﬁﬂg/UWQmewx
0

1 L
::fZFQ/TN”N%ﬂée

0
ou ainda

1
U =-6""ké.
2 e

onde

L
k:EA/ﬁN”Nﬂm
0

(2.76)

2.77)

(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)

A derivada segunda da matriz de forma N em relacdo a x € obtida derivando as fungdes

de forma N;, ¢ =1,...,4 dadas pelas Egs. 2.67 a 2.70, i.e.

6 12z 4 6z 6 12z

N// — o e _ e
L? * L3 L * L? L L3

Utilizando esse resultado na Equacdo 2.81, tem-se que

2 6x
_ = 2.82
L+L2 (2.82)
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[ 6 1227
I
4 6z
v| L L2
6 122 4 6z 6 122 2  bx
k—FEJ = 4 = _Z 4 |dr (2.83
2/0 o |l 2T IR T LT (289
2 I3
2+6x
. L L? |
e, portanto, a matriz de rigidez k da viga Euler-Bernoulli sujeita a flexdo pura é
12 6L —12 6L
EJy, | 6L 4L?* —6L 2L?
k= —"2 (2.84)

L3 |—-12 —6L 12 —6L
6L 21?2 —6L 4172

De forma andloga, € possivel calcular a matriz de massa do elemento aplicando-se o
conceito de energia cinética, 7', cuja forma integral para um material isotropico € dada pela
expressao geral (LALANNE; BERTHER; DER HAGOPIAN, 1984)

1
T:—/p|u|2dV (2.85)
2 \%

onde v € o vetor de velocidades do sistema, que no caso do elemento de viga estudado é
v=NJ, (2.86)

Substituindo-se essa relagao na Eq. 2.86, chega-se a

1 L NV
T—- / / 0 (N56> N6, dA dx (2.87)
2 Jo Ja
que pode ser escrita como
1 : T L T <
T = -6, pIN* N dA dz| e (2.88)
2 0 JA
ou ainda
ler
T = -6, md, (2.89)
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onde

L
m = / / pNTN dA dx (2.90)
0 A

Desenvolvendo os cdlculos integrais de maneira andloga ao que foi realizado anterior-

mente, conclui-se que a matriz de massa do elemento de viga Euler-Bernoulli é

156 220 54 —13L
CpAL | 220 4I* 131 —3IL?
TR0 | 54 13 156 —22L
130 —3L% —22L 4I2

(2.91)

Em posse da matriz de rigidez k (Eq. 2.84) e da matriz de massa m (Eq. 2.91), é
possivel dar continuidade as andlises estdtica e dinamica.

2.4.2 Analise estatica

Considere a viga engastada representada na Figura 8. A viga possui comprimento 3L,
modulo de elasticidade £/, massa especifica p e secao transversal quadrada de comprimento
h x h, ambos constantes, sujeita a uma forca transversal pontual F' na extremidade livre. A fim

de se aplicar o Método dos Elementos Finitos, o sistema € discretizado em 3 elementos finitos de
viga de comprimento L.

Figura 8 — Viga discretizada em 3 elementos.
elcjvl ‘92CP}2 93([03 94(}%
Fy :
M, ; M, l Ms l M, l h
C L) ) ® u

> © ®» ° B « w -

A

Fonte: prépio autor.

A energia potencial total IT da viga apresentada acima € composta pela soma da energia
de deformacdo U e a energia potencial das forcas externas WP. Como o material da viga € linear-
mente eldstico, a energia de deformacao € dada pela Equacdo 2.72, enquanto a energia potencial

das forgas externas, considerando o sistema como conservativo, é¢ dada por (CHANDRUPATLA;
BELEGUNDU, 2014)
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WP =—>"F.v,— Y My (2.92)
m k

onde F;,, é a carga concentrada no ponto m, M} € o momento concentrado aplicado no ponto £,
vy, € a deflex@o no ponto m, e v}, € a declividade no ponto k. Portanto, energia potencial total

dessa viga pode ser escrita como

1
I == (8] kbe, + 8. kbe, + 8. kbe,) — Fovs — Fyvs — Fyvg+ - -
2 (2.93)
oo = Myly — M305 — My0,
sendo &, o vetor de deslocamentos nodais generalizados do elemento 7 = 1,...,3 e k a matriz

de rigidez elementar dada pela Equacdo 2.84. A energia potencial total pode, entdo, ser escrita

como
II= %(STKé —6'F (2.94)
onde
-51- -U1- [ Fy ]
02 th M,
d3 Uy Fy
) [ M.
s— [0 = |7 , F=|" (2.95)
(55 Vs F3
56 93 M3
57 V4 F4
_(58_ _94_ _M4_
e
_kll F12 ks F14 0 0 0 0]
ka1 koo ko3 koy 0 0 0 0
k31 kso kss+ ki1 ksa + Ko ki3 k14 0 O
kg ko k koy k k ko k 0 0
I | Ra2 Pag + Ko1 Kaa + Foo 23 24 (2.96)
0 0 ks k3o kss + k11 ksg + ko kis Fia
0 0 ka k4o kas + ko1 Kag + koo Koz Koy
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Pelo principio da energia potencial minima, o campo de deslocamento correspondente
a condi¢do de equilibrio do sistema torna a energia potencial total um valor minimo. Conse-
quentemente, as equagdes de equilibrio podem ser obtidas pela minimizacao de I em relacao
a d, levando em conta as condi¢gdes de contorno. No caso da viga representada na Figura 8, as

condig¢des de contorno sdo d; = d2 = 0. Isso implica que a minimizagdo de II é

dll
— =0 =3,...,8 297
d(S,L ? Y ) ( )
A fim de se estender a presente deducdo para outras condi¢des de contorno, sera
considerado que os graus de liberdade gld; e gdl, possuem um deslocamento prescrito d; = o

e 0o = an. Desta forma, a minimizagdo de II fornece

Ks3 Kz K35 Kss Kzp Ksg V2 Fy — Kgiaq — Kspan
Kys Ky Kis Kie Kir Kug 0, My — Kyjoq — Kgpap
Kss Ksi Kss Ks¢ Ksr Ksg U3 _ Fy — K510 — Ksaio (2.98)
Koz Koo Kos Koo Kor Kes 05 M3 — Kg1op — Kgo0ro
K3 Kq Kis K Kop Kig V4 Fy — Knog — Kpap
Kg3s Kgu Kgs Kgg Kgr Ksg| |ts My — Kgroq — Kgoag
—. /_‘\’/  \— ~_/ —. ‘:_/ -
K 0 F

A matriz de rigidez reduzida K é obtida simplesmente pela eliminacdo das linhas e
colunas referentes aos gdl prescritos, isso €, gdl; e gdls, a partir da matriz de rigidez original
K, enquanto os vetores 8 e F sdo obtidos de forma andloga, com a eliminacao das linhas
correspondentes. O campo de deslocamento a ser determinado &, portanto:

=K 'F (2.99)

Ap6s a determinagdo dos deslocamentos, € possivel calcular as forcas de reacao no

engaste, F'r e Mp. Elas sdo obtidas a partir da equacdo de equilibrio para o né 1, como se segue

aq

Qo

V2

_ [kn k2 iz ki 0 0 0 0] |6 2.100)
kor koo ko kos O 0 0 Of |w3

03

V4

04

F, + Fg
M, + Mg
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Neste ponto, € importante ressaltar que todos os elementos da Equacao 2.100, exceto F's
e M 4, sdo conhecidos: vo, v3, V4, 02, 03, 8, ja foram calculados; F e M; sdo a for¢ca e momento
aplicados no engaste, respectivamente; € a; € ap sa0 prescritos. No caso do sistema da Figura 8,

as condic¢des de contorno oy = a, = 0 simplificam bastante os calculos.

2.4.3 Analise dinAmica

As equagdes de movimento de um sistema fisicos podem ser expressas em termos de
coordenadas generalizadas por meio das equacgdes de Lagrange (RAO, 2003). No caso de um

sistema conservativo com n graus de liberdade, as equacdes de Lagrange sdo expressas como

d (0L oL
[— —_— —_——_— = ] p— 1 2 - 2.1 1
dt <8Q'j) 9q; ’ S A0

onde ¢; € a j—ésima coordenada generalizada e £ € o Lagrangiano, dado por

L=T-11 (2.102)

sendo 7" e II calculados pelas Egs. 2.89 e 2.94, respectivamente. Para o sistema representado na

Figura 8, o Lagrangiano é
L= %ST(t)MS(t) - %6T(t)K6(t) + 6T (t)F(2) (2.103)

no qual M ¢é a matriz de massa obtida pela superposicao das trés matrizes de massa elementares,
de maneira andloga a que foi obtida a matriz K anteriormente. Considerando que o sistema
estd engastado em uma das extremidades, as coordenadas generalizadas referentes a esse né sdo
nulas, isto €, vy = 6; = U1 = 91 = 0, e as equacdes de Lagrange se resumem a

M)+ K&(t) = F(1) (2.104)

em que as matrizes de massa M e de rigidez K sdo obtidas pela eliminacdo das linhas e colunas
referentes aos gdl restritos nas matrizes originais; e os vetores de deslocamentos d e de esforcos

F sido obtidos pela simples eliminagdo das linhas correspondentes dos vetores originais. Desta

forma,

_’DQ- _'UQ_ [ FQ ]
0 0 M

Msg -+ Msg _,2 Kz -+ Kag ? 2
(O U3 F3

: .. : .|+ : : = (2.105)

05 05 M

Mgg -+ Mgy .. Kgg -+ Kgg
(1 V4 F4
4.9.4 94 M4
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Para o cdlculo das frequéncias naturais e dos modos de vibrar da viga, deve-se considerar
o caso em que a Equag@o 2.104 é homogénea, i.e., F'(t) = 0. Assim, a equagdo do movimento

se reduz a
M&(t) + K&(t) =0 (2.106)

e propondo uma solucdo da forma

O(t) = P’ (2.107)

sendo w a frequéncia natural associada ao modo de vibrar ®, resulta-se no problema classico de

autovalor e autovetor
K — w’M]® =0 (2.108)
que pode ser escrito como

AD = \P (2.109)

onde A = MK . Os autovalores sio dados por A\ = w?, ou seja, estdo relacionados diretamente
as frequéncias naturais do sistema. Como as matrizes K e M sao reais e simétricas, haverdao
n frequéncias naturais, sendo n = graus de liberdade total — graus de liberdade restritos. Os
autovetores sao dados por ® e representam os modos de vibrar. A solugdo deste problema pode

ser obtida via métodos numéricos.!

' Em Python a solugio pode ser obtida utilizando a funcéo scipy.sparse.linalg.eigsh, que calcula os autovalores e

o autovetores de uma matriz quadrada simétrica esparsa.
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3 MATERIAIS E METODOS

Inicialmente, foram desenvolvidos os modelos analiticos das quatro vigas estudadas — a
partir da teoria de Euler-Bernoulli — de onde calcularam-se os valores de deflexdo, reagdo nas
extremidades, frequéncias naturais e modos de vibrar. Em sequéncia, as vigas foram discretizadas
pelo Método dos Elementos Finitos e realizada a comparacio dos resultados. Por fim, uma nova

comparacdo foi feita tomando como referéncia os valores obtidos pelo software Salome-Meca
2021.

3.1 PARAMETROS GERAIS

A Figura 9 ilustra as quatro vigas analisadas neste trabalho, cada qual sujeita a diferentes
restri¢des de movimento nas extremidades.

Figura 9 — Vigas analisadas.
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(c) Viga engastada—apoiada. (d) Viga bi-apoiada.

A Tabela 2 contém os parametros dos modelos estudados. Foram consideradas as
propriedades do ACO INOXIDAVEL 304 a 20 °C nas andlises.

Tabela 2 — Parametros utilizados nas mo-
delagens.

Pardmetro Valor Unidade de Medida

F 1-10? Ibf
L 2-10! in
h 0,7 in
b 1 in
E 1-107 psi
p 0, 284321 b/in®
Jo 0,0833 in*

Fonte: préprio autor.
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3.2 METODO ANALITICO

No método analitico, inicialmente foram calculados os valores das forcas de reagdes
nas extremidades das vigas, por meio do diagrama de corpo livre. Em seguida, determinou-se a
equacdo da deflexdo para cada caso, seguindo os procedimentos indicados na subsecdo 2.3.1.1. Na
andlise dindmica, determinaram-se as frequéncias naturais de cada viga utilizando a Equagao 2.45
e a Tabela 1. Por fim, os modos de vibrar foram calculados utilizando a Equacdo 2.41 e as

condig¢des de contorno para cada caso.

3.3 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

3.3.1 Algoritmo préprio

O algoritmo computacional para a resolu¢cdo do problema via método dos elementos
finitos foi todo desenvolvido em ambiente Python. O programa tem como dados de entrada as
caracteristicas fisicas dos elementos, como niimero de nds por elemento, niimero de graus de
liberdade por n6, médulo de elasticidade, massa especifica, comprimento total da viga, altura
e largura da secao transversal, e o nimero de elementos finitos. O processo inicia-se com a
montagem das matrizes globais de rigidez e massa, e do vetor de forcas aplicadas, seguida
pela eliminag@o das colunas e/ou linhas correspondentes aos gdl restritos. Os deslocamentos
nodais sdo entdo calculados utilizando a Equacdo 2.99, plotados num grafico de deslocamento x
comprimento, e por fim utilizados no célculo das forgas de reacdes por meio da Equacdo 2.100.
Na analise dindmica, resolve-se o problema de autovalor—autovetor prescrito pela Equacdo 2.109,
obtendo-se os valores de frequéncias naturais e modos de vibrar. As cinco primeiras frequéncias
naturais € os trés primeiros modos de vibrar correspondentes sdo entdo comparados com 0s
obtidos anteriormente pelo método analitico. A Figura 10 ilustra o fluxograma computacional do

algoritmo e a Tabela 3 contém os parametros da discretizacao.

Tabela 3 — Parametros utilizados na dis-

cretizacao.
Parametro Valor
n° de elementos finitos 100
n° de nds por elemento 2
n° de graus de liberdade (gdl) por né 2
n° total de nds 101
n° total de gdl 202

Fonte: préprio autor.

E importante destacar que a biblioteca numpy foi utilizada para realizar os célculos
matriciais necessarios, enquanto a biblioteca scipy.sparse.linalg foi empregada na resolucao do
problema de autovalor-autovetor. Além disso, os graficos foram gerados utilizando a biblioteca

matplotlib.pyplot.
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Figura 10 — Fluxograma do algoritmo MEF

( Dados geométricos, propriedades )
mecanicas e caracteristicas da
L discretizagcdo )
Y
~

Montagem das matrizes globais de )
rigidez e de massa, e do vetor de
forgas aplicadas

§ J
Y.
-
Eliminacdo das linhas e colunas
correspondentes aos gdl restritos
J
Y
- ™~
Calculo dos deslocamentos nodais
7
Y
s =
Cdlculo das reacdes de apoio
- 7

Y
7 N
Resolugdo do problema de autovalor-

autovetor

| J/

Y
( ~ ~ - . ~
Obtengdo das frequéncias naturais e

modos de vibrar
. J

Fonte: prépio autor.

3.3.2 Programa Salome-Meca

A fim de comparacdo de resultados, as andlises foram simuladass no software de codigo
aberto Salome-Meca, versao de 2021 para Windows. A malha foi gerada a partir do algoritmo
Wire Discretisation e da hipétese Local Length, resultando em 100 elementos e 101 nds. A
modelagem utilizada foi a POU_D_E, que assume as hipdteses da teoria de Euler—-Bernoulli.
As Figuras 11 e 12 ilustram as configuracoes utilizadas. Como resultado, obteve-se o campo de
deslocamento da viga, assim como as nove primeiras frequéncias naturais e seus respectivos

modos de vibrar. Os resultados foram entdo comparados com os valores obtidos anteriormente.
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Figura 11 — Malha utilizada no programa Salome-Meca
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Fonte: proprio autor.
Figura 12 — Modelagem utilizada no programa Salome-Meca
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Fonte: préprio autor.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Este capitulo reune os resultados das andlises estética e dindmica dos casos A, B, Ce D,

segundo a teoria de Euler—Bernoulli.

4.1 ANALISE ESTATICA

A seguir, € apresentado o gréficos de deslocamento x comprimento para cada um dos
casos estudados, seguido por uma tabela contendo o valor de deflexdo médxima e das forcas
reativas. A Figura 13 e a Tabela 4 referem-se ao caso A, onde viga € engastada em uma das
suas extremidades; a Figura 14 e a Tabela 5 contém os resultados do caso B, em que a viga é
engastada em ambas extremidades; A Figura 15 e a Tabela 6 representam o caso C, onde viga é
engastada em uma das suas extremidades e apoiada na outra; Por fim, a Figura 16 e a Tabela 7

referem-se ao caso D, onde viga é apoiada em ambas extremidades.

Figura 13 — Grafico de deflexdo x comprimento: engastado—livre.
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Fonte: prépio autor.

Tabela 4 — Deflexdo maxima e reacdes: engastado—livre.

Reacdo Meétodo Analitico Algoritmo MEF  Salome-Meca 2021  Unidade de Medida

Yuax 0,32 0,32 0,32 in
Fra 100, 00 100, 00 100, 00 Ibf
Mra 2000, 00 2000, 00 2000, 00 Ibf-in

Fonte: prépio autor.
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Deslocamento (in)

Figura 14 — Grafico de deflexdo x comprimento: bi—engastado.
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Fonte: prépio autor.

Tabela 5 — Deflexdo maxima e reacdes: bi—engastado.

Reacdo Meétodo Analitico Algoritmo MEF  Salome-Meca 2021  Unidade de Medida

Yamax 0,005 0,005 0,005 in
Fra 50, 000 50,000 50,000 Ibf
Mra 250, 000 250, 000 250, 000 Ibf-in
Frp 50,000 50,000 50,000 Ibf
Mrg —250, 000 —250, 000 —250, 000 Ibf-in

Fonte: prépio autor.

Figura 15 — Grafico de deflexdo x comprimento: engastado—apoiado.
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Tabela 6 — Deflexdo maxima e reacdes: engastado—apoiado.

Reacdo Meétodo Analitico Algoritmo MEF  Salome-Meca 2021  Unidade de Medida

Vaax 0,009 0,009 0,009 in
Fra 68,75 68,75 68,75 Ibf
Mra 375,00 375,00 375,00 Ibfin
Fry 31,25 31,25 31,25 Ibf

Fonte: prépio autor.

Figura 16 — Grafico de deflexdo x comprimento: bi—apoiado.
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Fonte: prépio autor.

Tabela 7 — Deflexdo maxima e reac¢des: bi—apoiado.

Reacdo Meétodo Analitico Algoritmo MEF  Salome-Meca 2021  Unidade de Medida

Ymax 0,02 0,02 0,02 in
Fry 50,00 50,00 50,00 Ibf
Frp 50,00 50,00 50,00 Ibf

Fonte: prépio autor.

Nota-se que a andlise estatica apresentou resultados bastantes satisfatorios. Em todos

os casos estudados, os valores de deslocamento x comprimento, deflexao maxima, forcas e

momentos reativos foram exatamente o mesmo para as trés metodologias abordadas. Desta

forma, conclui-se que o algoritmo desenvolvido apresenta fidelidade a andlise estética de vigas.

4.2 ANALISE DINAMICA

Agora, € apresentada uma tabela contendo os valores das cinco primeiras frequéncias

naturais para cada caso analisado, seguida pelos modos de vibrar associados as primeiras trés

frequéncias naturais. A Tabela 8 e a Figura 17 referem-se ao caso A; a Tabela 9 e a Figura 18, ao
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caso B; a Tabela 10 e a Figura 19, ao caso C; e, por fim, a Tabela 11 e a Figura 20 referem-se ao

caso D.

Tabela 8 — Cinco primeiras frequéncias naturais: engastado—livre.

Frequéncia natural Método Analitico Algoritmo MEF  Salome-Meca 2021  Unidade de Medida

Wn, 2,86 2,86 2,86 Hz
Wn, 17,93 17,93 17,93 Hz
Wny 50,21 50, 22 50, 22 Hz
W, 98, 40 98, 40 98, 40 Hz
Wng 162,62 162,67 162,67 Hz

Fonte: prépio autor.

Figura 17 — Trés primeiros modos de vibrar da viga: engastado—livre.
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Fonte: prépio autor.
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Tabela 9 — Cinco primeiras frequéncias naturais: bi—apoiado.

Frequéncia natural Método Analitico Algoritmo MEF  Salome-Meca 2021  Unidade de Medida

Wn, 18,21 18,21 18,21 Hz
W, 50,19 50, 20 50, 20 Hz
Wny 98, 40 98, 40 98, 40 Hz
W, 162, 62 162,67 162,67 Hz
Wng 242,95 243, 00 243, 00 Hz

Fonte: prépio autor.

Figura 18 — Trés primeiros modos de vibrar da viga: bi-apoiado.
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Fonte: prépio autor.
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Tabela 10 — Cinco primeiras frequéncias naturais: engastado—apoiado.

Frequéncia natural Método Analitico Algoritmo MEF  Salome-Meca 2021  Unidade de Medida

Wn, 12,54 12,55 12,55 Hz
W, 40, 66 40,67 40,67 Hz
Wny 84,81 84,85 84,85 Hz
Wn, 145,04 145,10 145,10 Hz
Wng 221, 38 9221, 41 221,41 Hz

Fonte: prépio autor.

Figura 19 — Trés primeiros modos de vibrar da viga: engastado—apoiado
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Fonte: prépio autor.
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Tabela 11 — Cinco primeiras frequéncias naturais: bi—apoiado.

Frequéncia natural Método Analitico Algoritmo MEF  Salome-Meca 2021  Unidade de Medida

Wn, 8,03 8,03 8,03 Hz
Wn, 32,12 32,13 32,13 Hz
Wi, 72,29 72,30 72,30 Hz
Wn, 128,52 128,53 128,53 Hz
Wng 200,79 200, 82 200, 82 Hz

Fonte: prépio autor.

Figura 20 — Trés primeiros modos de vibrar da viga: bi—apoiado.
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Fonte: prépio autor.

Observa-se que os valores obtidos pelo algoritmo desenvolvido e pelo Salome-Meca

2021 foram iguais, porém ligeiramente diferentes do valor analitico. Nota-se, ainda, que a

diferenca aumenta conforme aumentam os valores das frequéncias naturais. Uma possivel causa

disso € o método numérico utilizado na resolu¢io do problema de autovalor—autovetor descrito
na Equagdo 2.109. Entretanto, lembrando-se que o MEF € um método aproximado, pode-se

dizer que os resultados obtidos foram bastante satisfatorios e que o algoritmo desenvolvido

apresentada fidelidade a andlise dindmica de vigas.
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5 CONCLUSAO

Com base nos resultados obtidos, conclui-se que o algoritmo desenvolvido apresenta
uma boa fidelidade tanto na andlise estdtica quanto na andlise dindmica de vigas. Os valores
obtidos para os diversos casos analisados foram satisfatorios e bastante proximos dos valores
analiticos esperados, considerando que o Método dos Elementos Finitos € uma técnica aproxi-
mada. Sendo assim, pode-se afirmar que o algoritmo € uma ferramenta ttil e confidvel para a
andlise estrutural de vigas e seu uso pode proporcionar uma redugdo significativa no tempo e
custo de projetos de engenharia.

Uma sugestdo para trabalhos futuros seria realizar as mesmas andlises utilizando a
teoria de viga de Timoschenko, a fim de comparacdo. Essa abordagem considera ndo apenas
a deformacdo axial, mas também a deformacao por cisalhamento. Outra sugestdo interessante
seria realizar andlises de impacto nas vigas, a fim de investigar o comportamento dinamico delas.

Por fim, € importante destacar que o estudo realizado foi relevante para a formagao
de um profissional mais capacitado e critico, capaz de compreender as bases conceituais das
ferramentas computacionais utilizadas em diversos projetos. O aprendizado de um software de
elementos finitos € essencial para a carreira profissional, e até mesma académica, visto que sua

popularizacdo aumenta cada vez mais. Portanto, o trabalho teve seu objetivo alcangado.
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