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Resumo 

Neste trabalho estudamos alguns aspectos importantes sobre álgebras q-deforma- 

das, estados q-coerentes e a construção de Hamiltonianos que preservam a simetria 

su(M) quando se deforma a álgebra bosônica ou fermiônica subjacente. Como exem- 

plo de aplicação desses conceitos, estudamos as transições de fase em uma versão 

q-deformada do modelo de Lipkin-Meshkov-Glick usando o método variacional via 

estados q-coerentes. 

Palavras-chaves: Álgebras q-Deformadas, Estados Coerentes Generalizados, Física de 

Muitos Corpos, Transições de Fase. 

Áreas de conhecimento: 1.05.01.01-0; 1.05.01.04-5. 



Abstract 

In this Work we study some important aspects on q-deformed algebras, q-coherent 

States and the construction of Hamiltonians preserving su{M) symmetry when we 

deform the underlying bosonic or fermionic algebras. By using these ideas, we 

study phase transitions in a q-deformed version of the Lipkin-Meshkov-Glick model 

through the variational method based on q-coherent states. 

Key words: q-Deformed Algebras, Generalized Coherent States, Many-body Physics, 

Phase Transitions. 
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Introdução. 

0 conceito de simetria desempenha um papel fundamental na Física Moderna. Em 

geraJ, quantidades conservadas estão associadas a algum tipo de simetria do sistema 

em consideração. A Teoria de Grupos e Algebras de Lie é a ferramenta matemática 

adequada para se estudar sistemas que possuam simetrias com respeito às variações 

contínuas de certos parâmetros. 

Um desenvolvimento importante nesse assunto foi o estabelecimento do Método 

do Espalhamento Inverso (ISM) [1], que permite a construção e solução de sistemas 

clássicos exatamente solúveis, usando a Teoria de Grupos e Álgebras de Lie e suas 

Representações. 

A versão quantizada desse método (QISM), introduzida por Fadeev e colabora- 

dores [2], permitiu a introdução de novos tipos de simetrias, não mais descritas em 

termos de grupos ou álgebras de Lie, mas em termos de novos objetos matemáticos, 

denominados Grupos Quânticos, Álgebras Quânticas ou Álgebras q-Deformadas. Es- 

sas álgebras são generalizações das álgebras de Lie através da introdução de um 

parâmetro q, que deforma as relações de comutação. Quando esse parâmetro tende 

à unidade essas novas álgebras se reduzem às álgebras de Lie usuais. 

A mais comum das álgebras de Lie é a álgebra su(2). Sklyanin [3], e inde- 

pendentemente Kulish e Reshetikhin [4], introduziram a generalização q-deformada 

dessa álgebra, sug(2), em conexão com as soluções da Equação de Yang-Baxter, 

que desempenha papel fundamental na solução de equações não lineares e modelos 

exatamente solúveis em Mecânica Estatística [2, 5]. 

A construção de Schwinger [19] permite a realização das álgebras su{M) a partir 

das álgebras de M osciladores harmônicos independentes [19]. Biedenharn [9] e 

MacFarlane [10], independentemente, generalizaram essa construção para o caso 
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da álgebra su,(2) introduzida por Sklyanin, Kulish e Reshetikhin. Introduziram, 

assim, o conceito do oscilador harmônico q-deformado e q-bósons. A partir da 

álgebra de q-osciladores e da construção de Schwinger pode-se encontrar o análogo 

q-deformado de todas as álgebras de Lie que podem ser realizadas por meio das 

álgebras de osciladores. Mais tarde, foi introduzido por Hayashi [14] o análogo q- 

deformado da álgebra do oscilador fermiônico, a partir da qual foi possível, através 

da construção de Schwinger, encontrar os análogos q-deformados das álgebras de Lie 

chamadas excepcionais [14, 16]. A partir daí abriu-se um vasto campo de aplicações 

de álgebras q-deformadas em Física. Assim, modelos que fossem descritos por meio 

de operadores de criação e destruição bosônicos ou fermiônicos teriam especificada 

sua extensão q-deformada pela substituição desses operadores e respectivas álgebras 

pelos seus análogos q-deformados. Uma extensa (mcis não completa) relação dessas 

aplicações se encontra nas referência [32, 33]. 

Recentemente, Floratos publicou um trabalho sobre sistemas de muitos corpos 

(bósons) com simetricis q-deformadas. Formulou o problema análogo ao de um sis- 

tema de M osciladores bosônicos independentes com simetria global su{M). Assim, 

propôs uma maneira de “combinar” os Hamiltonianos de osciladores q-deformados 

de forma a construir um Hamiltoniano total com simetria global su,(M), com o 

objetivo de preservar todas as simetrias originais quando o parâmetro q tende à 

unidade. Uma das principais consequências dessa construção é o aparecimento de 

interações entre os osciladores, deformando o espectro de energia. Avancini et al. 

propuseram uma maneira de combinar os Hamiltonianos dos férmions em uma versão 

q-deformada do Modelo de Lipkin-Meshkov-Glick (que chamaremos modelo q-LMG) 

de forma que o Hamiltoniano “livre” apresentasse uma deformação no espectro se- 

melhante àquela encontrada na construção de Floratos. 

Nesta dissertação faremos um paralelo entre álgebras de Lie e álgebras q-defor- 

madas com o objetivo de estudarmos transições de fase no modelo q-LMG. No 

Capítulo 1 revisaremos a álgebra de Lie do oscilador harmônico usual (álgebra de 

Heisenberg-Weyl, on h^) e â. construção de Schwinger da álgebra su(2). Paralela- 

mente, apresentaremos o análogo q-deformado da álgebra do oscilador harmônico, 

segundo Biedenharn e MacFarlane (álgebra /14,) e a construção de Schwinger para 

a álgebra su,(2). No Capítulo 2 apresentaremos a construção de Hamiltonianos q- 
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simétricos, baseados no trabalho de Floratos, onde estenderemos sua construção para 

o caso de sistemas de vários férmions idênticos. No Capítulo 3 faremos uma breve 

revisão sobre estados coerentes para apresentarmos a generalização q-deformada 

desses objetos e a realização das álgebrcis q-deformadas no espaço de Bargmajin. 

No Capítulo 4 aplicaremos os conceitos introduzidos nos capítulos anteriores no es- 

tudo das transições de fase do modelo q-LMG. Ao final, faremos alguns comentários 

acerca dos nossos resultados e das perspectivas das álgebras q-deformadas. 



Capítulo 1 

Algebras q-Deformadas. 

Neste capítulo faremos uma revisão da álgebra associada ao problema do oscilador 

haxmônico simples (álgebra de Heisenberg-Weyl ou /14) e, de acordo com o método 

de Schwinger, construiremos a álgebra su(2) a partir da álgebra de dois osciladores 

desacoplados. Introduziremos o análogo q-deformado da álgebra de Heisenberg-Weyl 

e estenderemos o método de Schwinger de modo a obtermos a álgebra su,(2) a partir 

de dois q-osciladores desacoplados. Finalmente estudaremos o problema do análogo 

q-deformado do oscilador fermiônico. 

1.1 A Álgebra de Heisenberg-Weyl (/14). 

Em Mecânica Quântica o Hamiltoniano do oscilador harmônico simples é dado por 

[6]: 

H = -f (1.1) 
2m 

onde m e üj são, respectivamente, a massa e a frequência angular do oscilador, 

definidas de acordo com a Mecânica Clássica, x e p são os operadores posição e 

momento linear da partícula e satisfazem a relação canônica de comutação: 

[x,p]=ih. (1.2) 

Definiremos agora os operadores: 

a 
—)• mu J 

(1.3) 

1 
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a+ = 

N = a'^a = 

muj 

2h 
X — 

mu 

I ÍP" 2 2," —— h mu X — nu 
2nu V m , 

(1.4) 

(1.5) 

Podemos observar que, sendo x e p operadores auto-adjuntos, temos a seguinte 

relação entre os operadores a e a'*’; 

a"*” = aL (1-6) 

Usando essas definições escrevemos o Hamiltoniano como: 

H = a+} = . (1.7) 

Consideremos agora as relações de comutação entre os operadores definidos em 

1.3, 1.4 e 1.5: 

[a,a+]=/, (1.8) 

(lV,a+l=<.+, (1.9) 

[iV,(j] = -(i, (1.10) 

la,/| = [a+,/] = (Ar,/) = 0. (1.11) 

Os operadores a, a'^, N e 1 geram, portanto, uma álgebra de Lie (Ver o apêndice A). 

Esta é a álgebra de Heisenberg-Weyl. Os elementos do Grupo de Heisenberg-Weyl 

(o qual simbolizaremos por H4) são obtidos da álgebra /14 por meio do mapeamento 

exponencial: 

g{a, ò, c) = ea;p{z(aa + Q*a'*’ + bN + c/)}, (1-12) 

onde a é complexo e be c são reais. O grupo H4 possui, portanto, quatro parâmetros 

reais. 

O espaço de Hilbert do oscilador harmônico simples é o espaço vetorial gerado 

pelos autoestados do operador Hamiltoniano. Da relação 1.7 podemos observar que 

um conjunto de autoestados do operador N será também um conjunto de autoesta- 

dos do Hamiltoniano. Denotemos por \n) estes autoestados. Então 

H\n) = hu{n + i) ]n). (1.13) 
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Dessa equação concluímos que o conjunto de autoestados |n) é não degenerado, pois 

a diferentes estados correspondem diferentes autovalores da energia. 

Consideremos agora a ação dos operadores a e a"*" sobre os vetores |n). De 1.9 e 

1.10 vemos que: 

[ÍV,a+]|n) = a+|n), 

|n) — a'^N |n) = a"^ \n), 

\n)) = (n + l)(a'^ [n)). (1-14) 

Logo, a"*" |n) é um autoestado de N (e, consequentemente, de H) com autovalor (n + 

1). Como os estados |n) são não degenerados, o vetor |n) deve ser proporcional 

ao vetor |n + 1). Assim, 

a"*" |n) = c |n + 1). (1-15) 

Da mesma forma, podemos concluir que 

a |n) = d |n — 1). (1-16) 

Assim, o operador a"*" “cria” um quantum de energia huj, enquanto o operador a 

“aniquila” um quantum de energia hu. Como os operadores a e a"*" são adjuntos 

conjugados podemos escrever a norma do vetor a |n) como: 

(n ja'*’a| = |d|^ (n — l|n — 1) 

n (n|n) = (n — l|n — 1). (1-17) 

Normalizando os vetores |n) à unidade, temos: 

n = |d|^ (1.18) 

-Assumindo que d é um número real, podemos escrever a 1.16 como: 

a |n) = \/« — 1) • (1*19) 

De forma semelhante, observando que aa+ = N + I, encontramos que: 

a'*' |n) = \/n + 1 |n -f 1} . (1.20) 
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A equação 1.18 impõe que n deve ser um número estritamente não negativo. 

Logo, para haver consistência entre essa condição e a equação 1.19, concluímos que 

n deve ser um número inteiro. De 1.19 vemos que: 

a|0)=0. (1.21) 

0 estado |0) é chamado de vácuo. É o estado fundamental do oscilador heirmônico 

e possui energia ^hu). 

De 1.20 e 1.21 vemos que todos os autoestados do Hamiltoniano podem ser 

obtidos através da aplicação sucessiva do operador de criação sobre o estado de 

vácuo. Ou seja: 

in) = ^4T|0). neN. (1.22) 
vn! 

Podemos visualizar o problema do Oscilador Harmônico de uma forma alterna- 

tiva, apropriada para o estudo de partículas idênticíis. 

Até agora consideramos o problema de uma única partícula, cuja energia era dada 

em múltiplos do quantum de energia hu. Podemos agora imaginar os quanta de 

energia como se fossem partículas idênticas não massivas e independentes, cada uma 

com a energia hu. Estamos agora tratando de um problema de muitas partículas. O 

número n rotula um estado constituído por n partículas idênticas, todas com energia 

igual a hu!. Como n pode ser qualquer número inteiro não negativo isto nos leva a 

concluir que tais partículas são de fato bósons. Assim, está claro que os estados |n) 

devem ser totalmente simétricos com respeito às permutações de quaisquer pares de 

partículas. Os vetores |n) pertencem agora ao espaço de Fock íF'*', definido como: 

OO 
(1.23) 

n=0 

onde Hn é um espaço de Hilbert, constituído por estados totalmente simétricos de 

n partículas idênticas (no caso, bósons). T-Co é o espaço de Hilbert unidimensional 

constituído pelo vácuo. 

1.2 A Álgebra h^q, 

Faremos agora uma generalização da álgebra de Heisenberg-Weyl (equações 1.8 a 

1.11) através da introdução de um parâmetro de deformação, que é o número com- 
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plexo q. Os geradores da nova álgebra (álgebra /14,) devem ser obtidos a pcirtir dos 

operadores da álgebra de Heisenberg-Weyl por meio da variação deste parâmetro. 

Convencionamos que, quando q—^l, essa álgebra deformada deve reduzir-se à álgebra 

de Heisenberg-Weyl não deformada. Assim, denotando por a,, a+, Nq e 7, os ope- 

radores deformados de aniquilação, criação, número e identidade, respectivamente, 

definimos a álgebra q-deformada A4, através das seguintes relações de comutação 

entre estes operadores [9], [10]: 

(1-24) 

[A^„a,] = -a„ (1.25) 

(1.26) 

= 0, (1.27) 

onde a última linha denota o comutador de qualquer operador com o operador 

identidade. 

Mostraremos que é possível encontrar uma relação explícita entre os operadores 

deformados e os não deformados, de forma que cis relações acima sejam satisfeitcis. 

Dizemos que tais relações especificam uma realização clássica da álgebra deformada. 

Assumiremos que uma dessas possíveis realizações é a seguinte [12]: 

7, = 7, (1.28) 

Nq = N, (1.29) 

üq = F-{q,N)a, (1.30) 

a+ = í’+(9.íV)a+, (1.31) 

onde F^{q,N) e F+{q,N) são funções a se determinar. 

Substituindo essas expressões na relação 1.24, temos: 

F.{q,N)aF+{q,N)a+-qF+{q,N)a+F.{q,N)a = q~^ 

F.{q,N)F+{q,N + I)aa+-qF+{q,N)F.{q,N-I)a+a = q~^ 

F.{q,N)F4q,N + I){N + l)-qF.{q,N-I)F+{q,N)N = q~^, (1.32) 

onde fizemos uso das relações de comutação entre os operadores não deformados e 

do fato que g{N+I)a = ag{N) e g{N — I)a'^ = a~^g{N), para qualquer função g{N). 



CAPÍTULO 1. ÁLGEBRAS Q-DEFORMADAS. 6 

Definindo 

F.{q,N-I)F^{q,N)N = f{q,N), (1.33) 

a equação 1.32 se torna: 

J{q,N + I)-qf{q,N) = q-^. (1.34) 

Para encontrarmos uma forma explícita para a função f{q,N) consideraremos 

o espaço de Fock , com a base dada pelo conjunto dos autovetores do operador 

N. Assim, considerando a equação 1.34 aplicada sobre um vetor |n) da base desse 

espaço, temos: 

f{q,N + I)\n) - qf{q,N)\n) = q~^ \n) 

f{q,n + l) - qf{q,n) = ç'", n 6 N. (1.35) 

Como 

f{q,0)\0) = F,{q,N-I)F+{q,N)N\0) (1.36) 

e 

N 10) = 0, (1.37) 

então, se cis funções F+ e devem ser não singulares, devemos ter 

/(í,0) = 0. (1.38) 

Podemos usar a equação 1.35 como uma fórmula recursiva que nos permite en- 

contrar f{q,n) para todo n 6 N: 

/(ç,l) = 9° = l = 

f{q,2) = q-'^ + qf{q,l) = q~'^ + q = 

f{q,3) = q +qf{q,2) = q +l+q = 

/(í)4) —ç +ç/(ç,3) —<7 -f <7 +q + q — 

ç - ç-i ’ 

- q~^ 
Ç - Ç-l ’ 

_ ç-3 

q^q 1 
4 —4 

9 - g 
ç - <7-1 ■ 

Assim, podemos induzir a forma explícita da função f{q,n) (com n 6 N): 

^ q -q . f ^ 
fiq.n) =  — = [n], 

q-q 
(1.39) 
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Dessa forma, a funçâo-operador f{q,N), quando atua no espaço de Fock pode 

ser escrita como: 

/(,, iV) = [iV],. (1,40) 

Consideraremos agora que a relação acima seja válida em qualquer representação 

da álgebra não deformada /14, embora tenhamos usado explicitamente o espaço de 

Fock para deduzí-la. Podemos fazer essa hipótese de maneira consistente, pois a 

única condição que f{q,N) deve satisfazer é a equação 1.34. Vemos então que 

poderiamos ter definido f{q,N) de acordo com 1.40 que estaríamos respeitando a 

condição 1.34. 

Portanto, teremos uma realização clássica de A4, se as funções e F-, definidas 

de acordo com as equações 1.28 a 1.31, satisfizerem a seguinte condição (equação 

1.33): 

F.(,,iV-/)í’4,,lV) = í^. (1.41) 

As relações 1.30 e 1.31 tornam-se: 

= F.{q,N)a, 

at = 1 [N] 
F.{q,N-I) N 

’a+. 

(1.42) 

(1.43) 

onde F^{q,N) é uma função arbitrária não singular de ç e N. 

Na álgebra não deformada /i4 tínhamos que os operadores de criação e aniquilação 

eram adjuntos conjugados (a'*' = a^). Analisaremos agora sob que condições os seus 

análogos q-deformados terão essa propriedade. Supondo que aj = e usando 1.42 

e 1.43, além do fato que devemos ter: 

Essa última equação nos diz que 

|F_(,,íV-/)|' = í^. (1.44) 
iV 

Logo, vemos que se aj = a+, então o lado direito dessa última expressão deve ser 

um operador hermitiano não negativo definido, o que implica que é o operador [N]q 
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quem deve satisfazer tais condições, visto que N já as satisfaz. Para que [AT], seja 

hermitiano devemos ter; 

l^lí = [JV). 

-, 
W 

—N 

q* - 9*-i q-q-^ 

Essa última equação só será satisfeita se o parâmetro q for um número real ou uma 

fcLse complexa pura. De agora em diante consideraremos apenas estas possibilidades 

para esse parâmetro. 

A condição de nâo negatividade do operador determina a forma da função 

F_: 

m 
N 

(1.45) F.{q,N-I) = 

onde a é uma fase arbitrária. Escolhendo essa fase igual a zero, teremos as seguintes 

relações entre os operadores deformados e os não deformados: 

a, = 
N+I 

-a. 

at = 
m 

N 
ia+. 

(1.46) 

(1.47) 

Pela construção que fizemos da álgebra vemos que uma representação da 

álgebra não deformada será também uma representação da álgebra deformada. A 

deformação, no entanto, pode provocar mudanças no status da representação no que 

diz respeito ã unitaridade e à irredutibilidade [12]. 

A unitaridade é uma propriedade do Grupo de Lie associado, H4. Traduzida em 

termos das propriedades da álgebra, a unitaridade significa que os operadores de 

criação e aniquilação são adjuntos conjugados, conforme vemos em 1.12. 

A álgebra deformada A4, não é uma álgebra de Lie (Ver Apêndice A), portanto 

não podemos falar de um Grupo de Lie associado a esta (Na verdade, a deformação 

faz com que não seja mais possível expressarmos todos os comutadores entre os 

geradores deformados no âmbito da álgebra de Lie, pois o resultado das relações de 

comutação se encontram agora no âmbito da Álgebra Envoltória Universal da álgebra 

de Lie não deformada). Estenderemos para as álgebras deformadas o sentido que o 
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termo unitaridade possui no contexto das álgebras não deformadas. Assim, diremos 

que uma dada representação é unitária se os operadores de criação e destruição, 

nesta representação, são adjuntos conjugados. 

Como vimos, os operadores deformados a, e serão adjuntos conjugados numa 

dada representação se, e somente se, o operador [N]q for não negativo definido nessa 

representação (lembramos que estamos nos restringindo a valores de q reais ou fases 

complexas puras). 

Analisemos a irredutibilidade da representação da álgebra não deformada /14 

observando a ação sucessiva do operador de criação sobre o estado de vácuo. Como 

cada aplicação desse operador resultava em um estado que ainda não havia sido 

obtido por este procedimento, concluímos que não há nenhum subespaço invarian- 

te em íF'*', o que significava que essa representação era irredutível com respeito a 

/14. Aplicando o mesmo raciocínio em relação à álgebra deformada /14, diremos que 

uma dada representação desta álgebra é irredutível se aplicações sucessivas do ope- 

rador de criação q-deformado sobre um estado qualquer da representação resultar 

em estados da representação que ainda não foram obtidos por esse procedimento. 

A representação será redutível se uma dessas aplicações sucessivas resultar no vetor 

nulo. 

Como o espaço é uma representação da álgebra não deformada também o 

será da álgebra q-deformada. Visualizaremos a ação dos operadores q-deformados 

sobre os vetores |n), fazendo uso das relações 1.46 e 1.47: 

/, |n) = 7|n) = |n), (1.48) 

Nq |n) = N |n) = n |n), (1*49) 

-JO) = (1.50) 

= y^\/n|n - 1) = - 1). (1.51) 

<|n) = |n) == ^|n + l|, [n + 1). (1.52) 

Analisaremos agora as propriedades da representação F''^ da álgebra /14, nos dois 

casos permissíveis para o parâmetro q: 

i) q é um número real. Neste caso teremos duas possibilidades: 



CAPÍTULO 1. ÁLGEBRAS Q-DEFORMADAS. 10 

1.1) q é positivo. Nesta situação podemos escrever ç = e"’', 7 € R e 

r 1 senh{jn) 

Dessa expressão vemos que [n], não contém zeros, exceto para n = 0. Obser- 

vando 1.52 vemos que a aplicação sucessiva do operador de criação sobre o estado 

de vácuo gera uma base para todo o espaço íF'*'. Logo, esta representação é irre- 

dutível. Observamos também que [n], é real e não negativo para todo n. Assim, 

essa representação é unitária. 

1.2) q é negativo. Agora escrevemos q = —e'’', 7 € R* e 

\r,] / ixn-i^en/i(7n) [njg — (1) Lí \ ' 
senn['y) 

(1.54) 

Identicamente ao caso anterior concluímos que a representação é irredutível, 

com a diferença que, neste caso, [n] não é mais não negativo definido. Logo, a 

representação é não unitária. 

ii) q é uma fase pura. Escrevemos q = e'’^, <f> G R e (p ^ tt. Logo, 

r 1 sen{4>n) ,, 
W? = • (1-55) sen[(p) 

Temos agora três situações a analisar: 

11.1) ^ =6, onde 6 é um número irracional. Assim, temos: 

sen(nÚ7r) 
W? =  77-T- sen(oTr) 

Essa quantidade resulta em zero somente quando n = 0. Então, aplicando suces- 

sivamente o operador de criação sobre o vácuo obtemos novamente uma base para 

todo o espaço íF'^. Concluímos que a representação é irredutível; por outro lado, 

não é unitária, pois [n], não satisfaz a condição de ser não negativo definido. 

11.2) f = ^, m G N —{0,1}. Neste caso, temos que: 

senÍTT —) V m / 
sen(^) ■ 

ii.3) ^ k,m Ç.N, k ^ l e k não é múltiplo de m. Então, 

sen(-K-n) '' m ' 

(1.57) 

l"l« = seni—) V m / 
(1.58) 
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Assim, recordando novamente 1.52 vemos que aplicando m vezes sucessivas o o- 

perador de criação sobre o vácuo obtemos novamente o vetor nulo. Logo, o subespaço 

^ {|0) 5 U) ) 12)) ■■■11^~1)} é invariante sob a ação dos geradores da álgebra /i4,. 

Portanto, concluímos que é uma representação redutível de /14, e o subespaço 

invariante é uma representação irredutível de dimensão m. 

Observando 1.57 podemos concluir que no caso ii.2) o subespaço ÍF^ é também 

uma representação unitária dessa álgebra, pois [n], (com n = 0,1,2,..., m—1) é não 

negativo definido. No caso ii.3) observamos que a representação irredutível ÍF^ não 

é mais unitária, visto que a quantidade [n], assume valores negativos para 

l+2/<n-<2+2/ ; | - 1< / < ^ (1.59) 

1.3 A Álgebra su(2), 

» 
A Álgebra de Lie sit(2) é a álgebra gerada pelos operadores de momento angular Jj,, 

Jy e Jj, que satisfazem as seguintes relações de comutação {h = 1) [6]: 

[Jx,Jy]=ÍJz, (1.60) 

[Jx,Jz] = -ÍJy, (1-61) 

[Jy,Jz]=ÍJx- (1.62) 

Definindo 

J± = Jx 'E iJy, (1.63) 

temos a álgebra su{2) expressa na base de Cartan: 

= 24, (1.64) 

[Jz,J±] = ±J±. (1.65) 

Obteremos agora uma realização dessa álgebra através de dois osciladores har- 

mônicos independentes, segundo o procedimento introduzido por Schwinger [11]. 

Definimos os operadores Jj, e J_ em termos dos operadores de criação, ani- 

quilação e número dos dois osciladores não deformados (os quais denotaremos pelos 
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índices 1 e 2) da seguinte maneira: 

J+ — ^1 

c/—   CL ly Ci\ y 

Jz = N2), 

(1.66) 

(1.67) 

(1.68) 

onde os operadores de cada um dos osciladores satisfazem a álgebra de Heisenberg- 

Weyl usual e a independência dos osciladores é caracterizada pelas seguintes relações: 

= (“i.o/l = 0, 

com z, j = 1,2 e í / j. 

Usajido esses comutadores calcularemos as seguintes relações: 

[J+,J-] = [aí’a2,o^ai] 

= a;!'[a2,ajai] + [a^,ajai]a2 

= a;''[a2,a2]«i + «2 

— a'^ai — Ü2Ü2 

= Ni- N2 

= 

= l5(A'i-Wí).0Í<i2l 

1 
= :j([^iia;^]a2 - a]^[A^2,a2]) 

= + aí'a2) 

= + '^+) 

= 

= IjíA'.-^V,),a+a,l 

= - »Í“i) 

(1.69) 

(1.70) 

(1.71) 

(1.72) 
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= -J.. (1.73) 

Verificamos então que os operadores de momento angular, definidos em termos 

dos operadores de dois osciladores independentes de acordo com 1.66 - 1.68, satis- 

fazem a álgebra su(2). 

Os autoestados do operador serão dados por 

, ^ («ÍT(4r,. 
\nun2) =   r y r- |0,0) , (1.74) 

onde o vácuo |0,0) é definido como o produto direto dos estados de vácuo dos dois 

osciladores. Fazemos agora cis seguintes associações; 

m = j + m , (1-75) 

ri2 = j — m , (1-76) 

n = rix ri2 , (1*77) 

I«i,n2)= |i + m,;-m) =|j,m). (1.78) 

0 operador Casimir (operador que comuta com todos os geradores) da álgebra su{2) 

é dado por [8]: 

= j] + i(j^ j_ + J-J+). (1.79) 

Em termos dos operadores dos osciladores o Casimir é escrito como: 

(f + ‘) ’ 

onde definimos o operador N = Ni -|- N2. Usando 1.78 e 1.80, podemos verificar que 

temos as relações usuais da álgebra su{2) no espaço de estados \j,m): 

+ 1) 

= ^(»i + TI2) ^ -f- 1^ |ui,U2) 

= ^2; (^ + 1) 

(1.81) 
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Jz li, m) = ^(iVi-A^2)|ni,n2) 

= ^(ni - nj) |ni,n2) 

= ^(2m)|i,m) 

= m|i,m). 

Da mesma forma, temos: 

(1.82) 

J- li, m) 

= afa2\ni,n2) 

= VMnT+l) |ni + 1,722 - 1) 

= \/(Í - m){j + 771 + 1) li + (t72 + l),i - (772 + 1)) 

= yju - m)(i + 772 + 1) li, 772 + 1) , 

= 02^1 1221,722) 

= )/72i(722 + 1) |t2i - 1,722 + 1) 

= \J{j + 772)(Í - 772 + 1) li + (t72 - 1),Í - (772 - 1)) 

= V (i + ”2)(Í - 772 + 1) li, 772 - 1) . 

De 1.83 podemos deduzir a seguinte expressão: 

b'. ”>) 
y y 4*" |. _■> 

j + tn) (;+m)!'^’ 

(1.83) 

(1.84) 

(1.85) 

1.4 A Álgebra suq{2), 

Como vimos na seção anterior, pela construção de Schwinger podemos construir 

as relações de comutação da álgebra su{2) a partir das relações de comutação da 

álgebra A4. Faremos agora uma generalização desse método para o caso de álgebras 

deformadas, de modo a obtermos a álgebra deformada su,(2) [10, 9, 13|. 

Consideremos dois osciladores q-deformados independentes, os quais rotulare- 

mos com os índices 1 e 2, e a álgebra associada a cada um deles. Definimos, 

analogamente ao caso não deformado, os geradores de suq{2) como: 

Jq^ — a^ja,2. (1.86) 
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= 0+20,1, (1.87) 

J,, = 1{N, - N2). (1.88) 

Assim, temo a seguinte relação de comutação: 

= ^(0^1^92 + 0+10,2) 

= a+jO,2 

= J,+ . (1.89) 

De maneira idêntica vemos que 

[Jqz, Jq-] — Jq—. (1.90) 

A diferença em relação à álgebra não deformada está no seguinte comutador: 

[J,+ ,Jç ] [o+iO,2, 0+20,1] 

a^lK2,ü+2«9l] + Kl,a+20,i]0,2 

a^i[S2ia^2]«7i + «^2[«^na,i]o,2 

+ Ijç - [^^219)0,1 + 0+2([A^i], - [iVi + l],)o,2 

«^l“9l([-^2 + 1], - [A^2]9) + a+20,2([A^l], - [A^l + 1],) 

[ÍVi],([A^2 + Ij? - [^^2)9) + [■^2|9([-^l]9 “ [^1 + l]*?) 

[A^i],[A^2 + 1)9 - [A^2|9[A^1 + 1)9 

\ 9 - V 9-9"^ j ^ 
/giVi+i _^-(;Vi+i)\ 

V 9 - 9"‘ / V 9-9"^ / 
qNi-Ni _ ^-{N,-N-2) 

9-9-1 

[2Í(^> - 

[24.1,- (1.91) 
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Resumindo, a álgebra su,(2) é dada pelas seguintes relações de comutação: 

(1.92) 

= (1.93) 

O operador Casimir dessa álgebra não pode ser obtido simplesmente substituindo 

os geradores de su(2) pelos de su,(2) em 1.79, pois isso resulta em um operador que 

não comuta com todos os geradores de su,(2). Portanto, definimos o operador 

C — Jq+Jq- + [Jqz , 

.N 
~ 19"^ '^2)9 [ 9 Jz 1]|J + [Jz .^]q ^ 

l 2 ^ 2^’’ 

(1.94) 

(1.95) 

que comuta com todos os geradores de su,(2) e se reduz ao Casimir usuai quando 

9^1. 

Como os geradores de /14, podem ser escritos em função dos geradores de A4 (o 

que chamamos de uma realização clássica da álgebra deformada), é possível encon- 

trarmos expressões que relacionam os geradores de su,(2) com os geradores de su(2). 

Para isso, substituiremos as relações 1.46 e 1.47 em 1.86, 1.87 e 1.88: 

[■^ll9 + /[■^2 + 1], 
N, 'V ÍV2 + I 

(12 

[A^i],[A^2 + 1)9 _+_ 

\| N,{N, + l) ' " 

(y + - .1. + l]g , 

^| (f + ./.)(f-./. + l) 
(1.96) 

Da mesma forma, podemos escrever: 

^2^9! Jq— — UrtO 

^ ~ ■^»]9Í^ A JzA 1],? J 

\l (f-J.)(f+7. + 1)-’ 

onde N é o operador em função do qual é escrito o Casimir de su{2) (ver 1.80). E, 

íinalmente, 

J,. = 
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= 4. (1.98) 

A ação do Casimir deformado sobre os estados \j, m) é diretamente obtida se 

olharmos para 1.95: 

C\j,m) = [^+^]J|Í,m) 

= [i +(1-99) 

Em uma representação irredutível da álgebra não deformada su{2) todos os ve- 

tores são autovetores do Casimir com o mesmo autovalor. 0 mesmo acontece com 

o operador N, como podemos ver de 1.80. Logo, tanto o autovalor do Casimir 

quanto o autovalor de N servem para rotular uma dada representação irredutível 

de su(2). No método de Schwinger estas representações são caracterizadas pelo fato 

de todos os estados possuírem o mesmo número de partículas (n = ni-|-n2 = 2j). 

No caso deformado temos essencialmente o mesmo. Ao observarmos 1.95 vemos 

que o Casimir deformado depende apenas do operador N. Em uma representação 

irredutível de su,(2) todos os estados possuem o mesmo número de partículeis (mas 

nem todos os estados que possuem o mesmo número de partículas pertencem a uma 

mesma representação irredutível, pois, como veremos, uma representação irredutível 

de su(2) pode ser redutível em su,(2) quando o parâmetro q é uma fase pura). 

Usando as relações 1.96, 1.97 e 1.98 podemos explicitar a ação dos geradores de 

suq{2) sobre os estados |j,m): 

jqz li) — 

li, m) = 

Jz li, m) 

m li, m), 

J,_|Í,m) = 

Jz + í]q j I . , 

^| i^ + JzK^-Jz + l) 

\/[j + m+ l],[i - m], li,m -I- 1), 

J- li, m) 
+ J. + 1 

\ - Jz){^ -I- Jz -t- 1) 

= \/[Í + m]g[j - + l]g li, m-l) 

(1.100) 

(1.101) 

(1.102) 

Como vimos anteriormente, uma representação unitária e irredutível da álgebra 

não deformada pode perder essas propriedades quando consideramos o análogo de- 
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formado. Isso acontece, no caso da álgebra de Heisenberg-Weyl, quando o parâmetro 

q assume valores que são fases puras. Como construímos sug(2) a partir de oscilado- 

res deformados, a situação se repete neste caso. Assim, toda a análise que fizemos 

para o caso do oscilador q-deformado é válida para su,(2). Vejamos, por exemplo, 

a propriedade da unitaridade. De 1.86 e 1.87 vemos que será adjunto conjugado 

de Jq- somente se for adjunto conjugado de a, em cada um dos osciladores. Se a 

condição de unitaridade for violada para /14, também o será para su,(2). Com res- 

peito à redutibilidade, vimos que uma representação irredutível de su(2) é formada 

por estados com o mesmo número n de partículas (n = ni -t- uj). Ao aplicarmos os 

operadores J+ e J_ sobre esses estados o que estamos fazendo é retirar um Quan- 

tum de um oscilador e passar para o outro. Se todo o espaço de Fock de cada 

um dos osciladores é uma representação irredutível da álgebra destes, então ao re- 

tirarmos ou adicionarmos qualquer número de quanta a estes osciladores estamos 

permutando estados dentro de uma mesma representação irredutível da álgebra dos 

osciladores e, portanto, o conjunto de estados (ni,n2), com n\ -f U2 fixo, é também 

uma representação irredutível de su(2). No caso deformado, vemos que aissim se 

sucede quando o parâmetro q é um número real. Quando q é uma fase a repre- 

sentação íF'*' pode ser redutível. Suponhamos que as representações irredutíveis de 

/14, possuam dimensão m. Então existem no máximo m estados pertencentes a uma 

mesma representação irredutível de /14,. Isso faz com que a dimensão máxima de 

uma representação irredutível de su,(2) seja m. Logo, todas as representações de 

dimensão superior a m serão redutíveis em su,(2). 

1.5 O Oscilador Fermiônico. 

As relações de comutação do oscilador fermiônico são construídas tomando-se como 

modelo a álgebra do oscilador harmônico (bosônico), com a diferença que os quanta 

do oscilador fermiônico devem satisfazer o Princípio de Exclusão de Pauli. Lem- 

bremos as relações de comutação entre os operadores de criação e destruição do 

oscilador bosônico usual: 

[a, a] = 0, 
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[a‘‘’,a+] = 0, 

[a,a+] = I. 

Com essas relações e adicionando os operadores Identidade e N = a+a construímos 

a álgebra /14. 

A maneira de se implementar o Princípio de Exclusão de Pauli nesse esquema é 

substituindo os comutadores acima por anticomutadores. Denotando por ò"*" e 6 os 

operadores de criação e destruição fermiônicos, teremos então: 

{6,6} =0, (1.103) 

(6+,6+} = 0, (1.104) 

{6,6+} = /. (1.105) 

Definindo o operador N = 6+6 e adicionando o operador Identidade obtemos os 

comutadores abaixo que, juntamente com os anticomutadores acima, definem as 

relações de comutação do oscilador fermiônico: 

[A^, 6+] = 6+ 

[N,b] = -b 

[7,...] = 0. 

(1.106) 

(1.107) 

(1.108) 

Dos anticomutadores 1.104 concluímos que 6+^ = 6^ = 0. De 1.105 temos que 

66+ = I — N. Assim, temos que 

N{I-N) = 6+666+ 

= 6+(6')6+ 

= 0. (1.109) 

Logo, os autovalores do operador N podem assumir apenas os valores 0 e 1. Defini- 

mos a base (autoestados do operador N) do espaço de Fock do oscilador fermiônico 

da mesma forma como fizemos para o oscilador bosônico, com a diferença que o 

espaço de Fock agora é bidimensional: 

610} =0, 

|1)=6+ |0). 

(1.110) 

(1.111) 
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Podemos utilizar dois osciladores fermiônicos independentes na construção de 

Schwinger da álgebra su(2), onde as seguintes relações denotam a independência 

dos osciladores (fazemos analogia com o caso bosônico, substituindo os comutadores 

por anticomutadores): 

{i>i,Í2} = [bt,b+] = IbfM) = {6„6+) =0. (1.112) 

Definimos os geradores de su(2) em termos dos geradores da álgebra fermiônica, de 

maneira análoga à realizada no caso bosônico: 

J+ = 6+62, 

J_ = Ò+61, 

J. = ^(A^i - N2). 

Podemos verificar que estes geradores satisfazem 

calcularemos o seguinte comutador: 

= (6^62,6+6,1 

= — ^2} + ) ^2)^1 ~ ^2 {^1) + {^2 » 

= 6+61 - 0+62 

= 5W-1V2), 

onde usamos a fórmula 

[AB,CD] = -AC{B,D} + A{C,B}D - C{A,D}B + {A,C}DB. (1.116) 

Definindo o operador = A^i + A^2 (número total de férmions), o Casimir 1.79 

será dado por: 

= i\{Ni-N2)^ + ^{N^{I-N2) + N,iI-Nr)} 

N N 
= j{j + í)-2N,N2. (1.117) 

Para mantermos a interpretação da construção de Schwinger feita no caso bosô- 

nico (onde o rótulo j da representação está associado à metade do número total de 

partículas), devemos nos restringir às representações que possuem N1N2 = 0, de tal 

(1.113) 

(1.114) 

(1.115) 

a álgebra su(2). Como exemplo, 
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forma que o Casimir assuma a forma 1.80. Como os autovalores de N\ e N2 são 0,1, 

esta restrição somente será satisfeita quando o número total de partículas for 0 ou 

1. Então, pela construção de Schwinger, e usando osciladores fermiônicos, podemos 

construir somente as representações j = 0, | de su(2). 

Podemos realizar a álgebra su{2) de uma maneira alternativa, usando agora um 

único oscilador fermiônico. Como pode ser visto diretamente, as seguintes asso- 

ciações reproduzem as relações de comutação dessa álgebra: 

J+ = b+, (1.118) 

J_ = ò, (1.119) 

J, = N-^. (1.120) 

O Casimir se reduz a 

•/“ = {N-^p^ + \(b*b+bb^) 

= /V(AÍ-l) + j 

= J = 5(5 + 1). (1.121) 

onde usamos o fato que N{N — 1) = 0. Observamos que, nessa realização, temos 

apenas a representação j = ^ de su{2). 

1.6 O q-Oscilador Fermiônico. 

Introduziremos agora o análogo q-deformado do oscilador fermiônico. Embora haja 

um certo consenso na literatura sobre como deformar o oscilador bosõnico [9], [10, 

13, 12], o mesmo não acontece com respeito ao oscilador fermiônico. Existem duas 

classes de q-deformação desse oscilador: as que preservam o Princípio de Exclusão 

de Pauli [14, 16] e as que o violam [15]. Neste trabalho usaremos uma deformação 

da primeira classe. 

Definimos as relações de comutação do oscilador q-deformado como [14, 16]: 

KK + 

(1.122) 

(1.123) 
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= (1.124) 

[N,,b^] = b+, (1.125) 

= (1.126) 

[/„...] = 0. (1.127) 

As relações 1.122 e 1.123 explicitam a invariância das relações q-fermiônicas sob a 

transformação q —y q~^. No caso bosônico esta invariância surgia naturalmente a 

partir da condição de serem os operadores de criação e destruição adjuntos conju- 

gados (Ver 1.42 a 1.47). 

Procuraremos também uma realização clássica dessa álgebra, da mesma forma 

como procedemos com o oscilador bosônico. Assim, procuraremos por relações da 

forma: 

/, = /, (1.128) 

= N, (1.129) 

6, = G.{q,N)b, (1.130) 

b* = a+(q,N)b*, (1.131) 

onde G± são funções a se determinar. Em adição imporemos a condição de que os 

operadores de criação e destruição sejam adjuntos conjugados: 

(6,)' = b+. (1.132) 

Essa condição implica na seguinte relação entre as funções G+ e G_: 

Gl{q,N-l) = G+{q,N). (1.133) 

Substituindo essas relações em 1.122, temos: 

G_(ç, N)bG+{q, N)b+ + qG+{q, N)b+G.{q, N)b = q^ 

G.{q,N)G+{q,N+l)bb^ +qG+{q,N)G.{q,N -l)b+b = q^ 

|G+(ç, N + - N) + qN\G^{q, iV)l^ = q^. (1.134) 

Multiplicaremos agora ambos os lados dessa relação pelo operador N e usaremos o 

fato que = N. Assim, 

,iv^|G+(,,/V)p = 

,|G+(,,;V)|^ = (1.135) 
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Procedendo da mesma forma com a relação 1.123, temos: 

(1.136) 

Essas duas relações nos mostram que o parâmetro q pode assumir apenas valores 

reais e positivos. Subtraindo 1.136 de 1.135, temos: 

|G+(,, /v)|= = = 1^).- (1-137) 

Mas, substituindo esse resultado em 1.135, temos que: 

9 
q - q~^ 

qN+i _ ç-(N-i) 

o que implica que 

ou, o que é equivalente: 

q = l. 

(1.138) 

(1.139) 

Esse resultado mostra que não podemos ter uma realização clássica (da forma defi- 

nida em 1.128 - 1.131) para o oscilador fermiônico deformado definido pelas relações 

1.122 - 1.127. Ao impormos a possibilidade da existência de tal realização somos 

levados imediatamente ao resultado ç = 1, ou seja, ao oscilador fermiônico não 

deformado. Portanto, denotaremos os autoestados do operador Ng por |n)^, para 

simbolizar que não são os mesmos autoestados do operador não deformado N. Como 

a deformação escolhida preserva o Princípio de Exclusão o espaço de estados do q- 

oscilador fermiônico é constituído por dois estados: o vácuo (lO)^) e o estado de uma 

única partícula (ll)^), definidos da seguinte forma: 

6,10), = 0, (1.140) 

6:i0), = |1>,, (1.141) 

6+|l), = 0. (1.142) 

Da mesma forma como realizamos a álgebra su{2) com dois osciladores fermi- 

ônicos independentes, também podemos realizar sug{2) usando dois q-osciladores 
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fermiônicos independentes: 

(1.143) 

J,- = (1.144) 

- A",2). (1.145) 

Podemos verificar que podemos realizar su,(2) usando um único oscilador q- 

deformado, em completa analogia com o caso não deformado: 

Jç+=b+, (1.146) 

= 6„ (1.147) 

= (1-148) 

Devemos ter em mente que, usando essas realizações q-fermiônicas, não é possível 

encontrarmos realizações clássicas para suq{2) (em termos de produtos de estados 

de dois osciladores não deformados). 

Neste ponto devemos observar que, embora apareça explicitamente o parâmetro 

q na definição da álgebra fermiônica, a sua teoria de representações é praticamente 

idêntica à da álgebra não deformada. Não são exatamente equivalentes, pois, como 

foi relatado por Wang et al. [18] o oscilador q- fermiõnico possui uma estrutura 

mais rica que a usual, no sentido que engloba em uma mesma estrutura os oscila- 

dores fermiônicos próprio e impróprio. Como veremos mais adiante a q-deformação 

desempenha um papel mais fundamental quando combinamos os Hamiltonianos de 

osciladores livres de forma a preservar uma dada q-simetria. Observamos também 

que a representação “fermiônica” {j = 1) de su,(2) é exatamente a mesma de su(2). 

Novamente, os efeitos da deformação se tornam mais evidentes quando compusermos 

Hamiltonianos com estrutura de su,(2). 



Capítulo 2 

Construção de Hamiltonianos 

q-Simétricos 

Em uma variedade de problemas de muitos corpos em Física podemos formular 

modelos cujos Hamiltonianos são descritos em termos de operadores de criação e 

destruição de bósons ou férmions [17]. No capítulo anterior vimos que, através 

do método de Schwinger, as álgebras dos osciladores bosônicos ou fermiônicos (de- 

formados ou não) podem ser vistas como pedras fundamentais na construção das 

álgebras su(2) e su,(2). Na verdade, com o mesmo método podemos construir 

outras álgebras, como su{n) e su,(n), por exemplo [13]. Neste breve capítulo de- 

senvolveremos a construção de Hamiltonianos de sistemas de dois osciladores su(2) 

e su,(2)-simétricos e comentaremos como tal procedimento pode ser generalizado 

para sistemas de M osciladores com simetrias su{M) e sUg{M). 

2.1 Hamiltonianos com Simetria 5ií(2). 

Consideremos um sistema de dois osciladores bosônicos independentes, cada um 

deles sendo descrito por um Hamiltoniano da forma: 

//=i(a,a+}, (2.1) 

Os geradores de su{2), construídos a partir de dois osciladores foram descritos na 

25 
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seção 1.3. Podemos ver que a simples soma dos Hamiltonianos dos dois osciladores, 

H = //1 + //2 (2.2) 

= |({ai,aí} + {02,0^}) 

= A^i + N2 + 1 = /ii + /i2) (2.3) 

possui simetria su{2), isto é, o Hamiltoniano 2.2 comuta com todos os geradores de 

su(2) (construídos a partir dos operadores de criação e destruição dos dois oscilado- 

res). Nas expressões acima definimos o operador hi = Ni + ^. 

Podemos visualizar esse problema de uma maneira diferente, mais apropriada às 

generalizações para o caso deformado. 

0 espaço dos estados do sistema composto pelos dois osciladores é simplesmente 

o produto direto dos espaços dos estados de cada um dos osciladores: 

|ni,n2) = |n) (8) |n), (2.4) 

onde suprimimos os índices 1 e 2 no segundo membro, pois de ora em diante assu- 

miremos que o que está à esquerda do sinal “(g)” se refere ao oscilador 1 e o que está 

à direita se refere ao oscilador 2. Os geradores de sit(2), nesta notação, serão dados 

por: 

J+ = a'^ ® a, (2.5) 

J_ = a (8) a'*', (2.6) 

Jz = l{N®I-I®N). (2.7) 

Definimos agora o seguinte mapeamento do operador h, agindo no espaço de 

um oscilador, para o operador A(/i), que realiza o mesmo papel no espaço produto 

direto: 

A(/i) = à(8)/ +7®/i. (2.8) 

Esse último operador comuta com todos os geradores de su{2) e é identificado como 

sendo o número total de bósons mais um. 0 símbolo “A” representa a “forma 

correta” de combinarmos o operador entre parênteses dos dois osciladores para cons- 

truirmos o operador análogo que atua no espaço produto direto. 
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Aplicando A formalmente a todos os operadores da expressão 2.1, temos: 

A(/í)=i{A(a),A(a+))=A(A). (2.9) 

Como A(/i) comuta com todos os geradores de su(2), vemos que essa expressão 

nos fornece um Hamiltoniano su(2)-simétrico. Então, para obtermos um Hamilto- 

niano su(2) invariante, devemos apenas substituir nessa equação a expressão ade- 

quada para A(a) e A(a"*'). Para reproduzir o que já conhecemos (que o Hamiltoniano 

invariante deve ser a simples soma dos Hamiltonianos individuais), os mapeamentos 

para a e a'^ devem ser: 

A(a) = a(8)/-f/®a, (2.10) 

A(a+) = a+(g)/-|-/(g)a+. (2.11) 

Para que a segunda igualdade em 2.9 seja satisfeita, devemos definir o produto 

tensorial (x (g) y){z (g) t) como: 

(x (g) y){z (g) í) = ( —l)^^"^^^*^(x2 (g) yt), (2.12) 

onde 

S{i) = S{h) = 0, 6{a) = 6{a+) = l. (2.13) 

Observamos que o mapeamento A, juntamente com o produto tensorial 2.12 é 

um homomorfismo da seguinte álgebra: 

[h,a] = -a, (2.14) 

[/i,a+] = a+, (2.15) 

{a,a+} = 2h. (2.16) 

Sem entrar em maiores detalhes, observamos que a álgebra 2.14 - 2.16 é uma 

subálgebra da superálgebra osp(l|2). Esta superálgebra possui um setor par e ou- 

tro ímpar. As relações de comutação entre os geradores dessa superálgebra são 

especificadas da seguinte forma: 

[A, B|± = AB- (2.17) 
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onde 6{X) = 0 para X pertencente ao setor par e 6{X) = 1 para X no setor ímpar. 

Existe uma realização bosônica dessa superálgebra [13], onde os operadores a e 

fazem o papel dos geradores ímpares e a^, fazem o papel dos geradores pares. 

0 mapeamento A, junto com o produto tensorial 2.12 define um homomorfismo 

nessa álgebra. Assim, vemos que, apesar de serem bosônicos, nessa realização os 

operadores de criação e destruição se comportam como férmions no que diz respeito 

à comutação de dois operadores associados a partículas distintas. 

Podemos generalizar o procedimento acima para a construção do Hamiltoniano 

de um sistema de M bósons e com simetria su{M). Os geradores de su(M), cons- 

truídos com os operadores bosônicos, são dados por: 

Eij = I .../... g) (g).../... (g> a ® .../... (g) /, (2.18) 

di = I ® ® I — I ® .../... 0 /i (g)0 /, (2.19) 

onde em 2.18 o operador de criação está no z-ésimo fator e o de destruição no j-ésimo 

fator (z ^ j = l,...,Af). Em 2.19 o operador h está no z-ésimo fator no primeiro 

termo e no (z + l)-ésimo no segundo termo (z = 1,..., M—l). 

0 operador número total de bósons (adicionado a ^), nesse espaço produto de 

M osciladores, é dado por: 

M 
A<^>(/z) = ^/0.../0/z0/...0/, (2.20) 

t=i 

onde o operador h está no z-ésimo fator. 

Esse operador comuta com todos os geradores de szz(M). Assim, o homomorfismo 

agora é definido como: 

\í 
AÍ^)(a) = ^ / 0 I...10 0 0 /... 0 /, (2.21) 

t=i 
M 

A(^)(o+) = ^ / 0 0 0+ 0 /... 0 /, (2.22) 
1=1 

onde os operadores o e o'*" ocupam a z-ésima posição nos produtos em 2.21 e 2.22, 

respectivamente. 

0 Hamiltoniano so(A/)-simétrico é então dado por: 

= i{A(^^'(o), A(^^)(a^)} = A(^^>(/z). (2.23) 



CAPÍTULO 2. CONSTRUÇÃO DE HAMILTONIANOS Q-SIMÉTRICOS 29 

Consideremos agora um sistema constituído por dois osciladores fermiônicos in- 

dependentes, rotulados por 1 e 2, cada qual descrito pelo seguinte Hamiltoniano: 

= (2.24) 

Como no caso bosônico, o espaço de estados do sistema é dado por: 

|ni,n2) = |n) 0 |n). (2.25) 

Os geradores de su(2), em termos dos operadores fermiônicos, são dados por 

expressões formalmente idênticas às expressões 2.5 - 2.7, onde devemos substituir 

os operadores bosônicos pelos fermiônicos. Lembramos que o operador h agora é 

definido como N — 

Já vimos anteriormente que os operadores fermiônicos h, b e podem gerar a 

álgebra áu(2), e que esta contém o Hamiltoniano definido em 2.24: 

[h,b] = -b, (2.26) 

|A,6+| = Ò+, (2.27) 

[6+,6] = 2A. (2.28) 

Da mesma forma como no caso bosônico, o Hamiltoniano de dois férmions será 

su(2) simétrico se for uma função do operador A(/i), dado pela expressão 2.7. Ora, 

isso será satisfeito se pudermos definir um homomorfismo A sobre a álgebra acima, 

de tal forma que A{h) coincida com a definição previamente estabelecida. Podemos 

ver que o mapeamento abaixo satisfaz esses critérios: 

A(6) = ò0/-b 7 0 6, (2.29) 

A(6+) = ò+0/-h/06+, (2.30) 

A{h) = h® I + I ®h. (2.31) 

Logo, o Hamiltoniano su(2)-simétrico é dado por: 

A(//)=i|A(6+),A(6)l = A(/.). (2.32) 

A generalização para um sistema de M férmions com simetria su{M) é análoga 

à feita para o caso de bósons. Os geradores de su{M), escritos em termos de ope- 

radores fermiônicos, são formalmente idênticos aos expressos em 2.18 - 2.20, onde 
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novamente devemos substituir os operadores bosônicos pelos fermiônicos. Assim, o 

Hamiltoniano de M osciladores fermiônicos e com simetria su[M) é dado por: 

A<^)(//) = = A^^)(/i). (2.33) 

2.2 Hamiltonianos com Simetria suq{2). 

Consideraremos agora um sistema de dois q-osciladores bosônicos independentes. 

Construiremos um Hamiltoniano com simetria su,(2) para este sistema estendendo 

o procedimento realizado para os sistemas não deformados. Assim, procuraremos 

por uma álgebra que contenha o Hamiltoniano de um q-oscilador (essa álgebra será, 

naturalmente, a q-deformaçáo da álgebra 2.14 - 2.16). Este Hamiltoniano será 

uma funçáo do operador número de bósons do q-oscilador. Definiremos o opera- 

dor número de bósons do sistema de dois q-osciladores, que atua no espaço produto 

direto, através de um mapeamento A. Analogamente ao caso não deformado, este 

operador possuirá simetria su,(2). Assim, especificando o mapeamento A para os 

demais operadores de forma que tenhamos um homomorfismo sobre a álgebra que 

contém H, temos especificada a regra de composição de Hamiltonianos bosônicos 

individuais para gerar um Hamiltoniano coletivo su,(2)-simétrico. Procederemos de 

maneira semelhante com respeito ao sistema de dois q-férmions. 

Consideremos então o sistema de dois q-osciladores bosônicos, cujos Hamiltonia- 

nos inividuais são dados por: 

H = 

Os geradores da álgebra su<,(2), formados com os operadores q-bosônicos são 

formalmente os mesmos das expressões 2.5 - 2.7. O operador A(A), que comuta com 

todos os geradores, também é definido da mesma forma que 2.8. 

Observamos então que os operadores /i, a, e geram a seguinte álgebra (que é 

õW.”,) 

i(liV], + lA'+ 1|,) 

senh{‘jh) 

2áen/í(|) 

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 
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uma deformação da álgebra 2.14 - 2.16): 

[/i,a,] = -a„ (2.37) 

[/i,a+] = a+, (2.38) 

senh{'yh) 

"" senh{^) ’ 

onde fizemos q = e'. Então, se for possível encontrarmos um mapeamento A para 

os operadores a, e de forma que se preservem as relações 2.37 - 2.39, temos 

definida a regra de composição de dois Hamiltonianos bosônicos de forma que se 

tenha simetria su,(2). Procuraremos por um mapeamento do tipo: 

A(a,) = a^® f{h) + g{h)® (2.40) 

®/(/i) + y(/i) O a+, (2.41) 

A(/i) = h®I-\-I®h, (2.42) 

onde f e g são funções a se determinar. Substituindo as expressões acima em 2.37 

e 2.38 temos que: 

[A(/i), A(a,)] = -(a, 0/(/i)+s(/i) ® a,) + ® d, + a, ® (A,/| 

= -A(d,), (2.43) 

[A(íi),A(a+)] = -(0* 0/(/>)+si(/i) 0a+) + [/i,j] 0 0^+a+0 [A,/] 

= -A(a+), (2.44) 

onde nos utilizamos do fato que [h,g{h)] = [h,f{h)] = 0. Assim, quaisquer funções 

f{h) e g{h) satisfazem os comutadores 2.37 e 2.38. Analisaremos agora o anticomu- 

tador 2.39: 

{A(a,), A(a+)} = {a^,a+} ® f{h) +g^{h)® {ag,a^} + 

+ g{h + l)a, 0a+/(/i + 1) + (-l)íí(/i)a, 0 a+/(ft)+ 

+ íf(/i - l)a+0 a,/(/i - 1) + (-l)5(/i)a+0a,/(/i), (2.45) 

onde usamos a definição de produto graduado 2.12. Para termos um homomorfismo 

o segundo membro dessa expressão deve ser igual a 

senh{‘jí\{h)) 1 

senh{^) 2senh{^) 
(2.46) 
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Observando que = q^®q^, temos que a expressão anterior se torna: 

1 

2senh{^) 

Podemos reescrevê-la como: 

1 

2senh{'^) 

1 

2senh{^) 

1 
{senh{'yh) ® q'^ + q ^ ® senh{'yh) = 

senh{^) 

{a,,a+}(g)ç'* + ç '‘®{a„a+}. 

Comparando essa expressão com 2.45 concluímos que: 

m 

g{h) = 9 2. 

Assim, encontramos que o homomorfismo A é dado por: 

A / \ íi- -- A(a,) = a, (8) + qr 2 (g) a„ 

A{h) = h ® I + I ® h. 

Por sua vez, o Hamiltoniano 5U,(2) invariante é dado por: 

A{H) = -{A(a,),A(aJ-)} 

= \{{ag,ci^}®q’' + (r^<S>{ag,a+}) 

= H ®q^ + q-^ ® H. 

(2.47) 

(2.48) 

(2.49) 

(2.50) 

(2.51) 

(2.52) 

(2.53) 

(2.54) 

(2.55) 

Podemos generalizar diretamente esses resultados para o caso de M osciladores, 

da mesma maneira como fizemos para o caso não deformado. Assim, o mapeamento 

homomórfico que nos fornece a regra de combinação de M q-osciladores bosônicos 

com simetria coletiva sUg{M) é dado por: 

M 

i=l 
(2.56) 
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M 

í=1 
M 

üg ® 92 
h h 

< A « ü 
a, ® 92 ® ...(^2 (g) ç2. 

1=1 

O Hamiltoniano sUg(M)-simétrico é dado por: 

= J2q~^® q~^-q~'" ®H® g^...q^ <s> g^. 

(2.57) 

(2.58) 

(2.59) 
i=l 

Consideraremos agora o problema de dois q-osciladores fermiônicos, descritos 

cada qual pelo Hamiltoniano: 

rr Iri .+i senhi^fh) (2.60) 

As expressões para os geradores de su,(2), descritos em termos dos operado- 

res q-fermiônicos, são formalmente idênticais às expressões do caso não deformado. 

O operador cissociado ao número total de férmions, A(/i), possui simetria su,(2), 

como usual até agora. A álgebra que contém o Hamiltoniano do sistema é a própria 

sUg{2), analogamente ao que se sucedia no caso não deformado. O mapeamento 

homomórfico A é obtido exatamente da mesma forma como foi obtido no caso defor- 

mado bosônico anterior (expressões 2.51 a 2.53). Coincidentemente, o mapeamento 

é formalmente o mesmo do caso bosônico, com a diferença que no caso fermiõnico 

o produto tensorial (a ® 6)(c® d) não é graduado. Por conseguinte a generalização 

para su,(M) é exatamente da mesma forma que a obtida no caso q-bosõnico anterior 

(expressões 2.56 a 2.58). Para dois férmions, temos: 

A(6,) = à, g) ç?-I-0 ò,, (2.61) 

A(6^) = ® g^ + q~^ ® b^, (2.62) 

A(/i) = /i(g)/ + /®/i, (2.63) 

com h = N — No capítulo 1, vimos que su,(2) era realizada por meio da álgebra 

de um férmion da seguinte maneira: 

Jg+ ^ (2.64) 

(2.65) 

J, 

V- 

-V - - = h. 
9 (2.66) 
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Logo, o mapeamento A acima induz o seguinte mapeamento em su(2): 

A(J,_) = J,_ (8)(7^® J,_, (2.67) 

A{Jq+) = +q~~^ 0>7g+, (2.68) 

A(J,*) = (2.69) 

As relações de comutação entre os operadores J,j_ e Jqz são determinadas pelas 

relações de comutação entre os operadores fermiõnicos através das relações 2.64 - 

2.66: 

" selh{{) ^ 

[J,z,J,±] = ±Jç±. (2.71) 

Notamos que a nossa definição usual envolve a função [2J,í],. Assim, para recu- 

perarmos a nossa definição substituiremos q no mapeamento homomórfico 

acima. Assim, temos que 

A( J,_) = J,_ ® q-^"’ -I- q--^"’ 0 J,_, (2.72) 

A( J,+ ) = Jq+ 0 q-^^^ + 0 , (2.73) 

A[Jqz) = J,z® I A I®Jqz, (2.74) 

é um homomorfismo da álgebra 

[Jq+,Jq.] = [2Jqz]„ (2.75) 

[J>,z,J±] = J,±. (2.76) 

Esse resultado pode ser generalizado diretamente para o caso de um produto de M 

fatores. Basta que façamos a substituição q^ —> q no mapeamento homomórfico 

para férmions (expressões 2.61 a 2.63). 



Capítulo 3 

Estados Coerentes e q-Coerentes. 

Neste capítulo introduziremos o conceito de estados coerentes associados às álgebras 

e SU2 e suas generalizações q-deformadas. 

Na seção 3.1 definiremos estados coerentes de um oscilador harmônico simples 

(álgebra h^) de forma que fique transparente sua interpretação física. Logo após, 

apresentaremos uma definição do ponto de vista de Teoria de Grupos. Esta última é 

útil para se generalizar o conceito para outros grupos de Lie, além de /Lj. Conside- 

raremos, em particular, a generalização para estados coerentes a.ssociados à álgebra 

su(2). 

Na seção 3.2 veremos como os estados coerentes nos permitem construir rea- 

lizações das álgebras e su{2) no espaço de Bargmann. 

Na seção 3.3 definiremos os estados q-coerentes e generalizaremos o conteúdo das 

duas seções anteriores para esses estados. 0 análogo q-deformado da realização das 

álgebras e su,(2) no espaço de Bargmann introduz os conceitos de q-derivada e 

q-integral, que são brevemente tratados em um apêndice separado. 

3.1 Estados Coerentes. 

A noção de estados coerentes foi introduzida por Schrõdinger logo após o neiscimento 

da Mecânica Quântica [19]. Seu objetivo era encontrar as soluções do oscilador 

harmônico quântico que mais se aproximassem das soluções do oscilador clássico. 

Assim, construiu uma solução que consistia em uma superposição gaussiana das 

35 
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autofunções do oscilador. As dispersões em torno dos valores médios da posição e 

do momento linear não variavam no decorrer do tempo e eram as mesmais do estado 

fundamental. Depois do estabelecimento do Princípio de Incerteza de Heisenberg 

pode-se verificar que estas soluções possuem mínima incerteza [25] em todos os 

instantes de tempo. 0 estudo destes estados foi retomado somente nos anos 60 

por Glauber [22] e Sudarshan [23]. É a Glauber que se deve o termo coerente para 

especificar estes estados, que foram utilizados originalmente em problemas de Ótica 

Quântica. 

Seguindo a idéia original de Schrõdinger, definiremos estados coerentes do oscila- 

dor harmônico como os estados que possuem mínima incerteza em todos os instantes 

de tempo. 

Por simplicidade, consideremos o oscilador de massa e freqüência unitárias. Tra- 

balhando no sistema de unidades naturais temos então que h = m = u) = 1. O 

Hamiltoniano 1.1 se torna; 

H = (3.1) 

Lembrando das definições dos operadores de criação, aniquilação e número (Ca- 

pítulo 1, seção 1.1), temos: 

a = -^{x + ip) 

a'*’ = —^{x — ip) 
v/2 

1 
N = a'^a = ~ 1) 

H = N + Í. 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

O Princípio de Incerteza de Heinsenberg estabelece um valor mínimo para o 

produto 

((Ax)’)» ((Ap)')^ (3.6) 

onde (O) indica o valor esperado do operador O e definimos 

A0 = 0-{0). (3.7) 

Usando a desigualdade de Schwarz podemos escrever: 

^/iJÃxy){{Ã^ > I (AiAp) |. (3.8) 
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Desenvolvendo o lado direito dessa desigualdade temos que: 

|(AxAp)| = |^(([Ax, Ap]) + ({Ax, Ap}) I 

= 1^ + ^ 1 

(3.9) 

(3.10) 

onde, na penúltima linha, usamos o fato que o valor esperado do anticomutador é 

puramente real, pois {x,p} é hermiteano. Na última linha usamos a desigualdade 

triangular. Deduzimos o Princípio de Incerteza de Heisenberg: 

^{(Axn{(Apfí > i. (3.11) 

Paxa que tenhamos a condição de mínima incerteza o sistema deve estax em 

um estado \tp) tal que as desigualdades de Schwarz 3.8 e triangular 3.10 se tornem 

igualdades. Para que isso ocorra com a desigualdade de Schwarz devemos ter: 

Ap 1^) = cAx 1^), (3.12) 

onde c é um número complexo arbitrário. Para transformarmos a desigualdade 

triangular em uma igualdade devemos ter que 

({Ax, Ap}) = 0. 

Usando 3.12 e 3.13, a constante c deve satisfazer a condição: 

(V’|AxAp|V’) + (V’|ApAx|V’) = 0 

c^(Ax)^) + c'((Ax)^) = 0. 

(3.13) 

(3.14) 

Essa condição será satisfeita se a constante c for puramente imaginária. Denotare- 

mos c por í/r, por conveniência, onde r é real. Lembrando que [x,p] = i, e usando 

novamente 3.12, podemos calcular o seguinte valor esperado: 

(V>|[Ax. Ap]10) = i 

2^(Ax)^^ — r. (3.15) 
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Logo, r é um número positivo. As dispersões na posição e no momento ficam: 

((Ax)“) = j (3.16) 

A equação 3.12 se torna: 

Ax\ip) = —irAp\ip) 

(x - (x)) IV’) = -ir{p - {p)) IV’) 

{x + irp)\ip) = {{x) + ir {p)) \i/j). (3.18) 

Vemos que os estados de mínima incerteza devem satisfcizer essa última equação. 

A constante positiva r ainda não está completamente especificada. Aplicando o 

operador de evolução temporal nesses estados pode-se mostrar que estes evoluem 

continuamente em outros estados de mínima incerteza somente se r = 1. Observando 

as equações 3.16 e 3.17 vemos que isto significa que as dispersões da coordenada e 

do momento são iguais. Logo, estados coerentes são definidos a partir da seguinte 

equação de autovalores: 

(x -I- ip) \rp) = ((x) -H i (p))\jp). (3.19) 

Ou, lembrando da definição do operador de aniquilação, 

a |t/>) = (a) |V>). (3.20) 

Dessa equação vemos que estados coerentes podem ser definidos de forma equivalente 

como autoestados do operador de aniquilação, cujos autovalores são dados por: 

(«) = + 

Consideremos o caso r 7^ 1 em 3.18. Assim, para os estados de mínima incerteza 

definidos por essa equação, as dispersões na posição e momento não são iguais, de 

acordo com 3.16 e 3.17. Aplicando-se o operador de evolução temporal sobre estes 

estados pode-se mostrar que estes não apresentam continuamente a propriedade 

de mínima incerteza, mas apenas periodicamente. As dispersões na posição e no 

momento oscilam no tempo e uma dada configuração dessas dispersões se repete 

com frequência 2u, ou seja, com o dobro da frequência das oscilações clássicas. Estes 
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estados foram denominados squeezed por Hollenhorst [25]. A razão da denominação 

pode ser compreendida quando analisamos o caso r < 1. Neste caso a dispersão da 

posição, no instante inicial, são “comprimidas” em relação à dispersão da posição no 

estado fundamental. Observando 3.17 vemos que o oposto ocorre com a dispersão 

do momento. Quando r > 1 é a dispersão do momento que é “comprimida”, ao 

passo que a dispersão da posição é “dilatada”. 

Retornando aos estados coerentes, vemos que o mais simples dos estados que sa- 

tisfazem a equação 3.20 é o vácuo (estado fundamental do oscilador), pois a equação 

a|0)=0 (3.21) 

pode ser considerada como uma equação de autovalores, com autovalor nulo corres- 

pondente ao autovetor |0). Logo, de 3.19 e 3.20 vemos que o vácuo possui 

(i> = (?) = 0. (3.22) 

Procuraremos por uma transformação unitária que gere outros estados coerentes 

a partir do vácuo. Representaremos o operador desta transformação por U{x,p), 

onde introduzimos a notação: x = (x) ep = (p). Então 

/7(ãr,p)|0) = |õ;,p), (3.23) 

onde |x,p) é o estado coerente associado ao autovalor x + ip. Usando 3.21 e 3.23, 

podemos escrever: 

UaU^U\0) = 0 

UaU^\x,p) = 0. (3.24) 

Dessa equação e de 3.20 podemos concluir que 

U{x,p)aU^ {x,p) = a — {x + ip). (3.25) 

Vemos que o operador t/(ã;, p) produz o efeito de deslocar a coordenada de uma 

quantidade ^ e o momento de uma quantidade p. Em Mecânica Quântica o operador 

momento linear é o gerador das translações no espaço das coordenadcis, enquanto 

o operador posição é o gerador das translações no espaço dos momentos [6]. Tais 
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operadores, juntamente com a identidade e o operador número, formam a álgebra de 

Heisenberg (mais convenientemente descrita através dos operadores o e a"*"). Assim, 

o operador U(x, p) pertence ao grupo de Heisenberg e pode ser descrito através do 

mapeamento exponencial (equação 1.12, com 6 = c = 0): 

U{x,p) = exp{i{xp — 

Introduzindo a notação: 
1 -X 

- = :^(i- + ip), 

escrevemos 3.26 como: 

U{z) = 

Podemos verificar 3.25 usando 3.28: 

U{z)aU\z) = 

Consideremos a seguinte fórmula [24] 

e^Xe-^ =X + [Y,X], 

válida sempre que [X, Y] comuta com Y. Podemos usá-la em 3.29. Assim, 

U{z)aU\z) = a-\-[{za'^ — z’a)^a\ 

= a — z 

e verificamos 3.25. 

Usando a forma explícita para U{z) em 3.23, podemos obter uma forma explícita 

dos estados coerentes |x,p) = jz): 

\z) = C/(i)|0) 

= e“*-'“|0). (3.33) 

Usaremos a fórmula abaixo [24], válida sempre que [.A, F] comuta com X e Y: 

,-V+v ^ 

(3.30) 

(3.31) 

(3.32) 

px)}. 

-iO++Z*C 

(3.26) 

(3.27) 

(3.28) 

(3.29) 

(3.34) 
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Logo, 3.33 se torna: 

gi[ía+,^*a]gza+g-z-a |q^ 

2 e 10). (3.35) 

onde usamos o fato que e“**“ |0) = [0), como pode ser visto expandindo-se a expo- 

nencial em série de potências. Expandindo o operador em série temos a seguinte 

expressão para os estados coerentes: 

l2 °° 2^* 
= e E 

n=o vn! 
(3.36) 

onde usamos a expressão 1.22 do capítulo 1. 

Usaremos as propriedades do grupo de Heisenberg e definiremos estados coerentes 

de uma maneira alternativa (equivalente à anterior), apropriada à generalização do 

conceito para outros grupos de Lie. Esta generalização foi feita independentemente 

por Gilmore [8] e Perelomov [26]. 

Consideremos o seguinte subgrupo Hq do grupo H4, definido através de seus 

elementos h: 

/i(a = 0,6, c) = (3.37) 

Aplicando os operadores desse subgrupo sobre o estado fundamental obteremos o 

mesmo estado, multiplicado por uma fase: 

h{a = 0, 6, c) 10) = |0) = e''= |0) . (3.38) 

Dizemos que este subgrupo constitui-se no Máximo Subgrupo de Estabilidade em 

relação ao estado |0), pois esse subgrupo é o máximo subgrupo que deixa invariante 

esse estado. Por outro lado, pode-se mostrar que todos os elementos g do grupo de 

Heisenberg podem ser decompostos da seguinte forma: 

g = Uh. (3.39) 

onde g € H4, h E Ho e U é o operador deslocamento definido previamente. Em 

linguagem de Teoria de Grupos dizemos que U pertence ao espaço coset do grupo 

H4 em relação ao subgrupo Hq, denotado por H4/H0. 
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Assim, o problema de se encontrar os estados coerentes associados ao grupo (ou 

álgebra) H4 equivale ao seguinte problema: 

i) Encontrar o Máximo Subgrupo de Estabilidade (que abreviaremos de agora em 

diante por MSE) de H4 em relação ao estado fundamental (chamado de estado de 

referência) |0). 

ii) Identificar o espaço coset, que é determinado pelo MSE através de 3.39. 

iii) Finalmente, aplicando-se os operadores do espaço coset sobre o estado de 

referência, obter os estados coerentes. 

Essa construção de estados coerentes pode ser generalizada para definirmos es- 

tados coerentes associados a grupos (ou álgebras) de Lie em geral [8, 20, 26]. Con- 

sideraremos aqui o problema de se encontrar estados coerentes associados ao grupo 

SU{2). 

Consideremos um conjunto V = {\j,m), com —j < rn < j) que se constitui em 

uma representação irredutível deste grupo (ou álgebra), identificada pelo rótulo j. 

Analogamente ao caso do oscilador, consideremos o estado de referência como sendo 

o estado “fundamental” ]i, —i). 

Um elemento genérico do grupo SU{2) é dado através do mapeamento exponen- 

cial: 

í/(a,ò) = (3.40) 

com a complexo e b real. 

Procederemos de acordo com as etapas i) a iii) descritas no caso do oscilador: 

i) Identificação do MSE. O único gerador da álgebra su{2) que deixa invariante 

o estado de referência é Jj. Logo, o MSE constitui-se no seguinte conjunto de 

elementos: 

A(q = 0,ò) = e‘^', be R. (3.41) 

ii) Identificação do espaço coset. Podemos obter uma decomposição de qualquer 

elemento g do grupo SU{2) da seguinte forma: 

g = Oh, (3.42) 

com o operador Q, escrito como: 

ÍJ4-CJ- m = e' (3.43) 
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onde ^ com 0<í?<7re0<ç!><27r (ver Apêndice B). 

iii)Obtemos os estados coerentes aplicando o operador fi sobre o estado de re- 

ferência |j, —j): 

U,«,í) ■ (3.44) 

Podemos obter uma forma explícita desses estados usando a seguinte fórmula 

[20, 27]: 

(3.45) 

onde z = (tgÇj e Substituindo essa fórmula em 3.44 e usando o fato que 

J-\j,-j) = 0, (3.46) 

temos: 

n=0 

J 
(l + |2p)-^ E ( .I'’ 

m=-j \ J+rnJ 

= t2 ( . 
2; 0' 

j—m 

m=s-j j +m^ 
COS - e "^sen 

^y+m 

2/ ■ 

(3.47) 

(3.48) 

(3.49) 

Na passagem para a 3.48 fizemos a substituição n = j + m e usamos o fato que 

*^+ IÍ)Í) = 0- Na última linha usamos o fato que (1 -f |2p) = sec^|. 

Faremos algumas considerações a respeito de algumas propriedades dos estados 

coerentes vistos até aqui. O conjunto de estados coerentes de uma álgebra está in- 

timamente associado ao espaço de parâmetros do coset a que nos referimos acima. 

Podemos mapear os estados coerentes no conjunto de pontos do coset. De maneira 

geral, podemos dizer que o conjunto de estados coerentes possui as mesmas proprie- 

dades geométricas que o espaço de parâmetros do coset. Em particular, como esse 

espaço é contínuo, o conjunto de estados coerentes também o será. 



CAPÍTULO 3. ESTADOS COERENTES E Q-COERENTES. 44 

Das expressões 3.36 e 3.49 podemos verificar o seguinte: 

|(z|2’)| = (3.50) 

> (3.51) 

onde 0 é o ângulo entre os vetores unitários ao longo das direções e 

dado por: 

cosQ = cosOcosd' + senOsenO cos{(j> — <j>). (3.52) 

Logo, concluímos que os estados coerentes não são ortogonais. No entanto, podemos 

verificar que 

{z\z) = 1, 

{h9,(f)\i,0,4>) = 1, 

(3.53) 

(3.54) 

ou seja, os estados coerentes possuem norma igual à unidade. 

O conjunto de estados coerentes do oscilador constitui-se em uma base do espaço 

de Hilbert. Para visualizarmos isso, mostraremos que a seguinte resolução à unidade 

se verifica: 

/ = — / d?z \z) (z|, (3.55) 
7T J 

onde z = X -f íy e (J?z = dxdy. Assim, se 3.55 for verificada, devemos ter, para 

quaisquer estados |^) e |$) desse espaço: 

(í^jí) = - / (^|z) (z|$) í/^z. (3.56) 
7T J 

Substituindo 3.36 nessa expressão e usando coordenads polares, temos: 

('•'W = E-74=t/(1’W 

= E 

^ 7rv7i!mT 

('I'|n) (m|4>) 

= 2E 

n 'z\/n\rn\ 

(4'|n) (n|4>) 

n\ 

/„ '■ 

f 

n+m+lg-r 
JQ 

Como 2/^r^"e = n!, temos 

(3.57) 



CAPÍTULO 3. ESTADOS COERENTES E Q-COERENTES. 45 

Essa expressão é uma identidade, visto que 1^) (^1 = 1- Logo, a resolução 

à identidade 3.55 está verificada. Poranto, o conjunto de estados coerentes de /14 

forma uma base. Usando a resolução à unidade 3.55, podemos escrever: 

(3.58) 

Como é sempre diferente de zero, concluímos que cada vetor da base de 

estados coerentes é uma combinação linear de todos os demais vetores da base. Isso 

significa que a base é supercompleta. Da mesma forma, podemos demonstrar que 

os estados coerentes de su(2) também se constituem em bases supercompletas para 

as representações irredutíveis de su{2). A resolução à unidade, neste caso, é dada 

por: 
2j + l 

47T 
J{j,9,(l)\sened9d<í). (3.59) 

onde o índice j denota que o conjunto |j, 9, (j>) é uma base para o subespaço carac- 

terizado por “momento angular total” igual a j. A dependência linear dos vetores 

da base de estados coerentes de su{2) é escrita como: 

J \j,e' ,4,') {j,e' senO'do'd4>'. (3.6O) 

3.2 Realização das Álgebras e su(2) no Espaço 

de Bargmann. 

Os estados coerentes definidos acima definem realizações das respectivas álgebras no 

espaço das funções analíticas. Por serem mais adequados à construção dessas reali- 

zações, trabalharemos com os estados não normalizados. Consideremos inicialmente 

os estados coerentes associados à álgebra h^. Por conveniência, para evitarmos 

trabalhar no espaço de funções analíticas de argumento 2’, redefiniremos os estados 

3.36 da seguinte forma: 
00 

l-') = EA=fl">- (3.61) 
.=0 vn; 

Devido à essa redefinição, a equação de autovalores para o operador de destruição 

se torna: 

a I2) = 2' I2). (3.62) 
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Consideremos um vetor qualquer jV’) do espaço de Hilbert do oscilador. Podere- 

mos então definir as seguintes funções no domínio dos complexos: 

0(2) = (2|V^) . (3.63) 

Assim, temos que as funções associadais aos autoestados |n) serão dadas por: 

fn{z) = (^|n) = (3.64) 
vn! 

As funções acima são uma base para o espaço das funções analíticas de uma variável 

complexa. 

Antes de prosseguirmos, calcularemos as ações dos operadores de criação e nú- 

mero sobre os estados coerentes 3.61. 

a+12) = 
00 

n=0 
00 mn 

E -7=fV'w + 1 |n + 1) 
n=0 V«! 

= E :(n -f 1) |n -f 1) 

N\z) = 

n=o y^(n -f-1)! 

00 *(n-|-l) 
dz> ^2 / = + f) 

n=o V^(n-f 1)! 

Ô-. \z) , 
CO 

E 
„=0 Vnl 
00 

= E I”) 
„=0 vn! 

= E -7=11") 
n=0 V 

= z'd,.\z). 

(3.65) 

(3.66) 

Realizaremos os operadores a, a'^ e N por meio de operadores sobre o espaço 

das funções analíticas. Usando os resultados acima, temos que: 

= 2 (^IV») = zil;{z), (3.67) 

{z\a\xp) = d, {z\il}) = ô,i/>(2), (3.68) 

(zIjYIV'} = zd, (2|t/>) = zdrxl){z), (3.69) 
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onde usamos o fato que a"*" = Logo, podemos fazer as seguinte associações: 

a"*" —> 2, 

a —>■ dz, 

N zdz. 

(3.70) 

(3.71) 

(3.72) 

Podemos verificar que esse mapeamento satisfaz as relações de comutação de /14: 

[dz,z] = 1, 

\zdzi ■*] “ 

[zdz.dz] = -dz, 

(3.73) 

(3.74) 

(3.75) 

onde convencionamos que as equações acima somente têm significado quando apli- 

cadas sobre quaisquer funções analíticas da variável 2. 

Devemos ainda definir um produto interno {f,g) neste espaço de maneira que 

os operadores associados aos de criação e destruição sejam adjuntos conjugados. 

Desejamos ainda que, com relação a esse produto interno, as autofunções fn{z) sejam 

ortonormais. Lembremos das propriedades que um produto interno deve satisfazer: 

if,9) = {gJ)\ 

(/,^í/) = A(/,íf), c G C, 

(/,/) > 0. 

(3.76) 

(3.77) 

(3.78) 

Em vista das propriedades acima, basta que definamos um produto interno que 

satisfaça: 

if,dzg) = {zf,g), 

{fnijm) ~ ^nm' 

Assim, tentaremos a seguinte definição: 

if,9) = J r{^)9{z)p{^)àxdy, 

(3.79) 

(3.80) 

(3.81) 

onde z = X + iy e p{z) é uma função real da variável complexa 2. A integração se 

estende sobre todo o plano xy. Inserindo no produto interno acima duas autofunções 
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dadcis pela expressão 3.64, temos que 

(/„,/„,) = / z--z^p[z)dxdy. (3.82) 
vn!m! J 

Usando coordenadas polares, 

(/„, f^) = J r"+”*p(r, <P)rdr. (3.83) 

Logo, para que tenhamos ortogonalidade basta que a função p dependa apenas de 

r. Assim, 

(/n,/m) = J p{r)rdr. (3.84) 

Para que a condição 3.80 seja satisfeita, devemos ter 

í p{r)rdr — 
J ZTZ 

J r^”7rp(r)dr^ = n!. (3.85) 

Então, escolhendo 

e---' 
p{r) =   (3.86) 

7T 

o lado esquerdo de 3.85 é identificado com a função E(n + 1) = n!. Verificaremos 

se essa escolha é consistente com a condição 3.79. Como as autofunções /„ formam 

uma base para o espaço das funções analíticas, podemos escrever: 

CO 

= (3-87) 
k=0 

s(z) = E (3.88) 
/=0 

onde Ofc e 6; são coeficientes que não dependem de z. Podemos escrever o lado 

esquerdo de 3.79 como: 

if,d.g) = 
1. g 

= ^ / r'”+”-‘e-’’'d(r2) 
~^m,nvn\m\J J 

= E 
nal_^bn 

n" yjn\{n — 1) 
= / r2("-‘)e-’’'d(r^) 
1)! J 
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n (« - 1)! 
CO 

n 

0 lado direito de 3.79 é escrito como: 

{2f,g) = - [ z’f'{z)g{z)e~^^^^dxdy 
7T J 

7T ^ Vm!n! J 

— J e-'’^ dr^ = y ^  
. ^(n- l)!n! 

CO 

(3.89) 

(3.90) 

Vemos que essa expressão é idêntica a 3.89. Logo, a forma escolhida para a função 

p é consistente com a condição 3.79. 

A realização da álgebra do oscilador harmônico no espaço de funções analíticas, 

equipado com o produto interno definido acima, é chamada de Realização de Barg- 

mann-Fock [28]. 

Consideraremos os estados coerentes de su(2) não normalizados dados por 3.47, 

onde substituiremos 2 por 2*, onde 2 = tan 

U.2) = (3.91) 

= è (■!'' (3.92) 
m=-j \ 7 + ^ / 

onde redefinimos a variável 2 por 2*. Definimos as seguintes funções sobre o plano 

complexo: 

<A'{2) = (j,-'|V>'), (3.93) 

onde o vetor pertence a uma representação irredutível de su(2) caracterizada 

pelo rótulo j. Os autoestados \j,m) do operador J, serão representados pelas se- 

guintes funções: 

è(2) = (J, z\],m)^( 'f y (3.94) 
\J + mj 
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com —j<m< j. 

Analisaremos ações dos operadores J+,J- e sobre os estados coerentes. 

2i \ 2 

m=—j V J d" ^ , 

= è ( 
milj Vi +m. 

Ii,m) 

= E 

)/(Í - rn){j + m + 1) \ j, m + 1) 

{j + 171 + \ j, m + 1) 
2;! 

V (i + m + 1)!(; - m - 1)! 

«sX'+("■+1) 

ô-1 (.'' 
m=-i Vj + m, 

^2* li) ) 

^ / 2j 

^.(j+(ra+D) 1) 

•U+m) \j,m) 

(3.95) 

= E . - , 
m=—j V J d” ^ , 

= E í 
mtlj Vid-m, 

mz ■U+rn) 
li, m) 

2i 

nÇ; Vi d- m 
{z’d,. -i)z*^-'+”‘> li,m) 

= -i) li,^), (3.96) 

2i 
li, 2) = E ., 

m=—j V 2 d" m ^ 

= E ^ \ Cm ' rrXO + »^)(i - ^ \j,m- 1) =.J ^ (j d- m)!(j - 77i)! V 

(2i)! ■{j - m+ 1)2*<''+'"^ |j,m - 1) 

= E 

\| (i d- m - l)!(j - ?n + 1)!' 

~‘(2i - (i d- ín))z‘^-'‘'’"*^ |i,m) 
(2i)! 

T-j \ (i d- m)\{j - m)\' 

= z‘{2j-z’d..) £ 
tlj \| (i d- m)!(j - 777)! 

li,m) 
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= z-{2j-z'd..)\j,z). (3.97) 

Com esses resultados obtemos: 

= (3.98) 

= 2(2j - zd,) (;,2|V’-') = z{2j - zd,)ip\z), (3.99) 

(i, z\Jz\tp^) = {zd^ - j) (j, zlV’-') = {zd^ - iW{z). (3.100) 

Podemos fazer as associações entre os geradores de su(2) e os operadores que 

agem no espaço de funções sobre o plano complexo: 

J_ ^ c/„ (3.101) 

J+ z(2; - zd^), (3.102) 

J, zd, - j. (3.103) 

Essas associações, por construção, preservam a álgebra su{2) : 

[J+,J.] [z{2j - zd^),õ,] = 

= 2{zd,-j)-^2J,, 

e assim por diante para os demais comutadores. 

Observamos que as autofunções 3.94 formam uma base para uma representação 

irredutível de su(2), quando seus geradores são realizados da forma acima. Como 

essas autofunções são analíticas, as combinações lineares destas também o serão. 

Assim, qualquer função ^'■^(z) no subespaço correspondente a essa representação 

pode ser expandida em termos dessas autofunções: 

m = -j 

onde Cm são coeficientes que não dependem de z. 

Procuraremos por um produto interno nesse espaço que possua as mesméis ca- 

racterísticas daquele encontrado para o caso do oscilador. .Assim, quaisquer duas 

autofunções 3.94 devem ser ortonormais com respeito ao produto interno e este 
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deve ser especificado de tal maneira que os operadores associados a, e J- sejam 

adjuntos conjugados. Novamente, procuraremos por um produto interno da forma: 

{f,g) = J r{z)g{z)a{z)dxdy. (3.105) 

Inserindo duas funções 3.94 nessa expressão e procedendo de maneira idêntica à 

do ccLSO /14, temos: 

1 2; 

z \j+m 

2i 

= 6r, 

j + n 
I e'^^-^^’^d(f> J r^-’+'"+"(T(r)íír2 

Pcira haver normalização, devemos ter: 

1 (;■ + n)!(; - n)! 
/ r2(^+"cr(r)dr^ = - 
J 7T (2;)! 

(2j + 1) r(j + n + l)T{j - u + 1) 

r(2j + 2) 

B{j + n + 1,; -n + 1), 

TT 

(2j + 1) 

7T 
(3.106) 

onde B é a, função Beta. Uma das possíveis representações integrais dessa função é 

a seguinte: 

í° B(m, n) = 
Jo 

t m —1 

(1 + í)'"+" 

Logo, 3.106 especifica a forma da função cr(r): 

(2; + l) 1 

dt. 

a{r) = 

(3.107) 

(3.108) 
7T (l+r2)2>+2- 

Podemos verificar que o produto interno definido com a expresso por 3.108 sa- 

tisfaz o requerimento de tornar os operadores associados a, J+ e J- adjuntos conju- 

gados. A verificação se dá nos mesmos moldes como fizemos para o caso da álgebra 

do oscilador. Assim, temos: 

{{2jz - z'^dDd’\<Í>^) = (3.109) 

Essa realização, equipada com o produto interno definido acima, é o análogo da 

realização de Bargmann para su(2). 
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3.3 Estados q-Coerentes. 

Como vimos anteriormente, o ponto de vista da Teoria de Grupos foi muito impor- 

tante para definirmos os estados coerentes associados a outros grupos ou álgebrcis 

de Lie. Como ainda não dispomos de uma Teoria de Grupos associados às álgebras 

q-deformadas, não podemos mais nos utilizar deste método. A despeito disso, fo- 

ram propostas algumas definições de estados q-coerentes que preservam algumas dcis 

propriedades dos estados não deformados [9, 29, 30]. Segundo Klauder [31] existem 

duas condições a serem satisfeitas para que estados |/) sejam denominados coerentes. 

Estas condições são : 

i)Continuidade. Os vetores ]/) devem ser funções fortemente contínuas do parâ- 

metro /. Isso significa que devemos ter 

0 -10 (3.110) 

sempre que 

i -l 0. (3.111) 

'ú)Completeza. Deve existir uma medida positiva 61 sobre o espaço dos parâme- 

tros tal que o operador identidade admita a seguinte resolução à unidade: 

I = J\l){l\Sl, (3.112) 

onde a integração deve se dar sobre todo o espaço dos parâmtros. 

Jurco definiu os estados q-coerentes generalizados como aqueles que satisfa.zem 

estcis duas condições e, no limite não deformado, se reduzem aos estados generali- 

zados usuais [30]. Biedenharn [9], ao introduzir o oscilador q-deformado, já havia 

proposto uma definição de estados q-coerentes para este sistema. Veremos que essa 

definição possui cis duas propriedades acima. A definição de estados coerentes asso- 

ciados a suq{2) se deve a Quesne e Jurco [29, 30]. Jurco os definiu ao mesmo tempo 

em que propôs a definição de estados q-coerentes generalizados. Consideraremos 

primeiramente os estados q-coerentes de Biedenharn, que os definiu como sendo os 

autoestados do operador de aniquilação do q-oscilador bosônico : 

^7 l~)g ~ ~ l*)?» (3.113) 
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com 

k), = e? 

onde a q-exponencial é definida como: 

‘^9 |0), 

= Z 

oo 

Assim, 

k), = e 
^0 

In). 

(3.114) 

(3.115) 

(3.116) 

Podemos ver claramente que o conceito de continuidade é satisfeito por essa defi- 

nição. Também observamos que no limite ç —*• 1 estes estados se reduzem aos não 

deformados. Resta-nos analisar a existência de uma resolução à unidade. Faremos 

isso ao mesmo tempo em que procuraremos o análogo q-deformado da realização de 

Bargmann da álgebra /14,. 

Como fizemos anteriormente, redefinimos os estados q-coerentes (não normaliza- 

dos) como: 

■)g = 

00 ^.n 
|n). (3.117) 

„=o yW,! 

Dessa expressão podemos concluir que, assim como nos estados não deformados, tais 

estados não são ortogonais, pois temos 

= er*' (3.118) 

As autofunções associadais aos autoestados |n) (que serão uma base para o espaço 

das funções analíticas) serão dadas por: 

fnq{z) = ,(-|n) = 
vW 

(3.119) 

E uma função qualquer nesse espaço será dada por: 

00 
,{z\4;) = ^c„/„,(2). (3.120) 

n=0 

Calculando a ação dos operadores e N sobre os estados q-coerentes, temos: q ’ 

00 

)</ = 
n=Ü 
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dq \z)q 

N\z)q 

= E 

00 

n=0 

= E 

:^[n + 1], ln+ 1) 

:[n + 1], \n + 1) 
n=o ^/[n + l]q 

oo ^*(n+l) 
= DIJ2 ; -|n+l) 

«0 + 1],! 

= Dl,\z)q, 

= 
OO ^mn 

= E^=f^^l”) 
n=0 

oo «n 

= E 
»=«\/W 

n |n) 

oo 

- 2 E /ry^ 
„=o ^[n],! 

= 2*Ôj. I2),. 

In) 

Em 3.121 definimos a q-derivação 

DW = |n|,í n—1 

(3.121) 

(3.122) 

(3.123) 

(3.124) 

(3.125) 

Usando 3.120 podemos determinar a ação desse operador sobre uma função 

genérica g{z) desse espaço: 

Dlg(z) Dl E 
n=0 

Dlz^ 
n=o 

n=0 

E 
Cn {q^-q~n_n 

^0 [«]<?! -(9 - q~'^)~ 

y í (9^)" 

Wr \^{q-q~') 

9{qz) - 9{q~^=) 

z{q-q-^) 

{q-^zY \ 

~{q-q~^)) 

(3.126) 
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De posse dos resultados acima, podemos escrever: 

,{z\ag\tp) = Dl ,(2|^), 

g{z\N\^p) = zd^ q{z\ip). 

Fazemos as associações: 

a, -> Dl, 

N zd,. 

(3.127) 

(3.128) 

(3.129) 

(3.130) 

(3.131) 

(3.132) 

No espaço das funções analíticas o mapeamento acima satisfaz, por construção, a 

álgebra /14,: 

Dlz-qzDl = (3.133) 

[zdz,z] = 2, (3.134) 

[zd,,Dl\ = -Dl. (3.135) 

Analogamente ao caso não deformado, procuraremos por um produto interno 

{f,g)q que satisfaça a condição de ortonormalidade das autofunções 3.119. Como 

qualquer outro produto interno, também deve satisfazer as condições 3.76 a 3.78. 

Também exigiremos que os operadores z e Dl sejam adjuntos conjugados com relação 

a esse produto. Logo, devemos ter: 

= (3.136) 

{fnqifmq)q ~ ^nm- (3.137) 

Como sempre, procuraremos por uma expressão da forma: 

{f,9)g = J r{z)g{2)p[r,q)dAq, (3.138) 

onde dAq é um elemento de área q-deformado. No limite </ —> 1 esse elemento deve 

se reduzir a dxdy e p(r,q) deve se reduzir a p{r). A função p deve ser real e pode 
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depender do parâmetro q. Inserindo duas autofunções em 3.138, temos: 

1 
{fnqi fmq)q ~ 

\/W4 ml,! 

\/Wg!H 

J z'‘"'z'^p{r, q)dAg 

Para que tenhamos ortogonalidade basta que a integração com respeito a <f) seja 

a usual não deformada. Denotaremos o elemento q-deformado análogo a rdr como 

\dqT^. A integração com respeito a esse elemento ainda não tem nenhum significado. 

Neste instante definimos essa operação como sendo a inversa da q-derivação 3.126 

(a forma geral da q-integral está resolvida no Apêndice C, assim como as fórmulas 

de q-integral utilizadas abaixo). Assim, temos que: 

2tj- roo 
{fnq^fmq)q — ^mnr ^ ^ P{^i ^)n^q^ • 

nL! JO I \n\ 

Para que a condição 3.137 seja satisfeita, devemos ter 

2 _ 

(3.139) 

J r^""pir,q)d^ r = 
7T 

J r^'^-Kp{r,q)dqT^ = [n],i. (3.140) 

Observando a fórmula da função q-gama no Apêndice C, vemos que a escolha 

p[r,q) = 
TT 

(3.141) 

satisfaz essa condição. Verificaremos a condição 3.136. Observando 3.120 podemos 

escrever o lado esquerdo de 3.136 como: 

1 ^ n* h r 
(f,D-,g), = - E dA 

A _ _ . / Ut I rn ' ,!m,: i,n y[n] 

_ 1 [n],g;;Òn f f 

= E 

rm+n-lg-r" d q 

= E 

n ^[n],![?z - 1],! 

n 
CO 

[n- 1],! 

(3.142) 
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0 lado direito de 3.136 fica: 

^m^rn 

= E 

^  
^ n.m 

^n-1^n 

^ ^[n - !],![«],! 
oo 

I 
.n+m + lg-r^j 2 

(3.143) 

Assim, a condição 3.136 está satisfeita pelo produto interno 3.138, com p dada por 

3.141. 

Mostraremos que existe uma resolução à unidade na base de estados q-coerentes. 

Também mostraremos que essa base é supercompleta, verificando que seus vetores 

serão linearmente dependentes. Para encontrar a resolução à unidade faremos a 

seguinte associação: 

(4.1í> = (íW,'íW),. (3.144) 

Substituindo a expressão 3.138 para o produto interno, temos: 

($|ír) = j ^•{z)^{z)p{r,q)dAg 

= J q{^\'^)p{r,q}dA^. (3.145) 

Logo, podemos fazer a associação 

d = J \z)q q{z\p{r,q)dA^ 

= J \^)q q{z\er^dgr‘^d(i), z = re'^. (3.146) 

Podemos verificar que essa expressão é realmente uma resolução à unidade usando 

3.117: 
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Podemos verificar que os vetores |z), são linearmente dependentes, usando a 

resolução à unidade que acabamos de estabelecer. 

1^)9 = ^ / h')" (3.147) 

Dessa expressão e do fato que os estados q-coerentes não são ortogonais (3.118) 

podemos concluir que cada estado q-coerente é uma combinação linear dos demais 

estados q-coerentes. Logo, a base é linearmente dependente e, conseqüentemente, 

supercompleta. 

Introduziremos os estados q-coerentes (não normalizados) de su,(2). Estes esta- 

dos, como já dissemos, foram definidos independentemente por Quesne e Jurco da 

seguinte maneira: 

li, 2)9 li, -i) 

2i 

+ m 
li,"^)- (3.148) 

(onde já redefinimos a variável complexa por sua conjugada). 0 coeficiente q- 

binomial é definido como segue: 

[m],![n - 
(3.149) 

A condição de continuidade é evidentemente satisfeita por esses estados. Procura- 

remos verificar a condição de existência de uma resolução à unidade. Faremos isso 

dentro do contexto do análogo q-deformado da realização de Bargmann para su,(2). 

Como nos casos anteriores, analisaremos a ação dos geradores de su,(2) sobre os 

estados q-coerentes: 

•^q+ li, ^)q — 
\ J 

lj+n>L 
|j,m) 

= “ .■‘ü+"*)^[i _ -f 1],\j,m -f 1) 

= E 
[2i],! 

-[;■ + ?7i -f |j, m -i- 1) 
[i + m + !],![;■ - m - 1]„ 
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2i 

Dl. t )\ 
m=-3 \J+mJ 

2-(j+(m+l)) 1) 

.(j+m) 
li, m) 

= Dl\j,z) 

li, ^)g “ 

g. 

2j Y 

(3.150) 

S-j \ j + m 

2j Y 

m=—j \j A TJl J ^ 

= y 
mi, \ j + mj^ 

= {z'd,> - j)\j,z) 

Jg_|i,Z)g = E Í.^M' 
m=-j \ J+ mJ 

|;,m) 

Ij, m) 

(z-a,. -;)z*(^+"*) li,m) 

g. (3.151) 

b.m) 

= E 
e_, \| b + mbí - m\Y ^ ~ 

= E 
I2j1,! 

-[;■ - m + l],z*(-'+"*^ I;, m - 1) 

= E 

+ m- l],![i - m + 1],! 

*[2i - (i + m)],z*<-'+"*> |j,m) 
[2i]g! 

ij \| [i + m],![;' - m],!' 

= z*[2;-z*a..], 
i, \ [j + Hg![Í - '«]g-' 

z*[2i - 2*a,.], li,z),. 

[2il, .(j+m) 
li, m) 

(3.152) 

Assim, 

,(z|J,_l'0^) = DlYiz), (3.153) 

,(z|Jg+|?/^j) = z[2; - za^],V'-'(2), (3.154) 

g(z\Jg,\Y) = (za, - j)V»-'(z), (3.155) 

onde definimos Y{z) = (^l^'^). Podemos entáo fazer as seguintes associações: 

ig- - Dl, (3.156) 
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^ z[2j - zd,]„ (3.157) 

(3.158) 

que, por construção, preservam a álgebra sUq{2): 

[y,+, /,-] ^ {z[2i - zd,]„ £i;l = 

= 2[za,-;l, 

e assim por diante para os demais comutadores. 

Consideremos as autofunções do operador Jqz- 

^mi^) = \ (3.159) 
\J+rnJ 

Esséis funções geram um subespaço que é uma base para uma representação irre- 

dutível de su,(2). Qualquer função nesse subespaço pode ser escrita como: 

fi^) = II 
m=-j 

' 2j ■ 

J + 

J+m (3.160) 

Definiremos o produto interno no espaço das funções i^^{z) (que deve reduzir-se 

ao produto interno usual no limite g —»• 1) como: 

{r{^),9^{z))q = \ J P{z)g^{z)a{r,q)d^r'^d4>, (3.161) 

onde z = re'’^. 

Sobre esse produto interno impomos as mesmas condições dos outros casos. As- 

sim, quaisquer duas autofunções 3.159 devem ser ortogormais com respeito a esse 

produto: 

(0m>^n)ç \ j 0m(2)V’^(-)<7(r,g)d,r^£/<^ 

( Vf V /’r"'+’"+V(r,g)d,r2 
\J + / g \J + n J ^ J J 

Smn- f . V / r2ü+-)a(r,g)d,r'. (3.162) 
\j + mj ^ J 
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Logo, devemos ter 

7T 
' 2; ■ 

J + 
j = 1 

J r'^ü+"*){7r<7(r, ç)}d,r^ = [i + - H?! 

[2j],! 

Podemos reescrever o lado direito dessa equação como: 

[2; +1], 
[j + m]^![i - m], 

[2i + 1],! 

(3.163) 

= [2; + + m + 1,; - m + 1), (3.164) 

(3.165) 

onde definimos o análogo q-deformado da função Beta. 

/ \ [m — llolfíí — l]g! BJm,n) = com m,n e N. 
[m + n- IJ,! 

Existe uma representação q-integral dessa função [34]. Seguindo a nossa definição 

de q-integral (Apêndice C), essa função é dada por: 

m+n—1 
5,(m,n)=/r-‘ n + 

k=o 
(3.166) 

Então 3.163 se torna: 

r r 1 
/ r2(^+'">{7r(T(r,ç)}d,r2 = [2; -f 1], / U (3.167) 

k=o 

Isso nos leva à seguinte identificação: 

^(r,,)= ELtit n‘(l+r“-^>-‘)-'. (3.168) 
”■ io 

Mostraremos que os operadores associados a e J,_ são adjuntos conjuga- 

dos com respeito ao produto interno 3.161, com cr(r, g) dado pela expressão acima. 

Usaremos a seguinte notação para as expansões em autofunções: 

P{z) = è (3.169) 
m=-] 

onde os coeficientes a-m já contêm os coeficientes q-binomiais. Assim, temos 

{fidq + g)q — (/,z[2; - zd,]^g)^ 
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= (3.170) 
nm '' 

= í - zd,]gz^'^^a{r,q)dyd<f) 
^ nm 

= - (i + m)],2J+”*+V(r,9)£Í,r^</<?i 
^ nm 

= 5 E - m|, / í r^^+"+"‘+V{r, 

= ^IZam+iim[; - m], í r^^^+^-^^^a{r,q)ciy 
m '' 

= [2; + l],^a;;+iim[i - + 77Í + 2,; -m), (3.171) 
m 

{J,.f,g), = {D\f,g), 

= W<^rn j {Dl,z-^^^'^^)z^^^a{r,q)d,r^d4> (3.172) 

= / [i + n],2*^^'^”"^’2-'‘^'"or(r,9)í/,r^á<^ 
nm 

= '^Yl “m+i^m[i + m + 1], í r^ÍJ+"*>cr(r, ç)£/,r^ 
m 

= [2Í + l],X^a;;+i6m[j-m],5,(j + m + 2,;-m), (3.173) 
m 

onde usamos a seguinte relação: 

[/ + m + 1],5,(; + m + 1, j - m + 1) = [j - 7n|,5,(; + m + 2,; - m). (3.174) 

Logo, as expressões 3.171 e 3.173 são idênticas e assim verificamos que os operadores 

J,+ e Jg- são de fato adjuntos conjugados com respeito ao produto interno definido 

acima. 

Procuraremos demonstrar que existe uma resolução à unidade na base de estados 

q-coerentes de su,(2). Para isso, nos valeremos da associação: 

= (4''(--),<I>^(z)), (3.175) 

= N'\z)^^[z)o{T,q)d^T^dd) 

= \j {'i’\z),,{z\<i’)a(r,q)d,r^dd>. (3.176) 

Como a expressão acima é válida para quaisquer vetores e |4'-'), podemos iden- 
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tificar a seguinte resolução à unidade: 

/ = ^ y li, q{^\q)d(j)dqr'^, (3.177) 

com cr dado por 3.168. 

Assim, estabelecemos o análogo q-deformado da realização de Bargmann para 

su,(2), ao mesmo tempo em que demonstramos que os estados q-coerentes definidos 

em 3.148 satisfazem as duas condições de Klauder. 



Capítulo 4 

O Modelo de Lipkin 

q- D efor mado. 

Neste capítulo, como exemplo de aplicação dos conceitos estudados nos capítulos 

anteriores, estudaremos a generalização q-deformada de um modelo exatamente 

solúvel, o Modelo de Lipkin-Meshkov-Glick. Começaremos com uma breve revisão 

desse modelo e estudaremos suas transições de fase usando um método variacionai 

via estados coerentes. Após, introduziremos uma versão q-deformada desse modelo 

e estudaremos suas transições de fase utilizando o método variacionai com estados 

q-coerentes. 

4.1 O Modelo de Lipkin-Meshkov-Glick. 

0 Modelo de Lipkin-Meshkov-Glick (que chamaremos simplesmente de LMG) é exa- 

tamente solúvel, ou seja, seu Hamiltoniano pode ser diagonalizado sem a necessidade 

de usarmos métodos de aproximações. Foi introduzido, a princípio, para servir como 

um “laboratório de testes” para os diversos métodos de aproximações em problemas 

de muitos corpos. Apesar de sua relativa simplicidade, apresenta algumas carac- 

terísticas importantes em comum com modelos mais realistas (que são, em geral, 

não solúveis exatamente), como as transições de fase, por exemplo. 

0 LMG descreve um sistema de vários férmions distribuídos através de dois 

níveis de energia N-degenerados. Cada um destes níveis é rotulado por um número 

65 
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quántico a, que pode assumir os valores — 1 e +1. Os estados degenerados dentro 

de cada nível são rotulados pelo número quántico p, que assume valores entre 1 e N. 

Um único férmion é alocado a cada valor de p. São permitidas interações entre pares 

de férmions, sendo que estas não alteram o número quántico p de cada partícula. 

0 Hamiltoniano do Modelo é escrito em termos de produtos bilineares dos ope- 

radores de criação e destruição de férmions, como também de produtos bilineares 

desses produtos. Vimos nos capítulos anteriores que podemos escrever os geradores 

das álgebrcis de Lie su{M) através de produtos bilineares dos operadores de criação 

e destruição de bósons ou férmions. Logo, podemos escrever o Hamiltoniano do 

LMG como sendo combinações lineares e bilineares dos geradores de uma álgebra 

de Lie, que no caso é a Álgebra su(2). Como o Casimir da álgebra comuta com 

todos os geradores desta, o Hamiltoniano de LMG também comuta com o Casimir 

de su(2). Logo, o Casimir corresponde a uma quantidade conservada e o problema 

de diagonalização da matriz do Hamiltoniano é simplificado, pois essa matriz será 

diagonal em blocos, cada bloco correspondendo a um autovalor do Casimir. As 

representações irredutíveis da álgebra su{2) são uma base natural para o espaçpde 

Hilbert do modelo. 

0 Hamiltoniano é definido por: 

2 è 
— V 
2N ^ 

'O. „'0.- °V ap —<^V ap + 
JV 

2N E 
O^.P.P 

(4.1) 

0 primeiro termo simplesmente conta o número de partículas em cada um dos 

níveis de energia e representa a energia total do sistema sem interação entre as 

partículas. 0 segundo termo é a energia associada à interação entre um par de 

partículas no mesmo nível de energia, que espalha esse par para o outro nível, sem 

alterar o número quántico p de cada partícula. 0 terceiro termo corresponde à 

interação entre um par de partículas situadas em níveis de energia diferentes. Essa 

interação espalha as partículas para o outro nível, também sem alterar o número 

quántico p. 

Em cada subsistema caracterizado por um dado valor de p (que chamaremos 

“célula”) identificaremos os geradores de uma álgebra su(2), de acordo como vimos 
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quando estudamos o oscilador fermiônico: 

= ^(aíp«ip-aíipa-ip) = (4.2) 

4 = aípfl-ip, (4.3) 

= aíípCiip. (4.4) 

Definimos agora os seguintes operadores: 

J. = (4.5) 
p=l 

J* = Ê4. (4.6) 
p=l 

J- = E^-. (4.7) 
p=l 

Podemos verificar que estes também satisfazem a álgebra su{2). Chamaremos tais 

operadores de operadores de quasi-spin. Estes são geradores de rotações em um 

espaço abstrato, que chamaremos de espaço de quasi-spin. Podemos agora reescrever 

o Hamiltoniano do modelo da seguinte maneira: 

H = eJ^ -f {J+J- + J-J+) • (4.8) 

Logo, o Hamiltoniano é completamente dado em termos dos geradores de su(2). 

Assim, este comuta com o Casimir de su{2) e a matriz correspondente será 

diagonal por blocos. Cada bloco possui um autovalor j bem definido e ordem 2j+l. 

0 estado fundamental (estado de mais baixa energia) é aquele em que todos os 

férmions estão no nível inferior (cr = —1). Como as interações não alteram o valor 

de p de cada uma das partículas, hã um total de 2^^^ estados possíveis. 

Como podemos observar em 4.2, o operador mede a metade da diferença 

entre o número de partículas nos níveis superior e inferior. Como temos um total 

de N partículas, o máximo autovalor de é y. Conseqüentemente, o máximo 

valor do rótulo j será também y. Logo, o maior bloco da matriz do Hamiltoniano 

é de ordem jV + 1. Assim, ao invés de uma matriz de ordem 2^, a maior matriz 

que devemos diagonalizar possui ordem ^V + l, o que já simplifica sobremaneira a 

solução do problema. 0 conjunto de estados correspondentes a um dado j é uma 
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representação irredutível de dimensão 2j + l de sn(2). Chamaremnos de multipletos 

esses conjuntos. Na base \j,m) as matrizes associadas ao primeiro e terceiro termos 

do Hamiltoniano 4.8 já são diagonais, ao passo que a matriz associada ao segundo 

termo é não diagonal. Assim, dizemos que a perturbação proporcional a V “mistura” 

estados dentro de um mesmo multipleto. De agora em diante trataremos do caso em 

que 14^ = 0. Então, o Hamiltoniano sem interação é diagonal na base \j,m), ao passo 

que o Hamiltoniano com interação é não diagonal nessa representação. Esse caso 

torna mais simples a diagonalização da matriz do Hamiltoniano. Para visualizarmos 

isso, escreveremos o Hamiltoniano em termos dos operadores Jy e J*: 

H = cJ, + — (^Jl + Ji) (4.9) 

= + ^ {Jl - JÍ) ■ (“-IO) 

Esse Hamiltoniano possui a seguinte simetria adicional: uma rotação de 180° (no 

espaço de quasi-spin) ao redor do eixo que jaz no plano xy e faz 45° com ambos 

os semi-eixos positivos troca x por y e z por —z. Logo, troca Jx por Jy e J* por 

—Jz- Consequentemente, transforma H em —H. Assim, para cada autoestado do 

Hamiltoniano com autovalor E existirá outro autoestado (obtido do primeiro através 

da transformação acima) com autovalor —E. Consequentemente, a equação secular 

para os autovalores da energia deve conter somente potêncieis pares ou somente 

potências ímpares em E, de forma que tanto E quanto —E possam ser soluções. Se 

a submatriz j a ser diagonalizada possuir ordem par todos os expoentes davem ser 

pares, ao passo que, se for de ordem ímpar todos os expoentes devem ser ímpares 

(jE = 0 será solução). Essas observações são úteis quando procuramos as soluções 

exatas do modelo. 

O operador Jz pode ser escrito da seguinte forma: 

N 
Jz — ^pò "õ”’ 

onde o operador ript mede o número de pares “partícula-buraco” excitados, isto é, a 

partir do estado fundamental, o número de partículas que passaram do nível inferior 

para o superior, ou 

i^pb — ^íp<^ip* (4.12) 
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Estados com um número bem definido de pares “partícula-buraco” são autoestados 

do operador Jz. 

Em um dado multipleto cada autovalor de Jj só ocorre uma única vez, de forma 

que cada multipleto terá apenas um único estado com um dado número de pares 

partícula-buraco excitados. 0 estado fundamental do Hamiltoniano não perturbado 

não possui pares excitados. Há somente um estado com essa característica. Logo, 

o estado fundamental não é degenerado. 0 autovalor de para esse estado é — y. 

Portanto, o estado fundamental pertence ao multipleto de j = y. 0 primeiro estado 

excitado possui um único par excitado. Há N possibilidades de construirmos este 

estado a partir do vácuo, pois podemos excitar qualquer uma das N partículas do 

estado fundamental. Portanto, o primeiro estado excitado possui uma iV-upla de- 

generescência. Cada um desses estados degenerados possui autovalor de J* igual a 

— y + 1 e são combinações lineares de autoestados do operador Ca^imir caracte- 

rizados por j = yej = y — 1. Pode-se mostrar que apenas uma dessas combinações 

é autoestado do Casimir com i = y- Este estado é obtido da seguinte forma: 

j 
N N \ ^ 

= -— + 1/ = (4.13) 

Todos os demais iV — 1 estados degenerados e ortogonais a esse pertencem ao mul- 

tipleto j = Y ~ •^ssim, temos que o multipleto com i = y é não degenerado, ao 

passo que o multipleto j = y — 1 possui uma degenerescência de ordem N — l. Suces- 

sivamente, encontramos que a degenerescência do multipleto j é dada pela seguinte 

expressão: 

y{Nj) 
N 

- - i 2 J 

N 

N\(2J + l) 

(4.14) 

(4.15) 

Neste trabalho não estaremos interessados nas soluções exatas do modelo, pois 

o procedimento de diagonalização não permite uma caracterização muito clara das 

transições de fase, assunto em que estamos interessados. Usaremos então um método 

variacional para calcularmos a energia livre do sistema e descrevermos as transições 

de fase. Tal método foi introduzido por Gilmore et al. [21] e está descrito no 
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Apêndice D. As soluções exatas são úteis para a análise da precisão do método 

variacionai no cálculo da energia livre. 

4.2 Cálculo Variacionai da Energia Livre. 

Calcularemos a energia livre do modelo LMG usando o método variacionai descrito 

no Apêndice D. Como vimos na seção anterior, o Hamiltoniano do modelo LMG 

é escrito em termos dos geradores da álgebra su(2). De acordo com o exposto no 

Apêndice D, os estados coerentes são adequados como estados de teste. Escolhere- 

mos o operador densidade, escrito na base de estados coerentes de su(2), da seguinte 

forma: 

Ptr=d (4.16) 

onde d é uma constante a ser determinada pela condição de normalização e o índice 

i rotula os diferentes multipletos degenerados associados a um mesmo j. Y{N,j) é 

dado por 4.15 e é a multiplicidade da degenerescência do multipleto j, no modelo 

com N partículas. Do apêndice D temos que: 

F<Tr [pÈ) + r^Tr (plnp). (4.17) 

Calcularemos a constante d. Pela normalização do operador densidade, temos: 

Triptr) = 
:=1 .(Í,2ÍÍ,2).- 

= 1. 

Sabemos que Tr{\cl>) (i/)|} = {ip\(f)). Logo, 

y{Nj) 
d Y. \=dY(N,j) = \ 

1 = 1 

(4.18) 

(4.19) 

ã=Y-'(N,]). 

Para uso logo adiante, calcularemos o seguinte: 

Trm = r.(/E 

(4.20) 



CAPÍTULO 4. 0 MODELO DE LIPKIN Q-DEFORMADO. 71 

= 

= 
1,/ 

iO>li.2)í íO',2b».'^ 

Como estados pertencentes a multipletos distintos são ortogonais, temos que 

= kl 

Assim, a expressão 4.21 fica: 

Tr{&) = é Y. 

= d^Y{N,j) 

= y-\nj). 

Sucessivamente, temos: 

Tr{iiZ*') = Y-"{N,j). 

Consideremos uma expansão convergente para In x: 

In X = ^ cix‘. 
1=0 

Calcularemos o segundo termo do lado direito de 4.17: 

Tr(p,MM = TrL„Y':iKrj 

= Yc>Tr{K.)- 
l 

Usando 4.23, temos: 

Tr{p,MM = 
l 

= -lnr(iV,i). 

Consideremos o primeiro termo do lado direito de 4.17: 

\j,ki Tr{pjl) = d^Tr 
i 

= ‘‘Y 

H 

(4.21) 

(4.22) 

(4.23) 

(4.24) 

(4.25) 
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Como os termos na somatória acima não dependem do rótulo i, temos que: 

Tr (p,,È) = (4.26) 

Logo, para um operador densidade da forma 4.16 temos que a desigualdade 4.17 

assume a forma: 
(j,z\H\j,z) 

f < _ l3-^lnY{NJ). (4.27) 

Assim, vemos que a energia livre, para uma dada temperatura, é uma função 

da variável complexa 2 e da variável j, que rotula os vários multipletos. O método 

variacional consistirá em variarmos os parâmetros j e z de forma a obtermos um 

mínimo da função F para cada temperatura. Lembrando que z = tan temos 

então: 

F < 

Da expressão para os estados coerentes (não normalizados) 3.92, temos que: 

2; 

(4.28) 

= E I .r 
m=—j \ J dr / 

= il + \z\y^ 

= (1 + tan^^)^-' 

1 

COS**'? I 

0 primeiro termo de 4.27 é escrito explicitamente como: 

{j,z\H\j,z) ^ (i,2|J,|i,2) v( 

^ 0’,2b» 2.V l U,z\j,z) {j,z\j,z) 

(4.29) 

(4.30) 

(4.31) 

Trabalhando na realização de Bargmann para su{2) podemos calcular o primeiro 

termo do lado direito dessa expressão. Antes calculamos: 

- j){j,z\j,z) 

= [zd.-j){l + zz’f^ 

= 2;22-(1 + zz-)^^-^ - i(l + zz’Y\ 
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Logo: 

{hAJz\j,z) 

{hz\j,z) 

2jzz'{\ + -j{l + 22*)2> 

(1 + |2|2)2; 

1 + kl 

= j ^2 tan^ ^ cos^ | - 1 

= j ^2sen^- - 1 

= —j COS ô. 

Calcularemos o seguinte: 

{j,z\Jl\j,z) = 5?(1+22*)^^' 

= 2í(2j-1) 

(4.32) 

r»2 

(1 + i^n^ 
(1 + (4,33) 

e o terceiro termo de 4.31 se torna: 

{j^z\JÍ\j,z) 

U,z\j,z) -■(-D 
2/g ^«20 sen'^0 e (4.34) 

onde usamos z = tan |e Como J+ = J1, a expressão 4.31 assume a forma: 

(^j,z\H\j,z) -i2<t> _j_ g>20 

(4.35) 

ü.zU.z) = -«cosí + -i(;-i)sen^«^^ , 

= -tj COS 0 + sen^í? cos(2<;è) 

Com esses resultados, a expressão para a energia livre se torna: 

F < (^-ej cosO + (j - sen^í? cos(2<A) - /3~^\nY{N,j)^ . (4.36) 

Minimizaremos primeiramente em relação aos parâmetros <f> e 6. Isso equivale a 

minimizarmos a expressão 4.35, já que o último termo de 4.36 não depende dessas 

duas variáveis. Com relação k ó, a, condição de mínimo é dada por: 

Kcos(20) = -|K|. (4.37) 
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Isso nos leva às condições: 

(f) = 0 ou 7T se V" < 0, 

, 7T StT t;- 
(p = — ou — se V > 0. 

Assim, resta-nos minimizar a seguinte função com respeito ao parâmetro 6: 

f{9) = -ej COS e - (^j - sen^e. 

Calculemos as derivadas primeira e segunda dessa função com respeito a 6: 

^ = ejsen« - (j - j) íer.20, 

= í;cos«-2l^j(;-i)cos2í). 
dO^ 

(4.38) 

(4.39) 

(4.40) 

(4.41) 

(4.42) 

Observando a derivada primeira vemos que a função / possui um ponto crítico 

quando 

sen0 = 0, (4-43) 

o que implica que 

0 = 0 ou 0 = TT. (4.44) 

Substituindo ^ = tt na expressão da derivada segunda observamos que esse ponto 

corresponde sempre a um máximo relativo. Da mesma forma, o ponto 0 = 0 será 

um ponto de mínimo se a seguinte condição for satisfeita: 

Ne V 2J 
< 1. (4.45) 

Também existem soluções de mínimo para sen0 7^ 0. Dividindo a expressão 4.41 por 

sen0, obtemos: 
1 df 

= (j - COS0. (4.46) 
sen0 dO 

Igualando a zero, obtemos a seguinte solução para o ponto crítico: 

eN 
cos0m = ——-7 rr- (4-47) 

Substituindo isso na expressão 4.42 da derivada segunda verificamos que esse ponto 

corresponde a um mínimo somente se a seguinte condição for satisfeita: 

JV\f. , 
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Temos então uma visão geral do comportamento da função f{9). Um dado valor 

da quantidade ^ especifica um valor de j, que chamaremos de jc, dado por: 

3c = 
tN 1 

2\V\ 2‘ 
(4.49) 

Para valores de j menores que jc a função f(Õ) terá um mínimo em 0 = 0, ao passo 

que, para j > jc, o ponto de mínimo será dado pela expressão 4.47. 

Substituindo os resultados acima em 4.35 temos o seguinte: 

(^j,z\H\j,z) 

(j,2r|Í,2) 

se j < jc, ou 

Aj = ming^^ 

ming^4, 
í {j,z\H\j,z)\ 

\ (Í,2|Í,^) / 

1 

2 

Ne^ 
+ 2 1^1 

(4.51) 

se j > jc. 

Tendo encontrado as soluções para o mínimo em 9 e (j) passaremos a procurar o 

mínimo para o parâmetro j. Observando a expressão 4.28, vemos que temos uma 

função linear na temperatura para cada j dentro dos parênteses: 

F < mirij {Aj + BjT), (4.52) 

onde Aj é o coeficiente linear da reta, dado pelas expressões 4.50 e 4.51. Bj é o 

coeficiente angular, definido em 4.27 e dado por 

Bj = -kB\nY{N,j). (4.53) 

Assim, o conjunto de todos os possíveis valores para j define uma família de retas. 

Desenhando essas retas no gráfico F{T) versxis T temos que a energia livre F{T) 

será caracterizada pela envoltória inferior definida por essa família retas. 

Analisaremos a forma dessa envoltória. A reta associada ao valor máximo de j 

{jmáx = è horizontal (porque Y{N, y) = 1, o que implica que Bn = 0) e cruza 

o eixo das ordenadas no ponto Ae- A medida que j decresce a partir desse valor 

máximo, o coeficiente linear Aj cresce (tornando-se menos negativo), ao passo que 
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o coeficiente angular Bj decresce (tornando-se mais negativo), conforme vemos nos 

gráficos abaixo. 0 coeficiente angular não é monotonicamente decrescente. O ponto 

de mínimo dessa curva é calculado mais adiante. 

Aj 

Fig. 1. Gráfico Aj x j. N = 12, V = 2, e = 1. 

Bj 

Fig. 2. Gráfico Bj x j. N = 12, V = 2, £ = 1. 
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As retas associadas a, j = yej = y — 1 interceptam-se. Da mesma forma, a reta 

associada a ’ = y — 1 intercepta a reta = y — 2 e assim por diante. A cada uma 

dessas intersecções existe uma temperatura associada. A condição que nos permite 

calcular a temperatura Tj de interseção entre as retas j e j ~ l é a seguinte: 

Aj DjTj = Aj-i Bj^\Tj. (4.54) 

Assim, usando 4.53, essa temperatura Tj é dada por: 

1 Aj Aj—\ 
T- = 

ke \nY{NJ)-\nY{NJ-l) 
1 Aj — Aj—i 

ks 
(4.55) 

Enquanto o coeficiente angular mantiver o comportamento decrescente com j de- 

crescente, as temperaturas de interseção formarão uma sucessão de valores positivos. 

Quando o coeficiente angular atingir seu ponto de mínimo e começar eventualmente 

a crescer, não haverá mais intersecções associadas a temperaturas positivas. 0 me- 

nor valor de j (que simbolizaremos por joo) para o qual há a última intersecção em 

T > 0 pode ser obtido colocando-se T oo na expressão acima. Isso implica que 

In 
( yjNJoo) ' 

Vr(ÍV,ioo-l), 
= 0. (4.56) 

Podemos ver que essa é exatamente a condição que significa que a função Y{N,j) 

possui um ponto crítico no ponto j = joo- Substituindo a expressão 4.15 na equação 

acima, temos que 

joo « (4-57) 

Quando N é grande, é válida a aproximação 

y/N 
Joo « —- (4.58) 

O valor de jmáx será o valor inteiro (ou semi-inteiro) imediatamente superior aos 

valores calculados acima. Assim, quando a temperatura é suficientemente grande 

o sistema se “estabiliza” em j Denotaremos esse valor de j por jmin- Nos 

gráficos da página seguinte desenhamos a família de retas para N = 12, e = 1 e 
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Y =■ 2. Representamos em separado o gráfico variacional da energia livre em função 

da temperatura. 

Fig. 3. A família de retas associadas aos valores de j = 0 a j = 6. 

A = 12, F = 2, e = 1. 

Fig. 4. Fronteira inferior do gráfico da Fig. 3. Essa fronteira representa a 

energia livre variacional em função da temperatura. 
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Observamos que o gráfico da energia livre variacional é linear por partes. A 

cada um dos segmentos de reta que o formam está associado um valor de j, que 

caracteriza a reta à qual pertencia o segmento. 

4.3 Transições de Fase. 

4.3.1 Transições de Fase Termodinâmicas. 

0 método variacional nos permite fazer uma caracterização clara das transições 

de fase do modelo. Como vimos, existe um valor “crítico” para o parâmetro j, 

que identificamos por jc- Se jc estiver compreendido entre jmáx e jmín haverá uma 

transição de fase devida à variação da temperatura. Visualizaremos isso como segue. 

Pela construção do gráfico da energia livre em função da temperatura, vemos que o 

valor de j associado à temperatura zero é jmáx = y. 0 valor da energia livre nessa 

temperatura é dado por: 

F{T = 0) = Ak, (4.59) 

onde An é dado por 4.51. 0 estado do sistema nessa temperatura é dado por 
2 

j = Y, (f> e 6 dados pelas expressões 4.38 e 4.47, respectivamente. Aumentando-se 

a temperatura o estado do sistema eventualmente será descrito por j = y — 1, ao 

passo que 9 e permanecem os mesmos. Se jc < y — 1, energia livre continua sendo 

calculada usando-se a expressão 4.51 para na expressão abaixo: 

F{T) = Ae.i + Be.iT. (4.60) 

Continuando o aumento da temperatura o estado do sistema passa pelo valor crítico 

jc. A partir desse ponto a energia livre é calculada usando-se a expressão 4.50 para 

Aj e o parâmetro = 0 passa a ser o ponto de mínimo. Neste momento dizemos 

que ocorre uma transição de fase no sistema. A temperatura crítica associada a essa 

transição é calculada pela expressão 4.55 e usando 4.50 para Aj^, visto que 4.50 e 

4.51 fornecem o mesmo valor quando j = jc'. 

^ ^jc ~ 

kg In ( 
Tc (4.61) 
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1 -e(ic - (ic - 1)) 

V^jc-i f+jc+l J 

1 

In ( 2ic-l Y+jc + i 
V2jc + 1 f-jc + 1 

(4.62) 

Em resumo, a transição de fase devido ao aumento da temperatura ocorre quando 

os estados caracterizados por 9 = 9m perdem sua estabilidade (deixam de ser um 

ponto de mínimo para a energia livre). Isso ocorre quando j assume o valor crítico 

jc. O efeito da temperatura sobre o sistema é promover a variação de j. Assim, a 

temperatura na qual j assume o valor crítico é identificada como a temperatura de 

transição de fase. Chamaremos essa transição de Transição de Fase Termodinâmica, 

para diferenciar da transição que estudaremos a seguir, que não é governada pela 

temperatura. 

4.3.2 Transições de Fase no Estado Fundamental. 

Por Transições de Fase no Estado Fundamental entenderemos aquelas que ocorrem 

a temperatura zero e governadas pela variação dos parâmetros do sistema. No nosso 

modelo, consideraremos a variação no parâmetro de interação V. Chamaremos de 

Energia do Estado Fundamental a energia expressa em 4.59. Já vimos anteriormente 

que o sistema se apresenta em um estado caracterizado por j = jmáx = A 

quantidade jc é calculada por 4.49: 

jc 
Ne 1 

2\V\ 2' 
(4.63) 

Usando as expressões 4.50 e 4.51, podemos escrever essa energia como: 

_ . _ _eN 
— ^Jmáx — 9 ’ (4.64) 

se Y < jc, ou 

se y > jc- 

4 V 1U|(A^- l)j ’ 
(4.65) 
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Como vemos da expressão para jc, este decresce à medida que o parâmetro |y| 

cresce. Supomos que inicialmente jc seja maior que y. A energia do estado fun- 

damental será dada por 4.64 e o estado fundamental é caracterizado por 0 = 0. 

Aumentando-se |V^| o valor de jc eventualmente se torna igual a y. Continucindo a 

aumentar o valor do parâmetro teremos que y > jc. A energia do estado fundamen- 

tal será dada pela expressão 4.65 e o estado 0 = 0 não corresponde mais ao estado 

fundamental. Dizemos então que houve uma transição de fase quando o parâmetro 

|y| assumiu o valor que fez com que jc = y. Podemos calcular esse valor crítico do 

parâmetro de interação usando a equação de definição de jc'. 

Il^l. = (4.66) 

Definindo a seguinte quantidade: 

\V\{N-1) 

^ Ne 

temos que a transição de fase pode ser caracterizada pelo valor crítico desse novo 

parâmetro: 

Xc = 
Ne 

como é comumente formulado esse problema. 

(4.68) 

4.4 O Modelo LMG q-Deformado. 

0 modelo LMG, estudado nas seções anteriores, é construído a partir dos operadores 

de criação e destruição de férmions. Tais operadores são combinados através de 

produtos bilineares e estes são identificados com os geradores de uma álgebra su{2) 

em cada “célula” p (como vimos na seção 1.5, tal realização contém apenas as 

representações j = 0 e j = | de su(2)). O Hamiltoniano (sem considerar a interação) 

em cada célula é definido em termos desses geradores e é dado por: 

IMsl) = esl 

(4.69) 
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onde 0 Hamiltoniano total (sem interação) é uma combinação 

(uma soma simples sobre todas as células p) dos Hamiltonianos dados pela expressão 

anterior: ^ 

H„ = Y: Hoisl). (4.70) 
p=l 

O termo de interação é dado por 

= + Jl) . (4-71) 

onde os operadores e J- são combinações (novamente somas simples sobre p) dos 

operadores e s^_, respevctivamente. Na linguagem do capítulo 2, dizemos que as 

combinações acima (as somas simples em p) definem um homomorfismo da álgebra 

su{2) na álgebra su{2) ® su{2) 0 su{2) 0 ... 0 su(2), onde temos N fatores nesse 

produto. Assim, esse produto também é uma álgebra su(2). Em resumo, podemos 

dizer que a construção do Hamiltoniano do modelo LMG pode ser descrita pelos 

seguintes passos: 

i) Construção de Schwinger da álgebra su(2), em cada célula p, por meio dos 

operadores de criação e destruição fermiõnicos. Os geradores dessa álgebra são 

denotados por s^, e s+. 

ii) Definição do Hamiltoniano em cada célula p em termos do operador s^, que 

mede a diferença entre o número de férmions nos dois níveis de energia. Esse Ha- 

miltoniano é simbolizado por Hq{s^). 

iii) Definição de um homomorfismo entre a álgebra su{2) definida em cada célula e 

a álgebra produto considerada acima. Os geradores da álgebra produto são indicados 

por Jz, J+ e J-. 

iv) Construção do Hamiltoniano total do modelo, da seguinte forma: 

H = Ho + Hinti (4.72) 

onde Hq é obtido a partir de Hq{sI) pela substituição do gerador pelo seu corres- 

pondente homomórfico Jj. O termo de interação é definido em 4.71, onde os 

operadores e são os análogos homomórficos de e s_. 

Seguindo os passos descritos acima apresentaremos a seguir uma versão q-de- 

formada do modelo de LMG, introduzida por Avancini et al. [46]. Como vimos 



CAPÍTULO 4. 0 MODELO DE LIPKIN Q-DEFORMADO. 83 

no capítulo 2, o Hamiltoniano livre resultante da combinação de osciladores q- 

deformados independentes exibia uma espécie de interação entre os níveis, defor- 

mando o espectro do Hamiltoniano sem interação. Em analogia com esse problema, 

os autores acima construíram uma versão q-deformada do modelo LMG, o qual exibe 

a mesma espécie de deformação no espectro do Hamiltoniano sem interação. 

As diferenças entre o modelo usual e o modelo deformado são listadas abaixo: 

a) Os operadores de criação e destruição fermiônicos são substituídos por seus 

análogos q-deformados. Assim, os antigos geradores de su(2) em cada célula p serão 

substituídos pelos geradores de su,(2). 

b) 0 Hamiltoniano livre em cada célula p é definido da seguinte forma (em 

analogia com a combinação de dois osciladores fermiônicos livres idênticos): 

e senh(72sPj 
= õ 2 2senh(^) 

(4.73) 

2 a' 

2 sP 

92 
= 

onde definimos 

^9 “ 
2 

(4.74) 

(4.75) 

É importante notarmos que não poderiamos ter usado os resultados do capítulo 2 

para combinarmos os Hamiltonianos dos dois osciladores fermiônicos na célula p, 

pois esses osciladores não são idênticos no que diz respeito às energias associadas 

aos seus quanta. Assim, a justificativa para se definir o Hamiltoniano em 4.73 reside 

na deformação do espectro do Hamiltoniano livre, que se deseja que tenha a mesma 

forma que no caso dos osciladores idênticos livres. 

c)As regras de combinações dos operadores de su,(2), definidos em cada célula 

p, são os mapeamentos homomórficos de su,(2), descritos no capítulo 2 e dados por: 

N 
(4.76) 

P=1 
N 

P=1 
(4.77) 
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onde definimos: 

= è <1. (4.78) 
p'=i 

= É 4.- (4.79) 
p'=p+l 

Nas expressões acima as somatórias devem ser entendidas como somatórias de pro- 

dutos no mesmo sentido que as descritas no capítulo 2. Escrevemos como somatórias 

de termos simples apenas por economia de notação. 

0 Hamiltoniano total livre Hq é dado então por: 

^<(P) 

^>(P) 

Ho = 

= 

Ho{J,.) 

£ senh('y2Jq^) 

4 senh(^) 

(4.80) 

(4.81) 

(4.82) 

(4.83) 

O Hamiltoniano de interação, análogo ao da expressão 4.71, é definido como: 

com Jq+ e Jq- dados pelas expressões 4.77. Assim, o Hamiltoniano total do modelo 

é dado pela expressão 4.72: 

^ ^ 1 senh(72J^^) 
(4.84) 

4 2senh(f) ' 2[A], 

Temos então um Hamiltoniano descrito em termos de operadores da álgebra 

suq{2). Nas próximas seções usaremos o método variacional para calcularmos a 

energia livre e estudarmos as transiçãoes de fase desse modelo, o qual chamaremos 

abreviadamente de q-LMG. 

Em comum com o modelo usual, esse modelo possui o mesmo número de estados, 

pois a deformação não altera em nada a contagem e a caracterização destes. Assim, 

a matriz do Hamiltoniano será diagonal em blocos, cada bloco estando associado a 

um valor de j. O rótulo j pode assumir os valores dentro do intervalo que vai de 0 

(ou|) até y. A multiplicidade Y{N,j) de cada bloco j é dada pela mesma expressão 

4.15 do caso não deformado. 
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4.5 A Energia Livre Variacional do Modelo q- 

LMG. 

Usaremos como estados de teste os estados q-coerentes associados à álgebra sti,(2). 

Assim, temos: 
I • V . ./ • I 

; j ^ íA oc^\ 

e 

F<Tr [ptríi) + /?-'Tr {ptMM ■ (4.86) 

Procedendo exatamente da mesma maneira como no caso não deformado obtemos 

a seguinte expressão: 

(4.87) 

Até agora não temos nenhuma diferença formal em relação ao modelo LMG. A 

diferença fundamental entre os dois modelos está no cálculo do primeiro termo entre 

chaves na expressão acima. Substituindo a expressão do Hamiltoniano q-LMG, esse 

termo é escrito explicitamente como: 

q{ji^i4>\ji^i4')q 4senh q{A^)q 

Calculemos a seguinte expressão: 

{z\senh.{'y2Jg^)\z)g ^ V q{z\Jg++ Jg-\z)g 

2[A^], ^{z\z)^ 

^ / 2; 
,{z\senh{'r2Jg^)\z)g = X] 1 • ^ 1 l-2r^-''^"'^senh(72m). 

m=-j V; +m/, 

Escrevendo senh(72m) da forma 

senh(72m) = 

e substituindo em 4.89, temos: 

,(2lsenh(72J,^)|2), = 

q-'23q‘iU+m) _ q2jq-2{j+m) 

(4.88) 

(4.89) 

(4.90) 

^=-j \ J +rn 
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Lembrando que 

m=-j\J+mJ^ 1,^0^ 

escrevemos 4.91 como: 

,(2|senh(72J,^)l2), = ^ J[ {} + + 
^ k=o 

- Ç n'(l + 9““^'^V’kl“) (4.93) 
“ k=Q 

= Çlí (i+9“-''-"‘NP) + 
k'=0 

2j-2 

- V n 
k'=-i 

Dividindo essa expressão por q{z\z)q = (l + temos: 

,(^|senh(72y,^)|2)^ 1 (^-2j 1 +9^-’'^^kP Ai 1 +9 
1 +Ç-2i+l|^|2 1 + q'^i~^\z\^ 

1 íq - q l^l”* 

2 \^1 + |z|4(ç2,-1+ç-2, + 1)|2|2 

kl“-l 
= senh7[2;‘], 

= senh7[2j]. 

2 

kl“-l 
(4.94) 

1 + \z\‘^ + 2cosh7(2j - 1)1^P^ 

Usando cosh7(2y — 1) = 1 + 2senh^7 (^j — |) e \z\ = tan |, a expressão anterior se 

torna: 

ç (2:|senh(72ygj) \ z')q 

]{z\z)q 
= sen h7[2;]q 

— COS 0 

= senh7[2;]q 

sen"*! + COS"* | + + senh^7(y — |))^ 

— COS 9 

1 + senh^7 (j — sen^^^ 

Dividindo esse resultado por 4senh^, o primeiro termo do lado direito de 4.88 torna- 

se: 

4senh 

,(^|senh(72J,J|^)q 

q{z\z), 
= -e, 

[2j]q cosO 

2 D(7,0,;)’ 
(4.95) 
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onde definimos 

D{'y,0,j) = 1 + senh^7 sen^0. (4.96) 

Usaremos a realização de Bargmann para calcular o valor esperado abaixo: 

2j-l 
DllDlH {1 + q^'^-^^+^zz^)]. 

(4.97) 

(4.98) 
k=0 

Calcularemos o termo entre parênteses nessa expressão: 

Jt=0 9 ) k=Q 
2j-l 

z{q 3-^ ri (1+ 
7 I k=0 

- -1- n (1+9''' + 

2(9-9 ) k=0 

= ( ^ _n n (1 + (9'*' - 9”"0 kl 
2(9-9 ^ ' 

= íi (l + ç^^^-^^zz*). 
*:=! 

Dessa expressão, podemos escrever o resultado geral: 

m—1 (m —1) —1 

D’ n (1 + = 2*[m], n (1 + 
*:=0 Jt=0 

Usando esse resultado em 4.98, vem: 

(4.99) 

2j-l (2j-2)-l 

U>5 n (1 + = ^-"12j|,12; - 1], n (1 + 
k=0 fc=0 

2j-2 
= zz*[2;],[2i - 1], n (1 + 9"'' -'^'+‘2rz*)(4.100) 

k' = l 

Dividindo essa expressão por q{z\z)q = ní.í'o' (1 + q2k ^-í+^zz*), temos: 

q{z\z)q 
= z'^[2;],[2i - 1] nL? (1 + 
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.*^[2i],[2i - 1], 

{I + + q2j-i\z\^) 

z’^2jU2j - 1], 
(4.101) 1 + |2|4 + (ç2í-1+ç-2j+1)|^|2- 

Sabendo que podemos calcular o seguinte fator do segundo termo do 

lado direito de 4.88: 

í^2 _l_ ^«2\  ^]?  

^ ' 1 4- 1^1“* + 2 (l + 2senh^ (y{j - jarp 

[2_;'],[2_; — l],sen^0 cos 2^ 

2D{-/,ej) 

Finalmente, de 4.95 e 4.102, podemos escrever 4.88 como: 

= e, 
[2j](j / —COS 9 x’/•xSen^0cos2<^ 

— tq Eq(^j, 9, <l>^, 

onde definimos 

x’(i) = JXL 
qm 

■[2; - 1], 

|F|senh(7(2; - 1)) 

e senh(7A^) cosh 

Definindo a função ^(7), 

podemos escrever 

C(7) = 

X^(Í) = 

esenh(7A^) cosh 

1^1 

senh(7(2j - 1)) 

G{l) 

De 4.104, escrevemos a expressão 4.87 da seguinte forma: 

F < (eqEq{j,9,(l)) - {N, j)) . 

(4.102) 

(4.103) 

(4.104) 

(4.105) 

(4.106) 

(4.107) 

(4.108) 

(4.109) 

De acordo com o procedimento do caso não deformado, minimizaremos a função 

Fqijt </*) com respeito aos parâmetros 9 e <f> {o segundo termo entre parênteses não 
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depende desses parâmetros). Como a dependência em <f> é exatamente a mesma do 

caso não deformado temos as mesmas soluções 4.38 para esse parâmetro: 

V cos(2(/>) = -|V| (4.110) 

(^ = 0 ou 7T se y < 0, 

7T StT 
= — OU — se y > 0. 

Logo, resta-nos minimizar a seguinte função com respeito a 6\ 

f(fí) = _ X‘'(Í) 
^ D{j,ÔJ) 2 D{^,e,j)- 

As derivadas primeira e segunda dessa função são dadas por: 

d f sen9 

de D^{j,en) 

seii^e 

(^S cos^ 9 — x'^U) 0 -f 5 -f l) 

dPf 

d9^ ~ D^9,j,j) 
(-25 COS 9 + X^(j)) + 

(4.111) 

(4.112) 

(4.113) 

(4.114) 

(4.115) 

-f COS 9 (5 cos^ 9 - x’(i) COS ^ -f 5 -f 1) 5(4-116) 

onde definimos 

5 = sinh'^ (^7 (^j - . (4.117) 

Analisando a derivada primeira vemos que temos pontos críticos em: 

sen0 = 0 (4.118) 

e 

5 cos^ 9 — x’(Í) COS í? -f 5 -f 1 = 0. (4.119) 

A primeira dessas condições fornece as soluções 0 = 0 e 0 = tt. Substituindo 

0 = 7T na derivada segunda concluímos que essa solução corresponde sempre a um 

ponto de máximo relativo. A solução = 0 corresponderá a um ponto de mínimo 

sempre que a seguinte condição for satisfeita: 

25 - x’(i) + 1 > 0; (4.120) 
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caso contrário, será um ponto de máximo. 

A equação 4.119 possui as seguintes soluções: 

COS 6 -- 
X‘^U) 

25 
1 ± 

i 

45(5 + 1) 

x‘’uy 
(4.121) 

Essas soluções podem ser reescritas como: 

COS I (4.122) 

Como veremos a seguir, a solução com o sinal positivo nos leva a inconsistências 

devido à faixa de variação da função cos 0. Para que as soluções da expressão acima 

sejam viáveis, devem ser consistentes com as seguintes condições: 

G(t) < 1, (4.123) 

O<|cos0|<l. (4.124) 

Substituindo G(7) pela sua definição 4.107, a condição 4.123 nos leva a um limite 

superior para o parâmetro de deformação 7, expresso pela seguinte desigualdade: 

e senh(7A^) cosh — |P| < 0. (4.125) 

Assim, para cada conjunto de valores N, |P| e e, teremos definido 7máx, que é o 

máximo valor que 7 pode assumir de foi’ma que a solução 4.122 seja possível. Essa 

é uma condição necessária, mas não suficiente para a existência dessa solução. A 

figura na página seguinte mostra o gráfico de esenh(7A^) cosh — |V| em função 

de 7, para A^ = 12, y = 2ee = l. O valor de 'fmár é dado pelo cruzamento daquela 

curva com o eixo das abcissas. 

Passemos à condição 4.124. De 4.122 vemos que cosí^ dado por essa expressão é 

uma quantidade positiva. Logo, podemos escrever 4.124 como: 

cosí?<l, (4.126) 

o que nos leva à seguinte desigualdade: 

coth(7b-Í))<  (4.127) 
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Pcira argumentos positivos a função cotangente hiperbólica deve ser sempre maior 

que a unidade. Logo, devemos ter: 

o que resulta em 

G(7) 

1 ± ^1 - G^(7) 
> 1, 

G(7) - 1 > ±^/l-G^(-|). 

(4.128) 

(4.129) 

Fig. 5. Gráfico da função esenh(7jV) cosh (|) - |F|. 

O cruzamento com o eixo das abcissas fornece 7már- 

= 12, F = 2, e = 1. 

Claramente o sinal positivo na desigualdade 4.129 nos leva a inconsistência.s, 

ao passo que o sinal negativo satisfaz trivialmente a expressão acima, pois essa se 

transforma na desigualdade triangular. Dessa forma, isolando j na expressão 4.127, 

j > 9+7 ^a^ccoth 
1 + ,/1-G2(7)’ 

G(7) 

= ic- 

temos: 

(4.130) 

(4.131) 
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Veremos mais adiante que a quantidade definida acima é a mesma que vai ca- 

racterizar as transições de fase nesse modelo. Em resumo, as condições 7 < 7móx e 

j > jl formam um conjunto de condições necessárias e suficientes para que a solução 

abaixo exista: 

COS Or, (4.132) 
^(7) 

Satisfeitas as condições acima, analisaremos em quais circunstâncias essa solução 

constitui-se em um ponto de mínimo da função f{0)- Substituindo a expressão 

anterior na derivada segunda 4.116, temos: 

sen^^m 
“ TüTTfí 

e=e„ .90^Je=e D'^U,0mn) 
-2Scosem). (4.133) 

Estamos interessados apeneis no sinal dessa expressão. Consideraremos então apenas 

o termo entre parênteses. De 4.121 (com o sinal negativo, naturalmente) temos que 

25 COS 6m - x’(i) = - 45(5 -f-1). (4.134) 

Logo, a derivada segunda é positiva em 0 = Om- Portanto, satisfeitas as condições 

de existência de 4.132, esta é sempre um ponto de mínimo de f{0). 

Consideremos novamente a condição 4.120, que deve ser satisfeita para que 0 = 0 

seja um ponto de mínimo de f{0): 

■ 25 - xHi) + 1 > 0. (4.135) 

Fazendo as substituições 5 = sinh^ ^7 (j — e x^(Í) = 

pressão transforma-se na seguinte inequação: 

cujas soluções são dadas por: 

CCth' (7 (i - 5)) - COth - i)) + 1 > 0, 
G(7) 

cothf7Í;-i')j< P— 
V V 2jJ 1 + - G’2(7) 

(4.136) 

(4.137) 

.1 / / • 1 + ^1 -0^(7) 
coth(7(j-- >    (4.138) 
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A primeira dessas soluções é inconsistente, pois é maior que a unidade. Isolando 

j na segunda solução, temos que j < j^. Vemos então que 0 = 0 é um ponto de 

mínimo desde que j < j^. Se j > Jl o mínimo será dado por ô = 9m, com Om dado 

por 4.132. 

Os valores mínimos de e, Eg{j,0,(f)), com respeito a, 9 e (f>, são dados pelas 

expressões abaixo: 
f2?1 

mine^^ (c, E<,{j, 9, <f>)) = (4.139) 

se j < jc (correspondendo a ô = 0), e 

mine,4,{tq Eq{j,9,<f))) = 

+ 

‘(7)tanh(7(j-i)) + 

2 (l - y'1 - G^(7)) 

G-^(7)senh(7(2; - 1)) 

Da mesma forma como no caso não deformado, introduziremos a notação: 

Aj = mine,4, (e,£',(i, 9, 4>)). (4.141) 

F 

Fig. 6. A família de retas associadas aos valores de j = 0 a j = 6. 

N = 12, V = 2, e = 1, 7 = 0.11. A energia livre variacional 

é dada pela fronteira inferior dessa figura 
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Podemos verificar que, no limite 7 —> 0 (ç ^ 1), temos o seguinte: 

2G-'(7)tanh(7(j-i)) - (*•'«) 

2(1 - \/l - G^(7))G-^(7) ^ 1, (4.143) 

cosh (^7 -> 1, (4.144) 

[2j], ^ 2j. (4.145) 

Portanto, todos os resultados do modelo q-LMG se reduzem aos do modelo não 

deformado nesse limite, como esperado. 

A energia livre é dada pela expressão: 

F{p) < minj{A] + B,T), (4.146) 

com os coeficientes A] dados pelas expressões 4.139 e 4.140. Os coeficientes Bj, 

definidos como 

B, = -kB\nY{N,j), (4.147) 

são exatamente os mesmos do caso não deformado, pois a quantidade Y{N,j) é a 

mesma nos dois modelos. Os coeficientes A] também são crescentes com o decréscimo 

de j. Portanto, a identificação do gráfico da energia livre com a fronteira inferior 

definida pela família das retas A’j + BjT é ainda válida. Como exemplo, a figura 

6 da página anterior mostra a superposição das retas associadas a todos os valores 

possíveis de j, para A^=12, K = 2e7 = 0.11. 

Os valores máximo e mínimo de j serão os mesmos do caso não deformado: 

Jmín 

Jmáx 

s/N 

2 ’ 

2 ■ 

(4.148) 

(4.149) 

4.6 Transições de Fase no Modelo q-LMG. 

4.6.1 Transições Termodinâmicas. 

A caracterização das transições de fase no modelo q-LMG é qualitativamente a 

mesma do modelo não deformado. Todo o procedimento realizado para o modelo 
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não deformado continua válido neste caso. Como no caso não deformado, existe 

um valor crítico do parâmetro j. Além da dependência nos parâmetros usuciis 

do sistema, como e, V e N, esse valor depende também do vaJor do parâmetro 

de deformação 7. 0 valor de j é determinado pela temperatura, de acordo com a 

construção do gráfico da energia livre. A temperatura zero j = y. A medida que a 

temperatura cresce o valor de j diminui, até que se estabilliza em j = jmàx = Se 

o valor de H estiver entre os valores máximo e mínimo, então haverá uma transição 

de fase quando a temperatura vai de zero a infinito. 

Tc 

Fig. 7. Temperatura crítica em função da deformação. 

A = 12, F = 2, e = 1. 

A temperatura de transição de fase é definida como sendo a temperatura de 

cruzamento entre as retas cissociadas a, j = H e jc — l'- 

Tc = 
- A’ A-i 

kg in ( • 
(4.150) 

Quando j = j’, 4.139 e 4.140 dão o mesmo resultado para A]. Assim, o numerador 
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da expressão acima é dado por; 

A%-A% , ]c Jd-1 = -€a 

= -tq cosh(7(2i’ - 1)). (4.151) 

Logo, a temperatura de transição de fase é dada pela seguinte expressão: 

T. = 
1 e, cosh(7(2j9 - 1)) 

k B 
l Y{N,j-í) ) 

(4.152) 

0 gráfico na página anterior mostra o comportamento da temperatura de transição 

de fase, Tc, em função do parâmetro de deformação ç, para = 12, V = 2 e e = 1. 

4.6.2 Transições no Estado Fundamental. 

As transições no estado fundamental (T=0) ocorrem quando j = y = j’. Estaremos 

interessados nas transições governadas pela variação do parâmetro |F|, mantendo 

fixos os demais parâmetros. Como no caso não deformado, procuraremos por um 

valor crítico de |V| que faça com que = y. Da definição 4.130 vemos que 

depende de |F| através da quantidade ^(7). Assim, primeiro procuraremos por um 

valor crítico de G{'y) (que indicaremos por Gc(7)) e, através deste, encontraremos 

|F|c. Assim, sendo Gc{j) o valor de G{'y) para o qual = y, 4.130 resulta em: 

^ -1 
- = 7- arccoth 

l + yi-Gg(7)\ ^ 1 

G.(7) 

OU 

/7 \ 1 + x/l - G?(7) 

(i<^ - ^>) — 

(4.153) 

(4.154) 

Usando a expressão 4.108 podemos escrever: 

q í^\ ^ senh(7(A^ - 1)) 

^ \2J G{-i) 
(4.155) 

e 

G(7) = 
senh7(A^ — 1) 

(4.156) 
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Logo, 

Gc(7) = 
senh(7(A^ — 1)) 

onde introduzimos a notação abreviada 

xl = xl{ — 

Xc 

N 

Substituindo 4.157 em 4.154, temos: 

coth { '^{N - 1)) = 
xl + ^ixiy - senh^(7(A^ - 1)) 

senh(7(A^ — 1)) 

Resolvendo essa equação para xl^ obtemos 

xl = 1+ 2senh^ Q(iV-1)^ 

= cosh(7(A^ — 1)). 

(4.157) 

(4.158) 

(4.159) 

(4.160) 

(4.161) 

Comparando essa expressão com 4.68 vemos que o parâmetro que governa a transição 

de fase no estado fundamental possui um caráter universal no caso não deformado, 

no sentido que não depende dos parâmetros do sistema. No caso deformado esse 

parâmetro depende de 7 e através do produto 'y{N — 1). 

Supondo que o parâmetro de deformação 7 possa variar, podemos estudar as 

transições de fase no estado fundamental governadas pela variação desse parâmetro, 

mantidos fixos os demais. Consideremos a expressão 4.106: 

x’(i) = 
|l/|senh(7(2j - 1)) 

e senh(7ÍV) cosh j 
(4.162) 

Pelo exposto acima, haverá uma transição de fase quando a seguinte condição ocor- 

rer: 

X" (i = t) ^ (4.163) 

Substituindo 4.161 e 4.162 nessa expressão obtemos uma equação para o valor crítico 

de 7, que indicaremos por 7c: 

tgh{-fc{N - 1)) _ 

senh(7cA'^) cosh ^ 
(4.164) 



CAPÍTULO 4. 0 MODELO DE LIPKIN Q-DEFORMADO. 98 

Esse valor crítico de 7 é sempre menor que o valor 'ymáx, conforme concluiremos 

abaixo a partir da comparação entre as equações 4.125 e 4.164. Primeiramente 

observamos que o lado direito da expressão acima é uma função decrescente de 7. 

Consideremos a seguinte razão: 

/ tgkhc(N-D) ^ 
Vsenh(7c^) COS h(^)y 1 

í  A t9^{.'yTnáx 
V senh(7màx^) cosh( ) J 

onde usamos as equações 4.125 e 4.164, além do fato que a tangente hiperbólica é 

sempre menor que a unidade. Assim, concluímos que o numerador é maior que o 

denominador e, consequentemente, 7c < 'jmáx- 

(iV-1) 
> 1, (4.165) 



Capítulo 5 

Considerações Finais. 

Duas questões de fundamental importância surgem nas aplicações de álgebras q- 

deformadas na Física. Uma delas diz respeito à inexistência de um caminho único 

para se deformar um modelo. Existem várias maneiras consistentes e não equiva- 

lentes de se fazer isso. Como exemplo, pode-se “deformar” o modelo de Lipkin 

simplesmente substituindo-se os operadores de quasi spin do modelo usual pelos 

seus análogos q-deformados. Estudos desse modelo podem ser encontrados nas re- 

ferências [44, 45]. Ainda com respeito a essa falta de unicidade, mesmo as álgebras 

dos osciladores (bosônicos e fermiônicos) q-deformados não são únicas. Menciona- 

mos no Capítulo 1 que existem deformações que não preservam o Princípio de Pauli 

para o oscilador fermiônico. No caso bosônico existe uma infinidade de deformações 

possíveis contidas nos objetos chamados çp-bósons (veja-se a refei'ência [32]). 

A outra questão diz respeito à não existência de uma interpretação física bem 

estabelecida para o parâmetro de deformação. Na maioria dos casos, esse parâmetro 

é completamente desprovido de significado físico. Dentre as aplicações em que é 

possível atribuir-se uma interpretação física para o parâmetro ç, podemos citar o 

modelo XXZ em Mecânica Estatística [35], o estudo das bandas rotacionais em 

núcleos e moléculas deformadas, descritos através do Hamiltoniano de um rotor q- 

deformado [37, 38], e o oscilador harmônico não linear [36], onde o parâmetro de 

deformação é interpretado como uma medida da não linearidade do oscilador. 

A despeito dessas dificuldades, é crescente o número de trabalhos sobre aplicações 

de álgebras q-deformadas nas mais divei’sas áreas da Física e da Matemática, como 

99 



CAPÍTULO 5. CONSIDERAÇÕES FINAIS. 100 

em Mecânica Estatística [39], Ótica Quântica [40], Física de Partículas [41], Teoria 

de Nós [42], Geometria Não Comutativa [43], etc. 

Dentro do contexto do parágrafo acima, estudamos a influência da q-deformação 

nas transições de fase do modelo q-LMG. Também aqui não temos uma interpretação 

física clara para o parâmetro de deformação q. Observamos, especulativamente, 

que este se comporta como se introduzisse uma espécie nova de interação entre as 

partículas. Com o aumento da deformação, as transições de fase termodinâmicas 

são “aceleradas”, no sentido que a temperatura crítica diminui. Em uma dada 

temperatura fixa {T = 0, por exemplo) a variação da deformação pode induzir 

uma transição, da mesma forma como acontece quando variamos o parâmetro de 

interação V, mantendo fixos os demais. À temperatura zero, o parâmetro crítico 

apresenta uma dependência da deformação e do número de partículas, através do 

produto 7(iV — 1), ao contrário do caso não deformado, onde esse parâmetro tinha 

um caráter universal, ou seja, não dependia dos demais parâmetros do sistema. 



Apêndice A 

Conceitos de Grupos e Algebras 

de Lie. 

A.l Definições. 

Um Grupo é um conjunto de objetos G = {a,ò, c,que possui uma lei de com- 

posição (que chamaremos de multiplicação) associada a cada par desses objetos, que 

satisfaz as seguintes propriedades: 

Va,ÒGG aò = c, c G G. (A.l) 

Existe e G G tal que ae = ea = a y a G. (A.2) 

V a G G existe G G tal que aa~^ = a~^a = e. (A.3) 

(aò)c=a(òc), ya,b,cÇ.G. (A.4) 

0 número de elementos de um grupo pode ser finito ou infinito. Os grupos 

infinitos podem ser contínuos ou discretos. Nos grupos contínuos podemos definir 

os conceitos de vizinhança, de limite, etc. Assim, dizemos que grupos contínuos 

possuem uma estrutura topológica. Isto permite parametrizarmos os elementos do 

grupo por meio de um conjunto de parâmetros contínuos em um espaço topológico 

(espaço dos parâmetros do grupo). Assim, dizemos que dois elementos do grupo 

estão próximos entre si se, e somente se, os parâmetros que os caracterizam também 

estão próximos entre si no espaço dos parâmetros. 0 número de parâmetros reais 
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necessários para caracterizar cada elemento do grupo é chamado de dimensão do 

grupo. 

Se, nas vizinhanças de um elemento qualquer de um grupo contínuo, pudermos 

escolher um espaço euclideano n-dimensional como o espaço dos parâmetros, esse 

grupo é chamado de Grupo de Lie n-dimensional. Em particular, em um grupo de 

Lie n-dimensional qualquer elemento próximo à identidade pode ser parametrizado 

através de um vetor n-dimensional em um espaço euclideano. A maioria dos grupos 

contínuos que aparecem em Física são grupos de Lie. 

Dado um grupo de Lie, consideremos um elemento ^(01,02,03,...) próximo à 

identidade e caracterizado pelos parâmetros 01,02,03, etc. Sem perda de genera- 

lidade, podemos considerar que o elemento identidade é parametrizado pelo vetor 

nulo. Assim, podemos escrever: 

5f(oi, 02,03,...) = e-f ^ ojt (A.5) 
k=\ V /a=0 

n 
= e -f í ^ ükXk, (A.6) 

fc=i 

onde definimos 

X.. i (^' 
i \ uak 

(A.7) 
a=0 

onde o indica o vetor de componentes aj, com j = 1,..., n, onde n é a dimensão do 

grupo de Lie. 

Denotaremos agora por g{ak) o elemento do grupo de Lie que possui todos os 

parâmetros nulos, exceto o parâmetro particular Uk. Tomemos agora a diferença 

seguinte: 

g{ak)g{ai) - g{ai)g{ük) = {e + iakXk)(e d- iaiXi) - (e -|- iaiXi){e -f- iakXk) 

= e + i{akXk + aiXi) - ükütXkXi + 

- e- i{ükXk + aiXi) + üküiXiXk 

= aka,[X,,Xk]. (A.8) 

Pela propriedade de fechamento no grupo (propriedade A.l), temos que: 

n 
g{ak)g{ai) = g{a') = e -f í ^ a^Xj (A.9) 
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g{ai)g{ak) = g{a”) = e + ^'j^j (A.10) 
j=i 

e 
n 

9{ak)g{at) - g{ai)g{ak) = ~ 
j=i 

= (A.ll) 
j=i 

onde definimos cj = a’ — a'j. Assim, comparando A.8 e A.11, podemos escrever: 

onde definimos 

IXi, 
j=l 

aiük 

(A.12) 

(A.13) 

As constantes //^ são chamadas de constantes de estrutura do grupo de Lie. Essas 

constantes determinam todas as propriedades locais do grupo nas vizinhanças da 

identidade. 

Usando a propriedade associativa do grupo de Lie podemos demonstrar a seguinte 

identidade (Identidade de Jacobi): 

[Xfc, [X,, x,„]] + [a:,, [a:,„, A^fc]] + X/]] = 0. (A.14) 

O conjunto de operadores infinitesimais {AT,}, com i = l,...,n, do grupo de Lie 

gera um espaço vetorial fechado com respeito à operação de comutação entre dois 

vetores desse espaço. Essas propriedades, mais a Identidade de Jacobi, definem o 

que chamamos uma Álgebra de Lie. Assim, a todo grupo de Lie podemos associar 

uma álgebra de Lie. 

Geralmente, todos os elementos de um grupo de Lie podem ser obtidos a partir 

de uma sequência de transformações infinitesimais sucessivas a partir da identidade. 

Assim podemos escrever o elemento genérico <7(a), onde a é um vetor de módulo 

finito, como: 

M 

lim 
A/—>oc 

j=i 

exp (A.15) 
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onde aj são cis componentes do vetor finito or e os aj são componentes do vetor 

infinitesimal a, paralelo a a. 

Dessa última expressão vemos que há uma relação explícita entre os operadores 

do grupo de Lie e os geradores da álgebra de Lie associada ao grupo. Essa relação 

é chamada de mapeamento exponencial. 

A.2 Representações. 

Embora tenhamos usado algumas vezes o termo transformações para nos referir aos 

elementos do grupo de Lie, até agora trabalhamos com o conceito abstrato de grupo. 

Em Física os grupos frequentemente aparecem como grupos de transformações em 

algum espaço (espaço de configuração, espaço de Hilbert, etc.). Essas transformações 

em geral são transformações lineares. Transformações lineares podem ser represen- 

tadas através de matrizes. Se for possível associar a cada elemento de um dado 

grupo de Lie uma matriz quadrada de ordem M (que atua como um operador linear 

em um espaço vetorial M-dimensional), de tal forma que as leis de composição do 

grupo sejam mapeadcis nas leis de composição de matrizes (consideradas geralmente 

como as leis de multiplicação ordinária de matrizes), então temos definida uma Re- 

presentação Linear de dimensão M do grupo de Lie considerado. Ressaltamos que 

a dimensão da representação não tem que ser necessariamente igual à dimensão 

do grupo de Lie. O espaço vetorial onde atuam as matrizes é chamado espaço de 

representação, ou simplesmente representação. 

Definimos de forma semelhante as representações das álgebras de Lie. Um con- 

junto de matrizes quadradas é uma representação de uma álgebra de Lie se cis ma- 

trizes desse conjunto satisfazem as regras de comutação da álgebra. Dada uma certa 

representação de uma álgebra de Lie, fica determinada a representação do grupo de 

Lie associado através do mapeamento exponencial A. 15. A exponencial de matrizes 

é definida como o desenvolvimento em série de potências de matrizes. 

Uma representação é dita irredutível se não contém nenhum subespaço invariante, 

isto é, se não contém nenhum subespaço que seja transformado nele próprio pela 

ação dos operadores da álgebra (ou do grupo). 

Uma representação é dita unitária se as matrizes associadas aos elementos do 
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Grupo forem unitárias. 

Finalmente, definiremos a Álgebra Envoltória Universal como a álgebra formada 

por todos os possíveis produtos de geradores de uma álgebra de Lie, em todas as 

ordens possíveis. Obviamente essa álgebra possui dimensão (número de vetores base) 

infinita. A álgebra de Lie original é um subespaço dessa álgebra. 



Apêndice B 

Os Parâmetros dos Estados 

Coerentes de SU{2). 

Como vimos na equação 3.43 do Capítulo 3, o operador í), que gera os estados 

coerentes a partir do vácuo, é dado por: 

fí(^) (B.l) 

Procuraremos agora visualizar a forma do espaço dos parâmetros Em Mecâni- 

ca Quântica as operações de rotação no espaço ordinário sâo descritas através dos 

operadores do grupo 5Í7(2), quando seus geradores sâo identificados com os opera- 

dores de momento angular [6]. Como os parâmetros que especificam uma rotação 

arbitrária assumem valores dentro de um intervalo fechado (o ângulo de rotação em 

torno de um eixo pode assumir valores de 0 a 27t somente), dizemos que o grupo das 

rotações é um grupo compacto. Logo, esperamos obter restrições sobre os possíveis 

valores do parâmetro 

Trabalharemos na representação de mais baixa dimensão (também chamada de 

Representação Fundamental) de SU{2), que possui dimensão 2. Nessa representação 

os geradores da álgebra su{2) são representados pelas matrizes de Pauli: 

i/2, 
1 /O 1 

2^1 0 
(B.2) 
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e os operadores escada são dados por: 

0 1 
J+ = 

0 0 
J_ = 

0 0 

1 0 
(B.3) 

Expandindo B.l em série temos que, nessa representação, é dado por: 

f)(^) = exp 

COS 1^1 

= Icos\^\ + 
0 

-r 0 
sen|^| 

llisenl^l' 

-^senl^l cosl<^| 
(B.4) 

0 operador Í7 especifica uma rotação em torno de um eixo que reside no plano 

xy, pois J+ e J_ são combinações lineares de e Jy apenas. Nessa representação o 

operador que denota uma rotação de um ângulo genérico 6 (anti-horário) em torno 

de um eixo cuja direção é dada pelo vetor unitário n = nxX + nyy é dado por [6]: 

'D{9,n) = exp(—iJ-ri- 

cos- {—irix — riy)sen 

{—iiix + riy)sen- cos| 

(B.5) 

(B.6) 

onde o ângulo 9 assume valores dentro do intervalo [0, tt]. Parametrizando a direção 

do vetor unitário pelo ângulo (f>' (0 < < 2tt) que este faz com o eixo das abcissas, 

podemos escrever o operador D como: 

V{9,n) = 

e cos^ 

—sen| 

•ie 5en| 

COS: 
e COS 2 

— e"^sen^ 

e ''^sen^ 

COS: 
(B.7) 

onde definimos (j) = (j)' + Comparando B.7 com B.4, encontramos as seguintes 

associações: 

líl = 5 

1^1 
= 

0 <9 <TT 

0 <<f) <2tv. 

(B.8) 

(B.9) 

Assim, 

(B.IO) 
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Podemos visualizar o espaço dos parâmetros ^ como sendo a superfície de uma 

esfera de raio unitário. Cada valor de (f é associado a um ponto sobre essa superfície. 

0 raio vetor que une um dado ponto à origem define um ângulo em relação ao eixo 

z, medido a partir do pólo sul. Pela nossa definição, este é o ângulo 9. A projeção 

do raio vetor sobre o plano xy define um ângulo em relação ao eixo x (medido em 

relação ao sentido dos x positivos). Esse último é o ângulo (j). Assim, o espaço dos 

parâmetros associados aos estados coerentes de SU{2) possui a geometria de uma 

superfície esférica. 

Consideremos agora a expressão 3.47: 

|j,e,4Í) = (l + lTp)-'e'-'*|j,-;). (B.ll) 

Vemos que os estados coerentes podem ser equivalentemente rotulados pelo parâme- 

tro T = tg^e~''^. Podemos visualizar o espaço dos parâmetros r como sendo o plano 

complexo tangente ao pólo sul da esfera definida acima. 0 eixo x é o eixo real e o 

eixo y é o imaginário. Os pontos sobre a superfície da esfera são mapeados sobre os 

números complexos z = re"^ da seguinte forma: 

r = tg^, (!>= 4>- (B.12) 

Esse espaço de parâmetros ainda é compacto se consideramos que o infinito faz parte 

dele. 



Apêndice C 

A q-Derivada e a q-Integral. 

Definimos a operação de q-derivação no Capítulo 3 através da expressão: 

z{q-q 1) 

Usando essa definição podemos demonstrar as seguintes propriedades [32]: 

Dl{f{z)g{z)) = {Dlf{z))g{q-^z) + nqz){Dlg{z)), 

DlfiXz) = XDlfiXz). 

A ação da q-derivada sobre a função q-exponencial é dada por: 

CO 1 

2^ r 1 
71=0 

_ ^ _n-l 

^1 W?! 

= E -2"'^ = 
r r 

(C.l) 

(C.2) 

(C.3) 

(C.4) 
n=l ~ 1]?- 

Logo, a função q-exponencial é invariante com respeito à q-derivação. 

Definiremos a operação de q-integração como sendo a operação inversa da q- 

derivação. Nos restringiremos ao caso de argumentos reais. Assim, definimos: 

j(Dlí(x))d,x = í(x) + C. (0.5) 

Imediatamente podemos ver que 

j e-d,x = e* + C. (C.6) 
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J e-^d,x = -e^ + C, (C.7) 

onde C é uma constante arbitrária. Introduzimos também a q-integral definida da 

maneira usual: 

í\D>J(x))d,x = m-í(“)- (C.8) 
Ja 

Usando a regra do produto C.2 temos: 

/ Dlif{x)g{x))d^x= í {Dlf{x))g{q~'^x)dgxA í f{qx){Dlg{x))dgX. (C.9) 
J a J CL va 

Assim, podemos escrever uma regra para a q-integração por partes: 

fj(x)(Dlg(x))d,x = f fíj s(x)|* - I' (^Dlf jj g(q-'x)d,x. (C.IO) 

Podemos agora calcular a seguinte integral; 

/o = / 
7o 

= 1, 

tq dq (C.ll) 

(C.12) 

onde usamos o fato que limj;_oo ^ = 0. Usando o resultado acima e a fórmula C.IO 

temos que: 

/n = ^ X^^Cq^dqX 

f „.n-l ™ -X e.^ dqX í°° i»J<? 
Jo 9" 

Wi 

9 
roo 

= [n]q 

Assim sucessivamente, temos: 

roo 
j x^Cq^^dqX = H,[n - l],[n - 2],...[l],io 

= W- 

Definimos então a função q-Gama por meio da seguinte q-integral: 

roo 
Tq{n + 1) = X^^Cq^^dqX = [n],!. 

(C.13) 

(C.14) 
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No limite 9 —> 1 essa integral se reduz à função Gama usual. Observamos que, nesse 

limite, tanto a q-derivada como a q-integral se reduzem às expressões usuais. 

Obteremos agora uma expressão explícita para a q-integral de uma função f{x) 

expandível em série de Taylor: 
00 

/(z) = ^c„x". (C.15) 
n=0 

Determinaremos antes a q-integral das potências x", usando a definição de q- 

integral como a inversa da q-derivada. Assim, temos que: 

= [n + l],x". 

Logo, podemos escrever: 

J[n + l],x"d,x = J C 

ou 

í xV,x = , 0:"+^ + C. 
J F + lj? 

(C.16) 

(C.17) 

(C.18) 

Então 

J f{x)dqX = C„ y x"d,x + C 

X n+1 
+ c 

n [« + 1]? 

Sem perda de generalidade, podemos supor que ç > 1. Assim, escrevemos a ex- 

pressão anterior na forma: 

/ f{x)dgX = {q - q ^)x ^ 1 _ q-2(n+i) (C.19) 

Identificamos o segundo fator da somatória com a soma da progressão geométrica 

decrescente infinita cujo primeiro termo é 1 e a razão é A expressão anterior 

pode então ser escrita como: 
/~n CO 

/(xKx = 
fc=0 

= (9-9 
-2nk ^ 

,n+l + C 

= {q- q-^)x E Cn{q-^'-'xr + C. 
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Finalmente, podemos estabelecer a expressão geral da q-integral como: 

f f{x)dgX = {q- q~^)x ^ + C. 
k 

(C.20) 



Apêndice D 

O Método Variacional. 

A definição da energia livre de um sistema é dada pela seguinte relação: 

e~0F ^ = Z, (D.l) 

onde H é o operador Hamiltoniano do sistema, F é a função energia livre (não é um 

operador), Z é a função de partição e /3 = ks é a, constante de Boltzmann e T 

é a temperatura absoluta. 

Lembremos também da definição do operador densidade: 

P = —• (D.2) 

Extraindo o logaritmo natural de ambos os lados de D.l e usando o fato que 

Trp = 1, temos que 

= {Trp) (~lnTr{e-^^)) . (D.3) 

Somando e subtraindo Tr{p^H) no segundo membro, temos: 

I3F = (Trp) (-/nFr(e-^^)) - Tr{p/3H) + Tr{p^H) 

= Tr [p{-^H - lnTr{e-^^)) + Tr{p/3H) 

= Tr [p{ln e~^^ - lnTr{e-^^)) + Tr{p/3H) 

= Tr (plnp) + Tr{p/3H). 

Logo, 

F = Tr[pÈ) + r'^Tr{plnp). (D.4) 
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Essa expressão será o ponto de partida para o cálculo variacional da energia livre 

[21]. Sabemos da Termodinâmica que o estado de equilíbrio de um sistema é, dentre 

todos os estados possíveis que o sistema pode se encontrar, aquele que minimiza 

o valor da energia livre. 0 estado termodinâmico de um sistema é completamente 

especificado pelo operador densidade. Dado o Hamiltoniano que descreve o sistema, 

o operador densidade é função apenas da temperatura. Trabalhando em uma base 

qualquer de vetores |a) do espaço de Hilbert do sistema, podemos escrever o operador 

densidade como: 

P(^) = S ("I- (D-5) 
Ot 

onde os coeficientes Wa{P) sâo os pesos de cada estado |q) da base no estado termo- 

dinâmico p{/3) à temperatura T. Esses pesos devem satisfazer a relação de norma- 

lização (que sai da condição Trp = 1): 

= (D.6) 
úr 

O operador densidade, calculado pela definição D.2, especifica o estado de equi- 

líbrio do sistema na temperatura T. Assim, a energia livre em D.4 é a energia livre 

no equilíbrio. Substituindo em D.4 qualquer outro estado diferente do estado de 

equilíbrio, teremos uma energia livre maior do que a calculada com aquele estado. 

Assim, sendo ptr um operador densidade que especifica um estado termodinâmico 

qualquer, temos que: 

F<Tr {ptrÈ) + r'Tr . (D.7) 

A igualdade corresponde a ptr igual ao operador densidade no equilíbrio (dado por 

D.2). 

A expressão acima sugere um método de estimar a energia livre de um sistema 

a uma dada temperatura T. Podemos, por tentativas, substituir vários estados 

“candidatos ao equilíbrio” nessa expressão. Obteremos vários valores da energia 

livre, cada um associado a um desses estados. Ao menor valor desse conjunto de 

valores está associado um dado estado. Este será o melhor candidato ao estado de 

equilíbrio e será usado como aproximação deste. 

Se o conjunto de estados de teste for um conjunto contínuo, ou seja, se estes 

puderem ser identificados por um conjunto de parâmetros contínuos, teremos então 
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um método variacional de aproximação. Dentre esses estados, podemos encontrar o 

que mais se aproxima do estado de equilíbrio variando continuamente o parâmetro 

que rotula os estados do conjunto. Se no espaço desses parâmetros (o conjunto de 

valores que estes podem assumir) pudermos definir os conceitos de limites e deriva- 

das, então poderemos usar os métodos do Cálculo Diferencial para encontrarmos o 

mínimo da energia livre a uma dada temperatura, que será uma função analítica dos 

parâmetros que caracterizam os estados do conjunto de teste. Vimos no capítulo 3 

que os estados coerentes possuem essa propriedade. 
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