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Resumo

Agostini, C. E., Analise do Comportamento Dinamico de um Rotor Vertical
Através do Método dos Elementos Finitos, Bauru: Faculdade de Engenharia Mecanica,
Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho”, 2011, 118 pp., Dissertacédo
(Mestrado).

Neste trabalho, analisaram-se as frequéncias naturais (axiais, torsionais e de flexao) e as
respostas em frequéncia de um rotor vertical com um disco rigido na extremidade através da
analise modal classica e complexa. A equacao que governa o movimento foi obtida através da
formulacdo Lagrangeana. O modelo considerou os efeitos a flexao, tor¢cdo e deformacéo axial
do eixo, além dos efeitos giroscopicos e gravitacionais. O método dos elementos finitos foi
utilizado para discretizacdo da estrutura em elementos cilindricos vazados com 12 graus de
liberdade. As matrizes de massa, rigidez e giroscopica foram explicitadas de forma
consistente. A analise modal tradicional, normalmente aplicada a estruturas estacionarias, nao
considera uma importante caracteristica das maquinas rotativas que sdo os modos de precessaa
direta e retrégrada. Inicialmente, através da analise modal classica, foram obtidas as
frequéncias naturais axiais e torsionais no eixo estacionario, ja que estas ndo sofrem influéncia
dos efeitos giroscépicos. Posteriormente a investigacao foi executada através da analise modal
complexa. Este tipo de ferramenta, que se baseia na utilizacdo de coordenadas direcionais para
descrever o comportamento dinamico do eixo rotativo, permite a decomposi¢cdo dos modos do
sistema em dois submodos, sendo um direto e o outro retrogrado. Dessa forma, consegue-se
visualizar de maneira clara a érbita e a direcdo do movimento precessional em torno da linha
nao deformada do eixo rotativo. Um programa de elementos finitos foi desenvolvido utilizando
o software MATLAB ® e simulacbes numéricas foram efetuadas de forma a validar o modelo
construido. Foram obtidas as frequéncias naturais e a resposta forcada em frequéncia direcional
(dFRF), com o uso da analise modal complexa, para um rotor vertical simples e também para

uma coluna de perfuracéo tipica utilizada na construcao de pocos de petroéleo.

Palavras chavesElementos Finitos, Dinamica de Rotores, Vibracbes Mecanicas.



Abstract

Agostini, C. E., Analysis of the Dynamic Behavior of a Vertical Rotor
Through Finite Element Method, Bauru: Faculty of Mechanical Engineering,
Sdo Paulo State University “Julio de Mesquita Filho”, 2011, 118 pp., Dissertation
(Master Degree).

In this study, natural frequencies were analyzed (axial, torsional and flexural) and
frequency response of a vertical rotor with a hard disk at the edge through the classical modal
and complex analysis. The equation that rules the movement was obtained through the
Lagrangian formulation. The model considered the effects of bending, torsion and axial
deformation of the shaft, besides the gravitational and gyroscopic effects. The finite element
method was used to discretize the structure into hollow cylindrical elements with 12 degrees of
freedom. Mass, stiffness and gyroscopic matrices were explained consistently. The classical
modal analysis, usually applied to stationary structures, does not consider an important
characteristic of rotating machinery which are the methods of forward and backward whirl.
Initially, through the traditional modal analysis, axial and torsional natural frequencies were
obtained in a static shaft, since they do not suffer the influence of gyroscopic effects. Later
research was performed by complex modal analysis. This type of tool, based on the use of
complex coordinates to describe the dynamic behavior of rotating shaft, allows the
decomposition of the system in two submodes, backward and forward. Thus, it is possible to
clearly visualize that the orbit and direction of the precessional motion around the line of the
rotating shaft is not deformed. A finite element program was developed using MATLAB ®,
and numerical simulations were performed to validate this model. Natural frequencies and
directional frequency forced response (dFRF) were obtained using the complex modal analysis

for a simple vertical rotor and also for a typical drill string used in the construction of oil wells.

Keywords: Finite Elements, Rotor Dynamics, Mechanical Vibrations.
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X, Y, Z- sistema de coordenadas para plano fixo.

XY Z — sistema de coordenadas para o elemento indeformado.

X,y,z- sistema de coordenadas para plano rotativo e elemento deformado.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo, inicialmente, apresentam-se as motivacbes e 0s objetivos desta
dissertacdo. A seguir, realiza-se uma revisao bibliografica contextualizando o trabalho na
literatura, focando sobre vibra¢cdes em colunas de perfuracéo de pocgos de petrdleo e analise
modal complexa de maquinas rotativas. Finalmente, alguns conceitos fundamentais sobre

dindmica de rotores sdo apresentados.

1.1 Motivacoes e Objetivos

O estudo de vibragcbes em rotores verticais tem assumido, cada vez mais, um
importante papel na indastria em geral, devido aos altos custos envolvidos e,
principalmente, aos riscos operacionais presentes nas maquinas rotativas.

Existe uma enorme quantidade de aplicacbes para rotores verticais, mas a que
representa maior notabilidade na industria atualmente, sédo as colunas de perfuracdo de
pocos de petroleo. Ha varios estudos sobre o tema vibragcbes em colunas de perfuragcéo e
estas podem ser modeladas como rotores verticais em balango.

A éarea de dindmica de rotores pode ser considerada como um caso especial dentro
do estudo das vibracbes mecanicas. Nos problemas de dinamica de rotores, 0s
deslocamentos de resposta forcada e os modos naturais de vibragdo estdo todos associados
com movimentos rotativos.

Existe uma grande necessidade em se identificar a direcionalidade dos modos de
vibracéo do sistema rotativo, pois estes movimentos podem afetar diretamente a vida util do
sistema. Os movimentos de precessao retrograda causam alternancia das tensées no eixo, o
gue pode leva-lo a ruptura por fadiga. Neste contexto, o uso de coordenadas direcionais na
descricdo destes movimentos rotativos tem-se mostrado com uma alternativa muito eficiente
em relacdo ao uso de coordenadas cartesianas, ou analise modal classica.

O uso das coordenadas direcionais traz a vantagem de possibilitar a identificacdo da
direcdo do modo, pois esta separa claramente os movimentos de precessédo direta e
retrograda.



O processo de perfuragdo de pocos de petrdleo possui comportamento dindmico
onde as vibragcbes mecanicas sao inerentes ao trabalho. Cabe ao projetista e ao operador
lidar com as mesmas a fim de evitar desgastes prematuros ou falhas nos equipamentos
eletrénicos que estdo embutidos na coluna de perfuracéo.

Os trabalhos de perfuragcfes envolvem custos financeiros consideraveis na indastria
do petréleo, e o entendimento da dindmica das vibra¢cdes nas mesmas torna-se essencial para
tentar mitigar falhas e melhorar o desempenho nas construcdes de pocos.

Os pocos de petrdleo sé@o construidos em fases, inicia-se com o maior diametro da
broca, seguida de um revestimento de aco. A medida que a profundidade avanca o diametro
da fase seguinte € menor, de forma a atingir o objetivo com o didmetro adequado para a
producdo ou exploracdo. A figura 1.1 apresenta um poco vertical convencional construido

na Bacia de Campos.

Figura 1.1 — Fases de construcdo de um poco vertical na Bacia de Campos.
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O objetivo principal desta dissertacao foi estudar o comportamento das vibracoes
mecanicas em rotores verticais em balanco e efetuar comparacées com a andlise modal
classica e complexa, além de apresentar a possibilidade de estudo de vibragcbes em uma
coluna de perfuracéo de pocos de petroleo.

Para atingir o objetivo principal deste trabalho foi necessario, inicialmente, construir
uma rotina computacional utilizando o método dos elementos finitos com a sua
implementacéo através do software MATLAB ®.

Apo6s a construcao da rotina computacional, foi necessaria a sua validacéo através da
comparagao com resultados existentes na literatura. Com a confirmacéo do funcionamento
da rotina computacional, procedeu-se com a andlise de uma coluna de perfuracao utilizada
normalmente em operacfes na Bacia de Campos, onde se estudou as frequéncias naturais
axiais, torsionais e laterais, orientacdo do modo de precesséo, influéncia do comprimento do
rotor e efeito gravitacional nos resultados.

O presente trabalho foi dividido em oito capitulos. Neste capitulo inicial s&o
apresentados 0s principais motivos e objetivos desta dissertacdo. A seguir, apresenta-se a
revisao bibliografica sobre vibracées em colunas de perfuracdo e analise modal complexa
em maquinas rotativas. Finalmente, serdo apresentados alguns conceitos fundamentais em
dindmica de rotores.

No capitulo 2 é apresentado o0 modelo matematico da dindmica de um rotor vertical
gue consiste em um eixo vertical com uma extremidade livre e outra engastada. A
formulacado utiliza a teoria da viga de Euler-Bernouli para barra homogénea. Efetua-se a
obtencdo das equagbes governantes do sistema através do método da energia (Equacao de
Lagrange) com a descricdo da energia cinética e potencial de todos os elementos envolvidos
no rotor.

No capitulo 3 é descrita a formulacéo do problema através do método dos elementos
finitos. S&o apresentados os graus de liberdade e o elemento de constru¢do para o método.
As matrizes de massa, rigidez e giroscopica sdo explicitadas para o elemento de viga
cilindrico que pode ser considerado vazado. Os elementos possuem 12 graus de liberdade,
sendo 6 graus de liberdade para cada né. Ao final é apresentada a equacédo do movimento na
forma matricial para permitir a resolucdo do problema de vibracdes.

No capitulo 4 é apresentada, de forma breve, a teoria classica da andlise modal.
Inicialmente estuda-se a andalise modal para estruturas estacionarias e em seguida para
estruturas rotativas para vibragoes livres e forcadas.

No capitulo 5, a analise modal complexa é descrita. No estudo focam-se as
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vantagens na utilizacdo de coordenadas direcionais para obtencdo dos modos de precesséo
direta e retrégrada. O embasamento tedrico é descrito para o caso de vibragfes livres e
forcadas.

No capitulo 6 sdo efetuadas simulacbes numeéricas de forma a validar a rotina
computacional criada em ambiente MATLAB ®. Os estudos iniciam com a validacao do
sistema através da comparagdo com literatura existente. Estudaram-se dois rotores, sendo
um composto somente por um eixo rotativo e outro por um eixo rotativo com um disco
solidario na extremidade. Neste mesmo capitulo, efetua-se a comparacdo entre as
metodologias de andlise modal complexa e a classica para validacdo da metodologia
complexa.

No capitulo 7 utiliza-se o sistema criado para demostrar uma possivel utilizagcdo em
rotores verticais flexiveis de longo comprimento. Realizam-se estudos para uma coluna de
perfuracdo de pocos de petrdleo, onde sdo avaliadas as frequéncias naturais (axiais,
torsionais e laterais), obtidos graficos de funcéo de resposta for¢cada, através da andlise
modal classica e a funcdo de resposta forcada direcional, através da analise modal
complexa. Por fim, sdo analisados casos onde se estudam a influéncia da profundidade da
broca, ou o comprimento total do rotor e a influéncia da matriz de rigidez gravitacional nos
resultados finais das frequéncias naturais.

No capitulo 8 sdo apresentadas as discussdes finais, conclusdes e sugestdes para
trabalhos futuros.

A dissertagdo prossegue com a listagem das principais referéncias bibliograficas
utilizadas no decorrer desta pesquisa. A seguir, sdo apresentados os apéndices com alguns

aspectos considerados importantes para o entendimento do trabalho.



1.2 Revisao Bibliogréafica

A revisado bibliografica trata dos assuntos pertinentes desta dissertacao. Inicialmente
faz-se uma breve explanacao sobre vibracdes mecéanicas em colunas de perfuracédo de pogos
de petréleo, onde sdo descritos os tipos de vibracdes e suas influéncias nas operacdes de
perfuracdo. Em seguida, apresenta-se uma sintese sobre a literatura que trata da técnica de

analise modal complexa em maquinas rotativas.

. Vibracbes em Colunas de Perfuracéo

Vibracdes em colunas de perfuracdo consistem em uma das maiores preocupacdes
das empresas operadoras de petréleo em todo o mundo. A coluna de perfuracdo é composta
por uma série de elementos com caracteristicas mecanicas diferentes, tais como: didmetro,
peso e rigidez. Estas caracteristicas quando combinadas com os efeitos rotativos e as
reacdes no interior do poco causam vibracdes as quais devem ser controladas.

Os efeitos da vibragdo consomem energia com a consequente perda de eficiéncia na
taxa de penetracdo do sistema. Os efeitos causados na coluna devido as excessivas vibracdes
podem causar efeitos catastroficos nos proprios componentes da coluna e nas paredes do
poco que esta sendo perfurado. Dessa forma, torna-se imperativo o devido controle no
projeto e execuc¢ao da perfuracdo de pocos.

O entendimento do comportamento dinamico das vibragbes nas colunas permite o
seu devido controle para mitigar possiveis falhas operacionais. Controles em tempo real sdo
necessarios durante o processo devido a alta sensibilidade na mudanca de parametros de
perfuracdo e somente com o entendimento do fendmeno em si, é que se tornam possiveis a
interpretacdo e acdo com os dados de superficie, jA que os dados obtidos dos sensores no
fundo em tempo real sdo muito limitados em funcédo da taxa de envio de dados para a
superficie.

Uma das caracteristicas deste tipo de rotor propriamente dito é sua alta flexibilidade,
ou seja, a relacdo diametro e comprimento atinge a ordem entfee11t08, Bashmal
(2004). Usualmente a classificacdo dos tipos de vibracbes em colunas baseia-se em sua
direcédo, dessa forma tem-se: vibracao axial, torcional e transversal, conforme visto na figura
1.2.

A vibracdo axial é considerada quando esta surge paralela ao comprimento da
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coluna, ja a transversal € perpendicular ao mesmo comprimento. A vibrag&o torcional ocorre

em torno do eixo longitudinal da coluna.

Figura 1.2 — Os trés modos de vibragdes em colunas de perfuracdo, Bashmal (2004).

Como a coluna de perfuragdo consiste em um elemento esbelto que possui um
didametro menor que a parede do poco, ela pode vibrar lateralmente. A vibracao lateral é
mais importante no tramo inferior, neste trecho a coluna pode entrar em contato com a
parede do poco em diferentes partes.

As forcas desbalanceadas na coluna podem causam vibragdes laterais, estas por sua
vez sao capazes de excitar a precessao retrograda quando existe uma assimetria na rigidez
ou amortecimento do sistema.

A vibracao lateral também € induzida pelo atrito existente entre a coluna rotativa e a
parede do poco, o que pode originar uma precessdo retrégrada. Valores tipicos de
frequéncias da vibracao lateral sdo encontrados entre 0,5 e poucas dezenas de hertz.

Outro tipo de vibracgéo, a torcional, consiste-se no caso mais critico, pois a broca que
estd em contato com a rocha fica sem girar, enquanto a parte superior da coluna continua
girando com velocidade de rotacdo constante, 0 que acrescenta mais torque na coluna de

perfuracdo, até que a broca repentinamente se solta, este fenébmeno é conhecido como efeito
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Stick-Slip. Este tipo de vibracdo torcional possui frequéncias tipicas entre 0,05 a 0,5 Hz,
Jansen (1992).

O terceiro tipo de vibracdo que pode ocorrer na coluna é a vibracdo axial, no caso
mais critico, a broca periodicamente perde contato com a parte inferior do poco. Esta forma
de movimento é conhecido como Bit-Bounce

Uma andlise dinamica global da coluna de perfuracdo geralmente € complicada,
visto que os trés tipos de vibracfes citadas anteriormente podem estar presentes, assim
como as disfuncbes associadas a cada tipo de vibracdo: precessao direta e retrograda
(Forward or Backward Whijl associada a vibracao later&tjck-Slip associada a vibracéo

torcional e Bit-Bouncassociada a vibracdo axial, conforme visto na figura 1.3.

Figura 1.3 — Tipos de vibragdes em colunas de perfuracdo, Alamo (2003).

Modelos de vibragcdes em colunas de perfuracdo de pocos de petrdleo tém sido
amplamente estudadas desde a década de 60. Pasley e Bogy (1963) estudaram as vibracdes
em colunas de perfuragcdo devido ao contato intermitente dos dentes da broca na rocha.
Fischer (1974) analisou a deformacéo elastica devido ao peso sobre a broca em uma coluna
bidimensional em um poco inclinado. Shyu (1989) identificou em testes de laboratorio e no
campo, em parceria com a Shell, o acoplamento entre a forca axial e as vibracoes
transversais em colunas. O conjunto de dados evidenciou a existéncia dos modos de
precessdo direta e retrégrada. Ainda segundo este estudo, o efeito da rotacdo na coluna

imp&e um efeito crucial nas vibracdes laterais.



Figura 1.4 — Modelo utilizado por Shyu (1989).

A técnica de superposi¢cao modal, como forma de obtencdo da resposta dinamica da
coluna de perfuragéo foi estudada por Cordovil (1991), onde o autor realiza uma analise no
dominio da frequéncia com carregamentos simples e transientes. A utilizacdo do método
dos elementos finitos tem sido amplamente utilizada nas anélises mecanicas de colunas.
Czerwinski (1994) utilizou o método para analise dinamica de colunas, incluindo a obtencéo
de esforcos solicitantes, frequéncias naturais, modos de vibracdo e resposta dinamica no
tempo. O estudo, porém, ndo contempla os efeitos giroscépicos a que as colunas estédo
submetidas durante os trabalhos normais de perfuragéo.

Christofouru e Yigit (1997) propuseram em seu trabalho uma modelagem mais
sofisticada, que inclui de forma mais realista os efeitos presentes na coluna, tais como:
efeitos giroscopicos, contato com a parede do poco, excitacdo axial devido ao contato com a
broca, amortecimento hidrodindmio devido a influéncia do fluido de perfuragdo que
percorre o interior e o exterior da coluna. Segundo este mesmo autor, 0 comportamento
dindmico da coluna é demasiadamente complicado, podendo tornar-se nao periodico,

sugerindo um comportamento cadtico.
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Figura 1.5 — Esquema coluna utilizado por Christofouru e Yigit (1997).

A equacdo do movimento foi obtida através do método dos modos assumidos e com
a abordagem Lagrangeana. Neste estudo ndo sdo considerados os efeitos torsionais e a

rotacdo axial da coluna é constante.
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Figura 1.6 — Secéo A-A utilizado pelo modelo de Christofouru e Yigit (1997).



Heisig e Neubert (2000) estudaram o problema de vibragbes laterais em pocos de
longa extenséo horizontal. Neste caso, a coluna permanece na horizontal e apoiada em toda
a sua extensdo no poco perfurado. Valores usuais de perfuracédo de extensdo horizontal séo
na ordem de centenas de metros, e podem ser facilmente encontrados em projetos
executados pela Petrobras na Bacia de Campos no Estado do Rio de Janeiro. O trabalho
compara trés meétodos de solucdo: analitica, elementos finitos com formulagéo linear e ndo-
linear. Os resultados analiticos e os obtidos pela técnica dos elementos finitos com
formulacao linear exibem uma ndo ocorréncia da dependéncia das condi¢cdes de contorno
para longas sec¢0es horizontais, no caso acima, para extensdes acima de 1000 m. Solucdes
nao lineares obtidas, confirmaram os resultados analiticos e exibiram o comportamento do
modo de precesséo direta.

Mais recentemente, os pesquisadores tem se beneficiado, além dos modernos
softwares para simulacgdes, de sensores de vibragdes instalados diretamente nas colunas de
perfuracdo, os quais fornecem dados das vibragdes ao longo de toda a perfuracdo, o que
permite um melhor ajuste aos modelos atuais. Ha atualmente no mercado, softwares de
analise de vibracdes que permitem, ndo sé auxiliar o projetista, como também, a operadora
durante o processo de perfuracdo. Schmalhorst e Neubert (2003) mostraram em seu trabalho
o uso do software BHASYS ® e suas aplicacdes praticas com estudos de casos no Golfo do

México (offshorg e na Lousianaofishorg.
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Figura 1.7 — Modelo 3D da coluna com software BHASYS ® por Schmalhorst e
Neubert (2003).

Um efeito mais complexo e de certa forma comum nas operacdes de perfuracéo € o
efeito de, como chamado na literatura de petr@dé@ok and slip.O fendbmeno pode ser
traduzido como uma vibragéo torcional onde a aceleragdo da coluna ndo € constante, ou
seja, a coluna gira e em certo momento interrompe seu movimento rotacional para
posteriormente descarregar, de maneira repentina e abrupta a energia acumulada, criando
uma aceleracdo na velocidade angular da coluna. Khulief et al (2006) estudaram este efeito
através da modelagem com oscilacbes devido ao contato da broca com a rocha, onde o
comportamento devido ao stick and slip foi analisado no dominio do tempo.

Bayley et al (2008) exploram a utilizacdo do software Vybs ® para diversas
situacOes de projeto mecanico de colunas de perfuracdo. Os dados foram comparados com
situacdes reais de perfuracdo, onde a alta gama de informacdes provenientes dos sistemas de
monitoramento, auxiliaram nessa etapa de validacdo do sistema. A vantagem do sistema é a
facilidade para a verificagdo da tendéncia de vibragbes nas colunas com o minimo de
esforco computacional e a possibilidade de se estudar o melhor posicionamento dos
estabilizadores na coluna.

Alguns autores cientes dos efeitos ndo-lineares a que as colunas de perfuragdo estao
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submetidas propdem métodos de andlise que contemplam esses efeitos. Jansen (1992)
utilizou a teoria da dindmica de rotores para analisar o comportamento de colunas de
perfuracdo sob aspectos nao-lineares. Em seu trabalho, ele conclui que os efeitos nao
lineares associados as forcas devido ao fluido de perfuracéo, a diferenca entre diametros dos
estabilizadores e a parede do pogo e o proprio contato com a parede do pogo perfurado, séo
altamente significativas, surgindo em casos extremos comportamento cadtico e irregular,
com a presenca de movimentos de precessao direta e retrégrada na coluna.

Hakimi e Moradi (2010) utilizaram o método da quadratura diferencial para anélise
de vibracdes de coluna considerando impacto na parede de pocos proximos a verticalidade.
A parede do poco € modelada através de uma série de molas. O sistema de equacdes ndo
lineares é resolvido através do método de Newton-Raphson, onde séo obtidas as frequiéncias

naturais laterais, axiais e torsionais.

Figura 1.8 — Modelo utilizado por Hakimi e Moradi (2010).

O estudo apresentado por Aguiar (2010) apresenta uma possivel forma positiva de se
utilizar as vibragdes nas colunas de perfuragdo. O efeito da vibragdo axial é tratado como

um auxiliar no incremento da taxa de perfuragédo, como se fosse um martelo embutido na
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coluna. O objetivo € tentar incrementar a taxa de penetragdo através dos efeitos de vibro-
impacto da broca em rochas duras. O sistema € analisado através da dindmica nao-linear
com ensaios experimentais e comprovam a eficiéncia do efeito da forca de impacto durante

a perfuracao.

. Analise Modal Complexa de Sistemas Rotativos

A ferramenta de analise modal classica fornece resultados confiaveis em estruturas
estacionarias e tem sido amplamente utilizada com esta finalidade. J& no caso de maquinas
rotativas, este tipo de abordagem implica em uma série de limitagbes quanto ao seu uso na
determinacao de caracteristicas vibratorias do sistema, Ewins (1999). A utilizacédo da analise
modal em maquinas rotativas requer um aprimoramento tedrico mais aprofundado. Isso se
deve fundamentalmente ao efeito rotativo sobre o qual a estrutura esta submetida.

Meirovitch (1970) define os sistemas dinamicos giroscopicos encontrados na
engenharia como sendo termos lineares das velocidades na expressao da energia cinética
gerando for¢cas que também serdo lineares nas coordenadas generalizadas de tal forma que
os coeficientes da j-€sima componente da velocidade (denotadgs) mpre aparece na
expressdo da k-ésima forca generalizada (denotadg, pséo negativas relativamente ao
coeficiente da k-ésima componente da velocidgge aparecendo na j-ésima forca
generalizad#}, isto €, § = —qy.

Logo a matriz das velocidades geométricas sera antissimétrica. Em outras palavras,
se as coordenadas generalizadas correspondentes do sistema forem dagjo$ =por
1,2,...,n entdo essas coordenadas definem um sistema din&gngecopico se as

equacdes diferenciais do movimento tiverem os termos da 6ynfg) q; , ondeG;; =
—Gj;,i=12,..,ndeordemnxn.

A implicacéo direta ao sistema rotativo que considera os efeitos giroscopicos é que
elas sdo dependentes da velocidade de rotacdo da maquina. Dessa forma a equacdo de
movimento do sistema também sera funcao da velocidade de rotacdo. Consequentemente, as
frequéncias naturais, fatores de amortecimento e formas modais também serdo dependentes
dessa mesma rotacao da estrutura.

Conforme exposto, as forcas giroscopicas podem ser modeladas e incorporadas na

equacdo do movimento como matrizes anti-simétricas proporcionais a velocidade de

rotagcdo. De forma a descrever o comportamento vibratorio, a solugdo da equacgdo do
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movimento constitui-se em um problema de autovalores complexos. A forma padréo para
solugcéo de problemas de autovalores obriga colocar o autoproblema na forma de equacgao
estado, ou seja, uma transformacédo de coordenadas colocando a equacdo do movimento
com uma ordem de derivada a menos. Devido ao fato da matriz no espaco estado ser anti-
simétrica, o problema de autovalores € ndo-adjunto. Assim o sistema é resolvido através da
obtencado dos autovalores a direita e & esquerda com os respectivos autovetores associados.

A técnica de analise modal complexa foi desenvolvida por Lee (1990, 1991). Kessler
(1998) e Souto (2000) tratam a metodologia de uma forma mais compreensivel com
exemplos e aplicagbes, porém com uma abordagem mais superficial. Basicamente a
metodologia consiste em se utilizar coordenadas direcionais para descrever o movimento do
no da estrutura. Este novo sistema de coordenada permite incorporar a direcionalidade dos
modos, ou seja, desmembra-los em dois submodos (precessao direta e retrograda). Esta é
uma das vantagens dessa metodologia, onde a identificacdo dos movimentos de precesséo é
uma etapa muito importante na analise de uma maquina rotativa, pois estes movimentos
afetam diretamente a vida util do rotor. Outra caracteristica importante das maquinas
rotativas, é que, geralmente, estas apresentam simetria radial, o0 que implica em frequéncias
naturais diretas e retrégradas muito proximas. Esta alta densidade modal cria uma
dificuldade ainda maior para aplicagdo dos métodos tradicionais de anélise modal. Nestes
casos, pode ser necessario utilizar multiplas excitacoes simultaneas para se obter estes
modos de forma separada, Souto (2000).

A identificacdo dos modos de precessédo direta e retrégrada torna-se um fator de
grande relevancia na andlise de uma maquina rotativa, pois isso afeta diretamente a vida util
do sistema. Ainda que muitas pesquisas exibam o estudo dos modos de precessao direta e
retrograda, a direcdo dos mesmos € negligenciada, jA que estes estudos baseiam-se nas
formulacdes tradicionais de dinamica de rotores.

Kessler (1999) em seu trabalho propbée um novo conceito sobre a formulagao
original apresentada por Lee (1990), o modo complexo natural que consiste em, compor a
soma dos submodos rotativos diretos e os submodos retrogrados. Este tipo de abordagem
facilita em muito a compreensdo da analise modal complexa, permitindo assim, uma
ampliagdo na utilizagédo desta técnica no estudo da dindmica dos rotores.

A analise modal complexa esta baseada na mudanca das varidveis cartesianas para as
coordenadas direcionais, sendo utilizado para isso, um vetor no plano que pode ser
representado por somente uma variavel complexa, o Capitulo 5 apresentara com maiores

detalhes esta formulagéo.
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1.3 Conceitos e Fundamentos

As maquinas rotativas mais comuns, também denominadas de rotores, podem ser
turbo-compressores, turbinas de avides, turbinas a vapor para a producéo de energia elétrica,
colunas de perfuragao, etc.

A grande capacidade dos rotores de gerar energia mecanica vem da alta velocidade a
gual seus eixos sdo submetidos. Associado a essa alta velocidade estédo altas cargas devido a
inércia de seus componentes e potenciais problemas de vibracdo e instabilidade dos rotores.
A previsdo do comportamento de rotores através de modelos matematicos € relativamente
bem sucedida quando comparado com medi¢coes experimentais. No entanto, a intuicdo
humana pode muitas vezes levar a conclusdes incorretas, como por exemplo, a massa
desbalanceadora permanecera internamente a 6rbita realizada pelo eixo do rotor em altas
velocidades, assim como o aumento do amortecimento interno pode causar instabilidade
também em altas velocidades, Pereira (2003).

Em analises do comportamento dinamico de rotores, os estudos mais frequentemente

realizados sao:

Previsdo das velocidades criticas, onde as velocidades nas quais a vibracéo

devido ao desbalanceamento do rotor € méxima;

» Prever as frequéncias naturais das vibra¢ges torsionais quando Varios eixos
estdo acoplados (por exemplo, caixa de engrenagens) e estes eixos Sao
excitados pelas pulsa¢bes do motor durante o start-up;

e Calcular as massas de correcdo e suas localizacdes a partir de dados de
vibracéo (balanceamento de rotores);

* Prever as amplitudes de vibracdo causadas pelo desbalanceamento do rotor;

* Prever as frequéncias de vibracao nas instabilidades dinamicas;

* Modificagbes de projeto para eliminar instabilidades dinamicas.
O modelo mais simples para analise de vibracdes de rotores € o modelo massa/mola,

com somente um grau de liberdade, no qual a massa é considerada rigida, como pode ser

visto na figura 1.9.
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Figura 1.9 — Modelo massa/mola rigido, Pereira (2003).

A primeira velocidade critica de um sistema rotor/mancais pode ser aproximada por

um modelo massa/mola, da forma:

N = [ m (1.1)

Onde:

k € a rigidez efetiva do rotor para o primeiro modo e m € a massa efetiva.

Para um rotor que € relativamente rigido comparado a rigidez do mancal, a massa
efetiva é a massa do disco e do eixo, e a rigidez efetiva é a rigidez de todos os mancais
trabalhando em paralelo, figura 1.10.

Figura 1.10 — Modelo rotor rigido, Pereira (2003).
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Para um rotor que é relativamente flexivel comparado a rigidez do mancal, a rigidez
efetiva é determinada pela rigidez em flexdo do eixo. Neste caso somente uma porcao da
massa do eixo contribui para a massa efetiva no modelo, ja que a massa do rotor proOxima

dos mancais quase nao participa do movimento de vibracao, figura 1.11.

Figura 1.11 — Modelo rotor flexivel, Pereira (2003).

Deve ser enfatizado que este modelo simples nédo pode ser utilizado em anélises mais
complexas de dinamica de rotores, ja que neste modelo se executa um movimento em uma
Unica dire¢do, enquanto que, um rotor executa movimentos em duas dire¢cdes or¥ogonais
Z, formando uma 6rbita de diferentes formas. A forma da 6rbita depende das amplitudes e

das fases entre os movimentos em X figura 1.12.
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Figura 1.12 — Combina¢es dos movimentos em X e Y produzindo orbitas: (b)
circular, (c) eliptica e (d) translacional, Pereira (2003).

Um modelo mais elaborado para evidenciar o surgimento das velocidades criticas
em rotores consiste de um disco rigido desbalanceado montado sobre um eixo flexivel e
mancais rigidos, figura 1.13. Este modelo de rotor chamado de Rotor de Jeffcott, explica
como a amplitude se torna maxima na velocidade critica e porque a massa desbalanceadora

se movimenta internamente a 6rbita do rotor.
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Figura 1.13 — Modelo rotor Jettcoff, Alamo (2003).

O giro sincrono é o movimento realizado normalmente por um rotor desbalanceado e
esta sincronizado com o movimento de rotacdo do eixo. No entanto, nem todos os giros sao
sincronos. Os problemas mais destrutivos encontrados em dinamica de rotores sdo nao
sincronos.

Para exemplificar o comportamento do rotor, considere a figura 1.14 na qual é
mostrado o giro do rotor a partir da vista de uma de suas extremidades. O elemento
hachurado representa uma massa desbalanceadora. Na figura 1.14.(a). a taxa de variagéo do
angulog é a velocidade de giro, representada pela ders@uarelacio ao tempo pgr O
angulo g permanece constante, portanto, a velocidade deegir@elocidade de rotacao do
eixo ) sdo as mesmas, representando o giro sincronogiva fl.14.(b), a taxa de variacédo
do angulopB é a velocidade de rotacdo do rotor, representada pelativa ao vetor
velocidade de gir&y. Portanto, a velocidade do rotor é a som@deg + S . Neste caso, a
velocidade de gir@ e a velocidade do rot®X ndo sdo as mesmas, apresentando o giro ndo

sincrono.
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Figura 1.14 — Giro sincrono (a) e Giro ndo sincrono (b), Pereira (2003).

A figura 1.15 apresenta um exemplo de rotor, no caso uma coluna de perfuracéo,
exibindo vibrac&o torcional com os movimentos sincronos e ndo sincronos vistos na figura
1.14.

Figura 1.15 — Coluna de perfuracéo sob efeitos torcionais, Bashmal (2004).
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Outro fenbmeno importante a ser conhecido é 0 escorregamento, ou seja, ocorre a
alternéncia entre o atrito estatico e dinamico, neste caso, 0 movimento pode apresentar o
efeito retrogrado, de maneira que a coluna gira em um sentido e o eixo do corpo do tubo em

sentido contrario, conforme figura 1.16.

Figura 1.16 — Movimentos de precessao direta e retrograda, Bashmal (2004).

Alguns trabalhos encontrados na literatura de dinamica de rotores tratam de casos
especificos de sistemas rotativos verticais. Lucchese (1988) apresentou em seu trabalho o
estudo de rotores verticais sujeitos ao atrito seco, utilizando para isso um sistema adicional
de reducdo de amplitude de vibracdo. Espirito Santo (1998), extendeu o trabalho de
Lucchese (1988) e incorporou um modelo ndo linear para estudo do atrico seco e restituicdo
cubica. O estudo néo linear do sistema permite estudar varios aspectos importantes no
projeto de maquinas rotativas, tais como o torque minimo necessario para passagem pela
velocidade critica, a amplitude de vibracdo durante a passagem e a estabilidade da rotacéo
em regime permantes. Este tipo de modelagem permite, também, efetuar estudos em
colunas verticais de perfuracdo, onde o efeito do atrito com a parede do poco pode ser

considerado no estudo.
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Capitulo 2
Modelagem Matematica da Dindmica de um Rotor

Vertical

Este capitulo esta dividido em duas partes. Na primeira parte, apresentam-se as
consideragcOes gerais sobre o modelo estudado. Na segunda parte, obtém-se as equacoes

governantes do movimento através do método de energia.
2.1 ConsideracOes gerais

Nesta formulacdo, assume-se que o material a ser utilizado é elastico, homogéneo,
isotropico e sem deformacdes iniciais. As deflexbes do eixo rotativo sdo produzidas pelo
deslocamento dos pontos do eixo central e os efeitos de amortecimento interno séo
desprezados. O sistema de vinculagdo considerado sera engastado em uma extremidade e
livre na outra, onde sera unida uma massa circular homogénea rigida solidariamente a barra
em rotacdo. O elemento em estudo sera de uma viga considerando trés deslocamentos e trés
rotacoes em cada no, perfazendo, dessa forma, um sistema com 12 graus de liberdade para
cada elemento. Nao serdo considerados efeitos acoplados entre torséo e deflexdes, devido as
baixas faixas de rotacdo a serem utilizados no modelo, na ordem de 100 a 300 rpm. A

velocidade de rotacao axial sera considerada constante em todas as simulagdes.

2.2 Obtencéo das EquacOes Governantes do Movimento

A presente formulacdo baseou-se nos trabalhos de Alnaser (2002), Bazoune et al
(1992) e Khulief et al (1997). A figura 2.1 ilustra o sistema de coordenadas adotado para a
modelagem do sistema rotativo. O sistema de referéhdiaZse refere ao plano fixo e o
sistema de referénciay zao plano rotativo. Adota-se o sistema de coordenddd¥Xcom
a origem fixa no ponto do elemento indeformado e o sistema de coordgnadapos a
deformacéo do elemento.

Considera-se o ponto arbitrard no elemento indeformado e com respeito ao
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sistema de coordenadssY Z , o pontop' pode ser representado pelo vetorAplicando a
transformacao do pontd para o estado deformado do elemento, obtem-se o porto
localizagdo do pontg com relacdo ao sistema de coordenadas’ Z pode ser

representado pelo vetdr A posi¢éo global do pontogdefinida pelo vetaf, como:

T, =R+T (2.1)

Onde o vetoiR define a origem do sistema de coordenadag Z com respeito ao

sistema global de coordenadas X YDZetor rpode ser representado como:

=i
Il
o
+
|

(2.2)

Ondet é o vetor deformac&o do porgo para o pont@. Utilizando a equacéo (2.1)

e a equacao (2.2) tem-se a representacao doryetomo:

7 =R+T,+1 (2.3)

Figura 2.1 - Sistema de coordenadas generalizadas, Bashmal (2004).
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O sistema de coordenaday zé rotacionado em relagdo ao sistetnd Zconforme
0 conjunto de angulos exibido na figura 2.2, onde a orientacao geral da secéo transversal do
elemento de viga pode ser obtida através da rotacdo em torno d$ &xo o angulap,
depois por um angulé, em torno do novo eixg, e posteriomente por um angulpem

torno do eixo final z O sistema também é conhecido na literatura como angulos de Euler.

Figura 2.2 - Eixos em rotacdo nas coordenadas generalizadas, Khulief (2007).

A velocidade angular instantaneacom relacdo ao sistema de coordenadgsz

pode ser vista na equacéao (2.4).

w=@¢i+ 0yj; + 0zk, (2.4)

Onde:

I, j1 €k, s@o 0s vetores unitarios ao longo dos eixog ¥,2y
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Transformando a equacao (2.4) para o sistema de coordenadateiX-8&Z

w= @i+ 0y [cos(p)]+ sen(yp) K] + 6z [— sen(ey)i —sen(@) cos(Hy)] +
cos(ey) cos(¢) K] (2.5)

Assumindo pequenos valores péyae 6, , uma vez que as deformacbes angulares

em torno do eixo ¢ zsdo despreziveis, obtem-se as seguintes simplificacdes:
cos(Hy) =cos(6,) =1 (2.6)
sen(ey) =0y, sen(6,) =0, (2.7)
Substitindo as equacdes (2.6) e (2.7) na equagéao (2.5) tem-se:

w= @i+ 0y [cos(p)] + sen(p) K] + 6z [— 0y i —sen(g) J + cos(¢) K]

= (('p — 0z Oy) i+ (O'y cos(¢p) — 0z sen((p)) J+ (Gz cos(¢p) + Oy sen((p)) K

(2.8)
Representando em forma matricial tem-se:
wy ¢ — 0z By
w = {(’OY} = | By cos ¢ — 0z sin ¢ (2.9)
wz

8z cos @ + By sin @

2.2.1 Energia Cinética do Eixo

O vetorii que representa a deformacéo do pghfzara o pont, conforme visto na

figura 2.1, pode ser escrito utilizando a analise por elementos finitos, da seguinte forma:
u = [N,}{e} (2.10)

Onde[N,] é a matriz funcdo de forma de translacdo paramegito de viga 3D, que
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pode ser encontrada na forma explicita no capitulo 3 através das equacdes (3.5) a (3.8) e o
vetor{e} contendo os deslocamentos nodais do elemento.
A derivada em relacdo ao tempo da equacédo (2.10) pode ser expressa da seguinte

forma:

drp

Lo toxXn =71+ [w]{rp} (2.12)

Onde a matriz anti-simétrida] é dada por:

0 —W; Wy
[w]=w, 0 —w (2.12)
—Wy Wy 0

Uma vez que a magnitude flee 7, ndo variam com a deformacao do elemento tem-

se:
ry, = 0 = [Ny]{e} (2.13)

Substituindo a equagéo (2.13) na equacao (2.11) obtem-se:

drp _

T = [Ny]{e} + [w]{rp} (2.14)

A expressao para a energia cinética do elemento de viga pode ser escrita como:

U ARNCL
T_sz u{dt} {dt}dv (2.15)
Ondeu € a massa especifica do elemento. Substituindaacéq (2.11) na equacéo

(2.15) tem-se, Alnaser (2002):

. {e}TIN,IT[NI{e} + {e}T [Ny ] [w]{rp} +
V| ) 0l TINGLE} + {rp) (o] T[wl{r,)

1
T2

(2.16)
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O segundo e terceiro termos da equacao (2.14) sao igualmente nulos, pois o
momento de inércia é calculado com relacdo ao centro de massa do elemento. O primeiro
termo representa a energia cinética devido ao efeito de translacdo e o ultimo termo a energia
cinética devido ao efeito rotacional, ja incluindo os efeitos giroscopicos. Uma parte da

ultima parcela pode ser escrita como, Alnaser (2002):

W +Wr —wwy, —WWy
[0]T[w] = [ —wxwy 0] +0; -—wyo, (2.17)
—Wy;  —Wy0, O+ 0

Consequentemente, o Ultimo termo da equacgédo (2.16) pode ser reescrito como:
T l

I, p{r,} [w]T[wl{r,} dV = N p(Iy w2 + I, w2 + I, w2) dx (2.18)

Substituindo a equacgao (2.6) na equacéo (2.16) tem-se:

J, p{rp}T[w]T[w]{rp} v = folp (Ix(('p — 0z Gy)2 + I, (8y cos @ — 6z sin cp)2 +

I, (Gz cos ¢ + Oy sin cp)2 ) dx (2.19)
Definindo,
pl, = ply, =1p e pk =1Ip (2.20)

Expressando as variaveis e suas derivadas com relacdo as matrizes de forma, tem-se:

o =[NJle} ; ¢=[N]{e (2.21)
6, =|Ng,|(e} : 8 =|Ng,]| (e} (2.22)
6, = [No,]{e} : & =[Ng,]{e} (2.23)

Onde [N, ] representa a matriz de forma para o efeito de to{sb&(y)] e [Ng,] as
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matrizes de forma para o efeito de flexdo. No capitulo 3 as fun¢gBes de forma estdo
explicitadas pelas equacdes (3.9) a (3.16).
Utilizando as relacdes definidas na equacao (2.20) e as obtidas nas equacdes (2.21),

(2.22) e (2.23) e substituindo na equacéao (2.19) tem-se:

25, o} (0] wl{n} av = 2o + 26} [M, |6} — p{e)T[G]{e} -

{e}T[M,]{e} + {e} [M,]{e} (2.24)
Onde:

C=/lpdx (Momento de Inércia Polar) 28).
[M,] = [;[No] Te[N,Jdx  (Matriz de massa com inércia torcional) ~ (2.26)
[G] = [Ip [Ney]T[Nez]dx (Matriz Giroscopica) (2.27)
Me] = [ 1o ([No] [No,]{e} [No, ] = [No]" [No, ] e}[No,]) dx (2.28)

(Matriz de massa com inércia de translacéo e torsao acopladas)
T
1. [Ne,| [Ne . o ~
M,] = [, Ip N Y N YIdx (Matriz de massa com inércia de rotagao) (2.29)
0 0

Retornando para equacéo (2.16) e reescrevendo obtem-se a equagao para a energia

cinética:

T =2{e)T [M{e} +3Co? + 2{e} [M,|{e} — ple} [G1{e} — (&} [M.1{e} +

~{e)T[M,}{e} (2.30)

Sendo[M,] visto na equacédo (2.31), ond&\ sdo massa especifica e area da secdo

transversal respectivamente.
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[M{] = f;[NV]TuA[NV]dx (Matriz de massa de translacdo) (2.31)

Pode-se escrever a equacao (2.30) de maneira compacta, utilizando a forma matricial

como visto na equacao (2.32).

T = {&}"IMI{e} +3Co° + e} [Gl{e} (2:32)
Onde:
M = [M] + [M] + [Mg] — 2[M,] (2.33)

M representa a matriz de massa do elemento de vigae3ido[M,] a matriz de
massa com acoplamento torcional e transversal, o qual sera desconsiderado neste trabalho,
ja que a mesma é dependente do terfidp} a matriz de massa para a transla¢af] a

matriz de rotagdo fM,,| a matriz de torsao.

2.2.2 Energia Cinética do Disco

O modelo em estudo considera em sua extremidade um disco rigido solidariamente
acoplado ao eixo rotativo. Dessa forma, serd utilizada nesta modelagem somente a parcela
correspondente a energia cinética do mesmo. O fato de desprezar a deformacéo do disco ndo
implica em um erro consideravel na solucao, ja que a deformacédo do disco € muito pequena
em relacdo ao eixo. A geometria adotada para identificar o disco segue as equacoes (2.34) a
(2.36) onde Rorresponde ao raio externaa raio interno, h a espessura & gensidade.

Assim, pode-se calcular a massa e os momentos de inércia do disco como segue:

Mp=m(R*—-1%)hp (2.34)

I, = I, ==2(3r? + 3R? + h?) (2.35)
_Mp . 2 2

I ="2(r? + R?) (2.36)
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2.2.3 Energia Potencial do Eixo devido a Flexao

As variaveis relacionadas com os movimentos de translacagq sgw sendov ew

referentes ao movimento de flexdaw &om o movimento axial. As rotagdes do elemento

estdo relacionadas com as deformacdes devido as flexdes segundo as equacdes (2.37) e

(2.38).
__ v (xt)
Qy T ox
Qz _ _ ow (x,t)

ax

A energia potencial devido a flexdo pode ser escrita como:

Uy==J, eocdv

Onde:
c=Fc¢
po Vv 0w
- yaxz 0x?

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

Substituindo a equacgao (2.40) na equacéo (2.39) tem-se, Alnaser (2002):

Uy ==, e2Edv

(2.42)

Substituindo a equacao (2.41) na equacéo (2.42) obtem-se a relacdo que expressa a

energia potencial devido a flexdo como:
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1 l 0%v a2w1?
Ul:EEfofA [—y E—Z ﬁ] dA dx =

1., 0l 92\ 2 32w\ 2 02 02w’
=-E[,J, [—yz(—v) +Zz(—w) +2yza—xl;—W dA dx

0x2 dx2 0x2

(2.43)

Devido a simetria do elemento em estudo, o ultimo termo da equacéo (2.43) é nulo.
De posse dos momentos de inércia de area definidos nas equacao (2.44) e substituindo na
equacao (2.43), obtem-se a expressdo para a parcela correspondente a energia potencial

devido a flexao, visto na equacao (2.45).

I,=[,y*dA e }=/[ z*dA (2.44)

2 52w\ 2
+1,(2Y) ] dx (2.45)

v =3E |1 (52)

2.2.4 Energia Potencial do Eixo devido a Torgéo

A energia potencial devido a torséo, definida aqui ctinpode ser expressa como,
Alnaser (2002):

1 a9\ 2
U, =30, Glp (32) dx (2.46)

OndeG € o modulo de elasticidade transversil @ momento de inércia polar para

um eixo cilindrico.

2.2.5 Energia Potencial do Eixo devido a Deformacéao Axial

A energia potencial devido a deformacédo aklalpode ser expressa pela equacéo
(2.45).

Us =], eodv (2.47)
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Onde:

c=Ee e e=2 (2.48)
dx

Substituindo a equacéao (2.46) na equacao (2.45) tem-se:

Us==EJ [, (ﬂ)2 dA dx (2.49)

_E dx

Como a secdo do elemento em estudo possui area transversal constante, a equacao

(2.47) pode ser reduzida conforme visto na equacéao (2.48), Alnaser (2002).

1 1 fdu\2
Uy =SEA [ (S) dx (2.50)

2.2.6 Energia Potencial do Eixo devido ao Campo Gravitacional

Para possibilitar a utilizacdo de longos eixos verticais, a presente formulacéo
considera os efeitos devido ao campo gravitacional, conforme descrito a seguir. A energia
potencial devido as forgas gravitacionais pode ser expressa por, Alnaser (2002):

1 .l aw\2 | [(ov)?
Uy =3P |(32) + (32) | ax (2:51)
OndeF (x) representa a for¢a gravitacional dada pela equacao).

F(x) = EAZ: (2.52)

2.2.7 Energia Potencial Total do Sistema

A energia potencial total pode ser obtida somando-se as parcelas intermediarias
obtidas nas equacoes (2.45), (2.46), (2.50) e (2.51), assim tem-se:
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1l 9%v\ 22w\ du\? 11 %
U=3E], [’z(ﬁ) +4,(5%) +4(%) ]d”zfomp(a) dx +
1 1l ow 2 ov 2
INZe) [(E) +(©) ]dx (2.54)
Devido a simetria do elemento cilindrico utilizado no modelo tem-se:
I, =1, =1(x) (2.55)

Utilizando as relacdes encontradas nas equacdes (2.37), (2.38) e (2.55) na equacao
(2.54) tem-se:

+EA l(du)zd +G]jl(d(p)2d +1le (6w>2+(6v>2 p
ZodxxzodxeO(x)ax ax) | ¥

(2.56)

Pode-se escrever a equacao (2.56) de maneira compacta, utilizando a forma matricial

como visto na equacao (2.57).

U = (e} [K]{e} (2.57)
Onde:
K = [Ku] + [K] + [K,] + [K] (2.58)

K representa a matriz de rigidez do elemento de viga 3D; défdiaa matriz de
rigidez axial,[K,] matriz de flexdo[K,| matriz de tor¢do ¢k,;| matriz devido ao efeito

gravitacional (peso proprio).
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2.2.8 Equacédo do Movimento

A expressao para 0 movimento do sistema mecanico é derivada através da equacao
de Lagrange, dada pela equacao (2.57).

d (0L dL

L) = @59
Onde:

L=T-U Funcao Lagrangeana

q Coordenadas Generalizadas

Q Vetor Forgas Generalizadas

T Energia Cinética Total

U Energia Potencial Total

Substituindog e L na equacgdo (2.57) obtém-se a formulagédo para eleménitos

da dindmica do movimento dada pela equacao (2.58) para o elemento de viga 3D.

[M]{e} + plGl{e} + [K]{e} = Q (2.60)
Onde:
[M] Matriz de Massa
[G] Matriz Giroscopica
[K] Matriz de Rigidez
7, Velocidade Angular
{e} Coordenadas nodais
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Capitulo 3

Formulacao Através do Método dos Elementos Finitos

Este capitulo esta dividido em cinco partes. Na primeira parte, apresenta-se o modelo
de elementos finitos propriamento dito. Nas partes subsequentes sao descritas as matrizes de
rigidez do eixo, a matriz de rigidez sob efeito gravitacional, matriz de inércia do eixo

rotativo e a montagem da matriz global do sistema.

3.1 Modelo de Elementos Finitos

O método dos elementos finitos ser& utilizado para resolver a equa¢do do movimento
obtida no capitulo anterior para estruturas mais complexas. O conceito basico do método
dos elementos finitos € subdividir estruturas complexas em elementos simples, cujas
solucdes sdo conhecidas na forma analitica, como por exemplo, vigas, chapas, eixos etc. No
caso do presente estudo, um numemrbe equacdes diferenciais sera obtido em fungédo do
numero de graus de liberdade da estrutura. Nesta formulacao, utilizou-se o elemento de viga
com secao transversal cilindrica como elemento basico, com este possuindo dois nés, onde
cada n6 contém 6 graus de liberdade, sendo compostos por dois deslocamentos transversais,
duas rotacdes de flexdo, uma rotagéo torcional e um deslocamento axial, maiores detalhes
sobre a formulac&o pode ser encontrada em Alnaser (2002) e Nelson (1992), conforme visto

na figura 3.1.

Figura 3.1 - Graus de liberdade do elemento de viga 3D.
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O vetor de deformacgao para o elemento de viga a ser utilizado na formulagéo pode
ser visto na equacéo (3.1).

e = {ul vl Wl 93/1 821 901 uz 172 WZ Hyz 922 (pz}T (31)

Utilizando o método dos modos assumidos, a deformagéo axial e transversal de um

elemento pode ser representada em termos de func¢des de forma como:

w,t)) [Ny O 0 0O 0OON, O O 0 00

v, t) =0 N, O O N,0 0N, 0 0 N,O|=

w(x, t) 0 0 Ny,N,, 000 0N, —N,, 00

Ny

Ny | {e} = [N ()] {e(t)} (3.2)
Ny

Da mesma forma, a rotacéo elastica do elemento pode ser aproximada em termos de

funcdes de forma como:

0 0N 0 0 Ng O O N 0 0 Ng O N
l=lo o S ’ o] = [ e = el e
00 —Ng,Ng, 0 0 0 0 —Ng Ny, 0 0 [N,

6,
(3.3)
E para deformacao torcional tem-se:
@(x,t) ={00000N,, 00000 N,,}e=[N,]{e(®)} (3.4)

Onde Ny, N, e N, representam o0 deslocamento estatico associado com o

deslocamento do primeiro e do ultimo ponto. As matng% Ny, representam as fungoes
de forma para rotacéo devido a flexa® g representa a funcéo de forma para o efeito de

rotacao devido a torsdo. As expressdes explicitas para as funcdes de forma foram obtidas de

Khulief (1992) e estdo aqui reproduzidas pelas equacgdes (3.5) a (3.16).
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(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)
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3.2 Matriz de Rigidez do Eixo

A seguir serdo explicitadas as matrizes de rigidez para o elemento de viga através da
equacao (2.55). A convencdo adotada segue a apresentada pela equacéo (3.1) e figura 3.1.
As equacdes foram retiradas dos trabalhos de Alnaser (2002) e Bashmal (2004). As matrizes

foram checadas em outras literaturas existentes, Craig (1981) e Nelson (1992).

3.2.1 Matriz de Rigidez Elastica

A contribuicao elastica devido a flexdo no sistema € apresentada pela equacéao (3.17)
e (3.18).

[K.] = [,[B.I"EI [B.]dx (3.17)
Onde:
[B.] = % [No] (3.18)

Com a integracao da equacao (3.17) ao longo do eixo vertical x e utilizando a funcéo
de forma[Ny] vista nas equacdes (3.11) a (3.14), obtem-se aznoarigidez elastica de

ordem 12 para um elemento de viga 3D de comprimeggddrma explicita:

-0 0 o 0 0 0 0 0 0 0o 0 0

0 12/l3 0 0 6/[2 0 0 —12/13 _ 12/[3 0 6/12 0

0 0 12/13 —6/l2 0 0 0 0 0 —6/l2 0 0

0 o %, % o 0o o 0 . 2 0

0 5, 0 o 4, o o b, o0 o 2%, o0

_ 0 0 o 0 0 0 0 0 0 0o 0 0

Ke=El| 0 o 0 0 0 0 0 0 0o 0 0

o “12/5 0o o b, o o 2 o 0 6, o

o 12/ 0o ¢, o 0o 0 o 12/ 6, 0o o0

0 o %, 2%, o 0o o 0 e Y 0 o0

o 8, o0 o 2, o o “b, o0 o 4 o0

Lo 0 o 0 0 0 0 0 0 o o o
(3.19)
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3.2.2 Matriz de Rigidez Torcional

A contribuicdo devido ao efeito torcional no sistema é apresentada pela equacgéo
(3.20) e (3.22).

[K,] = [\[B,] GI, [B,]dx (3.20)
Onde:
[B,] = = [N,] (3.21)

Com a integracéo da equacéao (3.20) ao longo do eixo verigcatilizando a fungéo
de forma[N(p] vista nas equacdes (3.15) e (3.16), obtem-se azndatrigidez torcional de

ordem 12 para um elemento de viga 3D de comprimedéfborma explicita, apresentada

pela equacéo (3.22).

oS O o o o

[uny

/

= GI,

SO O O O O O o o o o o o
o o o o o

SO O O O O O o o o o o o
SO O O O O O O o o o o o
o O O O O O o o o o o o
SO O O O O O O o o o o o
-
o O O O O O o o o o o o
SO O O O O O O o o o o o
o O O O O O O o o o o o
SO O O O O O o o o o o o
o O O O O O O o o o o o

(3.22)
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3.2.3 Matriz de Rigidez Axial

A contribuic&do devido ao efeito axial no sistema é apresentada pela equacao (3.23) e
(3.24).

[K.] = J,[B.]"EA[B,]dx (3.23)
Onde:
[Bal = =[N, ] (3.24)

Com a integracéo da equacéao (3.23) ao longo do eixo verigcatilizando a fungao
de forma[N,, ] vista nas equacdes (3.9) e (3.10), obtem-se aznkgnigidez axial de ordem
12 para um elemento de viga 3D de compriménde forma explicita, apresentada pela
equacao (3.25).

I 2/1 1/1

oS O o o o
o O o o o

K, = EA

SO O O O O O o o o o o o
SO O O O O O o o o o o o
SO O O O O O O o o o o o
SO O O O O O O o o o o o
SO O O O O O OO o o o o o
SO O O O O O O o o o o o
SO O O O O O O o o o o o
SO O O O O O O o o o o o
SO O O O O O O o o o o o
o O O O O O O o o o o o

S © o o o
S © o o o

(3.25)
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3.2.4 Matriz de Rigidez Devido ao Peso Proprio

A presente formulacdo leva em consideracdo o efeito gravitacional do elemento,
permitindo assim, o célculo para longas estruturas delgadas ja que o comprimento exerce
uma influéncia significativa devido ao peso proprio da estrutura. Dessa forma, a matriz de
rigidez gravitacional € desenvolvida e adicionada na matriz global de rigidez do elemento,

como apresentada pelas equacdes (3.26) e (3.27).

[K,] = f(f F [Bgs]" [Bgsldx (3.26)
Onde:
[Bas] = % [N, ] (3.27)

A forca F a ser considerada denota o esfor¢co gravitacional, considerando toda a
estrutura suspensa, ou seja, todo sistema submetido ao esfor¢o de tragéo.
A forca axialF devido ao peso associado a um elememtam pontop pode ser

escrita como:
dF = p g Adr, (3.28)
Onde:
A Area da secéo transversal
Aceleracao da gravidade

P Massa especifica do material

Através da figura 3.2, para a estrutura suspensa, tem-se que 0 comprjramto

ponto neutro até o ponfppode ser escrito como:

T, =L+ (l; — x) (3.29)

41



Ondel; representa o comprimento do elementd.j € dado pela equacgéao (3.30).

L =Yt (3.30)
LA EJ’
NN ¥
Bzm ¥
) o
b lx
LA
]
elemento i — *p —‘l’—x
T
elemento #z

'

Figura 3.2 — Esquema coluna sob tenséo, Alnaser (2002).

Diferenciando a equacéao (3.29) com relacadedrxse:

dr, = —dx (3.31)

Substituindo a equacgéo (3.31) na equacao (3.28) tem-se:
dF =p g A (—dx) (3.32)

Integrando a equacgédo (3.32) tem-se a férgdevido ao peso préprio atuando no

pontop até o ponto neutro, que neste caso € a extremidade da estrutura, conforme pode ser
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visto na equacgao (3.33).
L¢ li
F=—[Lt_LipgAdx+fxpgAdx] (3.33)

Resolvendo a integral da equacéo (3.33) e consideragle A como constantes,

obtem-se a seguinte expressao:
F=-pgAlL —(;—x)] (3.34)
Com a integracéo da equacéao (3.26) ao longo do eixo vetigcatilizando a fungéo
de forma[N,] vista nas equacdes (3.5) a (3.8), e a equacéo),(dB#®m-se a matriz de

rigidez devido ao campo gravitacional de ordem 12 para um elemento de viga 3D de
comprimento | de forma explicita, apresentada pela equagéao (3.35).
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3.3 Matriz de Inércia do Eixo

A seguir serdo explicitadas as matrizes de inércia para o elemento de viga através da
equacao (2.30). A convencdo adotada segue a apresentada pela equacéo (3.1) e figura 3.1.
As equacdes foram retiradas dos trabalhos de Alnaser (2002) e Bashmal (2004). As matrizes

foram checadas em outras literaturas existentes, Craig (1981) e Nelson (1992).

3.3.1 Matriz de Inércia de Translacao

Com a integracédo da equacédo (2.29) ao longo do eixo vertealom a utilizacéo
das funcdes de form@v,] vista nas equacdes (3.5) a (3.8), obtem-se a nurinércia
devido ao efeito de translacéo, de ordem 12, para um elemento de viga 3D de comprimento |

de forma explicita, apresentada pela equagéo (3.36).

M, = pA

Y3 0 0 0 o o0l 0 0 0 0 d
0 131/35 0 0 1112/210 0 0 91/70 0 0 —1313/420 0
0 0 Blss ~19 0 0 0 0 0 By 0 0
0 o S Py 0 0 0 0 B350 /140 0 0
o 118/, . 0 0 Plios 0 0 138/, 0 0 /a0 O
0 0 0 0 o 00 0 0 0 0 0
Yo 0 0 0 o ol5 0 0 0 0 °
0 9, 0 o 1/ 0 o 13 0 0 1/ 0
0 0 0 138/, 0 0 0 0 Blas 11510 0 0
o o 1. B/ 0 0 0 o WP B 0 o
0 1340 0 0 g 0 0 M 0 0 “hos 0
o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

(3.36)
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3.3.2 Matriz de Inércia de Rotacao

Com a integragcao da equacéo (2.27) ao longo do eixo vertealom a utilizacéo
das funcdes de forma/y| vista nas equacdes (3.11) a (3.14), obtem-se aznaigtinércia
devido ao efeito de rotagcéo, de ordem 12, para um elemento de viga 3D de comgrimento

de forma explicita, apresentada pela equacao (3.37).

0o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
6 1 —6 1
0 %5 0 0 Yo O 0 "5 0 0 Y/ O
0 0 b Tl O 0 0 0 % Y O 0
0 o 1o /s 0 0 0 0 0 Yy 0 0
1 21 -1 1
0 /1o O 0 /15 0 0 0 /10 0 /30 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
MT' = ID
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 b 0 0 0 o o 5/ 0 0o 1y 0
-6 — 6 —
0 0 /si 0 Y 0 0 0 O Tl 00
0 0 Y Ty 0 o 0 0 Yy s 0 0
1 I -1 21
0 /1o O 0 /30 0 0 /10 0 0 /15 0
0o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(3.37)
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3.3.3 Matriz de Inércia de Torsao

Com a integragcao da equacéo (2.24) ao longo do eixo vertealom a utilizacéo
das funcdes de fom{a/(p] vista nas equacdes (3.15) e (3.16), obtem-se azndatinércia

devido ao efeito de torséo, de ordem 12, para um elemento de viga 3D de comgraeento

forma explicita, apresentada pela equacgéao (3.38).

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
= 0 0 0 0 o s o0 0 0 0 oYY
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 o Y o0 0 0 0 A
(3.38)
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3.4 Matriz Giroscopica

A matriz giroscopica pode ser obtida a partir da seguinte expressao, Alnaser (2002):
[G]=[¢"]-[G*]" (3.39)

Onde [G] é a matriz giroscOpica apresentada na equacao) (8.p7*] a matriz
giroscopica que pode ser vista na equacao (3.40). A velocidade de rotacdo e o momento

polar de inércia foram considerados constantes para a obtencdo da equacao (3.40).
[6°] = I [;[No,]" [N, | dx (3.40)

Com a integracdo da equacéo (3.40) ao longo do eixo vertealom a utilizacéo
das funcbes de formgVy] encontradas nas equacdes (3.11) a (3.14), obteanrsatriz
giroscopica, de ordem 12, para um elemento de viga 3D de compriineetdforma
explicita, apresentada pela equacao (3.41).

Procurou-se manter a abordagem vista em Alnaser (2002) para a obtencdo da matriz
giroscopica através d€*]. Porém, pode-se encontrar esta matriz de formtadira outros
trabalhos, Craig (1981). Entretanto, todas as variaveis foram checadas e o resultado final

permanece inalterado.

0 0 0 0 o o 0o 0o 0 0 o 0
0 0 Ty Yy 0 0 0 0 Oy Y4 00

0 Y5 0 0 Yy 0 0 T 00 Yy 0

0 Y 0 0 s 00 Y 00 Tl 0

0 0 Yy g 0 0 00 Yy Yz 00

S o o 0o 0o 0 0 o 0
o o 0 0 o o 0o 0o 0 0 o 0

0 0 Y5 Yy 0 0 0 0 Oy Ty 00

0 O 0 0 Y 0 0 Y5 0 0 Tl o0

0 Yy 0 0 Yz 0 0 Yy 0 0 g 0

0 0 Yy Yz 0 0 0 0 Yy gy 00

N O o o 0o 0o 0 0 o 0
(3.41)
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3.5 Matriz do Sistema Mecéanico

Reescrevendo a equacdo do movimento obtida através da equacao (2.60) de forma a
incluir somente os parametros considerados neste trabalho, tem-se a equagédo para cada

elemento finito ido sistema mecéanico em andlise.

[M]:{€}; + @[G]i{e}; + [K]i{e}; = 0 (3.42)

Sendo [M] a matriz de massa do elemento |

[M]; = [M]; + [M,]; + [M(p]l- (3.43)
Onde:

[M;] Matriz de massa de translagao

[M,] Matriz de massa de rotacao

[M,] Matriz de massa de tors&o

Sendo[(G]; a matriz giroscOpica do elemento i

[G]; = [6*]; = [G*]] (3.44)
Onde:
[G™] Matriz giroscopica obtida pela equacéo (3.41)

Sendo [K] a matriz de rigidez do elemento i

[K1i = [Kali + [Keli + [K, ], + [Kq], (3.45)

i
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[K,] Matriz de rigidez axial

[K,] Matriz de rigidez elastica

[K,] Matriz de rigidez torcional

[K,] Matriz de rigidez devido ao peso proprio

ApOs o calculo das matrizes dos elementos e montagem da matriz global de massa,
rigidez e giroscopica, de acordo com o procedimento padrdo de elementos finitos, efetuam-
se a vinculacao do sistema.

Os primeiros 6 graus de liberdade, correspondente ao né inicial do primeiro
elemento sera eliminado das matrizes globais, de forma a criar o engastamento em uma
extremidade da estrutura.

Apés a montagem das matrizes dos elementos, procede-se o calculo das
caracteristicas inerciais do disco rigido e sua incorporacdo na matriz global de massa e
giroscopica no ultimo né correspondente na estrutura, ou seja, na extremidade livre do rotor.

Com a equacdao (3.42) montada para todos os elementos da estrutura, pode-se aplicar
qualquer procedimento para resolugdo do autoproblema correspondente e obter as
frequéncias naturais do sistema, através dos autovalores, e os modos de vibrar, através dos

autovetores.
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Capitulo 4

Analise Modal

Este capitulo esta dividido em duas partes. Na primeira parte, apresenta-se uma
breve introducdo sobre o assunto analise modal. Na segunda parte, descreve-se a teoria

sobre analise modal para estruturas estacionarias e em seguida para estruturas rotativas.

4.1 Introducéo

A andlise modal é uma ferramenta que permite determinar, de forma analitica ou
experimental, os parametros modais de um sistema estrutural, ou seja, frequéncias naturais,
formas modais e fatores de amortecimento.

O procedimento padrédo para estudo de estruturas de forma analitica requer,
inicialmente, um modelo matematico que se adeque as necessidades em questdo. Apds a
modelagem, deve-se resolver o problema de autovalor associado e determinar os modos de
vibracéo, os fatores de amortecimento e as frequéncias naturais do sistema. As funcdes de
resposta em frequéncia podem ser calculadas através da superposicao modal dos modos
naturais de vibracao.

Normalmente as maquinas rotativas sao estruturas compostas de elementos
complexos, contendo varios dispositivos que podem ser extremamente complicados para
modelar matematicamente, tais como: selos, mancais, acoplamentos, entre outros, e podem
estar sujeitos a desgaste durante a vida util do equipamento, fazendo com que suas
caracteristicas fisicas se alterem com o tempo.

As frequéncias naturais da estrutura devem ser determinadas para que se conhegcam
as velocidades criticas e as faixas de rotacdo seguras para operacao, permitindo, assim,
melhor eficiencia e diminuicao dos custos de manutencao.

Os conhecimentos dos modos de vibracdo de um rotor permitem descrever o seu
comportamento dindmico em resposta a varios tipos de excitacoes.

Uma caracteristica importante dos sistemas rotativos € a de apresentar modos de
precessao direta e retrograda, que em varios casos, sdo muito proximos em frequéncia entre

si, tornando assim dificil realizar uma identificacédo precisa dos parametros modais com 0s

51



métodos de andlise modal classica.

A andlise modal complexa foi desenvolvida por Lee (1990, 1991) para ser aplicada
especificamente em maquinas rotativas. A formulacéo leva em consideracéo a direcdo dos
modos de precessao, através da utilizacdo das coordenadas direcionais e da divisdo dos
modos em submodos diretos e retrégrados. Da mesma forma que os modos, 0s sinais de
excitacdo e as respostas medidas também séo tratados com a notacdo complexa e divididos
em componentes diretas e retrégradas.

Para permitir lidar com estes sinais dentro de um sistema com coordenadas
direcionais, Lee (1990) desenvolveu as funcbes de resposta em frequéncia direcionais, que
sao capazes de separar, de forma clara, os modos de precesséao direta e retrégrada.
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4.2 Analise Modal Classica

Nesta secdo apresenta-se sucintamente a analise modal em sua forma classica para
estruturas estacionarias e em seguida para estruturas rotativas. Sao explicitadas as diferencas

entre esses dois sistemas através de seu equacionamento.

4.2.1 Analise Modal em Estruturas Estacionarias

A equacao de movimento de um sistema né&o rotativo com amortecimento viscoso

pode ser expressa da seguinte forma:
[MI{E(@)} + [DRx (O} + [KI{x(®)} = {f(©)} (4.1)

As caracteristicas das matrizes sdo: matriz de nidfsaé simétrica e positivo
definida e as matrizes de rigidf¢] e a de amortecimen{®], sdo simétricas e semi-
positivo definidas. Adotando um sistema homogéneo associado a uma resposta harmonica,

tem-se o0 seguinte problema de autovalor de segunda ordem:
(A*[M] + A[D] + [KD{X} = {0} (4.2)
Considerando que a maior disponibilidade de algoritmos confidveis para a resolugéo
de problemas de autovalor de primeira do que de segunda ordem, Nelson (1992), é mais
interessante transformar a equacao (4.2) em um sistema de primeira ordem. Para isso pode-

se aplicar uma mudanca de variaveis conveniente e reduzir a um problema de autovalor

simétrico generalizado.

[A]y} + [Bl{y} = {0} (4.3)

Onde:

=B ) .
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=1 O “s)

0y ={}} (4.6)

Utilizando a equacéo (4.3) pode escrever o problema de autovalor da seguinte forma:

(4, [A] + [BD{6}, = {0} (4.7)
Onde:

Ay r-ésimo autovalor

{6}, Autovetor associado

Os 2n autovetores pode ser dispostos em colunas de uma matriz, chamada matriz
modal[6]. Os autovetores sdo ortogonais entre si quando poderados pelas rrafriees
[B], conforme Ewins (1984). As relagGes de ortogonalidade podem ser expressas pela
seguinte forma:

[617[A][6] = [a,] (4.8)

[61[B][6] = [b,] (4.9)

Sendo [¢] e[b,] matrizes diagonais. Assim, €ésimo autovalor, 1é dado por:

A === (4.10)

ar

Considerando uma forga externa harmonica do tipo:
{f(©)} = {Fle™* (4.11)

E uma resposta do sistema também harménica, obtem-se, pela equacao (4.3):
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(iw[A] + [BD{Y}e'?t = {F}ei@t (4.12)

Dessa forma, pode-se definir a matriz de funcbes de resposta em frequéncia (FRF)

como:

[a(w)] = (iw[A] + [BD™ (4.13)

A matriz das FRFs € igual a inversa da matriz de impedéancia dinadmica. Nota-se que
ha a possibilidade de calcular a matriz de FRF através da equacéo (4.13), porém este

procedimento resulta em varias desvantagens, como mostrado a seguir:

* Numericamente custoso, pois €é necessario inverter a matriz de rigidez
dindmica para cada frequéncia,

« O processo ndo permite que se calcule apenas uma, ou algumas FRF, este
método fornece toda a matriz das funcbes de resposta em frequéncia do
sistema, 0 que ndo maioria dos casos ndo é necessaria;

» O procedimento ndo deixa claro qual é a contribuicdo de cada modo na

resposta do sistema em determinado grau de liberdade;

Devido aos fatos expostos acima, € importante desenvolver um meétodo capaz de
calcular as FRFs de forma mais pratica. Para isto, invertem-se ambos os lados da equacao

(4.13), pré multiplica-se o resultado 617 e pds multiplica-se pd#], resultando em:

[6]" [a ()]~ [6] = [6]" (iw[A] + [BD[6] (4.14)

Utilizando as relagbes de ortogonalidade apresentada na equacgéo (4.8) e equagao
(4.9), tem-se:

[6]" [a(w)]7[6] = (iwla,] + [b,]) = [a,](iw[I] — [A]) (4.15)

Sendo [4] uma matriz diagonal composta pelos autovaloresodisp na diagonal
principal. Esta matriz € denominada de matriz espectral. Se os autovalores forem

normalizados de tal maneira que seidp| = [I] e , por consequencigh,| = —[4] , a
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equacgao (4.15) torna-se:
[@]"[a(w)] 7 [@] = (iw[I] - [A]) (4.16)

Sendo [@] a matriz modal formada pelos autovetores normadizadPré
multiplicando-se ambos os lados da equacdo (4.16)@Pr e pés multiplicando-se o

resultado pof®]~1, tem-se:
[a(@)]™ = [®]7" (iw[I] — [AD[®]™* (4.17)
Calculando-se a inversa de ambos os lados da equacéo (4.17) obtem-se:
[a(w)] = [@](wlI] — [AD™![®]" (4.18)
A equacdo (4.18) apresenta a expressao da matriz de funcbes de resposta em
frequéncia em relacdo aos parametros modais. A equacéo da receptancia que relaciona uma

excitacao aplicada no grau de liberd&d®m o deslocamento medido no grau de liberdade

j é dado por:

i (w) = BN, 2t (4.19)

=1 (iw-2y
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4.2.2 Analise Modal em Sistemas Rotativos

Na analise considerada anteriormente, 0os estudos se concentraram em estruturas que

possuem matrizes de massa e rigidez simétricas e invariantes, ou seja, estacionarias.

Normalmente, o0 modelo matematico de maquinas rotativas possui matrizes que sao funcao

da rotacdo e nao simétricas devido ao efeito das forcas giroscopicas e dos mancais. Neste

trabalho, os efeitos dos mancais serdo desconsiderados, ja que em uma extremidade a

estrutura serd considerada fixa (engastamento) e em sua outra extremidade considerada

livre, ou seja, apenas os modos proprios serdo considerados (ndo sera abordado o efeito de

perfuracéo). A expressao geral da equacado do movimento de um sistema rotativo pode ser

descrita por:

[MI{E(O} + [DO{x(©} + [KI{x(©)} = {f ()} (4.20)
Onde:

[D(W] = [C] - Q[G] (4.21)
[C] Matriz de amortecimento (simétrica)

[G] Matriz giroscopica (anti-simétrica)

n Velocidade de rotacéo do rotor

Transformando a equacao (4.20) para a forma de estado espaco tem-se, conforme

Bucher (1996):

[Al{g} + [Bl{q} = {F} (4.22)
Onde:

_ [M] - [O]

_[[D)] [K]
2=l o (429
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{F} = {{’f{g})}} (4.25)

la} = {igg} (4.26)

O fato de a matriz giroscopica ser anti-simétrica faz com que os autovetores do
problema néo auto-adjunto (a esquerda) sejam diferentes dos autovetores do problema auto-
adjunto (a direita). Dessa forma, tém-se dois problemas de autovalor, 0 auto-ajunto e o nao

auto-adjunto, corforme apresentado a seguir:
Ai[AR}Y; + [BI{R}; = {0} (4.27)
AJAIT{LY + [BIT{L}; = {0} (4.28)
Sendo quel; sdo os autovalorefR}; os autovetores a direita{ B}; os autovetores a

esquerda{¢}; os autovetores a direita do sistema de segunda orfi¢in @s autovetores a

esquerda do sistema de segunda ordem, conforme apresentado nas equacoes (4.29) e (4.30).

{R}; = {’1{%3"} (4.29)
{L}; = {_?&;{z’ }i} (4.30)

De forma similar ao que ocorrem com as estruturas estacionarias, os autovalores e 0s
autovetores serdo complexos e surgirdo em pares complexos conjugados, desde que o
sistema seja subamortecido.

Da mesma forma como foi executado para o caso dos sistemas néo rotativos, pode-se
dispor os autovetores nas colunas de uma matriz formando a matriz modal. Para estruturas
rotativas, entretanto, existirdo duas matrizes modais, sendo uma a [Rieigaoutra a
esquerda [L].

No caso de sistemas rotativos, devido a ndo simetria das matrizes, as propriedades de
ortogonalidade dos autovetores se alteram. Normalizando-se o0s autovetores a direita e a
esquerda apropriadamente, as relacbes de ortogonalidade podem ser expressas da seguinte
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forma:
[L]"[A][R] = [1] (4.31)
[L]"[BI[R] = —[A] (4.32)
De maneira a se obter a expresséo da fungao de resposta em frequéncia de sistemas

rotativos devemos, antes de tudo, expressar o vetor de estado como uma expansao dos

autovetores a direita, Nordmann (1982):

{q} = XZ1{RYm: = [RI{m} (4.33)

Substituindo-se a equacéao (4.33) na equacao (4.22) e pré-multiplicando o resultado

por [LT, tem-se que:
[LITTAIRI{A} + [L]T[BI[RI{n} = [L]"{F} (4.34)
Das N primeiras linhas da equagao (4.34) obtém-egudcdes desacopladas:
1) = Ami(6) = —A{P} {f (O} (4.35)

Supondo uma excitagdo e uma resposta harmonica e de mesma frequéncia, tem-se

gue a resposta em frequéncia ®&ima coordenada generalizada sera dada por:
~Ai{}]
ni(w) = =425 {f (@) (4.36)

Substituindo a equacéo (4.36) no vetor estado da equacéo (4.33) tem-se:

() = Z2ARY = [R10n) = 24 RY A2 gy — s LM Al (g 37)

Considerando apenas a resposta em deslocamento, ou seja, a metade inferior do

vetor {q}, tem-se:
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(x} = g3 APy (4.38)

Com a equacéo (4.38) pode-se calcular a resposta em um grau de liketelaide

a uma excitacdo em um grau de liberdad®ara isso, supde-se um vetor de forgas externas

ndo nulas apenas n&simo grau de liberdade, conforme visto na equacéo (4.39).

{fO}={0 0 .. fi .. 0 0)Telwt (4.39)

Dessa forma obtém-se a equacao (4.40) que expressa a resposta em frequéncia no
grau de liberdade k:

/1'. 13 1
X =3 ;""]‘fj fi (4.40)

Através da equacéao (4.40) tem-se que a receptancia entre oslpektpede ser

dada por:

Al l l
wa(w) = T2, Loty (4.41)

A matriz de fungBes de resposta em frequéncia seréd dada por:

[a(w)] = 3, Aol (4.42)

Ou pela forma apresentada pela equacéo (4.43):

2lo)i9)] | L@@
()] = 2L, 2+ (4.43)

Nota-se que, para calcular as FRFs através da superposicdo modal, € necessario

calcular os autovetores a direita e 0os autovetores a esquerda.
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Capitulo 5

Analise Modal Complexa

Este capitulo esta dividido em duas partes. Na primeira parte, discutem-se sistemas
rotativos com vibragdes livres, com a apresentagao inicial dos conceitos fundamentais da
analise modal complexa. Na segunda parte, estuda-se o fenbmeno para as vibragdes

forcadas, com a apresentacao da obtencéo da resposta em frequéncia direcional.

5.1 Vibracéao Livre em Sistemas Rotativos

Nesta secdo, os conceitos e detalhamento da técnica de analise modal complexa
serdo explorados. A descricdo com maiores detalhes da teoria encontra-se em Kessler
(1999). Cabe salientar que, independente da complexidade da estrutura em estudo, a
interpretacdo fisica das coordenadas direcionais se mantém inalteradas. Considerando o
vetor complexaq(t) visto também na figura 5.1, cuja posicdo se apresenta ao longo de um

trecho arbitrario no plano Y&in um determinado instantdém-se:

p() = y(t) +iz(t) (5.1

Figura 5.1 — Movimento planar do ponto P, Kessler (1999).
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A transformacéo entre a representacao real e imaginaria pode ser expressa na forma
matricial pela equagao (5.2).

ggg} - %[_11 ﬂ {58} (5.2)
Expandindo y(te z(t)em séries complexas de Fourier tem-se:
p() = y(t) +iz(¢)

= Ziof (Ve ¥t + Ve TH0k0) + i (Zye k! + Zie™ 'kt )}

=32 (Ve + 1 Z)el @kt + (Y + i Z))e 19kt}

:Z}iozo{Pfkeiwkt + Pbke—iwkt}

(5.3)

A equacdo (5.3) mostra que o movimento de um ponto no plano pode ser
considerado como a superposicdo de varios movimentos harménicos com diferentes
frequéncias. Cada componente harmdnica que contribui para o movimento resultante é um
modo de vibracao.

A equacéao (5.3) apresenta, também, que cada componente harmoénica representada
no plano arbitrario de movimento pode ser considerado como a composicdo de duas
componentes independentes, sendo uma de rotacdo direta e outra de rotacdo retrograda.

Cabe salientar duas observacdes importantes que podem ser extraidas da equacao (5.3):

« Com a formulacdo complexa, o terra§’<‘ ndo é somente uma variavel
complexa, mas sim um vetor que esta realmente em rotacdo no espaco fisico
de duas dimensfes. O movimento harmonico linear em sistemas n&o

rotativos € um caso particular onde as componentes rotativas diretas e

retrégradas tem a mesma amplitue = |Py, | ; k = 0,1,2, ... , );

» A variavel realy(t), que define o movimento linear ao longo do eixo Y visto
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na figura 5.1, pode ser considerada um caso particular onde as componentes

assumem a seguinte condicEip € Y, eZ, =Z, =0; k=0,1,2,...,00).

Pelo exposto na equacéo (5.3), a descricdo comgbtexanodos naturais dos rotores
€ denotada por um movimento planar onde é composta por dois submodos: um de rotacao
direta e outro de rotacéo retrégrada. Em outras palavras, a vibracao livre d® menéo
uma composicdo de dois movimentos circulares, com a mesma velocidade angular,
ocorrendo em dire¢cdes opostas, sendo a primeira ha mesma direcdo da rotacao propria do
eixo (precesséao direta) e o outro na direcdo oposta (precessao retrograda).

Em todo o desenvolvimento deste trabalho, a velocidade de rotag&o propria do rotor
sera considerada positiva e 0 amortecimento interono sera desconsiderado.

Analisando a questdo sob o ponto de vista matematico, pode-se dizer que a relacao

entre|Pf|e|Pb| determina a direcdo do movimento de precessaan assno sua Orbita. A
tabela 5.1 apresenta as relacdes elm’yr|e |Py| e os tipos de movimento, érbita e fator de

amortecimento. Detalhes podem ser encontrados em Mesquita (2004).

Tabela 5.1 — Relacdes entre mddulgg ¢AP,| e tipos de movimento e 6rbitas.

REEEE Precessao Orbita Amortecimento
|Pr| > 1Py Direta Eliptica Sim
|Pe| < 1Pyl Retrégrada Eliptica Sim
|Pe| = 1Py Retilinea Circular N30
[P #0elPyl =0 Direta Circular NAio
|Pr|=0elP,| %0 Retrégrada Circular N&o

Baseado nestes resultados pode-se concluir de maneira clara, como ja exposta pela

prépria equacao (5.3), que o primeiro termo do lado direito representa uma componente de

precessao direta, denotado pelo termd e 0 segundo, uma componente de precessao
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retrograda, representado pelo terfAg.

Nota-se, assim, que uma das grandes vantagens do uso de coordenadas direcionais
no estudo da dindmica de rotores € a possibilidade de se identificar claramente a dire¢cdo dos
movimentos de precessao, tanto no caso da resposta livre como na resposta forcada.

Analisando-se 0 movimento descrito por uma estacdo de um rotor em uma
determinada frequéncia natural, obtem-se, pela equacao (5.3), que a forma modal pode ser

dada por:
p(t) = Pre'® + P, e~ (5.4)

Consideram-se agora as vibracdes transversais de um rotor com n estacdes, de forma
a permitir a analise pelo método dos elementos finitos, aplicando a transformacao
apresentada pela equacgao (5.1) para cada uma das estacdes e escrevendo o resultado na

forma matricial, obtem-se:

{?Zlgﬁ} = I7] ﬁgg} (5.5)

Sendo que a matriz de tranformacao de coordenddas a sua inversa sao dadas

por:

_af ] ()]

[T]_Z[—i[l(n)] i[I(n)]] (5.6)
— _1[IM]  ifI(n)]

7] _2[[1(n)] —i[l(n)]] (5.7)

Sendo [n) a matriz identidade de ordem f¥(t)} e{z(t)} vetores de ordem N 1.
A mesma transformacao pode ser aplicada ao vetor de forgcas, conforme apresentada

pela equacéo (5.8).

{fy(w}} o (g}
{{fz(t)} =71 {5 ) (5.8)
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Seja {(t)} o vetor de deslocamentos transversais de todatagdes do eixo:

(0)
@ ={2 o} (5.9)

Substituindo a equacéo (5.5) e a equacdo (5.9) na equacéo (4.1) e pré-multiplicando
ambos os lados da equacéao resultante[ppr!, obtem-se que a equacdo de movimento

para as coordenadas direcionais (subindip®dg ser expressa por:

[M,] {gi} + [D()] {gﬁ} i {2} =) (5.10)
Onde:

[M,] = (7] [MI[T] (5.11)
[D,] = [TT-*[D]IT] (5.12)
[K.] = [T]*[KI[T] (5.13)

Da mesma forma como foi feito na equacéo (5.4), pode-se escrever o deslocamento

modal de cada uma das estagBes do rotor em funcdo dos submodos diretos e retroégrados.

{p(0)} = {pr®O} + ()} = {Pr}e*" + {Py}e (5.14)
Onde:
s =iw (5.15)

Calculando as derivadas dpe(t)} e de seu complexo conjugado com relacdo ao

tempo e substituindo na equacao (5.10), obtem-se dois problemas de autovalores de segunda
ordem:
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[s2(M,] + s[C.] + [K.]] {{P f }} - {{0}} (5.16)

{P,}) O}
2 {pf}} _ (0}
[s2[M,] + s[C.] + [KC]]{{Pb} - i)} (5.17)

Onde{0} é um vetor nulo de dimenséo.2N

Segundo Kessler (1999), a equagéao (5.16) e a equacéo (5.17), contém as mesmas
informacdes sobre os submodyse P, do sistema, sendo suficiente, assim, resolver apenas
uma delas para obté-los.

Na equacao (5.14), os vetor@sf(t)} e {p,(t)} sdo os componentes diretos e
retrogrados, respectivamente, dos deslocamentohl eatacdes, ja os vetor@?f} e {Pp}
sd0 0s componentes diretos e retrégrados dos modos.

A direcéo de precessao de um modo nao pode ser conhecida apenas pelo sinal da
parte imaginaria dos autovalores da equacdo (5.16) jA que estes aparecem em pares
complexos conjugados. Entretanto, comparando as componentes dos submodos diretos e
retrogrados, pode saber a direcdo dos movimentos de precessao.

Partindo do exemplo em estudo neste trabalho, ou seja, um sistema isotropico sem

amortecimento, o problema de autovalor pode ser escrito da seguinte forma:

O30 R o R o A R 1 R

Os autovalores do sistema serdo as raizes da equacdo caracteristica obtida do

determinante:

det

et ol +s L6t ol * 't eal)l=0 (5.19)

Neste caso, a equacdo caracteristica € um polinémio de ordéhh edtacdes e 4
graus de liberdade por estacdo) cujas raizes incluem os modos diretos e retrogrados e 0s
seus complexos conjugados.

Este problema de autovalor de ordemptide ser desmembrado em dois problemas
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de autovalor de ordeni\2
(s2[M¢1] + s[Der] + [Kea D{Pr} + (s2[0] + s[0] + [0]{P,} = {0} (5.20)
(s2[0] + s[0] + [OD{Pr} + (s*[Mc2] + s[Dc2] + [Ke2D{Pp} = {0} (5.21)

Os autovalores do primeiro termo da equacao (5.19) e do segundo termo da equacao
(5.20) sao calculados, respectivamente, a partir de:

det|(s*[Mc1] + s[Des] + [Kea ]I = 0 (5.22)
det|(s?*[Mc;] + s[Deal + [Ke2])| = 0 (5.23)

A equacao (5.22) e a equacao (5.23) fornecem duas equacdes caracteristicas, neste
caso, dois polinbmios de ordem.2N

Quandos assumir valores que sao raizes da equacéo (5.22), obtem-se da equacéo
(5.20) que:

(-1

Da mesma forma, quando s assumir valores que sdo raizes da equacéo (5.23), obtem-

se da equacéo (5.20) que:

PP _ ({0}
{{Pb}} - {{Pb}} (.25)

Dessa maneira, conclui-se que, se o rotor for isotropico e sem amortecimento
interno, os modos do sistema serdo puramente retrégrados, ou{P;.éja, {0}, ou
puramente diretogP,} = {0}, Mesquita (2004).

JA para o caso de rotores anisotréopicos, os modos de precessdo serao

predominantemente diretos ou retrogrados. Assim, um modo sera considerado direto se as

componentes dos subveto{égs} e{P,} seguirem a relagé{d’f} > {P,}, e sera considerado
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um modo retrégrado se seguirem a relggg < {P,}.

Os resultados aqui apresentados demostram que a formulagcdo complexa, que trata da
decomposicdo dos modos em submodos diretos e retrogrados, possibilitam uma melhor
analise fisica dos movimentos de precesséo, indicando a direcdo e o formato da Orbita

descrita por cada n6 da estrutura naquele modo.
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5.2 Vibracéo Forcada em Sistemas Rotativos

Aplicando-se forcas externas a mesma transformacao aplicada aos deslocamentos, o

vetor de forgcas complexas também pode ser expresso em termos de seus componentes

diretos e retrogrados, conforme apresentado na equacao (5.26).

{9} ={g9,O} +{go®} = {Gr}e** + {Gple** = {Gr}e/*" +{Gple /" (5.26)

Considerando excitacao e resposta harmonica, pode-se reescrever a equacédo (5.16)

para o caso de vibracdes forcadas, apresentada na equacao (5.27).

[—w?[M] + jw[Cc] + [K.]] {{Pf }} {{(_;f }} (5.27)

{Pp} {Gp}
Definindo-se,
[B(w)] = [~w?[M.] + jo[C] + [K.]] (5.28)
Tem-se que,
{Pf}} {{Gf}}
B _ 5.29
[(“’”{{Pb} (G} 529

E a relacdo entre os vetores de deslocamento e excitagdo € entao descrita por:

(o () w5

A matriz [H(w)] é a matriz das fungcbes de resposta em frequén@aiahais

(dFRF) que relacionam excitacdes e respostas complexas.

Considerando excitacdes e respostas harmonicas e as suas transformadas de Laplace,

tem-se, Souto (2000).
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{{PF (w)}

Pr(o) (Gr@0 _ [[Ho(@)) - [ro(@)] 53

§= 11 Gy} = g 1mgcan

As dFRF [Hp;(w)] e [Hpg(w)] sdo chamadas de dFRF normais e relacionam,
respectivamente, excitacfes diretas com respostas diretas e excitagbes retrégradas com
respostas retrégradas. Ja as dfRF;(w)] e [Hpz(w)] s@o chamadas de dFRF reversas e
relacionam, respectivamente, excitacbes retrégradas com respostas diretas e excitacdes
diretas com respostas retrogradas, Lee (1991). Neste trabalho, somente as dFRF normais
serdo objeto de estudo, uma vez que as excitacdes serdo na mesma direcdo da resposta.

A equacdo (5.10) que apresenta a equacao do movimento em coordenadas

direcionais pode ser reescrita na forma de equacéo de estado, conforme a equacéao (5.32).

[AJ{x(®)} — [B.H{x(®)} = {f (1)} (5.32)
Onde:
4= o) i) (5:33)
51=["o” il (5.34)
{p}
{ % l (5.35)
i 7} )
{0}
_ {{0}}
{9}

Considerando forcas externas e deslocamentos harménicos, obtém-se da equacéo
(5.32).

(s[A] + [BD{X} = {F} (5.37)
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Sendo{X} o autovetor §F} o vetor de forgas dados por:

Py
x} = S{;;”}

s}

(5.38)

(N

{{0}
(F} = (5.39)
@y

Através da equacdo (5.37) obtem-se a resposta forcada como apresentada na equacéo

(5.40). O subindice indica que as matrizes estdo em coordenadas direcionais.

{x} = (s[Ac] = [B.DH{F} (5.40)

A equacdo (5.40) pode ser expressa para o caso de vibracbes livres através da

equacdao (5.41).

(s[Ac] = [B:DiX} = {0} (5.41)

Devido a ndo simetria das matrizes envolvidas no sistema, surgem entdo dois

problemas de autovalor, como apresentado na equacao (5.42) e equacéao (5.43).
(silAc] = [B-D{R}: = {0} (5.42)
{L}{ (silAc] = [B.D) = {0} (5.43)
Os autovetores a direita e a esquerda séo, respectivamente, Kessler (1999).

Ai{ri}}

i ={10 (5.44)
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Ai{li}}

{L}; = { (0} (5.45)

Sendo{r;} e{l;} os autovetores a direita e a esquerda, respectinanto problema

de autovalores de segunda ordem, cujas equacgdes sao:

oMl ol + 1K ”{gﬁ} (o) (5.46)
{gﬁ:}[_wz[%]“w[ o+ 1K = {%} (5.47)
Onde

i {gﬁ} (5.48)
W {33} (5.49)

A inversa da matriz de impedancia dindmica pode ser expandida em funcdo dos

autovetores a direita e a esquerda, segundo Kessler (1999)ssendo

{,1 {rl}} {/1 {ll}} [liz{r}i{l}iT A{ryn?
(RE{L)] r3 Sl A rh]
(S[Ac] _[ c]) = ;ml s—A; = l 1 s—2; Z s—1;

(5.50)

Utilizando as equacgbes (5.50), (5.38) e (5.39), obtem-se a resposta forcada,
apresentada pela equacao (5.51), obtida em Kessler (1999).

(M) Ml e (((03
iS{_f}i = Z?—l[l t{{r}}{{ll}}L A{i}}{l{}ll} ] ({{0}}} (5.51)

=
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Considerando somente a parte relativa ao deslocamento, tem-se:

{Pf}}_ an uw7] ({Gr}
{{Pb} _[ =1 fw—ai]{{c‘b}} (5.52)
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Capitulo 6

Simulacbes Numericas e Validacao

Este capitulo estad dividido em trés partes. Na primeira parte, apresentam-se as
consideragOes gerais para as simulacdes. Na segunda parte, efetua-se a validacao da rotina
computacional desenvolvida através da comparacdo com dois exemplos encontrados na
bibliografia. Na terceira parte, efetua-se a comparacédo entre a analise modal complexa e a

classica, enfatizando as principais vantagens da analise em coordenadas direcionais.
6.1 Consideracbes Gerais

As simula¢cbes numéricas realizadas nos sistemas estudados foram efetuadas atraves
de uma rotina computacional implementada no software MATLAB ®.

Os dados de entrada geométricos das estruturas sao obtidos através de um arquivo do
tipo ASCII, manipulado em qualquer editor de texto. Os dados referentes ao tipo de material
podem ser acessados diretamente na rotina computacional.

A tabela 6.1 apresenta as caracteristicas do material utilizado nas simulac¢des, onde
em todas elas, o material utilizado foi 0 a¢o. A rotina computacional desenvolvida permite a
obtencéo dos valores das frequéncias naturais axiais, torsionais e de flexdo, através de

vetores especificos.

Tabela 6.1 - Dados mecanicos dos rotores para simulagoes.

Moédulo de Young [N/rfi 2,1 x 10*
Médulo de Cisalhamento [N/h 7,69 x 16°
Massa especifica [Kgfth 7850

Os graficos para o Diagrama de Campbell, Funcdo Resposta em Frequéncia e

Funcdo Resposta em Frequéncia Direcional séo gerados automaticamente, pode-se escolher
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gual o tipo de grafico acessando diretamente a rotina através do software MATLAB ®.

O sistema computacional desenvolvido pode ser dividido em trés blocos.
Inicialmente a rotina foi implementada através do método dos elementos finitos. A estrutura
é discretizada somente ao longo de um eixo com segmentos orientados de forma crescente.
As propriedades geométricas de cada elemento sdo calculadas e as matrizes de massa,
rigidez e giroscopica sao obtidas. Em seguida, o software faz o agrupamento e calcula a
matriz global do sistema.

Com a matriz global na memodria, efetua-se a vinculacdo do sistema, em todos os
rotores estudados a estrutura € considerada engastada em uma extremidade e livre na outra.
A rotacdo especificada no inicio do programa é aplicada a matriz giroscopica e os dados
referentes a massa rigida na extremidade do rotor sdo processados e incluidos na matriz
global do sistema.

Ao término do bloco de elementos finitos, efetua-se a transformacédo para o espaco
estado e encontra-se a solugéo para as frequéncias naturais através do proprio MATLAB ®,
onde séo obtidos os autovalores e autovetores do autoproblema gerado.

Com os dados obtidos é possivel tracar os graficos para funcdo resposta em
frequéncia, frequéncias naturais axiais, torsionais e de flexdo através da andlise modal
classica.

A terceira parte do programa trata da analise modal complexa. Nesta parte, os efeitos
axiais e torsionais sdo suprimidos da matriz global, para permitir o estudo somente das
vibragdes laterais do sistema.

Apos a eliminacédo dos graus de liberdade referente aos efeitos axiais e torsionais, o
sistema de equacdes é transformado para o sistema complexo, conforme visto no capitulo 4.
Um novo autoproblema é gerado com uma nova matriz global, onde se utiliza o mesmo
procedimento de solucdo através do MATLAB ® para resolver o problema e obter os
autovalores e autovetores da estrutura, Kessler (1999).

A seguir podem-se tracar os gréficos da funcdo resposta em frequéncia direcional
para uma rotacdo especifica ou em uma sequéncia de rotacdes com apresentacdo em

gréficos 3D.
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6.2 Resultados Comparados com a Bibliografia

A seguir estudam-se dois casos retirados da literatura para fins de validacdo do
sistema construido através do software MATLAB ® com a metodologia classica e
complexa. No primeiro exemplo, estuda-se o caso de um rotor vertical flexivel com secéo
transversal circular e extremidade livre. Ja no segundo caso, estuda-se um mesmo tipo de
rotor, porém, com uma massa circular rigida solidaria em uma extremidade livre do rotor,

onde foram obtidas as velocidades criticas e o diagrama de Campbell.

6.2.1 Eixo Rotativo com Extremidade Livre

Nesta simulacdo utilizou-se como referencial o trabalho de Alnaser (2002) onde o
sistema € composto somente por um eixo rotativo circular flexivel macico de 10 me 0,1 m
de diametro com engastamento em uma extremidade e livre na outra.

Uma forca de 1 N foi aplicada na extremidade livre na direcdo perpendicular ao eixo
rotativo, conforme visto na figura 6.1. A tabela 6.1 apresenta os dados materiais para o rotor

em estudo. A estrutura foi discretizada em 10 elementos.

RN

T.Y

— 1N

Figura 6.1 — Viga simples em balanco.

Os resultados apresentados na tabela 6.2 e 6.3 apresentam boa precisdo em
comparacao com a solucao exata e com as obtida através do estudo de Alnaser (2002) e dos
dados referentes ao Ansys ®, também extraidos de Alnaser (2002).

Em seguida, foram efetuadas simulacdes com o eixo estacionério e sem efeito
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gravitacional para permitir a comparagcdo com o software Ansys ®, obtidos por Alnaser
(2002).

Prosseguindo a analise, foram efetuadas simulacdes para o eixo estacionario com o
efeito gravitacional e por ultimo com o eixo rotativo com 10,47 rad/s.

A tabela 6.2 apresenta os valores para as frequéncias naturais de flexaoynasixo

guais sdo as mesmas no eixarna vez que o sistema é simétrico.
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Tabela 6.2 - Frequéncias naturais de vibracgéo lateral.

Solugdo Exata | 4,5458 28,4910 79,7820 156,3400

Eixo nao Ansys © 4,5459 28,4740 79,6770 156,0600
rotativo ’ ’ ’ |
(Alnaser 2002)
(sem

gravidade) | Alnaser (2002) | 4,5463 28,4897 79,7785  156,411)1

Eixo ndo Alnaser (2002) 4,8605 28,8949 80,0996 156,6978
rotativo

(com
gravidade)
Alnaser (2002)
4,1161 28,1392 79,4156 156,1155
(Direto)
Alnaser (2002)
Eixo 5,7395 29,6709 80,7896 157,2824
rotativo (Retrégrado)
10,47
(rad/s)




A tabela 6.3 apresenta as frequéncias naturais axiais e torsionais para a estrutura,
utilizando a metodologia de andlise modal classica, ja que na andlise modal complexa,

foram desprezados os graus de liberdade axiais e torsionais da estrutura.

Tabela 6.3 - Frequéncias naturais de vibragao torcional e axial.

Dentro deste mesmo exemplo de viga simples, comprova-se que 0s deslocamentos

laterais, apresentados na tabela 6.4, estdo com margem de erro inferior a 0,1% da solucao

exata e pela obtida no Ansys ®.

Modo Comparacbes |Fi(rad/s) | Fo(rad/s) |Fs(rad/s) | F4(rad/s)
Solucéo Exata 491 1475 2458 3442
Ansys ®
Torcional 492 1489 2522 3616
Alnaser (2002)
Solucéo Exata 812 2437 4062 5687
Ansys ®
Axial 813 2460 4167 5976
Alnaser (2002)




Tabela 6.4 — Deslocamentos laterais da viga no eixo y.

Exata ANSYS ®
X [m] MEF Complexo
Alnaser (2002) | Alnaser (2002)

0,00 0,00 0,00 0,00

1,00 4,688510E-06 4,692100E-06 4,688755E-06
2,00 1,810730E-05 1,811500E-05 1,810830E-05
3,00 3,928640E-05 3,929800E-05 3,928853E-05
4,00 6,725580E-05 6,727300E-05 6,725938E-05
5,00 1,010450E-04 1,010700E-04 1,010508E-04
6,00 1,396850E-04 1,397100E-04 1,396926E-04
7,00 1,822050E-04 1,822400E-04 1,822147E-04
8,00 2,276350E-04 2,276700E-04 2,276471E-04
9,00 2,750050E-04 2,750500E-04 2,750197E-04
10,00 3,233450E-04 3,234000E-04 3,233624E-04
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6.2.2 Eixo Rotativo com Disco Rigido na Extremidade Livre

Nesta simulagao utilizou-se como referéncia o rotor estudado por Alamo (2003). O
modelo em analise consiste em um rotor vertical flexivel com uma extremidade engastada e
outra livre com um disco rigido preso solidariamente ao eixo rotativo. A tabela 6.4
apresenta os dados de entrada para simulagc&o do rotor e a figura 6.2 o desenho esquematico

do modelo utilizado para esta simulagao.

Tabela 6.4 - Dados mecanicos do rotor para simulagéo, Alamo (2003).

Disco rigido

Massa [K(g] 2,46
Raio [m] 0,05
Espessura [m] 0,04
Momento de inércia diametral de massa [Kg.m 1,87 x 10°
Momento de inércia polar de massa [Kg.m 3,08 x 10°

Eixo circular macico

Diametro [m] 8,0x10°
Comprimento [m] 0,62
Momento de inérica de area [Kdm 0,2 x 10°
Médulo de Young [N/fi 2,1 x 16*
Massa especifica [Kg/th 7850
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Figura 6.2 - Modelo do sistema rotativo para simulagéo.

A solugdo do problema através da modelagem apresentada leva a dois importantes
resultados para o sistema mecanico, os autovalores e autovetores. Considerando o sistema
subamortecido, os autovalores se apresentam em numeros complexos, onde a parte
imaginaria indica a frequéncia natural e a parte real o fator de amortecimento. Os
autovetores por sua vez trazem as informacg6es sobre os modos proprios de vibrar.

Os sistemas rotativos experimentam situacdes de risco quando operam em certas
velocidades de rotacdo chamadas velocidades criticas. A velocidade é considerada critica
guando esta se iguala a alguma das frequéncias naturais do sistema, que por sua vez
dependem da velocidade de rotagdo. Para encontrar as velocidades criticas, tragcam-se as
frequéncias naturais obtidas através do simulador com a velocidade de rotacdo do disco,
neste mesmo gréfico, traca-se a liaha= Q2. Determina-se as velocidades criticas onde os
pontos @ = 2 interseptam a curva de frequéncias naturais.

O diagrama representando na figura 6.3 apresenta os resultados obtidos com o
modelo estudado utilizando a formulagcdo com coordenadas direcionais e a figura 6.4 os

resultados apresentados por Alamo (2003).
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Figura 6.3 - Diagrama de Campbell e velocidade critica obtida com a formulagéo

complexa.

Figura 6.4 - Diagrama de Campbell e velocidade critica, Alamo (2003).
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Para um sistema néo rotativ®@ £ 0) os modos préprios de vibrar sdo compostos por
dois modos, conforme figura 6.5. Quando o sistema gira, estes dois modos continuam a
existir, mas cada um deles é separado em outros dois, sendo um direto e outro retrégrado. A
figura 6.3 apresenta a variacdo das quatro frequéncias natyrais,, w; € w, com a

velocidade de rotacao db sistema rotativo, assim como os pontos das ideldes criticas.

Figura 6.5 — Modos de vibragdo em um sistema estatico, Alamo (2003).

As velocidades criticasv,,, w., correspondem ao movimento de precessao
retrograda e direta, respectivamente, no primeiro modo de vibracdo, e a velocidade critica
w.z corresponde ao movimento de precessdo retrégrada no segundo modo de vibragéo,

conforme dados numéricos apresentados na tabela 6.5.
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Tabela 6.5 - Velocidades criticas obtidas com a formulagc&o coordenadas direcionais.

Velocidade Critica (Hz)
Precessao Modo de Vibracao
Freq MEF Alamo (2003)
Mc1 2.3 2,27 Retrograda Primeiro
W2 2,3 2,29 Direta Primeiro
®c3 34,0 36,7 Retrograda Segundo
®ca N&o existe N&o existe Direta Segundo

No diagrama de Campbell observa-se agyg ndo existe, aléem disso.we w.; ha
realidade séo “falsas velocidades criticas”. Portanto, somente existira a velocidade critica
W, = 2,3 Hz do primeiro modo direto, Alamo (2003).

As frequéncias naturaig, e w, estdo praticamente sobre retas horizontais, ou seja,
elas variam muito pouco com a velocidade de rotacdo. Isto significa que o efeito
giroscopico concentra-se principalmente no segundo modo de vibracdo, enquanto que o
primeiro modo pode ser praticamente analisado por um modelo simplificado que nao inclui
os angulos de nutacédo do disco rigido. O valor da frequéncia natural estatica do sistema
rotativo para o primeiro mod@,, ou seja, com rotacdo zer@(=0) é de 2.3 Hz e para o

segundo modo, a freqiiéncia natural estatica é 50 Hz.
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6.3 Resultados Comparando Analise Modal Classica e Complexa

De forma a estabelecer uma comparacédo direta entre os dois métodos de analise
modal da estrutura, toma-se como exemplo o rotor apresentado na figura 6.2 com a
configuracéo vista na tabela 6.4. Efetua-se inicialmente uma simulagdo com uma rotacao
constante de 400 rad/s e em seguinda uma nova simulacdo com 100 rad/s.

As principais vantanges da analise modal complexa sdo apresentadas, além da
comprovacédo do funcionamento do software para ambas as formulagfes, j& que elas devem
apresentar as mesmas frequéncias naturais.

A tabela 6.6 apresenta os parametos modais obtidos através da formulacdo da analise
modal complexa com velocidade de rotacdo constante de 400 rad/s.

Diferentemente do que acontece quando se utiliza coordenadas reais na modelagem,
onde é preciso pds processar os vetores modais de forma a identificar os modos de
precessao, a formulacdo complexa j& fornece este resultado de forma muito clara. Para isso,
basta comparar o modulo das componentes diretas e retrégradas dos vetores modais. Além

disso, pode-se obter a forma da orbita.
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Tabela 6.6 - Resultados com MEF e analise modal classica e complexa.

Movimento Precessao

Direto Retrogrado

Orbita

Circular Circular

Autovalores Analise Modal Classidaad/s]

0+ 15.889i 0+ 13.065i

Freqguéncias Naturais Analise Modal Classidaiz]

2.54 2.09

Autovalores Analise Modal Complexa [rad/s]

0+ 15.8891 0+ 13.065i

Frequéncias Naturais Analise Modal Complexa [Hz]

2.54 2.09

Vetores modais a direita { Pf P, Ph Ph, }'

0.025454 0.00

0.057424 0.00
0.00 0.027662
0.00 0.071127

A figura 6.6 estabelece uma comparacdo com a analise modal classica e a complexa
no rotor apresentado na tabela 6.4, sob a aplicacdo de varias velocidades de rotacdo e
excitacao na lateral da extremidade livre do rotor.

Pode-se perceber a distin¢do clara dos picos de precessao direta e retrégrada como o
aumento da velocidade nas curvas da funcdo resposta em frequéncia direcional. Neste

mesmo graficos, utiliza-se a curva através da FRF e da dFRF normal.
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Figura 6.6 - Andlise modal classica (FRF) e direcional (dFRF).

A tabela 6.7 apresenta os autovalores para ambas as formulacdes extraidas
diretamente da rotina computacional construida em MATLAB ®. Podem-se comprovar,

como esperado, 0os mesmos autovalores apds a transformacdo para as coordenadas
direcionais.

Tabela 6.7 — Autovalores para analise modal classica e complexa.

Andlise Modal (Autovalores)

Cléassica Direcional

0+ 263.07i 0+ 263.07i
0- 263.07i 0- 263.07i
0+ 14.854i 0+ 14.854i
0- 14.854i 0- 14.854i
0+ 14.143i 0+ 14.143i
0- 14.143i 0- 14.143i
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A figura 6.7 apresenta uma comparagdo entre a analise modal classica e direcional
para 0 mesmo rotor em estudo para uma rotacdo constante de 100 rad/s e excitacdo na
lateral da extremidade livre, nela verificam-se de maneira bem clara a distingcdo entre as

direcOes de precesséao através da analise modal complexa.

2 . . . . . ! ! !
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-40

60

-60

Receptancia [dB (re) 1 mil]

100
-120

-140

. i i i i i i i i
o 0s 1 15 2 25 3 35 4 45
Frequéncia [Hz]

Figura 6.7 - Analise modal classica (FRF) e direcional (dFRF) para rotacéo

constante de 100 rad/s.
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Capitulo 7

Estudo para um Rotor Vertical em Balango

Com o intuito de apresentar os conceitos estudados nas secOes anteriores e efetuar
uma aplicagdo com o sistema de elementos finitos desenvolvido, desenvolve-se o estudo
para um rotor vertical flexivel em balango. Serd tomado como exemplo uma coluna de
perfuracéo tipica de pocos de petroleo. Serdo utilizadas a analise modal classica e a analise
modal complexa de forma a comparar as mesmas por meio de graficos de funcdo de
resposta forcada para uma excitacdo lateral na extremidade do rotor. As frequéncias naturais
axiais e torsionais serdo obtidas primeiramente através da formulagdo classica da analise
modal. Em seguida, através da andlise modal complexa, serdo extraidas as frequéncias

naturais laterais e comparadas com os resultados obtidos pela analise modal classica.

7.1 Discretizacao e Configuracao do Rotor

O exemplo do rotor em estudo trata-se de uma coluna de perfuracdo de poco de
petréleo. A modelagem segue as hipdteses ja especificadas nas secdes iniciais, portanto,
simplificagbes foram necessarias para permitir a sua utilizacdo.

Uma coluna de perfuragcdo pode ser considerada como um péndulo rotativo em
balanco onde em sua extremidade ha uma broca de didmetro maior que a coluna em que a
mesma esta conectada.

A parte inferior do rotor, chamada pela literatura de petréleo como BdfoMm
Hole Assemblyé formada pela broca e equipamentos tubulares de maior rigidez, de forma a
prover peso suficiente para permitir o apoio e manter toda a coluna em estado de tracéao e
evitar a sua flambagem.

No rotor em estudo, o BHA possui comprimento de 318 m e o restante é composto
por tubos de menor diametro no total de 3182 m. Percebe-se claramente que o BHA possui
na faixa de 10% do comprimento total do rotor. Assim, a discretizacado sera maior no trecho
do BHA e menor no conjunto superior, dito de menor rigidez.

Cabe lembrar que o sistema sera considerado todo sob tracdo, ou seja, 0 conjunto

estard suspenso através do engastamento em uma extremidade e na outra extremidade seré
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acoplado um disco rigido, no caso desta modelagem a broca de perfuragéo.

As operacOes normais de perfuracdo exigem que a broca, ou extremidade do rotor,
figue apoiada no fundo, no entando, nesta analise, procede-se com a broca fora do fundo, ou
seja, sem apoio. A operacdo € conhecida como backreaming é relativamente normal em
operacOes de perfuragdo, consiste em retirar a coluna do fundo com rotagdo. Este tipo de
operacgao concentra 0s maiores problemas de vibragcdes de colunas de perfuracdo, Yarim et
al (2008).

Sera considerado o aco com material em todos os elementos onde as propriedades
fisicas encontram-se relacionadas na tabela 6.1. Todos os elementos serdo considerados
tubulares e a broca serd modelada como um disco rigido na extremidade livre do rotor.

A figura 7.1 apresenta a discretizacdo do rotor. Conforme pode ser visto, alguns
elementos do BHA foram agrupados por serem compostos de propriedades geométricas
semelhantes. Os elementos de 2 a 7 compde o BHA da coluna e o elemento 1 os tubos de
menor didmetro que fazem a ligacdo do BHA com a superficie, na literatura do petroleo, séo
chamados ddrill pipes. O elemento 1 ou os chamadbdl pipes podem ser discretizados
em outros elementos de modo a refinar o resultado numérico, critério natural empregado no
método dos elementos finitos. A figura 7.1 exibe uma forma mais simples de discretizacao,
focando, principalmente, na secédo mais rigida da estrutura.

O Apéndice A apresenta maior detalhamento sobre a quantidade ideal de elementos

a ser utilizada para obtencao de resultados com precisdo adequada.
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Figura 7.1 — Discretizacao da coluna de perfuragao, LandMark ®.

A tabela 7.1 apresenta uma das discretiza¢gOes utilizadas neste trabalho contendo 9
elementos. As demais discretizacdes utilizadas para as simulagdes consistem em dividir em
um numero maior de elementos 0s nos entre 1 e 4, onde estdo alocddbpipes, ou
seja, o0 conjunto de elementos compostos entre 0s nés 4 e 10 serdo mantidos constantes, ja

gue estes pertecem ao BHA, secéo de maior rigidez na estrutura rotativa.
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Tabela 7.1 — Dados de entrada para a coluna de perfuragéo.

Compr.

D 57

o

c Diametro | Diametro

qg’ NO Sl R2A sl Interno | Externo Coluna Perfuragao

T (m) Elemento m) m)

w (m)
1 0,00

1 1060,82 | 0,1086 0,1270 | TOP DRIVE (engastamento) / DF
2 |1060,82

2 3 |2121.65 1060,83 | 0,1086 0,1270 | DP5"

3 4 | 318248 1060,83 | 0,1086 0,1270| DP5

4 5 | 320,24 26,76 0,0762 0,1270 | 3 HWDP5

5 6 |3293.85 84,61 0,0732 0,1715 | 9DC6.3/4

6 7 | 3404.00 110,15 0,0762 0,1270 | 12HWDP5

FS/STAB/KM/PBL/5DC 8"/

7 8 | 347547 71,47 0,0762 0,2032 DJAR / XO

8 9 |3490,02 14,55 0,0488 0,2032 | LWD 8"/ MWD 8

9 10 | 350000 9,98 0,0605 0,2446 | RSS 9,63"/BROCA 12.1/4
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7.2 Analise Modal

A tabela 7.2 apresenta os resultados para as dez primeiras frequéncias naturais da
coluna de perfuracdo através da formulacdo de analise modal classica. Foram obtidas as
frequéncias naturais axiais, torcional e laterais com discretizagao por 30 elementos finitos
distribuidos em 31 nds, sendo compostos por 354 graus de liberdade apds a vinculacéo da

estrutura.

Tabela 7.2 — Resultados frequéncia natural axial e torcional para coluna de perfuragéo.

Frequéncia Axial | Torcional
Natural [rad/s]

F1 1,7318 0,9402
F2 5,8566 3,4121
F3 10,5860 6,2961
F4 15,5340 9,2835
F5 20,5850 12,2890
F6 25,6900, 15,1860
F7 30,7290 17,5920
F8 35,2690 19,8330
F9 39,0300f 22,7590
F10 43,6050 26,0440

A tabela 7.3 apresenta os resultados para as frequéncias naturais laterais obtidas com
a analise modal complexa, inicialmente com a coluna parada (estatica) e em seguida para
velocidades de operacgao de 100, 300 e 500 rpm. Percebe-se que somente nos ultimos modos
de vibrar a precessao retrograda torna-se visivel. Os primeiros modos ndo apresentam
diferenca entre precessédo direta e retrégrada, uma vez que ndo ha desbalanceio e o efeito
giroscopico é desprezivel. Ja para os modos maiores o efeito giroscopico € determinante

para permitir o efeito retrogrado.
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Tabela 7.3 — Resultados frequéncia natural lateral para coluna de perfuragéo.

Estatico

100 rpm

300 rpm

500 r

pm

[rad/s]

[Hz]

[rad/s]

[Hz]

[rad/s]

[Hz]

[rad/s]

[Hz]

0,0312

0,0050

0,0312

0,005

0

0,031

2 0,00

50

0,03

12 0,0050

0,0312

0,0050

0,0312

0,0050

0,0312

0,0050

0,0312

0,0050

0,1398

0,0224

0,1398

0,0224

0,139

8 0,02

24

0,1398

0,0224

0,1398

0,0224

0,1398

0,0224

0,1398

0,0224

0,1398

0,0224

0,2722

0,0435

0,2722

0,043

S

0,272

2 0,04

35

0,2721

0,0435

0,2722

0,0435

0,2722

0,0435

0,2722

0,0435

0,2722

0,0435

0,3766

0,0603

0,3766

0,0603

0,376

6 0,06

03

0,3766

0,0603

0,3766

0,0603

0,3766

0,0603

0,3766

0,0603

0,3766

0,0603

0,5758

0,0921

0,5758

0,092

1 0,579

8 0,09

21

0,5758

0,0921

0,5758

0,0921

0,5758

0,0921

0,5758

0,0921

0,5758

0,0921

0,8275

0,1324

0,8274

0,1324

0,827

4 0,13

24

0,82

74 0,1324

0,8275

0,1324

0,8275

0,1324

0,8275

0,1324

0,8275

0,1324

1,3296

0,2127

1,3296

0,212

7 1,329

6 0,21

27

1,32

95 0,2127

1,3296

0,2127

1,3296

0,2127

1,3296

0,2127

1,3296

0,2127

4,0178

0,6428

4,0177

0,642

8 4,017

5 0,64

28

4,01

73  0,6428

4,0178

0,6428

4,0179

0,6429

4,0181

0,6429

4,0183

0,6429

5,1833

0,8293

5,1832

0,8293

5,182

8 0,82

92

5,1825

0,8292

5,1833

0,8293

5,1835

0,8294

5,1838

0,8294

5,1841

0,8295

6,5966

1,0555

6,5964

1,0554

6,594

0 1,05

54

6,5957

1,0553

6,5966

1,0555

6,5968

1,0555

6,5971

1,0555

6,5975

1,0556

8,5420

1,3667

8,5416

1,366

7 8,540

9 1,36

65

8,5402

1,3664

8,5420

1,3667

8,5423

1,3668

8,5430

1,3669

8,5438

1,3670

10,9050

1,7448

10,904(

D 1,744

6 10,90

30

1,7445

10,9

020 1,7443

10,9050

1,7448

10,9060

1,7450

10,9070

1,7451

10,9080

1,7453

13,6410

2,1826

13,640(

D 2,182

4 13,63

70

2,1819

13,6

340 2,1814

13,6410

2,1826

13,6430

2,1829

13,6460

2,1834

13,6490

2,1838

18,4290

2,9486

18,427

D 2,948

3 18,42

30

2,9477

18,4

190 2,470

18,4290

2,9486

18,4310

2,9490

18,4350

2,9496

18,4390

2,9502

26,1200

4,1792

26,115(

) 4,178

4 26,10

50

4,1768

26,0

960 4,1754

26,1200

4,1792

26,1250

4,1800

26,1340

4,1814

26,1440

4,1830

52,7640

8,4422

52,745(

D 8,439

2 52,70

50

8,4328

52,4

650 8,4264

52,7640

8,4426

52,7850

8,4456

52,8250

8,4520

52,8660

8,4586

113,1600

18,100¢

3

113,09C

0 18,09

44 113,0

100 18,0816 112

9200 18,0672

113,1500

18,1040

113,1800

18,1088

113,2600

18,1216

113,3500

18,1360

301,8300
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A figura 7.2 apresenta o grafico da funcao de resposta em frequéncia para a coluna
de perfuracdo. Neste caso estuda-se 0 no na extremidade livre do eixo rotativo com 100
rpm, neste exemplo, a broca de perfuracdo. Aplica-se uma forca excitadora ryoeeixo

mede-se a resposta na mesma direcao.

-50 ! T T !

-60

-0

-80

80

)
(=]

Receptancia [dE (re) 1 mM]

10 e

-120

. i | | i | | | | |
0

Frequéncia [Hz]
Figura 7.2 — Funcao de resposta em frequéncia (FRF) para coluna de perfuragéo.

A analise modal complexa € efetuada para a mesma coluna de perfuragdo. No
entanto, serdo eliminados os graus de liberade correspondentes ao eixo normal e ao giro,
excluindo das matrizes globais os efeitos axiais e torsionais, uma vez que somente os efeitos
de flexdo seréo estudados.

A Figura 7.3 apresenta os graficos gerados através do software implementado com a
funcdo de resposta em frequéncia (FRF) e a funcdo de resposta em frequéncia direcional
normal (dFRF).
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Figura 7.3 — Funcao de resposta em frequéncia direcional normal (dFRF) e funcéo de

resposta em frequéncia (FRF) para coluna de perfuracéo.

Como pode ser visto na figura 7.4, as frequéncias através das duas formulagcdes se
apresentam de forma coerente. Entretanto a grande vantagem da utilizagdo da anélise modal
complexa reside no fato de que esta apresenta de forma muito clara os efeitos da precessao
direta e retrograda, inseridos no grafico separadamente.

A figuras 7.5 e 7.6 apresentam uma comparacao entre as FRF e a dFRF normais

focando cada tipo de movimento de precesséao.
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Figura 7.4 — Funcao de resposta em frequéncia direcional (dFRF) direta e funcéo de
resposta em frequéncia (FRF) para coluna de perfuracéo.
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Figura 7.5 — Funcédo de resposta em frequéncia direcional (dFRF) retrograda e
funcao de resposta em frequéncia (FRF) para coluna de perfuragéo.
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A figura 7.6 apresenta uma comparacdo das funcdes de resposta em frequéncia
(FRF) e as funcgOes de resposta em frequéncia direcionais (dFRF), colocando em evidéncia
um ponto de ressonancia onde 0s picos entre o movimento de precessao direta e retrograda

sdo mais claros.

) S S— A S — SRR T |

' ' — - FIRF
A ; — dFFF (Direta)
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1] ESSRSR S — SR — TRV AN — P — — .

Receptancia [dB (re) 1 m/T]

17.7 17.8 17.49 18 181 18.2 18.3 18.4 18.5
Freguéncia [Hz]

Figura 7.6 — Funcao de resposta em frequéncia direcional (dFRF) e funcéo de

resposta em frequéncia (FRF) na regido de diferentes picos de ressonancia.

Torna-se claro que ao observar somente a FRF € praticamente impossivel concluir
gue o primeiro pico corresponde a dois modos de mesma frequéncia, sendo um direto e
outro retrogrado. Todavia, utilizando a dFRF normal (direta e retrégada) os picos estdo
associados somente a um modo, seja ele direto ou retrogrado.

Observa-se que quanto menor for a rotacao do rotor, mais proOXimos estarao 0s picos
correspondentes ao movimento de precesséao direta e retrograda. A figura 7.6 apresenta uma
simulacdo com rotacdo de 500 rpm, 0 que representa na pratica um valor extremo e nao
usual. No entanto, cabe salientar, a resposta do simulador exibe como as dFRFs conseguem
separar os modos de precesséao diretas e retrogradas em curvas diferentes, o que torna o

processo de estimacgao de parametros muito mais preciso e claro.
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7.3 Analise do Comprimento Vertical do Rotor

Um tipo de analise que pode ser efetuado para a coluna de perfuracéo apresentada na
tabela 7.1, trata o problema do ponto de vista da profundidade final da broca, ou seja, altera-
se o comprimento total do rotor vertical e estudam-se as variagdes das frequéncia naturais
do mesmo.

Do ponto de vista de aplicacdo, o trecho a ser perfurado varia conforme o0 avanco da
broca, dessa forma, € interessante saber como se comporta o sistema em seguimentos
definidos dentro do trecho a ser perfurado.

A entrada de dados € alterada somente na parte correspondedtdl goges e
todos os elementos do BHA serdo mantidos constantes.

As tabelas 7.4 a 7.6 apresentam os valores obtidos para as frequéncias naturais

axiais, torsionais e laterais para as trés profundidades estudadas da broca de perfuracéo.

Tabela 7.4 — Frequéncias naturais axiais para diferentes profundidades da coluna de

perfuracao.
Frequéncia Natural Axial [rad/s]
Modos | 3500 m 2500 m 1500 m
1 1,7318 2,2436 3,2875
2 5,8566 8,1902 14,2080
3 10,5860 15,1270 26,6430
4 15,5340 22,2800 36,1600
5 20,5850 29,3360 43,6740
6 25,6900 35,3940 56,1020
7 30,7290 40,1340 69,8110
8 35,2690 46,6540 83,9680
9 39,0300 54,3080 98,4510
10 43,6050 62,4030 113,1500
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perfuracao.

Frequéncia Natural Torcional [rad/s]

Modos 3500 m 2500 m 1500 m

1 0,9402 1,1974 1,7145

2 3,4121 4,7897 8,3205

3 6,2961 8,9909 15,2420
4 9,2835 13,1960 19,2570
5 12,2890 16,7910 25,6240
6 15,1860 19,5200 33,6610
7 17,5920 23,3830 42,0460
8 19,8330 27,9120 50,6480
9 22,7590 32,6830 59,4540
10 26,0440 37,6280 68,4550

perfuracao.

Frequéncia Natural Lateral - Estatico [rad/s]

Modos 3500 m 2500 m 1500 m
1 0,0228 0,0260 0,0319
2 0,1124 0,1316 0,1752
3 0,2023 0,2417 0,3326
4 0,2959 0,3563 0,4941
5 0,3921 0,4735 0,6537
6 0,4904 0,5926 0,7906
7 0,5905 0,7132 0,8944
8 0,6921 0,8342 1,0402
9 0,7951 0,9524 1,2115
10 0,8981 1,0583 1,3912

Tabela 7.5 — Frequéncias naturais torsionais para diferentes profundidades da coluna de

Tabela 7.6 — Frequéncias naturais laterais para diferentes profundidades da coluna de
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Nota-se que ao se aumentar a profundidade, ou seja, o comprimento da coluna de
perfuracdo, as frequéncias naturais tendem a cair, conforme pode ser visto nas figuras 7.7 a
7.9.

Frequéncia Natural Axial

120,0000

100,0000

80,0000

60,0000

=6—1500 m

40,0000 =—2500 m
20,0000 3500 m

Frequéncia [rad/s]

0,0000

0 2 4 6 8 10 12

Modo de Vibragao

Figura 7.7 — Variagéo das frequéncias naturais axiais para diferentes profundidades
da coluna de perfuragéo.

Frequéncia Natural Torcional

80,0000
70,0000
60,0000
50,0000
40,0000
30,0000
20,0000
10,0000 - 3500m

0,0000 ‘

=—1500m

=f—2500 m

Frequéncia [rad/s]

0 2 4 6 8 10 12

Modo de Vibragao

Figura 7.8 — Variagdo das frequéncias naturais torcionais para diferentes
profundidades da coluna de perfuracéo.
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Frequéncia Natural Lateral - Estatico

1,6000
1,4000
1,2000
1,0000
0,8000
0,6000
0,4000
0,2000
0,0000

=6—1500 m

=—2500 m

Frequéncia [rad/s]

3500 m

0 2 4 6 8 10 12

Modo de Vibragao

Figura 7.9 — Variagao das frequéncias naturais laterais para diferentes profundidades
da coluna de perfuragéo.

As profundidades estudadas foram tomadas como referéncia para analise de
tendéncia de comportamento das vibracdes na coluna de perfuracdo, ndo indicam, porém,
gue esta seja utilizada nas profundidades mencionadas.

A tendéncia apresentada nos graficos mostra que a medida que a coluna se torna
mais profunda, torna-se menos rigida, contribuindo, assim, para a diminuicdo da frequéncia

natural, conforme ja esperado.
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7.4 Analise da Influéncia do Campo Gravitacional

A seguir efetua-se a analise da influéncia da matriz que leva em consideragcéo o
efeito gravitacional através do modelo com nove elementos e rotagdo de 300 rpm. A
equacao (3.26) apresenta a matriz de rigidez para o efeito gravitacional e a equacéo (2.49) a
formulacdo da energial potencial para o sistema. A matriz com efeito gravitacional foi
retirada da matriz global de forma a permitir a anélise sem a interferéncia da mesma.

A simulagdo mostra que ndo h& influéncia significativa no resultado para as
frequéncias naturais axiais e torsionais, mas ha uma disparidade consideravel para as

frequéncias naturais laterais, conforme visto na tabela 7.7 e figura 7.10.

Tabela 7.7 — Frequéncias naturais laterais sob influéncia da matriz de rigidez gravitacional.

Frequéncia Natural Lateral (300 rpm)
[rad/s]

Modos | Sem [ K] Com [ Kg]
1 0,0001 0,0312
2 0,0006 0,1398
3 0,0020 0,2722
4 0,0041 0,3766
5 0,0076 0,5758
6 0,0133 0,8275
7 0,0341 1,3296
8 0,1150 4,0181
9 0,2768 5,1838
10 0,7395 6,5971
11 1,0794 8,5430
12 1,8406 10,9070
13 2,7836 13,6460
14 5,0572 18,4350
15 8,0516 26,1340
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Figura 7.10 — Efeito da matriz de rigidez gravitacional na frequéncia natural lateral.

Observa-se que a consideracdo da matriz com efeito gravitacional, para longos

rotores verticais, exerce uma influéncia significativa no resultado para modos mais altos da

estrutura.

A tabela 7.11 apresenta os valores obtidos para o rotor analisado no capitulo 6. Neste

rotor de somente 10 m de comprimento, a influéncia do efeito gravitacional é praticamente

desprezivel. H4 somente uma pequena variagdo na primeira frequéncia natural.

O peso proprio da estrutura exerce, entdo, uma importancia relevante para rotores

verticais do tipo coluna de perfuracéo para poco de petréleo, onde o comprimento final pode

atingir a faixa dos 6.000 m em alguns pog¢os.
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Capitulo 8

Conclusoes

Nesta dissertacdo modelou-se um rotor vertical sob influéncia de efeitos
giroscopicos e gravitacionais onde se analisou as frequéncias naturais axiais, torcionais e
laterais. Também foram analisadas as respostas em frequéncia através da analise modal
classica e complexa, nesta incluindo a vantagem da clara definicdo do modo de precesséao
do movimento do rotor.

O trabalho visou o desenvolvimento de uma formulacdo dinamica de sistemas
rotativos através do método dos elementos finitos e sua implementacdo em ambiente
MATLAB ® com a consideracdo de efeitos giroscopicos e gravitacionais. Procurou-se
incluir alguns efeitos mais especificos para rotores verticais de comprimento longo como a
consideracao do peso proprio do eixo e os efeitos giroscopicos, para estudo de vibracbes em
rotores flexiveis verticais. Foi apresentada a andlise modal de forma classica e com
coordenadas direcionais, dando maior énfase para a analise modal complexa de modo a
apresentar as principais vantangens desta, pois, a identificacdo dos modos de precesséo
direta e retrograda é crucial para se evitar falhas mecéanicas e eletrénicas em colunas de
perfuracdo de pogos.

A validacdo da rotina computacional desenvolvida foi efetuada através da
comparacdo com exemplos ja calculados em trabalhos similares. Todos os resultados
encontrados exibiram boa precisdo com a literatura existente, comprovando o
funcionamento do modelo e da rotina computacional implementada. Realizou-se, também,
um estudo especifico para um rotor vertical em balan¢o, no caso uma coluna de perfuracao
de poco de petréleo, onde foram analisadas as vibragcOes axiais, torsionais e laterais. Além
disso, efetuou-se a analise modal classica e complexa com apresentacdo de tabelas e
gréficos. Algumas simulacdes trataram de aspectos especificos operacionais em colunas de
perfuracdo, como a influéncia no comprimento do rotor vertical, ou em outras palavras, a
profundidade da broca em operacdo na profundidade desejada na simulagcdo. Também foi
discutida a consideracéao do efeito gravitacional no modelo, apresentando a sua interferéncia
no resultado final para as vibragdes livres.

O estudo de vibracdes em maquinas rotativas, especialmente aquelas empregadas em

larga escala na industria, como o0 caso de colunas de perfuracdo de pocos de petréleo,
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necessitam de uma andlise mais cuidadosa, apesar dos inUmeros recursos ja disponiveis
como sensores em tempo real e softwares de analise durante a fase de projeto, o
conhecimento do fenémemo propriamente dito permite uma maior compreensao do
movimento aos quais estes tipos de rotores estao sujeitos.

Trabalhos futuros podem ser desenvolvidos com o sistema implementado, pois este
permite efetuar estudos mais avancados com eixos longos e esbeltos, como € o usual em
colunas de perfuracéo de pocos de petroleo.

Andlises mais detalhadas, por meio de inclusdo nas matrizes globais, podem ser
efetuadas o0 que permite modelagens mais complexas. Além disso, possibilitam ainda
estudos mais avangados com a consideracéo de efeitos dindmicos resultantes de contato com
a parede do poco, efeitos de amortecimento mecanico, forcas de atrito lateral,
amortecimento devido as forcas hidrostaticas no interior e exterior dos tubos devido ao
bombeio de fluido de perfuracgéo.

Pode-se ainda efetuar estudos com a consideragdo de vibracdes forcadas com
analises da resposta no dominio do tempo, de forma a investigar movimentos de precessao

direta e retrégrada, os quais sao altamente nocivos aos sistemas rotativos.
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Apéndice A
Resultados Comparando a Convergéncia pelo Numero de

Elementos

De maneira a checar a convergéncia do método, gerar menor esfor¢co computacional
e resultados confiaveis dentro de uma margem de erro aceitdvel procede-se a seguir
simulacdes de modo a determinar o nimero de elementos ideais para prosseguir com as
simulacdes subsequentes. As simulagfes alteram a quantidade dos elementos menos rigidos
do sistema, ou seja, os drill pipes, conforme visto na se¢éo 7.1.

O rotor utilizado nestas simulagbes estd descrito na tabela 7.1 e a sistemética
consiste em manter o0 mesmo tipo de rotor em estudo e variar somente a quantidade de
elementos finitos disponiveis para o calculo.

Como pode ser observado nos graficos e nas tabelas correspondentes, percebe-se
claramente que a partir de 12 elementos as vibra¢cdes naturais assumem uma margem de erro
desprezivel.

As vibracOes laterais sdo mais sensiveis ao numero de elementos em todos os modos
de vibracao, j& as vibracdes axiais e torsionais iniciam a disparidade nos resultados a partir
do 4° modo de vibrar.

Tabela A.1 — Frequéncias naturais axiais para o rotor em estudo.

N© Frequéncia Natural Axial

elem Modo 1l | Modo 2 | Modo 3 | Modo 4

9 1,7356 6,1164| 12,1970 32,4010
12 1,7327 5,9208| 11,0270 16,9600
18 1,7320 5,8695| 10,6750 15,8240
0
0

30 1,7318 5,8566| 10,5860 15,534
46 1,7318 5,8538| 10,5680 15,473
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Tabela A.2 — Frequéncias naturais torsionais para o rotor em estudo.

NO Frequéncia Natural Torcional

elem Modo 1 | Modo 2 | Modo 3 | Modo 4

9 0,9414 3,5601 7,2754) 15,933
12 0,9405 3,4482 6,5556 10,1250
18 0,9402 3,4193 6,3481 9,4536

[@)

30 0,9402 3,4121 6,2961 9,283%

46 0,9401 3,4105 6,285]] 9,2476

Tabela A.3 — Frequéncias naturais laterais (estatica) para o rotor em estudo.

NO Frequéncia Natural Lateral (Estética)

elem Modo 1 | Modo 2 | Modo 3 | Modo 4

9 0,3766 0,2722 0,1398 0,0312
12 0,3466 0,2299 0,1250 0,0273
18 0,3118 0,2114 0,1169 0,0246

30 0,2959 0,2023 0,1124 0,0228
46 0,2918 0,2000 0,1113 0,0224

Os graficos apresentados nas figuras A.1 a A.3 exibem os resultados para os quatro
primeiros modos de vibracdo para o rotor em estudo, sempre em funcdo do namero de
elementos utilizados pela simulacéo. Constata-se que por se tratar de elementos simples de

viga, com poucos elementos ja se atinge uma margem aceitavel de resultado.
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Figura A.1 — Frequéncia natural axial em funcéo do nimero de elementos
discretizados.
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Figura A.2 — Frequéncia natural torcional em fungéo do niumero de elementos
discretizados.
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Frequéncia Natural Lateral - Estatico
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Figura A.3 — Frequéncia natural lateral em funcéo do nimero de elementos
discretizados.
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Apéndice B

Fluxograma Rotina Computacional
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Sumula Curricular

Trabalhos Aceitos em Eventos com Arbitragem
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