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RESUMO

Este trabalho teve como objetivo modelar matematicamente e simular o comportamento dindmico
de um manipulador robético planar com dois graus de liberdade, utilizando a formulacao de
Lagrange para obtencdo das equacdes de movimento. A partir do modelo desenvolvido, duas
estratégias de controle amplamente utilizadas em robdtica ,0 controle PID independente de juntas
e o método de torque computado, foram projetadas e implementadas em ambiente MATLAB, de
modo a avaliar sua eficiéncia no rastreamento de trajetérias articulares. A metodologia adotada
compreendeu a derivacdo da cinematica direta e inversa, a modelagem dinamica completa, a
implementagdo computacional das equacdes diferenciais e o desenvolvimento de leis de controle
lineares e ndo lineares. As simulacdes realizadas permitiram analisar o comportamento do
manipulador sob condi¢des distintas, incluindo situacdes em que o sistema opera proximo a
configuracdes singulares. Os resultados demonstram que o controlador PID € capaz de estabilizar
o manipulador e realizar o rastreamento desejado, porém apresenta maior sensibilidade as
ndo linearidades, ao acoplamento dinamico e as singularidades geométricas. Em contraste, o
método de torque computado proporcionou respostas mais rapidas, com menor erro estaciondrio,
menor sobressinal e torques mais suaves, evidenciando sua superioridade na compensagao dos
termos dinamicos do sistema. A comparacio entre as estratégias permitiu identificar limitacdes,

vantagens e condi¢des de melhor desempenho para cada abordagem.

Palavras-Chave: Manipuladores Robéticos; Modelagem Dindmica; Controle PID; Torque
Computado; Robdética Planar.



ABSTRACT

This work presents the mathematical modeling and simulation of a planar robotic manipulator
with two degrees of freedom, employing classical kinematic formulation and the Lagrangian
method to derive its dynamic equations. Based on the developed model, two control strategies
commonly used in robotic systems, the independent joint PID controller and the computed torque
control, were designed, implemented, and evaluated in a MATLAB simulation environment.The
adopted methodology involved the derivation of forward and inverse kinematics, the complete
dynamic modeling of the manipulator, the numerical implementation of the differential equati-
ons, and the design of both linear and nonlinear control laws. The simulated scenarios allowed
the assessment of the manipulator’s behavior under different operating conditions, including
configurations close to kinematic singularities.The results indicate that, although the PID con-
troller is capable of stabilizing the system and tracking the desired reference, its performance
is significantly affected by nonlinearities, dynamic coupling, and the proximity to singular
configurations. In contrast, the computed torque controller provided faster responses, smaller
tracking errors, reduced overshoot, and smoother torque signals, demonstrating its superior
ability to compensate for the manipulator’s nonlinear dynamics.Overall, the study highlights
the importance of mathematical modeling in predicting system behavior and designing effective
control strategies. It also shows that the computed torque method yields better performance
for nonlinear and coupled robotic systems, while the PID controller remains suitable only for

simpler operating conditions or regions far from singularities.

Keywords: Robotic Manipulators; Dynamic Modeling; PID Control; Computed Torque Control;

Planar Robotics.
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1 INTRODUCAO

A robotica tem desempenhado um papel central no desenvolvimento tecnolégico contem-
poréneo, especialmente em aplicacdes que exigem precisdo, repetitividade e operagdo segura
em ambientes controlados. Em diversos setores como industria, medicina, agricultura e defesa,
sistemas robdticos tém sido empregados para aumentar a eficiéncia, reduzir custos operacionais €
ampliar a capacidade de execucdo de tarefas complexas. Entre esses sistemas, os manipuladores
robdticos se destacam por sua capacidade de seguir trajetdrias especificas e manipular objetos
com elevado grau de precisdo. A andlise e o projeto de manipuladores dependem diretamente de
uma modelagem matemadtica consistente, capaz de descrever suas caracteristicas geométricas
e dindmicas. Tal modelagem fornece ferramentas essenciais para prever o comportamento do
sistema, avaliar esforcos, identificar fendmenos como acoplamento dindmico e ndo linearidades,
além de subsidiar o desenvolvimento de estratégias de controle. Nesse contexto, a simulacao
computacional torna-se fundamental para testar e validar algoritmos antes da implementacao
fisica, reduzindo riscos e custos associados ao desenvolvimento de prototipos.

Este trabalho investiga a modelagem matemadtica e a simulagdo do comportamento dindmico
de um manipulador robético planar com dois graus de liberdade. A partir da formulagao cldssica
de Lagrange, sdo obtidas as equacdes de movimento, permitindo a constru¢dao de modelos capazes
de representar com fidelidade os efeitos inerciais, gravitacionais e de acoplamento presentes
no sistema. Com base nesse modelo, sdo analisadas duas estratégias de controle amplamente
utilizadas em robética: o controlador Proporcional-Integral-Derivativo (PID) e o método de
torque computado. Enquanto o controlador PID trata cada junta de forma independente, o torque
computado utiliza explicitamente o modelo dindmico para compensar as ndo linearidades do
manipulador. A pergunta que orienta este estudo é: como a modelagem matemadtica contribui
para a andlise do comportamento dindmico de um manipulador planar, e de que forma diferentes
estratégias de controle influenciam o desempenho do sistema? A resposta a essa questao permite
compreender as vantagens, limitacdes e condi¢des de aplicacdo de cada abordagem de controle.

Os objetivos especificos incluem: desenvolver o modelo matematico do manipulador utili-
zando o formalismo de Lagrange, implementar sua simulacdo em ambiente MATLAB, projetar
e ajustar os controladores PID e de torque computado, e comparar o desempenho de ambas as
estratégias por meio de métricas de rastreamento e estabilidade.

O trabalho esta estruturado da seguinte forma: o Capitulo 2 apresenta a fundamentagdo
tedrica necessaria para o entendimento dos conceitos cinematicos, dinamicos e de controle. O
Capitulo 3 descreve a modelagem matemaética, parametros adotados e metodologia de simulagao.
O Capitulo 4 apresenta o desenvolvimento das equacdes e a implementacdo dos controladores.
O Capitulo 5 discute os resultados obtidos nas simulag¢des. Por fim, o Capitulo 6 apresenta as

conclusdes e sugestdes para trabalhos futuros.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Este capitulo apresenta os principais conceitos necessdrios para a compreensiao do comporta-
mento de manipuladores robéticos. Sao abordados temas relacionados a representacdo espacial,
cinemdtica, dindmica e controle, que constituem a base tedrica utilizada no desenvolvimento do

modelo e das simulagdes deste trabalho.

2.1 MANIPULADORES ROBOTICOS

Um manipulador robético € constituido por elos rigidos conectados por juntas, formando
uma cadeia cinemadtica responsdvel pelo posicionamento de um efetuador no espaco de trabalho.
A geometria dessa cadeia define o alcance, a mobilidade e as possiveis configuragdes assumidas
pelo robd. Segundo Craig (2013), a andlise desses sistemas envolve trés dreas principais:
cinematica (estudo do movimento), dinamica (estudo das forcas) e controle (definicao das forgas
necessdrias para seguir trajetdrias especificas).

As juntas podem ser rotacionais ou prismaéticas, sendo representadas mecanicamente por
graus de liberdade que permitem ao manipulador executar movimentos complexos. Na Figura 1

sdo apresentados alguns tipos de juntas comumente utilizados em robdtica.

Figura 1 — Principais tipos de juntas utilizadas em manipuladores robéticos.

i

Rotacional Prismatica
Cilindrica Planar
Parafuso Esférica

Fonte: Adaptado de Craig (2013).
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2.2 DESCRICOES ESPACIAIS E TRANSFORMACOES

A representagdo de posicdes e orientacdes no espaco € fundamental na robdtica, pois permite
relacionar matematicamente diferentes partes do manipulador e objetos no ambiente. A seguir

sdo apresentados 0s conceitos essenciais para essa representacao.

2.2.1 Descricao da posicao

Considerando o sistema de coordenadas fixo {A}, apresentado na Figura 2, um ponto P no
espaco € representado por um vetor coluna 3 x 1, cujos elementos sdo as distancias x,, y, € 2,
ao longo dos eixos X 4, Y4 e Z 4 do sistema {A}, conforme exemplificada pela equagdo 1(Craig,
2013):

Ap= |y (1)

Fonte: Adaptado de Craig (2013).

O vetor “ P expressa a posi¢io do ponto P em relagio ao referencial {A}. Essa representacio
vetorial é fundamental para a formulacdo das transformagdes espaciais, que permitem determinar

a localizacdo de pontos e corpos rigidos em diferentes referenciais.

2.2.2 Descricao da Orientacao

Como um manipulador € constituido por elos rigidos, sua orientacao no espago tridimensional
deve ser descrita em relagc@o ao sistema de referéncia. Considere a situacao na qual o efetuador
deve alcancgar e manipular um objeto: para isso, ele deve ajustar tanto sua posi¢do quanto sua
orientacao.

A orientag@o de um corpo € representada por um sistema de coordenadas fixado a ele, descrito
em relagdo a outro sistema de referéncia (Craig, 2013). A Figura 3 ilustra essa relacdo por meio
da matriz de rotacao obtida a partir do produto escalar entre os vetores unitarios dos sistemas
{A} e {B}.
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Figura 3 — Orientacdo de um ponto na extremidade do efetuador.

Fonte: Adaptado de Craig (2013).

A matriz de rotacio gR relaciona a orientacdo do sistema {B} em relacdo a {A} e é dada
pela equacdo 2.
Xp-Xa Yg-Xa4 Zp- X4
gR: XB'YA YB'YA ZAB'YA (2)
Xp-Za Yg-Za Zp-Za
Como os vetores sao ortonormais, a matriz inversa corresponde a sua transposta, conforme

exemplificado na equagdo 3

B Ap\T
AR = (3R) 3)
Geralmente a matriz de rotagcdo € dada por matriz na qual a rota¢do se d em torno de um dos

eixos do sistema de coordenada, conforme as equagdes 4, 5 e 6. Nessa situacdo considera-se o

produto escalar da matriz gera o angulos entre os vetores unitdrios dos sistemas de referéncia.

(10 0

R, = [0 cos(f) sin(6) 4)
|0 —sin(f) cos(d)]
[ cos(d) 0 sin()]

R, = 0 1 0 )
—sin(f) 0 cos(0)]

[ cos() sin(6) 0
R. = |—sin(f) cos(d) 0 (6)
0 0 1
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2.2.3 Sistemas de Referéncia

A pose de um corpo rigido é completamente descrita por sua posicao e orientagdo. Assim,

um sistema de referéncia é formado por um vetor posi¢do e uma matriz de rotacio (Craig, 2013):

{B} = {3R," Py} (7)

Para converter um ponto P descrito no sistema {B} para o sistema {A}, utiliza-se:

Ap=4R.Bp+4py 8)

Essa expressao pode ser escrita na forma homogénea:

Ap AR Apg| |PP
= )
1 000 1 1
A matriz de transformag¢@o homogénea € entdo dada por:
A A
pr=| Bt T (10)
000 1

Na robdtica, matrizes de rotacdo descrevem orientagdes, enquanto matrizes de transformacdo

homogénea descrevem sistemas de referéncia completos.

2.3 CINEMATICA DE MANIPULADORES

A cinematica estuda o movimento sem considerar for¢as. Para manipuladores robéticos,
a andlise cinemadtica € fundamental porque permite determinar a posi¢do e a orientacdo do
efetuador final em funcio das varidveis articulares, bem como o problema inverso: determinar as
varidveis articulares que resultam em uma configuracao desejada do efetuador.

Duas formulagdes principais compdem a cinemadtica de manipuladores: a cinemadtica direta e

a cinematica inversa.

2.3.1 Cinematica Direta

A cinematica direta consiste em determinar a posi¢do e a orienta¢ao do efetuador final a
partir dos angulos ou deslocamentos das juntas. Para isso, utiliza-se o0 método dos Parametros
de Denavit—Hartenberg (DH), o qual padroniza a representacdo geométrica de cada elo e junta.
Por meio de matrizes de transformacdo homogénea, relacionam-se sistemas de coordenadas
adjacentes, obtendo-se ao final a transformacdo que leva o sistema base ao efetuador. Ainda
segundo Craig (2013), os elos sdo numerados a partir da base fixa, denominada elo 0. O elo
subsequente € o elo 1, e assim sucessivamente até o elo n, localizado na extremidade livre do

manipulador.
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Denavit e Hartenberg propuseram uma conven¢ao que utiliza apenas quatro parametros para
descrever a transformacao entre dois elos consecutivos, reduzindo a complexidade da formulagao

classica de movimento de corpos rigidos. Esses parametros sao:
* q,: distincia entre os eixos Z;_; € Z;, medida ao longo de X;;
* «;: angulo entre os eixos Z; 1 e Z;, medido em torno de X;;
* d;: distancia entre X;_; e X, medida ao longo de Z;;
* 0;: angulo entre X; ; e X;, medido em torno de Z;.
A Figura 4 ilustra a identificacdo dos parametros DH entre dois elos consecutivos.

Figura 4 — Fixacdo dos sistemas de referéncia aos elos.

Eixo i

Eixo i — 1 Eloi—1

[{H

Fonte: Adaptado de Craig (2013).

O procedimento para definir os sistemas de referéncia para cada elo, conforme Craig (2013),

(€N

1. Identificar os eixos das juntas e tracar linhas infinitas ao longo deles;

2. Determinar a perpendicular comum entre dois eixos consecutivos ou seu ponto de intersec-

¢do; esse ponto define a origem do sistema do elo;
3. Definir o eixo Z; ao longo do eixo da i-€sima junta;

4. Definir o eixo X; ao longo da perpendicular comum entre Z; _; e Z;; caso se cruzem, X;

deve ser perpendicular ao plano formado pelos eixos;
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5. Definir o sistema base {0} de modo conveniente;

6. Definir o sistema {/V} (efetuador final) de acordo com a aplicagao.

A matriz de transformacdo homogénea entre os sistemas {i — 1} e {i} é expressa pela

equacgdo 11:
cosf; —sinb;coscy;_1 sinb;sino;_y a;_1cosb;
i1 sinf; cosf;cosc;_y —cosbO;sino,;_1 a;_1sinb; (11
i = .
0 sin a1 COS (vj_1 d;
0 0 0 1

A equgdo 12 representa a transformacao total entre a base e o efetuador final.
Ty =Ty 'Ty--- V" 'Ty (12)

2.3.2 Cinematica Inversa

A cinematica inversa tem como objetivo determinar os angulos de junta necessérios para
que o efetuador final atinja uma posicdo e orientacdo desejadas. Em outras palavras, é o
problema inverso da cinematica direta: enquanto esta calcula a pose do efetuador a partir das
varidveis articulares, a cinemdtica inversa calcula as varidveis articulares que produzem uma
pose especifica Craig (2013).

A cinematica inversa envolve um sistema de equagdes ndo lineares derivadas da matriz de
transformac@o homogénea. Devido a ndo linearidade do problema, podem existir multiplas
solu¢des, nenhuma solugdo, ou solugdes singulares, dependendo da geometria do manipulador.

As solugdes podem ser obtidas por dois métodos principais:

* Métodos analiticos: fornecem solucdes fechadas; sdo rapidos e exatos, mas dependem

fortemente da geometria do manipulador.

* Métodos numéricos: utilizam algoritmos iterativos baseados na Jacobiana; sdo aplicaveis

a manipuladores com geometria complexa.

Na Secdo 3 serd desenvolvida a cinemdtica inversa de um manipulador planar com dois graus
de liberdade utilizando o método geométrico. Mais detalhes podem ser consultados em Craig
(2013) e Siciliano & Khatib (2016).

2.4  VELOCIDADE, JACOBIANO E ACELERACAO

Um manipulador € um conjunto de elos, cada um capaz de se movimentar em relagao aos
elos vizinhos. Com base nessa caracteristica, a velocidade de cada elo pode ser computada da
base até o efetuador (Craig, 2013). A velocidade do elo (i + 1) serd igual a velocidade do elo i

somada aos componentes adicionais introduzidos pelo movimento do elo (i + 1).
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2.4.1 Velocidades Linear e Angular
A Figura 5 apresenta a representacao esquematica de elos genéricos.

Figura 5 — Velocidade de elos vizinhos.

Fonte: Adaptado de (Craig, 2013).

A velocidade angular do elo (i + 1) em relagdo ao sistema de referéncia {i} é dada por:

iwi—&—l = ‘w; + 2+1Rq'z‘+1 i+12¢+1 (13)

onde *!' R é a matriz de rotacdo que transforma vetores do sistema {i + 1} para o sistema
{i}, Gis1 € a velocidade da junta (i + 1) e 17, representa o eixo de rotagdo associado 2 junta.
A velocidade linear da origem do sistema {i + 1} é obtida pela soma da velocidade linear do

elo anterior com a velocidade induzida pela rotacdo do elo ::

Vig1 = U+ Wy X L4 (14)

onde " P, € o vetor que liga as origens dos sistemas de coordenadas {i} e {i + 1}.

2.4.2 Matriz Jacobiana

Formas multidimensionais de expressar derivadas sdo conhecidas como Jacobianos (Craig,

2013). O Jacobiano ¢é definido como a matriz de derivadas parciais:

(15)

No contexto da robdtica, eles sdo usados para relacionar as velocidades das juntas com a

velocidade linear e angular do efetuador.
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X =J(a)q (16)
. T
em que X = [v w] representa o vetor de velocidade linear do efetuador e J(q) =

[Jv(q) Jw(q)] € a matriz Jacobiana, dependente da configuracao articular do manipulador.

Em muitas situacdes deseja-se estabelecer uma velocidades ao efetuador para realizar algum
movimento no espaco de trabalho. A partir do Jacobiano € possivel converter a velocidade
cartesiana do efetuador em velocidades das juntas mediante multiplica¢do da inversa .J (q)_l. O
Jacobiano também € importante na andlise de singularidade do manipulador e controle (Craig,
2013).

2.4.3 Aceleracoes

De modo andlogo, as aceleracdes linear e angular dos elos sdo obtidas derivando-se as

expressoes de velocidade em relacdo ao tempo. Assim, a aceleracdo angular é dada por:

"Wipr = "0+ T R " Zia + T R Giy (wi x T Zi4) (17)

A aceleragdo linear da origem do sistema {i + 1} é entdo expressa por:

Wi = "0 4 Wi X TPy + 'wy X (fwi X "Piyy) (18)

Essas equacdes recursivas permitem determinar as velocidades e aceleragdes de todos os

elos, conhecendo-se as varidveis articulares e suas derivadas no tempo.

2.5 DINAMICA DE MANIPULADORES

A dinamica de manipuladores descreve as forgas, torques e efeitos inerciais associados ao
movimento. Nesta sec@o sdo apresentadas as formulagdes cldssicas de Newton—Euler e Lagrange,

bem como a derivacao das equagdes de movimento do manipulador estudado.

2.5.1 Formulacao de Newton-Euler

Segundo Craig (Craig, 2013, Secdo 6.5), um algoritmo recursivo é empregado para computar
as equacgdes de movimento via formula¢do de Newton—Euler. O procedimento consiste em duas
etapas: (1) iteragOes para fora do elo(forward recursion), nas quais sao calculadas as velocidades
e aceleragoes; e (ii) iteracdes para dentro do elo(backward recursion), nas quais sdo computadas

as forgas e torques internos.

2.5.1.1 [Iteracgdes para fora

As equagdes utilizadas nessa etapa sao:



i+1 i+l i . 7 i+1
wisp =i Rw/+qiv1 277,
ca+l il i il i . 7 i+1 - 7 i+1
wit =7 R+ R(W X G 25T ) + G Z5
il il (i i i i i i
Viv1 = R(wz‘XPz‘+1+Wi><(W@'XPi+1)+U¢)7

i+l - i1 i+1 i+1 i+1 i+1 - i+1
UCZ'+1 - w’i+1 X PCiJrl + wi+1 X <wi+1 X PCZ'+1) + Ui+17

i+1

i+l _ -
FLY = mi0g,,,

iHl g il i+1 i
N = Tin oy + iy X (L wiy).

O tensor de inércia utilizado na equagao 24 ¢:

Ix:p _Imy _Ixz

I=\—-Ly Iy, —I.|,
_I:cz _Iyz Izz

com seus elementos definidos por:

Ly = / p(y? + 22 dV, I, = / p(z® +22)dV, I.= / p(a® +y?)dV,
1% 4 v

Iy, =1, = / plxy)dV, I, =1, = / plzz)dV, I, =1, = / p(yz)dV.
v v v

2.5.1.2 IteragOes para dentro
As forcas e torques sdo computados pelas equacdes recursivas:
o 1 :
fi = ;+1R i:—l + I,
P NP4t Rnitl 4+ Piox Fi+ Piox (LR i
Ny = N Tty Ci i i+1 X Nt i )

2

T, = (nZ)TZZ.

25

(19)

(20)

1)

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)
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2.5.2 Formulacao Lagrangiana

Na formulacao Lagrangiana, a dindmica € obtida a partir da fun¢@o Lagrangiana, definida

Ppor como:

L(q,q) = H(q.4) — Ul(q), 31)
em que /{ e U representam, respectivamente, as energias cinética e potencial. A energia
cinética € dada por:

n

H(q.q) =Y (mivive +wl Liw;), (32)
=1

K2

e a energia potencial por:

Ulq) =Y _mig"  pe,(q). (33)
=1

As equacdes de movimento sdo obtidas substituindo-se a Lagrangiana na equagao de Eu-

ler—Lagrange:

d (0L oL
— — =T =1,...,n. 4
7 (aqg) 9 v T hen (34)

7; € torque o na i-ésima junta do manipulador.

2.5.3 Equacoes de Movimento

A dinamica de manipuladores robdticos pode ser expressa de forma compacta pela equacao

matricial geral:

M(q)§+C(q,4)q + G(q) =, (35)

em que M (q) é a matriz de inércia, C'(q, §)§ representa os termos centrifugos e de Coriolis,
G(q) é o vetor de forgas gravitacionais e 7 € o vetor de torques aplicados nas juntas.

Essa formulacgdo serd particularizada e completamente deduzida no Apéndice A para o caso
especifico de um manipulador planar com dois graus de liberdade, considerando seus paradmetros

geométricos e fisicos.

2.6 SINGULARIDADES

Uma singularidade do manipulador ocorre quando o Jacobiano perde o posto. Isso significa
que na equacgdo 16 a relacdo entre a velocidade cartesiana e a velocidade articular deixa de ser
invertivel fazendo que o manipulador perca a capacidade de gerar movimentos em algumas
dire¢des. Além disso o manipulador perde a instabilidade no controle uma vez que ¢ = J(q)~* X

implica em velocidades articulares infinitas e também acarreta em amplificacdes de forcas



27

externas, conforme a relacdo entre o torque nas juntas e as forcas aplicadas no efetuador,
7 = J(q)T F. Para determinar as singularidades de um manipulador, basta calcular onde o

determinante do Jacobiano se anula, conforme a equacdo 36.

det(J(q)) = 0. (36)

Para o manipulador planar estudado, a singularidade ocorre quando os dois elos estio

completamente alinhados, isto €, quando 6y = 0 ou 0y = 7.

2.7 GERACAO DE TRAJETORIAS

A geracdo de trajetérias define como o manipulador deve se mover ao longo do tempo.
Em aplicacdes industriais, a trajetdria deve garantir suavidade, continuidade de velocidades e
aceleracdes e cumprimento de restricdes cinematicas. O movimento pode ser especificado: no
espaco articular (¢(t)) ou no espaco cartesiano (X (¢)). A conversdo entre uma trajetéria definida
no espaco cartesiano para o espago da junta € feita via cinemadtica inversa. J4 a conversio de uma

trajetoria definida no espaco das juntas para a o espago cartesiano € feita pela cinematica direta.

2.8 CONTROLE DE MANIPULADORES

O controle de manipuladores robéticos € fundamental para garantir que o efetuador final
siga trajetdrias desejadas com precisdo, suavidade e confiabilidade. O objetivo principal de
um sistema de controle € determinar as entradas adequadas nos atuadores de forma que o
manipulador alcance as posicdes e orientacdes especificadas ao longo do tempo. Para isso,
a realimentacdo fornecida pelos sensores das juntas € utilizada para ajustar continuamente o
movimento Craig (2013).

Controlar manipuladores € particularmente desafiador devido a natureza nao linear de suas
equagdes dindmicas. Termos de coriolis, centrifugos, efeitos gravitacionais e acoplamentos de
inércia entre os elos tornam a dindmica altamente complexa. Além disso, perturbagdes externas
e incertezas nos parametros do modelo podem degradar significativamente o desempenho do
sistema, exigindo técnicas de controle bem projetadas (Spong; Hutchinson; Vidyasagar, 2020).

Para lidar com esses desafios, sdo utilizados métodos de controle linear e ndo linear. A
estratégia de controle adotada depende do nivel de modelagem necessério, da complexidade
da tarefa e das exigéncias de desempenho. Cada categoria apresenta caracteristicas especificas
relacionadas a forma como o comportamento dindmico do manipulador € tratado.

A abordagem mais simples de controle linear € o controle independente de juntas, em
que cada junta do manipulador é tratada separadamente como um sistema SISO (Single Input
— Single Output), e o acoplamento entre as juntas € tratado como uma perturbacdo externa.
Dessa forma, podem ser projetados controladores cldssicos, como PID. Segundo Craig (2013),

a implementacao de controladores lineares resulta em um sistema com amortecimento nao
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uniforme ao longo do espacgo de trabalho. Essa abordagem é simples, porém limitada a situagdes
em que a trajetoria € relativamente simples e o efeito de acoplamento ndo € significativo.

Outra estratégia € a lineariza¢@o das equacdes de dinamica do manipulador. Nesse método, o
sistema nao linear é aproximado por um sistema linear em torno de um ponto de operagdo, e
técnicas de controle linear sdo aplicadas nesse modelo linearizado. Essa abordagem € adequada
apenas quando o manipulador ndo se afasta significativamente do ponto de operacao, pois a
precisdo do modelo linear diminui a2 medida que o sistema se afasta desse ponto. Uma alternativa
¢ linearizar as equacdes ao longo da trajetéria do manipulador, ou seja, realizar uma linearizagao
ponto a ponto. Embora essa técnica seja tutil em algumas anélises e projetos de controladores
lineares, o método de torque computado € geralmente preferido, pois atua diretamente sobre as
equacdes ndo lineares, compensando explicitamente os termos de coriolis, centrifugos, gravidade

e acoplamento entre elos.

2.8.1 O Problema Multivariavel em Roboética

Manipuladores robéticos sdo sistemas inerentemente MIMO (Multiple Input, Multiple Out-
put), pois apresentam multiplas juntas (entradas) e multiplas saidas relacionadas a0 movimento
do efetuador, como posicoes, velocidades e aceleracdes das juntas ou do efetuador. Essa carac-
teristica acarreta um acoplamento dindmico entre as juntas, de modo que a acdo em uma delas

pode afetar o movimento das demais, tornando o controle mais complexo.

2.8.2 Leide Controle Particionado

Craig (2013) apresenta uma lei de controle particionada na forma da Equacdo 37:

f=of +8 G7)

Os termos o e [ sdo escolhidos de modo que as equacdes de movimento sejam desacopladas,
e [’ seja visto como a nova entrada do sistema. Nesse caso, f é chamado de controle por
linearizacdo e desacoplamento.

Considerando a equagdo dinamica do manipulador, o e § sdo dados, respectivamente, pelas
equagdes 38 e 39:

o = M(q) (38)

B =0Clg,4) (39)

O termo [’ representa a lei de servo do sistema, dada pela equacdo 40. Ja E € o erro de

posicdo e E € a derivada do erro, considerando o rastreamento da trajetéria das juntas:

f =G4+ KB + K,E (40)
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As matrizes K, e K, sdo diagonais, representando os ganhos derivativo e proporcional,

respectivamente. O erro e sua derivada sdo definidos pela equacOes 41 e 42:

E=qi—q (41)

B=g—g (42)

A equacdo 43 representa o erro em malha fechada do sistema:
E+ KB+ K,E =0 (43)

2.8.3 Método de Torque Computado

No método de torque computado, a lei de controle da Equagdo 37 € definida como:

7= M(q)p+Clq,4)q+ G(q) (44)

onde u € o sinal de controle externo, tipicamente projetado como um controlador PD (ou

PID) para rastreamento de trajetoria:

p=da+ Kp(ga — q) + Kp(qa — q) (45)
Nota-se em 44 que = f', 0 = M(q) e 8 = C(q,q) + G(q).

2.8.4 Controle PID de Juntas

A lei de controle particionado para controle de juntas individuais é dada pela Equacgdo 46, na
qual = f’, o0 = I (matriz identidade n x n) e § = 0:
t
() = Kpe(t) + Kpélt) + K1 [ e(r)dr 6)
0

onde e € o erro entre a referéncia e a posicao atual da junta. Esse controle trata cada junta
como um sistema independente, sem compensar as ndo linearidades dinamicas.

Limitacdes:
* Nio compensa acoplamento entre juntas;

¢ Sensivel a ndo linearidades;

Pode apresentar overshoot elevado;

Desempenho degradado proximo a singularidades.
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3 METODOLOGIA E DESENVOLVIMENTO

Este capitulo apresenta a metodologia adotada no estudo, assim como os modelos mate-
maticos finais utilizados na simulacao do manipulador planar 2 DOF (Degrees of Freedom).
As dedugdes completas da modelagem cinematica, dindmica e das energias encontram-se no
Apéndice A, de forma a manter o capitulo conciso sem comprometer o rigor tedrico.

O fluxo geral do estudo abrange as seguintes etapas: modelagem cinemadtica, modelagem
dindmica, implementacdo no MATLAB, projeto dos controladores e simulacdo numérica.

3.1 DESCRICAO DO MANIPULADOR

O manipulador analisado € planar, composto por dois elos rigidos de comprimentos L; € Lo,
conectados por juntas rotacionais. Os parametros geométricos e fisicos utilizados nas simulacdes
sdo apresentados na Tabela 1, conforme discutido no Capitulo 2.

Tabela 1 — Parametros fisicos do manipulador planar 2 DOF

Parametro Simbolo  Valor
Massa do elo 1 my 2,0kg
Massa do elo 2 Mo 1,0 kg
Comprimento do elo 1 Ly 1,0m
Comprimento do elo 2 Ly 0,75 m
Centro de massa do elo 1 71 0,50 m
Centro de massa do elo 2 T 0,375 m

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

A Figura 6 apresenta o diagrama esquematico do manipulador e os referenciais adotados
segundo a convenc¢do de Denavit—Hartenberg.
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Figura 6 — Diagrama do manipulador planar 2 DOF com sistemas de coordenadas segundo a
convencgao DH.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

3.2 MODELAGEM MATEMATICA UTILIZADA NAS SIMULACOES

3.2.1 Cinematica Direta

A posicao do efetuador no plano cartesiano € dada por:

x = Ly cosfy + Ly cos(0y + 0s), y = Lysin6y + Losin(6; + 05). (1)
O Jacobiano utilizado para andlise de velocidades e identificacdo de singularidades é:

o —L1 sin 91 — L2 sin(91 —+ 02) —LQ sin(@l + 02)

J(a) —
(4) Licosty + Lycos(01 + 02) Lo cos(0y + 02)

; 2)

onde singularidades ocorrem quando det(.J) = 0.

3.2.2 Modelagem Dinamica

A modelagem dindmica utilizada € baseada na formulacdo de Euler—Lagrange. A forma final

empregada na simulacdo é:

M(q)i+ C(q,q)q+ G(q) = T, 3)

com:

M(q) a1 + 2a3c080y  p + iz cos by @
q) = )
g + vz cos by oy



—Q3 Sin 92 92(291 + 02)

. > 2
o3 8in 6, 04

Clq,4)q =

)

magry cos by + mog(Ly cos 0y + 1o cos(0y + 6s))

G(q) = [

Mmogry cos(br + 0s)

Os coeficientes sao definidos como:

2 2 2 2
a1 = Ilzz + Isz + mlrl + m2(L1 + T2)7 Qg = ]2zz + m2r27 Q3 = mQLITQ-

3.3 CONTROLADORES IMPLEMENTADOS

3.3.1 Controlador PID Independente

A lei de controle aplicada a cada junta é:

T = Kpiei—f—K[i/Gidt—l—KDiéi,

com e; = ¢q4,; — ¢;- Os ganhos foram obtidos via técnica LQI.

3.3.2 Controlador por Torque Computado

Utiliza-se o modelo dindmico para linearizacao e desacoplamento:
7= M(q) (§a+ Kpé + Kpe) + C(q,4)q + G(q).

3.4 METODOLOGIA DA SIMULACAO

Para integrar as equagdes diferenciais ndo lineares, definiu-se o vetor de estados:

. -T
T=\q1 G2 q1 G2

resultando em:
G
T = o
M(q)~[r = C(q.4)¢ — G(q)]

O torque € atualizado a cada passo do solver ode45.
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3.5 CONFIGURACOES DAS SIMULACOES

Condigdes iniciais:

Trajetorias desejadas:

(014, 62a)1 = (g, g) : (614, 024)2 = (g,(l) :

Os ganhos LQI e LQR utilizados estdo apresentados nas Tabelas 2 e 3.

Tabela 2 — Ganhos do controlador PID obtidos via LQI.

Ganho Matriz Descricao
Kp :416' 35133339 4ld ?8193135: Ganho proporcional
Kp :118. é4155440 116 ?6155444: Ganho derivativo
K _31'%228 31 322 8: Ganho integral

Fonte: Elaborado pelo autor (2025)

Tabela 3 — Ganhos da lei auxiliar i obtidos via LQR para o controlador por torque computado.

Ganho Matriz Descricao

31.6228 0
ke { 0  31.6228

12.7768 0
Kp { 0  12.7768

Fonte: Elaborado pelo autor (2025)

} Ganho proporcional

] Ganho derivativo
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4 SIMULACOES E RESULTADOS

Esta secdo apresenta os resultados obtidos nas simulagdes do manipulador robdtico planar
com dois graus de liberdade, modelado dinamicamente pelo formalismo de Lagrange e con-
troloados por duas estratégias de controle distintas: o controlador PID e o método de Torque

Computado(Computed Torque Control - CTC).

41 SIMULACAO 1 (81 = /2, 63g = 7/2)

4.1.1 Simulacio com controlador PID
4.1.1.1 Resposta temporal

A Figura 7 mostra a evolucdo temporal de 6, enquanto a Figura 8 apresenta a evolugao
de 0. Em ambas as respostas, observa-se que as juntas atingem a referéncia desejada; porém,
ha um sobresinal elevado no inicio da simulagdo, seguido de um decaimento suave até atingir o
valor de 7 em regime estaciondrio.

Conforme discutido na Secdo 3, esse comportamento ocorre porque o controlador PID
nao compensa os efeitos gravitacionais GG(q) nem os efeitos decorrentes dos termos acoplados

presentes em C'(q, G).

Figura 7 — Resposta temporal de 6; - PID (Simulagdo 1).
2 | | | | | | | | |

1_8._ ! ! ! ! ! ! | ! -

T
1

16 m=——=—= — —

1.4

T
1

6,(t) [rad]

08 - ] ! ! ! ! ! ] ! -

0.4

1

0.2F | | - | | ' ‘ | ——PID

O | | | 1 | | | | | -
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t[s]

Fonte: Elaborado pelo autor (2025)



6,(t) [rad]

Figura 8 — Resposta temporal de 6, - PID (Simulacédo 1).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025)

4.1.1.2 Erro de seguimento

Os erros de seguimento do set-point sdo apresentados a seguir. A Figura 9 mostra o erro de

;. Observa-se um comportamento oscilatério semelhante ao visto na resposta temporal de 6.

O mesmo ocorre para o erro de 5, apresentado na Figura 10. Em ambos os casos, o erro inici-

almente decai e se torna negativo — o que ocorre porque 6; e 6, ultrapassam momentaneamente

o valor de referéncia /2. Apds esse instante, o erro converge para zero.

e4(t) [rad]

1.6

-0.4
0

Figura 9 — Erro de seguimento de 6, - PID (Simulagio 1).

I T T T T

Erro PID

t [s]

Fonte: Elaborado pelo autor (2025)
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Figura 10 — Erro de seguimento de 6, - PID (Simulagéo 1).

1.6 T T T T T

Erro PID

eo(t) [rad]

| I I | | |
4 5 6 7 8 9 10
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025)

4.1.1.3 Torques aplicados

Os torques aplicados nas juntas sdo apresentados nas Figura 11 e Figura 12. Na Figura 11,
observa-se que o torque 7; apresenta inicialmente um pico negativo e, em seguida, cresce
de forma suave até estabilizar. Esse comportamento estd associado ao fato de que a junta 1
deve compensar ndo apenas sua propria dinamica, mas também os efeitos do elo 2. Assim, a
contribui¢ao dos termos de acoplamento C(q, ¢) e da gravidade GG(q) é significativamente maior
na equagdo de 7, exigindo maior esfor¢o de controle para conduzir 6, até o valor desejado.

Por outro lado, o torque aplicado na junta 2 apresenta uma resposta mais suave, como
mostrado na Figura 12. Embora haja oscilagdes rdpidas no inicio da simulacdo, 7, converge
rapidamente para um valor praticamente constante. Isso ocorre porque a junta 2 atua diretamente
apenas sobre o elo 2, cuja inércia e efeitos gravitacionais sao menores quando comparados aos
vistos pela junta 1. Além disso, 75 ndo precisa compensar 0 movimento do elo 1, resultando em
um esforco de controle significativamente menor.

Esse comportamento distinto entre 7; € 7 € caracteristico de manipuladores planares do tipo
2R, nos quais a junta 1 sustenta e movimenta ambos os elos, enquanto a junta 2 afeta apenas o
segundo elo. Assim, os efeitos de acoplamento dindmico e os termos gravitacionais t€ém maior

impacto sobre 7, justificando as diferencgas observadas nas respostas de torque.



Figura 11 — Torques aplicados na junta 1- PID (Simulacdo 1).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025)

Figura 12 — Torques aplicados na junta 2 - PID (Simulacdo 1).

70 T T T T T T T T

60 |-

50 -

—PID

Fonte: Elaborado pelo autor (2025)

4.1.2 Simulacao por Torque Computado

4.1.2.1 Resposta temporal

Para o método do torque computado, obtiveram-se as respostas temporais das juntas conforme

ilustrado na Figura 13 e Figura 14. Ambas as respostas de 6; e 6, atingem o valor desejado

sem apresentar sobresinal significativo e sem oscilagdes. Observa-se que o sistema apresenta um

comportamento semelhante ao de um sistema préximo do amortecimento critico.

Esse desempenho ocorre porque o método do torque computado realiza a compensagao ex-

plicita das ndo linearidades do manipulador. Ao incluir no sinal de controle os termos dindmicos
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M (q), C(q,q) e G(q), a dinAmica nao linear do manipulador é efetivamente cancelada, resul-
tando em um sistema linear e desacoplado cuja resposta € determinada apenas pela lei de servo
externa (ver Secao 4). Dessa forma, a acao de controle reduz a influéncia dos termos inerciais,

centrifugos, coriolis e gravitacionais, produzindo uma resposta suave e bem condicionada.

Figura 13 — Resposta temporal de #; - CTC (Simulagio 1).

0.8 1
Torque Computado
-==-:6yq

04(t) [rad]

02+ | | | | —

0 | | | | | | | |
5
t[s]

Fonte: Elaborado pelo autor (2025)

Figura 14 — Resposta temporal de 65 - CTC (Simulagdo 1).
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0.4 | | | | —

0.2 H —
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025)

4.1.2.2 Erro de seguimento

O erro segue 0 mesmo comportamento visto em 6, e 6.



e4(t) [rad]

e(t) [rad]
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Figura 15 — Erro de seguimento de ¢; - CTC (Simulagao 1).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025)

Figura 16 — Erro de seguimento de ¢, - CTC (Simulagao 1).

Erro TC

Fonte: Elaborado pelo autor (2025)

4.1.2.3 Torques aplicados

Os torques aplicados nas juntas, apresentados nas Figura 17 e Figura 18, exibem um

comportamento oscilatorio no instante inicial devido ao erro entre a posicao atual e a referéncia.

Esse erro inicial, ao ser processado pela lei de servo i = §g + Kp(4as — ¢) + Kp(qq — q), gera

torques elevados destinados a cancelar rapidamente as dinamicas ndo lineares do manipulador.

No caso da junta 1, observa-se que 77 decai até atingir um pico negativo de aproximadamente

—20 N-m e, em seguida, aumenta de forma suave até estabilizar préximo de 3 N-m. Para a junta

2, o torque 75 apresenta comportamento semelhante, alcancando um valor minimo de cerca de

—2,7 N'm antes de convergir para aproximadamente 3,7 N-m.
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As diferencas entre os perfis de 7, e 5 podem ser explicadas pelas caracteristicas dinamicas
do manipulador. A junta 1 movimenta ambos os elos e, portanto, sofre maior influéncia dos
termos inerciais e gravitacionais, resultando em torques mais intensos. J4 a junta 2 atua apenas
sobre o segundo elo, o que leva a um esforco de controle menor. Em regime permanente, ambos

os torques permanecem distintos de zero, pois equilibram os termos gravitacionais do modelo

dinimico.
Figura 17 — Torques da junta 1 - CTC (Simulagao 1).
160
l I I I l l I Torqué Computado
120 |- -
100 (— —
— 80 =
£
Z‘ 60 . ! 1 ! { ! —
= 4ob —
20 — —
O — —
20— { { { { ! —
40 | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t[s]
Fonte: Elaborado pelo autor (2025)
Figura 18 — Torques da junta 2 - CTC (Simulac@o 1).
35
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30 -
25 |- —
20 - —
E
E‘ ']5 L —
1ol _
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025)
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4.1.3 Comparaciao entre os Controladores
4.1.3.1 Comparagdo das respostas temporais

A comparagdo entre as respostas temporais mostra que, embora ambos os métodos atinjam o
valor de referéncia, o controlador PID apresenta uma resposta mais lenta para se estabelecer no
valor desejado. Além disso, observa-se um sobresinal significativamente maior no PID quando
comparado ao método de torque computado.

No caso de 61, as diferencas sdo ainda mais evidentes. A Figura 19 ilustra a comparagao
entre as respostas da junta 1. A resposta do PID ultrapassa o valor de referéncia /2 antes do
controle por torque computado,isto €, ela possui um tempo de resposta menor. Apos ultrapassar
a referéncia, a curva do PID apresenta oscilagdes e converge lentamente até se estabilizar.

Em contraste, a resposta obtida pelo torque computado atinge o valor de 7/2 de forma mais
gradual, sem ultrapassi-lo. Além disso, ndo apresenta oscilagdes significativas, estabilizando-se
rapidamente no valor de referéncia, ou seja, a resposta possui um tempo menor para se acomodar

no valor desejado.

Figura 19 — Comparacao de ¢; - PID x CTC (Simulagdo 1).

2 T I I |

——PID |
Torque Computado
== =6

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fonte: Elaborado pelo autor (2025)

O mesmo comportamento observado para ¢, na Figura 19 ¢ ilustrado em Figura 20 para 65,
porém em menor magnitude devido ao fato de que o efeito de acoplamento em 6#; ser maior que

em 0.
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Figura 20 — Comparagao de 65 - PID x CTC (Simulagao 1).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025)

4.1.3.2 Comparagdo do erro de seguimento

A Figura 21 mostra que o controlador PID apresenta um erro transitério maior € uma taxa
de decaimento mais lenta. A acao integral reduz o erro em regime permanente, mas também
introduz atraso e contribui para o aumento do sobresinal. No caso do torque computado (CTC), o
erro possui menor amplitude e decaimento mais rdpido, indicando que a compensacdo dindmica

reduz as perturbacdes cruzadas entre as juntas e melhora o rastreamento da referéncia.

Figura 21 — Comparacdo do erro de ¢, - PID x CTC (Simulacao 1).

Erro PID
Erro TC
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025)
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Figura 22 — Comparagao do erro de 5 - PID x CTC (Simulacédo 1).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025)

4.1.3.3 Comparacao dos torques aplicados

A Figura 23 apresenta os torques aplicados na junta #;. No CTC, observa-se um pico inicial
elevado (aproximadamente 153 N-m), coerente com a necessidade de compensar instantanea-
mente o torque gravitacional da configuracdo estendida. Esse torque decai rapidamente e se
estabiliza devido a acdo feedforward da lei de controle. O controlador PID apresenta um pico
menor (cerca de 79 N-m), porém com oscilacdes mais prolongadas e estabilizagdao mais lenta.

Os torques na junta 5 ( Figura 24) revelam que o controlador PID produz sinais mais
irregulares, com pico inicial de aproximadamente 66 N-m seguido de oscilagdes. Ja o torque

computado apresenta um pico reduzido (cerca de 33 N-m), porém mais sinal mais oscilatério.

Figura 23 — Comparacdo dos torques da junta 1 - PID x CTC (Simulag@o 1).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025)



Figura 24 — Comparacao dos torques da junta 2 - PID x CTC (Simulagao 1).
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4.1.3.4 Tabela comparativa das métricas de desempenho

A Tabela 4 apresenta os principais indices de desempenho calculados para cada controlador,

incluindo tempo de subida, tempo de acomodagdo, overshoot, erro em regime permanente e IAE.

Tabela 4 — Comparacdo das métricas de desempenho para a Simulacgéo 1.

Métrica PID Torque Computado Melhor Desempenho
Overshoot (%) 15.92/10.09 ~0 Torque Computado
Tempo de subida (s)  0.42/0.50 0.72 PID (ligeiramente)
Acomodacdo 2% (s)  3.66/3.22 1.30 Torque Computado
Acomodacdo 5% (s)  2.84/2.37 1.03 Torque Computado
IAE 1.01/0.66 0.64 Torque Computado

Fonte: Elaborado pelo autor (2025)

A andlise integrada dos resultados da Simulagdo 1 evidencia que o método de torque com-

putado apresenta desempenho superior em cendrios fortemente nao lineares. O CTC reduz

significativamente o overshoot, o tempo de acomodacdo e o erro acumulado (IAE), a0 mesmo

tempo em que proporciona torques mais consistentes. Em contrapartida, o PID apresenta um

tempo de subida menor.

4.2 SIMULACAO 2 (014 = 7/2, f2q = 0)

A Simulacio 2 foi conduzida em uma condic¢ao singular do manipulador. Para 6, = 0, os elos

encontram-se completamente alinhados, fazendo com que o Jacobiano perca posto e imponha

severas limitacdes cinematicas e dinamicas. Configuracdes singulares sdo bem conhecidas por

degradar controladores
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4.2.1 Simulacdo com controlador PID
4.2.1.1 Resposta temporal

As respostas de 6 e 05 s@o apresentadas na Figura 25 e Figura 26, respectivamente. Para 6,
o controlador PID apresenta um comportamento semelhante ao obtido na Simulacao 1, uma vez
que o valor desejado permanece 7 /2.

A principal diferenga ocorre na resposta de 6, ilustrada na Figura 26. Observa-se uma
resposta altamente oscilatéria. Isso ocorre porque 6, inicia e permanece préximo de uma
configuragdo singular, caracterizada por det(J(¢)) = 0. Como discutido na Secdo 2, nessas
condi¢des hd amplificacdo dinamica e perda de efetividade do controle, o que intensifica os
efeitos de acoplamento entre as juntas. Dessa forma, o controlador PID apresenta dificuldade em

compensar esses efeitos e a resposta de 0, oscila antes de convergir para o valor desejado.

Figura 25 — Resposta temporal de ¢, - PID (Simulago 2).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025)
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Figura 26 — Resposta temporal de #; - PID (Simulagao 2).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025)

4.2.1.2 Erro de seguimento

A comparacdo entre a Figura 27 com a Figura 28 torna evidente o efeito da singularidade
em 0y = 0. O erro de #, apresenta comportamento similar ao da Simulacdo 1: inicialmente decai
para um valor negativo devido ao sobresinal e, posteriormente, converge para zero.

Em contraste, o erro de 6, apresenta natureza claramente oscilatéria. O erro cresce até apro-
ximadamente 7,5 x 1072 rad, decai e oscila até convergir. Esse comportamento é consequéncia
direta da perda de condicionamento da Jacobiana, que amplifica pequenas variagdes do torque

aplicado e dificulta o amortecimento do erro.

Figura 27 — Erro de seguimento de ¢, - PID (Simulagao 2).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025)
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Figura 28 — Erro de seguimento de 6, - PID (Simulagio 2).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025)

4.2.1.3 Torques aplicados

Os torques aplicados as juntas sdo apresentados na Figura 29 e Figura 30. Observa-se que
o torque 77 decresce, apresenta pequenas oscilacdes e se estabiliza em zero, comportamento
compativel com o erro transitério moderado dessa junta.

Por outro lado, o torque 7» apresenta oscilagdes mais acentuadas antes de convergir para
zero. Essa maior sensibilidade ocorre porque a junta 2 estd diretamente associada a singularidade
do manipulador, o que aumenta o esfor¢o de controle necessdrio para compensar as variagdes

amplificadas pela dindmica do sistema.

Figura 29 — Torques da junta 1 - PID (Simulacdo 2).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025)
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Figura 30 — Torques da junta 2 - PID (Simulagao 2).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025)

4.2.2 Simulacao por Torque Computado
4.2.2.1 Resposta temporal

Assim como na Simulag@o 1, o controle por torque computado é capaz de levar ¢; ao
valor desejado sem apresentar oscilagdes ou sobresinal significativo. Esse comportamento
ja era esperado, pois o termo de compensacao dinamica cancela adequadamente os efeitos
gravitacionais, centrifugos e de Coriolis associados a junta 1.

A maior diferenca surge na resposta de 6, apresentada na Figura 32. Observa-se uma
oscilacdo inicial mais pronunciada em comparacdo com a Simulagdo 1. Embora o torque
computado compense as nao linearidades e reduza o acoplamento dindmico, a presenca de uma
singularidade (f; = 0) provoca um efeito de amplificacdo nos termos da dindmica.

Como discutido na Secdo 2, proximo a uma singularidade o Jacobiano torna-se mal condi-
cionado, o que intensifica a sensibilidade do sistema a pequenas variagdes de torque. Assim,
o termo feedforward do CTC acaba amplificando essas perturbagdes, resultando na oscilacao
inicial observada. Apds esse regime transitorio mais agressivo, a resposta converge suavemente

para o valor desejado.
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Figura 31 — Resposta temporal de #; - CTC (Simulagio 2).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025)
Figura 32 — Resposta temporal de 65 - CTC (Simulagdo 2).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025)

4.2.2.2 Erro de seguimento

O comportamento do erro de seguimento reflete diretamente as respostas temporais apresen-
tadas anteriormente. A Figura 33 mostra que o erro de 6; decai rapidamente e converge para
zero de forma suave, confirmando o bom desempenho do controlador nessa junta.

Ja o erro de 6, ( Figura 34) apresenta oscilagdes mais pronunciadas no inicio, decorrentes
do efeito da singularidade. Apods esse periodo transitorio, o erro diminui progressivamente e
converge para zero, demonstrando que, apesar da condi¢io desfavoravel, o controlador é capaz

de estabilizar o sistema.
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Figura 33 — Erro de seguimento de ¢, - PID (Simulagéo 2).
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Figura 34 — Erro de seguimento de 6, - PID (Simulacio 2).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025)

4.2.2.3 Torques aplicados

Os torques aplicados nas juntas sdo ilustrados na Figura 35 e Figura 36. A junta 1 apresenta
um torque inicial elevado, seguido de amortecimento rdpido, compativel com a necessidade de
compensar os termos gravitacionais e de Coriolis da configuracdo inicial.

O torque aplicado a junta 2 apresenta oscilacdes iniciais mais evidentes, refletindo o efeito
amplificado da singularidade sobre a dindmica. Como o termo feedforward do torque computado
inclui M(q), C(q,q) e G(q), qualquer imprecisdo numérica ou descontinuidade causada pela

proximidade da singularidade produz variagcdes visiveis no sinal de torque. Apds a acomoda-
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¢do inicial, ambos o0s torques tendem a zero em regime permanente, como esperado para um

movimento para set-point.
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Figura 35 — Torques da junta 1 - CTC (Simulag@o 2).
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Figura 36 — Torques da junta 2 - CTC (Simulagdo 2).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025)

4.2.3 Comparacao entre os Controladores

4.2.3.1

Comparagdo das respostas temporais

Assim como observado na Simulac@o 1, a comparagdo entre os controladores indica no-

vamente um desempenho superior do método por torque computado. Na resposta de 6, o

controlador PID apresenta um sobresinal elevado e um tempo de acomodac¢do mais longo. A
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resposta obtida pelo torque computado, por outro lado, demora ligeiramente mais para cruzar o
valor desejado, mas se acomoda rapidamente e sem oscilagdes, devido ao cardter linearizado do
sistema sob essa lei de controle.

Conforme discutido anteriormente, a maior diferenca entre os controladores ocorre na
resposta de 6,. A Figura 38 ilustra claramente esse comportamento. As oscilagcdes em 6,
para o método por torque computado sdo pequenas quando comparadas aquelas obtidas com o
PID. Esse resultado demonstra que, embora exista amplificacdo dinamica devido ao Jacobiano
mal condicionado na configuracdo singular, o torque computado ainda é capaz de reduzir

significativamente os efeitos de acoplamento e melhorar o rastreamento.

Figura 37 — Comparagao de 6; - PID x CTC (Simulagao 2).

2 T I I T
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Torque Computado |
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| L ! | ! | | |
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t[s]
Fonte: Elaborado pelo autor (2025)
Figura 38 — Comparagao de 65 - PID x CTC (Simulagao 2).
| T I I T T

——PID
Torque Computado
== =0 i

Fonte: Elaborado pelo autor (2025)
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4.2.3.2 Comparacao do erro de seguimento

O erro de seguimento apresenta comportamento semelhante ao observado nas respostas
temporais. Para 6;, ambos os controladores convergem para zero, mas o PID apresenta maior
erro transitério. Para 6,, o erro associado ao PID é amplamente oscilatério, enquanto o torque

computado reduz significativamente a amplitude das oscilacdes e converge mais rapidamente.

Figura 39 — Comparagao do erro de ¢, - PID x CTC (Simulacao 2).
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02—

-0.4
0

Fonte: Elaborado pelo autor (2025)

Figura 40 — Comparagdo do erro de ¢, - PID x CTC (Simulagio 2).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025)

4.2.3.3 Comparacao dos torques aplicados

A andlise do torque evidencia novamente a diferenca entre as estratégias de controle. O

controlador PID produz sinais de torque mais irregulares e sujeitos a oscilacdes prolongadas,
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consequéncia da auséncia de compensacdo das ndo linearidades e dos efeitos de acoplamento.

Em contrapartida, o torque computado gera sinais mais suaves e com rdpida estabilizacdo, mesmo

na presenca da singularidade.

Figura 41 — Comparacdo dos torques da junta 1 - PID x CTC (Simulacdo 2).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025)
Figura 42 — Comparagao dos torques da junta 2 - PID x CTC (Simulacio 2).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025)

4.2.3.4 Tabela comparativa das métricas de desempenho

A 5 apresenta a métricas obtidas na Simulagdo 2.
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Tabela 5 — Comparacdo das métricas de desempenho para a Simulacgao 2.

Métrica PID Torque Computado Melhor Desempenho
Overshoot (%) 20.76 / - ~ 0 Torque Computado
Tempo de subida (s) 0.45/0.00 0.72/70.00 Ambos (depende da junta)
Acomodacdo 2% (s)  3.88/-— 1.30/ - Torque Computado
Acomodacdo 5% (s)  2.83 /- 1.03 /- Torque Computado
IAE 1.0570.06 0.64/~0 Torque Computado

Fonte: Elaborado pelo autor (2025)

A andlise dos resultados da Simulacdo 2 novamente evidencia que o método de torque
computado apresenta desempenho superior em cendrios fortemente ndo lineares mesmo em

condicdes de jacobiano mal condicionado.

4.3 SINTESE GERAL

A andlise conjunta das Simulagdes 1 e 2 evidencia diferencas fundamentais entre os contro-
ladores avaliados. O controlador PID, apesar da simplicidade e facilidade de implementagao,
demonstra limitagdes importantes diante das ndo linearidades intrinsecas a dindmica do manipu-

lador. Em especial, observa-se:

* maior overshoot e maior tempo de acomodacio;
* maior sensibilidade ao acoplamento dindmico entre as juntas;
* torques mais irregulares e com oscilacdes mais intensas;

* degradacdo significativa em regides proximas a singularidades.
Por outro lado, o controlador por torque computado apresenta vantagens claras:

 compensacdo explicita dos termos ndo lineares (M (q), C(q, ¢) e G(q));
* linearizacdo da dinamica fechada, com resposta semelhante a sistemas de segunda ordem;
* menor oscilagdes, menor overshoot e melhor amortecimento;

* maior robustez em configuracdes geometricamente desfavordveis, como a singularidade

estudada.

A comparagao geral refor¢a que o torque computado oferece desempenho superior na maioria
das métricas avaliadas. Embora exija maior conhecimento do modelo dindmico e maior esfor¢o
computacional, sua aplicagdo torna-se vantajosa quando se busca precisdo, suavidade na resposta
e maior estabilidade.

Com base nos resultados, observa-se que:
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* a modelagem matemadtica via formalismo de Lagrange foi fundamental para a implementa-

¢do correta do torque computado;

* o estudo em condig¢des singulares permitiu avaliar a robustez dos controladores, enrique-

cendo a andlise comparativa;

* 0 comportamento observado nas simulacdes € coerente com o que se espera da teoria

classica de controle de manipuladores.

No capitulo seguinte, apresenta-se a conclusdo do trabalho, destacando as principais contri-
bui¢des obtidas, bem como sugestdes para estudos futuros baseados na modelagem e simulagcao

realizadas.
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5 CONCLUSAO

O presente trabalho teve como objetivo realizar a modelagem matemaética e a simulacdo de um
manipulador robético planar com dois graus de liberdade, bem como analisar o desempenho de
diferentes estratégias de controle aplicadas ao sistema. Inicialmente, desenvolveu-se a descri¢dao
cinemética por meio da abordagem classica de transformacdes coordenadas e, em seguida,
aplicou-se o formalismo de Lagrange para a obtencao das equagdes dinamicas do manipulador,
contemplando explicitamente os efeitos de inércia, acoplamento e gravidade.

A partir do modelo obtido, foi implementado um ambiente de simulacio em MATLAB,
o qual permitiu avaliar o comportamento dindmico do manipulador sob diferentes condi¢des
operacionais. As respostas obtidas validaram o modelo desenvolvido, especialmente no que
se refere as caracteristicas ndo lineares, como a presenca de termos acoplados e a influéncia
significativa das forgas gravitacionais.

No que diz respeito as estratégias de controle, analisaram-se comparativamente o controlador
PID e o método do torque computado. Os resultados mostraram que o controlador PID, apesar de
sua simplicidade e ampla aplicacdo industrial, apresenta limita¢des diante das ndo linearidades
do manipulador, evidenciadas pelo maior sobresinal, maior tempo de acomodagdo e maior
sensibilidade as interagdes dinamicas entre as juntas.

Por outro lado, o0 método de torque computado apresentou desempenho superior em diversos
aspectos. A compensacao explicita dos termos dindmicos proporcionou respostas mais rapi-
das, suaves e com menores erros de rastreamento, além de um esfor¢o de controle mais bem
distribuido. Entretanto, observou-se que seu desempenho depende diretamente da precisao do
modelo matemadtico, sendo suscetivel a degradagcdes em condi¢des proximas a singularidades
geométricas ou em casos de mau condicionamento da matriz de inércia.

A andlise das singularidades constituiu um ponto relevante deste estudo, demonstrando
que ambos os controladores sofrem degradacao de desempenho nessas regides, embora o CTC
apresente maior robustez. Verificou-se aumento do acoplamento dinamico, torques amplificados
e maior sensibilidade a perturbacdes externas, evidenciando a importancia de se considerar tais
efeitos na operagdo de manipuladores proximos a configuragdes criticas.

De forma geral, os resultados obtidos permitem concluir que a modelagem matematica do
manipulador, associada as simulagdes computacionais, foi eficaz para avaliar o desempenho das
estratégias de controle estudadas. A comparagdo entre os métodos permitiu identificar vantagens,
limitacdes e condi¢des de melhor aplicacao, contribuindo para o entendimento aprofundado do
comportamento dindmico de manipuladores robéticos planares.

Por fim, como trabalhos futuros, sugere-se a simulagdo de trajetérias mais complexas de-
finidas no espaco cartesiano, como movimentos em forma de semicircunferéncia, permitindo
avaliar a resposta dos controladores diante de trajetérias mais suaves e dinamicas. Recomenda-se
também a inclusdo de modelos mais realistas de atrito, como atrito viscoso, Coulomb e efeitos

estaticos, a fim de aproximar o comportamento simulado das condicdes fisicas reais. Além disso,
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destaca-se a investigacdo de controladores robustos, como o Controle Deslizante (Sliding Mode
Control) ou técnicas adaptativas, com o objetivo de aumentar a robustez do sistema frente a

incertezas e perturbagdes.
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APENDICE A - MODELAGEM CINEMATICA E DINAMICA
A.1 CINEMATICA DE VELOCIDADES

A velocidade angular do elo 1 é:

A velocidade linear do centro de massa do elo 1 é:

917“1 sin 91
0 )
Ve, = | 6111 cos by

0

A velocidade angular do elo 2 é:
0
2&)2 = 0
0, + 92
A velocidade da origem do elo 2:
éng sin 92

Vg = 92.[/1 COS 02

0

2

A velocidade do centro de massa do elo 2 é:

92[/1 sin(91 -+ 92) + (‘91 -+ 09.2)7"2 sin 91

OU(Jg = 92L1 cos(6y + 02) + («91 + ég)rg cos 0,

0
A.2 TENSOR DE INERCIA
O tensor de inércia geral de cada elo é:
I.., 0 0
‘I=10 1, O
0 0 I.

Transformado para o sistema da base:
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Tensor do elo 1:

Tew +mir?sin® 6, —mqyr?sin 6, cos 0, 0
Iy = | —myrisin® cosby Iy, + myr? cos? b, 0
0 0 Ilzz + m17n%
Tensor do elo 2:
Ioge + mor2sin?(6; + 0,) —marasin(fy + 60,) cos(0; + 65) 0
I, = | —mgrasin(0y + 03) cos(0; + 6-) Loy, + marj cos? (61 + 62) 0
0 O I2zz + 777/27’%

A.3 ENERGIAS

Energia cinética total:

Energia potencial:

U = mygrysinfy + mog (Ly sin 6y + rosin(fy + 6s)) .

A.4 LAGRANGIANA

A.5 EQUACOES DE MOVIMENTO
As equacdes escalares obtidas pelo método de Euler—Lagrange sdo:
(Oél + 2063 COS 92)‘9.1 + (Oég + a3 cos 02)é2 - 2063 sin 629192 — Q3 sin 629% + 51 (Q) = T1,

(a2 + a3 cos 92)51 + by + a3 sin 929% + g2(q) = 2,

onde

91(q) = mqgry cos 0y + mag(Ly cos Oy + ro cos(01 + 02)),

g2(q) = mag(Ly cos Oy + ry cos(0; + 605)).



A.6 FORMA MATRICIAL

M(q)i+ C(q,4)q+ G(q) = T,

(651

M(q) =

Clq,4)q = [

g + vz cos By oy

+ 2ai3 cos by g + g cos 62]

—2063 sin 929192 — Q3 sin 926%

vz sin 05602

|
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APENDICE B - EQUACAO DE MOVIMENTO NO ESPACO DOS ESTADOS E
DETERMINACAO DOS GANHOS OTIMOS

B.1 - EQUACAO DE MOVIMENTO NO ESPACO DE ESTADOS

A dinamica do manipulador planar de dois graus de liberdade € dada por

M(q)G+Clq,q)d+Glg) =T (1)
Para obter uma representacdo no espaco dos estados define-se o vetor de estado
0
q 0o
Tr = fr— . s
q 0
0,
de forma que
_ q
= = f(z, 7). (2)

M(q)~H[r = Cla.9) ¢ — G(q)]
Essa forma ainda é ndo linear devido a M (q), C(q, ¢) e G(q). Para aplicagdo de técnicas de

controle linear (LQR/LQI), € necessdria sua linearizagao.

B.2 - LINEARIZACAO EM TORNO DO PONTO DE OPERACAO

Considere um sistema nao linear continuo:

T = f(x,u).
A expansdo de Taylor de primeira ordem em torno de (¢, ug) produz:
0 0
0x = Adx + Bou, :—f , B:—f . (3)
O | (10 u0) U (0 o)
0,40 0,0

Neste trabalho utiliza-se o ponto de operacdo:

do = [07 0]T7 QO - [07 O]Ta To = [07 O}T

Nesse ponto:
- os termos de Coriolis avaliam-se como zero, - as derivadas do vetor gravitacional sdo nulas

(seno), - obtém-se uma dindmica linear equivalente a um duplo integrador por junta.

Portanto:
(0 0 1 0]
0 0
00 01
A= , B = 0 0
00 00 )
M(QO)
[0 0 0 0]
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A matriz de inércia e sua inversa em ¢g sao:

2.6042 0.5625 . 1.09086942  —3.27260827
M(qo) = ) M(qo)™ =
0.5625 0.1875 —3.27260827 15.15115814
Logo: ) )
0 0
0 0
B =

1.09086942  —3.27260827
| —3.27260827  15.15115814 |

B.3 - CONSTRUCAO DO SISTEMA AUMENTADO (LQI) PARA CONTROLE PID

Para obter um controlador PID via LQR € necessério incluir a integral do erro no estado

aumentado. Neste trabalho define-se o integrador como:

o= [a—aa

Para referéncias constantes (¢; = 0 na linearizacdo):

z=q.
O vetor de estado aumentado é:
_Zl_
)
0
Xaug: !
0o
0,
_0.2_
Assim:
(001 0 0 0] [ 0 0 ]
000100 0 0
00 0O0T1T@O0 0 0
Aaug: 5 Baug:
00 0O0O 01 0 0
00 O0O0O00© 0 1.09086942 —3.27260827
_O 00 00 0_ _—3.27260827 15.15115814_




B.4 - PESOS UTILIZADOS

Os pesos escolhidos foram:

Qung = diag(100, 100, 100, 100, 10, 10),

R = diag(0.1, 0.1).

B.5 - GANHOS PID OBTIDOS VIA LQR (LQI)

A solugdo da Equacdo Algébrica de Riccati fornece:

31.6227766 0 46.5339341 1.3132969 18.4539737 1.8153941
e 0 31.6227766 1.3132969 40.8915438 1.8153941 10.6543950
Particionamento:

Kug = [K; Kp Kp).

Logo:

31.6228 0
0 31.6228

46.5339 1.3133
1.3133 40.8915

1=

Y Y

1.8154 10.6544

[18.4540 1.8154]

B.6 - PROJETO LQR PARA O CONTROLADOR POR TORQUE COMPUTADO

Com o cancelamento dindmico, a lei auxiliar satisfaz:

q=p.

Modelo linear:

i = Ax + By, A=

Aplicando LQR com pesos:

Q = diag(100,100,10,10), R = diag(0.1,0.1),

obtém-se:

31.6228 0 12.7768 0
0 31.6228 0 12,7768
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Logo:

O torque aplicado é:

p= —Kpla - a0) — Kp(d — da).

T = M(q)(ijd + M) +C(q,4)q + G(q).

B.8 - IMPLEMENTACAO NO MATLAB

Todos os calculos foram feitos com:

[K, P, eig_cl] = 1lgr(A, B, O, R);
Para o PID via LQI:
[K_aug, P, eig_cl] = 1lgr(A_aug, B_aug, Q_aug,

K_I = K aug(:,1:2)
K P = K aug(:,3:4)
K D = K aug(:,5:6)

4
.
4

14

R);
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APENDICE C - METRICAS DE DESEMPENHO

Neste apéndice apresentam-se as métricas utilizadas para avaliar o desempenho dos controla-
dores PID e por torque computado nas simulagdes do manipulador de dois graus de liberdade.

Todas as métricas sdo definidas em termos do erro de seguimento

e(t) = qa(t) — q(t),

onde ¢4(t) € a trajetdria desejada e ¢(t) € a resposta da junta.

C.1 - OVERSHOOT (SOBRE-ELEVACAO)

O overshoot quantifica a maxima ultrapassagem da resposta em relacdo ao valor desejado.

Para referéncia de regime estaciondrio constante, define-se:

max (q(t)) — qa

M, = x 100%.
qd

Valores elevados de overshoot indicam comportamento oscilatério € menor amortecimento.

C.2 - IAE (INTEGRAL DO ERRO ABSOLUTO)

A métrica IAE (Integral of Absolute Error) mede o erro acumulado ao longo do tempo,

penalizando tanto erros pequenos quanto persistentes:

T
IAE = / le(t)| dt.
0

Valores menores de IAE indicam melhor convergéncia e menor erro total ao longo da

trajetoria.

C.3 -TEMPO DE ACOMODACAO

O tempo de acomodacao quantifica a rapidez com que o sistema permanece dentro de uma
banda de erro estabelecida em torno do valor desejado. Adota-se a defini¢ao cldssica de banda
de 2%:

ts=min{t : le(t")] < 0.02|qq|, VI >1t}.

Quanto menor o tempo de acomodagdo, mais rapida € a resposta do sistema.
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C.4 - ERRO MAXIMO (PEAK ERROR)

Além das métricas anteriores, considera-se ainda o erro maximo, importante para avaliar

desvios iniciais e comportamento transitério:

max — ).
€ma tggg]k()l

Essa métrica auxilia na comparagdo direta entre controladores no instante de maior desvio.

C.5 - TEMPO DE SUBIDA (RISE TIME)

O tempo de subida mede a rapidez com que a resposta do sistema vai do inicio da transicdo até
atingir uma frag@o significativa do valor final. Para sistemas de referéncia em regime estaciondrio

constante, adota-se a definicdo classica:

tr=1t(q(t) =0.9qs) — t(q(t) =0.1gy),

isto €, o intervalo de tempo necessario para que a resposta evolua de 10% para 90% do valor
final desejado.

Quando a trajetéria desejada € positiva, utiliza-se:

t, =min{t:q(t) >09¢;} — min{t:q(t) >0.1q.}.

Valores menores de tempo de subida indicam respostas mais ripidas.
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