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RESUMO

As doencas infecciosas sao responsaveis pelo maior nimero de mortes na po-
pulacao humana e animal. A brucelose, por exemplo, é a doenca zoondtica mais
comum em todo o mundo, dificultando gravemente a produtividade do gado e
a saude humana. Pelo seu grande potencial de perda economica, a brucelose é
especialmente preocupante em locais com importantes atividades agropecudrias.
Diante desse cendrio, métodos que possam auxiliar na prevencao e evitar a
propagacao da brucelose em bovinos, tornam-se cada vez mais necessarios. Os
modelos matematicos vém mostrando ser uma ferramenta muito util na busca de
estratégias de controle para essa doenca infecciosa. Estratégias de modelagem,
como Modelos Baseados em Individuos (MBI's) e estudos em Redes Complexas,
tém sido crescentemente empregados na modelagem de processos infecciosos. Desse
modo, esse trabalho buscou associar essas duas ferramentas matematicas, MBI e
Redes Complexas, de tal forma que no MBI proposto, fossem incorporados modelos de

redes de contato mais realisticos para entender como ocorre a evolugao da brucelose



xii
em bovinos, visto que no MBI, as interacoes entre os individuos eram representadas
por grafos completos, ou seja, todos estavam conectados entre si, situagao que nao
ocorre na natureza. Dessa forma, foi implementado um MBI com os modelos de
Redes Complexas e foram feitas simulagoes, afim de comparacao entre as solugoes
produzidas pelos modelos de redes e o MBI, onde observou-se que tais modelos
tinham comportamentos semelhantes ao MBI, e que ainda, a evolucao da Brucelose

é, de certa forma, sensivel a topologia de rede utilizada.

Palavras-chave: Modelo baseado em individuos, Redes complexas, Brucelose bo-

vina.
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ABSTRACT

Infectious diseases are responsible for the highest number of deaths in the human
and animal population. Brucellosis, for example, is the most common zoonotic
disease worldwide, severely hindering livestock productivity and human health. Due
to its great potential for economic loss, brucellosis is especially worrying in places
with important agricultural activities. In view of this scenario, methods that can
help prevent and avoid the spread of brucellosis in cattle are becoming increasingly
necessary. The mathematical models have been shown to be a very useful tool
in the search for control strategies for this infectious disease. Modeling strategies
such as Individual-Based Models (IBM’s) and Complex Network studies have been
increasingly employed in modeling infectious processes. Thus, this work sought to
associate these two mathematical tools, IBM and Complex Networks, in such a
way that in the proposed IBM, more realistic network models were incorporated

to understand how the evolution of brucellosis in cattle occurs, since the IBM, the
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interactions between individuals were represented by complete graphs, that is, all
were connected to each other, a situation that did not occur in nature. Thus, an
IBM was implemented with the Complex Network models and simulations were
performed to compare the solutions produced by the network models with the
IBM, where it was observed that such models had similar behaviors to the IBM, and
that still, the evolution of Brucellosis is, in a way, sensitive to the network topology

used.

Keyword: Individual-Based Models, Complex Networks, Bovine Brucellosis.



1 INTRODUCAO

Na histéria da humanidade, as doencas infecciosas sao a causa maior do
nimero de mortes na populacao humana e animal. Representam ainda importantes
problemas médicos em todo o mundo por sua alta frequéncia e gravidade dos qua-
dros que podem apresentar (Ribeiro, 2017). Entende-se por doenca infecciosa, ou
doenca transmissivel, aquela causada por um agente biologico (por exemplo, virus
ou bactéria). Além do grande prejuizo em vidas humanas, as doengas infecciosas
também atacam animais de valor economico, podendo causar desde a reducao de sua
produtividade até sua mortalidade. Doencas infecciosas, em seus nomes populares
vaca louca, gripe avidria, sao exemplos de epidemias que geraram grandes prejuizos
economicos ao longo das décadas (Almeida, 2011). Recentemente, no final de 2019,
uma nova versao de um virus infeccioso é descoberto, chamado de Covid-19, um
exemplo de doenca infecciosa emergente que esté gerando grandes problemas para a
populacao mundial.

A brucelose é a doenca zoondtica mais comum em todo o mundo, dificultando
gravemente a produtividade do gado e a satide humana (Corbel, 1997); (Pappas
et al., 2006); (Ariza et al., 2007); (Franc et al., 2018). Mesmo que colocando a
saude humana em risco, a brucelose é uma doenca que se manifesta, sobretudo em
animais, causada por uma bactéria denominada Brucella abortus. Os bovinos sao os
hospedeiros naturais dessa bactéria, ocasionando frequentemente aborto em fémeas
e a inflamagao do testiculos (orquite) em machos (Amaku et al., 2009). Os sinais
clinicos mais importantes nos bovinos sao os abortos no tergo final da gestagao e o
nascimento de bezerros fracos (Acha & Szyfres, 2003), desencadeando um aumento
do intervalo entre partos, morte de bezerros, baixos indices reprodutivos, diminuicao

da producao de leite e carne e, consequentemente, importantes perdas economicas



(Paulin & Ferreira Neto, 2002).

Pelo potencial de perda economica, a brucelose é especialmente preocupante
em locais com importantes atividades agropecuarias, como em paises da América
Central e do Sul. Segundo Monteiro (2004), no Brasil a brucelose bovina ¢ endémica,
com prevaléncia mais elevadas em regioes com maior densidade de bovinos.

Diante desse cendrio, métodos que possam auxiliar na prevencao e evitar
a propagacao da brucelose em bovinos tornam-se cada vez mais necessarios. Em
particular, os modelos matematicos podem servir como ferramentas muito tteis na
busca de estratégias de controle para essa doenga infecciosa, podendo assim, por
exemplo, entender sobre o impacto epidemiolégico de uma vacina em um rebanho,
buscando identificar a melhor forma de diminuir a prevaléncia da doenca ou até
mesmo erradica-la. Em suma, a modelagem matematica tem o potencial de analisar
os mecanismos de transmissao e a complexidade das caracteristicas epidemiolégicas
das doencas infecciosas e pode indicar novas abordagens para prevenir e controlar
futuras epidemias (Heesterbeek et al., 2015); (Li et al., 2017).

Algumas estratégias de modelagem da brucelose tém sido propostas na lite-
ratura através de uma abordagem compartimental por meio de equagoes diferenciais
ordindrias (Abatih et al., 2015); (de Souza et al., 2016); (Tumwiine & Robert, 2017);
(Nyerere et al., 2019); (Li et al., 2019), modelo baseado em agentes (Havas et al.,
2014), modelo baseado em individuos (Silva, 2007); (Nepomuceno et al., 2018); (Lam-
bert et al., 2020) e por meio da teoria de redes complexas (Roy et al., 2011); (Cipullo
et al., 2016); (Savini et al., 2017); (Darbon et al., 2018).

Estudos recentes tém mostrado que as redes complexas constituem um su-
porte natural para o estudo da propagacao de doencas infecciosas em humanos e
animais (Newman, 2002); (Liljeros et al., 2001); (Kuperman & Abramson, 2001);
(Sundaresan et al., 2007); (Lusseau et al., 2003). As redes complexas estao presen-
tes em muitos aspectos do nosso dia a dia e podem ser expressas por grafos, que
segundo Newman (2010), sao conjuntos de vértices (nds), arestas (conexdes, ligagoes
ou links) e algum tipo de interagao entre os individuos. Aplicando-se o conceito de

redes na modelagem de uma doenga infecciosa, Liljeros et al. (2001), Barabasi (2009)
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¢ Almeida (2011) afirmam que cada né da rede constitui um individuo e suas arestas
representam contatos entre os mesmos.

Os Modelos Baseados em Individuos (MBI’s) e a teoria de redes complexas
tém sido crescentemente empregados na modelagem de processos infecciosos (New-
man, 2003); (Almeida, 2011); (Alvarenga, 2008). Um modelo MBI consiste de uma
estrutura na qual ocorrem os relacionamentos entre um certo nimero de individuos,
cujo comportamento é determinado por um conjunto de caracteristicas (Nepomu-
ceno, 2005). A ideia principal de um modelo MBI é tratar o individuo como uma
unidade basica, sendo a populacao o nome dado ao conjunto de entidades discretas
(individuos) da qual é composta. Sua énfase é na interacao entre os individuos, cujas
caracteristicas evoluem estocasticamente no tempo.

Uma das primeiras tentativas de descrever a dinamica da brucelose em re-
banhos bovinos usando MBI pode ser vista em Silva (2007). No entanto, existem
outros trabalhos que usam MBI para modelar a brucelose (Yamamoto et al., 2008);
(Treanor et al., 2010); (Nepomuceno et al., 2018), porém esses trabalhos nao con-
sideram especificamente o uso das redes complexas em conjunto com o MBI. Entéo,
dado o estado da arte do modelo a ser estudado nesse trabalho, existe uma certa
limitacao ao uso apenas do MBI, que parte da hipétese de que os individuos estao
totalmente conectados, interagindo entre si a todo momento, uma situagao na qual
nao se observa em um rebanho dividido em grupos dentro de uma determinada
fazenda, por exemplo. Sendo assim, a proposta deste trabalho, busca “quebrar”essa
estrutura de homogeneidade que o MBI tem tra-balhado, que parte dos modelos SIR
(Alvarenga, 2008), trabalhando em diferentes topologias de redes complexas, para

ampliar essa estrutura e tentar compensar essa deficiéncia do MBI.



2 REDES COMPLEXAS

Redes estao presentes em quase todos os aspectos de nossas vidas, sejam
eles: tecnoldgicos, sociais (Figura 1), bioldgicos ou até mesmo econdmicos (Brito,

2012).

Figura 1: Rede de Amizades no Facebook, gerada por dados de 7 usuarios diferentes.

Fonte: blog.wesleycota.com

Devido a generalidade e o carater multidisciplinar, a teoria de redes comple-
xas passou a ser muito utilizada nas mais diversas areas de pesquisa, como: fisica,
quimica, matematica, biologia, medicina, sociologia, computacao, engenharia e as-
tronomia (Rodrigues, 2007). Neste capitulo é apresentado um breve estudo de redes
complexas, abordando a definicao de uma rede complexa, seus aspectos historicos,
algumas de suas propriedades topoldgicas e os principais modelos de redes vistos na

literatura.



2.1 Aspectos Histoéricos

A fundamentacao matematica do estudo de redes estd relacionada direta-
mente com a Teoria dos Grafos. Essa teoria foi introduzida pelo matematico Leo-
nhard Euler no ano de 1736, na resolucao do famoso problema das Sete Pontes de
Konigsberg (Antiga Prissia no século XVII, atual Kaliningrado, Russia) (Rodrigues,
2007). Naquela época, o rio Pregel cortava a cidade de tal forma que ela se dividia
em duas ilhas. Devido a dificuldade de transporte de cargas e pessoas através de
barcos, sete pontes foram construidas entre as ilhas e suas margens. O problema
classico das pontes de Kdnigsberg consistia em responder a seguinte questao: existe
algum caminho pelo qual seja possivel atravessar todas as sete pontes e retornar ao
ponto de partida sem passar pela mesma ponte mais de uma vez 7 (Brito, 2012).
Foi entao que, em 1736, Leonhard Euler provou que nao existia tal caminho, sendo
a Unica maneira de satisfazer tal condicao, somente se o niimero de regioes de terra
(vértices) tivessem um nimero par de pontes (arestas) que as interligassem, ou que
apenas duas regioes de terra tivessem um nimero impar de pontes. Para provar, ele
modelou o problema das sete pontes como um grafo, transformando caminhos em
arestas e suas intersec¢oes em vértices (ver Figura 2).

Esse acontecimento, foi um dos precursores para que a teoria de redes com-
plexas se generalizasse e tornasse de cardter multidisciplinar, sendo utilizada nas mais
diversas areas de pesquisa. Na area de computacao, por exemplo, a teoria de redes
complexas oferece suporte para o estudo da Internet, Teia Mundial e de aspectos de
engenharia de software, assim como na biologia, em que a modelagem de interacoes
entre os componentes celulares ultilizando a teria das redes complexas ajudou no
desenvolvimento das pesquisas em biologia de sistemas (Rodrigues, 2007).

Com esses exemplos, pode-se observar que a teoria de redes complexas vém
oferecendo suporte para caracterizacao, analise e modelagem dos mais diversos tipos
de sistemas complexos, tendo a computacao como a responsavel pelas ferramentas

utilizadas na modelagem e simulagao desses sistemas.



Figura 2: Representacao esquemaética das sete pontes de Konigsberg e sua simpli-
ficagao em forma de grafos. Cada porcao de terra é um vértice e cada aresta é uma

ponte. Fonte: (Brito, 2012).

2.2 Definicao

Matematicamente, uma rede g = (N,L£) é formada por um conjunto de N
vértices, N' = {ny,ng,...,ny}t e um conjunto de M arestas, £ = {l1,la,... Iy} As
arestas presentes podem ser direcionadas - quando o sentido da ligacao é considerado,
e nao-direcionadas - quando o sentido da ligagao nao é considerado. Se as arestas
possuem intensidade, a cada aresta é associado um peso, e neste caso, a rede é
representada por g = (N,L,W), onde W = {wy,ws,...,wy} constitui um conjunto
de pesos das M arestas (Newman, 2010).

Em termos computacionais, uma rede complexa pode ser armazenada em
uma estrutura de dados denominada matriz de adjacéncia (Figura 4). Se dois vértices
n; e n; estiverem conectados, a posi¢ao a;; da matriz de adjacéncia A sera igual a
um, caso contrario, serda igual a zero. Em uma rede nao-direcionada, tem-se que

a;; =aj parat=1,23,..., Nej=123,...,N, nesse caso, dizemos que a matriz



(c) Rede com peso e sem direcio. (d) Rede com peso e com diregio.

Figura 3: Tustragao de redes com diferentes topologias. As redes direcionadas pos-
suem arestas com setas indicando a diregdo da conexao e as redes ponderadas (com

pesos) possuem a intensidade de cada aresta representada pela espessura da mesma.

de adjacéncia A é simétrica (Figura 4(a)). Para o caso de uma rede direcionada, as
linhas da matriz de adjacéncia A representam as ligacoes que partem do vértice n;
para o vértice nj, e as colunas de A representam as ligagoes que chegam do vértice
n; para o vértice n; (Figura 4(b)). Se a rede nao possuir autoconexoes, entao os
elementos da diagonal principal da matriz de adjacéncia A assumem o valor zero
para todos os a;;, com 7 = 1,2,3,...,N. Em uma rede com peso, a posi¢ao w;; da
matriz de adjacéncia W serd igual ao peso da aresta entre n; e n;.

As redes complexas podem ser estdticas, quando nao hé variacao do nimero
de vértices, arestas ou na configuracao das mesmas; ou dinamicas, quando ha a

variagao de pelo menos uma destas componentes. O tipo mais comum de rede é



aquele cujas arestas sao direcionadas e com peso (Costa et al., 2007).

2 4 011100 o 5y (011 100]
M 100101 M 000100
100011
i 6 n 6 » |0000 10
\ / 110001 \ 000001
001001 / 000001
3 5 i 3= 5

(a) (b)

Figura 4: (a) Rede nao-direcionada e sua respectiva matriz de adjacéncia (simétrica).

(b) Rede direcionada e sua matriz de adjacéncia (nao-simétrica).

2.3 Caracterizadores Topologicos

As pesquisas em redes complexas iniciaram-se com o esforco em definir
medidas informativas (métricas) com a finalidade de analisar, caracterizar e diferen-
ciar uma rede complexa. Os resultados principais dessas pesquisas, acarretaram na
identificacao de uma série de propriedades estatisticas comuns para grande parte das
redes reais consideradas (Albert & Barabasi, 2002; Newman, 2003), cujo as mesmas
ficaram conhecidas como caracterizadores topologicos de uma rede. Nessa secao,
serao apresentados alguns desses caracterizadores, sao eles: Grau de Conectividade,

Coeficiente de Agrupamento, Comprimento do Menor Caminho e Comprimento do

Salto Médio.

2.3.1 Grau de Conectividade

O grau de conectividade k; de um vértice n; é obtido pelo niimero de arestas
incidentes desse vértice em outros vértices. Para uma rede nao-direcionada, podemos

obter o grau de conectividade da mesma, através da seguinte equacao:

ki = Zaij = Zaji (1)

j=1 7j=1
onde a;j, com i = 1,2,3,....N e j = 1,2,3,..., N, sao elementos da matriz de

adjacéncia A associada. Nota-se que, para uma rede nao-direcionada, os dois so-
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matdérios resultam no mesmo valor de k;, visto que A, para esse caso, ¢ uma matriz
de adjacéncia simétrica.

Para um rede direcionada, ha dois tipos de graus de conectividade: o grau
de conectividade de entrada, expresso por k*, obtido pela quantidade de arestas que
chegam ao vértice n; pelo vértice nj, e o grau de conectividade de saida, expresso

keut 5 obtido pelo nu d do vérti ; Srti
por , que € obtido pelo numero de arestas que partem do vertice n; para o veértice

n;. Para obter esses valores, sao dadas as seguintes equagoes:

N
E =) ag (2)
j=1

N

K=" ay (3)

j=1

ki = k" kov (4)

com i # j.

A partir do grau de conectividade é possivel calcular a respectiva medida
global, chamada grau de conectividade médio da rede, expresso por (k). Esse carac-
terizador é obtido pela média aritmética dos graus de conectividade sobre todos os

vértices da rede. Matematicamente, tem-se que:

LN
W=53 (5)
Como exemplo, podemos calcular o grau de conectividade médio da Figura
4(a), onde é ilustrado uma rede nao-direcionada e sem pesos.
1 18

(k) 6(3+3+3+3+2+4):F:3' (6)

Para uma rede direcionada e sem pesos, o calculo realizado para obter o
grau de conectividade médio é semelhante ao célculo feito em (6), porém nesse caso
devemos levar em consideragao o grau de conectividade de entrada (k") e o grau de

conectividade de saida (k") de cada vértice i.
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2.3.2 Coeficiente de Agrupamento

O coeficiente de agrupamento, também chamado de transitividade, é o ca-
racterizador topoldgico que representa uma alta ocorréncia de subgrafos formados
por trés vértices totalmente conectados (Rodrigues, 2007). Essa propriedade é bem
tipica de redes de conhecimento, onde dois individuos com um amigo em comum sao
também conhecidos um do outro (Wasserman et al., 1994).

Dada uma rede g, nao-direcionada e sem peso, suponha que um vértice n;
tenha k; vizinhos, logo podem existir k;(k; — 1)/2 arestas entre tais vizinhos, porém
isto ocorre quando todos os vizinhos de n; estao conectados entre si. A razao entre
o niumero F; de arestas existentes pelo niimero total de arestas possiveis fornece o
valor do coeficiente de agrupamento, expresso por C;, do vértice n;, dado por:

C, — 2F; _ (A3)s | (7)
ki(k; — 1) ki(k;i — 1)

onde A é a matriz de adjacéncia associada e (A%); é o i-ésimo elemento da diagonal

principal de A> = A- A - A. Por definicao, quando k; = 0 ou k; = 1, C; = 0. Para
o calculo do coeficiente de agrupamento médio, realiza-se uma média aritmética de

todos os C; com ¢ =1,2,3,..., N. Assim, temos:

=530 0

Segundo Fagiolo (2007), considerando-se uma rede ponderada e direcionada,
o coeficiente de agrupamento C; pode ser calculado através da seguinte expressao :
(W5 + (W7)s]3

Ci — ! ) 9
2[k:£otal(k,;total _ 1) _ 2k:—>] ( )

total 4
ki

onde W7 é a matriz transposta da matriz de adjacéncia de peso W, ¢ o grau

de conectividade total, expresso pela Equagao (4) e k7 é o grau de conectividade
bilateral, dado por k7 = (A42);.

Para exemplificar como é calculado o coeficiente de agrupamento, de acordo
com as equagoes acima, considere novamente a Figura 4(a). Como esse exemplo se

refere a um grafo nao-direcionado e sem pesos, serd utilizado a Equagao (7).
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Tabela 1: Valores de k;, (A?’)ii e C; para cada um dos vértices da rede da Figura

4(a).

Vértice | k; (A% C;
1 |3 2 1
2 3 4 2
3 |3 2 1
4 |3 4 2
) 2 2 1
6 |4 4 1

Com base no valores da Tabela 1 e de acordo com a Equagao (8), pode-se

calcular o coeficiente de agrupamento médio, dado por:

1/1 2 1 2 1
Cy=—(=4+Z4+-4+Z41+-)~056 10
©) 6(3+3+3+3+ +3) ’ (10)

Uma observacao que pode ser feita quanto aos resultados obtidos para co-
eficiente de agrupamento é que, quanto mais préximo de 1, indica que todos os
vizinhos de um determinado vértice estao conectados com todos os outros vértices

da vizinhanca, ou seja, a rede ficara mais proxima de ser um grafo completo.

2.3.3 Comprimento do Menor Caminho

O comprimento de menor caminho entre dois vértices n; e n; ¢ dado pela
extensao de todos os caminhos que conectam estes vértices cujos comprimentos sao
minimos. Em uma rede nao ponderada, o comprimento do menor caminho é o
caminho com o menor niimero de arestas possiveis.

Segundo Costa et al. (2007), os menores caminhos entre todos os vértices
em uma rede podem ser representados através de uma matriz de distancias D, cujos
os elementos d;; representam o valor do menor caminho entre os vértices n; e n;.

A maior distancia entre dois vértices n; e n; ¢ denominada de diametro da

rede, eXpresso por dp,q, = max;;{d;;} (Costa et al., 2007). Fazendo a média entre os
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elementos nao-nulos da matriz de distancia D, podemos exprimir o menor caminho

médio da rede (L), calculado pela seguinte equagao:

(L) = mZde- (11)

2 4 011122

m 102121

1 6 120211
D:

\// 112021

3 5 22120 1

(a) 211110

Figura 5: Matriz de menores distancias da rede representada na Figura 4(a).

Baseado na Equacao (11), o comprimento médio do menor caminho da rede

acima ¢ dado por:

1
<L>:—6(6_1)(1+1+1+2+~~+2+1+1+1+1)=1,4- (12)

Para obter o valor de (L), foi utilizado o algoritmo de Floyd-Warshall
(Apéndice A)(Floyd, 1962), pelo fato de ser um algoritmo de facil implementagao
e complexidade de ordem ciibica (N3). Porém, ha outros métodos numéricos que
também calculam o menor caminho entre dois vértices qualquer de uma rede com-
plexa, tais como, os algoritmos de Dijkstra e Bellman-Ford.

Por outro lado, um problema que pode ocorrer na definicao do menor cami-
nho médio é que se hé vértices desconectados, o valor de (L) diverge. Como uma
forma de evitar tal problema, Latora & Marchiori (2001) propuseram uma medida

chamada eficiéncia global, cujo o calculo é feito utilizando a seguinte equacao:

N

1 1
Eglobal = —N(N — 1) Z d_

i=1 j=1 "

NE

(13)
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O correspondente da eficiencia global é a média harmonica do menor cami-

nho (Rodrigues, 2007), expressa pela equagao:

1

h = .
E global

(14)

A média harmoénica do menor caminho é considerada uma medida mais
apropriada para redes que possuem componentes desconectados, pois esta medida

evita o problema da divergéncia que ocorre na Equacao (13) (Rodrigues, 2007).

2.3.4 Comprimento do Salto Médio

Considerando uma rede ponderada e direcionada, através da matriz de ad-
jacéncia com pesos W associada, pode-se obter a matriz de transicao de Markov P,
de tal forma que > ;i Pij = 1, onde cada elemento p;; = wy; /> ; Wij representa a pro-
babilidade de transi¢cao de um vértice n; para o vértice n;. Sendo assim, é possivel

realizar um caminho aleatério sobre a rede e estimar o comprimento do salto médio,

dado por:
15
s=1
onde, s = S sdo os saltos de comprimento d4(4,7) = | — j|, onde 4,5 = 1,2,3,..., N

(Campanharo & Ramos, 2016).

Outra forma de calcular o comprimento do salto médio ¢ utilizando a seguinte

expressao:
A=y (GPT) (16)
= —tr
N ?
onde G ¢ a matriz de ordem N x N com elementos g;; = |i — j|, P é a matriz

de transicao de Markov transposta e tr é o traco da matriz resultante do produto
de G por PT. A Figura 6 ilustra uma rede com pesos e direcao. Para o célculo do
comprimento do salto médio, foram obtidas as matrizes W, G e PT associadas a essa

rede, que sao dadas por:



0 2 0 3 01 2 3 0.00
2 010 1 01 2 0.40
= G = PT =
1 00O 21 01 0.00
3020 3210 0.60
1
A
3]
2
T~
7 4
A
3

0.67
0.00
0.33
0.00

1.00
0.00
0.00
0.00

14

0.60
0.00
0.40
0.00

Figura 6: Tlustragao de uma rede com quatro vértices, direcionada e ponderada (com

pesos).

Com as informagoes obtidas nas matrizes acima e utilizando a Equagao (16),

o comprimento do salto médio da rede é dado por A = 1,85.

2.4 Modelos de Redes Complexas

Muitas investigacoes tedricas e empiricas sobre redes reais, tais como Watts

& Strogatz (1998), Barabasi & Albert (1999) e Newman (2010) resultaram na ela-

boracao de modelos de redes que abordam um conjunto de caracteristicas préprias

desses sistemas e que sao muito tuteis para a analise de varios outros sistemas com-

plexos relacionados (Carneiro, 2017). A seguir, sao apresentadas quatro classes da

modelagem de redes vistas na literatura: Modelo de Rede Regular, Modelo de Erdos

& Rényi, Modelo de Watts & Strogatz e Modelo de Barabdsi & Albert.
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2.4.1 Modelo de Rede Regular

Um modelo de rede regular amplamente estudado na literatura é o modelo
que se refere a rede de vizinhos mais proximos, definido por um grafo regular, onde
todos os nds da rede possuem o mesmo grau e cada né é conectado apenas a alguns dos
seus vizinhos. Essa rede regular é construida de acordo com uma condicao periédica
de contorno, ou seja, a rede dispoe-se de N nds dispostos de maneira circular (formato

de um anel, ver Figura 7) e cada né i se conecta aos seus k vizinhos mais préximos

em ambas diregoes (direita e esquerda, com 5 vizinhos em cada lado), sendo k£ um
Nk

inteiro positivo

Figura 7: Tlustracao de uma rede regular de vizinhos mais préximos com N = 10 e

Nk
k =4. A rede compoe-se de - = 20 arestas.

Segundo Watts & Strogatz (1998), para uma rede regular, temos que o

resultado analitico do comprimento médio do menor caminho é dado por:

(L) ~ % (17)

Para a Figura 7, utilizando a equagao (17), temos que o comprimento médio

do menor caminho é aproximadamente (L) ~= 1,25.
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Pela Equagao (17), nota-se que em uma rede regular, quando o nimero de

vértices Né muito grande, o comprimento médio do menor caminho tende a divergir

(N — ).

2.4.2 Modelo de Erdos & Rényi

Em 1959, dois matematicos hingaros, Paul Erdos e Alfred Rényi, criaram
um modelo de rede baseado em ligacoes aleatorias, que ficou conhecido como grafos
aleatorios de Erdos e Rényi (Erdos & Rényi, 1959). De acordo com este modelo,

uma rede aleatéria é construida a partir dos seguintes passos:

1. Inicialmente considera-se um conjunto de N vértices totalmente desconectados

e uma probabilidade p, com p € [0, 1];
2. Um ntumero aleatério x entre 0 e 1 é sorteado para cada dois vértices da rede;

3. Em seguida, cada valor de x é comparado a probabilidade p para verificar a
existéncia de uma aresta entre os vértices. Se k < p, a aresta é adicionada a rede
conectando o dois vértices associado a ela. Cada par de vértice é considerado

uma unica vez.

Com base nos passos anteriores, temos que todas as ligagoes possuirao a
mesma probabilidade de ocorrerem, ou seja, a rede gerada tera uma estrutura alta-
mente homogénea. Outra observagao que pode-se fazer é, quando p = 0, a rede tera
todos os seus vértices desconectados, do contrario, quando p = 1, todos os vértices
estardao conectados, tal que o coeficiente de agrupamento serd méximo para cada
vértice da rede (C' = 1).

Para esse modelo de rede, onde se inicia a rede com N vértices, sendo que
para cada par de vértices sua conexao dependera de uma probabilidade p, espera-se

que o grau de conectividade médio da rede seja dada por:

k) = %n _ 2E]£[N)

onde, n é o nimero total de arestas, definido como uma variavel aleatéria de valor

médio E(N) = p[N(N —1)/2], com N > 1 (Mendes, 2007).

=p(N — 1) ~pN, (18)



(¢) p=0.5

Figura 8: Ilustracao esquematica do modelo de Erdos & Rényi. O exemplo mostra
uma rede de N = 10 vértices para as seguintes probabilidade de conexao: p = 0,
p=20.2,p=0.5¢ep=0.8. Note que, a medida que aumentamos a probabilidade de
conexao dos vértices, mais completa é a rede gerada, ou seja, quando p = 1, tem-se

uma rede totalmente conectada.

Erdos e Rényi também foram os primeiros a estudar a distribuicao do grau
de conectividade maxima e minima de um grafo aleatério. Numa rede aleatéria com
probabilidade de conexao p, a conectividade k; de um vértice 7 segue uma distribuicao

binomial (Mendes, 2007), expressa por:
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Pk — k) = <Nk_ 1>pk(l _ Nk, (19)

onde o primeiro termo representa o nimero de diferentes combinacoes em que as
conexoes podem estar distribuidas, o segundo termo a probabilidade do vértice ter k;
ligagoes e o ultimo termo representa a probabilidade de que as outras probabilidades
estejam ausentes.

Quando N é grande (N — 00) e a conectividade média é mantida constante,
essa distribuigao tende & uma distribuicao Poisson! (Rodrigues, 2007), que é expressa
por:

(pN)k — (k) <k>k

~ »—PN Y
Pk) ~ eV e (20)

onde (k) é o grau de conectividade médio.
Quanto ao comprimento médio do menor caminho, nesse modelo de redes
essa medida obtém valores bem pequenos, podendo ser estimado pela seguinte ex-

pressao:

logN
log (k)

Diversos sistemas na natureza e na sociedade, tais como redes de reacoes

(L) ~

(21)

quimicas, e a prépria rede de Internet, foram inicialmente representados por grafos
aleatorios. No entanto, estudos seguintes concluiram que a topologia e evolucao de
redes reais sao regidos por principios de organizacoes mais robustos e que tais nao
poderiam ser representadas por um modelo de rede puramente aleatério (Watts &

Strogatz, 1998; Albert & Barabdsi, 2002).

2.4.3 Modelo de Watts & Strogatz

Watts & Strogatz (1998) observaram que em algumas redes reais, tais como
redes biolégicas, sociais e tecnoldgicas, a presenca de loops (caminhos fechados)

de ordem trés era muito maior do que nas redes aleatorias com o mesmo nimero

LA distribuicio Poisson é uma distribuicdo de probabilidade discreta, cuja forma analitica é dada
Nee=A
por P(k) = ——

A onde A é o parametro da distribuigao.
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de vértices e arestas. Esse foi o primeiro passo para afirmar que as redes reais
nao sao completamente aleatorias, ou seja, essas redes reais poderiam ser altamente
agrupadas, como as redes regulares, mas com caracteristicas de pequeno caminho,
como nos grafos aleatorios.

O conceito de redes mundo pequeno, em termos simples, descreve o fato de
que apesar de seu tamanho amplo, na maior parte das redes ha um menor caminho
entre quaisquer dois vértices. A manifestacao mais popular das redes mundo pequeno
é a “separagdo de grau seis”, descoberta pelo psicélogo Milgran (Milgram, 1967),
que concluiu que hd em média um caminho de comprimento de seis pessoas entre a
maioria de pares de pessoas nos Estados Unidos.

Com base nessa descoberta, Watts e Strogatz propuseram um modelo alter-
nativo aos grafos aleatorios, chamado de modelo small world de Watts-Strogatz, onde
o mesmo apresenta o efeito “mundo pequeno”com a presenca de um grande niimero
de loops de ordem trés (Rodrigues, 2007). Para a obtengao desse modelo, assume-se
que as redes nao sao completamente regulares e muito menos aleatorias, situando-se
entre esses dois extremos. De certa forma, as redes de pequeno mundo podem ser
geradas retirando conexoes de uma rede regular e promovendo reconexoes ou, sim-
plesmente, acrescentando conexoes entre os vértices. O processo de construcao do

modelo small world, baseia-se nas seguintes etapas:

1. Inicia-se com uma rede regular, formada por N vértices ligados a k vizinhos
mais proximos em ambas diregoes (esquerda e direita, com 5 vizinhos em cada

diregao, conforme a Segao 2.4.1);

2. O modelo ¢ entao criado fazendo a reconexao de uma fracao das ligacoes exis-
tentes na rede. O processo de reconexao consiste em percorrer cada ligacao
da rede e com probabilidade fixa p, reconectar o vértice analisado a um novo
vértice escolhido de maneira aleatéria, com proibicao de duplicacoes e auto-

conexoes.



Figura 9: Ilustragao do processo de transicao de uma rede regular para uma rede
aleatdria, baseado em diferentes probabilidades. (a) Comegamos com uma rede re-
gular formada por N = 10 vértices ligados aos seus k = 4 vizinhos mais préximos,
5= 2 vizinhos em cada dire¢ao, com p = 0. Em (b) é feita a reconexao de algumas
arestas a outros vértices da rede escolhido de forma aleatéria, com probabilidade
p = 0.1. (c¢) O processo realizado nessa imagem é semelhante ao apresentado na
imagem (b), porém com a probabilidade de reconexao p = 0.5. Em (d) tem-se uma
rede aleatéria, que foi construida a partir da reconexao de todas as arestas. As redes

(b) e (¢) que se localizam entre os extremos de uma rede puramente regular (a) e

uma rede aleatéria (d), sdo as chamadas redes de mundo pequeno.
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Na Figura 9, pode-se observar que, para p = 0 a rede é completamente
regular, ou seja, as conexoes da rede nao mudam de lugar, diferentemente para
p = 1, onde a rede resultante é de carater aleatorio. Portanto, o modelo small
world situa-se entre a completa regularidade e a aleatoriedade. Algumas medidas

topolodgicas desse modelo de rede sao expressas abaixo.

e O grau de conectividade, com N vértices e k vizinhos é dado por:

(k) = 2k. (22)

e Como o modelo mundo pequeno situa-se entre os extremos de uma rede regular
e aleatdria, entao espera-se que o comprimento do menor caminho desse modelo
possua como limite inferior e superior o comprimento do menor caminho de uma

rede aleatoria e uma rede regular, respectivamente.

logN N
L)<~
gy < <

Observe que, o comprimento do menor caminho de uma rede mundo pequeno

(23)

deve ser maior que o de uma rede aleatéria e menor que o de uma rede regular.
Segundo de Camargo & Eisencraft (2016), (L) aproxima-se mais do compri-
mento de menor caminho de uma rede aleatoria do que de uma rede regular

por possuir arestas de maior alcance.

e Quanto ao grau de conectividade média, sendo a rede com N vértices, cons-

truida com probabilidade fixa p, espera-se que seja dado por:

3k—3
4k — 2

Oy~ (1 p)? (24)

3k , . /1
onde o termo - é o coeficiente de agrupamento médio de uma rede regular.

2.4.4 Modelo de Barabasi & Albert

No ano de 1999, dois artigos escritos por Albert-Laszlé Barabasi e Reka
Albert causaram grande impacto no estudo de redes. Eles decidiram mapear a to-

pologia das conexdes entre as paginas da Teia Mundial (WWW - World Wide Web)
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(Rodrigues, 2007). No entanto, essa tarefa se mostrou impossivel de ser realizada,
mas que de certa forma gerou alguns resultados parciais, onde eles verificaram que o
modelo de rede aleatéria de Erdos e Rényi nao era adequado para ser aplicado a essa
Teia Mundial. Tais observacoes se concretizaram quando eles verificaram que, em
termos de topologia de rede, alguns nds eram muito mais conectados que a maioria
("hubs”) e que o nimero de conexdes dos nds seguia uma distribuigao do tipo lei de

poténcia, expressa da seguinte forma:

P(k) o k™ (25)

onde k é o nimero de conexoes e v é o expoente da lei de poténcia.

Nesse tipo de distribuicao hd uma grande possibilidade de existéncia de
hubs, visto que hd um grande niimero de nds com poucas conexoes e uma quantidade
reduzida de nés com um numero elevado de conexoes. Como o nimero de conexoes
nao exibe valor médio, Barabasi & Albert denominaram esse tipo de topologia de
rede de livre de escala (scale-free)(Vera & César, 2011).

Apés o estudo da rede WW W, Barabasi & Albert investigaram a rede dos
filmes de Hollywood, onde consideraram que dois atores estavam conectados caso
eles tivessem participado de um mesmo filme. Com essa informacao, eles chegaram
a conclusao de que, o nimero de atores que tinha exatamente k ligagoes com outros
atores sofria um decaimento seguindo, coincidentemente, uma lei de poténcia. Esse

¢

foi entao o “ gatilho ”"para que comecasse a sugir diversos trabalhos sobre redes que
apresentavam uma caracteristica em comum: a distribuicao do grau de conectividade
dos nods das redes em estudo também seguia uma lei de poténcia. A cada novo sistema
estudado notava-se que cada um possufa um valor de expoente () diferente, porém
os valores dos expoentes sempre estavam entre dois e trés (Vera & César, 2011).
Esse modelo de rede é fundamentado no tempo e na quantidade de ligagoes
dos nos, estabelecendo duas caracteristicas principais: crescimento da quantidade de
nés ao longo do tempo (redes crescentes) e ligagoes preferenciais (probabilidade de um

né6 receber conexao proporcional ao seu grau). De certa forma, essas caracteristicas

fazem com que o modelo de rede Barabasi-Albert seja mais proximo das redes reais do
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que o modelo de Erdés & Rényi (Choque & Moshé, 2015). Para mostrar isso, foram
analisadas diversas redes como: amizade, colaboracao cientifica, atores, conforme
mostrado em Barabdsi (2009), Barabési (2013) e Albert & Barabdsi (2002).

Para a construcao de uma rede de Barabdsi-Albert, os seguintes passos de-

vem ser seguidos:

1. Crescimento: Inicia-se a rede com uma pequena quantidade de vértices Ny
conectados entre si. A cada passo de tempo t um novo vértice é adicionado
a rede, e este se conectard a m (m < Ny) vértices diferentes j& existentes na

rede.

2. Conexao preferencial: Os m vértices com os quais o novo vértice se conectara,
sera escolhido considerando uma probabilidade II de que o novo vértice se
conecte com os m vértices escolhidos com base em seu grau de conectividade
k;, ou seja, a probabilidade de um vértice ser escolhido para receber a conexao
do novo vértice é proporcional ao seu grau de conectividade. Essa probabilidade

IT é dada pela seguinte expressao:

(k) ;7 (26)

em que ) k; ¢ o somatério do grau de conectividade de todos os vértices

existentes na rede.

Observe que, essa regra de ligacao preferencial privilegia os vértices que tém
maior grau de conectividade de tal forma que os nés mais conectados tém mais chan-
ces de adquirir ligagoes (ver Figura 10). E possivel observar também que, somente
os vértices mais antigos podem se tornar “polos”’da rede onde, uma vez que essa
decisao for estabelecida, os vértices recém chegados nunca poderao alcanga-los, ou

seja, nunca poderao se tornar polos da rede. A Figura 11 representa essa situacao.
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Figura 10: Ilustracao de uma rede do tipo livre de escala, gerada com 20 vértices,

No=2em=1.
13 144 178
AN
1/3 143 144 3B
. 1112 i -
s 1112
15

147

15 1710

1110

1/18 1416 116

Figura 11: Ilustragao do crescimento de uma rede de Barabasi-Albert para Ny = 3 e

m = 1. Fonte: Brito (2012).
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Uma rede livre de escala é considerada uma rede bem robusta e muito re-
sistente a falha aleatoria de um né, isso porque a maioria dos nés sao conectados
com um né com alto grau de conexao (hubs). Porém, hd maior vulnerabilidade em
relacao a algum tipo de ataque direcionado a esses hubs, pois se ha falha com os
hubs, a chance da rede inteira desestruturar e ser desconectada é muito grande (Vera
& César, 2011).

Algumas das medidas topoldgicas, como por exemplo, o grau de conectivi-
dade médio (k), para a distribuigao do tipo livre de escala, é obtida de uma maneira
diferente das medidas frequentemente encontradas nos modelos de Erdos & Rényi
e Watts & Strogatz. Para uma rede livre de escala, o grau de conectividade médio

pode ser estimado pela seguinte expressao:

Quanto ao comprimento médio do menor caminho para uma rede livre de
escala, a estimativa feita pra obter tal medida é dada pela seguinte expressao:

log N
(L) ~

" log(logN) (28)



3 MODELAGEM DA BRUCELOSE BOVINA

Como forma de controle da brucelose bovina, alguns trabalhos procuraram
desenvolver métodos matematicos que contribuissem para a compreensao da disse-
minagao e prevaléncia da brucelose em bovinos (Moreno, 2014; Barbosa et al., 2008).
Dentre tais, podemos citar o trabalho de Amaku et al. (2009), que desenvolveu um
modelo matematico compartimental para simular a dinamica da brucelose em uma

populagao bovina composta apenas por fémeas (Figura 12).

ln{r]{s +V +(1-p)[(1 —a)L + L]}

- V e & ,.'_"
.
3(1, + I)
Lz + (1 — a) L] '/-L\ m

Figura 12: Diagrama de compartimentos, ilustrando a dinamica da brucelose em

uma populagao de fémeas bovinas. Fonte: Adaptado de Amaku et al. (2009).
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Para obter as principais caracteristicas epidemiolégicas, dividiu-se a po-

pulagdo em seis compartimentos: fémeas suscetiveis (5), fémeas vacinadas (V),

féemeas portadoras latentes primiparas (L;), fémeas infecciosas primiparas (Iy),
femeas portadoras latentes multiparas (Ls) e fémeas infecciosas multiparas (I3).

Baseado no diagrama de compartimentos da Figura 12, a dinamica da bru-

celose em fémeas bovinas pode ser descrita através do seguinte sistema de equagoes

diferenciais:
dsS
il L =pln{S+V+ (1 —p[(1—a)li+ L]} — (u+¢)S
dVv
o = p{S+V + (1 =p)[(1—a)ly + Le]} — pV
dL
d_tl = ¢S+ p[Lle+ (1 —a)Ly] — (n+7)Ly
dI (29)
d_tl = L= (0 +u)h
dL
d_tQ = 0L+ L) — (p+7)L:
dI

onde, ¢ = B(I1 + I).
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Tabela 2: Descrigao dos parametros usados no sistema de equagoes (22), segundo

Amaku et al. (2009).

Parametros  Descricao

P Proporgao da cobertura vacinal.

n Taxa referente & natalidade e reposicao de um individuo.

p Taxa em que bezerras nascidas de maes infectadas tornam-se portadoras
latentes.

« Proporc¢ao de abortos em fémeas infectadas primiparas.

I Taxa de mortalidade natural e descarte.

B8 Coeficiente de transmissao, dado pelo niimero de contatos potencialmen-

te infectantes per capita por unidade de tempo.
~ Taxa de individuos com infeccao latente.

1) Taxa relativa ao periodo de infecgao.

3.1 Modelo Baseado em Individuos

Um Modelo Baseado em Individuos (MBI) consiste de uma estrutura na
qual ocorrem os relacionamentos entre um certo nimero de individuos, cujo com-
portamento é determinado por um conjunto de caracteristicas (Nepomuceno, 2005).
Segundo Grimm (1999), nesse tipo de estrutura cada individuo é tratado como uma
entidade unica e discreta que possui idade e ao menos mais uma caracteristica que

muda ao longo do ciclo da vida, como peso, posi¢ao social, entre outras.

3.1.1 Premissas Epidemiolégicas

O MBI sugerido nesse trabalho, é desenvolvido com base no MBI proposto
por Nepomuceno et al. (2018), cujo o mesmo foi construido a partir de um conjunto

de premissas epidemioldgicas usadas para descrever a dinamica da brucelose bovina:

1. Distribuicao espacial: Os individuos sao distribuidos em uma &area retangular.

Para esse caso, considera-se duas situacoes:

e O numero de individuos é o mesmo que o nimero de sitios da area retan-
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gular. Nesta situacao, todo movimento de um individuo envolve a troca

de posicao com outro individuo.

e O nimero de individuos é menor que o nimero de sitios, logo um individuo

pode ocupar outra célula sem a necessidade de trocar com outro individuo.

2. Populacao constante: A populacao de tamanho N sera constante para todos

os locais.

3. Categorias da populagdo: Existem seis categorias para a populagao: 0 (sus-
cetiveis), 1 (vacinados), 2 (primiparas latentes), 3 (primiparas infecciosas), 4

(multiparas latentes) e 5 (multiparas infecciosas).

4. Caracterizagao do indiwviduo: Um individuo é caracterizado por um conjunto de
n (para esse caso n = 11) caracteristicas, onde C é a categoria de cada fémea,
Cy e C5 sdo, respectivamente, a idade atual e a idade méxima (em anos) de
cada fémea, Cy é o tempo em que uma fémea se encontra em estado primipara
latente, C5 é o tempo maximo que uma fémea estara no estado primipara
latente. Cj é o tempo em que uma fémea se encontra no estado primipara
infecciosa e C7; o tempo maximo que uma fémea estara no estado primipara
infecciosa. Cs é o tempo em que uma femea se encontra em estado multipara
latente e Cy 0 tempo maximo que uma fémea estara no estado multipara latente.
Cho é o tempo em que uma fémea se encontra em estado multipara infecciosa

e (11 o tempo maximo que uma fémea estara no estado multipara infecciosa.

5. Mudanca de categoria: Uma vez em uma categoria, o individuo pode passar
para outra categoria em cada instante de tempo. Neste trabalho, é adotado
uma transigao discreta entre categorias. As transi¢oes podem ocorrerem das

seguintes maneiras:

e 0,1,2, 3,4, 5 — 0. Isso significa que apds a morte do individuo, outro
nasce para manter a populagao constante. Caso um individuo nao morra,

podera haver outras transicoes, conforme descrito a seguir.
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e 0 —> 1. Nessa transicao um individuo é vacinado e o mesmo passa para

a categoria 1.

e 0 — 2. Um individuo suscetivel pode-se tornar primiparo latente e passar

para a categoria 2.

e 2 — 3. Nessa transicao uma fémea primipara, a medida que o tempo
passa, pode migrar para a categoria 3, onde ficam os individuos primiparos

infecciosos.

e 3 — 4. As primiparas infecciosas podem passar para a categoria 4, com

o decorrer do tempo.

e 4 — 5. Uma fémea multipara latente pode se tornar multipara infecciosa

em um determinado intervalo de tempo.

e 3,5 — 2, 4. Os individuos infecciosos podem retornar as categorias

primiparas latentes e multiparas latentes, respectivamente.

6. Distribuicao estatistica: E adotado a distribuicao exponencial, expressa por
m(x) = pe "* para a mortalidade e o nascimento. Essa distribui¢cao também
serd usada para a transicao de latentes e infectados, a saber, [(x) = ye 7" e

i(z) = de~%%, respectivamente, onde x ¢ um nimero aleatério.

7. Processo de infec¢ao: Cada contato entre um individuo suscetivel e um soropo-
sitivo (ou infectado latente) pode causar um novo individuo latente, seguindo
uma distribuicao uniforme. Trata-se de um processo estocéstico, no qual %
do individuos tém probabilidade de se tornarem latentes. No MBI, podemos
alterar o valor de 8 de acordo com a localizacao individual ou qualquer outra

carateristica C,,.

8. Processo de aborto: O processo de aborto em fémeas ocorre em primiparas
infectadas. No entanto, foi considerada uma taxa de aborto igual a zero para
reduzir a complexidade do modelo. Observe que, para um rebanho onde nao ha
abortos (o — 0), temos que 7n(t) = p, ou seja, as taxas de nascimento e mor-

talidade se compensam e mantém a populacao constante, o que é consistente
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com a premissa 2.

9. Processo de vacinagao: A vacinacao é continua e pulsada e sera investigada em
fémeas suscetiveis S. Os animais de todas as idades podem ser vacinados sem
distingao. Serd considerado uma eficicia da vacina de 100% para os animais

vacinados (elegiveis para a vacinagao até certo ponto).

3.1.2 Formulacao Matematica

Segundo Nepomuceno et al. (2018), em um MBI cada individuo pode ser

representado por por:

[m,t - [Cl Cg “e Cn], (30)

onde 1 < m < N é o tamanho da populacao, ¢ é o instante em que um individuo
apresenta um conjunto especifico de caracteristicas, C,, é uma caracteristica do in-
dividuo e n é o numero de caracteristicas de cada individuo. A primeira carac-
teristica (C7) é definida pelo estado do ponto de vista epidemiolégico, que pode ser,
nesse caso: suscetivel, vacinado, latente primipara ou multipara, infectado primipara
ou multipara. As demais caracteristicas (C1,Cs,...,C,) sao a idade, a duragao da
infeccao, o tempo de laténcia, o sexo ou qualquer outra caracteristica que considere

relevante. Portanto, a populacao pode ser expressa por:

Po=[L; Ly ... IL.", (31)

em que [,,; ¢ um individuo no instante ¢ e P ¢ uma matriz m x n.

Essa formulagao matematica do MBI permite adicionar varias caracteristicas
ao individuo, o que de certa forma, pode tornar o modelo mais realista. Nesse tra-
balho, as caracteristicas dos individuos utilizadas foram baseadas nas caracteristicas

propostas por Nepomuceno et al. (2018). Sao elas:

(a) Cy € [0,1,2,3,4,5]. Nesse caso, o individuo pode estar no estado suscetivel,
vacinado, primiparo latente, primiparo infectado, multiparo latente e multiparo

infectado, respectivamente.
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(5 é a idade do individuo em anos. A idade é adicionada At em cada transicao.

(5 é aidade maxima em que o individuo ira viver. O nascimento de um individuo

¢ dado por:

C3 = —uln(a,), (32)

onde p é a expectativa de vida da populacao e a, é uma varidvel aleatéria

uniformemente distribuida entre 0 e 1.
Cy é o tempo em anos que o individuo se encontra em estado latente primiparo.

Cs é o tempo maximo que o individuo se encontra em estado latente primiparo.
Semelhante a caracteristica C5, o tempo méaximo em que o individuo estd em um

estado de laténcia é obtido por:

Cs5 = —v1In(ay,), (33)

onde v ¢é a taxa de individuos com infeccao latente.
Cs € o tempo em anos que o individuo estd em um estado infectado primiparo.

C; representa o tempo maximo em anos em que o individuo infectado esta no

estado primiparo. Esse valor pode ser obtido pela seguinte equagao:

C7 = —dIn(a,), (34)

em que 0 é a taxa que determina o periodo de infeccao.

Cg, Cy, Chg e Ch1 sao caracteristicas semelhantes a C e C, relacionadas ao tempo

maximo em que os individuos permanecerao nas outras caracteristicas.

Nota-se que, as caracteristicas Cy a C}; sao descartadas para aqueles individuos

suscetiveis e vacinados, assim como as caracteristicas Cg e C}; sao descartadas para

individuos nos estados infectados latentes e multiparos. Esses caso sao considerados

iguais a zero para todo t.
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Baseados em Nepomuceno et al. (2018), as Tabelas 3 e 4 exemplificam

possiveis transi¢oes decorrentes da interacao entre os animais.

Tabela 3: Transicoes em um MBI para brucelose bovina no tempo ¢t = t,.

Ci, Co C3 Cy Cs Csg C; Cg Co Ci9p Cnn

1 88 88 0 0 0o 0 o0 0 ©0 0
0 07 68 0 0 0o o0 0 0 O 0
1 27 64 0 0 0o o0 o0 o0 0 0
2 34 163 06 06 0 O O O O 0
) 1.5 57 0 0 0 0 O 0 041 o041

Tabela 4: Transi¢oes em um MBI para brucelose bovina no tempo t = ¢y + At.

Ci, Co C3 (Cy Cs Cg C7r Cg Cog Cip Ci1n

0 O 75 0 O 0 O 0 O 0 0
2 08 68 0 09 0 O 0 O 0 0
1 28 64 0 O 0 0 0 0 0 0
3 35 163 0 O 0o 07 0 O 0 0
4 1.6 57 0 O 0 O 0 08 O 0

Os exemplos apresentados nas Tabelas 3 e 4 mostram a mudanga de estado de
cinco individuos. As transigoes ocorrem em um intervalo de tempo (At) de 0.1 anos.

Analisando a tabela, podemos descrever o que ocorreu em algumas transigoes:

e /10— [;1. O individuo, nesse caso vacinado, morre. No modelo ele é subs-

tituido por um novo individuo na categoria suscetivel com Cy = 0 e C3 = 7.5.

e I50— I;. O individuo torna-se primiparo latente. Seu periodo de laténcia é

dado por C5 = 0.9(anos).
e [30— I3;. Nao ocorreu mudangas no estado epidemioldgico do individuo.

e [,0— I41. Nesse individuo o estado de laténcia acabou e passou desse estado

para primiparo infectado, com tempo de infecgao C; = 0.7(anos).
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® [50— I51. O individuo retorna para o estado de multiparo latente. Seu inicio

¢ dado por Cy = 0.8(anos).

3.1.3 Algoritmo do MBI

Na Figura 13 ¢é representado o fluxograma do MBI. A populagao inicial
¢ determinada de maneira aleatéria. Em cada instante de tempo, cada individuo
é considerado e verifica-se através de distribuicoes probabilisticas qual a transicao
ocorrera. Ap6s todos os N individuos serem avaliados, o tempo de simulacao é
incrementado em At unidades de tempo. O algoritmo termina quando o tempo de
simulacao atinge o valor final ¢;. Sendo assim, utilizando a formulacao matematica
da secao 3.1.2 e baseando-se no fluxograma, representado pela Figura 13, é feito o

algoritmo do MBI para brucelose.

3.1.4 Simulagoes do MBI

Uma das principais estratégias para o controle da brucelose em bovinos
baseia-se na vacinacao dos individuos. Levando em consideragao a vacina como a
medida de controle da brucelose bovina usando o MBI para populacao constante,
algumas simulacoes foram realizadas com o objetivo de avaliar o modelo proposto
em um cenario compativel com o modelo 29. Para essa simulacao foi considerado
uma populagao constante de N = 1700 individuos, em um periodo t; = 20 anos,
com expectativa de vida da populacao 1 = 8 anos e a taxa de infeccao de individuos

5
em estado latente v = 3 Os valores dos demais parametros do modelo sao baseados

nos valores utilizados em Nepomuceno et al. (2018): 8 =7.98 x 1072 e § = 6 As
condigoes iniciais sao dadas por: Sy = 0.8N, V, = 0, Ly = 0.05N, I; = 0.05N,
Lo = 0.0bN e I, = 0.05N. Para a representacao de cada cenario, foram utilizadas

diferentes taxas de vacinacao, mais especificamente: 5%, 25%, 50% e 95%.
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Populagao Inicial
t=0

t=t+ At
m = 1| Nao
Individuo
Si m=m+1
= m>N

Si
1, Transic¢ao para 2

Transigao para 1

Sim Infectado 1 Sim Transigao para 3 '—
Nao

Sim Sim

Infectado 1 Latente 2 Transigao para 4 '—

Nao

Infectado 2 Sim Transigao para 5 '—

Si ey
Latente 2 lm Transigao para 4

Nao Nao

Infectado 2

Figura 13: Fluxograma do MBI para brucelose bovina. A populagao inicial é deter-
minada aleatoriamente. Para cada instante de tempo, cada individuo é avaliado de
acordo com a formulagao matematica descrita na secao 3.1.2. As transicoes indicam

uma mudanca para uma categoria diferente.
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Figura 14: Simulacao do MBI para brucelose bovina, considerando uma taxa de

vacinacao de 5 %. As condicoes iniciais e os valores dos parametros foram descritos

no inicio dessa seccao. Cada curva gerada ¢é obtida através da média aritmética de

400 simulagoes do MBI.



37

1500 200
| s ]
. £ 150
£ 1000 - £ |
2 =
§ 1 S 100
2 500 g 1
2 50
] = |
0 S 0 —_——
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
t
2000 600
i . ]
1500 <
2 &
st 1 = 400
] =
21000 A E
13} | o 1
2 5
500 E 200 -
0 — —
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
t t
200
< £ i
\g 400 - % 150
g E = ]
) £ 100
2 200 g
8 3
E i} & 50 _L%-\\k
= = |
0 ———— 0 e —
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

Figura 15: Simulacao do MBI para brucelose bovina, considerando uma taxa de
vacinacao de 25 %. As condigoes iniciais e os valores dos parametros sao os mesmos
utilizados pela Figura 14. Cada curva gerada ¢é obtida através da média aritmética

de 400 simulacoes do MBI.
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Figura 16: Simulacao do MBI para brucelose bovina, considerando uma taxa de

vacinacao de 50 %. As condigoes iniciais e os valores dos parametros sao os mesmos

utilizados pela Figura 14. Cada curva gerada ¢é obtida através da média aritmética

de 400 simulacoes do MBI.
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Figura 17: Simulacao do MBI para brucelose bovina, considerando uma taxa de

vacinacao de 95 %. As condigoes iniciais e os valores dos parametros sao os mesmos

utilizados pela Figura 14. Cada curva gerada é obtida através da média aritmética

de 400 simulacoes do MBI.
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Figura 18: Comparagao das curvas de individuos infectados em dois tipos de estado:
individuo infectado primiparo e individuo infectado multiparo. Ambos estados sao
submetidos a quatro taxas de vacinacao distintas. As curvas sao uma média de 400

simulacoes do MBI.

Todas as simulacoes realizadas buscavam a erradicacao da doenca. Anali-
sando a dinamica da doenca apresentada nos quatros cendrios e a comparacao vista na
Figura 18, pode-se observar que para uma taxa de vacinacao igual ou superior & 25%,
os resultados obtidos foram significativos, mostrando que o controle por vacinacao é,
de certa forma, eficiente na erradicacao da doenca, onde temos que para os individuos
infectados primiparos, a erradicacao ocorre em um periodo de tempo curto quando
se comparado aos individuos infectados multiparos, onde nota-se que o periodo de
erradicacao da doenca é mais longo devido a expectativa de vida. Aplicando-se uma
taxa de vacinacao muito baixa, observa-se que a dinamica da doenca é diferente
comparada com os demais cendrios, isso porque essa proporcao de vacina aplicada

nao foi o suficiente para erradicar a doenca, o que era de se esperar. Observa-se
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também que, os resultados obtidos com taxa de vacinacao de 50% e 95%, apresen-
tam diferencas quase que insignificantes. Resultados similares foram encontrados
por Nepomuceno et al. (2018), onde o mesmo além de utilizar esse método para o
combate a doenca, propoem a utilizagao da vacinacao pulsada como uma estratégia

eficaz para a erradicagao da doenga, utilizando uma proporcao menor de vacinas.



4 MBI COM REDES COMPLEXAS

Varios sao os tipos possiveis de redes de contato para modelar a transmissao
de doencas infecciosas, que vao desde de situacoes em que cada individuo pode inte-
ragir com qualquer outro individuo com a mesma probabilidade, ou seja, supoe-se que
a populagao de individuos estudados se misturam homogeneamente (Nepomuceno,
2005). Ou também, considerar uma situacao extremamente regular de contatos, em
que cada individuo tem um nimero de contatos igual e a transmissao estritamente
local, isto é, uma interagao entre os vizinhos mais préximos (Monteiro et al., 2006).

Essas situacoes apresentadas, sao abordagens que nao se vé na realidade. No
entanto, segue a questao: como representar as interagoes entre os individuos, para que
o espalhamento de uma doenca ocorra efetivamente de acordo como que se observa
na natureza? (Alvarenga, 2008). Uma maneira de modelar as interages entre os
individuos pode ser feita através de modelos de redes, como as redes aleatérias, onde
os individuos tem em média o mesmo ntmero de contatos, ou por meio de redes do
tipo scale-free, em que alguns individuos tem maior nimero de contatos que outros
(Alvarenga, 2008).

Neste capitulo sera feita a modelagem da propagacao da Brucelose, incorpo-
rando ao MBI proposto por Nepomuceno et al. (2018), a estrutura de redes aleatérias
proposta por Erdos & Rényi (1959), redes small world proposta por Watts & Strogatz
(1998) e rede scale-free, proposta por Barabdsi & Albert (1999).

4.0.1 Algoritmo do MBI com Redes Complexas

A adaptacao do MBI com redes complexas pode ser vista através do fluxo-
grama apresentado na Figura 19. Semelhante ao fluxograma para o MBI sem redes,

a populacao inicial continua sendo determinada de maneira aleatoria. Entao, para
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cada instante de tempo, considera-se cada individuo e através de uma distribuicao
probabilistica, verifica-se se haverd ou nao transicao do individuo para outra cate-
goria. Diferentemente do MBI sem redes, o individuo infectado podera transmitir
a doenca para outro individuo, caso os mesmos estejam conectados entre si. Apods
todos os individuos serem avaliados, o tempo de simulagao sofre um incremento de
At unidades de tempo. Por fim, o algoritmo termina quando o tempo de simulagao

atinge o valor final definido por ;.

4.0.2 Simulacoes do MBI com as Redes Complexas

Para cada tipo de rede estudada, foram obtidas as curvas médias de in-
dividuos suscetiveis, vacinados, latentes primiparos, infectados primiparos, latentes
multiparos e infectados multiparos, com base em 400 simulagoes distintas do MBI
correspondente.

As Figuras 20, 21 e 22, ilustram uma comparacao entre as estruturas de
redes, com o modelo MBI implementado no Capitulo 3. De uma maneira geral,
para esse modelo em estudo, nota-se que, redes complexas com diferentes topologias,
resultam em comportamentos semelhantes ao do MBI, porém com um niimero menor
de individuos em cada compartimento, isso porque, com a insercao das redes ao MBI,
aquela estrutura de homogeneidade que o MBI apresenta, onde todos individuos estao
conectados entre si, agora sera “quebrada’”, pois serd a topologia da rede que ira guiar
a conexao entre esses indivduos. Ou seja, a evolugao da doenca é sensivel a topologia

de rede utilizada.
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m = 1| Nao
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Transicao para 1

Infectado 1 Transicao para 3

Sim Transicao para 4

Nao
Infectado 1
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Infectado 2

Transicao para 5

Transicao para 4

Nao
Infectado 2
Nao

Figura 19: Fluxograma do MBI com Redes para brucelose bovina. Semelhante a

Figura 13, cada individuo ¢é avaliado de acordo com a formulagao matematica descrita
na secao 3.1.2. Porém, nesse caso, se o individuo nao for vacinado ele é acrescentado

na rede, podendo transmitir a doenca caso o mesmo seja um individuo infectado.
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Figura 20: Comparagdo do MBI com Rede Aleatéria (linha continua vermelha) e

o MBI sem Redes (linha tracejada preta). Os parametros utilizados na simulacao
5 1

foram: N = 1700, p = 8, v = 3 B=T798x10"2ed = 6 Condicoes inciais:

So= 08N, V=0, Ly = 0.0bN, I; = 0.05N, Ly = 0.05N e I = 0.05N. A taxa de

vacinagdo foi mantida em 95%. Para o parametro p (probabilidade fixa de conexao) da

Rede Aleatéria, adotou-se o valor de 0.5
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Figura 21: Comparacao do MBI com Rede Small World (linha continua vermelha)
e o MBI sem Redes (linha tracejada preta). Os parametros utilizados na simulagao
foram: N = 1700, p = 8, v = g, B=T98x10"2ed = % Condicoes inciais:
So= 08N, Vo =0, Ly = 0.0bN, I = 0.05N, Ly = 0.05N e I, = 0.05N. A taxa de
vacinagdo foi mantida em 95%. Para os parametros p (probabilidade fixa de conexao) e
k (nimero de vizinhos mais préximos) da Rede Small World, adotou-se os valores de

0.3 e 70, respectivamente.
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Figura 22: Comparacdo do MBI com Rede Scale-Free (linha continua vermelha) e

o MBI sem Redes (linha tracejada preta). Os parametros utilizados na simulagao

5 1
foram: N = 1700, p = 8, v = 3 B=T98x10"2ed = 6 Condicoes inciais:
So=08N, Vo =0, Ly =0.05N, I, =0.06N, Ly = 0.06N e I, = 0.06N. Manteu-se

a taxa de vacinagao fixa em 95%. Para o parametro ng (quantidade inicial de vértices

da rede conectados entre si) da Rede Scale-Free, adotou-se o valor 70.
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Figura 23: Comparacao do MBI com os trés modelos de redes simultaneamente. Os

5
parametros utilizados na simulacao foram: N = 2500, p =8, v = 3 B ="798x10"2

1
e = 6 Condigoes inciais: Sy = 0.85N, Vo = 0, Ly = 0.06N, Iy = 0.05N,
Ly = 0.02N e I, = 0.03N. Manteu-se a taxa de vacinacao fixa em 95%. Para os
parametros dos modelos de redes p, k e ng, adotaram-se os valore 0.6, 100 e 400,

respectivamente.
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parametros utilizados na simulacao foram: N = 2500, u =8, v = g, B=7T98x1072
e d = é Condicoes iniciais: Sy = 0.85N, Vy = 0, Ly = 0.05N, I = 0.05N,
Lo = 0.02N e I, = 0.03N. A taxa de vacinacao para esse cenario foi mantida em
5%. Para os parametros dos modelos de redes p, k e ng, foram adotados os valores

0.6, 100 e 400, respectivamente.
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Figura 25: Comparagao do MBI com os trés modelos de redes simultaneamente. os

5
parametros utilizados na simulacao foram: N = 2500, p =8, v = 3 B ="7.98x1072

1
e d = 5 Condicoes iniciais: Sy = 0.85N, Vo = 0, Ly = 0.05N, I; = 0.05N,
Ly = 0.02N e I, = 0.03N. A taxa de vacinacao para esse cenario foi mantida em
25%. Para os parametros dos modelos de redes p, k e ng, foram adotados os valores

0.6, 100 e 400, respectivamente.
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Figura 26: Comparagao do MBI com os trés modelos de redes simultaneamente. Os

5
parametros utilizados na simulacao foram: N = 2500, p =8, v = 3 B ="798x10"2

1
e d = 6 Condigoes inciais: Sy = 0.85N, Vo = 0, Ly = 0.06N, I} = 0.05N,
Ly=0.02N e I,=0.03N. A taxa de vacinacio foi mantida em 95%. Para os parametros
dos modelos de redes p, k e ngy adotaram-se os valores 0.95, 2400 e

2450, respectivamente.
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As Figuras 23, 24 e 25 mostram os quatro modelos (Modelo MBI, MBI com
redes aleatérias, MBI com redes Small World e MBI com redes Scale-Free) simultane-
amente considerando um nimero médio de 400 simulacoes e considerando diferentes
taxas de vacinagdo. E ssa mesma simulacao foi feita variando-se apenas os valores dos
parametros dos modelos de redes, como é mostrado na Figura 26.

Observe que, nas Figuras 23, 24 e 25 os modelos de redes apresentam uma
dinamica semelhante ao modelo MBI. Entretanto, quando fazemos a variacao dos
pardmetros das redes, como mostra a Figura 26, nota-se que a dinamica dos modelos de
redes, ficam cada vez mais préoximas ao modelo MBI. Fim particular, no caso da rede
aleatéria, ao ampliar o parametro p, relativo a conexao dos individuos, ao maximo,
temos que o modelo se aproxima de uma rede totalmente conectada, o que

seria praticamente equivalente ao modelo MBI.



5 CONCLUSOES

Neste trabalho foi feito um estudo sobre uma doenca infecciosa, mais espe-
cificamente uma zoonose, chamada de Brucelose Bovina, com foco na modelagem
computacional. Essas pesquisas foram baseadas, principalmente, em estudos reali-
zados por Nepomuceno et al. (2018), onde o mesmo propoem um Modelo Baseado
em Individuos para o controle da Brucelose Bovina, e também em modelos de redes
complexas.

Com as pesquisas feitas, observou-se que o MBI, mesmo sendo uma ferra-
menta eficiente para a modelagem de doencas infecciosas, em especifico a Brucelose,
apresentava limitacoes em sua estrutura. Uma dessas limitagoes era trabalhar com
estruturas de interacao entre individuos de forma homogénea, onde todos estavam
conectados com todos, situacao que nao se observa na realidade. Sendo assim, foi
proposto a implementacao do MBI, em conjunto com modelos de redes complexas,
para modelar a propagacao da Brucelose. Dessa forma, foi feita a comparagao entre
as solugoes produzidas pelos modelos de redes e o MBI, onde observou-se que tais
modelos tinham comportamentos semelhantes ao MBI, e que ainda, a evolugao da
Brucelose é, de certa forma, sensivel a topologia de rede utilizada. Ainda, foi possivel
notar que, em particular, a redes aleatoérias, quando ampliado o seu parametro ao
maximo, conseguimos mostrar que suas solucoes sao praticamente equivalentes as
solugoes produzidas pelo MBI.

Portanto, a pesquisa desenvolvida nesse trabalho mostra que o uso do MBI
juntamente com as redes complexas, pode ser uma ferramenta eficaz na modelagem
de doencas infecciosas, como é o caso da Brucelose.

Para trabalhos futuros, ha possibilidade de: fazer as simulacoes ntimericas e

buscar validar o modelo usando tais solugoes, de forma a verificar se essas, condizem
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com a dinamica real da doenca em estudo, através do dados gerados pelo modelo

com dados reais.
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APENDICES

Apéndice A

Algoritmo de Floyd - Warshall

O algoritmo de Floyd-Warshall calcula os caminhos mais curtos entre todos
os pares de vértices de um grafo direcionado (ou nao-direcionado) e ponderados que,
eventualmente, possua arcos com pesos negativos, mas que nao possuam ciclos de
custo negativo.

A principio, o algoritmo compara os caminhos entre os vértices i e j, pas-
sando por k vértices intermedidrios. Em outras palavras, todos os caminhos entre
cada par de vértices sao analisados. Para tal, tem-se uma matriz de distancia L, «,
onde, a cada iteracao, correspondera a uma nova matriz L, cujos valores sao modi-
ficados utilizando uma férmula de recorréncia:

L = min{Li "+ Lt Lt

De uma maneira geral, o algoritmo se baseia nos seguintes passos:

1. Determina-se inicialmente a matriz L°, cujos valores correspondem aos compri-
mentos dos arcos se 0os mesmos existirem, caso contrario, toma-se como valor
oo. Faca também os elementos da diagonal principal de L° tomarem valores

iguais a zero, ou seja, nao se considera autoconexao.
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2. Depois, calcula-se as matrizes L' de L°, L? de L' até se obter L™ de L™ !. A

matriz final L™ é a matriz que apresenta as distancias minimas entre todos os

nos da rede.

Abaixo segue uma implementacao em pseudocodigo do algoritmo de Floyd-

Warshall:

L é a matriz de adjacéncia.

Entrada: Matriz de pesos D = {d;;} para todas as arestas {7,j}

1 L+ D;

2 para k < 1 até n faga

3 para i < 1 até n faga

4 para j < 1 até n faga

5 se L[i,k]+ L[k,j] < L[i,j] entao
6 Lli,j] < Lli,k] + L[k,jl;

7 fim

8 fim

9 fim

10 fim
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