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RESUMO

Durante as duas últimas décadas, um número crescente de experimentos vem demonstrando
o alcance de uma interação radiação-matéria cada vez mais intensa, disponibilizando novas
fronteiras para o estudo dos regimes de acoplamento ultraforte e extremamente forte
em diversas plataformas quânticas. O presente projeto de pesquisa teve como objetivo
investigar teoricamente o espectro de emissão do modelo de Rabi quântico nesses regimes
de acoplamento, explorando a potencialidade de empregar esse sistema como um conversor
de fótons. Para analisar o sistema, foi utilizado o formalismo microscópico da equação
mestra e programação em linguagem Python, principalmente o pacote QuTiP (Quantum
Toolbox in Python), um pacote de software open-source para a simulação da dinâmica
de sistemas quânticos abertos. De acordo com a análise desse sistema, percebe-se que,
quando observamos os comportamentos dos autoestados do sistema do modelo de Rabi
no acoplamento ultraforte, acontece um cruzamento entre níveis excitados do sistema, o
que permite que um fóton absorvido pelo sistema seja convertido em três, os quais têm
em geral frequências distintas e são convertidos em cascata. Investigamos aqui o espectro
dessas emissões a partir das taxas de transição entre os autoestados, transições as quais
são induzidas pelo acoplamento da cavidade/ressonador com seu reservatório. Analisamos
a dependência não só com a variação da constante de acoplamento, mas também com
relação à dessintonia entre as frequências da cavidade (ωc) e do átomo de dois níveis (ωq).
Obtemos que a conversão de fótons se torna o processo predominante para certo intervalo
de acoplamentos ultraforte e extremamente forte somente quanto átomo e cavidade são
não ressonantes e desde que ωq ! ωc.

Palavras-chave: Óptica Quântica; Modelo de Rabi quântico; Eletrodinâmica quântica de
cavidades; Acoplamento ultraforte.



ABSTRACT

Over the past two decades, a growing number of experiments have demonstrated incre-
asingly intense radiation-matter interactions, unveiling new frontiers for studying the
ultra-strong and extremely strong coupling regimes across various quantum platforms.
This research project aimed to theoretically investigate the emission spectrum of the
quantum Rabi model in these coupling regimes, exploring the potential of employing this
system as a photon converter. To analyze the system, we used the microscopic formalism
of the master equation and programming in Python, mainly the QuTiP (Quantum Toolbox
in Python) package, an open-source software for simulating the dynamics of open quantum
systems. According to the analysis of this system, it is observed that when examining
the behaviors of the eigenstates of the Rabi model in the ultra-strong coupling regime, a
crossing occurs between excited states of the system, allowing an absorbed photon to be
converted into three photons, generally of distinct frequencies and converted in a cascade.
Here, we investigate the spectrum of these emissions from the transition rates between
eigenstates, with transitions induced by the coupling of the cavity/resonator with its
reservoir. We analyze not only the dependence on the variation of the coupling constant
but also the detuning between the frequencies of the cavity (ωc) and the two-level atom
(ωq). We find that photon conversion becomes the predominant process within a certain
range of ultra-strong and extremely strong couplings only when the atom and cavity are
non-resonant, with ωq ! ωc.

Keywords: Quantum Optics; Cavity-QED; Quantum Rabi model; Ultrastrong coupling;
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1 INTRODUÇÃO

Desde que Max Planck propôs a quantização da radiação, abrindo então
um campo extremamente essencial e denso da física, a física quântica vem sendo um
tema de estudo presente hodiernamente em quase todas as áreas de pesquisa da física,
ela se torna mais uma vez indispensável para o estudo de partículas fotônicas e para
as crescentes tecnologias computacionais. Nessas, a óptica quântica e os sistemas de
cavidade eletrodinâmicos quânticos são considerados vertentes de pesquisa extremamente
importantes para a computação e informação quântica, e consequentemente recebem cada
vez mais atenção no mundo acadêmico.

Já no campo da interação radiação-matéria o acesso experimental ao chamado
regime de acoplamento fraco (quando a intensidade do acoplamento é dominado pelas taxas
de dissipação presentes no sistema) já permitiu grandes avanços no ramo de tecnologias
quânticas como, por exemplo, na construção de fontes de fótons únicos (SALTER et al.,
2010; SOMASCHI et al., 2016; SENELLART; SOLOMON; WHITE, 2017; TOMM et al.,
2021). Já com a obtenção do regime de acoplamento forte, onde a intensidade do acopla-
mento radiação-matéria ultrapassa as perdas pelo sistema, foi possível observar a troca
coerente de energia entre radiação e matéria (oscilações de Rabi), o que propiciou o início
do desenvolvimento da segunda geração de tecnologias quânticas (BULUTA; ASHHAB;
NORI, 2011; GEORGESCU; NORI, 2012; JAEGER, 2018). Nas últimas décadas, o regime
de acoplamento ultraforte (energia de interação entre radiação e matéria agora se torna uma
fração substancial da energia livre do sistema ou mesmo a ultrapassa – deep strong coupling

regime) evoluiu de uma proposta teórica para uma realidade experimental, sendo alcançado
em diferentes plataformas quânticas (FORN-DIAZ et al., 2019; KOCKUM et al., 2019;
MUELLER et al., 2020). Nesse regime surgem novos e contraintuitivos fenômenos físicos,
alguns com potenciais aplicações em ciência da informação quântica (FORN-DIAZ et al.,
2019; KOCKUM et al., 2019). Em especial, no contexto de sistemas de dois níveis (qubit)
interagindo com radiação confinada em ressonadores (modelo de Rabi quântico) (XIE et al.,
2017; ROSSATTO et al., 2017a), verifica-se uma mudança drástica no espectro de emissão
do sistema quando este se adentra ao regime de acoplamento ultraforte (RIDOLFO et

al., 2012; RIDOLFO; SAVASTA; HARTMANN, 2013; SANCHEZ-BURILLO et al., 2014;
BOITÉ et al., 2016; YOSHIHARA et al., 2017; MAGAZZÙ; GRIFONI, 2019; SALMON
et al., 2022a; MAGAZZÙ; FORN-DÍAZ; GRIFONI, 2021).

A presente proposta de pesquisa se enquadra nesse último contexto, visando
explorar aplicações decorrentes das características do espectro de emissão do modelo de
Rabi quântico no regime de acoplamento ultraforte. Em particular, dadas as regras de
seleção para a transição induzida por dipolo entre os autoestados do sistema a partir de



14

(a)

(c)

(b)

(d)

Figura 1 – (a) Diagrama de níveis de energia do sistema qubit-ressonador em função
da razão entre o acoplamento qubit-ressonador e sua energia livre (⊋ “ 1).
As setas indicam as transições permitidas e não permitidas por dipolo que
podem ser induzidas através de um campo de prova sobre o sistema. (b) Para
g0 " gc « 0.5, induzindo o sistema de |0y para |2y, a única possibilidade é o
sistema relaxar de |2y para |0y emitindo um fóton com mesma frequência do
fótons absorvido inicialmente. Para g0 ! gc, induzindo a transição |0y Ñ |2y, ou
(c) o sistema reemite um fóton com a mesma frequência do fóton absorvido ou
(d) o sistema emite três fótons em cascata, os quais têm em geral frequências
distintas.

um campo de prova externo e dado gc, um valor crítico de acoplamento qubit-ressonador
(g0) para o qual há cruzamento entre os níveis (autoestados) excitados |2y e |3y do sistema
[Fig. 1(a)], tem-se que, considerando o sistema inicialmente no estado de mais baixa
energia (|0y) e estimulando a transição |0y Ø |2y, o sistema sempre emite um fóton com a
mesma frequência do fóton absorvido quando g0 " gc [Fig. 1(b)]. Já para g0 ! gc, pode
haver dois processos distintos: ou ocorre o mesmo efeito anterior [Fig. 1(c)] ou o sistema
emite três fótons em cascata, os quais têm em geral frequências distintas [Fig. 1(d)]. Nesse
último caso, um processo será dominante sobre o outro não só dependendo do valor do
acoplamento qubit-ressonador, mas também de como o ressonador se acopla com o meio
ambiente (reservatório térmico).
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2 MECÂNICA QUÂNTICA PARA INICIANTES

O nascimento da física quântica é datado a partir de uma apresentação realizada
por Max Planck chamada “Sobre a Teoria da Lei de Distribuição de Energia do Espectro
Normal”. Por mais que seu artigo inicialmente não recebeu muita atenção, diversos caminhos
na física convergiam para seus resultados, principalmente devido à falta de explicações
que a física clássica era incapaz de fornecer. Eventualmente, a física quântica se tornou
indispensável para qualquer um que quisesse entender mais profundamente os fenômenos
da termodinâmica, mecânica estatística, eletromagnetismo, física de partículas e muitas
outras subdivisões de extrema importância da física.

Neste capítulo, entraremos em contato com algumas das ideias iniciais da
mecânica quântica, para inteirar brevemente o leitor na teoria essencial que sustenta este
trabalho. Além do mais, entraremos também em contato com alguns conceitos de álgebra
linear que não serão explicados. Se o leitor ainda não entrou em contato com estes conceitos,
uma leitura sobre os conceitos iniciais de álgebra linear são recomendados. Dentre ótimos
cursos de álgebra linear é sugerido o livro Álgebra Linear. 3. ed. (BOLDRINI et al., 1980),
por José Luiz Boldrini, Sueli Costa, Vera Figueiredo e Henry Wetzler, e o curso gratuito
disponível no Youtube, Essence of linear algebra (3BLUE1BROWN, 2016), realizado pelo
canal 3Blue1Brown.

2.1 A FUNÇÃO DE ONDA

Normalmente, quando calculamos o movimento de um corpo na mecânica
clássica, imaginamos um corpo com um certo valor de massa se deslocando em um
determinado eixo. Isto normalmente nos dá uma equação de movimento caracterizada
pelas variáveis determinadas pela direção e deslocamento do corpo, como por exemplo a
equação sugerida pela Segunda Lei de Newton, F px, tq “ ma “ m

dx

dt
. Assim se precisamos

encontrar um valor futuro da posição do corpo que estamos calculando (xptq), basta
analisar então as condições iniciais e separar as variáveis da equação para obtermos uma
equação que descreve, ao longo do tempo, o movimento do corpo estudado, resultando

como, por exemplo na equação de movimento clássico xptq “ x0 ` v0t ` at
2

2 quando a é
uma constante.

Na mecânica quântica ainda temos a mesma abordagem, contudo ela é abordada
de maneira probabilística a partir da função de onda #px, tq que descreve, de maneira
similar às equações da mecânica clássica, todas as informações que podem ser obtidas
sobre a partícula estudada.
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2.2 A EQUAÇÃO DE SCHRÖDINGER

A equação que descreve a subsequente evolução da equação de onda #px, tq é a
equação de Schrödinger,

´ ⊋2

2m

B2#px, tq
Bx2 ` V px, tq#px, tq “ i⊋B#px, tq

Bt
, (2.1)

em que m representa a massa da partícula estudada, V px, tq a função que retrata o potencial
que interage com o sistema e ⊋ a constante de Planck dividida por 2ϖ, (GRIFFITHS;
FREITAS, 2011)

⊋ “ h

2ϖ
“ 1, 054572 ˆ 10´34

Js. (2.2)

Assim, quando resolvemos a equação 2.1 em uma situação-problema, iremos obter a
equação de onda #px, tq para nosso respectivo contexto.

2.3 NORMALIZAÇÃO E O PRINCÍPIO DA INCERTEZA

Diferente da mecânica clássica que já conhecemos, quando estudamos partículas
na área da mecânica quântica, elas terão uma propriedade incerta, se comportando em
alguns momentos como onda e em outros como uma partícula. Então como uma única
equação consegue descrever as duas propriedades de uma vez só? Isso pode ser explicado
pela interpretação estatística fornecida ao analisarmos a base da mecânica quântica, no
livro Mecânica Quântica. 2. ed. (pág. 14 ) (GRIFFITHS; FREITAS, 2011), David Gri!ths
nos fornece um excelente exemplo de como podemos analisar este problema:

Imagine que você está segurando a ponta de uma corda muito longa e
produz uma onda, ao chacoalhá-la para cima e para baixo ritmicamente.
Se alguém perguntar "onde precisamente está a onda?"você vai achar
que essa pessoa é meio louca: a onda não está precisamente em lugar
nenhum. Ela está distribuída por cerca de 45 m ou mais. Mas se essa
pessoa perguntar qual é o comprimento de onda, você poderia dar uma
resposta razoável: algo em torno de 7 m. Por outro lado, se você der
um safanão na corda, terá um pulso relativamente estreito viajando pela
corda. Nesse caso, a primeira questão (onde precisamente está a onda?)
faz sentido, e a segunda (qual é o comprimento de onda?) parece sem
sentido; já que o pulso não é sequer vagamente periódico, como você
poderia determinar um comprimento de onda para ele? Claro que você
pode esboçar casos intermediários nos quais a onda está razoavelmente
bem localizada e o comprimento dela está razoavelmente bem definido,
mas há um dilema inevitável aqui: quanto mais precisa é a posição da
onda, menos preciso é o comprimento de onda e vice-versa.

Este exemplo nos revela uma verdade indiscutível que a mecânica quântica
nos apresenta, tudo que ela nos descreve são resultados estatísticos, nada é de fato
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especificamente determinado. Com isso, nota-se que mesmo quando temos a equação de
onda, a mesma só pode determinar com exatidão a posição da partícula ou o seu momento.

Logo, como o exemplo da corda, tendo em mente que a partícula age de uma
maneira extremamente semelhante, temos uma equação que estabelece uma base para as
interpretações estatísticas:

! `8

´8
|#px, tq|2dx “ 1. (2.3)

O processo que a equação (2.3) retrata é o de normalização da função de onda, nota-se
que o que elas nos diz é que quando estamos lidando com uma função de onda, ela diz
que se uma partícula existe em um certo espaço, certamente esta partícula está em algum
lugar (dados os limites infinitos da integral)! Além de ser uma equação muito útil, ela
certamente estabelece um chão para a interpretação estatística da mecânica quântica.

2.4 FERRAMENTAS PARA MECÂNICA QUÂNTICA

2.4.1 O espaço de Hilbert

Diferente das teorias expressas até agora, a notação de Dirac ou o espaço de
Hilbert se tratam mais de ferramentas que irão nos auxiliar matematicamente, diferente das
teorias expressas até agora, contudo, explicar tais conceitos se torna essencial para nossa
pesquisa uma vez que seu uso é indispensável nos cálculos feitos na mecânica quântica.

Primeiramente, nota-se que a equação (2.3) exibida no subcapítulo anterior
ainda deve ser reformulada.

! `8

´8
|#pr, tq|2d3

r “ 1. (2.4)

Vemos então que a equação (2.4) retrata uma função de onda em três dimensões
em função do tempo dentro de uma integral que abrange toda a região possível do sistema.
Consequentemente teremos uma partícula que se encontra em um determinado espaço
vetorial (BOLDRINI et al., 1980). Isso pode se tornar um problema! Na mecânica quântica,
quando estamos descrevendo uma partícula, estamos definindo um estado quântico, logo
nesta equação temos uma combinação linear de todos os possíveis resultados que podem
ser medidos (poderíamos supor, por exemplo, que é possível decompor as medidas de
energia de # em # “ c1E1 ` c2E2 ` c3E3, sendo E1,2,3 as medidas de energia possíveis e
c1,2,3 seus respectivos coeficientes de probabilidade ).

O problema se encontra quando testamos os limites dessa superposição: e se o
número de possíveis medidas for infinito? Em maioria das vezes quando temos uma soma
de termos infinitos, os mesmos podem então convergir para um resultado fora do nosso
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espaço vetorial (da mesma maneira que uma soma infinita de polinomiais pode convergir
pela série de Taylor em um resultado como e

x, que não é polinomial e dessa maneira é fora
do espaço vetorial dos termos somados) (GUIDORIZZI, 2001), uma comparação teórica
dessa situação seria dizer que se um dia o leitor juntasse um número infinito de moedas
ele teria então um pedaço de bolo.

Para impedir esse erro, o espaço de Hilbert H é definido como um espaço
vetorial, que com um produto interno, é capaz de se originar uma métrica para o espaço
estudado (logo, não tangenciando para fora do espaço estabelecido).

2.4.2 Notação de Dirac

A notação de Dirac se trata de uma ferramenta para definirmos matrizes e
subsequentemente, vetores mais facilmente. Primeiramente temos a utilização de kets,
representados pelo símbolo | y, que representam uma matriz vertical, ou em outras palavras
um vetor coluna, assim como temos a utilização de bras, representados pelo símbolo x |,
que por sua vez representam matrizes horizontais, ou em outras palavras uma transposta
conjugada do vetor coluna (BOLDRINI et al., 1980), logo podemos descrever o estado
quântico agora como |#y.

Essas vetores fazem parte do espaço de Hilbert H, e similarmente aos vetores
do espaço euclidiano, estes também estão sujeitos a operações de somas e multiplicações
por escalares, tendo propriedades de comutatividade, associatividade e distributiva. Su-
pondo que os kets t|#y , |ϱy , |ςyu P H e que as constantes tφ, ↼u ↽ C temos que (pág.
17)(FRANÇA, 2022):

|#y ` |ϱy “ |ςy , (2.5)

φ |#y “ |ςy , (2.6)

|#y ` |ϱy “ |ϱy ` |#y , (2.7)

|#y ` p|ϱy ` |ςyq “ p|#y ` |ϱyq ` |ςy , (2.8)

φp↼ |#yq “ pφ↼q |#y “ φ |#y ↼, (2.9)

φp|#y ` |ϱyq “ φ |#y ` φ |ϱy , (2.10)



19

|0y “ 0 |#y . (2.11)

Nota-se também que o espaço H é um espaço dual, ou seja, para todo ket existe
um bra (BOLDRINI et al., 1980). Dessa maneira, se também temos uma operação de
produto escalar entre um ket e um bra, o resultado é um número complexo, resultado da
operação braket (por exemplo x#|#y). Onde podemos transformar um ket em um bra se
calcularmos o seu complexo conjugado:

pφ |#yq: “ φ
˚ x#| . (2.12)

Onde temos também, por exemplo, de acordo com as propriedades dos kets e
bras mencionadas anteriormente:

x#|ϱy “ xϱ|#y , (2.13)

x#|φϱ ` ↼ςy “ φ x#|ϱy ` ↼ x#|ςy , (2.14)

xφ# ` ↼ϱ|ςy “ φ
˚ xς|#y ` ↼

˚ xς|ϱy . (2.15)

2.4.3 Operadores lineares

Um operador linear Â é uma função que tem como objetivo transformar vetores
em outros vetores deste mesmo espaço. Em outras palavras, um operador linear Â associa
cada ket |#y P E com um outro ket |#1y P E (COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOë, 1991).

Assim, notam-se nesses operadores as propriedades de linearidade:

Âpφ |⇀1y ` ↼ |⇀2yq “ φÂ |⇀1y ` ↼Â |⇀2y , (2.16)

onde nota-se que os operadores operam pela esquerda do ket. Percebe-se também que um
operador pode ser hermitiano, significando que se calcularmos a sua transposta conjugada,
(cuja a operação pode ser também exemplificada com o símbolo :, elevado ao operador)
ainda teremos exatamente o mesmo operador com os mesmos valores:

Â “ Â
:
. (2.17)

Ressalta-se também a sua propriedade comutativa, pois se temos um produto
de dois operadores como em (2.18), temos que nos atentar a ordem em que ambos se
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operam no ket estudado, nesse caso temos que B̂ opera no ket |#y, resultando em outro
ket, e este por sua vez interage com o operador Â.

pÂB̂q |#y “ ÂpB̂ |#yq. (2.18)

Nota-se a importância desta ordem justamente pelo comutador dos operadores, já que

rÂ, B̂s “ ÂB̂ ´ B̂Â. (2.19)
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3 ÓPTICA QUÂNTICA

3.1 VISÃO GERAL DA ÓPTICA QUÂNTICA

A óptica quântica é um ramo da física que aplica a mecânica quântica aos fenô-
menos que envolvem a luz e sua interação com a matéria. Em particular, a eletrodinâmica
quântica de cavidades estuda a interação da luz confinada em uma cavidade/ressonador
com átomos. Podemos caracterizar as respostas dos átomos após a interação com a luz? O
que acontece com a luz que deixa a cavidade? E o que acontece com a luz que é espalhada
a partir dos átomos dentro da câmara? Dentre o gama de assuntos que existe nessa divisão
da física, estas são perguntas que normalmente aparecem nesse ramo de pesquisa de acordo
com o sistema estudado.

Para responder tais perguntas temos que também escolher com que modelo
iremos estudar os comportamentos do sistema e da luz. Poderíamos escolher o modelo
clássico para estudar os átomos como um oscilador clássico (Dipolo de Hertz) (IEEE
Journals Magazine, 2024) onde temos uma luz equivalente a uma onda clássica como
vista em um curso de eletromagnetismo por exemplo, mas isso não seria ideal para os
nossos estudos porque um campo clássico não consegue nos descrever radiação de corpo
negro ou efeitos não-lineares no átomo; Poderíamos então ter o modelo semiclássico de um
átomo quantizado (que é classificado pelos níveis/estados internos quantizados do átomo)
interagindo com a mesma luz no modelo clássico dito previamente, mas isso também não
é ideal pois a descrição semiclássica não é capaz de descrever campos de luz não-clássicos;
Utilizaremos então um modelo quântico, tendo um átomo quantizado interagindo com um
campo de luz quantizado, isso nos dará uma descrição completa de uma luz encarada com
a mecânica quântica interagindo com um átomo também descrito pela mecânica quântica.

Este capítulo também é necessário por uma segunda razão: traçar as origens
do modelo de Rabi quântico, jogando luz também em seu modelo antecessor sendo este o
de Jaynes-Cummings, que é também de grande importância para nossa pesquisa.

3.2 O ÁTOMO DE DOIS NÍVEIS

Tendo em mente que futuramente neste trabalho iremos estudar o hamiltoniano
de Rabi quântico extensivamente, é importante mencionar que nesse sistema o campo
de luz interage com um átomo de dois níveis. Primeiramente, nota-se que já que temos
um átomo composto por níveis de energia (quantizado), temos então um átomo que tem
apenas os primeiros dois níveis inciais de energia |1y ; |2y com energias E1 “ ⊋w1; E2 “ ⊋w2.
Isso pode ser observado na esquematização do átomo encontrado na Figura 2:
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Figura 2 – Esquematização simples do átomo de dois níveis.

Também temos (exemplificado na Figura 2) que para excitar o nível atômico, é
necessário superar a energia E “ ⊋w12, onde a frequência pode ser determinada por uma
fórmula simples exibida em (3.1), onde n é o nível inicial e k o final,

wnk “ En ´ Ek

⊋ . (3.1)

Supondo que emitimos um campo de luz clássico nesse átomo agora determinado (onde
teremos então um modelo semiclássico do sistema), teremos o seguinte hamiltoniano que
descreve a interação luz-átomo (3.2) (SCULLY; ZUBAIRY, 1997) :

ĤI “ Ĥ0 ´ ⇁̂
d ¨ ⇁Eptq, (3.2)

que podemos separar (3.2) em duas partes: a energia da hamiltoniana atômica Ĥ0 e o
termo do campo da interação luz-átomo ⇁̂

d ¨ ⇁Eptq (na aproximação de dipolo clássico de um
campo). No último termo teremos então d que representa o momento dipolar clássico em
um campo elétrico

⇁d “ q⇁r, (3.3)

e ⇁Eptq representa o campo clássico da interação em (3.4):

⇁Eptq “ ⇁εE0cospwtq, (3.4)

onde temos que ⇁ε é um vetor de polarização, E0 a amplitude do campo estudado e w a
frequência do campo.

3.3 A FREQUÊNCIA DE RABI

Agora, vamos começar a emissão desse campo de luz no átomo de dois níveis,
qual é o resultado? Bom, para observamos a mudança do sistema ao longo do tempo,
precisamos fazer uma expansão geral da função de onda, no caso então do átomo de dois
níveis, a base é composta simplesmente pelos primeiros dois estados
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|#ptqy “ c1ptqe´iw1t
|1y ` c2ptqe´iw2t

|2y . (3.5)

Já que a equação (3.5) pode ser escrita dessa maneira pois a equação de onda pode ser
escrita através da superposição dos estados de energia |ny, como pode ser visto a seguir:

|#ptqy “
ÿ

n

cnptqe´iEn
⊋ |ny , (3.6)

onde cnptq representa a amplitude de cada nível representado pelo sistema. Logo, para
obtermos o comportamento do átomo, assim como a amplitude desses níveis variando
sobre o tempo em (3.5), precisamos encontrar sua variável derivada em função do tempo,
para isso devemos pegar nosso |#ptqy e substituí-lo na equação de Schrödinger dependente
do tempo (A.1) (assim como nosso hamiltoniano definido anteriormente). Como resultado
final, teremos as soluções (3.7) e (3.8) (o cálculo realizado detalhadamente, pode ser
analisado no Apêndice A)

9c1ptq “ i
d

ω
12E0
⊋ e

´iw21cospwtqc2ptq, (3.7)

9c2ptq “ i
d

ω
12E0
⊋ e

`iw21cospwtqc1ptq, (3.8)

d
ω
12 “ |1y ⇁̂

d ¨ ⇁ε x2| , (3.9)

onde o termo d
ω
12 é o elemento de matriz de dipolo que nos diz o quão forte é o acoplamento

entre os dois estados. Em outras palavras, ele diz qual é o valor esperado do operador
de dipolo projetado sob o vetor de polarização do nosso campo de luz, como definido
em (3.9). Finalmente, nota-se a repetição do termo d

ω
12E0
⊋ , que além das equações (3.7)

e (3.8), é repetido além de diversas outras equações muito importantes, dessa maneira
vamos transformar este termo em uma nova variável $0 chamada de "frequência de Rabi",
definida por

$0 “ d
ω
12E0
⊋ . (3.10)

Logo, podemos substituir a variável da equação (3.10), nas equações (3.7) e
(3.8), substituindo também o termo cospwtq de acordo com a fórmula de Euler para
escrevê-lo de uma forma exponencial, dada pela igualdade

cospwtq “ 1
2peiwt ` e

´iwtq.
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Onde temos então como resultado final

9c1ptq “ i
$0
2 peipw´w21qt ` e

´ipw`w21qtqc2ptq, (3.11)

9c2ptq “ i
$0
2 peipw´w21qt ` e

´ipw`w21qtqc1ptq, (3.12)

que descrevem então a taxa com a qual os estados oscilam quando ligamos um campo de
luz no modelo semiclássico.

3.4 HAMILTONIANO DE JAYNES-CUMMINGS

Agora, vamos estudar o caso de um único modo de campo de radiação eletro-
magnética interagindo com um átomo quantizado impondo uma aproximação de onda
girante (que será definida mais detalhadamente na seção 3.5 ). O hamiltoniano desse
modelo ressonante (⊋ “ 1) é (JAYNES; CUMMINGS, 1963):

HJC “ ⊋ωa
:
a ` ⊋ω21σ̂

:
σ̂ ` ⊋g0paσ` ` a

:
σ´q, (3.13)

sendo ω a frequência do modo do ressonador e também da transição atômica, g0 o
acoplamento entre átomo e ressonador (que será explorado mais detalhadamente na
próxima seção), a e a

:, respectivamente, o operador aniquilação e o operador criação do
modo do ressonador, enquanto σ´ e σ` sendo os operadores abaixamento e levantamento
atômico, com σz “ σ`σ´ ´ σ´σ`. Percebe-se ainda na equação (3.13) que temos um termo
em que temos uma excitação de nível a custo de um fóton (aσ`) e uma reemissão de um
fóton com a diminuição de um nível atômico (a:

σ´). Nota-se, além do mais, que esta
equação é composta por três termos que descrevem os sistemas que compõem essa imagem
geral. Estas podem ser decompostas no hamiltoniano de interação do átomo ⊋w21σ̂

:
σ̂, o

hamiltoniano do campo de radiação eletromagnética ⊋wâ
:
â e o hamiltoniano de interação

átomo-campo ⊋gpâ:
σ̂ ` âσ̂

:q (JAYNES; CUMMINGS, 1963).

Logo, podemos concluir que em um sistema ideal, onde o hamiltoniano de
Jaynes-Cummings não considera nenhuma perda de energia, temos um comportamento
constante de um fóton absorvido (onde ocorre uma excitação de um nível no átomo),
seguido da emissão de um fóton com a mesma frequência. Essa situação pode ser simulada
de maneira em que podemos de acordo com a oscilação do sistema encontrar a probabilidade
de observarmos o átomo no estado excitado " σ`σ´ ! e a probabilidade do número de
fótons " a

:
a !. Essa simulação é exibida na Figura 3 e pode ser estudada no Apêndice B

(JOHANSSON; NATION; NORI, 2013).

Contudo, nota-se que podemos fazer uma análise muito mais precisa utilizando
a dissipação total do sistema pelo formalismo da equação mestra. Para isso teremos que
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Figura 3 – Evolução temporal para o número médio de fótons e para a probabilidade de
encontrar o átomo no estado excitado no modelo do Hamiltoniano de Jaynes-
Cummings, considerando dois estados iniciais |e, 0y (painel superior) e |g, 1y
(painel inferior).

levar em conta uma nova dinâmica do sistema que não só calcula o hamiltoniano do
sistema, mas também a sua dissipação. Nesse caso, a dinâmica do sistema é governada pela
seguinte equação mestra na forma de Lindblad, na representação de interação (BREUER;
PETRUCCIONE, 2002)

9▷ “ ´irH, ▷s `
ÿ

n

1
2p2Cn▷Cn

: ´ ▷Cn
:
Cn ´ Cn

:
Cn▷q, (3.14)

H “ ▷paσ` ` a
:
σ´q, (3.15)

onde H na representação de interação é definido por (3.15) e Cn são os diferentes operadores
de colapso do sistema e ▷ descreve a matriz densidade do sistema. No nosso caso temos
C1 “

?
2ϑa, sendo ϑ a taxa de decaimento da amplitude do campo intracavidade, C2 “?

2◁σ´, sendo ◁ a taxa de decaimento da polarização atômica e C3 “ ?
◁εσz, em que ◁ε

é a taxa de decaimento da defasagem atômica. Considerando o estado inicial |g, 1y, e os
parâmetros g “ ϑ e ◁ “ ◁ε “ ϑ, obteve-se a evolução temporal ilustrada na Figura 4, e
a sua simulação pode ser estudada mais profundamente no Apêndice C (JOHANSSON;
NATION; NORI, 2013):

3.5 A APROXIMAÇÃO DE ONDA GIRANTE E O MODELO DE RABI QUÂNTICO

Há 88 anos atrás, Rabi (FERMI, 1936) introduziu um modelo para solucionar
uma rápida variância de um campo magnético fraco de um átomo orientado possuindo um
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Figura 4 – Evolução temporal dos mesmos valores esperados considerados na Figura 3,
porém considerando efeitos dissipativos.

spin nuclear. Sendo o átomo quantizado interagindo com um campo clássico rotacional.
Jaynes e Cummings (JAYNES; CUMMINGS, 1963) introduziram então um modelo
quântico similar descrevendo um átomo de dois níveis interagindo com um modo quantizado
em uma cavidade óptica. O objetivo inicial destes cientistas era estudar o modelo quântico
e então relacioná-lo com o modelo semi-clássico, contudo percebeu-se que o modelo de
Rabi quântico não era possível de ser solucionado. Para resolvê-lo, uma aproximação foi
necessária, esta é chamada da "aproximação de onda girante"e nela o termo contra-girante
do modelo inicial é ignorado. Esta aproximação define o que hoje é conhecido como o
modelo de Jaynes-Cummings e na verdade é uma aproximação muito válida quando
estamos lidando com acoplamentos perturbativos perantes as energias livres do átomo e
do campo (o que era o padrão para os experimentos realizados).

Eventualmente, com o aumento dos valores experimentais alcançados para o
acoplamento luz-matéria, como em resultados relatados pela utilização de osciladores-qubits
supercondutores (KIRCHMAIR et al., 2017; GIRVIN et al., 2017), essas aproximações
não são mais válidas e o termo contra-girante não deve ser mais ignorado. Dessa maneira,
se torna necessário utilizar o modelo de Rabi quântico, um modelo que foi de fato
resolvido por Braak em 2011 (CASANOVA et al., 2011; ASPELMEYER; KIPPENBERG;
MARQUARDT, 2013). Em seu trabalho, Braak apresenta que é possível ter uma solução
analítica para o modelo no espaço Bargmann-Fock de funções analíticas (COLES et al.,
2017).
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3.6 ELETRODINÂMICA QUÂNTICA DE CAVIDADES

Até agora, foi apenas mencionado nesse trabalho que todas as dinâmicas
descritas até agora se passam em uma "cavidade/ressonador"indefinida até o momento,
então vamos defini-la nessa subseção,

Nos voltando brevemente para o hamiltoniano de interação do modelo que
utiliza a aproximação de onda girante (que descreve a interação do campo eletromagnético
com o átomo),

ĤI “ ⊋gpâ:
σ̂ ` âσ̂

:q, (3.16)

onde g descreve a força de acoplamento definido pela seguinte equação (3.17):

g “
c

⊋w

2ε0V
⇁d12 ¨ ε. (3.17)

Assim, nota-se que seria ideal para nossos experimentos se e a cavidade pudesse
atingir uma grande janela de valores possíveis de g, vendo então que o valor dele depende
diretamente do inverso da raiz quadrada do volume V , percebe-se que o volume da nossa
cavidade precisa ser o menor possível. Além do mais, seria importante também reter o
máximo de energia possível dentro da cavidade, evitando a perda por dissipação, para isso
vamos confinar o átomo e o campo de luz entre espelhos (já idealmente muito próximos
um do outro) para que os fótons possam interagir diversas vezes com o átomo na cavidade.
Dessa maneira, quanto mais ideal forem nossas condições, menor será o decaimento de
energia e maior o valor de g encontrado no nosso sistema. Um esquema deste sistema é
exibido na Figura 5.

Figura 5 – Esboço de um sistema eletrodinâmico quântico de cavidade com um único
átomo de dois níveis (qubit). Retirado a partir do artigo Ultrastrong coupling

between light and matter (MITRA; ZUPA; GARCíA, 2018).
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3.7 REGRA DE SELEÇÃO PARA TRANSIÇÃO DE ELÉTRONS

Um conceito que deve ser explicado mais precisamente são as regras de seleção
que comandam as transições de níveis realizadas pelos elétrons no átomo. Se um fóton
de uma frequência suficientemente alta é absorvido por um elétron e este é excitado para
um nível maior de energia, ele eventualmente decairá para seu nível inicial reemitindo
um fóton de uma determinada frequência. Contudo, esses elétrons possuem caminhos de
transições mais prováveis que outros, esses caminhos de transições são denominados de
"transições permitidas"e "transições proibidas".

Logo, na mecânica quântica temos duas regras de seleção que determinam estas
transições:

• A primeira regra nos diz que a mudança dos números quânticos orbitais l (do estado
inicial e do suposto excitado) deve ser ”l “ ˘1

• A segunda regra nos diz que a mudança dos números quânticos magnéticos nl (do
estado inicial e do suposto estado excitado) deve ser ”nl “ 0, ˘1

Essas regras impedem algumas transições do tipo 2p
3 Ñ 2p

2 de acontecer e
então permite transições do tipo 2p Ñ 2s (EISBERG; RESNICK, 1979; SHANKAR, 2012;
FREEMAN; BUCKSBAUM, 1985).
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4 SIMULAÇÃO DO SISTEMA

Ao longo deste projeto, devido ao enorme custo de equipamento necessário para
realizar experimentos no campo da eletrodinâmica quântica, o trabalho realizado neste
documento é teórico e baseado em simulações redigidas com a linguagem de programação
Python (FOUNDATION, 2024). Dessa maneira, nessa seção será discorrido sobre as
ferramentas computacionais utilizadas nesse projeto.

4.1 QUTIP

O "Quantum Toolbox in Python", conhecido também como QuTiP, é um
software Open-Source gratuito utilizado para simular dinâmicas de sistemas quânticos
abertos. A ideia do pacote foi inicialmente sugerido pelo estudante de doutorado Paul
Nation, que irritado ao utilizar o pacote de óptica quântica do MATLAB, resolveu
escrever um segundo software em Python com seu colega Robert Johansson (JOHANSSON;
NATION; NORI, 2012). A biblioteca do sistema depende de alguns sistemas também
muito populares em Python como o Numpy e o Scipy colabora com outros excelentes
pacotes como o Matplotlib. Além do mais, ele pode ser utilizado em todos os sistemas
operacionais comumente utilizados como Linux, Mac OSX e Windows.

Sua grande gama de simulações numéricas e variedade de hamiltonianas que
podem ser facilmente acessadas graças à ajuda de um manual de usuário ("Quantum

Toolbox in Python Documentation") (JOHANSSON; NATION; NORI, 2013) atualizado
frequentemente, torna este pacote extremamente útil para realizarmos diversas contas,
gráficos e simulações de extrema importância para este trabalho.
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5 EXPLORANDO O MODELO DE RABI QUÂNTICO

5.1 O REGIME ULTRAFORTE

Primeiramente, o parâmetro ε “ g

w0
(a força de acoplamento dividida pela

frequência de transição) é usado para quantificar os regimes de acoplamento para o sistema
de cavidades eletrodinâmicos quânticos. Normalmente nesses experimentos são encontrados
valores baixos como ε # 0.1, que se comportam de acordo com o modelo da aproximação
de onda girante.

Em 2009, experimentos envolvendo microcavidades (KOCH et al., 2009) conse-
guiram alcançar valores ε « 0.11, dando início a uma terceira revolução nas chamadas
"forças de acoplamento ultraforte", onde a força de acoplamento g passa a ser da ordem
da energia livre do sistema. E dessa maneira, diferentes sistemas conseguiram chegar em
valores de ε “ 1.83 utilizando cristais de nanopartículas plasmônicas, com o potencial de
chegarem até à ε “ 2.2 (NORI; YOSHIHARA; ASHHAB, 2019).

5.2 A DINÂMICA DO MODELO DE RABI QUÂNTICO

Utilizando então todo o contexto teórico dos capítulos anteriores, podemos
começar a analisar o hamiltoniano de Rabi quântico. Sua dinâmica é dada pela equação
(5.2) (BREUER; PETRUCCIONE, 2002), com seu hamiltoniano no gauge de dipolo sendo
definido em (5.1) (BEAUDOIN; GAMBETTA; BLAIS, 2011; SALMON et al., 2022b)
(ROSSATTO et al., 2017b; FORN-DÍAZ et al., 2019; KOCKUM et al., 2019)

HR “ ωa
:
a ` ω

2 σz ` g0pa ` a
:qσx, (5.1)

9▷t “ ´irHRs ` Lc,ϑt ` La,ϑt , (5.2)

onde o lindblidiano Lc se refere ao canal dissipativo acoplado a cavidade e La ao do átomo
do sistema. Ambos são definidos em (5.3)

Lc,a▷t “
ÿ

j,k!j

!kj
c,a

2 p2 |jy xk| ▷t |ky xj| ´ |ky xk| ▷t ´ ▷t |ky xk|q. (5.3)

Onde nota-se também em (5.3) que cada canal dissipativo possui uma taxa
que são definidas por (5.4) e (5.5),
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!kj
c “ ϑ

”kj

ωc
| xj| ipa: ´ aq |jy |2, (5.4)

!kj
a “ ◁

”kj

ωq
| xj| σx |jy |2, (5.5)

sendo ”kj “ ωk ´ ωj a frequência de transição de estado |ky Ñ |jy, bem como também as
taxas de decaimento ϑ e ◁ do ressonador e do átomo quando desacoplados, respectivamente.

5.2.1 O problema da utilização do Gauge de Dipolo

Na maioria dos artigos e livros bibliográficos, o hamiltoniano de Rabi é exibido
de acordo com o gauge de dipolo como foi exibido aqui em (5.1). Contudo, tendo em
mente que estamos lidando nesta pesquisa com um acoplamento ultraforte, muitas das
dinâmicas convencionais utilizadas com outros acoplamentos não são mais aplicáveis, e
no caso do "ponto de vista"do gauge de dipolo, quando calculamos a dinâmica mestra do
sistema, esta quebra a invariância das equações Maxwell-Schrhödinger intrissincamente
ligadas a dinâmica dissipativa do sistema.

Logo, para prosseguir, será necessário converter o hamiltoniano visto para o
gauge de Coulomb,

HR “ ωca
:
a ` ωq

2
`
σz cos r2εpa ` a

:qs ` σysenr2εpa ` a
:qs

˘
. (5.6)

5.3 O MODELO DE RABI NO ACOPLAMENTO ULTRAFORTE

Todos os códigos das simulações apresentadas a seguir nestas subseções podem
ser analisados no Apêndice D.

5.3.1 Espectro de energia / Decaimentos

Utilizando as equações vistas até agora, podemos calcular o espectro de energia
de (5.6) ressonante (ωq “ ωc), conforme Figura 6. Nota-se que os níveis |2y e |3y do sistema
acabam se cruzando para um valor de acoplamento crítico (εc « 0.45). Dadas as regras
de seleção para a transição induzida por dipolo entre os autoestados do sistema a partir
de um campo de prova externo e considerando que o sistema absorva inicialmente um
fóton pela transição |0y Ñ |2y, tem-se que o sistema reemitirá um fóton com a mesma
frequência do fóton absorvido quando ε0 " εc (quando ainda não atingimos o cruzamento
que acontece em εc). Já para ε0 ! εc (depois de atingir o cruzamento), pode haver dois
processos distintos: ou ocorre o mesmo efeito anterior ou o sistema emitirá três fótons em
cascata (|2y Ñ |3y Ñ |1y Ñ |0y).
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Esse decaimento em cascata ocorre pois ao invés de termos um decaimento de
|2y Ñ |0y, temos uma probabilidade devido a frequência do campo e do átomo do sistema
que o fóton caia do estado |2y Ñ |3y, tendo em mente que o acoplamento ultraforte realiza
uma troca entre esses estados, permitindo este decaimento. A partir desse ponto, dado a
regra de seleção de dipolo, só restará como opção do fóton no estado |3y cair para o estado
|1y e então para o |0y. Logo, esses três fótons são emitidos em momentos diferentes, com
frequências diferentes, mas sempre serão emitidos desde que |2y Ñ |3y.

Figura 6 – Espectro de energia do modelo de Rabi ressonante em função de ε “ g0{ωc.
Excitanto a transição |0y Ñ |2y, as setas indicam os possíveis processos de
emissões de fótons pelo sistema quando ε " εc e ε ! εc, sendo εc « 0.4.

5.3.2 Frequências de transição

Tendo em mente os dois possíveis decaimentos: Primeiro o decaimento com a
reemissão de um único fóton com frequência ”20; E o segundo com a reemissão de três
fótons em cascata, que tem frequências específicas e muito menores que o primeiro caso,
pois as três em conjunto se equivalem à frequência do único fóton reemitido no primeiro
caso, como exibe a Figura 7.

5.3.3 Taxas de transição

O gráfico das taxas de transição, localizada na Figura 8, talvez seja a simulação
mais importante deste trabalho, é utilizando essa simulação que podemos observar as
probabilidades de emissão de cada fóton, observando qual é o caminho mais provável que
o decaimento pode ter.

Assumindo ϑ " ◁, asseguramos que, quando o sistema absorver um fóton, este
transmita-o através do ressonador, canalizando-o em um modo espacial bem definido.
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Figura 7 – Frequências de transição em função de ε.

Nesse cenário, calculou-se a taxa de transição !kj
c , a qual explicita qual processo de emissão

(direto ou em cascata) será dominante quando ε ! εc:

Figura 8 – Taxas de transição !jk
c {ϑ em função de ε.

Conforme mostrado na Figura 8, observa-se que, dentre as taxas observadas,
temos uma maior probabilidade no momento para a ocorrência da emissão de apenas um
único fóton pelo sistema, pois !20

c ! !32
c para qualquer valor de ε. Mas nota-se que mesmo

nesse caso ressonante com pouca interferência das frequências temos ainda uma chance
considerável de obter um decaimento em cascata, demonstrado pela curva !32

c .
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Figura 9 – (a) Espectro de energia do modelo de Rabi ressonante (ωq “ ωc) em função de
ε “ g0{ωc. (b) Frequências dos fótons emitidos devido a cada transição, ”kj{ϑ,
em função de ε. (c) Taxas de transição espontânea entre os autoestados, !kj

c {ϑ,
em função de ε.

5.4 O MODELO DE RABI NÃO RESSONANTE NO ACOPLAMENTO ULTRAFORTE

Depois desses resultados, foi pesquisado de que maneira poderíamos aumentar
o valor da taxa de transição que permite o decaimento em cascata. Dessa maneira, uma
técnica que se demonstrou muito efetiva foi alterar as frequências da cavidade e do átomo,
modificando o sistema para um não-ressonante (wq ‰ wc). Contudo, restringimo-nos ao
intervalo 0 # ωq " 2ωc, já que, para ωq $ 2ωc, não há mais cruzamento entre os estados
|2y e |3y, de modo que emissões multifotônicas seriam esperadas para qualquer regime de
acoplamento.

Nos casos em que ωq # ωc, obtém-se que, quanto menor a razão ωq{ωc, mais
dominante ainda se torna o processo de reemissão do fóton absorvido. Por exemplo, a
Fig. 10 mostra as mesmas figuras de mérito da Fig. 9, porém para o caso em que ωq “ 0.5ωc.
Da Fig. 10(c) observa-se que !20

c " !32
c para qualquer valor de ε, mostrando uma maior

dominância do processo de reemissão direta em comparação com o caso ressonante.

Por outro lado, quando ωq ! ωc, o sistema começa a apresentar a resposta
oposta em certos intervalos de acoplamento, isto é, o processo de emissão de três fótons
em cascata se torna dominante perante o de reemissão direta, tornando-se cada vez mais
dominante nessas regiões à medida que ωq Ñ 2ωc. Esse comportamento é exemplificado
nas Figs. 11 e 12, as quais ilustram as mesmas figuras de mérito que o caso ressonante
(Fig. 9), porém considerando ωq “ 1.5ωc e ωq “ 1.99ωc, respectivamente.

Embora o cruzamento entre os autoestados |2y e |3y ocorra para valores cada
vez menores de ε à medida que ωq Ñ 2ωc, tem-se que o processo de emissão em cascata
sempre se torna dominante somente no regime de acoplamento ultraforte e extremamente
forte.
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Figura 10 – (a) Espectro de energia do modelo de Rabi não ressonante (ωq “ 0.5ωc) em
função de ε “ g0{ωc. (b) Frequências dos fótons emitidos devido a cada
transição, ”kj{ϑ, em função de ε. (c) Taxas de transição espontânea entre os
autoestados, !kj

c {ϑ, em função de ε.

Figura 11 – (a) Espectro de energia do modelo de Rabi não ressonante (ωq “ 1.5ωc) em
função de ε “ g0{ωc. (b) Frequências dos fótons emitidos devido a cada
transição, ”kj{ϑ, em função de ε. (c) Taxas de transição espontânea entre os
autoestados, !kj

c {ϑ, em função de ε.
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Figura 12 – (a) Espectro de energia do modelo de Rabi não ressonante (ωq “ 1.99ωc)
em função de ε “ g0{ωc. (b) Frequências dos fótons emitidos devido a cada
transição, ”kj{ϑ, em função de ε. (c) Taxas de transição espontânea entre os
autoestados, !kj

c {ϑ, em função de ε.
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6 CONCLUSÃO

Neste projeto, investigamos o espectro de emissão do modelo de Rabi no regime
de acoplamento ultraforte e extremamente forte para o caso em que o sistema é inicialmente
preparado no segundo estado excitado (do ponto de vista de baixo valor de acoplamento
átomo-campo – ε ! 1). Devido a um cruzamento entre o segundo e o terceiro nível excitado,
surge a possibilidade de que um fóton absorvido pelo sistema seja não só reemitido, mas
seja convertido em três emitidos espontaneamente em cascata. Enquanto que o processo
de reemissão direta é sempre dominante quando a frequência do átomo (ωq) é menor que a
da cavidade (ωc), mostramos que o processo de emissão em cascata se torna dominante em
certos intervalos de acoplamento ultraforte e extremamente forte quando ωq ! ωc. Dessa
forma, para certas regiões de acoplamento, o espectro de emissão do sistema se altera
drasticamente dependendo se a dessintonia entre átomo e campo é positiva ou negativa.
Nossos resultados apresentam mais uma característica peculiar do espectro de emissão do
modelo de Rabi no regime de acoplamento ultraforte e extremamente forte, diferente das já
investigadas na literatura (RIDOLFO et al., 2012; RIDOLFO; SAVASTA; HARTMANN,
2013; SANCHEZ-BURILLO et al., 2014; BOITÉ et al., 2016; YOSHIHARA et al., 2017;
MAGAZZÙ; GRIFONI, 2019; MAGAZZÙ; FORN-DÍAZ; GRIFONI, 2021), auxiliando
ainda mais na compreensão desse tópico e abrindo caminho para novas aplicações desses
sistemas ultrafortemente acoplados, como conversores de fótons ou mesmo a construção
de uma fonte anunciada de fótons.
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APÊNDICE A – CÁLCULO DAS DERIVADAS DAS AMPLITUDES c1ptq
E c2ptq

Tendo primeiramente que temos as superposições

|#ptqy “
ÿ

n

cnptqe´iwnt
|ny ,

vamos substituí-la na equação de Schrödinger dependente do tempo :

i⊋B#px, tq
Bt

“ Ĥ#px, tq. (A.1)

Assim, tendo também que:

Ĥ0 |ny “ En |ny ,

Teremos

i⊋
ÿ

n

t 9cne
´iEn

t
⊋ |ny ´ iEn

⊋ cne
´iEnt t

⊋ |nyu “
ÿ

n

tcne
´iEn

t
⊋ En |ny ` cne

´iEnt t

⊋ĤI |nyu.

Simplificando a equação teremos:

i⊋
ÿ

n

9cne
´iEn

t
⊋ |ny “

ÿ

n

cne
´iEn

t
⊋ ĤI |ny ,

onde podemos multiplicar os dois lados da equação por xk|, e então tendo que o resultado
do produto xk|ny “ 0kn:

i⊋ 9cke
´iEk

t
⊋ “

ÿ

n

cnptqe´iEn
t
⊋ xk| ĤIptq |ny .

Onde finalmente teremos como resultado:

i⊋ 9ck “
ÿ

n

cnptqe´iEnk
t
⊋0kn,

Tendo que HI é a hamiltoniana de interação, Enk “ En ´ Ek e que 0kn representa a força
de acoplamento desses estados.
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APÊNDICE B – CÓDIGO DA SIMULAÇÃO DA EVOLUÇÃO
TEMPORAL DA HAMILTONIANA DE JAYNES CUMMINGS SEM

EFEITOS DISSIPATIVOS

#importando pacotes
from qutip import *
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

plt.rcParams[’text.usetex’] = True
#como ja está implicito no código inteiro que todos w=1, falta adequar o valor
de N

N=10
w=1

a = tensor(qeye(2), destroy(N))

sm = tensor(sigmam(), qeye(N))
sz = tensor(sigmaz(), qeye(N))

#nota-se que segue a hamiltoniana de jaynes-cummings com wc=wq=w=1, que faz com
que seja só g=0.5

g = 1

Hjc = (g/w)*(a.dag()*sm + a*sm.dag())

#definindo agora a quantidade de valores e os limites dos valores do tempo

times = np.linspace(0.0, 10.0, 80)

#em um primeiro caso, temos o estado excitado com o fóton absorvido

psi0 = tensor(basis(2,0),basis(N,0))

#neste segundo caso, temos o fóton em evidência e não é possível observar o estado
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psi1 = tensor(basis(2,1),basis(N,1))

#obtendo agora os resultados por sesolve

result0 = sesolve(Hjc, psi0, times, [a.dag()*a, sm.dag()*sm])

result1 = sesolve(Hjc, psi1, times, [a.dag()*a, sm.dag()*sm])

#começamos agora a montar o gráfico da solução de psi0

fig = plt.figure(figsize=(12, 6), dpi=300)
gs = fig.add_gridspec(2, hspace=0.4)
ax = gs.subplots(sharex=True, sharey=True)
ax[0].plot(result0.times, result0.expect[0])
ax[0].plot(result0.times, result0.expect[1])
ax[0].set_xlabel(’$g_0t$’, fontsize=17)
ax[0].set_ylabel(’Valores esperados’, fontsize=17)
ax[0].legend((’$<a^\dagger a>$’, ’$<\sigma_{-}^\dagger \sigma_{-}>$’), loc=1,
fontsize=17)
ax[0].tick_params(axis=’y’, labelsize=15)
ax[0].tick_params(axis=’x’, labelsize=15)

ax[1].plot(result1.times, result1.expect[0])
ax[1].plot(result1.times, result1.expect[1])
ax[1].set_xlabel(’$g_0t$’, fontsize=17)
ax[1].set_ylabel(’Valores esperados’, fontsize=17)
ax[1].tick_params(axis=’x’, labelsize=15)
ax[1].tick_params(axis=’y’, labelsize=15)

plt.show()
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APÊNDICE C – CÓDIGO DA SIMULAÇÃO DA EVOLUÇÃO
TEMPORAL DA HAMILTONIANA DE JAYNES CUMMINGS

CONSIDERANDO OS EFEITOS DISSIPATIVOS

#importando pacotes
from qutip import *
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
from sympy.interactive import printing
printing.init_printing(use_latex = True)

#defini-se os valores iniciais
N=10
w=1

a = tensor(qeye(2), destroy(N))

sm = tensor(sigmam(), qeye(N))
sz = tensor(sigmaz(), qeye(N))

#força de acoplamento aqui definida como
g = 1

#hamiltoniano de interação com os ajustes necessários
Hjc = (g/w)*(a.dag()*sm + a*sm.dag())

#definindo os valores e o passo da variação do tempo para o gráfico
times = np.linspace(0, 50, 1000)

#definindo psi0
psi0 = tensor(basis(2,1),basis(N,1))

#Calculando a dinâmica total do sistema
result = mesolve(Hjc, psi0, times, [np.sqrt(0.1*g)*a, np.sqrt(0.1*g)*sm], [a.dag()*a, sm.dag()*sm])

#começa o plot da figura, nota-se que foi definida o tamanho
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fig, ax = plt.subplots(figsize=(12, 6), dpi=300)

#ajustando a figura plotada
ax.plot(result.times, result.expect[0])
ax.plot(result.times, result.expect[1])
ax.set_xlabel(’$g_0 t$’, fontsize=17)
ax.set_ylabel(’Valores esperados’, fontsize=17)

#criando a legenda utilizando latex e definindo a sua posição no gráfico
ax.legend((’$<a^{\dagger}a>$’, ’$<\sigma_-^{\dagger}\sigma_->$’), loc=1, fontsize=15)
ax.tick_params(axis=’x’, labelsize=15)
ax.tick_params(axis=’y’, labelsize=15)

plt.show()
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APÊNDICE D – CÓDIGO DA COMPARAÇÃO ENTRE O ESPECTRO
DE ENERGIA, A FREQUÊNCIA DOS FÓTONS EMITIDOS E AS TAXAS

DE TRANSIÇÃO

#importando pacotes:

from qutip import *
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
import datetime
from sympy.interactive import printing

#permitindo o uso de LaTeX:

plt.rcParams[’text.usetex’] = True

#começando a contar o tempo para saber a eficiência do código (caso necessário):
startTime = datetime.datetime.now()

#começamos escrevendo as características básicas do sistema

#Número de estados de fock
N =25

a = tensor(qeye(2), destroy(N))

sy = tensor(sigmay(), qeye(N))
sz = tensor(sigmaz(), qeye(N))
sx = tensor(sigmax(), qeye(N))

#frequencias que serão utilizadas (aqui, temos o caso mais satisfatório):
wc = 1
wq= 1.99

#criando variáveis que serão utilizadas em branco para evitar lixo nelas

x = []
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eta = 0

V = []

auto0 = []
auto1 = []
auto2 = []
auto3 = []

dif10 =[]
dif20 =[]
dif31=[]
dif32=[]

tax10 = []
tax20 = []
tax31 = []
tax32 = []

X10 = []
X20 = []
X31 = []
X32 = []

freq10 = []
freq20 = []
freq31 = []
freq32 = []

res10 = []
res20 = []
res31 = []
res32 = []

test = []

#determinando o valor de eta, nota-se que não começa em zero:
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x = np.linspace(0.0001, 3, 300)

#X1 = 1j*(a.dag() - a), pouco satisfatório
X1 = (a + a.dag()) #satisfatório

#aqui é feito a função paridade:

Par = -sz*(1j*np.pi*(a.dag())*a).expm();

#colocamos que eta são os valores definidos por x,
e então passaremos cada um dos cálculos a seguir
por cada valor de eta:

for eta in x:

#calcula-se primeiro a "parte do cosseno" da hamiltoniana e depois a do seno:

cosseno = (2*eta*(a+a.dag())).cosm()

senao = (2*eta*(a+a.dag())).sinm()

H = wc*a.dag()*a + (wq/2)*(sz*cossenao + sy*senao)

#armazena o autoestado da hamiltoniana de
cada um valor dos valores de eta na variável V:

V = H.eigenstates()

#checa a paridade para cada um dos autovetores criados:

P = expect(Par, V[1]).real

#aqui, é determinado que somente depois do cruzamento, se a paridade não
for satisfeita, os valores dos autoestados 2 e 3 trocam entre sí:

P2 = ((1j)**2).real

if abs(P2 - P[2]) >= 1e-8:
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aux1 = V[0][2];
V[0][2] = V[0][3];
V[0][3] = aux1;

aux2 = V[1][2];
V[1][2] = V[1][3];
V[1][3] = aux2;

#antes do cruzamento, se eta é de fato menor que 0.4 o código roda normalmente

#Obtendo os valores dos primeiros 4 autoestados:

auto0.append(V[0][0])
auto1.append(V[0][1])
auto2.append(V[0][2])
auto3.append(V[0][3])

#Obtendo as frequências dos fótons emitidos a partir dos autoestados:
freq10 = V[0][1] - V[0][0]
freq20 = V[0][2] - V[0][0]
freq31 = V[0][3] - V[0][1]
freq32 = abs(V[0][3] - V[0][2])

dif10.append( freq10 )
dif20.append( freq20 )
dif31.append( freq31 )
dif32.append( freq32 )

#Obtendo as taxas de transição:
X10 = (abs( X1.matrix_element(V[1][0], V[1][1]) ))**2
X20 = (abs( X1.matrix_element(V[1][0], V[1][2]) ))**2
X31 = (abs( X1.matrix_element(V[1][1], V[1][3]) ))**2
X32 = (abs( X1.matrix_element(V[1][2], V[1][3]) ))**2

res10= ( freq10*X10)
res20= ( freq20*X20)
res31= ( freq31*X31)
res32= ( np.heaviside(freq32,0)*freq32*X32)
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tax10.append( (res10) )
tax20.append( (res20) )
tax31.append( (res31) )
tax32.append( (res32) )

#este endTime calcula a quantidade do tempo que demorou
para rodar o código até tal momento, no caso daqui
ele desconsidera o tempo para criar o gráfico

endTime = datetime.datetime.now()
print(f"Total runtime: {endTime - startTime}")
fig, axis = plt.subplots(1, 3, figsize=(11.69, 4), dpi=300)

# Altura ajustada para manter os gráficos quadrados

# Define o tamanho da fonte dos números (ticks) para 12
plt.rc(’font’, size=12)

# Ajuste dos ticks no eixo x para intervalos de 0.5
x_ticks = np.arange(0, 2.51, 0.5) # Marcas de 0.5 em 0.5
y_ticks_taxa = np.arange(0, 2.1, 0.5) # Ticks de -0.1 a 2.1 com passo de 0.5
y_ticks_dif = np.arange(0, 2.26, 0.5) # Ticks para o gráfico de diferenças

# Plot dos gráficos na disposição horizontal

#Este primeiro gráfico se trata sobre o espectro de energia

axis[0].plot(x, auto0)
axis[0].plot(x, auto1)
axis[0].plot(x, auto2)
axis[0].plot(x, auto3)
axis[0].set_ylim(-1, 1.7)
axis[0].set_xlim(0, 2.25)
axis[0].set_xticks(x_ticks)
axis[0].set_xlabel(’$ \eta_0$’, fontsize=12)
axis[0].set_ylabel(’$Energia / \hbar \omega_c$’, fontsize=12);

#O segundo gráfico a seguir é sobre a frequência dos fótons emitidos
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axis[1].plot(x, dif10)
axis[1].plot(x, dif20)
axis[1].plot(x, dif31)
axis[1].plot(x, dif32)
axis[1].legend((’$\Delta_{10}$’, ’$\Delta_{20}$’, ’$\Delta_{31}$’, ’$|\Delta_{32}|$’), loc=1, fontsize=12)
axis[1].set_ylim(-0.1, 2.25)
axis[1].set_xlim(0, 2.25)
axis[1].set_xticks(x_ticks)
axis[1].set_yticks(y_ticks_dif)
axis[1].set_xlabel(’$ \eta_0$’, fontsize=12);
axis[1].set_ylabel(’$Energia / \hbar \omega_c$’, fontsize=12);

#Este terceiro gráfico é sobre as taxas de transição

axis[2].plot(x, tax10)
axis[2].plot(x, tax20)
axis[2].plot(x, tax31)
axis[2].plot(x, tax32)
axis[2].legend((’$|1> \Rightarrow |0>$’, ’$|2> \Rightarrow |0>$’, ’$|3> \Rightarrow |1>$’, ’$|3> \Rightarrow |2>$’), loc=1, fontsize=10)
axis[2].set_xlim(0, 2.25)
axis[2].set_ylim(-0.1, 2.1)
axis[2].set_xticks(x_ticks)
axis[2].set_yticks(y_ticks_taxa)
axis[2].set_xlabel(’$ \eta_0$’, fontsize=12);
axis[2].set_ylabel(’$\Gamma_{kj} / \kappa$’, fontsize=12);

# Define o tamanho da fonte dos ticks
for ax in axis:

ax.tick_params(axis=’both’, labelsize=12)

# Ajustando as etiquetas "(a)", "(b)" e "(c)"
axis[0].text(-0.15, 1.05, ’(a)’, transform=axis[0].transAxes,
fontsize=14, va=’top’, ha=’right’)
axis[1].text(-0.1, 1.05, ’(b)’, transform=axis[1].transAxes,
fontsize=14, va=’top’, ha=’right’)
axis[2].text(-0.15, 1.05, ’(c)’, transform=axis[2].transAxes,
fontsize=14, va=’top’, ha=’right’)



55

# Ajusta o espaçamento entre os subplots para garantir que os gráficos
fiquem quadrados

plt.subplots_adjust(wspace=0.4)

plt.show()


