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Resumo

O proposito deste trabalho é abordar as ctubicas galoisianas as quais, pelo Teorema de
Kronecker-Weber, estao contidas em uma extensao ciclotomica Q((,), para algum n.

Estudamos a representacao geométrica do seu anel dos inteiros algébricos, que sao
reticulados de posto 3. Visando calcular a densidade de centro de tais reticulados, é necessario

o estudo do discriminante dessas ciibicas e a minimizagao da funcao trago.

Palavras-chave: Cubicas Galoisianas, Reticulados, Densidade de centro.



Abstract

The purpose of this work is to deal with the galoisian cubics which, by Kronecker-Weber
Theorem, are contained in a cyclotomic extension Q(¢,), for some n.

We study the geometric representation of their algebraic integer ring, which are lattices
with rank 3. For calculating the center density of these lattices, it is necessary to study the

discriminant of those cubics and the minimization of trace form.

Keywords: Galoisian cubic, Lattices, Center density.
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Apresentacao

Dé-se o nome de Empacotamento Esférico a distribuicao de esferas de mesmo raio no espago
Euclidiano de modo que duas a duas toquem-se no maximo em um ponto.

Um problema relacionado ao Empacotamento Esférico é o de distribuir esferas no espaco
de modo que elas ocupem a maior parte desse espaco, ou seja, que esta distribuicao tenha alta
densidade.

Em Paris, no ano de 1900, devido a importancia desta questao, Hilbert citou-a como sendo
o 18° dentre os 23 problemas relevantes para a matemaética, naquele século.

Diz-se que um Empacotamento é Reticulado, quando os centros destas esferas formam um
subgrupo discreto do R", ou seja, um reticulado.

Trocando-se esferas por laranjas, ou balas de canhao, e observando o modo como os feirantes
empilham as frutas, os centros destas formam um reticulado, chamado face-centered cubic (ou
fee).

Este empacotamento reticulado é considerado o mais denso em trés dimensoes, pois as
esferas ocupam 0, 7405 do espaco e nenhum outro empacotamento deste tipo, até o momento,
tem densidade maior.

Buscar um arranjo de esferas que tivesse alta densidade era um problema conhecido ha muito
tempo. No século 16, Walter Rayleigh propos esta questao ao seu assistente Thomas Harriot.
Naquela época Harriot estava interessado em Otica e correspondia-se sobre este assunto com
o astronomo alemao Kepler. Harriot forneceu a Kepler dados preciosos em oética, tentando
também persuadir Kepler com a idéia de que o mistério mais profundo da 6tica deveria ser
descoberto através dos atomos. Kepler era cético neste sentido, mas Harriot insistiu e ele cedeu.
Em 1611, Kepler escreveu um artigo que influenciou a cristalografia durante dois séculos. Na
discussao sobre o empacotamento esférico, ele construiu o empacotamento fcc e assegurou que
esse deveria ser o arranjo mais denso de bolas. Esta afirmacao tornou-se conhecida como a
conjectura de Kepler.

Segundo [16], em 1831 Gauss provou a conjectura de Kepler, mostrando que se todos os

centros das esferas de um empacotamento sao alinhadas ao longo dos pontos de um reticulado,
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entao tal empacotamento nao pode ser melhor do que o empacotamento fcc.

O problema do Empacotamento Esférico, o qual tem extensa conexao com a matematica e
suas aplicacoes, aparece também na quimica, na fisica, cristalografia e no "design" de codigos
para transmissao, armazenamento e recebimento de dados. Desde entao, muitas e diferentes
técnicas foram usadas para soluciona-lo. Algumas tém contribuido com soluc¢bes parciais, en-
tretanto, a questao continua esperando por uma resposta mais abrangente. Na matemaética,
tal problema é estudado na teoria dos grupos finitos, formas quadraticas, combinatoria e nos
métodos numéricos para o cdlculo de integrais.

Por volta de 1948, surgiu a idéia, pelo artigo de Claude Shannon, que o problema de en-
contrar empacotamentos esféricos densos em um dado espaco é equivalente a encontrar codigos
corretores de erro eficientes.

Muitas das técnicas desenvolvidas para se obter reticulados sao baseadas em codigos corre-
tores de erro e existe o chamado método algébrico, baseado na teoria algébrica dos niimeros, o
qual sera utilizado neste trabalho.

A relagao entre reticulados e a teoria algébrica dos ntimeros tém sido estudada por muitos
matemaéticos a partir de Minkowski. Neste trabalho sera descrito como alguns reticulados sao
obtidos a partir de ideais em corpos de ntmeros algébricos.

Um parametro associado ao empacotamento reticulado é a densidade de centro, a qual
envolve conceitos da Teoria Algébrica dos Niuimeros.

Devido a complexidade e importancia relevante dos resultados aqui abordados, este trabalho
tem como objetivo obter reticulados algébricos de posto 3 e buscar resultados explicitos para a
formula da densidade de centro de tais reticulados, usando a Teoria Algébrica dos Numeros.

No Capitulo 1, serdao introduzidos conceitos de elemento algébrico, extensoes algébricas,
corpos de nimeros, elemento inteiro algébrico, base integral, anel dos inteiros algébricos, discri-
minante de uma base, norma e traco de um elemento, norma de um ideal, discriminante de um
corpo, etc. Serd também apresentado o Lema de Kummer, que serd usado para decomposicao
de um ideal primo em uma extensao.

No Capitulo seguinte, serao apresentados uma base integral, o anel dos inteiros algébricos
e o discriminante de corpos quadraticos e ciclotomicos. Também seré feita a decomposicao de
um ideal primo numa extensao galoisiana e em relagao a este tipo de ideal serao apresentados o
grupo de decomposicao e o grupo de inércia. Neste capitulo serao definidos de empacotamento
esférico, empacotamento reticulado, raio de empacotamento e densidade de centro, bem como
descrito o método algébrico e a féormula para a densidade de centro.

No terceiro Capitulo, serao caracterizadas as ciubicas galoisianas, quanto a sua localizagao

e quantidade. Para desenvolver a féormula da densidade de centro dos reticulados algébricos,
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em extensoes ctlibicas galoisianas, sera estudado o raio de empacotamento, o discriminante do
corpo de nimeros envolvido e a norma de um ideal. O célculo desta ultima esté relacionado
com a teoria de decomposicao de ideais em uma extensao.

Nesse capitulo é usada uma técnica para calcular o discriminante de um corpo de niimeros,
sem o uso da base integral, envolvendo os caracteres de Dirichlet, os quais serao introduzidos
aqui. E importante ressaltar o interesse histérico em encontrar um corpo de nimeros com
discriminante minimo.

Encontrar a menor distancia do reticulado é equivalente a minimizar uma forma quadra-
tica oriunda da funcao traco. Esta ¢é positiva definida em n varidveis com entradas inteiras e
obedecendo as restricoes que caracterizam o ideal.

Finalizando o capitulo, sera feito o estudo das cubicas contidas em Q((,r), p primo, r > 1
e dados exemplos do calculo da densidade de centro de alguns reticulados algébricos de posto
3, obtidos tanto pela representacao geométrica do anel dos inteiros algébricos, quanto de ideais
deste anel.

E importante observar que o uso dos softwares MAPLE 7 e GAP, foram indispensaveis aos

calculos aqui desenvolvidos.



Capitulo 1

Corpos de Nimeros

O objetivo deste capitulo € introduzir conceitos que serao usados nos capitulos posteriores.
As demonstracoes serao apresentadas apenas quando mecessdrias a compreensao do trabalho.
Supée-se que o leitor tenha wm conhecimento razodvel de Algebra, que pode ser encontrado nas
referéncias ([5]) e ([7]).

Neste capitulo serd dada uma introducao sobre conceitos importantes da Teoria Algébrica
dos Numeros tais como elementos algébricos, inteiros e serd observada uma relacao entre eles.
Também serao wvistas definicoes relacionadas a um corpo de niumeros, por exemplo: anel dos
inteiros algébricos, discriminante de um corpo de nimeros, base integral, norma e traco de um
elemento.

Serd visto que o conjunto dos inteiros algébricos de um corpo de nimeros € um anel e um
Z-modulo livre e que todo ideal deste anel pode ser fatorado unicamente como produto de ideais
primos. Também serd mostrado como calcula-se a norma de um ideal para ser usada no terceiro

capitulo.

1.1 Elementos Algébricos sobre um Corpo

Seja K é um subcorpo do corpo L, diz-se que L é uma extensao do corpo K e denota-se
por L/K uma extensdo de corpos. A dimensao de L visto como espago vetorial sobre K é
chamado o grau de L sobre K e denotado por [L : K]. Diz-se que L/K é uma extensao finita
se [L : K] é finito.
Dados K C L corpos e a um elemento de L, o conjunto de todas as expressoes polinomiais
em « e coeficientes em K serd denotado por K[a].
Sejam R um anel e K um subcorpo de R. Um elemento o € R é chamado algébrico sobre

K se o ¢ uma raiz de algum polinémio nao nulo com coeficientes em K. Caso contrario « é dito



transcedente sobre K.
Exemplo 1.1.1 O elemento 2 + /=3 € algébrico em Q, pois € raiz do polindémio
X' —2X?% 449 € Q[X].

Uma extensao L/K é dita algébrica se todo elemento de L é algébrico sobre K e uma exten-
sao L/K é dita simples quando existe a € L tal que L = K(a) = {f(a)/g(a) : f(X), g(X) €
K[X] e g(a) # 0}

Sejam « € L algébrico sobre K e J = {p € K[X]||p(a) = 0}. J contém um tnico polinémio
monico, pg = 2" +a;x" 1 + ...+ a, de grau minimo : py é irredutivel sobre K e se o # 0, entao
a, # 0. O polindémio py definido acima é chamado polinomio minimal de « sobre K, e seu grau
¢ chamado de grau de a sobre K.

Para « algébrico tem-se o seguinte resultado:

Sejam L sobre K uma extensao e a € L, entao « é algébrico sobre K se, e somente se, K («)
¢ uma extensao finita de K. Neste caso, [K(«) : K| = dp, onde p é o polinomio minimal de «
sobre K e K(a) = K|a].

Uma extensao L de um corpo K é um fécho algébrico de K se, e somente se, L ¢ uma

extensao algébrica de K e L é um corpo algebricamente fechado.

Denota-se por A o conjunto de todos nimeros algébricos, o qual é corpo em virtude de:

Teorema 1.1.1 ([17], pag. 39) O conjunto A dos niimeros algébricos é um subcorpo de C.

Um corpo de nimeros é definido como sendo um subcorpo K de C tal que [K : Q] ¢ finito.
Isto implica que todo elemento de K é algébrico sobre Q e assim K C A. Se K é um corpo
de numeros entdao K = Q(aq,...,a,) para finitos nameros algébricos a, ..., a, (por exemplo

uma base para K como espagco vetorial sobre Q).

Teorema 1.1.2 ([17)], pag. 40) Seja K € um corpo de nimeros e 6 € K, entao K = Q(0),

para algum 0 algébrico.

Demonstracao: Como K é um corpo de nameros, K é infinito e visto que K é obtido de Q
pela adjunc¢ao de um numero finito de elementos, supoe-se K = Q(aq, ..., a,). A demonstracao
seré feita por indugao sobre n e ¢é suficiente provar que se K = K;(«, ) entao K = K;(0) para
algum 6, onde K; é um subcorpo de K. Sejam p e ¢ os polindmios minimais de « e 3 sobre K,

respectivamente, e suponha que sobre C estes fatorem-se como:

p(X) = (X—a1)...( X —ap)



onde toma-se a; = a e B = .
Por ([17], pag. 18) os o sdo distintos, como também sao os (3;. Assim, para cada i e cada

k # 1, existe no minimo um elemento x € K, tal que
o; + SEﬂk = + SBﬁl.

Se existem somente algumas destas equacoes, escolhe-se ¢ # 0 em K, diferente de qualquer

um destes z's, e entdo
@i + B # an + b,
paral <i<n, 2 <k <m. Seja
0=a+cp.
Afirmagao: K;(0) = Ki(a, (). De fato, tem-se que K;(0) C K;(«, [3) e é suficiente provar
que B € K1(0) se a« =0 — ¢f3. Agora, p(0 — ¢) = p(a) = 0. Define-se o polindémio

r(X) = p(0 — cX) € K1 (0)[X],

entao (3 é raiz dos polinomios r e g sobre K (). Esses polindmios tém somente uma raiz comum,
€. Se q(&) =r(§) entao £ & um dos [y, ..., Oy e também 6 — ¢ é um dos a, ..., a,. A escolha
de ¢ implica em & = (3. Seja h(X) o polinémio minimal de 3 sobre K;(6). Entdo, h(X) | ¢(X)

e h(X) | r(X). Se ¢ e r tém apenas uma raiz em comum em C entao Oh = 1. Dai
hMX) =X +p,

para pu € K1(0). Agora, 0 = h(3) =  + i, o que implica § = —u € K;(0), concluindo assim a

demonstracao. |

Exemplo 1.1.2 Se Q(v/3,/5) tem-se f(X) = X2 — 3, o polinomio irredutivel de \/3 sobre
Q e g(X) = X3 — 5, o polinomio irredutivel de /5 sobre Q. As raizes de f sio oy = /3 e
as = —V/3. As de g sao B1 = V5, B2 = w5 e By = w5, onde

, 2 2 —1 3
w = ™3 = co&‘?7T + isen% =5 + 2\/7_
Deve-se encontrar ¢ € Q de modo que

Q; —ap .
B3, = j,j;«él. (1.1)

A equagao (1.1) vale para todo ¢ € Q*; em particular para ¢ =1 tem-se K = Q(\/§—|— \3/5)

¢ #

Proposicgao 1.1.1 ([11], pag. 38) Sejam K um corpo, f(X) € K[X] um polinémio irredutivel
e a, [ raizes de f(X) em alguma extensao de K. Entao existe um tunico K-isomorfismo

¢ K(a) — K(p) tal que p(a) = 0.



Demonstragao: Dado z € K(«a), seja g € K[X] tal que z = g(a). Considere a aplica¢ao
¢ : K(a) — K(z) tal que ¢(a) = a, Va € K, p(a’) = ', i =1,...,n— 1 e estenda ¢ por
linearidade a todo K («), isto &, p(g(«)) = g(3), para qualquer g(X) € K[X].

Afirmacao 1: ¢ estd bem definida. De fato, sejam g(X), h(X) € K[X] tal que g(a) = h(a) = 0.

Entao,

g9(@) =h(@) = 0= (g —h)(@) = 0= [ [ (9= h) = (g = W)(B) = 0 = g(B) = h(D).

Afirmagao 2: ¢ é um K-isomorfismo. De fato, se p(g(a)) = g(8) = 0, entao f(X) divide g(X),
portanto, g(a) = 0.

Afirmacao 3: ¢ é tnica. De fato, seja

o K(a) — K(§)

a — f.

Assim, o(a?) = (7 e mais, o(aja;) = a;47, pois 0 € um K-homomorfismo. Finalmente,

n—1 n—1 n—1
o (Zaja]) = Zajﬁj = (Zaja]) ,
= . .

concluindo assim a demonstracao. |

1.2 Conjugados e Discriminantes

Seja K = Q(A) um corpo de nimeros. Em geral, existem muitos monomorfismos distintos

0 : K — C. Por exemplo, se K = Q(i) tem-se as seguintes possibilidades:

o(x+iy) = x+iy

ooz +iy) = x—1iy

para x,y € Q.
O conjunto de tais monomorfismos forma a parte fundamental da teoria utilizada neste

trabalho.

Teorema 1.2.1 ([17], pag. 41) Seja K = Q(0) um corpo de nimeros de grau n. Entio existem

exatamente n monomorfismos distintos.
o, K —C (1=1,...,n).
Os elementos 0;(0) = 0; sao raizes distintas em C do polindmio minimal de 6 sobre Q.
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Usando-se esta notacao, para cada a € K define-se o polindémio caracteristico de a sobre K

como sendo:

fa(X) = H(X — oy(a)). (1.2)

Teorema 1.2.2 ([17)],pag. 42) Os coeficientes do polinémio caracteristico sao nimeros racio-

nais tal que fo(X) € Q[X].

Demonstragao: Pode-se escrever (1.2) da seguinte maneira

fa(X) = X" — (Z ai(oc)) X" () o).

i=1 =1

Por outro lado,
m

irr(a, Q) = H(X — ;)

i=1
sendo «; as raizes de irr(a,Q),i = 1,...,m. Sejam 7y, ..., 7, os monomorfismos de Q(«) em

C definidos de modo que

Visto que cada 7; tem [K : Q(«)] extensoes de K em C, conclui-se que

fa(X) = irr(a, QU

n n
Conseqiientemente, os coeficientes de f,(X) e, em particular, E oi(a) e H o;(a) sao niimeros
i=1 i=1
racionais. -

Desta demonstracao tem-se duas conseqiiéncias importantes: o polinomio caracteristico f,
¢ uma poténcia do polinomio minimal p e os K-conjugados de « sao as raizes de p em C, cada
uma repetida n/m vezes onde m = Op.

Os elementos 0;(«), parai = 1,...,n, sao chamados K-conjugados de a. Por exemplo, sobre
Q, V5 e —v/5 sdo conjugados, mas por outro lado 1+ V7 e /7 nao sao Q-conjugados. Embora
os 0; sejam distintos (e sdo K-conjugados de €), nao é sempre verdade que os K-conjugados de
a sao distintos. Note que os K-conjugados de a nao sao necessariamente elementos de K. Os
f; nao sao necessariamente elementos de K. Por exemplo, seja 6 a raiz real ctibica de 2. Entao

1 3

Q(0) é um subcorpo de R. Os K-conjugados de 0 sao 0, w, w?0 onde w = _7 +i7. As duas

ultimas ndo sdo reais, assim nao estao contidos em Q(0).



Considerando K = Q(6) um corpo de nimeros de grau n, {a, ..., a,} uma base de K (como
espago vetorial sobre Q) e o1, ..., 0, 0s monomorfismos de K em C, define-se o discriminante

desta base por
Alay, . .., )] = (det(o;(a;)))>. (1.3)

Exemplo 1.2.1 Sejam K = Q[v/11] um corpo de mimeros e {1, \/11} C K. Entdo,
Jii 2
1 11
A[1,V11] = | det = (—2V11)? = 44.
1 —V11

Observagao 1.2.1 Se for tomada outra base {1, ..., 3.} entao

n

Br = Z Cikti,  Cip € Q,

i=1
para k =1,...,n e det(cy) # 0. A partir do produto da formula de determinantes e o fato de

0s 0; serem monomorﬁsmos tem-se que
A[Bla s 7ﬁn] = [det(cik‘)]Q'A[ab s 70571]'

Exemplo 1.2.2 Foi visto no Exemplo 1.2.1 que o discriminante da base {1, v/11}, do corpo
de nimeros K = Q(v/11) ¢ 44. Agora, considerando-se outra base, {8 — /11, 5+ 3v/11} de
K, pela observagao anterior, seque que

2

8 —1
A8 — V11, 5+ 3V11] = | det AL, V1] =297 - 44,

Teorema 1.2.3 ([17], pag. 44) O discriminante de toda base para K = Q(0) € racional e nao

nulo. Se todos os K-conjugados de 0 sao reais entao o discriminante de toda base € positivo.

Demonstragao: Primeiro escolhe-se uma base com a qual possa ser calculado o discriminante,
por exemplo {1,0,...,6"1}. Se os conjugados de 0 sdo 04, ...,0, entdo,

2

o1(61) ... o1(6,)
ALG, 0" Y= |det | = (det(6]))?.

on(01) ... o.(6,)

Um determinante da forma D = det(@f ) é chamado determinante de Vandermonde e tem valor:

D= ] 6 -6 (1.4)

1<i<j<n
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Assim,

A= A[lvea - 797171] = [ H (91 - (9]')]2
1<i<j<n

e A # 0, pois 0; # 0; se i # j. Sendo f(X) = wrr(d, Q) entao f(X) = H(X — 0;) e sua

i=1
: - X
derivada f (X) = Z ﬁ Calculando a derivada em cada 6;, tem-se:
i=1 ‘

+[[re)= 11 -0

i=1 1<i<j<n

Mas, f'(6;) = o;(f (6,)) e f'(8) € Q(0). Logo o polinomio caracteristico de f'(6) sobre Q é

n

froX) = JI(X —ais

i=1

= X"— (Zﬂf(e))) X4 (—1)”Hai(f/(9)).

’

()))

Visto que cada coeficiente de f g (X) é racional, tem-se A é um numero racional. n

Com a notacao acima, A é zero se, e somente se, algum 6; é igual a outro ;. Portanto, para

que A nao se anule passa-se a discriminar os #;, o que motiva a nomenclatura de A.

1.3 Inteiros Algébricos

Dados os anéis A C R, um elemento 6 € R é dito inteiro algébrico sobre A, se este é raiz de
um poliné6mio moénico com coeficientes em A.
Em outras palavras,

0" +a, 0"+ +af+as=0

onde a; € A,Vi. Por exemplo, § = /=5 é um inteiro algébrico, pois > +5=0e 7 = %(1 +V5)
& um inteiro algébrico pois 72 — 7 — 1 = 0. Mas ¢ = 32/17 nao é, pois ele satisfaz equagoes do
tipo 17¢ — 32 = 0, a qual nao é monico ou do tipo ¢ — 32/17 = 0, cujos coeficientes nao sao
inteiros.

Segundo a definicao, o é algébrico sobre um corpo K, se satisfaz uma equacao do tipo:
an@™ 4+ ap_ 10"V .+ aa+ag =0,
com a; € K, a, # 0. Multiplicando esta equacao por a !, tem-se:
" +ata, "+ +a a4+ a)tag = 0.
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Portanto, sobre um corpo, o conceito de elemento algébrico coincide com o de inteiro algébrico.
Sendo [L : K] finito, entdo L é uma extensao algébrica de K. E como foi visto, ser algébrico
tem o mesmo significado de ser inteiro algébrico sobre um corpo, é possivel usar os resultados
obtidos para elementos inteiros algébricos em elementos algébricos. Logo, para K C R e
x € R, x é algébrico sobre K se, e somente se, [K[z]| : K] é finito.
Um resultado importante da Teoria da Extensao de Corpos é o seguinte: Sejam ' C D C E

corpos tais que [E : D] e [D : F|] sao finitos, entdao E/F é finito e
[E: F|=[F:D][D:F].

Chama-se B o conjunto dos inteiros algébricos. Um dos objetivos desta secao é provar que

B é subanel de A.

Lema 1.3.1 ([17], pag. 46) Um nimero complexo 0 é um inteiro algébrico se, e somente se,

o grupo aditivo gerado por todas poténcias 1,0,0%, ... € finitamente gerado.

Teorema 1.3.1 ([17], pag. 47) Os inteiros algébricos formam um subanel do corpo dos nime-

ros algébricos.
A partir de uma extensao simples desta técnica tem-se o seguinte:

Teorema 1.3.2 ([17], pag. 47) Seja 6 um nimero complexo satisfazendo um polindémio monico

cujos coeficientes sao inteiros algébricos. Entao 6 € um inteiro algébrico.

A partir dos Teoremas 1.3.1 e 1.3.2 pode-se construir novos inteiros algébricos desconhecidos,
por exemplo, v/5 e v/7 sdo claramente inteiros algébricos. Entdo, pelo Teorema 1.3.1, os niime-
ros, V5 + V7, VT — 86v/7 e (v/5)3(1 + v/7)?, também sio inteiros algébricos e pelo Teorema

1.3.2 os zeros do polinémio
X% — (14 + V3)X? 4 (V2)X® — 193,

sao inteiros algébricos.

Para todo corpo de niimeros K escreve-se
Ox=KnNnB

e Ok é dito o anel dos inteiros algébricos de K. Nos casos onde nao esta claro qual o corpo de

numeros envolvido, este serd denotado mais explicitamente por O.



Lema 1.3.2 ([17], pag. 49) Dado o € K entao para algum ¢ € Z nao-nulo tem-se que ca € Ok.

Corolario 1.3.1 ([17], pag. 49) Seja K um corpo de nimeros. Entao K = Q(6) para algum

0 inteiro algébrico.

Observagao 1.3.1 Para 0 € C escreve-se Z[0] como sendo o conjunto dos elementos p(0),
para polinomios p € Z[X]. Se K = Q(0), onde 0 é um inteiro algébrico, entao certamente Ok
contém Z[0], ji que Ok € um anel contendo 0. De qualquer modo, Ok nao € necessariamente
igual a Z[A]. Por exemplo, Q(v/13) é um corpo de mimeros e \/13 um inteiro algébrico. Mas,

1++v13
2

é um zero de X?>— X —3, logo ¢ um inteiro algébrico. Como ele estd em Q(\/13), entdo pertence

a Ok e nao pertence a Z[v/'13].

O critério abaixo é 1til, em termos de polindémio minimal, para testar se um ntmero é um

inteiro algébrico:

Lema 1.3.3 ([17], pag. 49) Um nimero algébrico o é um inteiro algébrico se, e somente se,

seu polindomio minimal sobre Q tem coeficientes em 7.

Lema 1.3.4 ([17], pag. 50) Um inteiro algébrico é um nimero racional se, e somente se, €

um inteiro. Fquivalentemente, BN Q = 7Z.

1.4 Base Integral

Seja K um corpo de nimeros de grau n. Uma base (ou Q-base para enfatizar) de K é
uma base para K como um espaco vetorial sobre Q. Pelo Corolario 1.3.1 tem-se K = Q(6),
onde 6 é um inteiro algébrico, e segue que seu polindémio minimal p de 6 tem grau n e que
{1,0,...,6" 1} é uma base para K.

Sera mostrado que o anel Ok dos inteiros algébricos de K é um grupo abeliano sob a
adigdo. Uma Z-base para (O, +) é chamada uma base integral para K (ou para Ok). Entao,
{ai,...,a,} é uma base integral se, e somente se, qualquer elemento o de O e todo elemento

de Ok é unicamente expresso na forma
a0 + ...+ ag0g,

para inteiros ay, ..., as.



A partir do Lema 1.3.2 tem-se que toda base integral de K é uma Q-base. Assim, em
particular s = n.

Por exemplo, pode-se afirmar que K = Q[f](= Q(#)) para um 6 inteiro algébrico (Corolario
1.3.1), tal que {1,6,...,6" '} ¢ uma Q-base para K a qual consiste de inteiros algébricos,
mas nio segue que {1,6,...,6" "'} é uma base integral. Como exemplo, seja K = Q(+/13); o
elemento % + %\/1_3 satisfaz & equagao

X?2-X-3=0

e entdao é um inteiro algébrico em Q(+/13) mas, nao é um elemento de Z[v/13].
Assim, o problema é mostrar que a base integral existe, o que equivale a mostrar que

(Ok,+) é um grupo abeliano livre de posto n. Para provar isso, primeiro estabelece-se o seguinte

resultado:
Lema 1.4.1 ([17), pag. 51) Seja{a,...,a,} uma base de K consistindo de inteiros algébricos.
Entao o discriminante Aoy, . .., o] € um inteiro nao-nulo.

Logo pode-se afirmar que:

Teorema 1.4.1 ([17)], pag. 51) Todo corpo de nimeros K possui uma base integral e o grupo

aditivo Ok € abeliano livre de posto n, iqual ao grau de K.

Por exemplo em Q(1/13) a Q-base {1,v/13} nao é base integral. De fato, um elemento de
Q(v/13) é da forma p + gv/13 para p, g € Q e tem polindmio minimal

(X —p—qV13)(X —p+qV13) = X* — 2pX + (p* — 13¢%).

Entéo p + ¢v/13 é um inteiro algébrico se, e somente se, os coeficientes do polinémio minimal,
ou seja, 2p e (p? — 13¢?), sdo inteiros, pelo Lema 1.3.3. Logo, p = (1/2)P onde P é um inteiro e
para P par, tem-se que p* € Z, entdo 13¢> € Z, o que implica ¢ é um inteiro. Para P impar, um
célculo direto (que seré visto mais detalhadamente no proximo capitulo) mostra que ¢ = (1/2)Q

1 1
onde () também é um ntimero inteiro impar. A partir disto segue que Og = Z 3 + 5\/ 13| e
1 1
uma base integral é {1, 5 + 5\/13} :

Pode-se provar isto usando discriminante da seguinte maneira: os dois monomorfismos de

Q(+/13) em C sao dados por:

al(p+q\/1_3) = p+q\/1_3,
oa(p+qV13) = p—¢V/13.



1 1
Assim, o discriminante A [1, > + E\/ 13} vale:

1 2

1
1 1 01(1) g1 5 +§\/1_3
A {1, 5+ 5@} = . = (—V13)2 = 13.

1
O'Q(l) 09 5 + 5\/@

Define-se um ntimero inteiro como sendo livre de quadrados se ele nao for divisivel pelo
quadrado de um primo. Por exemplo, 5 é livre de quadrados, assim como 6 e 7, mas nao 8 e 9.
Dada uma Q-base de K consistindo de inteiros algébricos, calcula-se o discriminante e entao

tem-se o seguinte teorema:

Teorema 1.4.2 ([17)], pag. 53) Sejam K wum corpo de nimeros e aq, ..., oy, elementos de Ok.

Se Alay, ..., «,] € um inteiro livre de quadrados entao {ay, ..., a,} € uma base integral.

Por exemplo, como foi a visto, a Q-base {1, % + %\/1_3} para Q(v/13) consiste de inteiros
algébricos e tem discriminante 13 e sendo este livre de quadrados, aquela é uma base integral.

E importante observar que existem bases integrais cujo discriminante nao é livre de quadra-
dos. Portanto, a reciproca do Teorema 1.4.2 é falsa. Por exemplo, considere o corpo K = Q(\/?)
que tem base integral {1, v/7} e discriminante 4.7 = 28, o qual ndo é livre de quadrados.

Para duas bases integrais {a1,...,a,}, {61,...,0,} de um corpo de nimeros K, tem-se

Al ... o) = (£1)2ABL ..., B = APy, - . -, Bal,

pois como foi visto na demonstracao anterior a matriz correspondente a mudanca de base é
unimodular. Portanto, o discriminante de uma base integral independe da escolha da base.
Este valor comum, denotado por Dg, é chamado discriminante de K e é sempre um nimero

inteiro nao nulo. Corpos de ntimeros isomorfos tém o mesmo discriminante.

1.5 Norma e Traco

A partir da norma e do traco, conceitos importantes da Teoria Algébrica dos Numeros, é
possivel transformar um problema de inteiros algébricos em um de ntimeros inteiros.

Sejam K = Q(#) um corpo de nimeros de grau n e oy, ..., 0, os monomorfismos de K em
C.

Como foi visto, o polinomio caracteristico € uma poténcia do polinomio minimal, e entao

pelo Lema 1.3.3 e o Lema de Gauss ([17], pag. 19), segue que um elemento o de K é um inteiro
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algébrico se, e somente se, seu polindmio caracteristico tem coeficientes inteiros. Pelo Teorema
1.2.2 garante-se que os coeficientes do polindmio caracteristico, ou seja,

n

faX) = T(X — 0i(a) = X" (Z ai<a>) X"+ (1 [ o)

i=1
sao racionais.

Sejam K C L corpos de nameros, com n = [L : K| e 01, ...,0, os monomorfismos de L em
C. Dado um elemento o € L, define-se a norma e o traco de « relativamente a extensao L/K

como sendo, respectivamente:

Nik(a) = H oi(a),

Z oi(a).

i=1

TTL/K

Portanto, se « é inteiro algébrico a norma e o traco deste elemento sao inteiros. No contexto
onde estiver explicito, a norma e o traco de a serao abreviados por N(a) e Tr(«), respectiva-
mente.

Sejam a e b nimeros racionais entao
Tr(aa+ b06) = alr(a) + bTr(5).

Por exemplo, se K = Q(v/11) entdo os inteiros algébricos de K estao em Ox = Z[V11]. As

aplicagoes o; sao dadas por:

o1(r+sv1l) = r+sv1l,
oo(r+sv1l) = r—svI1L.

Assim,

N(r+ sV11) = o1(r 4+ sV11).09(r + sV11) = r? —11s%
Tr(r+svV11) = o1(r + sV11) + oo(r + sV/11) = 2r.

Sejam K C L corpos de nameros, [L: K| =n, z, y € L e ¢ € K. Entao valem as seguintes
propriedades:
(1) Tryx(x+y) = Trog(x) + Trix(y),
(2) Troyk(cx) = cTrpk(x),
(3) Trr/k(c) = nc,
(4) Nk (zy) = Nijk(2). Ny (y),
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(5) NL/K(C) = Cn.

No caso K C L C M, dado = € M, valem:
(a) Nuyr(z) = Ny (Nyy(z)),
(b) TTM/K(I’) = TTL/K(TTM/L(.CE)).

Em particular, se x € L, entao:
(c) Tryyk(x) = [M : LITrp k(x),
(d) Nagjre(x) = Niyic ()4,

Proposicao 1.5.1 ([17], pag. 55) Seja K = Q(0) um corpo de nimeros onde 6 tem polinémio
minimal p de grau n. A Q-base {1,0,...,0" 1} tem discriminante

All,...,0" Y = (=) V2N (9)),
onde p' é a derivada formal de p.

Exemplo 1.5.1 Sejam K = Q(0), = V5 e f(X) = X*—5 = irr(0,Q). Entdo, A[1,0,6% 6% =
(—1)8. N0 (46%) = (46%)* = 256 - 125.

Esta secao sera concluida observando-se uma simples identidade, relacionando o discrimi-

nante e o trago:
Proposigao 1.5.2 ([17], pag. 56) Seja {a1,...,a,} uma Q-base de K. Entao

Alay, ..., o] = det(Tr(oa;)).

1.6 Decomposicao em Irredutiveis

Nesta secao o objetivo é mostrar que a fatoracao de elementos de Ok em irredutiveis é tinica
se, e somente se, todo ideal é principal. Deste modo unindo as duas teorias da fatoracao, de
ideais e de elementos.

Sera provada a possibilidade de fatoracao em Ok introduzindo um conceito mais geral:
Define-se um dominio como sendo Noetheriano quando todo ideal é finitamente gerado. Esta
nomenclatura deve-se a Emmy Noether (1882-1935), quem introduziu o conceito.

A seguir duas propriedades tteis:
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A condicao de Cadeia ascendente

Dada uma cadeia ascendente de ideais:
Lhchchc..CL,C...,

entao se existe algum N para o qual [,, = [y para todo n > N.
A condicao maximal
Todo conjunto nao vazio de ideais de um anel tem um elemento maximal, isto é, um elemento

que nao estd propriamente contido em qualquer outro elemento.

Proposigao 1.6.1 ([17], pag. 86) Se D ¢é um dominio, as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(a) D € Noetheriano;
(b) D satisfaz a condi¢ao de cadeia ascendente;

(c) D satisfaz a condi¢ao mazimal.

Teorema 1.6.1 ([17], pag. 87) O anel dos inteiros algébricos Ok de um corpo de nimeros K

€ noetheriano.

Agora, é necessario introduzir conceitos que serao tteis para os objetivos desta secao. Assim,
serao listadas propriedades de unidades, elementos associados e irredutiveis. Para isto, sera
utilizada a Lei do Cancelamento; sendo assim, ¢é necessario tomar o anel como sendo um
dominio de integridade.

Ao fatorar um elemento nao unitario  em um dominio D, é natural buscar-se fatores
proprios = a.b (k = m.n onde nem m ou n sao unidades, entdao m e n sao chamados fatores
proprios e k é dito redutivel). Se a ou b sdo redutiveis, pode-se expressa-los como produto de

fatores proprios até que se obtenha a seguinte decomposi¢ao:

T=D1...DPm

onde cada p; é irredutivel. Em geral isto nao é possivel, mas é no anel dos inteiros algébricos
O de qualquer corpo de nimeros, o que serd mostrado no decorrer desta secao.

Seja v uma unidade em um anel R. Entao qualquer elemento x € R pode ser trivialmente
fatorado como

T = uy,

onde y = v 'z. O elemento y é chamado associado de = se © = uy onde u ¢ uma unidade.

Proposigao 1.6.2 ([17), pag. 84) Para um dominio D,

(a) = € uma unidade se, e somente se, x | 1;
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(b) quaisquer duas unidades sao associadas e qualquer associado de uma unidade é uma uni-
dade;

(c) x, y sao associados se, e somente se, x |y ey | ;

(d) z € irredutivel se, e somente se, todo divisor de x é um associado de x ou uma unidade;

(e) um associado de um irredutivel € irredutivel.
Algumas destas idéias podem ser expressas em termos de ideais:

Proposicao 1.6.3 ([17], pag. 84) Sejam D um dominio, e x, y elementos nao nulos de D.
Entao:

(a) = |y se, e somente se, < x >2D< y >;

(b) = ey sao associados se, e somente se, < x >=< Yy >;

(c) © é uma unidade se, e somente se, < x >= D;

(d) z € irredutivel se, e somente se, < x > é mazimal dentre os ideais principais proprios de

D.
Corolario 1.6.1 ([17], pag. 88) Fatorag¢ao em irredutiveis é possivel em Of.
A norma é uma ferramenta ttil para se detectar unidades e irredutiveis em Og.

Proposicao 1.6.4 ([17], pag. 88) Sejam Ok um anel dos inteiros algébricos de um corpo K,
ex, y € Og. Entao

(a) = € unidade se, e somente se, N(z) = £1;

(b) se x ey sao associados, entio N(x) = £N(y);

(c) se N(z) € um primo racional, entao x é irredutivel em Ok.
Diz-se que a fatoracao em um dominio D é tinica quando

P1---Pr=4q1-..4s

onde todo p; e g; sao irredutiveis em D e segue que

(i) r=s;
(ii) Existe uma permutagao 7 de {1,...,7} tal que p; e ¢(;) sdo associados, para todo 4, com

1=1,...,7.

Os exemplos serao dados para corpos quadraticos no proximo capitulo. Serd mostrado que,
embora a unicidade da fatoracao falhe para elementos em O, a teoria da fatoracao tnica vale

para ideais. Primeiro, considera-se o seguinte exemplo:

10 = (VB)(vV5)(V5 + v3) (V5 — V3)
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em inteiros algébricos de Q(v/3,v/5). Se K = Q(v/15) e L = Q(v/3,v/5). Entdo esta fato-
racao permanece no anel dos inteiros algébricos Og. Neste anel também tem-se a fatoracao

correspondente de ideais principais:
<10>=<V5><V5><V5><V5+V3><V5-V3>.

Fazendo a interseccao dos ideais desta fatoracao com Ok, e mais uma vez obtém-se ideais em

Ok, mas estes ideais nio sio principais. Por exemplo, seja I =< v/5 + V3 > N Ok. Entdo,

\/g(\/5+\/§):\/1_5+361e, \/5(\/5+\/§):5+\/BGI,esuadiferengaéiguala
(54+V15) - (3+V15)=2¢ 1.

Supoe-se I principal, por exemplo da forma < a+ bv/15 >= I, entao 2 deveria ser um miltiplo

de a 4+ b/ 15, e tomando-se a norma destes elementos tem-se,
N(a+bV15) | N(2) = a® — 15b* | 4.

Novamente tomando I principal, por exemplo I =< k >, tem-se N(5 +v/15) = 2.5 e N(3 +
V15) = 2.(=3), entdo N(k) | 2. Sabe-se que N (k) # 1, sendo I proprio. Se N(k) = 2 entéo
existe a,b € Z com N(a + bv/15) = £2 = a?> — 150 = £2, mas tomando-se médulo 5, tem-se
uma contradicao. Entao I nao é principal.

A conclusao agora é clara: para fatorar o ideal principal < £ > no anel dos inteiros algébricos

Ok, entao toma-se uma fatoracao tnica de ideais

mas os ideais I, ..., [,, nao sao principais.

Fatoracao de Ideais

Seja R um anel. Entao um ideal a de R é maximal se a é um ideal proprio de R e nao
existem ideais de R estritamente entre a e R, ou seja, um ideal a de R, é dito ideal maximal se
a # R e nao existe ideal J tal que 1 & J & R. Um ideal a # R de R ¢ primo, quando b e ¢ sao
ideais de R com bc C a, entaoou b Caouc C a.

Sejam a = (a), b = (b) e ¢ = (c) ideais principais. Entao z | y é equivalente a seguinte
inclusao (y) C (). Assim, a afirmagao

bcCa

implica em b C a ou ¢ C a, e isto se traduz em

a|bc implica a|b ou afc.
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Dado um dominio de integridade R, o ideal nulo é primo. E aqui define-se < p > como
ideal primo se, e somente se, p ¢é um nimero primo ou nulo.
A partir da definicado que foi dada para um ideal primo pode-se fazer as seguintes caracte-

rizagoes simples:

Lema 1.6.1 ([17], pag. 115) Seja R um anel e a um ideal de R. Entao:
(a) a € mazimal se, e somente se, R/a é um corpo.

(b) a € primo se, e somente se, R/a é um dominio.
Corolario 1.6.2 ([17], pag. 115) Todo ideal mazximal é primo.

Agora serao listados algumas propriedades do anel dos inteiros algébricos de um corpo de

nimeros, as quais serao importantes mais a frente:

Teorema 1.6.2 ([17], pag. 115) O anel dos inteiros algébricos Ok de um corpo de nimeros
K tem as sequintes propriedades:

(a) Ok € um dominio, com corpo de fragoes K ;

(b) Ok ¢é Noetheriano;

(c) se a € K satisfaz um polindmio monico com coeficientes em Ok, entio o € O,

(d) Todo ideal primo nao nulo de Ok € mazimal.

Demonstracao: (a) Ok é de fato um dominio, pois é um anel comutativo, com unidade.
Denota-se por Fr(Ok) o corpo de fracoes de Ok. Claramente Fr(O) C K, pois O C K.
Por outro lado, K C Fr(Ok) pois, dado a € K, pelo Lema 1.3.2, c.oo € Ok, com ¢ € Z*.
Assim *¢ € Fr(Ok) e, portanto, Fr(Ok) = K.

(b) Pelo Teorema 1.4.1 o grupo (O, +) € abeliano livre de posto n. Segue que se a é um ideal
de Ok, entdo (a,+) é abeliano livre de posto < n (pois todo subgrupo abeliano livre de um
grupo abeliano livre tem posto < n). Tem-se que toda Z-base para (a,+) gera a como um
ideal, entao todo ideal de Ok é finitamente gerado e, portanto, Ok é Noetheriano.

O item (c) segue do Teorema 1.3.2

(d) Sejam p um ideal primo de Ok e a # 0, € p. Entdo

Na)=aj...a, =s

sendo «; os conjugados de «, com o3 = «a. Visto que oy € p entao s € p e dai (s) C p e isto

#(@)># (%),

17

implica que



Entao, é necessario mostrar que o anel quociente Ok /p é finito. Logo, é suficiente mostrar que

) O ) ) )
o anel quociente ~E 4 finito. Sejam {ey,...,e,} uma base integral de Ok e

(s)

A={amer+ ... +apmen :a; €Z, 0 < a; < s},

logo #A =m?®. Seja x € Ok, © = Z bie;, b; € Z. Tem-se,

=1

m m
rT=Ss E q;€; + E Ti€;
i=1 i=1

onde 0 <7r; < b;, e como s € p e gie; € Ok, segue que sq;e; € P e

m
T = E i€
=1

O

Portanto, —K ¢ finito. Porém, sendo p um ideal primo, Ok /p é um dominio (pelo item (b)
s

do Lema 1.6.1) e como O /p é finito segue que Ok /p é um corpo. Portanto, pelo item (a) do

Lema 1.6.1, p é maximal. |

Um anel que satisfaca as 4 propriedades do Teorema 1.6.2 é chamado Anel de Dedekind.
A prova da fatoracao tnica de ideais é valida em todos os anéis de Dedekind, embora em
aplicacoes precisa-se somente requerer o caso especial, quando o anel é o anel O de inteiros
algébricos de um corpo de nimeros K.

Nota-se que um ideal deve ser descrito como um Og-modulo de O, e assim restringe-se ao
estudo de Og-submodulos do corpo K. Os submoédulos de interesse os quais darao estrutura
de grupo desejada serao aqueles caracterizados pela seguinte propriedade:

Um Op-mobdulo a de K é chamado um ideal fracionario de Ok se existe um ¢ nao nulo de
Ok tal que ca € O. Em outras palavras, o conjunto b = c.a é um ideal de Og e a = ¢~ 1b.
Assim os ideais fracionarios de Ok sao subconjuntos K da forma ¢~'b onde b é um ideal de

Ok e ¢ um elemento nao nulo de Ok.
Exemplo 1.6.1 Os ideais fraciondrios de 7 sao da forma rZ onde r € Q.

E claro que se todo ideal de Ok é principal, entdo os ideais fracionarios sdo da forma
¢ Hd) = ¢c7'dOk, onde d é um gerador. Pelo Teorema 1.6.2 item (a), isto significa que os ideais
fracionarios em um dominio de ideais principais Ok sao apenas aOg onde a € K. O interesse
em ideais fracionarios é maior pois Ok nao é necessariamente um dominio de ideais principais.

Em geral, um ideal é claramente um ideal fracionério e, reciprocamente um ideal fracionario

a é um ideal se, e somente se, a C Ok.
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Teorema 1.6.3 ([17], pag. 117) Os ideais fraciondrios nao nulos de O formam um grupo

abeliano multiplicativo.
E conveniente provar este resultado juntamente com o teorema principal desta secdo.

Teorema 1.6.4 ([17)], pag. 117) Todo ideal nao nulo de Ok pode ser escrito como um produto

de ideais primos unicamente a menos da ordem dos fatores.

Demonstracgao:

(i) Seja a # 0 um ideal de Ok. Entao existem ideais primos py,...,p, tais que

pla"'aprga'

Para uma contradi¢ao, supoe-se que nao. Entao sendo Ok Noetheriano deve-se escolher a
maximal, sujeito a nao existéncia de tais ideais primos p. Como tal ideal a nao é primo, entao

existem ideais b, ¢ de Ok com be Ca, b € a, ¢ Z a. Sejam
a1:a+b e ay=a+c.

Entao a;.0o = (a+b).(a+¢) Ca, a; 2 aeay 2 a Pela maximalidade de a existem ideais

primos pi, ..., Ps, Ps+1, - - -, Pr tais que

N

P1...Ps

Pst1-.-Pr g as.

ag,

Assim,

pr---pr C a0z Caq,
o que contraria a escolha de a.

(ii) Defini¢ao do inverso de um ideal a de Of. Para cada ideal a de O, define-se
a ' ={rec K|raC Ok}

Afirmacao 1: a~! & um Og-submoédulo. De fato,

1

(a) Sejam nq, ng € a™', ou seja, n; € K tal que nja C Ok e ny € K tal que, noa C Ok. Entao,

nia + nea = (ny + no)a.

Como o lado esquerdo da igualdade esta em Ok, segue que (n; + ng)a C Ok.
(b) Para qualquer o € Ok, a € K, pois O C K e dado z € a™! segue que x € K e za C Ok,

logo (a.z)a = a(za) € Ok o que implica ar € a™!.
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1

Afirmagao 2: a=* é um ideal fracionario. De fato, se a # 0 entao para algum ¢ € a, ¢ # 0

temos c.a”t C Ok.
Afirmacao 3: Ok C a~!. De fato, dado x € Ok tem-se que xa C a C Ok, logo, v € a™ 1.
Portanto, O C a™!.

1

Pela afirmacao 3, a = aOx C aa! e da definicdo de a™!, aa™! = a~'a C Og. De fato ,

dado z € a!, 2za C O e y € a entdo
(za)y = z(ay) = za C Ok.

Portanto, aa™! é um ideal de Ok.

Observa-se que dados p, a ideais de Ok, a C p implica que O C p~! Ca™l.
(iii) Se a é um ideal proprio, entao a™* 2 Ok. Sendo a C p, para algum ideal maximal p, logo
p~! C a! e assim é suficiente provar p~! # Ok. Seja a € p, a # 0. Usando (i) toma-se o menor
r tal que

p1...p- C (a)

para pi,...,p, primos. Visto que (a) C p e p é ideal primo, entao algum p; C p. Sem perda de

generalidade, suponha p; C p. Dai p; = p sendo que ideais primos em O sao maximais, logo

pa...p, & (a),

pela minimalidade de r. Assim, pode-se afirmar que existe b € py...p, tal que b ¢ (a). Mas
bp C (a) entdo ba—'p C Of e pela definicao de ideal inverso segue que ba=* € p~!. Mas b ¢ aOx
e entao ba~! ¢ Ok, portanto, p~! # Ok.

(iv) Se a é um ideal nao nulo e aS C a para qualquer subconjunto S C K, entdao S C Ok.
Deve-se mostrar que se af C a para § € S, entao 0 € O. Jaque S C K, 0 € K e pelo Teorema
1.6.2 item (c), tem-se que § € Ok, portanto, S C Ok.

O proximo passo é importante para provar o Teorema 1.6.3.
(v) Se p é um ideal maximal, entao pp~' = Of. Pelo item (ii), pp~' ¢ um ideal, onde
pCppt COk.

Sendo p maximal, pp~! ¢ igual a p ou a O. Mas se pp~! = p, entao pelo item (iv) tem-se que
p~' C Ok, o que contraria o item (iii). Assim, pp~' = Of.

Agora pode-se extender (iv) para todo ideal a :

(vi) Para todo ideal a # 0, aa™' = O. Seja a maximal tal que aa™! # Of. Entao a C p, onde

p é maximal. Pelo item (ii), tem-se Ox C p~' C a™!, logo
aC ap_l Caa ! C O.
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1

Em particular, ap~! é um ideal de Of. Assim sendo, ndo vale a = ap~!, pois pelo item (iv)

1

implicaria, p~' C Og, contradizendo mais uma vez o item (iii). Assim, a & ap~! e pela

=
maximalidade de a implica que ap~! satisfaz

ap~'(ap™')"" = Ok,

e pela definicdo de a™!,

ou,

Portanto,

Ok Caa™! e aa ! COg.

' = Ok. Sabe-se que §, o conjunto

(vii) Todo ideal fracionario a tem um inverso a~* tal que aa™
dos ideais fracionarios, ¢ um semi-grupo, isto ¢, vale a lei do fechamento e tem unidade. Entao,
dado um ideal fracionario a, somente é necessario encontrar outro ideal fracionéario t tal que
at = Ok e neste caso t serd o inverso. Mas existe um ideal b e um elemento ¢ # 0, ¢ € Ok tal
que a = ¢ 'b e considere t = cb™!, entdo at = Ok e, portanto, o conjunto dos ideais fracionarios

de O é um grupo abeliano multiplicativo.

(viii) Todo ideal nao nulo a é um produto de ideais primos. Supoe-se a maximal e mais, que a
nao se fatore em produto de ideais primos. Logo a nao é primo, mas a C p, p maximal e pelo
item (vi) a & ap~' C Ok. Por outro lado, pela maximalidade de a tem-se que a = ap™" ou

ap~! = Ok. Logo,

ap™t =pa...pr,
onde p;, © =2,...,r, sao ideais primos e, portanto, a = pps...p,.
(ix) A fatoragdo em ideais primos é nica. Sejam pi,...,9,, q1,..., s ideais primos nao nulos
tais que:
Pr---Pr=4d1...4s.
Supoe-se que para todo t < min{r, s} seja verdadeira a seguinte afirmagao: Sejam a;,...,a; by, ..., by

ideais primos nao nulos de modo que
al...at:bl...bs entao t:seai:bi,izl,...,s.

Sendo min{r,s} = 1, considera-se por exemplo r = 1. Entao, a; = by ... bg, e como a; é primo,
tem-se s = 1. De p1...p, = q1...9s C q1, conclui-se que q; divide p;...p, e, sem perda de

generalidade, pode-se supor q; = p;. Obtendo-se assim,
Pa...pr=4q2...qs.
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O resultado segue da hipotese de inducao. Portanto, todo ideal de Ok pode ser fatorado de

modo tinico como produto de ideais primos. |

Teorema 1.6.5 Fatoracao de elementos em Ok em irredutiveis € inica se, e somente se, todo

ideal de Ok € principal.

Ideais fracionéarios também fatoram-se unicamente se forem permitidas poténcias negativas

de ideais primos.

A seguir serao estudadas a decomposicao de p em L, isto é, a fatoracao do ideal estendido

pOy em ideais p; de Of.

Proposicao 1.6.5 ([15], pag. 89) Sejam K C L corpos de nimeros, com [L : K| =n, p um

tdeal primo nao nulo de Ok e

g
pOL =[] »; (1.5)
=1

a decomposicao de pOp, em ideais primos de Or. Entao os ideais pys sao necessariamente os

ideais primos q de Op, tais que q N Ok = p.

A partir da relacao 1.5 usa-se a seguinte terminologia: g é chamado o niimero de decom-
posicao de p na extensio L/K. Como foi notado, os ideais primos acima de um dado ideal
primo p sao os tnicos que ocorrem na decomposicao prima de pOr. Os expoentes com os quais
ocorrem sao chamados de indices de ramificagao e serao denotados por e(q | p). Diz-se que
um ideal primo p de Ok é ramificado em Of, (ou em L) se, e somente se, e(q|p) > 1 para algum
ideal primo q de O acima de p.

Nas condicoes da Proposicao anterior, diz-se que os ideais p;/; estao acima de p ou p esta

abaixo dos p;s. Esta propriedade é equivalente a validade de um dos itens do Teorema abaixo:

Teorema 1.6.6 ([10], pag. 63) Sejam p um ideal primo de Ok, q um ideal primo de Oy,
entao as sequintes condigoes sao equivalentes:

(a) q|pOr,

(b) 4 2Oy,

(c)a>p,

(d) 9N Ok =1p,

() gN K =1p.

22



Teorema 1.6.7 ([10], pag. 63) Todo ideal primo q de Oy, estd acima de um unico ideal primo

p de Ok e todo ideal primo p de Ok estd abaizo de no minimo um ideal primo q de Of.

Existe outro niimero importante associado com um par de ideais primos p e ¢, g esta acima
de p. Sabe-se que os anéis quocientes Ok /p e O /q sao corpos se p e q sao ideais maximais.

Existe um modo no qual Ok /p pode ser visto como um subcorpo de Or/q : como Ox C Oy,
tem-se que Ox em Of, induz um homomorfismo de anéis O — Op/q, e o nicleo é Ok N q.
Sabe-se que Og N q = p (pelo Teorema 1.6.6, item (d)), entdao obtém-se a imersao Ok /p —
OL/q. Estes sdo chamados de corpos residuais associados a p e q. Estes corpos sao finitos e
assim O /q é uma extensao de grau finito sobre Ok /p. Seja f este grau. Entao f é chamado
de grau inercial ou grau residual de q sobre p e é denotado por f(q | p).

Nota-se que e e f sao multiplicativos nas extensoes de ideais, isto é, se p C q C u sao ideais

primos nos respectivos anéis dos inteiros algébricos Ox C Op C Oy, entao

e(ulp) = e(ulgleq]p),
fulp) = flula)f(alp).

Os resultados a seguir serao importantes para o desenvolvimento desta teoria, e conseqiién-

temente deste trabalho.

Teorema 1.6.8 (Igualdade Fundamental) ([10], pag. 65) Sejam n o grau de L sobre K e

di,---,qn 08 ideais primos de O acima do ideal primo p de Ok. Denota-se por eq,...,e, e
fi,- -+ fn 08 correspondentes indices de ramificacao e graus residuais. Entao:
g
O, Ok
n = eifi=|l—7 1 —]
; [POL p |

Esta igualdade rege a decomposi¢ao de cada ideal primo p no anel O e também permite

tipos de decomposicao diferentes de p as quais serao vistas no capitulo 3.

Teorema 1.6.9 ([10], pag. 72) Seja K um corpo de nimeros. Uma condi¢ao necessiria e

suficiente para que um ideal primo pZ de Z. se ramifique em Ok € que p divida Dg.

Em decorréncia deste resultado, existe apenas um ntmero finito de primos que se ramifique

em Og.

Lema 1.6.2 (Lema de Kummer)([1], pag. 186) Sejam K um corpo de nimeros, Ok o seu anel

de inteiros algébricos e 0 € Ok tal que K = Q(0). Dados um nimero primo p tal que nao divide
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Ok = Z[0]] e f(X) o polinomio irredutivel de § sobre Q, entao existem p1(X),...,py(X) € Z[X],

polindmios irredutives, ey, ..., e, € N* tais que
F(X) =pi(X) .. pg(X)(mod pZ[X]) e
(1) p; =< p,pi(0) >= pOk + pi(0)Ok sao ideais primos de Ok acima de pZ,i =1,...,q;
g
(2) pOx = [[ "
i=1

(3) |2 2] = opu(x) = J;

Exemplos do Lema de Kummer e do Teorema 1.6.8 serao vistos no préoximo capitulo.
Na sec¢ao seguinte serao consideradas a norma de um ideal e sua propriedade multiplicativa,

uma vez ja tendo tratado algumas conseqiiéncias simples da fatoragao tnica.

1.7 Norma de um Ideal

Define-se norma de um ideal como sendo uma generalizagao da norma absoluta | Nk/qg |, a

qual também é multiplicativa, como sera visto nesta secao.

Sejam K um corpo de nimeros, Ok o seu anel dos inteiros algébricos e a um ideal nao nulo
de Ok. Define-se N(a), norma do ideal a, onde a é um ideal nao nulo, como sendo o ntiimero

de elementos de Ok /a, ou seja,
N(a) = #(Ok/a).

Assim, N(a) é um inteiro nao negativo. A norma definida acima aplica-se somente a ideais, o
que nao ocorre com a definida anteriormente.

Existe uma conexao entre as duas normas a qual serd mostrada a seguir:

Teorema 1.7.1 ([17], pag. 126)
(a) Todo ideal a € Ok, com a # 0, tem-se uma Z-base {a,...,an}, onden é o grau de K.

(b) Tem-se
Alag, ..., o) 12
Dy

I

N(a) = ‘

onde Dy € o discriminante de K.

Corolario 1.7.1 ([17], pag. 126) Seja a = (a) um ideal principal nao nulo. Entao
N(a) =[ N(a) | .
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Exemplo 1.7.1 Seja Ok o anel dos inteiros algébricos de K = Q(\/El), para d inteiro livre de
quadrados. Entao

N({a + bVd)) =| a*> — b*d |,

em particular, tem-se

N((18)) = 182,

A norma de ideais, como a norma de elementos, é multiplicativa:

Teorema 1.7.2 ([17)], pag. 127) Sejam K um corpo de nimeros e a, b ideais nao nulos de
Ok. Entao
N(ab) = N(a)N(b).

Exemplo 1.7.2 Sejam K = Q(v/—21), Ok = Z[\/—21] seu anel dos inteiros algébricos e 0s
ideais primos de Ok, p1 = (2,1 4+ /—=21) e py = (11,1 — \/—=21). Todo elemento em Z[/—21]

esta ou em Py ou € da forma 1+ x, para x € py, tem-se assim,
Z[V—21]/p1| =2 = N(p1).

Analogamente,

|Z[V=21]/p2| = 11 = N(p2).

Logo, pelo Teorema 1.7.2, seque que
N(pip3) = 2°11°.

E conveniente introduzir ainda outro uso para a palavra "divide". Se a ¢ um ideal de Ok e
b um elemento de O tal que a | (b), entdo escreve-se também a | b e diz-se que a divide b. E
claro que a | b se, e somente se, b € a.

Por exemplo, se p &€ um ideal primo e p | (a)(b), entao deve-se ter p | (a) ou p | (b). Logo,

para p primo, p | ab implica p | a ou p | b.

Teorema 1.7.3 ([17)], pag. 129) Seja a um ideal de Ok, a # 0.
(a) Se N(a) é um primo, entao a é um ideal primo;
(b) N(a) é um elemento de a, ou equivalentemente, a | N(a);

(c) se a é um ideal primo que divide um primo p entao,
N(a) =p™
onde m < n, o grau de K.
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Mais particularmente, o item (c¢) do Teorema 1.7.3 pode ser escrito da seguinte maneira:
para todo ideal primo nao nulo p de O tem-se que N(p) = p/, onde f é o grau residual de
p e p o inico niimero primo em p. De fato, como [Ok/p : Z/pZ] = f entdo resulta que Ok /p

tem pf elementos.

Exemplo 1.7.3 Sejam K = Q(/—17), O = Z[V—17], seu anel dos inteiros algébricos,
p1 = (2,1 ++/—17), ideal primo de Ok. Entao N(p1) = 2 e pode-se imediatamente deduzir que
p1 € primo. Nota-se que N(p1) =2 € py, como assequra o Teorema 1.7.3 item (b).

Exemplo 1.7.4 Seja a um ideal primo satisfazendo:
N(a) =p™, onde m>1.

Isto significa que um ideal primo nao tem necessariamente uma norma que Seja um primo, por
exemplo, Ok = Z[i], a = (3). Aqui, 3 é irredutivel em Z[i], logo é primo, pois Z[i| tem fatoragao
inica. Como um elemento que é primo entao o ideal que ele gera também é primo. Assim, (3)
¢ primo em Zl[i], mas

N((3)) =| N(3) |= 3
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Capitulo 2
Corpos Quadraticos e Ciclotomicos

Este capitulo tem por objetivo apresentar o método algébrico para obtencao de reticulados e
a formula da sua densidade de centro.

Para tanto serao caracterizados o anel dos inteiros algébricos e o discriminante de um corpo
quadrdtico e de um corpo ciclotomico. Para este iltimo também € apresentado o cdlculo para
encontrar seu polinémio ciclotomico.

Na secao de Corpos Abelianos, o Teorema de Kronecker-Weber serd relevante para o estudo
das cibicas. Além de enuncid-lo, serd visto também a decomposicao de um ideal em uma
extensao galoisiana. Logo em sequida serao dadas as defini¢oes de empacotamento esférico,
empacotamento reticulado, raio de empacotamento e densidade de empacotamento.

A secao serd finalizada introduzindo o método algébrico. Este método descreve um reticulado
via representacao geométrica de ideais. Além disso, serd visto que a densidade de centro de tais
reticulados depende do discriminante do Corpo de Niumeros, da norma do ideal considerado e

do menor valor assumido por uma forma quadrdtica.

2.1 Corpos Quadraticos

Um corpo quadrético é um corpo de nimeros K de grau 2. Entao K = Q(6), onde 6 é um

inteiro algébrico, e # é um zero da seguinte equacao:
X’ +aX+b=0, a,beZ.

Logo

—a++va?—4b
5 )

Seja a®> — 4b = r%d, onde r, d € Z e d ¢ livre de quadrados.

9:
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Assim,

e entdo Q(0) = Q(d).
Teorema 2.1.1 ([17], pag. 67) Os corpos quadrdticos sio da forma Q(v/d), onde d é um

inteiro livre de quadrados.

Agora sera determinado o anel dos inteiros algébricos de Q(v/d), onde d ¢é livre de quadrados,
o qual depende de propriedades algébricas da congruéncia de d modulo 4, que serao vistas na

demonstracao do teorema a seguir.

Teorema 2.1.2 ([17], pag. 67) Sejam d wm nimero inteiro livre de quadrados, K = Q(\/d) e

Ok o anel dos inteiros algébricos de K. Entao Ok = Zla], onde

Vd, se d=2 ou3 (mod 4);

a= (2.1)
1
+2\/E, se d=1 (mod 4).

Demonstragdo: Tem-se que « é raiz do polinomio irredutivel X* —d ou X% — X + <1 ambos

pertencentes a Z[X], conforme d = 2 ou 3 = (mod 4), ou a d = 1 (mod 4), ou seja, @ é um
inteiro algébrico e, portanto, Z[a] C Ok. Reciprocamente, seja v = r + sv/d € Ok, 7, s € Q.
Supoe-se que s = 0, entdo r € Z, logo v € Z C Z[a]. Pode-se supor agora que s # 0, entao

irr(y,Q) = X? — 2rX + (r* — ds?).

Logo, 2r, r?*—ds? € Z, conseqiientemente (2r?)—d(2s)* € Z. Visto que 2r € Z, entdo d(2s)? € Z

x
e agora serd mostrado que 2s € Z. Supoe-se que 2s ¢ Z, isto é, 2s = —, com (z,y) = 1. Sendo

2

y # 1, existe um primo p tal que p* divide y?. Mas, para que d(2s)? seja inteiro é necessario

que p? divida d, o que contrario o fato de d ser livre de quadrados, portanto, 2s € Z. Fazendo

r = g, 5 = g, u, v € Z, tem-se que u®> — dv? € 47Z. Sendo u* = 0 ou 1(mod 4) se d = 2
ou 3(mod 4) a tnica possibilidade para que u? — dv? € 4Z é v = v = 0 (mod 2) e, portanto,
v € Z[Vd]. Assim, Z[a] = Ok se d = 2 ou 3 (mod 4). Entretanto, se d = 1 (mod 4), entdo
u? = v? =1 (mod 4) também é admissivel, isto é, para que v = gy g\/E seja inteiro algébrico

2
é suficiente que v e v tenham a mesma paridade. Logo u — v = 2t, portanto, u = 2t + v e

1 d
vy=t1l+w. ( +2\/_> € Z[a] e conseqiientemente, Ok = Z[a] quando d = 1 (mod 4). ]

Os monomorfismos de K em C sao dados por:

or(r+svVd) = r+sVd;
oo(r +sVd) = r—sVd.



Assim tem-se o seguinte célculo para o discriminante:

Teorema 2.1.3 ([17], pag. 68)
(i) Se d =2 ou 3 (mod 4) entio Q(v/d) tem discriminante 4d.
(ii) Se d =1 (mod 4) entio Q(/d) tem discriminante d.

Demonstracao: Usando o Teorema 2.1.2 tem-se o seguinte calculo para o discriminante:

1 Vd

v = (=2Vd)?* = 4d

Um exemplo especial, é o primeiro corpo de nimeros a ser estudado: o corpo de nimeros
Gaussiano K = Q(v/—1). Conforme o Teorema 2.1.2, O = Z[v/—1], também conhecido como
anel dos inteiros algébricos Gaussianos e seu discriminante, pelo Teorema 2.1.3, é 4. Neste caso,

os monomorfismos o; de K em C siao oy a inclusao e o5 a conjugacao, isto é,
ol(r+sv=1)=r+sv/=1 e oo(r +sv/—1)=r—sv/—1.
Logo,
N(r+sv—1) = r?+s%
Tr(r+sv/—=1) = 2r.

Mais geralmente, tem-se que a norma e o trago do elemento r + svd de @(\/E) (ou K) sao,
respectivamente,

r2 —ds® e 27r.

Um corpo quadratico Q(v/d), onde d é livre de quadrados, é dito real se d > 0 e é imaginario
se d < 0.
Abaixo serao mostrados exemplos de fatoracao em irredutiveis, aplicacao do Lema de Kum-

mer e igualdade fundamental em corpos quadraticos.
Exemplo 2.1.1 Em Q(\/—5) tem-se a sequinte fatoragao:
6=23=(14++v-5).(1—+v-5).
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Afirmacgao: 2, 3, 1++/—5 e 1—+/—5 sao irredutiveis em O, o anel dos inteiros algébricos
de Q(v/—5). De fato, como foi visto, a norma é dada por:

N(a +bV/=5) = a® + 5b°.

Entao as normas dos elementos acima citados sao 4, 9, 6 e 6, respectivamente. Se 2 = x -y,
onde x, y € Ok, enao sao unidades, entao 4 = N(2) = N(x)-N(y). Logo N(x) = £2, N(y) =
+2. Analogamente, os divisores nao triviais de 3 devem, se existirem, ter norma +3, enquanto
0s divisores nao triviais de 1 & /=5 devem ter norma £2 ou £3. Como —5 £1 (mod 4), o0s
inteiros algébricos em Ok sao da forma a + b\/=5 para a, b € Z. Entio tem-se as sequintes
equacgoes:
a>+5b° =42 ou +3, a, beZ.

Agora, |b] > 1 implica |a*+5b%| > 5; e entdo a tinica possibilidade é |b| = 0. No entanto tem-se
a? = £2 ou £3 o que é impossivel em Z. Entao os supostos divisores ndo existem e 0s quatro
fatores sao todos irredutiveis. Sendo N(2) = 4, N(1 + /—5) = 6, pela Proposi¢io 1.6.4 item
(b), 2 ndo ¢ associado de 1+ /=5 ou 1 — /=5, entio a fatoracdo nao é nica.

Exemplo 2.1.2 Sejam K = Q(V/7), Z[\/7] o anel dos inteiros algébricos de K e X*> —7 o
polinémio irredutivel de /T sobre Q. Considera-se o ideal 27 C Z. O polinomio X*>—7 fatora-se

como:

X?—7=(X+1)? (mod 2Z[X])

e pelo Lema de Kummer 1.6.4 e pela Iqualdade Fundamental 1.6.8, 20k = p?, p = (2,0 + 1)
sendo o unico ideal primo de Ok acima de 27 e novamente pela Igualdade Fundamental o grau
residual é 1 e a norma é 2. Agora, considerando o ideal 57 C Z tem-se que o polinémio X2 —7

fatora-se como:

X?—7=(X+3)(X +2) (mod 5Z[X])
e novamente pelo Lema de Kummer e pela Iqualdade Fundamental, 3Ok = p1p2, sendo
p1 = <3,9+3> e P2 = <3,6+2>

0s ideais de O acima de b5Z e, da Iqualdade Fundamental tem-se que os graus residuais sao

iguais a 1 e, N(p1) = N(p2) = 3.

2.2 Corpos Ciclotémicos

O corpo Q(¢,,) é chamado n-ésimo corpo ciclotémico, onde ¢, = e?™/™ & uma raiz n-ésima
n

primitiva da unidade e ®,,(X) = H (X —(},) é 0 n-ésimo polinomio ciclotomico. O polindémio
i=1

(i,n)=1
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ciclotomico ®,, é um polindmio monico em Z[X], de grau ¢(n), onde ¢ é a fungdo de Euler.

Lema 2.2.1 ([11], pag. 110) Se n é um inteiro positivo entao

X" —1=]] ).

dln

Demonstracao: Sejam 1 =d; < dy < ... < ds = n todos os divisores de n. Logo,

n—1 n—1 n—1
xr—1= ] &x=¢). [ &x-¢)-.. (X =G,
1=0 =0 =0
(i,n)=dy (i,n)=d2 (i,n)=ds
e
n—1

| (X —¢) = ® 2 (X) = ®,(X), pois dy = 1.
(i,m)-

[R=)

dy

Note que se d = (j,n) entdo ¢ = Cfﬁ, assim

n—1 t—1 t—1
) j/d 1
I[Tx-¢=1]x-¢hH=1] x-¢)=ax)
i=0 j=0 Jj=0
(i,n)=d (4,t)=1 (4,t)=1

comt =45 e j= 4. Repetindo o mesmo argumento em todos os fatores tem-se

Xt—1= QD%(X)QD%(X) .. '(I)ﬁ(X)
€como ;—1, el g—s também sao todos os divisores de n, segue o resultado. [ |

Exemplo 2.2.1 Tem-se que, X? —1 = & - ®,, p primo. Assim

XP -1

=XP 1y XP 24 4+ X +1.
S + +...+X+

®,(X)

Mazis geralmente, para as poténcias de um niumero primo p, p",r > 1 tem-se

r—1

X —1=0 - @, ... Dpr - Py = (XP

p

—1)- D,

r—1

e, portanto, ®,(X) = X? =1 . X2 4 4 XPT 41 0 polinémio ®1g obtém-se da

wqualdade:
X0 1=0, &5 -0y Pyg = (X° — 1)(X + 1)y,

ou seja, P1p(X) = X+ - X3+ X2 - X + 1.

Lema 2.2.2 ([11], pag. 114) Seja n um inteiro positivo. Entao o n-ésimo polinémio cicloto-

mico ®,, tem coeficientes inteiros.
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Demonstracao: A demonstracao é feita por inducao sobre n. No caso em que n = 1 tem-se
que ¢1(X) = X — 1 € Z[X]. Supobe-se que esta afirmagao é verdadeira para 2, 3,..., n—1e
sera provado que vale para n. Sendo

X" =1 =[] 2u(X) = 2.(X) [] ®ua(X)

dln dln
d<n

e tomando H d, = f(X) tem-se X" — 1 = ®,(X).f(X), e por hipotese de indugao, f(X) €

d|n
d<n

Z[X]. Sejam
O,(X) = X" 4 an X"+ ..+ ap;

f(X) = X" +b 1 X" 4+ ..+ by

bjeZ, j=1,...,r—=1.
Afirmacao: a; € Z, © = 1,...,m — 1. De fato, supbe-se que a1, Um_2,-..,0y, € Z €

a,—1 ¢ 7. Entao,
Xn — 1 = Xm+T —I— (br—l + am_l)Xm+T_1 —|— Ce + CLQb()

e, pela igualdade de polinomios, conclui-se que os coeficientes de ®,,(X) f(X) sao inteiros, logo

a,—1 € Z, absurdo, pois por hipotese a,_; ¢ Z. Portanto, ®,(X) € Z[X]. n

Lema 2.2.3 ([11], pag. 116) Seja n inteiro positivo. Entao o n-ésimo polinémio ciclotémico

O, (X) € irredutivel sobre Q.

Demonstragao: Seja f(X) = irr(¢,, Q). Entao existe g(X) € Q[X] monico, tal que,

Afirmagao: ®,(X) = f(X). De fato, sejam K = Q((,), Ok o anel dos inteiros algébricos
de K, p um ideal primo de Ok e p € p um nimero primo, (p,n) = 1. Supondo que ¢? nao é
raiz de f(X), entdo é raiz de g(X). Seja g(X) =co+ 1 X + ... + X" Tem-se que em Ok /p

vale

g(h) =co+alh+...+a(lt)r =0,

onde @ denota a classe de a em Ok /p.

Considera-se o seguinte homomorfismo:

Ok Ox
v p p
X — XP



e visto que p € p, tem-se que 1 é injetiva e pela demonstracao do Teorema 1.6.2, O /p é finito;

segue que a aplicacao é sobrejetiva. Assim

9(G) = co+ ()P + ...+ ()P = (0 + Gt ... +ag)P =0

e, portanto,

9g(X)=(co+a X +...+caXt)r.

Como foi visto,

X" = 1= 0, (X). J] @a(X) = £(X)g(x) [ (),
d

dn
d<n d<n
e por outro lado, em Ok /p,
Xn_lzf(X)g(X),Hq)d(X). (2'2)
b

Logo X™ — 1 tem raizes multiplas, a menos que g(X) seja constante. Derivando o lado esquerdo
da equacdo (2.2), tem-se nX"1; como p nao divide n, 0 ¢ a tnica raiz para a derivada. Sendo
que 0 nao é raiz de X™ — 1, entao X™ — 1 ndo tem raizes mltiplas. Portanto, g(X) é constante

e, conseqiientemente, f(X) = &, (X). u

Assim, o n-ésimo polindmio ciclotémico é o polinomio irredutivel de (, sobre Q de grau
¢(n), onde ¢ é a funcao de Euler.
Uma propriedade importante é que dado n = p{* ... p%, sua fatora¢ao em primos, entao ¢(n) =

(p1—1)...(ps — 1)10‘1“71 copteTh

Corpos Ciclotémicos do tipo Q(¢,)

Nesta se¢ao serdo vistos o traco, a norma e o discriminante de Q((,), para qualquer nimero

primo impar p (p # 2, pois caso contrario Q(¢2) = Q).

2

As poténcias (p, (-

. Cg_l também sao raizes p-ésimas da unidade, nao iguais a 1, e

também pelo mesmo argumento, tém ®,(X) como polindmio minimal. Assim, tem-se que

Xl 4 X4+1=0,(X)=(X-)X =) ... (X =g (2.3)
e entao os conjugados de ¢, sao (p, Cg, cee Cg_l. Isto significa que os monomorfismos de K em

C sao dados por

Uz‘(Cp)ZC;, 1<i<p-—1.

33



Para um elemento geral
a=a+aC+...+ ap_2§5_2, a; € Q,

tem-se

oi(la) =0i(ap+ a1+ ...+ ap_2§5_2) =ag+ alg‘; +...+ ap_gq;(p_m.

A partir disto calcula-se norma e traco obtendo-se assim:

N(a) = ﬁai(a) e Tr(a)= Z_:Ui(a).

Em particular,
N(G) = GG
O traco de ¢, pode ser calculado da seguinte maneira:

Tr(G) =Tr(G) =G+ G +...+ G

e usando o fato que
FG)=1+G+G+.. .+ =0
tem-se
Tr(¢)=-1,1<i<p—1.

Sendo (P = 1, pode-se usar esta formula para extender a equacio (2.4) para

-1, se s=0 (mod p);
p—1, se s=0 (mod p).

Para qualquer elemento de Q((,), o traco é calculado da seguinte maneira:

p—2 p—2
Tr(d aigy) = > Tr(ag),
=0 =0
p—2
= Tr(ap)+ ZTT(%C;),
i=1
p—2
= (p—Dao— ) a
i=1
p—2
= pag — Z a;.
i=0

A norma é mais complicada no caso geral, mas um caso muito 1til é o seguinte:

p—1

N1-¢)=]]a-¢)

i=1
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a qual pode ser calculada colocando X = 1 na equagao (2.3) para obter

p—1

[[Ja-¢) =»

i=1
entdo, N(1 —(,) = p.

Estes calculos serao usados para encontrar o anel dos inteiros algébricos de Q((,).

Teorema 2.2.1 ([17], pags. 72, T4)
(a) O anel dos inteiros algébricos de K = Q((p) € Z((p);

(b) O discriminante de Q((p), onde ¢, = e*™/P ¢ p um primo impar ¢
(—1)P=D/2pp=2,

Demonstracao: O item (a) decorre dos resultados obtidos anteriormente, entao somente o
item (b) sera demonstrado.
Como foi visto anteriormente, uma base integral para Q(¢,) é {1, ¢, ..., Qg”}. Assim, pela

Proposicao 1.5.1 o discriminante é igual a

(—1)(1"*1)(1’*2)/2.]\[(]"((},))

com f(X) como acima. Sendo p um primo impar, o primeiro fator se reduz a (—1)?~1/2, Para

desenvolver o segundo toma-se
XP—1

) =1

entao
(X —1)p X7~ — (XP — 1)

(X —1)?

(X)) =
assim
—pCht
1—-¢ ’

f,(Cp) =
Logo

N(—p) 'N(Cp)p_l

N('(6)) Vi

O Teorema abaixo identifica o anel dos inteiros algébricos do corpo Q((,), para qualquer

valor de n.
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Teorema 2.2.2 ([19], pag. 11) Seja n um inteiro positivo. Entdo o anel dos inteiros algébricos

de Q(Cn) é Z[Cn]

Teorema 2.2.3 ([19], pag. 12) O discriminante do corpo K = Q((,) é:

¢(n)
Py
de’(")/(p* )
pln
Demonstracgao: Pelo Lema 2.2.1,
X" —1=]]®a(x). (2.6)
din

Derivando ambos os lados da equacao acima tem-se

nX"h = &y, (X) (%) +o 0 (X) (%)

em que dy,...,ds sao divisores de n. Substituindo X por (,, calculando a norma e usando a

Proposicao 1.5.1, segue que

nfn — +Dk. Nk H 4(¢n)

din
d<n

Logo,
d(n)
Dy =+ n

NK/Q H q)d(gn)

din
d<n
Assim, falta provar que
b(n)
Niso | [T ®a(Ga) | =[] p7 -
dln pin
d<n
Fazendo 1
[Tx-¢)
X"—1 i
(X)) Du(X)
obtém-se,
[Te«x)= J] x-¢)
d|n =1
d<n (Zvn)>1
e dai,
d|n =1 =1
d<n (i,n)>1 (i,n)>1
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Logo,

Nio | [T®aG) | = 1] (Ve -¢h)

dln =1
d<7’l (Z7n)>1
n—1
e H NK/Q ]. - Z 1)
=2
(i,n)>1
= Nreso(l =G
7j=1
(z ln) p]
Quando n = p" ja foi visto que Nk (1 — = p, e além disso, tem-se:

Nkl =Gr) = Nogm/eNrsae) (1 —Gr))
= No(gm/e(l — )G = plFeGml,

Caso n = niny, (n1,n2) =1 tem-se Ngg(1 —(}) = 1. De fato, seja

n—1
X" X+ X+ 1= (-6,
i=1
Substituindo X por 1 tem-se
n—1
n = JJa-¢)
i=1
no—1 ni—1 n—1
= JJa-¢m). J[Ta-¢m). (1—¢)
i=1 i=1 k=1
nitk,natk
no—1 ni—1 n—1
= JTa-¢o- TTa-¢ (1—¢h
=1 =1 k=1
nitk,natk
n—1 n—1

logo, 1 = H (1 — ") e, portanto, 1 = Nk /o H (1—¢*) | . Diante de tais considera-

k=1 k=1
nitk,notk nitk,notk
¢oes, segue que:
p[K:Q(CpT)]7 se .n — pT
Nkl —¢,) = (i,m) (2.7)
1, caso contrario.
n .
Impoe-se que ﬁ = pg-”, (i,n) > 1. Sendo n = p*...p% ei—1=p ' . . pt~lu para
1—1,n
v=1,...,p% —1, entao
n .
i—1=—w, v=1,...,p7 —1
P;

37



. n
(i—1,n)=—,b<a
pjj
Visto que v =1, ... ,p?j — 1, p; nao divide v, entao existe um tnico v € {1,...,p — 1} tal que

i= %v—l—lzo (mod p;).
pjj

Logo, (¢ — 1,n) > p; implicando b; = a; e, portanto,

aj—l
s n—1 s Pj—1 —ay v up;
i1 _
11 Ngi(l—=¢, )| = 11 Nk |1- Cn’
j=1 =2 j=1 =1yl
b J
(ZTL) ’(7, 1n) p] a,pj
v=1,...,p;” =1, i=0(mod p;)

51
s pj 1

+ .
- [T Nuje(t =)
bj
u=0
| V:conveniente

a'fl
p] 1

vtup;
= 11 N@(c a3 >/@(NK/@<< (L= C™)
u=0 7

<.
Il
—

V)

<.
I
—

[ a;—1
J
P4

v—f—u n
= H Ny C e —C P ) )/6(0)7)

u=0 J

Vo)

<.
Il
-

aj

[ smysw ] n)/(p3—1)
_ pj p; 1 H [ ¢( pj i| )

1 L

w

<.
I

o)
Portanto, Dgy = + —————. ]

Hp¢(n)/(p—1)

pln

Exemplo 2.2.2 O discriminante de Q((oq) € 215 - 3%, a menos de sinal.

Exemplo de fatoragao de ideais no anel dos inteiros algébricos de um corpo ciclot6-

mico Q((,).
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Exemplo 2.2.3 Neste exemplo serd visto que a fatoracao nao € tunica no anel dos inteiros
algébricos do corpo ciclotomico Q((a3). Seja K = Q(C), onde ( = €*™/%. Pelo Teorema 2.2.2
o anel dos inteiros algébricos de K é Z[(]. O grupo das unidades de Zsg é gerado por -2,

1, =2, 4, =8, =7, 14, =5, ... (2.8)
Por motivos que serao melhor entendidos a frente, introduz-se 0s sequintes elementos:
bo = CHC T =) (O

(2
0 = CPHCEHM =) (Y
-
As poténcias que ocorrem sao elementos alternados na seqiiéncia (2.8). Tem-se:

B+ 0 = 3 CCU IR S S oty =

(2

000y = 6.

A norma de um elemento qualquer f(C), onde f € um polinémio sobre Z de grau < 22, pode

ser calculada por

N(F©Q) = JINGE@) (2.9)
= JI~vu@n- IT v (2.10)
= G(C)G(¢?), (2.11)

onde
G(¢) = FIOSFCHFCTFC)FE) AT FE) ().

Por definicao, G(C) € invariante sob a aplicagdo linear o a qual leva (7 em ¢Y. Um elemento

fixzado por o deve ser da forma a + by para a, b € Z. O elemento abaizo,
p=1l-C+=1-C+("

foi encontrado por Kummer através de um detalhe de experimenta¢ao. Usando (2.9) e por meio

de muitas contas tem-se
N(,u) = (—31 + 2800) . (—31 + 2801) = 6533 =47 - 139.

Pelo Teorema 1.7.3 o ideal principal m =< p > nao pode ser primo, assim este deve ser produto
nao trivial de ideais primos, por exemplo m = pq. Tomando a norma desta igualdade tem-se

(sem perda de generalidade), N(p) = 47 e N(q) = 139. Se K € um corpo de fatoragao unica
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entao pelo Teorema 1.6.5 todo ideal, em particular p, € principal. Logo p =< v > para algum
v € Z[C]. Pelo Coroldrio 1.7.1 tem-se que N(v) = £47. Isto é impossivel, pois observou-se que
G(C) pode ser sempre expresso na forma a + by, para a, b € Z e entao G(C™2) deve ser igual

a a+ bby. Assim, tomando f(¢) = v, tem-se
+47 = (a + bhy).(a + b01) = a* — ab + 6b*.
Multiplicando por j e reagrupando tem-se,
(2a — b)* + 23b* = £188.

O sinal deve ser sempre positivo. Uma andlise de tentativa e erro mostra que 188 nao pode ser
escrito na forma P? + 23Q?. Isto contradiz a afirmacao que fatoracao prima de elementos nao

pode ser tinica em Og.

2.3 Corpos de Numeros Abelianos

Uma extensao L sobre K é normal se L é uma extensao algébrica sobre K e todo polindomio
irredutivel e unitario sobre K que admite uma raiz em L decompoe-se num produto de fatores
lineares em L[X].

Uma extensao L/K é dita uma extensao Galoisiana quando L é normal e separavel sobre
K. Como K = Q, por L ser um corpo de ntimeros, segue que L/K é uma extensao separavel,
portanto, se L/K for normal é galoisiana.

Um corpo de nimeros é dito abeliano se K é uma extensao galoisiana dos racionais e seu
grupo de Galois é abeliano.

Segue da teoria de Galois que se um corpo de niimeros K esté contido em um corpo cicloto-
mico entao K é um corpo abeliano. A reciproca desta afirmacao é o teorema de Kronecker-

Weber, que serd enunciado abaixo.

Teorema 2.3.1 ([19], pag. 319) Se K/Q ¢é uma extensao finita abeliana, entao K C Q((,)

para algum n.

Como foi visto no capitulo anterior, o célculo do discriminante utiliza a base integral. Exis-
tem resultados que fazem este calculo sem o uso da base integral. Um deles, que serd enunciado

abaixo, ¢ conseqiiéncia do Teorema do Condutor-Discriminante ver ([19], pag. 27).

Teorema 2.3.2 ([12], pag. 64) Sejam p um nimero primo impar, r um inteiro positivo e
K C Q({yr), [K:Q] =up?, p nao divide u. Entio, Dx = +p¥, sendo

pj+1_1
p—1

v=ul|(j+2)p — — 1.
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O resultado abaixo serda importante para os exemplos do préximo capitulo.

Teorema 2.3.3 ([18], pag. 57) Sejam K C Q((,), p primo, r = [Q((,) : K], s = [K : Q],
0 = Tro,)/k(G) € g € Z tal que oy gera G = Gal(Q((,)/Q). Entao, K = Q(0) e

Zog(0) + ...+ Zoy(0)
€ o anel dos inteiros algébricos de K. Além disso,
-DK _ ip[KQ}—l

Demonstragao: Primeiramente serd mostrado que K = Q(6). Como 0 € K, segue que Q(#) C

K. Seja G = Gal(Q(¢p)/K) = {ogs, 0g25,..., 0gs} €0 = (5 +...4+ (" entdo tem-se que
04(0),..., 04(0) € Q(F), pois Q(f)/Q é uma extensao galoisiana. Sejam aq,...,as € Q tais
que

a104(0) + ...+ as04: () = 0. (2.12)

s+1i rS5+1

Visto que 04:(0) = ¢ + ...+ ¢, se Cgtlsm = Cgt23+i2, com1<t, ta<rel<iy iu<s

entdo t; =ty e i3 = . Com isso a equagao (2.12), pode ser reescrita da seguinte maneira:
ble + b2<§ + ...+ bpflcgil =0,

onde {b;; i = 1,...,p—1} = {a; 7 = 1,...,s}. Por outro lado, {(}; i = 1,...,p — 1} é
um conjunto linearmente independente sobre Q, logo b; = 0, ¢ = 1,...,p — 1 e, portanto,
a; =0, 1 =1,...,s ou seja, [QF) : Q] > s. Como Q(f) C K e [K : Q] = s tem-se que
K = Q(0). Sendo 0,:(0) € Z[(p] N K entao,

Zog(0) + ...+ Zoy(0) C Ok.

Agora, sera provada a reciproca. Considera-se o € O, entao existem aq,...,as € Q tais que
S

a= Z a;04i(0), ja que {og4(0),...,04(0)} & base de K/Q. Entao, como « € Z[(] e repetindo

i=1
o argumento que foi usado na demonstragao que K = Q(#), conclui-se que a; € Z, i = 1,...,s,
isto é,

Ok =Z0oy(0) + ...+ Zoy ().
O valor do discriminante decorre do Teorema 2.3.2 |
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Decomposicao de ideais em um extensao galoisiana

Nesta subsecao sera tratado o problema geral de determinar como um ideal primo de um anel
dos inteiros algébricos fatora-se numa extensao de corpos, sendo esta uma extensao Galoisiana.
Sejam L uma extensao normal de K e p um ideal primo de O. O grupo de Galois G =
Gal(L/K), consistindo de todos os automorfismos de L os quais fixam K ponto a ponto, tem
ordem n e permuta os ideais primos acima de p: se q é um dos tais ideais primos e o € (G, entao
o(q) & um ideal primo de o(Op) = Oy, e esta acima de o(p) = p. Além disso, G permuta-os

transitivamente:

Teorema 2.3.4 ([10], pag. 70) Com a notacio acima, sejam q e q dois ideais primos de O

que estao acima do mesmo ideal primo p de O. Entao, o(q) = q, para algum o € G.

A partir disto obtém-se:

Corolario 2.3.1 ([10], pag. 71) Se L ¢é normal sobre K e q, q sdo ideais primos acima de

p, entdo e(qlp) = e(d'p) e f(alp) = f(q'lp).

O corolario acima mostra que no caso de uma extensao normal, um ideal primo p de Ok
fatora-se em (qi...q,)¢ em O onde os ¢; sao ideais primos distintos, todos tendo o mesmo

grau residual f sobre p. E mais, por ([10], pag. 65) n = [L: K] = gef.

Exemplo 2.3.1 Seja K = Q({o1), pelo Teorema 2.2.2 tem-se que o anel dos inteiros algébricos
de K € Z[Co1]. O polinomio minimal de (91 sobre Q € :

g(X) — X72 . X71 _X64 +X59 . X57 +X52 . X50 +X46 . X43 +X39 o X36 +X33
X29+X26—X22+X20—X15+X13—X8+X7—X—|—1.

Primeiramente, 7Ok serd fatorado usando o Lema de Kummer (Teorema 1.6.2). Com a nota-

¢ao acima, a redugao de g(x) mddulo 7 é
97(X):<X12+X11+X10+X9+X8+X7+X6+X5+X4+X3+X2+X+1)6.

Logo e; = 6 e sendo o grau residual igual ao grau do polinomio g(X) conclui-se que f; = 12,
para i = 1. Portanto,

70k = pS

onde

p1 = 70k + 9(Co1)Ok.
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Para a fatoracao de 130k, tem-se que o polindmio g reduzido mdodulo 13 €
g13(X) = pl(X)12 'pz(X)12 'ps(X)12
onde

p(X) = X?+5X+1;
p(X) = X?+3X +1;
p3(X) = X?+6X +1.

Assim, e; = 12 e sendo o grau residual igual ao grau de p;(X), conclui-se que f; =2, i =1, 2, 3

e2=gqg-e-f=3-12-2. Portanto,
130k = pi* - py” - p3”

onde,

p; = 130k + pi(Co1)Ok,i =1, 2, 3.

Sejam K e K5 corpos de niimeros linearmente disjuntos (isto &, [K1 K5 : Q] =
(K1 : Q][Ks : Q]). Dado um namero primo p, por ([10]) a decomposigao do ideal pOg, i, em
K1 K5 pode ser obtida através da decomposicao em K e em K,y da seguinte maneira: sejam
ei, fi e g; os parametros relativos a decomposicao de pOg; em Kj, j =1, 2. Em K; K, estes
parametros satisfazem a condicao: g = g192, € = e1e2 e f = f1fso. Cada ideal primo de Ok,
acima de p se estende em Op, g, de maneira analoga a que p se estende em Ok, .

Para cada ideal primo q acima de p, define-se dois subgrupos de G:

O grupo de decomposigao :
D=D(q|p)={oeG:0o(q) =a}
e 0 grupo inercial
E=E(q|p)={0c€G:o(a) =a(modq), Ya € Or}.

Ambos sdo subgrupos de G e E C D, pois 0(q) = q pode ser expresso como o(a) = 0 (mod q)
se, e somente se, &« = 0 (mod q).
Quando G é um grupo abeliano, D(p;) depende apenas de p, assim este sera denotado por

apenas D(p). Como ¢ denota o nimero de conjugados de ¢, entao

card(G)card(D(p))™' =g e, portanto, card(D(p)) = — = ef.

n
9
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Os membros de D induzem um automorfismo do corpo Or,/q de modo natural: todo o € G
restrito a um automorfismo de Oy, e se 0 € D entao a aplicagao induzida O, — Op/q tem

ntcleo g, logo cada ¢ € D induz um automorfismo @ de Oy, de tal modo que o diagrama abaixo

comuta:
0, —2—=0y
OL/CILOL/CI

E mais, @ fixa o subcorpo Ok /p ponto a ponto se o fixa K. Logo fixa Ok, ponto a ponto.
Entdo @ é um membro do grupo de Galois G de O, /q sobre Ok /5p.

Tudo isto pode ser resumido dizendo que tem-se a aplicacdo ¢ : D — G e ¢ é um
homomorfismo de grupos (pois composigao de automorfismos em D corresponde a composi¢ao
em G). Logo Nuc(y)) = F; assim E ¢ um subgrupo normal de D e o grupo quociente D/E
¢ imerso em G. Tem-se que 1 : D — G é sobrejetora, assim D/E — G é de fato um
isomorfismo de grupos. Sabe-se que G ¢ ciclico de ordem f, assim o mesmo é valido para D/E.

Sejam Lp e Lg corpos fixados por D e E respectivamente. Lp é chamado corpo de

decomposicao e Ly corpo inercial.

Exemplo 2.3.2 Sejam K = Q((15), Ok =Z[Cis) e f(X) = X3 = X"+ X5 - X1+ X3 - X +1
o polindomio minimal de (15 sobre Q. A decomposicao do ideal 7Ok em ideais primos de Ok

satisfaz:
fX) = (X*4+4XP +2X? + X +4) - (X' +2X° +4X? + X + 2)(mod TZ[X]).

Tem-se que g =2, p1(X) = X' +4X342X? + X +4, pp = X1+ 2X34+4X2+ X +2, ) = ¢y =
1, f1 = fg =4 e P = 70[( +p1(C15)(’)K e pa = 70]{ —|—p2(<15)0K. Portanto, 7@[( = (plpg),

onde Py, Po sao ideais primos de Ok. O grupo dos Q-automorfismos de K sobre Q € dado por
G={0;(i,15) =1, i=1,...,15: 0i(C15) = Cis} = {01, 02, 04, 07, 08, O11, 013, Oua}.

e verifica-se que Py e Po sao conjugados, por exemplo o7(p1) = po € o7(pa) = p1. Logo, p1 e po
sao ideais primos conjugados que tém o mesmo indice de ramifiaca¢iao (e = 1) e mesmo grau
residual (f =4).

O grupo de decomposi¢ao D(TZ) € dado por:

D(7Z) ={o € G;o(p1) = p1} = {01, 07, on, o013}
Da mesma forma o grupo de inércia E(T7) é:
E(7Z) ={0c € G:0(x) =x(mod p1), v € O} ={o € D : 0((15) = (15(mod p1)}.
Como card(E(7Z)) = 4 e sendo E(TZ) um subgrupo de D(7Z) tem-se que E(7TZ) = D(7Z).
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Teorema 2.3.5 ([10], pag. 100) Sejam L, K, Ok, Or, p, q, G, D, E, g, e, e [ como

acima. Entao tem-se o sequinte diagrama:

grau indice de ramificacao grau de inércia

L q

e e 1
Lg e

f 1 f
Lp qp

Y 1 1
K p

O proximo teorema estabelece certas condicoes maximais e minimais para o corpo de de-
.~ . ! .
composi¢ao, considerando agora K o corpo fixado por um subgrupo H C G. E mais, seu anel

dos inteiros algébricos ¢ Sy = BN K ep = qN Sy é o unico ideal primo de Sy abaixo de q.

Teorema 2.3.6 ([10], pag. 104) Com as notagoes acima tem-se:
(i) Lp) € o maior corpo intermedidrio de L contendo K tal que e(p'|p) = f(p'|p) = 1;

(ii) Lp(y) € o menor subcorpo K', tal que q € o tnico ideal primo de Oy, acima de p'.

Exemplo 2.3.3 Como foi visto no Exemplo 2.3.2 tem-se que e = 1, f =4, e g = 2. Pelo
Teorema 2.3.6 seque que Lp = Q((3) C Q(Ci5) e e(qplp) = f(aplp) = 1.

2.4 Reticulados

Entende-se por empacotamento esférico a disposicao de esferas de mesmo raio no espago
euclidiano R™ de tal modo que a interseccao de duas delas tenha no maximo um ponto. A

forma de dispor essas esferas de modo a cobrir a maior parte do espaco sempre foi um desafio
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e mereceu citacao de Hilbert, que em 1900 colocou-o na lista de problemas em aberto mais
relevantes do século.

Dentre os empacotamentos esféricos aqueles cujo conjunto de centros das esferas formam
um subgrupo discreto do R" serao denominados empacotamentos reticulados, ou define-se reti-
culados da seguinte maneira: sejam V' um espaco vetorial de dimensao finita n sobre um corpo
K, A um subanel de K e vq,...,v,, r < n, vetores linearmente independentes de V. Da-se o

nome de A-reticulado com base (vy,...,v,) ao conjunto de elementos da forma
r=av;+...+av,, com a; €A

A partir de agora, toda vez que for citado reticulado, supoe-se que V =R", K =R, A=Ze
r=n.

Daqui por diante todos os empacotamentos considerados serao reticulados e quando o con-
junto de centros for A, diz-se que o empacotamento é associado a A. Define-se a densidade de
um dado empacotamento como sendo a proporcao do espaco R™ coberto pela uniao das esferas.

Seja A C R™ um reticulado com base v = {v1,...,v,}. O conjunto
Ro={xeR":x= v +...+ v, 0 <\, <1, A € R}

é dito a Regiao Fundamental de A associada a base . Nota-se que a Regiao Fundamental
depende da escolha da base do reticulado.

A densidade de empacotamento é definida como sendo a proporcao do espaco coberto pela
uniao das esferas. A seguir serao introduzidos conceitos para este célculo.

Fazendo v; = (vi1,...,v) € R*, ¢ = 1,...,n, o volume de R,, v(R,), ¢ o modulo do

determinante da matriz

Vi1 V12 ... Ulin

V21 V22 ... U2y
M =

Unit Upn2 ... Unpn

a qual é denominada matriz geradora para o reticulado A.

O volume da Regiao Fundamental, R, independe da base, pois a matriz mudanca de base
é invertivel, com entradas inteiras, ou seja, tem determinante £1. Assim define-se volume do
reticulado A como sendo o volume de uma Regido Fundamental, e este sera denotado por v(A).

Este trabalho tem como objetivo tratar de empacotamentos associados ao reticulado A cujas
esferas tenham raio maximo.

Logo, o maior raio possivel para distribuir esferas centradas em cada ponto do reticulado A

e obter um empacotamento é p = A /2, onde A, = min{| v [;v € A, v # 0}. E importante
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notar que p = A,,i,/2 € 0 maior raio com o qual é possivel distribuir esferas centradas nos pontos
de A e obter-se um empacotamento. Desta forma, estudar os empacotamentos reticulados
equivale ao estudo dos reticulados.

Ao mencionar densidade de empacotamento com esferas de raio p associado a um reticulado,
esta citando-se densidade de um reticulado A, a qual serda denotada por A(A) e esta é dada
por:

Vol.de uma esfera de raio p
Vol. do reticulado

A(A) = (2.13)

O volume de uma esfera n-dimensional de raio p é

onde v(B(1)) é o volume de uma esfera de raio 1. Assim a densidade de um empacotamento

reticulado A é dada por

p
AW) = o(B)

A fragao que se destaca é outro parametro importante em empacotamento reticulado, chamado
de densidade de centro, a qual é dada por

S(A) = -
) = o

Em dimensao um, uma esfera uni-dimensional é um segmento de reta e a partir dai os pontos
de coordenadas inteiras da reta formam um Z-reticulado cuja densidade de empacotamento
A=1.

A resposta também é conhecida em duas dimensoes: é o reticulado hexagonal gerado pelos
vetores (1,0) e (‘71, ‘/7§>, obtendo-se assim o raio p = % e densidade de empacotamento A =
7/v/12 2 0,9069.

Em trés dimensoes, a resposta é desconhecida. Mas se forem considerados somente em-
pacotamentos reticulados entao Gauss obteve a resposta em 1831, o reticulado denominado
face-centered-cubic, denotado por fce (pilha de laranjas ou bala de canhdes), é o empacota-
mento reticulado mais denso, segundo [16]. O fcc consiste de todos os pontos (z,y, z), onde
x, Y, Z sao inteiros com soma par.

Para dimensao 4, por exemplo, o empacotamento esférico mais denso conhecido é o re-

ticulado denominado checkerboard D4, no qual os centros das esferas sao todos os pontos
4

(u1,ug, ug,uy) onde os u; sdo inteiros, tais que Zul = 2k, k € Z. Entao, por exemplo

=

1
(0,0,0,0) é admitido e (1,1,0,0) também, mas (1,0,0,0) nao. Quaisquer dois centros dis-

tintos, devem diferir de 1 e em no minimo duas coordenadas, ou de no minimo 2 em uma
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coordenada; logo a distancia minima entre os centros é /2. Entio, o raio de empacotamento
vale p = \/2/2.
Em 1872, segundo [16], Korkine e Zolotareff provaram que esta é a maior densidade possivel

para um empacotamento reticulado em 4-dimensoes.

Exemplo 2.4.1 Seja A = Z" um reticulado do R™ gerado pela basey = {e; = (1,0,...,0),...,e, =
0,...,0,1)}. A forma quadrdtica € | v |*= z3+...+22 assume o valor minimo 1 quando um dos
x; =1 parai=1,...,n e os demais valores sio nulos, logo p = 5. Visto que v(A) =| detM |,

e sendo neste caso M a matriz identidade tem-se v(A) =1 e, portanto, § = 2%

Um outro modelo destacado é o algébrico, descrito por Minkowski que consiste no seguinte:
seja K um corpo de nimeros de grau n e o seu anel dos inteiros algébricos O, obtém-se um
homomorfismo de K em R", de modo que a imagem de um ideal ordinario nao nulo de Ok
por este homomorfismo é um reticulado de posto n em R". Este é o modelo que sera tratado
a partir de agora, pois com este método é conhecido, em algumas dimensoes, reticulados com

densidade de centro maxima.

2.5 O Homomorfismo Canonico

O proposito desta secao é apresentar o método de imersao de um corpo de nimeros K no
espaco euclidiano, de tal modo que ideais em Og correspondam a reticulados neste espaco.

Recorda-se que, dada uma extensao K de QQ de grau n existem exatamente n monomorfismos
de K em C.

Um monomorfismo o; é dito real se 0;(K) C R; caso contrario é dito imaginario. Um
corpo K é dito totalmente real quando todos monomorfismos sao reais, e K é dito totalmente
imaginario se todos sao imaginarios.

Sejam K um corpo de niimeros de grau n, r; a quantidade de monomorfismos reais e 2r
a quantidade de monomorfismos imaginarios. A ordem dos monomorfismos é ordenada de tal

modo que os monomorfismos de K em C sao

O1y-++50ry Ori+1,0r1415 -+ -5 Ori4ray Orp4ro
onde 01,...,0, sao monomorfismos reais e os demais sao imaginarios, e 0,,1; = Oy, try+i, Para
t=1,...,79. Assim, define-se 0 homomorfismo candénico

ok : K — R" por
ok (x) = (o1(z),...,00(x), Reor, 11(x), Imo,, 11(x),..., Reop i, (x), IMmo,, 11, (x))
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onde Re(z) e Im(z) indicam, respectivamente, as partes real e imaginaria do nimero complexo

2.
Exemplo 2.5.1 Seja K = Q(0) onde 6 € R satisfaz
0° —5 = 0.

Os conjugados de 0 = /5 sio 0, 6w, Bw? onde w é uma raiz cibica primitiva da unidade. Um
elemento de K, por exemplo

r=q+r+ s6%
onde q, v, s € Q, € levado a R?® de acordo com

o(x) = (o1(x), Reoy(x), Imoy(x))

rd  s0% rOv/3  s6*\V/3
= (q+r0+392,q—?—7, 5 T o )-

Exemplo 2.5.2 Sejam K = Q(v/11) com Q-base {1,v/11} e 0os monomorfismos de K em C,
o1 e 0y, onde 01 € a aplicag¢ao inclusao e oo a conjugacao, isto €, oo(a + b\/11) = a — by/11,

a, b € Q. Entao para x =a+bV1l € K, a,b € Q tem-se

o(z) = (01(x), 02(2)) = (a + bV11,a — bV/11)

Uma das principais aplicacoes deste homomorfismo é a geragao de reticulados no R™ e alguns

parametros associados sao formalmente obtidos via teoria algébrica dos niimeros.

Teorema 2.5.1 ([15], pag. 56) Sejam K um corpo de nimeros de grau n, oy,...,0, 08 mo-
nomorfismos de K em C e M C K um Z-mddulo livre de posto n com Z-base (z;)1<i<n. Entao
(i) o(M) € um reticulado

(ii) v(o(M)) =272 | det(o4(x;)) | -

Exemplo 2.5.3 Sejam K = Q(\/11) e M = Z[\/11] o anel dos inteiros algébricos de K, com
base {1,v/11}. Sendo 5 = 0 tem-se,

v(og(M)) = |det LoV =211

1 —v11

1 1
Exemplo 2.5.4 Sejam K = Q(v21) e M =7Z {5 + 5\/21} o anel dos inteiros algébricos de

1 1
K, com base {1, 3 + 5\/21} . Sendo ro =1 entao,

—_
N— N
l +
N—= N
%
— —

v(op(M)) =27 |det

W
Ne)



Teorema 2.5.2 ([15], pag. 57) Sejam K um corpo de nimeros de grau n, cujo discriminante

€ Dk e a um ideal nao nulo de Og. Entao,
v(ok(a)) =27 | Dk |'/* N(a)

A expressao para densidade de centro dos reticulados ok (a), chamada de realizacao geo-
métrica de um ideal a, é dada por
_ 2r2pn

| Di ['/2 N(a)

d(ox(a))

Exemplo 2.5.5 Para K = Q(v/11), O = Z[V11] e Dg = 44 pelos Teoremas 2.1.2 e 2.1.5.
Dado o = a + bv/11 € O, tem-se aa = a® + 2aby/11 + 11b. Logo,

o (@))? = Trgglad) = 2(a® + 11b7)
e esta forma quadrdtica assume valor minimo 2 quando a =1 e b = 0. Portanto,

0(ok(Ok)) = >~ (,07538.

1
411

1++13
9

Exemplo 2.5.6 Sejam K = Q(v/13), O = Z e a o ideal principal de Ok, gerado

por v =1—2y13. Dado a € YO existem a, b € Z tais que

o= (a—%%)+<_7b—2a)\/1_3.
o = (a—%%)2+2(a—2751)) <_7b—2a>\/ﬁ+13 (%b—za)Q.
Trig(aa) =2 [(a—%%)2+13 <_7b—2a>2].

Atribuindo valores inteiros nao todos nulos para a forma quadrdtica acima, conclui-se que esta
assume valor minimo 106 quando a =1 e b = 0.

Sendo Dy =13 e |Nkg(7)| = 25 tem-se

106

d(ox(a)) = m

=~ (), 2940.
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Capitulo 3
Cubicas e Reticulados Algébricos

O objetivo deste capitulo é enfocar as extensao cubicas contidas em Q((,), caracterizd-las
em relacao a localizagao, quantidade e dar exzemplo de reticulados obtidos pelo método algébrico
nas extensoes cubicas.

Como foi visto no capitulo anterior, a formula da densidade de centro para reticulados algé-
bricos envolve conceitos importantes da teoria algébrica dos niumeros, tais como discriminante
de um corpo, norma de um ideal e a minimizacao de uma forma quadrdtica, oriunda da func¢ao
traco.

Buscando minimizar a forma quadrdtica e, assim, obter o raio de empacotamento, observou-
se a relacao existente entre o raio do empacotamento e a funcao trago. A técnica aqui desen-
volvida, para obter um resultado geral para a funcao traco, € inédita.

Neste capitulo introduziu-se o conceito de caracteres de Dirichlet, para serem usados no
cilculo do discriminante do corpo, diferentemente de como foi feito anteriormente.

Para finalizar, foram feitos exemplos de reticulados algébricos nas extensoes cibicas e para
estes foi calculada a densidade de centro, notando que a decomposicao de ideais na extensao

em destaque, ocorre apenas nos casos ertremos.

3.1 Sobre a Fungao Trago no Corpo Ciclotémico Q((,)

O Teorema de Kronecker-Weber garante que todo corpo de ntimeros abeliano esta contido
em um corpo ciclotomico K = Q((,), para algum n. Portanto, estudar corpos de ntimeros
abelianos equivale a estudar os subcorpos dos corpos ciclotomicos.

Como foi visto anteriormente a representacao geométrica de um ideal ordinario nao nulo de
Ok é um reticulado do R".

Neste reticulado a distancia entre seus pontos ¢ medida pela funcao traco, como seré visto
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a seguir.
Proposicao 3.1.1 ([16], pag. 225) Sejam K um corpo de nimeros e x € K. Entao
| 0(2) ’= cx.Trijo(aT)

onde
1, sery=0;

1/2, ser; =0.

Cg —

Lema 3.1.1 Sejam i,n inteiros, i < n. Se (i,n) = d entao,

Troa/a() = %TT@&W/@(CQ%)-

Demonstracao: Considera-se a seguinte extensao Q C Q(Ci/ﬁi) C Q(¢,) - Por propriedade do

n

trago tem-se

Tron/e(G) = [Q(G) : Q&g o (Clra) (3.1)

Como [Q(¢,) : @(Q;//‘i)] = ¢(n)/d(n/d), e substituindo na equagao (3.1) conclui-se a demons-

tracao. ]
Lema 3.1.2 Sejam j e pj* inteiros e primos entre si. Entao,

-1, seaq; =1

Troc u)/a((le) =
o/, 0, sea;>1.
Teorema 3.1.1 Sejam n =p{*...p%, a, > 1, k=1,...,s, i um inteiro e d = (i,n) entdo,
Troe.) o) = (b(z)u <ﬁ> ,onde p € a fungao de Mdbius.
o(7)" \d
Demonstragao: Para n/d = 1 segue pelo Lema 3.1.1 que Tro,)0(C)) = Jrs%). Quando n

é livre de quadrados a demonstragao seréd feita por inducgao, sobre a quantidade de niimeros
primos da decomposi¢ao de n. Para s = 1, vale o Lema anterior e assim o resultado é valido.

Supoe-se verdadeira a afirmacao para s = k, isto é,

)

TTQ(CPlu-Pk)/Q(Cpl...pk) = (_]‘)k

Agora prova-se a afirmacao para s =k + 1. Dadon =p;...prs1, sejam a = py ... pg, b = pry1

e u, v inteiros tais que au + bv = 1, tem-se
i ~i(autbv) _ ~jua ~ivb _ ~iu v
Cn - Cn( ) - Cb Ca

ab Sab T
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onde (iu,b) = (iv,a) = 1. Entao, para L = Q((,) e M = Q((,) tem-se pelas propriedades do
traco que
Trig(G) = Trage(Trom (G C) = Trayo(C Trom(G"))
= Trom(G)Trae(C) = Trom (G (—1)F
= Troe)e(G")(=1)" = (=1)(=1)F = (=1)**".
Portanto, Trg,),0(¢:) = (—1)%. Caso contrario, sejam a = p{*, b= p5?...p%, supondo a; > 1
e [, r inteiros tais que al + br = 1, logo

Ci _ CZE)GHM) _ gial ibr _ il mir

n ab Sab T Sb Sa o

onde (il,b) = (ir,a) = 1. Entao para L = Q((,,) e M = Q((,) tem-se:

Trre(ll) = Truo(Trom (G
= Traye(C (Trim(G))) = Trom (G Trage(C)
= T?"L/M(Czl) 0=0.

Exemplo 3.1.1 Seja K = Q((y2). Pelo Lema 3.1.1

TTK/@(C122) = TrK/Q(sz) =2

e pelo Teorema 3.1.1 tem-se
Tri/o(Cz) = 1.

Agora considere L = Q((o1) entao

Tri/(Gh) = S5 (-1 = =6
Trie(Glh) = Sl (-1) = -12

3.2 Cuabicas Galoisianas

Uma extensao K de QQ é dita Galoisiana se esta é normal e separavel.

Um corpo de niameros K é dito abeliano se K é uma extensao galoisiana dos racionais e seu
grupo de Galois é abeliano.

Adjuntando uma raiz primitiva n-ésima da unidade ao corpo dos racionais, obtém-se a

extensao n-ésima ciclotomica. Tal raiz sera denotada por ¢, e o corpo ciclotomico por Q(¢,).
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Teorema 3.2.1 ([15], pag. 88) Sejam K um corpo de nimeros e L = K((,). O corpo L é

uma extensao galoisiana de K e o grupo de Galois de L sobre K € isomorfo a um subgrupo de

(Z/nZ)*.

Demonstracao: O polinomio minimal de (, sobre K divide X™ — 1 e suas raizes sao as raizes
n-ésimas da unidade e, portanto, poténcias de (,. Logo, L é extensao galoisiana de K. Todo
automorfismo o € G é definido pelo seu valor em o((,) que, por construgao, Q{(U), onde j(o) é

unicamente determinado médulo n. Para o, A € G, vale:
oA(Gn) = o (¢IV) = o(G, )N = ¢J@I,

Assim, j(oX) = j(0)j(N)(mod n) e isto implica que 0 — j(o) define um homomorfismo
de G em (Z/nZ)*. Como j(o) determina o, este homomorfismo é injetor concluindo assim a

demonstracao. |

Como Q(¢,,) é uma extensao galoisiana sobre Q e como foi visto no Teorema 3.2.1 G =
Gal(Q(¢,)/Q) é isomorfo a (Z/nZ)*, o qual é abeliano, segue que Q((,)/Q é uma extensao
abeliana.

Todo subgrupo H de (Z/nZ)* é normal e o quociente (Z/nZ)*/H é abeliano, da Teoria de
Galois segue que todo subcorpo de um corpo abeliano é abeliano, em particular todo subcorpo
de Q(¢,) é abeliano. A reciproca desta afirmagao é assegurada pelo Teorema de Kronecker-
Weber (Teorema 2.3.1).

Dada uma extensao cubica galoisiana K dos racionais, o grupo de Galois G = Gal(K/Q)
tem ordem 3 e, portanto, ¢ abeliano. Pelo Teorema de Kronecker-Weber, K esta contido em
alguma extensao ciclotomica Q(¢,). Visto que o grau de Q(¢,) sobre Q é ¢(n), onde ¢ é a funcao
de Euler, segue que se K esta contido em Q((,), entao 3 divide ¢(n). A reciproca também é

valida, ou seja, se 3 divide ¢(n) entao Q(¢,) contém uma cubica .

Lema 3.2.1 ([18], pag. 83) Dados n um nimero inteiro e L = Q((,), entao L contém uma

cibica se, e somente se, 3 divide ¢(n).

Agora o objetivo é determinar a quantidade de ctibicas contidas em Q((,). Para isto sera
necessario o Teorema Fundamental da Teoria de Galois, o qual estabelece uma relacao entre

grupos e corpos.

Teorema 3.2.2 ([19], pag. 26) Dados um grupo abeliano finito G e H um subgrupo de G,

entao G contém um subgrupo isomorfo a G/H.

Através do proximo Teorema é possivel saber a quantidade de cibicas em Q((,).
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Teorema 3.2.3 Sejam n = p{*...p% a fatora¢io de n em fatores primos e

r=#p 3 00) i =1, s},

T

cibicas em Q((,).

Entao existem

Demonstracao: Pelo Teorema Fundamental da Teoria de Galois ([14], pag.49) tem-se uma
correspondéncia biunivoca entre corpos e grupos. Toma-se a extensao Q C K C Q((,). Pelo

referido Teorema tem-se
[K:Q]=(G:H), onde G=Ga(Q((,)/Q)~(Z/nZ)".

Logo, o objetivo é encontrar a quantidade de subgrupos de (Z/nZ)* de indice 3, que pelo
Teorema 3.2.2 equivale a determinar a quantidade de subgrupos de ordem 3. Seja G este
subgrupo. Sendo G = {e,z, 2%}, onde a ordem de x é 3, conseqiientemente a ordem de 22
também é, assim G tem ordem 3. Entdo, tem-se que cada subgrupo é formado pelo elemento
neutro mais um par de elementos de ordem 3 cada. Assim, existem s/2 subgrupos de ordem
3, onde s é a quantidade de elementos de ordem 3 que vao formar os subgrupos. Seja n =

2°pt ... p%, logo pelo Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitos tem-se que

7 Z 7
— )"~ G x XX " 3.2
() =% Caig) (27 (32)
onde G é um grupo, cuja ordem é uma poténcia de 2. Toma-se um elemento g em G X (paZiZ)* X
1
. X (ngSZ)*. Este elemento é da forma (go, g1, .., 9s). Para que g tenha ordem 3 tem-se que
(907917"‘795)3 = (1717a1) <~
(
% = L
3
g9 = 1
L (3.3)
3 _
L g5 = 1L
Encontrar quantas solugoes para o sistema (3.3), equivale a resolver a equagio =5 = 1,V 4, i =
1,...,s. Supondo que 3 t |H;|, entdo x? = 1 possui somente a solugdo trivial, onde H; =~
(Z/p¢Z)* N i, i =1,...,s ese 3| |H;| e H; & ciclico, entdo existem 3 solugdes para z3 = 1.

Por outro lado, |H;| = ¢(pi"), logo 3 | ¢(pi*). Portanto, a solugdo do sistema (3.3) é uma
s-upla, onde cada coordenada pode ser 1 ou trés elementos e estas possibilidades equivalem a

quantidade de primos tais que 3 | ¢(p;"). ]

Observacao 3.2.1 Em particular, tome n = p.q, onde p e q sao numeros primos distintos,
tem-se ¢p(n) = (p—1)(q—1). Assim, se 31 (p—1) e 31 (q—1) tem-se que r = 0 e assim

existem 307_1 = 0 cubicas na extensao galoisiana Q((py) sobre Q. Ese 3| (p—1) e 3{(¢—1)
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. . 1_ P ~ .
tem-se que r = 1 e assim existem 32—1 =1 cubica na extensao galoisiana Q((yq) sobre Q. No

caso se 3| (p—1) e 3| (qg—1) tem-se que v = 2 e assim evistem =L = 4 ciibicas na extensio

2
galoisiana Q((,,) sobre Q.

Observacao 3.2.2 Em fun¢ao do Teorema Fundamental da Teoria de Galois que estabelece
uma relagao entre subgrupos de ordem 3 e subgrupos de indice 3, do Teorema 3.2.3 que deter-
mina a quantidade de subgrupos de ordem 3 e estimulados por simulagoes, conjectura-se que o

numero de subgrupos de indice 3 € o mesmo daqueles de ordem 3 e assim sendo a quantidade
T

1 ,
de cubicas contidas em Q((,) seria ,onden =pit...p% er = #{p; : 3| o(p{"),i =

1,...,s}

Exemplo 3.2.1 Sejan =65=13-5, ¢(65) = #(13.5) =124 =48 ¢ 3| 12, 3t4, assimr =1,
logo existe somente uma cubica em Q((s5) a qual estd contida em Q((13) pois, ¢(13) = 12 e

3| 12. Assim, Q((5) nao contribui na quantidade de cibicas de Q((es).

Exemplo 3.2.2 Sejan = 91 = 13- 7, ¢(91) = ¢(13.7) = 12.6 = 72 e 3 | 12, 3 | 6, assim
r =2, logo existem 4 cibicas em Q(Co1). Aplicando novamente o Teorema tem-se que Q((7) e
Q(¢13) possuem somente uma cibica cada, as quais serao denotadas por K1 e Ky. As outras
duas cibicas, contidas em Q(Co1), serao denotadas por Kz e Ky. Pelo Teorema 2.3.3 tem-se que
a cibica contida em Q((7), Ki, € Q(01), onde 01 = T'rg(c,)/k,(Cr). Analogamente, tem-se que
a cibica contida em Q(Ci3), Ko, € Q(62), onde O = Troc,s) /K, (C13)-

Agora, seréd introduzido o conceito de Caracteres de Dirichlet para ser calculado o discri-

minante de K sem usar o seu anel de inteiros algébricos.

3.3 Caracteres de Dirichlet

Um caracter de Dirichlet é basicamente um homomorfismo multiplicativo
X : (Z/nZ) — C*.

Se n | m entao x induz um homomorfismo (Z/mZ)* — C* por composi¢ao com a aplicagao
natural (Z/mZ)* — (Z/nZ)*. Assim, considera-se x como sendo definido médulo m ou médulo
n, se ambos sao essencialmente a mesma aplicacao. E conveniente escolher n minimo e chamaé-lo

condutor de x, denotado por f ou f,.

Exemplo 3.3.1 Seja x : (Z/8Z)" — C* definido por x(1) =1, x(3) = =1, x(5) =1 e
X(7) = —1. Sendo x(a+4) = x(a), logo x € definido mddulo 4 por x(1) =1, x(—3) = —1. Se

4 € minimo, entao f, = 4.
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Exemplo 3.3.2 Seja x : (Z/6Z)" — C* definido por x(1) = 1, x(5) = —1. Entdao x €
induzida pela aplica¢ao (Z/3Z2)* — C* a qual leva x(1) =1, x(2) = —1. Assim f, = 3.

E conveniente classificar caracteres em dois tipos: se x(—1) = 1 entdo x é chamado de par,
se x(—1) = —1 entao y é chamado de impar. Os exemplos acima sdo de caracteres impares.
Muitas vezes considera-se x como uma aplica¢ao de Z em C por x(a) = 0 se (a, fy) # 1. Assim,
¢ importante fazer uma convencao em relacao ao modulo da definicao de x.

Sera sempre considerado x como sendo definido modulo seu condutor. Tais caracteres sao
chamados primitivos. Essencialmente, esta escolha faz x(a) = 0 como minimo possivel. Entao
X ¢é periodica de periodo f,.

Na seqiiéncia, quando for falado de caracteres de (Z/nZ)*, ou de caracteres modulo n, tem-
se que incluir caracteres de condutores dividindo n, por exemplo o caracter do condutor trivial
1.

A convencao que todos os caracteres sao primitivos trabalha com uma parte dos caracteres
multiplicativos. Seja x e v caracteres de Dirichlet com condutores f, e fy;. Define-se x1) como
se segue.

Considera-se 0 homomorfismo

v 1 @fmme(fy, fo))” — C
definido por v(a) = x(a)¥(a). Entdo x1 é o caracter primitivo associado a .

Exemplo 3.3.3 Define-se x mddulo 12 por x(1) =1, x(5) = -1, x(7) = -1, x(11) =1 e
define-se » mddulo 3 por (1) =1 e (2) = —1. Entao xy sobre (Z/127)* tem os valores
(1) =1, xv(5) =1, xv(7) = =1 e x¥(11) = —1. Tem-se que x¥ tem condutor 4 e
satisfaz x(1) =1 e x¥(3) = —1. Note que x1(3) = —1 # x(3)¥(3).

Exemplo 3.3.4 Seja x um caracter e 1) =, seu conjugado complezo. Entao, 1(a) = x(a)™?

se (a, fy) = 1. Seque que xX € o caracter trivial: xx(a) = 1, para todo a, inclusive a=0.
Exemplo 3.3.5 Se (f,, fy) =1 entao fyp = fy[fy.

Algumas vezes é vantajoso pensar em caracteres de Dirichlet como sendo caracteres de
Grupos de Galois dos corpos ciclotomicos. Ao ser identificado Gal(Q(¢,)/Q) com (Z/nZ)*
entdao um caracter de Dirichlet médulo n é um caracter de Galois.

Os Exemplos 3.3.1 e 3.3.2 devem ser interpretados como segue:

Exemplo 3.3.6 O niicleo do Exemplo 3.3.1 é 1 (mod 8) e 5 (mod 8). O grupo de Galois desta

forma é

Gal(Q(¢s)/Q(C4)),
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entao x € um caracter do quociente de (Z/8Z)* por este subgrupo. Conseqiientemente, x € um
caracter de Gal(Q((4)/Q) ~ (Z/AZ)*. No Ezemplo 3.5.2 tem-se Q((s) = Q((3) um caracter

modulo 6 e um maodulo 3 sao caracteres do mesmo grupo de Galois.

Em geral, seja x um caracter médulo n, assim um caracter do Gal(Q((,)/Q). Seja K um
corpo fixado pelo nucleo de x. Entao K C Q((,) e se n é minimo, entao n = f,. O corpo K
depende somente de x e é chamado corpo associado a Y.

Mais geralmente, seja X um grupo finito de caracteres de Dirichlet.

Seja n o minimo miltiplo comum dos condutores dos caracteres de Dirichlet em X, entao
X é um subgrupo dos caracteres do Gal(Q((,)/Q). Sejam H a interseccao dos niicleos destes
caracteres e K um corpo fixo de H. Entao X é o conjunto dos homomorfismos de Gal(K/Q)
em C*. O corpo K é chamado o corpo associado em X e tem-se que deg(K/Q) = [K : Q] =
ordem de X. Se X é ciclico, gerado por x, entao K é precisamente o mesmo corpo associado a

X mencionado acima.

Exemplo 3.3.7 Seja X o grupo dos caracteres de (Z/nZ)* satisfazendo x(—1) = 1, entao a
conjugacao complexa (¢, — ;1) estd no micleo de cada x € X. Entao o corpo associado a X
€ Q¢+ ¢Y) o qual € o subcorpo mazimal real de Q((,). Analogamente, se x € todo caracter

entao o corpo pertencendo a x € real se, e somente se, x(—1) = 1.

Exemplo 3.3.8 O caracter x do exemplo 3.3.3 deve corresponder a uma subextensao quadrd-
tica de

Q(¢12) = Q(¢)Q(6) = Q(V=3)Q(5).
Os trés subcorpos quadrdticos sio Q(v/—=3), Q(i) e Q(v/3). As duas primeiras escolhas irdo
forcar x a ter condutor 3 e 4, respectivamente, o que nao € o caso. Assim, Q(\/g) € 0 corpo
que pertence a x. Alternativamente, se x(—1) = 1, o corpo que pertence a x tem que ser real.

O fato que o discriminante de Q(v/3) € 12 pode explicar o fato que x tem condutor 12.

Teorema 3.3.1 ([19], pag. 27) Seja K o corpo de nimeros associado ao grupo X de caracteres
de Dirichlet. Entao o discriminante de K € dado por

d(K) = (-1)" H Fx-

xX€X

Este Teorema sera muito util para calcular discriminantes de corpos de niimeros abelianos.
Por exemplo, considere o subcorpo real de Q((,). O grupo de caracteres consiste do caracter
trivial de condutor 1 e (p — 3)/2 outros caracteres, todos do condutor p. Se o = 0 tem-se que
d(Q(¢ + Qp’l)) = pP=3/2, Este teorema serd usado para calcular o discriminante de alguns

reticulados sem utilizar o anel de inteiros algébricos do corpo de ntimeros considerado.

o8



Exemplo 3.3.9 Calcular o discriminante de Q((o1). Pelo exemplo 3.2.2 tem-se o sequinte

diagrama:

@(Ci)l)

TN

Q(Gs) Ky K3 Q(¢r)

N

Q

E tem-se que existem J subgrupos de ordem 3, entao pela Teoria de Galois existem 4 corpos
fizados. Destes corpos conhece-se Q((7) e Q((i3), 0s outros serao indicados por Ko e Kj.
Como ¢(91) = 72 entao existem 72 caracteres de Dirichlet definidos sobre (Z/917)*. Assim
para calcular o discriminante de Q(Co1), tem-se que encontrar os respectivos condutores dos
caracteres. Dos 72 caracteres tem-se um condutor do caracter trivial, 5 condutores do caracter
mddulo 7 (pois ¢(7) = 6 e subtrai-se um, que representa o trivial), 11 condutores do caracter

modulo 13 e 72 —5 — 11 — 1 = 55 condutores do caracter modulo 91. Portanto,
d(Q((o1)) = (—1)1.7°.131.91%.
Teorema 3.3.2 ([9]) : Seja K uma cibica e K C Q((,), de condutor n. Entao,

|DK| = n2.

3.4 Alguns Reticulados Algébricos

Dados n = p{'...p%, m = ¢(n), L = Q((,), Z[(,] o anel dos inteiros algébricos de L,
P=p...pse K C L tal que [K : Q] = 3, tem-se que:

ok ()] = cxTrio(aT).
Sendo K um corpo totalmente real e cx = 1, vale a igualdade abaixo:
ok (2)[* = Triq(am).
Pela propriedade (c) da fungao trago obtém-se:

5 o)

|JL(a:)|2 = %CLTTK/Q(QST) logo, Trgq(2T) = —
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Portanto,
s 3 -
Dado x = by +b1Cp+ .- + b1 € Z[C] entao T =by +b1(  + ..o+ b 1Cn . Tem-se
1 ~1

que T = mz: b? + QmZ: A;(;, onde
i=0 i=1

A = bob; + b1big1 + ...+ by 1—ibim—1,

Bi=C+¢" Vi, i=1,...,m—1,
logo,
Trpjo(a) m2b2+2ZATTL/Q (3.5)
Substituindo (3.5) em (3.4) tem-se
3 m—1 m—1
ox(a)f = > {m ZO b + 2 Zl AiTrL/@(g;)} .

Pelo Teorema 3.1.1 tem-se

Trr(zT) =m ; b7 + 2 ZZI AZZEZ§Z§m (3.6)

m—1
d
onde d = (n,i). O somatorio ZAZ-M(”/ )m ¢ nao nulo quando d = %.t;, onde t; = (j, P)
i=1

¢(n/d)

para j =1,...,¢(P) — 1. Logo, tem-se:

O By (oo

=

Substituindo (*) na equagao 3.6, obtém-se

Teorema 3.4.1

n m—1 ¢(P)_1 P
(%) Trujelam) = 5 6PV 8 +2 3 () oleag,
i=0 j=1 J

Corolario 3.4.1 Sejam n = prfz e x € O = Z[(,)] entao,
i=1

Trro(2T) = 0 mod (2 %)
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Exemplo 3.4.1 Seja L = Q(Ci25) e © € Op. Pelo Coroldrio anterior, seque que Trr)o(2T) €
um maltiplo de 50.

Por (k%) tem-se

lor(x)]" = cTry(e?)
n m—1 ¢(P) 1 P
_ 2
= CLF o(P) o~ b; +2 ; K <E) ¢(tj)A%J

3.5 Exemplos de Reticulados Algébricos

Serao calculadas as densidades de centro para os casos particulares n = p, p”, r > 1. Para

isto, serao encontradas as formas quadraticas, para cada um destes casos.

Caso 1: Cubicas em Q((,)

Primeiramente, quando n = p, pelo Teorema 2.3.3 tem-se que dados K C Q((,), p primo,
p=1(mod3)onde [K:Q =3, r=(p-1)/3, 0 ="Troc)x(() e g € Z tal que o, gera
G = Gal(Q(¢,)/Q). Entao K = Q(0) e Ok = Z0 + Zo(0) + Zo*(0).

Seja a = agf + ay0(0) + as0?(0) € Ok. Sendo K um corpo real e o o homomorfismo

canonico de K em R3, tem-se: ox(a) = (a, o(a), o?(a)) e

p—1
‘0’[{(0&)‘2 = (ag + a? + a%) + (T) [(&0 — a1)2 + (Clo — a2)2 + (al — a2)2].
A forma quadratica acima assume valor minimo 3 quando ag = a; = as = 1. Logo p = oY
e novamente pelo Teorema 3.3.2, Di = £p?. Assim,
(V3/2 _3v3

p 8p

3v/3 3v3

No caso p = 5 tem-se (0 (Ok)) = 10 =~ 0,1299. E para p = 7, tem-se 6 (0 (Ok)) = 56

0,09279. Lembrando que o recorde encontrado nesta dimensao, segundo [16] , é 0, 17678.

0(ox(OKk)) =
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Caso 2: Cubicas em Q((,)

Para L = Q((r), m=o¢(p") =p '(p—1) temse P=pej=1,...,6(P)—1=p—2e
segue o diagrama abaixo:
Q(CPQ)

") Q(¢)

K<~——

Q

A partir disto, pelo Lema 3.2.1 tem-se que Q((,,) contém uma cuabica se, e somente se,

3 (p—1)
31 p—1) <=1 ou

3 | prfl

Se3|p! = p=23, r>1, pelo Teorema 3.2.3, existe somente uma ctibica contida em
Q(Csr), que é a mesma ciibica em Q((y), que é o subcorpo maximal real K = Q(¢ + (5).
Abaixo, serd calculada a densidade de centro de ox(Ok), onde Ox = Z[(y + (;']. Sendo
0 =Co+ Gt entdo f(z) = 2 — 32+ 1 = irr(,Q). Dado a = a + b + c#? € K, tem-se que

ox(a) = (o1(a), 02(a), o4()); logo

lox(@)]* = Trrplad) = Trig(a?) = Trigla® + 2ab0 + b*60* + 2ach? + 2bcd® + 20*)
= 3(a® + 2b* + dac — 2bc + 6¢%)
= 3[(a+2¢)* + (=b+c)* + b + .

V3

A forma quadratica acima assume valor minimo 3 quando a =1, b= c¢ =0, assim p = 5°;

logo
(v3/2° _ V3

6(ox(Ok)) = 5 ol

= 0,07217.

E se 3| (p— 1), tem-se que a tunica cibica contida em Q((,), r > 1, é a ciibica contida em

Q(¢p), a qual foi analisada anteriormente.
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Reticulados do tipo ox (/)

Seja K/Q uma extensao Galoisiana; como foi visto, a igualdade fundamental é dada por:

n=e.f.g,

onde e é o indice de ramificacao, f é o grau residual de qualquer ideal primo p; C Ok e g é

chamado niimero de decomposicao.

Observa-se que a partir da igualdade fundamental existem vérios tipos de decomposigao de
p. Abaixo, serao indicados os casos extremos.
(a) O ideal primo p; de O, i =1,...,¢, é totalmente decomposto em L/K ou, equivalen-
temente, p fatora-se completamente em L/K, se g = n, neste caso, e; = f; = 1.
(b) O ideal primo p; de O, i = 1,...,g, é totalmente inerte em L/K, quando g; = 1 e
e; = 1, ou seja, f; = n.
(c) O ideal primo p; de Op, i = 1,...,g, é totalmente ramificado em L/K, se g = 1 e
fi =1, ou seja, e; = n.

No caso de uma extensao cubica galoisiana ocorrem somente os casos extremos. A seguir

serdo dados alguns exemplos sobre estes casos nas ciibicas Q(¢7 + G 1) e Q(G + G Y.

Exemplo 3.5.1 Em L = Q((;) existe apenas uma cibica K = Q(0), onde § = (z+(;*. Tem-se
que f(x) = 2*+2*—2x—1 = irr(0, Q). Pelo Lema de Kummer, dado T como 711 =[Ok : Z[0]] e
f(z) o polinomio irredutivel de 0 sobre Q entao existem p € Z[X], polinémio irredutivel, e € N*
tais que:

2 - 20— 1= (z+5)73*mod 7 Z[X]) e
(1) p=(0+5, 7) € o ideal primo de Ok acima de TZ;
(2) 7 Ok = p%

Logo, N(p) = 7' = 7. Dado a = a + bl + c0* € Ok, sendo p acima de 77 ¢ 0 = —5 (mod p)

entao o € p <= a — db+ 4c € TZ. Assim, como foi visto anteriormente tem-se:
—1
log(a)]? = (a®>+b*+ %)+ (%) [(a—b)?+ (a—c)*+ (b—c).
Logo, para p =T vale:

log(@)]? = (a®+b*+c*)+2[(a—b)?+ (a—c)*+ (b—c)?]. (3.7)

63



A forma quadrdtica acima assume valor minimo 3 quando a = b = ¢ = 1 satisfazendo a — 5b +

4¢ € TZ. Logo p = \/3/2; portanto,

(o (p)) = (\/i%)g =~ (), 01326.

Como e = 3 =mn, o ideal primo (0 + 5) € totalmente ramificado na extensio K/Q.

Exemplo 3.5.2 Sejam L = Q(&) e K = Q(6), para 0 = ( + (7 aplicando o Lema de
Kummer, tem-se que existem py, ps, ps € Z[X], polindmios irredutiveis, e ey, es, e3 € N* tais
que:

2+ 2* =22 — 1= (x4 11)(x + 26)(x + 22)(mod 29 Z[X]) e
(1) p1 = (0411, 29), py = (0426, 29), ps = (0 + 22, 29) sao ideais primos de Ok acima de
297;

(2) p1 = p2 = p3 = 290k;

Ok I

©) | |-1-1

Logo, N(p;) = 29" =29. Dado o € O, = a + bl + ch* e sendo que p, estd acima de 297 e
= —11 (mod p) entao o € p; <= a — 11b+ 5¢ € 29Z. A forma quadrdtica 3.7 é minimizada
para a, b e c inteiros, satisfazendo a — 11b 4 bc € 297, assumindo assim o valor 10 quando

a=b=1ec=2. Logo p=+/10/2, portanto,

_ (V10/2) _ 510
oolp) = =59 =~ 1729

=0,01947.
Sendo e; = f; = 1 seque que o ideal primo (0 + 11) € totalmente decomposto na extensio K/Q.

Exemplo 3.5.3 Sejam L = Q(¢7) e K = Q(6), para 0 = (; + (' aplicando novamente o

Lema de Kummer, tem-se que existe p € Z[X], polinémio irredutivel, e € N* tais que:
?+ a2t — 20— 1= (2°+2° + 3z +4)(mod 5 Z[X]) e
(1) p=(03+62+30+4,5) = (5) = 50k;

Logo, N(p) = 53. Dado o € O, a = a+b0+ch? e sendo que p = 5Ok tem-sea € p < a, b, c
sao maultiplos de 5. Neste caso, a forma quadrdtica 3.7 € minimizada para a =b =15 e c =0,
assumindo assim valor 125. Logo p = 5\/5/2, portanto,

(5V5/2)° _ 55

oolp)) = =57 = 37

=0, 1996.
Sendo f =3 =n seque que o ideal primo p € totalmente inerte na extensao K/Q.
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Exemplo 3.5.4 Em L = Q({y) existe apenas uma cibica, K = Q(v), onde y = (o + 5 *. Tem-
se que f(r) = 2® — 3z + 1 = irr(y,Q). Pelo Lema de Kummer, dado que 311 = [Ok : Z[7]]
e f(x) é o polinomio irredutivel de v sobre Q, entao existe g € Z[X], polinémio irredutivel,
e € N* tais que:

2* — 3z +1=(z+1)3(mod 3Z[X]) e

(1) p={(y+1, 3) € o ideal primo de Ok acima de 37Z;

(2) 3 Ok =p%;
Ok Z
3) |—:—=|=1=1.
() |2 ] 1=y
Logo, N(p) = 3" = 3. Dado 8 = a + by + cy* € Ok. Sendo que p estd acima de 37 e
v = —1 (mod p) entao € p <= a— b+ c € 3Z. Assim, como foi visto anteriormente tem-se:
lox(B)]* = 3[(a+2¢)* + (=b+c)*> + b + 7. (3.8)

¢ minimizada, para a, b e c inteiros, os quais satisfazem a — b+ ¢ € 37, assumindo assim o
valor 9 quando a =b=1 e ¢ =0, logo p = 3/2, portanto,

5(o(p)) = % _ é 0,125

Como e = 3 = n, seque que o ideal primo (v + 1) € totalmente ramificado na extensio K/Q.

Exemplo 3.5.5 Sejam L = Q(() e K = Q(7), onde v = (o + (' Aplicando o Lema de
Kummer para v = (g + (5 ', tem-se que existem g1, g2, g3 € Z[X], polindmios irredutiveis,

e1, ea, ez € N* tais que:
2 —3r+ 1= (z+4)(z + 3)(x + 10)(mod 17 Z[X]) e

(1) pr = {(v+4, 17), po = (v+3, 17), ps = (v + 10, 17) sao ideais primos de Ok acima de
17Z;
(2) p1=p2 =p3 = 170k;

Ox | 2

©) | |-1-s

Logo, N(p;) = 17" = 17. Dado 8 € Ok,[3 = a + by + ¢y* e sendo p; acima de 177 e v =
—4 (mod p) entao § € py <= a —4b — ¢ € 17Z. A forma quadrdtica 3.8 é minimizada para
a,b e c inteiros, 0s quais satisfazem a — 4b — ¢ € 177, assumindo assim valor 33 quando
a=c=1, b=0. Logo p = \/33/2, portanto,

V33/2)%  11v33
d(a(p1)) = ( T _/9) = g 20,1549,

Sendo e; = f; =1 seque que o ideal primo (v + 4) € totalmente decomposto na extensio K/Q.
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Exemplo 3.5.6 Sejam L = Q(() e K = Q(v), onde v = (o + ¢ ' Aplicando novamente o

Lema de Kummer, tem-se que existe h € Z|X], polinomio irredutivel, e € N* tais que:
2?4+ 2% — 22 — 1= (2° 4+ 22 + 1)(mod 5 Z[X]) e

(1) p=(’+2v+1, 5) = (5) = 50k;

Logo, N(p) = 53. Dado 8 € Ok, a = a+by+cy? e sendo que p = 50k tem-se 3 € p < a, b, c
sao maultiplos de 5. Neste caso, a forma quadrdtica 3.8 € minimizada para a =5 e b =c =0,

assumindo assim valor 75. Logo p = 5\/5/2, portanto,

s(otp)) - VI VB

= 0,07217.

Sendo f =3 =mn, seque que o ideal primo p € totalmente inerte na extensao K/Q.

66



Referéncias Bibliograficas

[1]

2]
3]

4]

[5]
[6]
17l
18]

19]

[10]
1]

[12]

[13]

[14]

Boutros, J.; Viterbo, E.; Signal Space Diversity: A Power and Bandwidth-FEfficient Diver-
sity Technique for the Rayleigh Fading Channel. IEEE Trans. Inform. Theory, V.44, n.4,
1998.

Endler, O.; Teoria dos Nimeros Algébricos. Projeto Euclides, 1986.

Flores, A.L.; Representacao Geométrica de Ideais de Corpos de Nimeros. Dissertacao de

Mestrado, IMECC/UNICAMP, 1996.

Flores, A.L.; Reticulados em Corpos Abelianos. Tese de Doutorado, FEEC/UNICAMP,
2000.

Garcia, A.; Lequain, Y.; Elementos de dlgebra. Projeto Euclides, 2002.
Goncalves, A.; Introducio a Algebra. Projeto Euclides, 1979.
Herstein, [.N.; Topics in Algebra. John Wiley and Sons, 1975.

Ireland, K.; Rosen, M.; A Classical Introduction to Modern Number Theory. Spring-Verlag,
1982.

Lopes, J.O.D.;  Discriminante dos Corpos Abelianos. Tese de Doutorado,

IMECC/UNICAMP, 2003.
Marcus, D.A.; Number Fields. Springer-Verlag, 1977.
Monteiro, L.H.J.; Elementos de Algebra. Impa, 1969.

Nobrega, T.P.; Cubicas Reais, Algumas Aplicacoes. Anais do VI Encontro de Algebra
USP-UNICAMP,1997.

Ribenboim, P.; Classical Theory of Algebraic Numbers. Spring-Verlag, 2000.

Rotman, J.; Galois Theory. Springer-Verlag, 1990.

67



[15] Samuel, P.; Algebric Theory of Numbers. Hermann, 1970.
[16] Sloane, N.J.A.; Conway, J.H.; Sphere Packing, Lattices and Groups. Springer-Verlag, 1999.
[17] Stewart, I.; Tall, D.; Algebric Number Theory. Chapman & Hall, 1987.

[18] Vicente, J.P.G.; Reticulados de Posto 3 em Corpos de Numeros. Dissertacao de
Mestrado,IBILCE-UNESP, 2000.

[19] Washington, L.; Introduction to Cyclotomic Fields. Spring-Verlag, 1982.

68



	Capa
	Epígrafe
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	Índice de Símbolos
	Apresentação
	Capítulo 1: Corpos de Números
	1.1 Elementos Algébricos sobre um Corpo
	1.2 Conjugados e Discriminantes
	1.3 Inteiros Algébricos
	1.4 Base Integra
	1.5 Norma e Traço
	1.6 Decomposição em Irredutíveis
	1.7 Norma de um Ideal

	Capítulo 2: Corpos Quadráticos e Ciclotômicos
	2.1 Corpos Quadráticos
	2.2 Corpos Ciclotômicos
	2.3 Corpos de Números Abelianos
	2.4 Reticulados
	2.5 O Homomorfismo Canônico

	Capítulo 3: Cúbicas e Reticulados Algébricos
	3.1 Sobre a Função Traço no Corpo Ciclotômico Q(³n)
	3.2 Cúbicas Galoisianas
	3.3 Caracteres de Dirichlet
	3.4 Alguns Reticulados Algébricos
	3.5 Exemplos de Reticulados Algébricos

	Referências Bibliográficas

