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Resumo

Neste trabalho é feito um estudo sobre tópicos de Teoria dos Números Algébricos

como extensão de corpos, decomposição de ideais primos, corpos quadráticos e ciclotô-

micos, número de classe e unidade. Nosso principal objetivo é apresentar uma aplicação

dessa teoria na construção de reticulados e solução de equações diofantinas.

Palavras-chave: Extensões de Corpos, Número de Classe, Ideais Primos, Base Inte-

gral, Unidades.



Abstract

This work presents a study of topics in algebraic number theory as �eld extensions,

prime ideal decomposition, quadratic and cyclotomic �elds, class number and units.

Our main goal is to present an application of this theory in the construction of lattices

and solution of Diophantine equations.

Keywords: Fields Extensions, Class Number, Prime Ideals, Integral Basis, Units.
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1 Introdução

Entre os anos de 1808 e 1825, o matemático alemão Carl F. Gauss investigava

questões relacionadas à reciprocidade cúbica e à reciprocidade biquadrática em Z, o
conjunto dos números inteiros, quando percebeu que essa investigação se tornava mais

simples trabalhando sobre Z[i] do que em Z, em que Z[i] = {a + bi : a, b ∈ Z}. Gauss
descobriu que muito da antiga teoria de Euclides sobre fatoração de inteiros poderia

ser transportada para Z[i] com consequências importantes para a Teoria dos Números.

O uso que Gauss fez desse novo tipo de número foi de fundamental importância na

demonstração do último Teorema de Fermat.

Os números complexos que são raízes de um polinômio mônico com coe�cientes

inteiros são chamados de números inteiros algébricos. A generalização da noção de

número inteiro para número inteiro algébrico dá exemplos especiais de desenvolvimento

de uma teoria mais complexa que chamamos de Teoria dos Números Algébricos. Uma

grande parte da Teoria dos Números Algébricos desenvolveu-se por meio das tentativas

de solução da equação diofantina, mais conhecida como Equação de Fermat

xn + yn = zn,

pois os inteiros algébricos aparecem de maneira natural, como ferramenta para tratar

desse problema. Portanto a busca pela solução da equação de Fermat avançou de sua

área de origem, a Teoria dos Números, para uma diferente área de estudo, a Teoria dos

Números Algébricos.

Os anéis de inteiros algébricos representam o conceito central da Teoria dos Números

Algébricos. Um corpo de números, K, é um subcorpo do corpo dos números complexos

que, quando visto como um espaço vetorial sobre os racionais, Q, possui dimensão

�nita. Os inteiros algébricos contidos em K formam um anel OK, que é a estrutura

adequada para a generalização da fatoração única em números primos. Em linhas

gerais: se α é um número algébrico arbitrário e tomamos o corpo K = Q(α) então se

considera o subanel OK de K denominado de anel dos inteiros algébricos de K. Os

elementos de OK são números complexos contidos em K = Q(α) que são soluções de

equações polinomiais do tipo xn+an−1x
n−1+...+a1x+a0 = 0, onde todos os coe�cientes

an−1, ..., a1, a0 são números inteiros.

Observe que a relação entre OK e K é análoga à relação entre Z e Q. Contudo, a
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fatoração em primos costuma falhar para elementos do anel de inteiros, mas não falha

para ideais. A teoria dos ideais de anéis de inteiros algébricos foi criada para fornecer

novos métodos de resolução de problemas clássicos da Teoria dos Números.

Uma grande parte da Teoria dos Números clássica pode ser expressa no contexto

da Teoria dos Números Algébricos e essa teoria passou de ferramenta a objeto de inves-

tigação essencial na Teoria dos Números. Esse ponto de vista foi bastante enfatizado

pelo matemático alemão David Hilbert (1862-1943) que teve uma enorme in�uência

no desenvolvimento na Teoria dos Números. Como resultado, a Teoria dos Números

Algébricos é um ramo próspero da Matemática, com aplicações não somente na pró-

pria Teoria dos Números. Algumas aplicações da teoria dos números algébricos e que

podem ser encontradas em [14] são:

1. Fatoração de inteiros usando o crivo de um corpo de números: O crivo

de um corpo de números é o algoritmo assintoticamente mais rápido conhecido

para fatorar inteiros muito grandes. Em 12 de dezembro de 2009, o crivo de um

corpo de números foi usado para fatorar o RSA-768, que tem 232 dígitos decimais

e pode ser fatorado como o produto de dois números primos:

RSA-768 = 123018668453011775513049495838496272077285356959533479219732

2452151726400507263657518745202199786469389956474942774063845925192557

3263034537315482685079170261221429134616704292143116022212404792747377

94080665351419597459856902143413.

n = 334780716989568987860441698482126908177047949837137685689124313889

82883793878002287614711652531743087737814467999489.

m= 367460436667995904282446337996279526322791581643430876426760322838

15739666511279233373417143396810270092798736308917.

n ·m = RSA-768.

2. Teste de primalidade: Agrawal e seus alunos Saxena e Kayal da Índia recente-

mente (2002) encontraram o primeiro teste de primalidade em tempo polinomial

determinístico (no número de dígitos). Neste teste, existem métodos aritméti-

cos que envolvem quocientes de (Z/nZ)[x], que são melhores compreendidos no

contexto da teoria dos números algébricos.

3. Questões interessantes:

(a) A Equação de Pell (x2−dy2 = 1) pode ser reinterpretada em termos de unidades

em corpos quadráticos reais, o que leva a um estudo dos grupos de unidades de

corpos de números.

(b) A Fatoração de inteiros leva a fatoração de ideias diferentes de zero em anéis de

inteiros de corpos de números.
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(c) A teoria de corpos de classe utilizando a demonstração da lei da reciprocidade

quadrática de Gauss em termos da aritmética dos corpos ciclotômicos Q(e2πi/n).

4. Demonstração do último teorema de Fermat por Andrew Wiles: A

demonstração de que xn + yn = zn não tem soluções inteiras não triviais usa

métodos de teoria dos números algébricos extensivamente (além de muitas outras

técnicas). Tentativas de provar o último Teorema de Fermat há muito tempo

tiveram grande in�uência no desenvolvimento da teoria dos números algébricos

(por Dedekind, Kummer, Kronecker, entre outros).

5. Geometria aritmética: Este é um campo que estuda soluções para equações

polinomiais que se encontram em anéis aritmeticamente interessantes, como os

inteiros ou inteiros algébricos. Um importante triunfo da geometria aritmética é

a prova feita por Faltings da conjectura de Mordell:

Seja X uma curva plana algébrica sobre um corpo de números K. Assuma que a

variedade de X(C) de soluções complexas para X tem pelo menos gênero 2 (i.e.,

X(C) é topologicamente uma rosca com dois buracos). Então o conjunto de X(K)

dos pontos em X com coordenadas em K é �nito.

Por exemplo, para qualquer n ≥ 4 e qualquer corpo de números K, existe somente

um número �nito de soluções em K para xn + yn = 1.

6. Construção de reticulados: Nos últimos anos, a Teoria dos Números Algébri-

cos tem sido a base do estudo de códigos corretores de erros e reticulados. Dado

um ideal no anel dos inteiros algébricos de um corpo de números, tem-se que a

imagem deste ideal via o homomor�smo canônico é um reticulado no Rn chamado

de reticulado algébrico.

7. Aplicações a equações diofantinas: A equação y2 = x3 + k, k ∈ Z, pode ser
resolvida usando números algébricos.

Visto que a teoria dos números algébricos pode ser aplicada em diferentes contextos,

neste trabalho focamos nas aplicações 6 e 7. Com isso, este trabalho visa mostrar

não somente o ferramental teórico sobre Teoria dos Números Algébricos, mas também

sua aplicabilidade, possibilitando que pesquisas futuras se bene�ciem das informações

contidas aqui, indo de encontro com os ideais de formação de um matemático do

Programa de Pós-Graduação em Matemática da UNESP - Rio Claro.

Mais especi�camente, este trabalho está organizado como se segue.

No Capítulo 2, apresentamos alguns conceitos de extensões de corpos, grau de exten-

são, elemento algébrico, polinômio minimal, traço, norma, base integral e discriminante

que são de fundamental importância para a construção de reticulados.

No Capítulo 3, trabalhamos algumas propriedades de corpos quadráticos e de corpos

ciclotômicos, caracterizando sua base integral, anel de inteiros e discriminante.
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No Capítulo 4, descrevemos os conceitos de ideais, ideal principal, norma de um

ideal, domínio de Dedekind e número de classe. Em destaque temos a fatoração única

de ideais, onde todo ideal próprio não nulo em um domínio de Dedekind é representado

como um produto de ideais primos.

No Capítulo 5, abordamos como a teoria dos números algébricos pode ser usada na

construção de reticulados. Para tanto, apresentamos os conceitos de reticulado, região

fundamental, volume da região fundamental, determinante do reticulado, empacota-

mento esférico e resultados sobre reticulados algébricos.

No Capítulo 6, aplicamos a teoria dos números algébricos para resolver a equação

diofantina y2 = x3 + k. Para tanto usamos os conceitos de número de classe, fatoração

de ideais, entre outros.

Os pré-requisitos básicos para um melhor entendimento deste trabalho são: Álgebra

Linear, Álgebra, Teoria dos Números e alguns resultados sobre Teoria de Galois, que

podem ser consultados nas referências [4], [5], [12], [16].

No decorrer do trabalho, seguem alguns resultados sem demonstração. Alguns por

se tratarem de resultados clássicos e outros por apresentarem uma demonstração muito

complexa e que foge do escopo desse trabalho. No entanto, no início de cada capítulo

colocamos a referência em que esta pode ser encontrada.



2 Extensões de Corpos

Neste capítulo apresentamos os conceitos de extensões de corpos e alguns resul-

tados importantes como o Teorema da multiplicatividade dos graus e o Teorema do

Elemento Primitivo. Apresentamos também os números algébricos, que são as raízes

de um polinômio com coe�cientes em um corpo. O uso que Gauss fez desse novo tipo

de número foi de fundamental importância na demonstração do último Teorema de

Fermat. Por �m, veremos os conceitos de traço, norma, base integral e discriminante,

estes serão importantes no Capítulo 5, onde faremos um estudo sobre reticulados.

As principais referências utilizadas foram [6], [8], [9] e [15].

2.1 Extensões e Elemento Algébrico

Nesta seção apresentamos os conceitos de extensões de corpos e elemento algébrico.

Além disso, apresentamos alguns resultados envolvendo estes conceitos.

De�nição 2.1. Sejam K, L corpos. Dizemos que L é uma extensão de K se K ⊂ L.
Notação: L/K.

Observação 2.1. Seja K ⊂ L uma extensão de corpos. Pode-se veri�car que L é um

K-espaço vetorial, assim, existe uma base de L sobre K.

De�nição 2.2. Seja K ⊂ L uma extensão de corpos.

(i) A dimensão do K-espaço vetorial L é o número de elementos da base de L sobre

K, chamada de grau da extensão de L sobre K e denotada por [L : K].

(ii) Dizemos que L é uma extensão �nita de K se [L : K] é �nito, caso contrário L é

uma extensão in�nita.

De�nição 2.3. Um corpo de números K é uma extensão �nita de Q.

Teorema 2.1. (Teorema da multiplicatividade dos graus) Se K, M e L são corpos tais

que [L : K] é �nita e K ⊆M ⊆ L, então, [L : K] = [L : M] · [M : K].

Demonstração. Suponha [L : M] = m e [M : K] = n. Sejam B1 = {α1, . . . , αm} uma

base de L sobre M e B2 = {β1, . . . , βn} uma base de M sobre K.
A�rmação: B = {αiβj, i = 1, . . . ,m e j = 1, . . . , n} é uma base de L/K.
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1. O conjunto gerado por B, [B], é L. De fato,

α ∈ L⇒ ∃ a1, a2, · · · , am ∈M tais que α =
m∑
i=1

aiαi .

Por outro lado,

ai ∈M⇒ ∃ bi1, bi2, · · · , bin ∈ K tais que ai =
n∑
j=1

bijβj.

Logo, α =
m∑
i=1

n∑
j=1

bijαiβj. Portanto L ⊂ [B] e como [B] ⊂ L, concluímos que

[B] = L.

2. B é linearmente independente sobre K.

De fato,
m∑
i=1

n∑
j=1

bijαiβj = 0⇒
m∑
i=1

(
n∑
j=1

bijβj

)
αi=0.

Como B1 é linearmente independente sobre M, temos
n∑
j=1

bijβj = 0, mas B2 é

linearmente independente sobre K e assim bij = 0,∀i, j.

Portanto B é uma base de L/K com mn elementos. Consequentemente pela

De�nição (2.2),

[L : K]
(1)e(2)

= mn = [L : M].[M : K].

De�nição 2.4. Chamamos de corpo de decomposição de um polinômio f(x) ∈ K[x]

sobre K o menor subcorpo de C que contém K e todas as raízes distintas α1, · · · , αr de
f(x) em C.
Notação: K(α1, · · · , αr).

Exemplo 2.1. Vejamos como encontrar
[
Q
(√

2,
√

3
)

: Q
]
.

A�rmação I : {1,
√

2} é uma base de Q(
√

2) sobre Q.
De fato,

1. {1,
√

2} gera Q(
√

2) sobre Q.

Pode-se mostrar que Q(
√

2) = {x | x = α + β
√

2, α, β ∈ Q}, então ∀x ∈
Q(
√

2), x = α.1 + β
√

2, α, β ∈ Q, ou seja, x é combinação linear de {1,
√

2}.

2. {1,
√

2} é linearmente independente sobre Q.

Suponha que α.1 + β
√

2 = 0, α, β,∈ Q. Se β 6= 0, então
√

2 =
−α
β

, o que é

absurdo pois
√

2 é irracional. Portanto, β = 0 e daí temos que α.1 + 0.
√

2 = 0⇒
α = 0. Dessa forma, {1,

√
2} é uma base de Q(

√
2) sobre Q. Logo [Q(

√
2) : Q] =

2.
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A�rmação II : {1,
√

3} é uma base de Q(
√

2,
√

3) sobre Q(
√

2).

1. De fato, {1,
√

3} gera Q(
√

2,
√

3) sobre Q(
√

2).

Pode-se mostrar que Q(
√

3,
√

2) = {x | x = α + β
√

3, α, β ∈ Q(
√

2)}, então
∀x ∈ Q(

√
3,
√

2), x = α.1 + β
√

3, α, β ∈ Q(
√

2), ou seja, x é combinação linear

de {1,
√

3}.

2. {1,
√

3} é linearmente independente sobre Q(
√

2).

Suponha que α.1 + β
√

3 = 0, α, β,∈ Q(
√

2). Assim podemos reescrever a igual-

dade como

(p+ q
√

2) + (r + s
√

2)
√

3 = 0, p, q, r, s ∈ Q.

Se β = (r + s
√

2) 6= 0, então

√
3 =

−(p+ q
√

2)

r + s
√

2

=
−(p+ q

√
2)

r + s
√

2
· r − s

√
2

r − s
√

2

=
−(pr − ps

√
2 + qr

√
2− 2qs)

r2 − 2s2

=
−pr + 2qs+ (ps− qr)

√
2

r2 − 2s2

=
−pr + 2qs

r2 − 2s2
+

(ps− qr)
√

2

r2 − 2s2

= a+ b
√

2, a, b ∈ Q.

Assim,

(
√

3)2 = (a+ b
√

2)2

3 = a2 + 2ab
√

2 + 2b2

3− a2 − 2b2 = 2ab
√

2
3− a2 − 2b2

2ab
=
√

2,

(2.1)

o que é absurdo pois
√

2 é irracional. Portanto, r + s
√

2 = β = 0 e daí temos que

p + q
√

2 + 0.
√

3 = 0 ⇒ p + q
√

2 = α = 0. Dessa forma, {1,
√

3} é uma base de

Q(
√

2,
√

3) sobre Q(
√

2). Logo [Q(
√

2,
√

3) : Q(
√

2)] = 2.

Pelo Teorema da multiplicatividade dos graus,

[Q(
√

2,
√

3) : Q] = [Q(
√

2,
√

3) : Q(
√

2)].[Q(
√

2) : Q] = 2.2 = 4

e {1,
√

2,
√

3,
√

6} é uma base de Q(
√

2,
√

3) sobre Q.
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De�nição 2.5. Seja K um corpo qualquer. Chamamos de polinômio sobre K em

uma indeterminada x a uma expressão formal p(x) = a0 + a1x+ ...+ amx
m + ... onde

ai ∈ K,∀ i ∈ N e existe n ∈ N tal que aj = 0, ∀ j > n e an 6= 0. O grau de p(x) é

de�nido como n.

Denotamos por K[x] o conjunto de todos os polinômios sobre K, em uma

indeterminada x.

Observe que não está de�nido o grau do polinômio 0 e considere ∂ como uma função

do conjunto de todos os polinômios 6= 0 no conjunto N de�nida por

∂ : K[x]− {0} → N

p(x) 7→ ∂p(x) = grau de p(x)

De�nição 2.6. Seja f(x) ∈ K[x] tal que ∂f(x) ≥ 1. Dizemos que f(x) é um po-

linômio irredutível sobre K se toda vez que f(x) = g(x) · h(x); g(x), h(x) ∈ K[x]

então temos g(x) = a constante em K ou h(x) = b constante em K. Se f(x) for não

irredutível sobre K dizemos que f é redutível sobre K.

De�nição 2.7. Sejam K ⊂ L corpos. Um elemento α ∈ L é chamado de algébrico

sobre K se existe f(x) ∈ K[x] \ {0} tal que f(α) = 0. O polinômio irredutível e mônico

de menor grau f(x) tal que f(α) = 0 é chamado de polinômio minimal de α sobre

K e é denotado por minKα.

De�nição 2.8. Uma extensão L sobre K é algébrica se todo α ∈ L é algébrico sobre

K.

Exemplo 2.2. Vamos veri�car que a extensão Q(
√

2) sobre Q é algébrica.

α ∈ Q(
√

2)⇒ α = a+ b
√

2, a, b ∈ Q⇒ (α− a)2 = 2b2 ⇒ α2 − 2aα + a2 − 2b2 = 0.

Logo, α é raiz de f(x) = x2− 2ax+ a2− 2b2 ∈ Q[x] e dessa forma, α é algébrico sobre

Q. Portanto, a extensão Q(
√

2)/Q é algébrica.

De�nição 2.9. Dizemos que α é inteiro algébrico se existe f(x) ∈ Z[x]∗ = Z[x]\{0},
mônico, tal que f(α) = 0. O conjunto OK = {α ∈ K | α é inteiro algébrico } é um

anel chamado anel dos inteiros de K.

Exemplo 2.3. O elemento α =
√

2 +
√

3 é inteiro algébrico, pois é raiz do polinômio

x4 − 10x2 + 1 ∈ Z[x].

De�nição 2.10. Um domínio A é um anel comutativo com identidade 1A que satisfaz

a seguinte propriedade:

a, b ∈ A; ab = 0⇒ a = 0 ou b = 0.
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De�nição 2.11. Sejam A um domínio e K =
{a
s

; a, s ∈ A, s 6= 0
}
o corpo das frações

de A. Dizemos que A é integralmente fechado se OK = A.

Teorema 2.2. [15] Se L ⊃ K ⊃ Q, [L : K] <∞. Então existe θ ∈ L tal que L = K(θ).

O elemento θ é chamado elemento primitivo.

Proposição 2.1. [15] Seja K é um corpo de números tal que L = K(θ), então [L :

K] = ∂(minKθ).

Exemplo 2.4. Seja K = Q(
√

2), então [K : Q] = 2 pois minQ(
√

2) = x2 − 2.

Observação 2.2. Se L = K(θ) e ∂(minKθ) = n, então K(θ) = {a0 + a1θ + . . . +

an−1θ
n−1; ai ∈ K,∀ i = 0, 1, · · · , n− 1}.

De�nição 2.12. Sejam K ⊂ L corpos. Dizemos que L/K é uma extensão de Galois

se existe f(x) ∈ K[x] tal que L = K(Rf ), onde Rf denota as raízes de f .

Exemplo 2.5. A extensão do Exemplo 2.4 é uma extensão de Galois, pois K =

Q(
√

2,−
√

2).

De�nição 2.13. Seja L uma extensão de K. O grupo de Galois de L sobre K é

dado por

Gal(L/K) = {σ ∈ Aut(L); σ(x) = x, ∀x ∈ K} .

Teorema 2.3. [8] Se K = Q(θ) é uma extensão de Q de grau n, então existem exa-

tamente n monomor�smos distintos {σ1, ..., σn} de K em C que �xam Q. Tais mo-

nomor�smos são dados por σi(θ) = θi, em que {θ1, ..., θn} são as raízes de minQθ em

C.

Exemplo 2.6. Considere o corpo Q( 3
√

2). O polinômio minimal de 3
√

2 sobre Q é

f(x) = x3 − 2. Se σ : K → C é um monomor�smo que �xa Q, então σ(a + b 3
√

2 +

c( 3
√

2)2) = a+ bσ( 3
√

2) + c(σ( 3
√

2))2. Portanto, para saber quem é σ, basta de�nir σ em
3
√

2.

Temos que as raízes de f(x) são { 3
√

2, ω 3
√

2, ω2 3
√

2}, em que ω = cos
(
2π
n

)
+isen

(
2π
n

)
.

Assim temos três monomor�smos:

σ1(x) : Q( 3
√

2) −→ C
3
√

2 7−→ 3
√

2

σ2(x) : Q( 3
√

2) −→ C
3
√

2 7−→ ω 3
√

2

σ3(x) : Q( 3
√

2) −→ C
3
√

2 7−→ ω2 3
√

2
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De�nição 2.14. Sejam K um corpo de números de grau n e {σ1, ..., σn} os n Q-
monomor�smos distintos de K em C que �xam Q. Dizemos que o monomor�smo σi é

real se σi(K) ⊂ R, caso contrário, dizemos que σi é imaginário. Além disso, se todos

os σ
′
is, para i = 1, ..., n, são reais, dizemos que o corpo K é totalmente real e, se todos

os σ
′
is, para i = 1, ..., n são imaginários, dizemos que K é totalmente imaginário.

De�nição 2.15. Seja K/F uma extensão de corpos. Se σ é um monomor�smo de K
tal que σ(α) = α para todo α ∈ F, então σ é chamado de F-monomor�smo de K.
Se σ é um F-automor�smo de K = F(α) então σ(α) é chamado de conjugado de α

sobre F.

Observação 2.3. Todo monomor�smo de F em C estende a exatamente [E : F] mono-

mor�smos de E em C. Daí conclui-se que o número de F-isomor�smos de E é [E : F].

2.2 Traço e Norma

Nesta seção vamos introduzir alguns conceitos que serão cruciais para o desenvol-

vimento da teoria de base integral e discriminante que será abordada na Seção 2.3.

De�nição 2.16. Seja F um corpo de números de grau n e seja σj para j = 1, 2, ..., n

os monomor�smos de F em C. Para cada elemento α ∈ F,

TrF/Q(α) =
n∑
j=1

σj(α),

é chamado de traço de α sobre F e, também, temos que

NF/Q(α) =
n∏
j=1

σj(α),

é chamado de norma de α sobre F.

Exemplo 2.7. Sejam F = Q(
√

13), α = 1+
√

13 e β = (3+
√

13)/2. Os monomor�smos

de F em C são

σ1 : Q(
√

13) → C σ2 : Q(
√

13) → C√
13 7→

√
13

√
13 7→ −

√
13

e os elementos de Q �cam �xos. Segue que

NF/Q(α) = σ1(α)σ2(α) = (1 +
√

13)(1−
√

13) = −12,

NF/Q(β) = σ1(β)σ2(β) =

(
3 +
√

13

2

)(
3−
√

13

2

)
= −1,
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TrF/Q(α) = σ1(α) + σ2(α) = (1 +
√

13) + (1−
√

13) = 2

e

TrF/Q(β) = σ1(β) + σ2(β) =
3 +
√

13

2
+

3−
√

13

2
= 3.

E também, temos

NF/Q(αβ) = NF/Q

(
(1 +

√
13)

(
3 +
√

13

2

))
= NF/Q(8+2

√
13) = σ1(8+2

√
13)σ2(8+2

√
13) =

(8 + 2
√

13)(8− 2
√

13) = 82 − 4.13 = 12 = (−12)(−1) = NF/Q(α)NF/Q(β)

e

TrF/Q(α + β) = TrF/Q

(
(1 +

√
13) +

(
3 +
√

13

2

))
= TrF/Q

(
5 + 3

√
13

2

)
=

= σ1

(
5 + 3

√
13

2

)
+ σ2

(
5 + 3

√
13

2

)
= 5 = 2 + 3 = TrF/Q(α) + TrF/Q(β).

Este exemplo ilustra algumas propriedades de traço e norma apresentadas a seguir.

Sejam Q ⊆ K ⊆ L corpos, onde K ⊆ L é uma extensão �nita. Se α, α
′ ∈ L e a ∈ K,

então valem as seguintes propriedades:

1. TrL/K(α + α
′
) = TrL/K(α) + TrL/K(α

′
);

2. TrL/K(aα) = aTrL/K(α);

3. TrL/K(a) = [L : K]a;

4. NL/K(a) = a[L:K];

5. NL/K(aα) = a[L:K]NL/K(α);

6. NL/K(αα
′
) = NL/K(α)NL/K(α

′
).

Vamos de�nir agora norma e traço para extensões relativas.

De�nição 2.17. Sejam K/F uma extensão de corpos com [K : F] = n e σj para

j = 1, 2, ..., n todos os F-monomor�smo de K. Seja α ∈ K, de�nimos

NK/F(α) =
n∏
j=1

σj(α),
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é chamado de norma relativa de α em K/F. Ainda,

TrK/F(α) =
n∑
j=1

σj(α),

é chamado de traço relativo de α em K/F.
Observe que quando F = Q, essas noções coincidem com os indicados na De�nição

2.16 e neste caso chamamos NK/Q de norma absoluta e TrK/Q de traço absoluto.

Exemplo 2.8. Sejam K = Q(
√
−1,
√

3) e F = Q(
√

3). Os monomor�smos de K em C
que �xam F são

σ1 : K → C σ2 : K → C√
−1 7→

√
−1

√
−1 7→ −

√
−1

Tome α = 5 +
√
−1 ∈ K. Segue que

NK/F(α) = σ1(α)σ2(α) = (5 +
√
−1)(5−

√
−1) = 26

e

TrK/F(α) = σ1(α) + σ2(α) = (5 +
√
−1) + (5−

√
−1) = 10.

Teorema 2.4. [8] Se F ⊆ K ⊆ L é uma torre de corpos de números, então para α ∈ L
temos o seguinte:

(a) NL/F(α) = NK/F(NL/K(α)) e NL/F(α) ∈ F.

(b) TrL/F(α) = TrK/F(TrL/K(α)) e TrL/F(α) ∈ F.

(c) Se [L : F(α)] = r, então

NL/F(α) = (NF(α)/F(α))r e TrL/F(α) = r(TrF(α)/F(α)).

Demonstração.

(a) Sejam σj, j = 1, 2, ..., n = [L : K] elementos dos K-monomor�smos de L e seja ψk,

k = 1, 2, ...,m = [K : F] elementos dos F-monomor�smos de K. Então

NK/F(NL/K(α)) =
m∏
k=1

ψk

(
n∏
j=1

σj(α)

)
=

m∏
k=1

n∏
j=1

ψk(σj(α)) = NL/F(α),

uma vez que ψkσj são todos distintos e incluem os F-monomor�smos de L. Observe

que se ψ1 é o monomor�smo identidade de K, então σj restrito a K é igual a ψ1, isto

é, σj|K = ψ1 para todo j = 1, 2, ..., n e que ψk estende a n monomor�smos de L sobre

C para cada k = 1, 2, ...,m.

(b) A propriedade para o traço é provada de forma semelhante a prova de (a), empre-

gando adição no lugar de multiplicação.
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(c) Estas fórmulas são provadas da mesma maneira que será dada na demonstração do

Teorema 2.5.

Exemplo 2.9. Sejam L = Q(
√

5,
√
−1),K = Q(

√
−1) e F = Q.

Se α =
√

5 +
√
−1, então

NK/F(NL/K(α)) = NK/F((
√

5 +
√
−1)(−

√
5 +
√
−1)) = NK/F(−6) = 36 =

(
√

5 +
√
−1)(−

√
5 +
√
−1)(

√
5−
√
−1)(−

√
5−
√
−1) = NL/F(α).

Temos, também

TrK/F(TrL/K(α)) = TrK/F((
√

5 +
√
−1) + (−

√
5 +
√
−1)) = TrK/F(2

√
−1) =

2
√
−1−2

√
−1 = 0 = (

√
5+
√
−1)+(−

√
5+
√
−1)+(

√
5−
√
−1)+(−

√
5−
√
−1) = TrL/F(α).

Se β = 3 +
√
−1, então

NL/F(β) = (NK/F(β))2 = 102 = 100

e

TrL/F(β) = 2TrK/F(β) = 2.6 = 12.

Teorema 2.5. [8] (Propriedades de norma e traço em subcorpos)

Sejam F um corpo de números de grau n e α ∈ F com [Q(α) : Q] = d. Se

α = α1, α2, ..., αd são todos os conjugados de α sobre Q, ou seja, as raízes de minQα,

então

TrF/Q(α) =
n

d

d∑
j=1

αj =
n

d
TrQ(α)(α)

e

NF/Q(α) =

(
d∏
j=1

αj

)n/d

= (NQ(α)(α))n/d.

Além disso,

minQα = xd − TrQ(α)(α)xd−1 + ...±NQ(α)(α).

Demonstração. Considere os monomor�smos de Q(α) em C que �xam Q dados por

σj(α) 7→ αj (1 ≤ j ≤ d),

onde σj(q) = q para todo q ∈ Q. Então pela De�nição 2.16,
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TrQ(α)(α) =
d∑
j=1

αj e NQ(α)(α) =
d∏
j=1

αj.

Pela Observação 2.3, cada um dos σi, para i = 1, 2, ..., d, estende a exatamente n/d

monomor�smos de F em C, que vamos denotar por

σ
(j)
i , para j = 1, 2, ..., n/d.

Portanto,

TrF/Q(α) =
d∑
i=1

n/d∑
j=1

σ
(j)
i (α) =

d∑
i=1

n

d
αi =

n

d

d∑
i=1

αi

e

NF/Q(α) =
d∏
i=1

n/d∏
j=1

σ
(j)
i (α) =

d∏
i=1

α
n/d
i =

(
d∏
i=1

αi

)n/d

.

Finalmente, na expansão de

minQα =
d∏
i=1

(x− αi),

vemos que o termo constante deve ser

±
d∏
i=1

αi = ±NQ(α)(α),

enquanto que o coe�ciente xd−1 deve ser

−
d∑
i=1

αi = −TrQ(α)(α).

Isso completa a demonstração.

Corolário 2.1. Se F é um corpo de números e α ∈ F, então

TrF(α) ∈ Q e NF(α) ∈ Q.

Corolário 2.2. Se α ∈ F é um inteiro algébrico então NF/Q(α) ∈ Z e TrF/Q(α) ∈ Z.

Exemplo 2.10. Considere o polinômio quadrático irredutível

f(x) = ax2 + bx+ c ∈ Q[x],

onde a 6= 0. As raízes de f(x) são dadas por
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α =
−b+

√
∆

2a
e α

′
=
−b−

√
∆

2a
,

onde ∆ = b2 − 4ac é o discriminante do corpo quadrático Q(α) = Q(
√

∆). Portanto,

TrF(α) = TrQ(α)(α) = α + α
′
=
−b+

√
∆

2a
+
−b−

√
∆

2a
= −b/a

e

NF(α) = NQ(α)(α) = αα
′
=

(
−b+

√
∆

2a

)(
−b−

√
∆

2a

)
=
b2 −∆

4a2
= c/a.

Assim, o polinômio minimal de α sobre Q é minQα = x2 − TrF(α)x+NF(α).

De�nição 2.18. Um elemento α de um domínio A é chamado de unidade se α divide

1.

Proposição 2.2. Um inteiro algébrico x é uma unidade em K se, e somente se,

NK(x) = ±1.

Demonstração. Se x é uma unidade, então existe um inteiro algébrico x′ tal que xx′ = 1.

Assim

NK(xx′) = NK(x)NK(x′) = NK(1) = 1,

e deste modo, NK(x) é uma unidade em Z, e portanto, NK(x) = ±1.

Reciprocamente, se NK(x) = ±1, ou seja, NK(x) =
∏
x(i) = ±1. Assim fazendo

x′ = x(2)x(3), · · · , x(n)

segue que 1 = NK(x) = xx′, e como x′ é um inteiro algébrico, segue que x divide 1 em

OK. Portanto, x′ é uma unidade em OK.

2.3 Base Integral e Discriminante

Nesta seção, apresentamos os conceitos de base integral, discriminante e alguns

resultados como o determinante de Vandermonde, que serão de muita importância

para a construção de reticulados no Capítulo 5.

De�nição 2.19. Se OF é o anel de inteiros de um corpo de números F, uma base de

OF sobre Z, ou simplesmente uma Z-base para OF, é chamada de uma base integral

para OF.

Observação 2.4. 1. Todo corpo de números K possui uma base integral,[15].
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2. Para de�nição de Z-base consultar [15].

Exemplo 2.11. Se F = Q(
√

13), veremos no próximo capítulo que

OF = Z[(1+
√

13)/2] =

{
a+ b

(
1 +
√

13

2

)
; a, b ∈ Z

}
6= Z[
√

13] = {a+b
√

13; a, b ∈ Z}.

Veja que α = (1 +
√

13)/2 é uma raiz de minQα(x) = x2 − x − 3, enquanto que

β =
√

13 é uma raiz de x2 − 13. Apesar de {1, β} ser uma base para F contendo

inteiros algébricos, ela não é uma base integral para F.

De�nição 2.20. Seja F = Q(α) um corpo de números com [F : Q] = d. Se

B = {α1, α2, ..., αd}

é uma Q-base para F e σj (1 ≤ j ≤ d) são todos monomor�smos de F em C, então o

discriminante da base B é dado por

D(B) = (det(σj(αi)))
2,

onde det é o determinante da matriz com entradas σj(αi) na i-ésima linha e j-ésima

coluna.

Em particular, se

B = {1, α, ..., αd−1},

então o determinante da matriz (σj(α
i−1)) é chamado de determinante de Vander-

monde e seu valor é

det(σj(α
i−1)) =

∏
1≤i<j≤d

(αj − αi), (2.2)

onde αk = σk(α) é um k-ésimo conjugado de α, para k = 1, 2, ..., d.

Exemplo 2.12. Se F = Q(
√

2) veremos no Capítulo 3 que OK = Z[
√

2] = {a +

b
√

2; a, b ∈ Z} e B = {1,
√

2} é uma base integral de F. Os Q-monomor�smos de F em

C são dados por:

σ1 :
√

2 7→
√

2 e σ2 :
√

2 7→ −
√

2.

Portanto,

D(B) = (det(σj(α
i−1)))2 =

(
det

(
σ1(1) σ2(1)

σ1(
√

2) σ2(
√

2)

))2

=

=

(
det

(
1 1√
2 −

√
2

))2

= (−2
√

2)2 = 8.
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Proposição 2.3. Sejam K um corpo, L = K(α) uma extensão �nita de K de grau n e

f(x) o polinômio minimal de α sobre K. Então,

DL/K(1, α, ..., αn−1) = (−1)
1
2
n(n−1)NL/K(f ′(α)),

onde f ′(α) é a derivada de f(x) em α.

Demonstração. Sejam α1, ..., αn as raízes de f(x) em alguma extensão de K e σi, i =

1, ..., n os monomor�smos de L em C. Temos queDL/K(1, α, ..., αn−1) = (det(σi(α
j)))2 =

det(αji )
2, com i = 1, ..., n e j = 0, ..., n− 1. Como det(αji ) é um determinante de Van-

dermonde, segue que

(det(αji ))
2 =

[ ∏
1≤k<i≤n

(αi − αk)

]2
=

∏
1≤k<i≤n

[(αi − αk)(αi − αk)] =

= (−1)
1
2
n(n−1)

∏
1≤k<i≤n,i6=k

(αi − αk) = (−1)
1
2
n(n−1)

n∏
i=1

[
n∏

k=1,k 6=1

(αi − αk)

]
=

= (−1)
1
2
n(n−1)

n∏
i=1

f
′
(αi) = (−1)

1
2
n(n−1)N(f

′
(α)),

o que prova a proposição.

Teorema 2.6. [8] Se B1 = {α1, α2, ..., αd} e B2 = {β1, β2, ..., βd} são duas Q-bases
para um corpo de números F, então

D(B2) = d2D(B1),

onde d = det(qk,i) ∈ Q, d 6= 0, e qk,i ∈ Q é determinado por

βk =
d∑
i=1

qk,iαi, (qk,i ∈ Q).

Além disso, d ∈ Z desde que B1 seja uma base integral e B2 ∈ OF.

Demonstração. Seja σj, (1 ≤ j ≤ d) os monomor�smos de F em C. A representação

βk =
d∑
i=1

qk,iαi, implica que

σj(βk) =
d∑
i=1

qk,iσj(αi),

para cada k = 1, 2, ..., d. Assim, temos uma equação matricial
σ1(β1) σ2(β1) . . . σd(β1)

σ1(β2) σ2(β2) . . . σd(β2)
...

...
...

...

σ1(βd) σ2(βd) . . . σd(βd)

 =
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
q1,1 q1,2 . . . q1,d

q2,1 q2,2 . . . q2,d
...

...
...

...

qd,1 qd,2 . . . qd,d




σ1(α1) σ2(α1) . . . σd(α1)

σ1(α2) σ2(α2) . . . σd(α2)
...

...
...

...

σ1(αd) σ2(αd) . . . σd(αd)

 .

Tomando os determinantes e elevando ao quadrado, obtemos a equação:

D(B2) = d2D(B1),

com d = det(M), onde

M =


q1,1 q1,2 . . . q1,d

q2,1 q2,2 . . . q2,d
...

...
...

...

qd,1 qd,2 . . . qd,d

 .

Exemplo 2.13. Sejam F = Q(
√

13), α = (1 +
√

13)/2 e β =
√

13. No Exemplo 2.11,

vimos que B1 = {1, α} e B2 = {1, β} são bases para F, sendo a primeira integral, e a

última não integral, mas apenas uma base sobre Q. Como

σ1 :
√

13 7→
√

13, e σ2 :
√

13 7→ −
√

13

são os Q-monomor�smos de F em C, segue que

D(B2) = (det(σj(β
i)))2 =

(
det

(
σ1(1) σ2(1)

σ1(
√

13) σ2(
√

13)

))2

=

(
det

(
1 1√
13 −

√
13

))2

= (−2
√

13)2 = 52

e

D(B1) = (det(σj(α
i)))2 =

(
det

(
σ1(1) σ2(1)

σ1

(
1+
√
13

2

)
σ2

(
1+
√
13

2

) ))2

=

(
det

(
1 1

1+
√
13

2
1−
√
13

2

))2

= (−
√

13)2 = 13.

Assim,

D(B2) = d2D(B1) = 22D(B1).

Portanto,

d = det

(
1 0

−1 2

)
= 2,
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pois

β1 = 1 = q1,1.α1 + q1,2.α2 = 1.1 + 0.
1 +
√

13

2
,

e

β2 =
√

13 = q2,1.α1 + q2,2.α2 = −1.1 + 2.
1 +
√

13

2
.

Teorema 2.7. [8] Se B = {α1, α2, ..., αd} é uma Q-base para um corpo de números

F = Q(α), então

D(B) = det(TrF(αiαj)) ∈ Q,

e D(B) 6= 0. Além disso, se F é um corpo totalmente real, então D(B) > 0.

Demonstração. Como D(B) = det(σj(αi))
2, segue pelas propriedades de determinante

que:

(det(σj(αi)))
2 = det

(
d∑

k=1

σk(αiαj)

)
= det(TrF(αiαj)),

logo D(B) = det(TrF(αiαj)). Portanto, pelo Corolário 2.1, D(B) ∈ Q.
Resta mostrar que D(β) é diferente de zero e também positiva quando F é total-

mente real.

Seja B1 = B. Pelo Teorema 2.2,

B2 = {1, α, α2, ..., αd−1}

é uma base para F sobre Q. Assim, pelo Teorema 2.6, D(B2) = d2D(B1), onde d é

dado no Teorema 2.6.

No entanto, por (2.2)

D(B2) =
∏

1≤i<j≤d

(αj − αi)2,

e os αi são distintos de forma que D(B2) 6= 0. Assim, D(B1) 6= 0.

Sendo que B2 é uma base para F sobre Q, então pelo Teorema 2.6,

D(B1) = d21D(B2).

Portanto, D(B2) é um quadrado. Como D(B1) 6= 0, se F é totalmente real, então todos

os αj são reais e portanto D(B1) > 0.

Corolário 2.3. Se B é uma base de F sobre Q com B ⊆ OF, então D(B) ∈ Z.

Demonstração. Como D(B) = det(TrF(αiαj)) onde B = {α1, ..., αd} é uma base de F
sobre Q segue, pelo Corolário 2.2, que D(B) ∈ Z.
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Exemplo 2.14. Vimos no Exemplo 2.13 que o corpo totalmente real F = Q(
√

13)

possui base integral

B1 = {1, (1 +
√

13)/2} = {1, α} = {α1, α2}

e uma Q -base não integral é

B2 = {1,
√

13} = {1, β} = {β1, β2}.

Além disso, seja a matriz

TrF(αiαj) =

(
TrF(1) TrF(α)

TrF(α) TrF(α
2)

)
=

(
2 1

1 7

)
,

então

D(B1) = det(TrF(αiαj)) = det

(
2 1

1 7

)
= 13 ∈ Z.

Além disso, uma vez que temos a matriz

TrF(βiβj)) =

(
TrF(1) TrF(β)

TrF(β) TrF(β
2)

)
=

(
2 0

0 26

)
,

então

D(B2) = 52 = det(TrF(βiβj)) ∈ Z.

Corolário 2.4. [8] Seja B1 = {α1, α2, ..., αd} uma Q-base para o corpo de números F.
Se B2 = {β1, β2, ..., βd} ⊆ F e

βk =
d∑
i=1

qk,iαi para qk,i ∈ F, e k = 1, 2, ..., d,

então B2 é uma base para F se, e somente se, det(qk,i) 6= 0.

Demonstração. Suponha que det(qk,i) 6= 0. É su�ciente mostrar que os βk são linear-

mente independentes. Se

d∑
k=1

γkβk = 0 (γk ∈ F),

então

0 =
d∑

k=1

γk

d∑
i=1

qk,iαi =
d∑
i=1

αi

d∑
k=1

γkqk,i.

Uma vez que os αi são linearmente independentes, segue que
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d∑
k=1

γkqk,i = 0.

Seja det(qk,i) 6= 0, então γk = 0 para todo k = 1, 2, ..., d. Por outro lado, se B2 é uma

base para F, então pelo Teorema 2.6,

D(B2) = d2D(B1).

Assim, pelo Teorema 2.7 segue o resultado.

O próximo teorema dá um modo de sabermos quando uma base é integral. Antes

de enunciá-lo precisamos saber quando um inteiro é livre de quadrados

De�nição 2.21. Dizemos que n ∈ Z é livre de quadrados se, e somente se, n não

tem divisor que é o quadrado de um número primo. Ou seja, se, e somente se, p é

primo tal que

p2 | n⇒ p2 = 1

Teorema 2.8. [8] Se B ⊆ OF é uma Q-base para F e D(B) é livre de quadrados, então

B é uma base integral para F.

Exemplo 2.15. O Exemplo 2.11 fornece um exemplo de um discriminante livre de

quadrados de uma base integral. No entanto, B = {1,
√

2} é uma base integral para

Q(
√

2) mas D(B) = 8, portanto o inverso do Teorema 2.8 não é verdadeiro.

Embora o Exemplo 2.15 mostra que o inverso do Teorema 2.8 não é verdadeiro,

podemos mostrar que se temos duas bases integrais para um corpo de números, então

elas devem ter o mesmo discriminante.

Corolário 2.5. [8] Sejam B1 e B2 duas bases integrais para um corpo de números F.
Então

D(B1) = D(B2).

Demonstração. Pelo Teorema 2.6,

D(B2) = d2D(B2), (2.3)

onde d ∈ Z é dado no Teorema 2.6. Assim,

D(B1)|D(B2) ∈ Z,

pelo Corolário 2.3. Invertendo os papéis de B1 e B2, temos que
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D(B2)|D(B1) ∈ Z.

Portanto,

D(B1) = ±D(B2).

Consequentemente, pela Equação 2.3, o sinal de subtração não é possível.

O Corolário 2.5 nos diz essencialmente que o discriminante de uma base integral

para um corpo de números é um invariante do corpo.

No próximo capítulo veremos como encontrar uma base integral e discriminante dos

corpos quadráticos e ciclotômicos.



3 Corpos Quadráticos e Ciclotômicos

Neste capítulo apresentamos os conceitos de corpos quadráticos e corpos ciclotômi-

cos. Os corpos quadráticos e ciclotômicos têm muita importância para a Teoria dos

Números Algébricos, como por exemplo na construção de reticulados que será abordada

no Capítulo 5 e também para a solução de equação Diofantina que será abordada no

Capítulo 6. Os corpos ciclotômicos desempenham um papel fundamental na Teoria dos

Números Algébricos, por causa da sua relação com o último Teorema de Fermat. Atra-

vés dos corpos ciclotômicos é possível caracterizar o anel dos inteiros, o discriminante

e obter reticulados.

As principais referências utilizadas foram [6], [7], [8], [10], [11] e [17].

3.1 Corpos Quadráticos

Nesta seção apresentamos o conceito de corpos quadráticos e suas propriedades.

De�nição 3.1. Uma extensão de corpos de grau 2 sobre o corpo Q é chamada um

corpo quadrático.

Exemplo 3.1. O corpo L = Q(
√

13) é um corpo quadrático, pois θ =
√

13 é um zero

do polinômio f(x) = x2 − 13 ∈ Q[x].

Proposição 3.1. [10] Todo corpo quadrático é da forma Q(
√
d), sendo d um inteiro

livre de quadrados.

Demonstração. Sejam K = Q(θ) um corpo quadrático e f(x) = x2 + ax+ b, com a, b ∈
Q, o polinômio minimal de θ ∈ K. Resolvendo a equação quadrática

θ2 + aθ + b = 0, temos que θ =
−a±

√
a2 − 4b

2
são as raízes de f(x). Como

2θ ± a =
√
a2 − 4b, segue que Q(θ) = Q(

√
a2 − 4b).

Por outro lado, a2 − 4b é um número racional que podemos escrever como

a2 − 4b =
u

v
=

uv

v2
, com u, v ∈ Z e mdc(u, v) = 1 e de forma que u e v não sejam

quadrados perfeitos, pois caso contrário teríamos Q(θ) = Q. Assim,

Q(θ) = Q(
√
a2 − 4b) = Q

(√
u

v

)
= Q

(√
uv

v2

)
= Q(

√
uv). Suponhamos que uv =

k2d, com k, d,∈ Z, e d livre de quadrados. Logo, Q(θ) = Q(
√
uv) = Q(

√
k2d) = Q(

√
d).

28
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Observação 3.1. Se d > 0, a extensão Q(
√
d) é totalmente real e se d < 0, a

extensão Q(
√
d) é totalmente imaginária.

A Proposição a seguir é compatível com o Corolário 2.2, vamos apresentar uma

demonstração no caso em que o corpo é quadrático.

Proposição 3.2. [11] Seja K = Q(
√
d), com d um inteiro livre de quadrados, um corpo

quadrático. Se um elemento α = a + b
√
d ∈ Q(

√
d) é um inteiro algébrico, então 2a e

a2 − db2 são números inteiros.

Demonstração. Seja α ∈ K um inteiro algébrico. Então existem a0, · · · , an−1 ∈ Z tal

que αn+an−1α
n−1+ · · ·+a1α+a0 = 0. Assim, considerando σ o automor�smo de K tal

que σ(
√
d) = −

√
d, segue que, σ(α)n+an−1σ(α)n−1+· · ·+a1σ(α)+a0 = 0, ou seja, σ(α)

também é um inteiro algébrico de K. Temos que α+σ(α) e ασ(α) também são inteiros

algébricos de K. Além disso, se α = a+ b
√
d, com a, b ∈ Q, então α + σ(α) = 2a ∈ Q

e ασ(α) = a2 − db2 ∈ Q. Como Z é integralmente fechado segue que 2a e a2 − db2 são
números inteiros.

A seguir determinaremos o anel dos inteiros algébricos de um corpo quadrático K =

Q(
√
d), com d um inteiro livre de quadrados, para isso sejam Z[d] = {a+b

√
d; a, b ∈ Z}

e Z
[
1+
√
d

2

]
=
{
a+ b

(
1+
√
d

2

)
; a, b ∈ Z

}
.

Teorema 3.1. [15] Se K = Q(
√
d) é um corpo quadrático com d ∈ Z livre de quadrados,

então o anel dos inteiros algébricos OK de Q(
√
d) é dado por:

a) OK = Z[
√
d] se d ≡ 2(mod 4) ou d ≡ 3(mod 4) e uma Z-base de OK é {1,

√
d};

b) OK = Z

[
1 +
√
d

2

]
se d ≡ 1(mod 4) e uma Z-base de OK é {1, 1+

√
d

2
}.

Demonstração. Seja α = a + b
√
d ∈ Q(

√
d), com a, b ∈ Q, um inteiro algébrico sobre

Z.
Se b = 0 então o polinômio minimal de α sobre Q é dado por minQ(x) = x − a, e

como α é um inteiro algébrico sobre Z, segue que a ∈ Z.
Se b 6= 0, então o polinômio minimal minQ(x) de α sobre Q tem grau 2 e é obtido

do seguinte modo:

α = a+ b
√
d =⇒ α− a = b

√
d =⇒ (α− a)2 = b2d =⇒ α2 − 2aα + a2 = b2d =⇒

α2 − 2aα + (a2 − b2d) = 0.

Logo minQ(x) = x2−2ax+a2−db2. Pela Proposição 3.2 sabemos que 2a, a2−db2 ∈ Z.
Assim, (2a)2−d(2b)2 ∈ Z e daí d(2b)2 ∈ Z, pois 2a ∈ Z. Ainda temos que 2b ∈ Z, pois,
caso contrário, no seu denominador existiria um fator primo p que apareceria na forma

p2 no denominador de (2b)2 e como d é livre de quadrados teríamos que d(2b)2 6∈ Z, o
que é um absurdo.
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Logo, 2b ∈ Z e podemos escrever:

a =
u

2
, b =

v

2
, comu, v ∈ Z. (3.1)

Além disso,

(2a)2 − d(2b)2 ∈ 4Z. (3.2)

Substituindo a por
u

2
e b por

v

2
, obtemos u2 − dv2 ∈ 4Z.

a) Se d ≡ 2(mod 4) ou d ≡ 3(mod 4), então u e v são pares, pois se v fosse ímpar

teríamos v2 ≡ 1(mod 4). Assim, como u2 − dv2 ∈ 4Z segue que u2 ≡ dv2 ≡ d(mod 4),

ou seja, d ≡ 0(mod 4) ou d ≡ 1(mod 4), o que é um absurdo. Portanto, concluímos que

v é par, isto é, v2 ≡ 0(mod 4) e assim, u2 ≡ dv2 ≡ 0(mod 4) o que implica que u é par.

Logo, se α = a+ b
√
d ∈ OK então α ∈ Z[

√
d] e assim, OK ⊂ Z[

√
d].

Por outro lado, tomando α ∈ Z[
√
d], temos que α é raiz do polinômio x2 − 2ax +

a2 − db2 ∈ Z[x], pois pela Proposição (3.2), sabemos que 2a, a2 − db2 ∈ Z. Logo,
Z[
√
d] ⊂ OK. Portanto, OK = Z[

√
d].

b) Se d ≡ 1(mod 4), então u2−dv2 ∈ 4Z, e que u e v são de mesma paridade, isto é, são

ambos pares ou ímpares. Se u e v são pares então a, b ∈ Z. Logo, α = a+b
√
d ∈ Z[

√
d].

Se u e v são ímpares, então α = a+ b
√
d = u/2+v/2

√
d = (u−v)/2+v((1+

√
d)/2) ∈

Z
[
1+
√
d

2

]
. Portanto, α ∈ Z

[
1+
√
d

2

]
, ou seja, OK ⊂ Z

[
1+
√
d

2

]
.

Por outro lado, se α = a+ b
(

1+
√
d

2

)
∈ Z

[
1+
√
d

2

]
, com a, b ∈ Z, então 2a+ b ∈ Z e

(a+b/2)2−d(b/2)2 = a2+ab+(1−d)b2/4 ∈ Z, pois d ≡ 1(mod 4). Logo, Z
[
1+
√
d

2

]
⊂ OK,

pois os coe�cientes do polinômio minimal de α, que é minQ(x) = x2− (2a+ b)x+ a2 +

ab+ (1− d)b2/4 estão em Z. Portanto, Z
[
1+
√
d

2

]
= OK.

Exemplo 3.2. Seja K o corpo quadrático Q(
√
−1). O anel dos inteiros algébricos de

K é dado por OK = Z[i] = {a+ bi : a, b ∈ Z}, onde i =
√
−1 pois d = −1 ≡ 3(mod 4).

O anel dos inteiros algébricos do corpo quadrático Q(
√
−3) é Z

[
1+
√
−3

2

]
pois d = −3 ≡

1(mod 4).

Proposição 3.3. Seja d um inteiro livre de quadrados, qualquer discriminante de

K = Q(
√
d) sobre Q é dado por:

(1) DK/Q = d, se d ≡ 1(mod 4);

(2) DK/Q = 4d, se d ≡ 2(mod 4) ou d ≡ 3(mod 4).

Demonstração. Como os Q-monomor�smos de K = Q(
√
d) em C, com d ∈ Z livre de

quadrados, são σ1 e σ2, onde σ1(
√
d) =

√
d e σ2(

√
d) = −

√
d, segue que o discriminante

de um corpo quadrático é obtido do seguinte modo:

i) se d ≡ 1(mod 4), então
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DK = DK/Q

(
1,

1 +
√
d

2

)
=

det

 σ1(1) σ2(1)

σ1

(
1 +
√
d

2

)
σ2

(
1 +
√
d

2

) 


2

=

=

det

 1 1

1 +
√
d

2

1−
√
d

2

2

= d.

ii) se d ≡ 2(mod 4) ou d ≡ 3(mod 4) então

DK = DK/Q
(

1,
√
d
)

=

(
det

(
σ1(1) σ2(1)

σ1(
√
d) σ2(

√
d)

))2

=

(
det

(
1 1√
d −

√
d

))2

=

4d.

Exemplo 3.3. Dado K = Q(
√

5), tem-se OK = Z

[
1 +
√

5

2

]
, isto é,

{
1,

1 +
√

5

2

}
é

uma base integral de OK e o discriminante de K é

DK =

(
det

(
σ1(1) σ2(1)

σ1

(
1+
√
5

2

)
σ2

(
1+
√
5

2

) ))2

=

(
det

(
1 1

1+
√
5

2
1−
√
5

2

))2

= 5.

Os Q-monomor�smos de K em C são σ1(a+b
√

5) = a+b
√

5 e σ2(a+b
√

5) = a−b
√

5.

Logo, TrK/Q(a + b
√

5) =
2∑
i=1

σi(a + b
√

5) = 2a e NK/Q(a + b
√

5) =
2∏
i=1

σi(a + b
√

5) =

a2 − 5b2.

Exemplo 3.4. Dado K = Q(i), então OK = Z[
√
−1], isto é, {1,

√
−1} é uma base

integral para OK e o discriminante absoluto de K é

DK =

(
det

(
σ1(1) σ2(1)

σ1(
√
−1) σ2(

√
−1)

))2

=

(
det

(
1 1√
−1 −

√
−1

))2

= −4.

Os Q-monomor�smos de K em C são σ1(a+ b
√
−1) = a+ b

√
−1 e σ2(a+ b

√
−1) =

a − b
√
−1. Logo, TrK/Q(a + b

√
−1) =

2∑
i=1

σi(a + b
√
−1) = 2a e NK/Q(a + b

√
−1) =

2∏
i=1

σi(a+ b
√
−1) = a2 + b2.

Observação 3.2. No Teorema 2.2 podemos pensar que OK = Z[α] em que α ∈ OK
para qualquer corpo de números K. Em outras palavras, podemos ser atraídos a crer

que existe sempre uma base integral da forma {1, α, α2, ..., αd−1} onde d = [K : Q]. No

entanto, isso é falso como mostra o exemplo a seguir.
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Exemplo 3.5. Seja K = Q(
√
−7,
√
−14), F = Q(

√
−14), e OF = Z[

√
−14]. Vamos

mostrar que não existe β ∈ OK tal que OK = Z[β]. Primeiramente, vamos mostrar que

não existe α ∈ OK tal que OK = Z[α,
√
−14]. Por contradição, suponha que existe um

tal α. Então, em particular,

k =
1 +
√
−7

2
= γ1α + γ2, onde k ∈ OK, γ1, γ2 ∈ OF.

e √
−14/

√
−7 =

√
2 = β1α + β2, onde

√
2 ∈ OK, e β1, β2 ∈ OF.

Seja σ o Q-monomor�smo de K em C dado por σ :
√
−7 7→ −

√
−7 e σ :

√
−14 7→√

−14, ou seja, σ �xa os elementos de F. Portanto,

σ(k) =
1−
√
−7

2
= γ1σ(α) + γ2,

k − σ(k) =
1 +
√
−7

2
− 1−

√
−7

2
=
√
−7,

por outro lado

k − σ(k) = γ1α + γ2 − (γ1σ(α) + γ2) = γ1(α− σ(α)).

Portanto,

k − σ(k) = γ1(α− σ(α)).

Também temos,

σ(
√

2) = −
√

2 = β1σ(α) + β2,
√

2− σ(
√

2) =
√

2− β1σ(α) + β2 =
√

2− (−
√

2) = 2
√

2.

Por outro lado,

√
2− σ(

√
2) = β1α + β2 − (β1σ(α) + β2) = β1(α− σ(α)).

Portanto,

2
√

2 = β1(α− σ(α)).

Utilizando as igualdades anteriores e norma de F:

72 = NF(γ1)
2NF(α− σ(α))2 e 26 = NF(β1)

2NF(α− σ(α))2.

Temos que NF(α − σ(α)) = ±1, uma vez que NF(α − σ(α)) ∈ Z e divide 72 e 26.

Assim, NF(γ1) = ±7, pois 72 = NF(γ1)
2NF(α − σ(α))2 e NF(α − σ(α)) = ±1. Porém,

γ1 = a+ b
√
−14 para algum a, b ∈ Z, então N(γ1) = N(a+ b

√
−14)⇒ ±7 = a2 + 14b2

o que é impossível. Portanto não existe α ∈ OK tal que OK = Z[α,
√
−14].
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Agora se existe um β ∈ OK tal que OK = Z[β] então de�nindo α = β−
√
−14 segue

que α ∈ OK pois β ∈ OK e
√
−14 ∈ OK, daí obtemos que OK = Z[α,

√
−14], o que

acabamos de mostrar ser impossível.

3.1.1 Unidades em um Corpo Quadrático

Nesta seção, apresentamos as unidades do anel de inteiros de um corpo quadrático

Q(
√
d), explicitamos as unidades no caso onde d é um inteiro livre de quadrados e

de�nimos o conceito de unidade fundamental, bem como um método bruto para a

determinação das unidades fundamentais de um corpo quadrático.

Seja K = Q(
√
d), onde d é um inteiro e livre de quadrados. Primeiramente deter-

minamos as unidades de K = Q(
√
d), para d < 0.

Se d < 0 e d ≡ 2(mod 4) ou d ≡ 3(mod 4), então os inteiros algébricos de Q(
√
d)

são da forma α = a+ b
√
d com a, b ∈ Z, e o conjugado de α é dado por α′ = a− b

√
d.

Assim,

NK(α) = αα′ = (a+ b
√
d)(a− b

√
d) = a2 − b2d ≥ 1, pois d < 0.

Além disso, x é uma unidade se, e somente se, NK(x) = ±1. Como d < 0, então α é

uma unidade se, e somente se, a2 − b2d = 1.

Agora, se d ≡ 1(mod 4), então os inteiros algébricos de Q(
√
d) são da forma α =

a+b
√
d

2
, com a, b ∈ Z e de mesma paridade. Como o conjugado de α é dado por α′ =

a−b
√
d

2
, segue que

NK(α) = αα′ =

(
a+ b

√
d

2

)(
a− b

√
d

2

)
=
a2 − b2d

4
≥ 1, pois d < 0,

segue que α é uma unidade se, e somente se, a
2−b2d
4

= 1, ou seja, a2 − b2d = 4.

Teorema 3.2. [1] Seja K um corpo quadrático imaginário. Então o conjunto das

unidades de OK é 
{±1,±i} ' Z4, se K = Q(

√
−1),

{±1,±ω,±ω2} ' Z6, se K = Q(
√
−3),

{±1} ' Z2, caso contrário,

onde ω = (−1 +
√
−3)/2.

Demonstração. Para a primeira igualdade, se d = −1 então d 6≡ 1(mod 4). Assim, das

considerações que precedem o teorema, segue que α = a + b
√
d é uma unidade se, e

somente se, a2 + b2 = 1. Portanto, a = 0 e b = ±1 ou a = ±1 e b = 0, e deste modo,

α = i, α = −i, α = 1 e α = −1 são as unidades de OK.
Para a segunda igualdade, se d = −3, então d ≡ 1(mod 4). Assim, das considerações

que precedem o teorema, segue que α = a + b
√
d é uma unidade se, e somente se,
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a2 − b2d = 4, ou seja, a2 + 3b2 = 4. Portanto, a = ±2 e b = 0 ou a = ±1 e b = ±1.

Assim, como α = a + b
√
−3, segue que α = 1, α = −1, α = 1±

√
−3

2
e α = −1±

√
−3

2
são

unidades de OK, ou seja, {±1,±ω,±ω2}.
Para a terceira igualdade, se d < 0, d 6= −1 e d 6= −3, então devemos considerar

dois casos:

a) Se d′ = −d > 0, então d′ 6= 1, ou seja, d′ ≥ 2 e d′ 6= 3. Se d′ ≡ 2(mod 4) ou

d′ ≡ 3(mod 4) então α é uma unidade se, e somente se, a2 + b2d′ = 1. Como d′ ≥ 2

segue que b = 0 e a = ±1. Logo, α = 1 e α = −1 são as unidades de OK.

b) Se d′ = −d > 0, então d′ 6= 1, ou seja, d′ ≥ 2 e d′ 6= 3. Se d′ ≡ 1(mod 4) então

d′ ≥ 5, pois d′ = 4 não é livre de quadrados. Assim, α é uma unidade se, e somente se,

a2 + b2d′ = 4. Como d′ ≥ 5, segue que b = 0 e a = ±1. Assim, α = 1 e α = −1, são as

unidades de OK.

Consideraremos, agora, o caso mais interessante, isto é, quando d > 0. Neste caso,

Q(
√
d) está contido no corpo dos reais, uma vez que

√
d ∈ R. Assim, Q(

√
d) ⊂ R.

Deste modo, as raízes da unidade em Q(
√
d) são 1 e −1.

De�nição 3.2. A menor unidade u1 > 1 de OK é chamada de unidade fundamental

do corpo K.

Precisamos do seguinte teorema:

Teorema 3.3. [1] Seja d um inteiro positivo livre de quadrados. Então toda unidade

de OQ(√d) é da forma ±ηn (n ∈ Z), onde η é a unidade fundamental de OQ(√d). Se

OQ(√d) contém unidades de norma −1 estas são indicadas por ±ηn com n ímpar e as

de norma 1 por ±ηn com n par.

Exemplo 3.6. A determinação da unidade fundamental pode ser feita da seguinte

maneira:

1. Caso d ≡ 2(mod 4) ou d ≡ 3(mod 4). Se u = a + b
√
d é uma unidade, com

u 6= ±1, então −u, u−1,−u−1 são também unidades e somente um desses números

é maior do que 1, uma vez que estes são exatamente os números ±a±b
√
d. Assim,

a+b
√
d > 1 somente quando a, b > 0, se u1 = a1+b1

√
d é a unidade fundamental.

Se um = um1 = am + bm
√
d, então

um+1 = um+1
1 = am+1 + bm+1

√
d = um1 u1 =

= (am + bm
√
d)(a1 + b1

√
d) = (a1am + b1bm) + (a1bm + b1am)

√
d.

Assim,

bm+1 = a1bm + b1am,
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e portanto, b1 < b2 < b3 · · · . Como N(u1) = a21 − b21d = ±1, segue que b21d =

a21 ± 1. Assim, se escrevermos a sequência d, 4d, 9d, 16d, 25d, · · · , então b1 é o

menor inteiro tal que b1 > 0 e b21d é um quadrado mais ou menos 1.

Considerando, por exemplo, o corpo de números Q(
√

3), ou seja, quando d = 3,

tem-se que b213 = a21± 1. Fazendo b1 = 1, segue que b213 = 3 = 22− 1, e portanto,

a1 = 2. Como b1 é o menor inteiro positivo para o qual isto ocorre, segue que

b1 = 1 e a1 = 2, e portanto, u1 = 2 +
√

3 é a unidade fundamental de Q(
√

3).

2. Caso d ≡ 1(mod 4). Com argumento similar, segue que u1 = a1+b1
√
d

2
com a1 e b1

inteiros positivos de mesma paridade. Assim, se u1 é uma unidade fundamental,

então

N(u1) =
a21 − b21d

4
= ±1,

se, e somente se, b21d = a21±4. Devemos, então, encontrar o menor inteiro positivo

b1 > 0 tal que b21d é um quadrado mais ou menos 4.

Consideremos, por exemplo, o corpo Q(
√

5), isto é, quando d = 5. Assim, b21d =

a21 ± 4, e fazendo, b1 = 1 tem-se que b215 = 5 = 32 − 4, ou seja, a1 = 1 (uma vez

que a1 = 3 não convém). Como b1 = 1 é o menor inteiro para o qual isto ocorre,

segue que 1 +
√

5 é a unidade fundamental de Q(
√

5).

3.2 Corpos Ciclotômicos

Nesta seção apresentamos o conceito de corpos ciclotômicos e suas propriedades.

De�nição 3.3. Seja n um inteiro positivo. Dizemos que ζn é uma raiz n-ésima da

unidade se ζnn = 1, e que ζn é uma raiz n-ésima primitiva da unidade se ζnn = 1 e

ζmn 6= 1, para todo 1 ≤ m ≤ n− 1. O corpo Q(ζn) é chamado corpo ciclotômico.

Observação 3.3. Existem exatamente n raízes n-ésimas distintas da unidade. O

conjunto destas raízes {ζnk = cos
(
2kπ
n

)
+ isen

(
2kπ
n

)
, para k = 0, 1, ..., n− 1} forma um

grupo cíclico em relação à multiplicação, tendo ζn1 como um gerador.

De�nição 3.4. Seja ζn uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Um corpo ciclotômico

K é a menor extensão de Q contendo ζn, isto é, K = Q(ζn).

De�nição 3.5. O polinômio φn(x) =
n∏
j=1

(x− ζjn) é chamado de n-ésimo polinômio

ciclotômico, onde ζjn é uma raiz n-ésima primitiva da unidade, para j = 1, ..., n, com

mdc(j, n) = 1.

Lema 3.1. [6] Se n é um inteiro positivo, então xn − 1 =
∏
d|n

φd(x).
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Demonstração. Sendo f(x) = xn− 1, temos que as raízes de f(x) são 1, ω, ω2, ..., ωn−1.

Logo xn − 1 = (x − 1)(x − ω)...(x − ωn−1). Analisando os períodos de cada raiz de

f(x) e escrevendo todas as raízes de mesmo período como um polinômio da forma

φd(x) =
∏

periodo ω=d

(x− ω), segue que xn − 1 =
∏
d|n

φd(x).

Segue do Lema 3.1 que φn(x) =
xn − 1∏

d|n,d<n

φd(x)
, n > 1 e φ1(x) = x− 1.

Exemplo 3.7. Se n = p, com p um número primo, então

φp =
xp − 1

x− 1
= xp−1 + ...+ x+ 1

é o p-ésimo polinômio ciclotômico. Se n = pr, com p um número primo e r um

inteiro positivo, então

xp
r − 1 = φ1(x)φp(x)φp2(x)...φpr−1(x)φpr(x)

e

xp
r−1 − 1 = φ1(x)φp(x)φp2(x)...φpr−1(x).

Logo φpr(x) = xp
r−1

xp
r−1−1

= x(p−1)p
r−1

+x(p−2)p
r−1

+ ...+xp
r−1

+1 é o pr-ésimo polinômio

ciclotômico.

Lema 3.2. [7] Temos que
∏
k

(1− ξkpr) = p, onde o produto é tomado sobre os k, com

1 ≤ k ≤ pr, e tal que p - k.

Demonstração. Como φpr(x) = xp
r−1

xp
r−1−1

= 1 + xp
r−1

+ x2p
r−1

+ ...+ x(p−1)p
r−1

, segue que

todos os ξkpr , onde 1 ≤ k ≤ pr e tal que p - k são raízes de φpr(x) pois são raízes de

xp
r − 1 mas não de xp

r−1 − 1. Deste modo, φpr(x) =
∏
k

(x− ξkpr) e existem exatamente

φ(pr) = (p− 1)pr−1 valores de k pois ∂(φpr(x)) = (p− 1)pr−1. Tomando x = 1, temos

que φpr(1) =
∏
k

(1− ξkpr) = 1 + 1p
r−1

+ ...+ 1(p−1)pr−1

= p.

Os próximos resultados que vamos enunciar serão usados na demonstração do Te-

orema 3.5.

Lema 3.3. (Lema de Gauss) Se f(x) ∈ Z[x], e

f(x) = g(x)h(x) para g(x), h(x) ∈ Q[x],

então

f(x) = G(x)H(x) para alguns G(x), H(x) ∈ Z[x].

Além disso, ∂Q(g) = ∂Z(G), e ∂Q(h) = ∂Z(H).
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Teorema 3.4. (Pequeno Teorema de Fermat) Se p é primo e a ∈ Z, então

ap ≡ a(mod p).

Em particular, se p - a, então

ap−1 ≡ 1(mod p).

Teorema 3.5. [6] Se ζn é uma raiz n-ésima primitiva da unidade, então [Q(ζn) : Q)] =

φ(n).

Demonstração. Seja f(x) um polinômio mônico, irredutível e de menor grau de ξn
sobre Q. Logo xn − 1 = f(x)h(x), com h(x) ∈ Q[x]. Pelo lema de Gauss segue que

f(x), h(x) ∈ Z[x]. Seja p um número primo tal que p - n. Assim, ξpn é raiz n-ésima

primitiva da unidade. Logo (ξpn)n − 1 = f(ξpn)h(ξpn), ou seja, 0 = f(ξpn)h(ξpn). Assim, se

ξpn não for raiz de f(x), então ξpn é raiz de h(x), e portanto ξn é raiz de h(xp). Portanto,

pelo modo como tomamos f(x), segue que, f(x)|h(xp), ou seja, h(xp) = f(x)g(x), com

g(x) ∈ Z[x] pelo lema de Gauss.

Como consequência do pequeno Teorema de Fermat, temos que ap ≡ a(mod p)

e daí h(xp) ≡ h(x)p(mod p). Assim, f(x)g(x) ≡ h(x)p(mod p), e portanto h(x)p ≡
f(x)g(x)(mod p). Logo, h(ξn)p = 0, pois ξn é raiz de f(x). E recursivamente chegamos

que h(ξn) = 0.

Portanto f e h tem uma raiz em comum. Assim xn−1 = f(x)g(x), e portanto xn−1

tem raízes múltiplas. Logo nxn−1 = 0 e assim, para qualquer α ∈ Zp, nαn−1 = 0. Como

a característica de Zp é p segue que p|n, o que contradiz o fato de termos suposto que

p - n. Portanto ξpn é a raiz de f(x) ∀ p - n e mdc(p, n) = 1. Logo ∂(f(x)) ≥ ∂(φn(x)),

pois toda raiz de φn(x) é raiz de f(x), e como f(x)|φn(x), segue que ∂(φn(x)) ≥ ∂(f(x)).

Portanto ∂(f(x)) = ∂(φn(x)) = φ(n).

Teorema 3.6. [17] Se ζn é uma raiz n-ésima primitiva da unidade, então o anel dos

inteiros de Q(ζn) sobre Z é Z[ζn] e uma Z− base de Z[ζn] é {1, ζn, ..., ζφ(n)−1n }.

Proposição 3.4. [17] Os Q-monomor�smos de Q(ζn) sobre C são dados por {σi,mdc(i, n) =

1, i = 1, ..., n− 1, σi(ζ) = ζ i}.

Proposição 3.5. Se p é um número primo ímpar e ζ = ζpr uma raiz pr-ésima primitiva

da unidade, com r um inteiro positivo, então o discriminante de Q(ζpr) sobre Q satisfaz

DK|Q(1, ζpr , ..., ζ
φ(pr)−1
pr ) = ±ppr−1(r(p−1)−1)

.

Demonstração. Pela Proposição 2.3, temos que

DK|Q(1, ζpr , ..., ζ
φ(pr)−1
pr ) = ±NQ(ζpr )|Q(f

′
(ζpr)).
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Derivando ambos os lados de f(x) =
xp

r − 1

xpr−1 − 1
, temos que

f
′
(x) =

prxp
r−1(xp

r−1 − 1)− (xp
r − 1)pr−1xp

r−1−1

(xpr−1 − 1)2
, (3.3)

e substituindo x por ζpr na equação 3.3, temos que

f
′
(ζpr) =

prζp
r−1
pr (ζp

r−1

pr − 1)− (ζp
r

pr − 1)pr−1ζp
r−1−1
pr

(ζp
r−1

pr − 1)2

Como ζp
r

pr = 1, segue que f
′
pr(ζpr) =

prζ−1
pr

ζp
r−1

pr −1
= −pr

(1−ζp
r−1

pr )ζpr
, pois ζp

r−1

pr = (e
2πi
pr )p

r−1
=

e
2πi
p = ζp. Aplicando a função norma em ambos os membros e usando sua linearidade,

temos que

NQ(ζpr )|Q(f
′
(ζpr)) =

NQ(ζpr )|Q(−pr)
NQ(ζpr )|Q(1− ζp)NQ(ζpr )|Q(ζpr)

.

Temos queNQ(ζpr )|Q(ζpr) = ±1. Também, NQ(ζpr )|Q(−pr) = (−pr)(p−1)pr−1
eNQ(ζpr )|Q(1−

ζp) = NQ(ζpr )|QNQ(ζpr )|Q(ζp)(1− ζp) = (NQ(ζpr )|Q(1− ζp))p
r−1

= pp
r−1

.

Portanto, DK|Q(1, ζpr , ..., ζ
φ(pr)−1
pr ) = ±pr(p−1)pr−1

pp
r−1 = ±ppr−1(r(p−1)−1).

Como consequência da Proposição 3.4 segue que

• se n = p, então DL/Q = (−1)
(p−1)

2
pp−2

;

• se n = pr, então DL/Q = (−1)
(p−1)pr−1

2 pp
r−1.(r(p−1)−1), r inteiro positivo.

O subcorpo real maximal dos corpos ciclotômicos é muito utilizado por suas pro-

priedades e será de�nido a seguir.

Proposição 3.6. [17] Se n ∈ N∗, ζn é uma raiz n-ésima primitiva da unidade e

K = Q(ζn + ζ−1n ), então K é totalmente real e [Q(ζn) : K] = 2.

Demonstração. Seja f(x) = x2 − (ζn + ζ−1n )x+ 1 ∈ K[x]. Temos que f(ζn) = 0. Além

disso, como ζn não pertence K, segue que f é irredutível sobre K. Logo, f = minKζn.

Desta forma, [Q(ζn) : K] = ∂(f) = 2.

De�nição 3.6. Nas condições da proposição acima, o corpo K = Q(ζn + ζ−1n ) é cha-

mado de subcorpo real maximal de Q(ζn).

Teorema 3.7. [17] O anel dos inteiros de Q(ζn + ζ−1n ) é Z[ζn + ζ−1n ] e uma Z-base de

Z[ζn + ζ−1n ] é

{1, ζn + ζ−1n , ζ2n + ζ−2n , ..., ζ
φ(n)
2
−1

n + ζ
φ(n)
2

+1
n }.



Corpos Ciclotômicos 39

Teorema 3.8. [17] O discriminante de K = Q(ζn + ζ−1n ) sobre Q é dado por:

• DK/Q = p
p−3
2 , se n = p ≥ 5;

• DK/Q = 2(r−1)2r−2−1, se n = 2r;

• DK/Q = p
(r+1)(p−1)pr−1−pr−1

2 , se n = pr, p 6= 2, r > 1.



4 Ideais e Norma de um Ideal

Neste capítulo, vamos de�nir ideais para a introdução de dois tipos de domínios

com base na teoria de ideais que tem in�uência em fatoração de ideais e em teoria dos

números algébricos. A norma de um ideal nos será útil para o cálculo do volume de

reticulados, assunto que será visto no Capítulo 5.

As principais referências utilizadas foram [8], [11] e [15].

4.1 Ideais

Nesta seção apresentamos os conceitos e algumas propriedades de ideais.

De�nição 4.1. Um R-ideal I é um subconjunto não vazio de um anel comutativo R

com identidade e com as seguintes propriedades

(a) Se α, β ∈ I, então α + β ∈ I.

(b) Se α ∈ I e r ∈ R, então rα ∈ I.

De�nição 4.2. Um domínio A é dito um corpo se cada elemento diferente de zero é

uma unidade.

Observação 4.1. Indutivamente, a De�nição 4.1 implica que se

α1, α2, ..., αn ∈ I para qualquer n ∈ N, então r1α1 + r2α2 + ...+ rnαn ∈ I para qualquer
r1, r2, ..., rn ∈ R. Se 1 ∈ I, então I = R. Se nos é dado um conjunto de elementos

{α1, α2, ..., αn} em um domínio R, então o conjunto de todas as combinações lineares

de αj para j = 1, 2, ..., n{
n∑
j=1

rjαj : rj ∈ R para j = 1, 2, ..., n

}
é um ideal de R denotado por 〈α1, α2, ..., αn〉.

Em particular, quando n = 1, temos a seguinte de�nição:

De�nição 4.3. Se A é um domínio e I é um A-ideal, então I é chamado de A-ideal

principal se existe um elemento α ∈ I tal que I = 〈α〉, onde α é chamado de gerador

de I. Se I 6= A, então I é chamado de ideal próprio.

40
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Exemplo 4.1. Seja n ∈ Z e seja nZ = {nk : k ∈ Z}, um ideal em Z . Temos que

nZ = 〈n〉 = 〈−n〉 é de fato um ideal principal e é um ideal próprio para todo n 6= ±1.

Exemplo 4.2. Em A = Z[i], temos que 2Z[i] e 3Z[i] são ideais principais próprios.

De�nição 4.4. Se A é um domínio, então o A-ideal próprio P é chamado de A-ideal

primo se satisfaz a propriedade que, sempre que αβ ∈ P, para α, β ∈ A, ou então

α ∈ P ou β ∈ P.

De�nição 4.5. Sejam I, J ideais primos de OL. Dizemos que I e J são ideais

primos conjugados de OL se existe σ ∈ G = Gal(L/K) tal que σ(I) = J .

A �m de discutir quaisquer mais recursos da teoria de ideal, precisamos entender

como é feita a multiplicação de ideais.

De�nição 4.6. Se A é um domínio e I, J são A-ideais, então o produto de I e J ,

denotado por IJ , é o ideal em A dado por

IJ = {r ∈ A : r =
n∑
j=1

αjβj onde n ∈ N, e αj ∈ I, βj ∈ J para 1 ≤ j ≤ n}.

De�nição 4.7. Em um domínio A, um ideal M é chamado maximal se satisfaz a

propriedade que, sempre que M ⊆ I ⊆ A, para qualquer A-ideal I, então I = A ou

I = M .

Teorema 4.1. [1] Seja A um domínio e sejam a, b ∈ A∗ = A \ {0}. Então

〈a〉 = 〈b〉 se, e somente se, a/b pertence ao conjunto das unidades de A, isto é, (a/b) |1.

Demonstração. Se a/b pertence ao conjunto das unidades de A então a = bu para

qualquer u pertencente ao conjunto das unidades de A. Seja x ∈ 〈a〉. Então x = ac

para algum c ∈ A. Assim, x = buc com uc ∈ D. Logo x ∈ 〈b〉.
Mostramos que 〈a〉 ⊆ 〈b〉. Como a/b pertence ao conjunto das unidades de A e

esse conjunto é um grupo multiplicativo, temos b/a = (a/b)−1 pertencente ao conjunto

de unidades de A. Então, procedendo como antes, com as funções de a e b trocados,

descobrimos que 〈b〉 ⊆ 〈a〉. Portanto 〈a〉 = 〈b〉.
Por outro lado, suponha que 〈a〉 = 〈b〉. Então a = bc para algum c ∈ A e b = ad

para algum d ∈ A. Assim b = bcd, como b 6= 0 deduzimos que 1 = cd de modo que c

pertence ao conjunto de unidades de A. Portanto a/b = c que pertence ao conjunto de

unidades de A.

4.2 Norma de um Ideal

Nesta seção veremos o Teorema da fatoração única de ideais e norma de ideais.

Para isto, sejam K um corpo de números de grau n e OK o anel de inteiros de K.
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De�nição 4.8. Seja I um ideal não nulo de OK. A norma de I é de�nida como a

cardinalidade do anel quociente OK/I, isto é,

N(I) = #

(
OK
I

)
.

Proposição 4.1. [11] Se α ∈ OK; α 6= 0 e I = αOK é um ideal de OK, então

N(I) = #
(
OK
OKα

)
= |NK|Q(α)|.

Exemplo 4.3. Se F = Q(
√
d) e α = (a + b

√
d)/2 ∈ OF sendo d um inteiro livre de

quadrados, então

N(〈α〉) = |NF(α)| = a2 − b2d
4

.

O próximo teorema será usado na demonstração de alguns resultados desta seção.

Teorema 4.2. (Teorema do Isomor�smo) Se R e S são anéis comutativos com iden-

tidade e

φ : R→ S

é um homomor�smo de anéis, então

R/Ker(φ) ∼= Im(φ).

Proposição 4.2. Se I é um ideal não nulo de OK, então N(I) é �nita.

Demonstração. Se α ∈ I é um elemento não nulo, então OKα ⊂ I. Consideremos a

aplicação

φ :

(
OK
OKα

)
−→

(
OK
I

)
x+OKα 7−→ x+ I

Temos que φ é um homomor�smo sobrejetor e Ker(φ) =
(

I
OKα

)
. De fato, x+OKα ∈

Ker(φ) se, e somente se, φ(x+OKα) = x+ I = 0 se, e somente se, x ∈ I. Desta forma,

pelo Teorema do Isomor�smo, segue que(
OK
OKα

)/(
I

OKα

)
'
(
OK
I

)
.

Assim, segue que

#

(
OK
OKα

)
= #

(
OK
I

)
#

(
I

OKα

)
.

Pela Proposição 4.1, temos que #
(
OK
OKα

)
é �nito. Portanto, #

(OK
I

)
é �nito.

De�nição 4.9. Um domínio é dito de Dedekind se for integralmente fechado, Noethe-

riano (seus ideais são �nitamente gerados) e se todo ideal primo não nulo for maximal.
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Exemplo 4.4. OK, o anel dos inteiros de um corpo de números K, é um anel de

Dedekind. ([1], pg. 194)

Teorema 4.3. [8] (Fatoração única de ideais) Todo ideal próprio não-nulo em um

domínio de Dedekind D é representado unicamente como um produto de ideais primos.

Em outras palavras, qualquer D-ideal tem uma representação única de forma que

I = Pa11 · Pa22 · · · Pan ,

onde os Pj são os D-ideais primos distintos contendo I, e aj ∈ N para j = 1, 2, ..., n.

De�nição 4.10. Suponha que A é um domínio com corpo de fração F. Então um

subconjunto não vazio I de F é chamado de A-ideal fracionário se satisfaz as três

propriedades:

1. ∀ α, β ∈ I, α + β ∈ I.

2. ∀ α ∈ I e r ∈ A, rα ∈ I.

3. ∃ γ ∈ D com γ 6= 0 tal que γI ⊆ A.

Observação 4.2. Todo ideal de A é também um ideal fracionário, basta tomar γ = 1.

Os resultados que seguem serão usadas na demonstração da Proposição 4.4.

De�nição 4.11. Suponha que M é um grupo abeliano aditivo e que R é um anel.

Segue que um subconjunto N de M é um R-submódulo de M se, e somente se

(a) 0 ∈ N ;

(b) ∀ m,n ∈ N,m− n ∈ N ;

(c) ∀ r ∈ R e n ∈ N, rn ∈ N .

Observação 4.3. Para a de�nição de módulo consultar [[15],pg 25].

Proposição 4.3. [11] Se A é um anel de Dedekind que não é corpo, então todo ideal

fracionário é inversível.

Para a demonstração da Proposição a seguir vamos usar o conceito de anel de

Dedekind. Este conceito também será muito utilizado no Capítulo 6.

Proposição 4.4. Se I e J são ideais não nulos de OK, então N(IJ) = N(I)N(J).

Demonstração. Como OK é um anel de Dedekind e J é um ideal de OK, pelo Teorema

4.3, segue que J =
n∏
i=1

Peii , onde os P ′is são ideais primos não nulos de OK e ei ≥ 0,

i = 1, ..., n. Além disso, como OK é um domínio de Dedekind, segue que os ideais P ′is
são maximais. Seja Pi = M , para algum i = 1, ..., n. Por indução sobre o número de
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fatores é su�ciente provar que N(IM) = N(I)N(M). Segue, da de�nição de norma de

ideal, que a igualdade anterior se veri�ca se, e somente se,

#

(
OK
IM

)
= #

(
OK
I

)
#

(
OK
M

)
.

Temos que o homomor�smo φ : OK
IM
−→ OK

I
, de�nido por φ(x+IM) = x+I, é sobrejetor

eKer(φ) = I
IM

. Assim, pelo Teorema do Isomor�smo, temos que
(OK
IM

)
�
(

I
IM

)
'
(OK
I

)
Logo,

#

(
OK
IM

)
= #

(
OK
I

)
#

(
I

IM

)
.

Podemos, então, concluir que N(IM) = N(I)N(M) se veri�ca se, e somente se,

#
(OK
M

)
= #

(
I
IM

)
. Agora, temos que I

IM
é um espaço vetorial sobre OK

M
mediante

as operações:

+ :
I

IM
× I

IM
−→ I

IM
(x+ IM, y + IM) 7−→ (x+ y) + IM

· : OK
M
× I

IM
−→ I

IM
(α +M,x+ IM) 7−→ (αx) + IM.

Além disso, temos que os OK
M
-submódulos de I

IM
são ideais e são do tipo B

IM
, onde

B é um ideal tal que IM ⊆ B ⊆ I. Mas, como todo ideal num domínio de Dedekind

admite inverso, segue que I−1IM ⊆ I−1B ⊆ I−1I, ou seja, M ⊆ I−1B ⊆ OK. Como

M é maximal, segue que M = I−1B ou I−1B = OK. Assim, IM = B ou B = I.

Portanto, não existe B tal que IM ( B ( I. Assim, os OK
M
-submódulos de I

IM
, ou os

subespaços do espaço vetorial I
IM

, são apenas os triviais. Portanto, dimOK
M

I
IM

= 1 e,

deste modo, #
(OK
M

)
= #

(
I
IM

)
, o que implica que N(IM) = N(I)N(M).

Proposição 4.5. Se I é um ideal não nulo de OK, então:

1. N(I) = 1 se, e somente se, I = OK.

2. Se N(I) for um número primo então o ideal I é primo.

Demonstração.

1. Temos que N(I) = 1 se, e somente se, #
(OK
I

)
= 1 se, e somente se, I = OK.

2. Suponhamos que I não seja um ideal primo. Assim, I = OK ou I = Q1Q2, onde

Q1, Q2 são ideais não nulos distintos de OK. Se I = OK, pelo item (1), temos que

N(I) = 1, o que é contra a hipótese. Se I = Q1Q2 temos, pela Proposição 4.4, que

N(I) = N(Q1)N(Q2) e, como por hipótese, N(I) = p, p primo, segue que N(Q1) = 1

e N(Q2) = p ou N(Q1) = p e N(Q2) = 1. Logo, Q1 = OK ou Q2 = OK, o que é contra

a hipótese. Portanto, I é um ideal primo de OK.
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Proposição 4.6. [15] Se I é um ideal não nulo de OK tal que {w1, ..., wn} é uma

Z-base de OK e {y1, ..., yn} é uma Z-base de I, com yi =
n∑
j=1

aijwj, i = 1, · · · , n, então

N(I) = #
(OK
I

)
= det(aij).

Teorema 4.4. [8] Suponha que F é um corpo de números, e que I é um ideal diferente

de zero de OF. Se B = {α1, ..., αn} é uma Z-base para I, então

N(I)2 =
D(B)

DF
.

onde DF é o discriminante de F.

Demonstração. Seja B1 = {β1, ..., βn} uma Z-base de OF. Então para cada i = 1, .., n

αi =
n∑
j=1

zi,jβj, (zi,j ∈ Z).

Pela Proposição 4.6,

N(I) = |OF/I| = |det(zi,j)|.

Pelo Teorema 2.6,

D(B) = (det(zi,j))
2D(B1) = N(I)2DF,

como queríamos.

4.3 Decomposição em Ideais Primos

Seja K um corpo de números e seja P um ideal primo de OK, o anel dos inteiros de

K. Então P ∩ Z é um ideal primo de Z. [11]
Uma vez que P ∩Z é um ideal primo de Z, deve existir um número primo p tal que

P ∩ Z = pZ. Dizemos então que P está acima de p.

Podemos visualizar da seguinte forma:

P ⊂ OK ⊂ K

|

pZ ⊂ Z ⊂ Q

Chamamos de corpo de resíduos o quociente de um anel comutativo por um ideal

maximal. Assim, o corpo de resíduos Z/pZ é Fp. Estamos interessados no corpo de

resíduos OK/p. Vamos mostrar que OK/P é um Fp-espaço vetorial de dimensão �nita.

Considere a composição
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Z ι−→ OK
π−→ OK/P ,

onde a primeira seta é a inclusão canônica ι de Z em OK, e a segunda seta é a projeção
π. Denotamos φ : π ◦ ι. Segue que, o kernel de φ é dado por

ker(φ) = {a ∈ Z|a ∈ P} = P ∩ Z = pZ,

de modo que φ induz uma injeção de Z/pZ em OK/P , pois Z/pZ ' Im(φ) ⊂ OK/P .
Pela Proposição 4.2, OK/P é um conjunto �nito, portanto, um corpo �nito que contém

Z/pZ e temos, de fato, uma extensão �nita de Fp.

De�nição 4.12. Chamamos de grau de inércia, e denotamos por fP , a dimensão

do Fp-espaço vetorial OK/P, isto é

fp = dimFp(OK/P).

Em particular,

N(P) = |OK/P| = |F
dimFp (OK/P)
p | = |Fp|fP = pfP .

Exemplo 4.5. Considere o corpo quadrático K = Q(i), com anel dos inteiros Z[i], e

seja o ideal 2Z[i]:

2Z[i] = (1 + i)(1− i)Z[i] = P2, P = (1 + i)Z[i] = (1− i)Z[i]

pois (−i)(1 + i) = 1− i. Além disso, P ∩Z = 2Z, de modo que P = 〈1 + i〉 é dito estar
acima de 2. Temos que

N(P) = NK/Q(〈1 + i〉) = (1 + i)(1− i) = 2

e assim fP = 1. De fato, o corpo de resíduo correspondente é

OK/P ' F2.

De�nição 4.13. Seja p ∈ Z um primo. Seja P um ideal primo de OK acima de p.

Chamamos de índice de rami�cação de P, e denotamos eP , a potência exata de P
que divide pOK.

Seja p ∈ Z, cuja fatoração em OK é dada por

pOK = PeP11 · · · PePgg .

Dizemos que p é rami�cado se ePi > 1 para algum i. Caso contrário, se

pOK = P1 · · · Pg, Pi 6= Pj, i 6= j,
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p é não-rami�cado.

Tanto o grau de inércia e o índice de rami�cação são ligados através do grau do

corpo de números da seguinte forma:

Proposição 4.7. [11] Sejam K um corpo de números de grau n e OK o anel de inteiros

de K. Seja p ∈ Z e seja

pOK = PeP11 · · · PePgg

sua fatoração em OK. Temos que

n = [K : Q] =

g∑
i=1

ePifPi .

Observação 4.4. Em geral, não existe método simples para calcular a fatoração de

pOK. No entanto, no caso em que o anel de inteiros OK é da forma OK = Z[θ], podemos

usar o seguinte resultado.

Proposição 4.8. Sejam K um corpo de números, com anel de inteiros OK e p um

primo. Vamos supor que existe θ tal que OK = Z[θ], e seja f o polinômio minimal de

θ, cuja redução módulo p é denotada por f . Considere

f(x) =

g∏
i=1

φi(x)ei

a fatoração de f(x) em Fp[x], com mdc(φi(x), φj(x)) = 1, i 6= j e irredutível. Temos

Pi = 〈p, fi(θ)〉 = pOK + fi(θ)OK

onde f i = φi(mod p), então

pOK = Pe11 · · · Pegg

é a fatoração de pOK em OK.

A proposição acima dá um método concreto para calcular a fatoração de um primo

pOK, a saber:

1. Escolha um primo p ∈ Z cuja fatoração em pOK deve ser calculada.

2. Seja f o polinômio minimal de θ tal que OK = Z[θ].

3. Calcule a fatoração de f ≡ f(mod p):

f =

g∏
i=1

φi(x)ei .
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4. Levante cada φi a um polinômio fi ∈ Z[x].

5. Calcule p = 〈p, fi(θ)〉 avaliando fi em θ.

6. A fatoração de pOK é dada por

pOK = Pe11 · · · Pegg .

Exemplo 4.6. 1. Consideremos K = Q( 3
√

2), com anel de inteiros OK = Z[ 3
√

2].

Queremos a fatorar 5OK. Pela proposição acima, calculamos

x3 − 2 = (x− 3)(x2 + 3x+ 4) ≡ (x+ 2)(x2 − 2x− 1)(mod 5).

Assim, obtemos que

5OK = P1P2, P1 = 〈5, 2 +
3
√

2〉, P2 = 〈5, 3
√

4− 2
3
√

2− 1〉.

2. Consideremos Q(i), com OK = Z[i], e escolhemos p = 2. Temos θ = i e f(x) =

x2 + 1. Calculamos a fatoração de f(x) = f(x)(mod 2):

x2 + 1 ≡ x2 − 1 ≡ (x− 1)(x+ 1) ≡ (x− 1)2(mod 2).

Podemos tomar qualquer levantamento dos fatores em Z[x], e assim podemos

escrever

2OK = 〈2, i− 1〉〈2, i+ 1〉 ou 2 = 〈2, i− 1〉2

que é a mesma, pois que 〈2, i−1〉 = 〈2, i+1〉. Além disso, como 2 = (1− i)(1+ i),

vemos que 〈2, i− 1〉 = 〈1 + i〉, que é o resultado do Exemplo 4.5.

De�nição 4.14. Dizemos que p é inerte se pOK é primo, e neste caso temos que

g = 1, e = 1 e f = n. Dizemos que p é totalmente rami�cado se e = n, g = 1 e

f = 1.

O discriminante de K nos dá informações sobre a rami�cação em K.

Teorema 4.5. [11] Seja K um corpo de números. Então p é rami�cado se, e somente

se, p divide o discriminante DK.

Exemplo 4.7. No Exemplo 4.5, vimos que 2 rami�ca em K = Q(i). Então 2 deve

aparecer em DK. Pode-se veri�car que DK = −4.

A de�nição que segue será usada na De�nição 4.16.
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De�nição 4.15. (Símbolo de Kronecker) Suponha que n ∈ N e DF é o discriminante

de um corpo de números quadráticos.

O símbolo de Kronecker
(DF
n

)
é dado por(
DF
n

)
= 0

se mdc(DF, n) > 1, e

(
DF
2

)
=

{
1 se DF ≡ 1 (mod 8),

−1 se DF ≡ 5 (mod 8).(
DF
p

)
é o śimbolo de Legendre para qualquer primo p > 2.

(
DF
n

)
é o śimbolo de Jacobi se n é ímpar e mdc(n,DF) = 1.

Se n = 2am onde m é ímpar, então(
DF
n

)
=

(
DF
2

)a(DF
m

)
,

onde
(DF
m

)
é o símbolo de Jacobi.

De�nição 4.16. Sejam K = Q(
√
d), d um inteiro livre de quadrados, p um primo em

Z e pOK =
m∏
i=1

Qeii . Seguem as a�rmações:

(i) Se m = 2, e1 = e2 = 1, f(Qi|P ) = 1, então pOK = Q1Q2,Q1 6= Q2. Dizemos

que p se fatora em K.
(ii) Se m = 1, e1 = 2, f(Q1|P ) = 1, então pOK = Q2

1. Dizemos que p rami�ca em

K.
(iii) Se m = 1, e1 = 1, f(Q1|P ) = 2, então pOK = Q1. Dizemos que p é inerte em

K.

Se p ∈ Z é um número primo e K = Q(
√
d), um outro modo de veri�car como

se dá a fatoração de ideais primos em K, que relaciona o símbolo de Kronecker e o

discriminante é:

(p) se fatora em K se, e somente se,

(
DK
p

)
= 1,

(p) ramifica em K se, e somente se,

(
DK
p

)
= 0,

(p) é inerte em K se, e somente se,

(
DK
p

)
= −1.
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4.4 Número de Classe

Apresentamos nesta seção o conceito de número de classe e alguns resultados en-

volvendo este conceito que serão usados no Capítulo 6.

De�nição 4.17. Seja K um corpo de números e I(K) o grupo dos ideais fracionários

não-nulos. Seja P (K) o subgrupo dos ideais principais de I(K). Então o grupo I(K)
P (K) é

chamado de grupo de classe de K e é denotado por H(K).

Um resultado importante, que é consequência de alguns teoremas de Hermann

Minkowski (1864-1909) na geometria dos números, é que H(K) é sempre um grupo

�nito, conforme [1].

De�nição 4.18. Seja K um corpo de números. A ordem de H(K) é chamada de

número de classe de K e é denotada por h(K).

Teorema 4.6. Seja K um corpo de números. Então, h(K) = 1 se, e somente se, OK
é um domínio de ideais principais.

Demonstração. Se h(K) = 1 então

[I(K) : P (K)] = #

(
I(K)

P (K)

)
= #H(K) = h(K) = 1

e portanto P (K) = I(K).

Por outro lado, se OK é um domínio de ideais principais, então todo ideal de OK é

principal e portanto I(K) = P (K). Daí,

h(K) = #H(K) = #

(
I(K)

P (K)

)
= [I(K) : P (K)] = 1.

No que segue apresentamos um algoritmo para encontrar o grupo de classe H(K)

de um corpo de números K (ver [1]) a saber:

Entrada: Corpo de números K = Q(θ).

Passo 1: Determine n = [K : Q].

Passo 2: Determine r o número de conjugados reais de θ. Então faça s = 1
2
(n− r).

Passo 3: Determine DK, o discriminante de K.
Passo 4: Calcule o limitante de Minkowski MK = (2/π)s

√
|DK|.

Passo 5: Determine todos os primos p ≤MK.

Passo 6: Determine a fatoração em ideais primos de cada ideal principal 〈p〉 em OK
com p como no Passo 5.

Passo 7: Determine todos os produtos desses ideais primos que têm norma ≤MK.

Passo 8: Determine os geradores de H(K) a partir das classes destes produtos.

Saída: H(K).
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Exemplo 4.8. Vamos mostrar que K = Q(
√
−19) tem número de classe h(K) = 1.

Neste caso tem-se que,

n = 2, r = 0, s = 1 e DK = −19.

O limitante de Minkowski é

MK =

(
2

π

)s√
|DK| =

2

π

√
19 <

2

3
.5 < 4,

de modo que os primos p ≤MK são p = 2 e p = 3. Como(
−19

2

)
=

(
−19

3

)
= −1,

os ideais principais 〈2〉 e 〈3〉 são inertes em OK, portanto são ambos ideais primos de

OK. Assim todo ideal primo de OK é principal. Portanto, pelo Teorema 4.6 h(K) =

h(Q(
√
−19)) = 1.
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Tabela 4.1: Número de classes de corpos quadráticos imaginários

K = Q(
√
k), −195 ≤ k < 0, k livre de quadrados

k h(K) k h(K) k h(K) k h(K) k h(K)

−1 1 −38 6 −78 4 −115 2 −158 8

−2 1 −39 4 −79 5 −118 6 −159 10

−3 1 −41 8 −82 4 −119 10 −161 16

−5 2 −42 4 −83 3 −122 10 −163 1

−6 2 −43 1 −85 4 −123 2 −165 8

−7 1 −46 4 −86 10 −127 5 −166 10

−10 2 −47 5 −87 6 −129 12 −167 11

−11 1 −51 2 −89 12 −130 4 −170 12

−13 2 −53 6 −91 2 −131 5 −173 14

−14 4 −55 4 −93 4 −133 4 −174 12

−15 2 −57 4 −94 8 −134 14 −177 4

−17 4 −58 2 −95 8 −137 8 −178 8

−19 1 −59 3 −97 4 −138 8 −179 5

−21 4 −61 6 −101 14 −139 3 −181 10

−22 2 −62 8 −102 4 −141 8 −182 12

−23 3 −65 8 −103 5 −142 4 −183 8

−26 6 −66 8 −105 8 −143 10 −185 16

−29 6 −67 1 −106 6 −145 8 −186 12

−30 4 −69 8 −107 3 −146 16 −187 2

−31 3 −70 4 −109 6 −149 14 −190 4

−33 4 −71 7 −110 12 −151 7 −191 13

−34 4 −73 4 −111 8 −154 8 −193 4

−35 2 −74 10 −113 8 −155 4 −194 20

−37 2 −77 8 −114 8 −157 6 −195 4



Número de Classe 53

Tabela 4.2: Números de classe de corpos quadráticos reais

K = Q(
√
k), 0 < k ≤ 197, k livre de quadrados

k h(K) k h(K) k h(K) k h(K) k h(K)

2 1 39 2 79 3 118 1 159 2

3 1 41 1 82 4 119 2 161 1

5 1 42 2 83 1 122 2 163 1

6 1 43 1 85 2 123 2 165 2

7 1 46 1 86 1 127 1 166 1

10 2 47 1 87 2 129 1 167 1

11 1 51 2 89 1 130 4 170 4

13 1 53 1 91 2 131 1 173 1

14 1 55 2 93 1 133 1 174 2

15 2 57 1 94 1 134 1 177 1

17 1 58 2 95 2 137 1 178 2

19 1 59 1 97 1 138 2 179 1

21 1 61 1 101 1 139 1 181 1

22 1 62 1 102 2 141 1 182 2

23 1 65 2 103 1 142 3 183 2

26 2 66 2 105 2 143 2 185 2

29 1 67 1 106 2 145 4 186 2

30 2 69 1 107 1 146 2 187 2

31 1 70 2 109 1 149 1 190 2

33 1 71 1 110 2 151 1 191 1

34 2 73 1 111 2 154 2 193 1

35 2 74 2 113 1 155 2 194 2

37 1 77 1 114 2 157 1 195 4

38 1 78 2 115 2 158 1 197 1
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Tabela 4.3: Número de classes de corpos ciclotômicos Q(ζm)

3 ≤ m ≤ 45, m 6≡ 2(mod 4)

m h(Q(ζm)) m h(Q(ζm)) m h(Q(ζm))

3 1 17 1 32 1

4 1 19 1 33 1

5 1 20 1 35 1

7 1 21 1 36 1

8 1 23 3 37 37

9 1 24 1 39 2

11 1 25 1 40 1

12 1 27 1 41 121

13 1 28 1 43 211

15 1 29 8 44 1

16 1 31 9 45 1

Q(ζ2n) = Q(ζn) para n ímpar.



5 Aplicação 1: Reticulados

Neste capítulo apresentamos um método para a geração de reticulados no Rn. A
vantagem de obter reticulados por este método é que podemos identi�car os pontos do

reticulado no Rn como os elementos de um corpo de números. As principais referências

utilizadas foram [3], [8], [11], [13] e [15].

5.1 Reticulados

Intuitivamente, entende-se por reticulado um subconjunto discreto do Rn que tem

a estrutura de um Z-módulo (que é equivalente a ser um grupo abeliano aditivo) de

posto �nito n. Nesta seção apresentamos a de�nição de reticulados e outras de�nições

importantes como a região fundamental, matriz de Gram e volume da região funda-

mental.

De�nição 5.1. Sejam {v1, v2, ..., vm} vetores linearmente independentes do Rn. O

conjunto de pontos

Λ =

{
x =

m∑
i=1

λivi, λi ∈ Z

}
,

é chamado reticulado de dimensão m e {v1, v2, ..., vm} é chamado de base do reticu-

lado.

Observe que na de�nição 5.1, necessariamente m ≤ n.

De�nição 5.2. O paralelepípedo formado pelos pontos

θ1v1 + · · ·+ θmvm, 0 ≤ θi < 1,

é chamado um paralelepípedo fundamental ou região fundamental do reticulado.

Exemplo 5.1. Λ = Z2 é um reticulado gerado pelos vetores e1 = (1, 0) e e2 = (0, 1)

com região fundamental descrita na �gura a seguir.
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e1

 e2
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De�nição 5.3. Seja {v1, . . . , vm} uma base do reticulado Λ. Se vi = (vi1, . . . , vin), para

i = 1, · · · ,m, a matriz

M =


v11 v12 . . . v1n

v21 v22 . . . v2n
. . .

vm1 vm2 . . . vmn


é chamada uma matriz geradora para o reticulado. A matriz G = MM t é chamada

uma matriz de Gram para o reticulado, onde t denota a transposição e o volume de

Λ é dado por vol(Λ) = |det (M)|.

Observação 5.1. De acordo com a De�nição 5.3, os pontos do reticulado são formados

por

Λ = {x = λM |λ ∈ Zm}.

De�nição 5.4. O determinante do reticulado Λ é de�nido como sendo o deter-

minante da matriz G

det(Λ) = det(G).

De�nição 5.5. Um empacotamento esférico, ou simplesmente um empacotamento

no Rn, é uma distribuição de esferas de mesmo raio no Rn de forma que a inter-

secção de quaisquer duas esferas tenha no máximo um ponto. Pode-se descrever um

empacotamento indicando apenas o conjunto dos centros das esferas e o raio.

Denotando por B(ρ) a esfera com centro na origem e raio ρ, temos que a densidade

de empacotamento de Λ é igual a

∆(Λ) =
Vol(B(1))ρn

Vol(Λ)
.

Portanto, o problema se reduz ao estudo de um outro parâmetro, chamado de densi-

dade de centro, que é dado por
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δ(Λ) =
ρn

Vol(Λ)
.

Um dos problemas de empacotamento esférico de um reticulado no Rn é encontrar

um empacotamento com maior densidade. Os reticulados nas dimensões 1 a 8 e 24 são

os reticulados com maior densidade de empacotamento conhecidos.

5.2 Reticulados Algébricos

De�nição 5.6. Seja σ1, · · · , σn os n Q-monomor�smos de um corpo de números K de

grau n, e vamos ordenar os σ,is de modo que, para todo x ∈ K, σi(x) ∈ R, 1 ≤ i ≤ r1,

e σj+r2(x) é o conjugado complexo de σj(x) para r1 + 1 ≤ j ≤ r1 + r2. Note que

r1 + 2r2 = n. Chamamos de monomor�smo canônico σ : K −→ Rr1+2r2 de�nido por

σ(x) = (σ1(x), · · · , σr1(x),<σr1+1(x),=σr1+1(x), · · · ,<σr1+r2(x),=σr1+r2(x)),

onde < e = denotam as partes real e imaginária, respectivamente.

Exemplo 5.2. Sejam o corpo quadrático K = Q(i), onde i =
√
−1, e {σ1, σ2} o grupo

dos Q-monomor�smos de K em C, onde σ1 é a aplicação identidade e σ2(a+bi) = a−bi,
com a, b ∈ Q. Neste caso, r1 = 0 e r2 = 1. Para x = a + bi ∈ K, com a, b ∈ Q, temos

σ(x) = (<σ1(x),=σ1(x)) = (a, b).

Uma das aplicações deste monomor�smo é a geração de reticulados no Rn, onde os
principais parâmetros podem ser obtidos via teoria dos números algébricos, através de

propriedades herdadas de K. Isto pode ser visto de maneira formal no resultado que

segue.

Teorema 5.1. Se {w1, · · · , wn} é uma base integral de K e σ : K → C o monomor-

�smo canônico, então os n vetores vi = σ(wi) ∈ Rn, i = 1, · · · , n são linearmente

independentes e de�nem um reticulado em Rn, denominado reticulado algébrico.

A matriz geradoraM de um reticulado algébrico, isto é, de um reticulado construído

usando o monomor�smo canônico de K, é dada por σ1(w1) · · · σr1(w1) <σr1+1(w1) · · · =σr1+r2(w1)
...

...

σ1(wn) · · · σr1(wn) <σr1+1(wn) · · · =σr1+r2(wn)

 ,

onde {w1, · · · , wn} é aqui uma base de OK. Isto dá um reticulado real.

Proposição 5.1. [11] Se K é um corpo de números de grau n, DK o discriminante de

K, OK o anel dos inteiros algébricos de K, I um ideal não nulo de OK e r2 a metade no

número de monomor�smos imaginários, então, σK(OK) e σK(I) são reticulados, com

respectivos volumes,
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V ol(σK(OK)) = 2−r2|DK|
1
2 ,

V ol(σK(I)) = V ol(σK(OK))N(I).

Exemplo 5.3. Seja K = Q(
√

5). A base integral de K é {1, 1+
√
5

2
} e OK = Z

[
1+
√
5

2

]
.

Pelo Teorema (5.1), Λ = σ(OK) é um reticulado no R2. Os dois monomor�smos são

σ1(
√

5) =
√

5, σ2(
√

5) = −
√

5. Neste caso, r1 = 2 e r2 = 0, assim a matriz geradora

do reticulado é

M =

(
σ1(1) σ2(1)

σ1

(
1+
√
5

2

)
σ2

(
1+
√
5

2

) ) =

(
1 1

1+
√
5

2
1−
√
5

2

)
.

e volume dado por

V ol(σK(OK)) = 2−0

∣∣∣∣∣∣
det

 σ1(1) σ1

(
1+
√
5

2

)
σ2(1) σ2

(
1+
√
5

2

) 2∣∣∣∣∣∣
1
2

=

∣∣∣∣∣det
(

1 1+
√
5

2

1 1−
√
5

2

)∣∣∣∣∣ =
√

5.
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4

Reticulado algébrico construído usando QH 5 L

Exemplo 5.4. SejaK = Q(
√
−3).A base integral deK é {1, 1+

√
−3

2
} eOK = Z

[
1+
√
−3

2

]
.

Pelo Teorema (5.1), Λ = σ(OK) é um reticulado no R2. Os dois monomor�smos são

σ1(
√
−3) =

√
−3, σ2(

√
−3) = −

√
−3. Neste caso, r1 = 0 e r2 = 1, assim, a matriz

geradora do reticulado é

M =

(
<σ1(1) =σ1(1)

<σ1
(

1+
√
−3

2

)
=σ1

(
1+
√
−3

2

) ) =

(
1 0
1
2

√
3
2

)
,

e volume dado por

V ol(σK(OK)) = 2−1

∣∣∣∣∣∣
det

 σ1(1) σ1

(
1+
√
−3

2

)
σ2(1) σ2

(
1+
√
−3

2

) 2∣∣∣∣∣∣
1
2

=
1

2

∣∣∣∣∣det
(

1 1+
√
−3

2

1 1−
√
−3

2

)∣∣∣∣∣
=

1

2
| − i
√

3| = 1

2

√
3.
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É possível veri�car que com essa estrutura algébrica obtêm-se o reticulado hexagonal

A2. Para maiores detalhes consultar [13].



6 Aplicação 2: Solução da Equação

Diofantina y2 = x3 + k

Uma equação com coe�cientes inteiros e que deve ser resolvida em números inteiros é

chamada de equação Diofantina, em honra a Diofanto (200-284 d.C). Não se sabe muito

sobre Diofanto, mas sabe-se que ele propôs em seus principais trabalhos aritméticos

muitos problemas a serem resolvidos em números racionais ou inteiros, segundo [1].

Por exemplo, se considerarmos a equação 3x + 2y = 7, observe que 3 − 2 = 1

e multiplicando ambos os lados da equação por 7 obtemos que 3(7) + 2(−7) = 7.

Assim (7,−7) é solução da equação. Portanto a equação 3x + 2y = 7 é uma equação

Diofantina, pois possui coe�cientes e solução inteiras.

Neste capítulo, vamos aplicar a teoria dos números algébricos para resolver a equa-

ção Diofantina:

y2 = x3 + k

onde k é um inteiro qualquer.

Esta equação é muitas vezes chamada de equação de Bachet, em homenagem ao

matemático francês Claude Gaspard Bachet de M'eziriac (1581-1683), que mostrou

como encontrar soluções de y2 = x3 − 2 para x, y ∈ Q. Em 1917, Axel Thue (1863-

1922), mostrou que para um dado inteiro k diferente de zero, a equação de Bachet

tem no máximo um número �nito de soluções para x, y ∈ Z. Portanto, o problema de

encontrar todas as soluções em inteiros da equação de Bachet para um dado inteiro

não nulo k é reduzida a uma busca �nita.

6.1 Solução de y2 = x3 + k via Teoria dos Números

Algébricos

Nesta seção, usamos a aritmética dos corpos quadráticos para determinar todas as

soluções em inteiros (se houver) da equação de Bachet para certos valores de k. Em

particular quando k = −2 mostramos que (x, y) = (3,±5) são as únicas soluções em

números inteiros de y2 = x3 − 2, este é o primeiro resultado estabelecido por Fermat.
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Os principais resultados que usaremos são os dois teoremas que seguem.

Teorema 6.1. [1] Seja D um domínio de Dedekind. Sejam A, B e C ideais diferentes

de zero de D tal que A e B são coprimos (A+B = 〈1〉) e

AB = Cn,

onde n é um inteiro positivo. Nestas condições existem ideais A1 e B1 de D tais que

A = An1 , B = Bn
1 e C = A1B1.

Demonstração. Como D é um domínio de Dedekind, cada ideal diferente de zero de

D pode ser expresso unicamente como um produto de ideais primos (Teorema 4.3).

Assim

C = P a1
1 · · ·P ar

r ,

onde P1, ..., Pr são ideais primos distintos e a1, ..., ar são inteiros positivos. Daí

AB = P na1
1 · · ·P nar

r .

Como A e B são ideais primos entre si, cada potência primária P nai
i (i = 1, ..., r) divide

A ou B, mas não ambos. Daí reorganizando as potências se necessário temos

A = P na1
1 · · ·P nas

s e B = P
nas+1

s+1 · · ·P nar
r ,

para algum inteiro s com 0 ≤ s ≤ r. Sejam A1 = P a1
1 · · ·P as

s e B1 = P
as+1

s+1 · · ·P ar
r ,

então A = An1 , B = Bn
1 , e C = A1B1 como queríamos.

Como o anel de inteiros de um corpo de números é um domínio de Dedekind, o

Teorema 6.1 aplica-se neste caso.

Teorema 6.2. [1] Se K é um corpo de números, h o número de classes de K e A um

ideal de OK tal que Ak é um ideal principal para algum inteiro positivo k coprimo com

h, então A é um ideal principal.

Demonstração. Denotemos por [A] a classe lateral A em H(K). Como a ordem de

H(K) é h, temos [A]h = I assim Ah é um ideal principal. Como mdc(h, k) = 1 existem

inteiros r e s tal que rh+ sk = 1. Então, como Ak é um ideal principal, temos

A = Arh+sk = (Ah)r(Ak)s

e portanto A é um ideal principal.
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Vamos agora esboçar as ideias envolvidas nas utilizações dos Teoremas (6.1) e (6.2)

para obter classes de números inteiros k para quais podemos encontrar soluções (se

houver) da equação Diofantina y2 = x3 + k.

Começamos supondo que a equação y2 = x3 + k tem solução em inteiros x e y, de

modo que

x3 = (y +
√
k)(y −

√
k).

Notemos que y+
√
k e y−

√
k são inteiros algébricos do corpo quadrático K = Q(

√
k).

Vamos assumir que k é livre de quadrados e que k ≡ 2(mod 4) ou k ≡ 3(mod 4)

para evitar que o número 2 esteja nos denominadores dos inteiros de K = Q(
√
k), pelo

Teorema 3.1 OK = Z[
√
k].

Passando para ideais em OK, obtemos

〈x〉3 = 〈y +
√
k〉〈y −

√
k〉.

Se os valores de k são escolhidos de modo que os ideias principais 〈y+
√
k〉 e 〈y−

√
k〉

são primos entre si, então podemos deduzir do Teorema 6.1 que

〈y +
√
k〉 = A3

para algum ideal A de OK. Além disso, se o número da classe de K não é divisível por

3, sabemos pelo Teorema 6.2 que A é um ideal principal, digamos

A = 〈a+ b
√
k〉

para algum inteiro a e b. Logo

〈y +
√
k〉 = 〈a+ b

√
k〉3 = 〈(a+ b

√
k)3〉

e pelo Teorema 4.1

y +
√
k = ε(a+ b

√
k)3,

onde ε é uma unidade de OK. Dois casos surgem dependendo se k é negativo ou

positivo.

Se k é negativo, então há apenas um número �nito de possibilidades para ε. De

fato, se k 6= −1 então ε = ±1 e se k = −1 então ε = ±1,±i (Teorema 3.2). Uma vez

que os cubos podem ser absorvidos em (a+ b
√
k)3 e −1 = (−1)3, i = (−i)3 e −i = i3,

a equação torna-se

y +
√
k = (ã+ b̃

√
k)3.

Igualando os coe�cientes de
√
k, obtemos
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1 = 3ã2b̃+ kb̃3 = b̃(3ã2 + kb̃2),

de modo que b̃ = ±1. Agora é uma questão de determinar as possibilidades de a, e

consequentemente as soluções x, y em números inteiros para y2 = x3 +k (veja Teorema

6.3).

Se k é positivo, então existem in�nitas possibilidades para ε. De fato, ε = ±η`,
onde η = T + U

√
k(> 1) é a unidade fundamental de OK e ` ∈ Z (Teorema 3.3).

Absorvendo os cubos −1 = (−1)3 e η3m = (ηm)3 em (ã + b̃
√
k)3 vemos que temos

somente que examinar as três equações

y +
√
k = (ã+ b̃

√
k)3,

y +
√
k = η(ã+ b̃

√
k)3

e

y +
√
k = η2(ã+ b̃

√
k)3.

A primeira destas equações pode ser tratada como no caso k < 0. Para as outras duas

equações é conveniente impor condições de congruência em k, T e U para garantir que

ela não têm quaisquer soluções. Isto é ilustrado no Teorema 6.4. Devemos notar que

os cubos absorvidos devem ser levados em conta quando se procura todas as soluções

de y2 = x3 + k.

Teorema 6.3. Seja k um inteiro tal que k < −1 e livre de quadrados, k ≡ 2(mod 4) ou k ≡
3(mod 4) e h(Q(

√
k)) 6≡ 0(mod 3).

(a) Se existe um número inteiro a tal que

k = 1− 3a2,

então as únicas soluções em inteiros de y2 = x3 + k são

x = 4a2 − 1, y = ±(3a− 8a3).

(b) Se existe um número inteiro a tal que

k = −1− 3a2,

então as únicas soluções em inteiros de y2 = x3 + k são

x = 4a2 + 1, y = ±(3a+ 8a3).

(c) Se k 6= ±1 − 3a2 para qualquer inteiro a, então y2 = x3 + k não tem soluções em

inteiros x e y.
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Demonstração. Suponha que y2 = x3 + k tem uma solução x e y em inteiros e vamos

mostrar que ou o caso (a) ou o caso (b) vale. (Observamos que, no caso (a) k ≡ 1(mod 3)

e no caso (b) k ≡ 2(mod 3), de modo que os casos (a) e (b) são exclusivos.)

Primeiramente, vamos mostrar que x ≡ 1(mod 2). Como y2 ≡ 0(mod 4) ou y2 ≡
1(mod 4) e k ≡ 2(mod 4) ou k ≡ 3(mod 4) por hipótese, vemos que x3 = y2 − k ≡
1(mod 4) ou x3 = y2 − k ≡ 2(mod 4) ou x3 = y2 − k ≡ 3(mod 4). Mas x3 6≡ 2(mod 4)

pois y2 6≡ 1(mod 4) assim x3 ≡ 1(mod 4) ou x3 ≡ 3(mod 4), consequentemente x ≡
1(mod 2).

Em seguida, vamos provar que mdc(x, k) = 1. Suponha que mdc(x, k) 6= 1, então

existe um primo p tal que p | x e p | k. Como k é livre de quadrados temos p2 - k.
Assim, p - x3 + k e então p - y2, uma contradição.

De x ≡ 1(mod 2) e mdc(x, k) = 1 deduzimos que mdc(x, 2k) = 1 e portanto existem

l,m ∈ Z tais que

lx+m(2k) = 1. (6.1)

Agora, seja K = Q(
√
k) de modo que K seja um corpo quadrático imaginário. Como

k ≡ 2(mod 4) ou k ≡ 3(mod 4), OK o anel dos inteiros de K é Z[
√
d]. Mostraremos

que os ideais principais 〈y +
√
k〉 e 〈y −

√
k〉 de OK são primos entre si. Suponha que

não são primos entre si, então existe um ideal primo P tal que

P | 〈y +
√
k〉 e P | 〈y −

√
k〉.

Assim,

y +
√
k ∈ P e y −

√
k ∈ P.

Então

2
√
k = (y +

√
k)− (y −

√
k) ∈ P

e assim

2k =
√
k(2
√
k) ∈ P. (6.2)

Agora,

〈y +
√
k〉〈y −

√
k〉 = 〈y2 − k〉 = 〈x3〉 = 〈x〉3

de modo que

P | 〈x〉3.

Como P é um ideal primo, deduzimos que
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P | 〈x〉.

Portanto

x ∈ P. (6.3)

De (6.1) e (6.3), vemos que 1 ∈ P , contradizendo que P é um ideal primo.

Mostramos portanto que 〈y+
√
k〉 e 〈y−

√
k〉 são ideais primos entre si de OK com

〈y +
√
k〉〈y −

√
k〉 = 〈x〉3. Como K é um corpo de números, OK é um domínio de

Dedekind e portanto pelo Teorema 6.1, existe um ideal A de OK tal que

〈y +
√
k〉 = A3.

Portanto A3 é um ideal principal e, como h(Q(
√
k)) 6≡ 0(mod 3) segue que 3 é coprimo

com h(Q(
√
k)) e pelo Teorema 6.2, A é um ideal principal, digamos

A = 〈a+ b
√
k〉,

onde a, b ∈ Z. Assim

〈y +
√
k〉 = 〈a+ b

√
k〉3 = 〈(a+ b

√
k)3〉.

Pelo Teorema 4.1 existe uma unidade ε ∈ OK tal que

y +
√
k = ε(a+ b

√
k)3. (6.4)

Como k < −1, k ≡ 2(mod 4) ou k ≡ 3(mod 4) pelo Teorema 3.2 segue que ε = ±1.

Tomando o conjugado em (6.4), obtemos

y −
√
k = ε(a− b

√
k)3. (6.5)

Portanto

x3 = y2 − k = (y +
√
k)(y −

√
k) = (a+ b

√
k)3(a− b

√
k)3 =

= ((a+ b
√
k)(a− b

√
k))3 = (a2 − kb2)3.

Assim

x = a2 − kb2. (6.6)

Adicionando e subtraindo (6.4) e (6.5), obtemos

2y = ε((a+ b
√
k)3 + (a− b

√
k)3)

e
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2
√
k = ε((a+ b

√
k)3 − (a− b

√
k)3),

de modo que

y = ε(a3 + 3kab2) e 1 = ε(3a2b+ kb3).

De 1 = εb(3a2 + kb2) vemos que εb = ±1, assim b = ±ε. Se b = ε então

x = a2 − k, y = ε(a3 + 3ka) e 1 = 3a2 + k,

logo,

k = 1− 3a2

e

x = 4a2 − 1 e y = ±(3a− 8a3).

Claramente,

x3 + k = (4a2 − 1)3 + (1− 3a2) = 64a6 − 48a4 + 9a2 = (8a3 − 3a)2 = y2.

Se b = −ε então

x = a2 − k, y = ε(a3 + 3ka) e 1 = −3a2 − k,

logo,

k = −1− 3a2

e

x = 4a2 + 1 e y = ±(3a+ 8a3).

Claramente

x3 + k = (4a2 + 1)3 − 1− 3a2 = 64a6 + 48a4 + 9a2 = (8a3 + 3a)2 = y2.

Isso completa a demonstração do teorema.

Exemplo 6.1. O inteiro k = −2 = 1 − 3.12 satisfaz as condições do Teorema 6.3(a).

Como h(Q(
√
−2)) = 1, segue que as únicas soluções em inteiros para a equação

y2 = x3 − 2
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são (x, y) = (3,±5). Este resultado foi a�rmado primeiro por Fermat.

Os valores de k no intervalo−200 < k < −2 que satisfazem as condições do Teorema

6.3(a) são

k = −74 = 1− 3.52 (h(Q(
√
−74)) = 10)

e

k = −146 = 1− 3.72 (h(Q(
√
−146)) = 16).

Assim, pelo Teorema 6.3(a), as únicas soluções em inteiros de y2 = x3−74 são (x, y) =

(99,±985) e as únicas soluções em inteiros de y2 = x3− 146 são (x, y) = (195,±2723).

Exemplo 6.2. O menor número inteiro k em valor absoluto que satisfaz as condições

do Teorema 6.3(b) é

k = −13 = −1− 3.22

pois h(Q(
√
−13)) = 2. Assim, pelo Teorema 6.3(b), as únicas soluções em inteiros x e

y da equação

y2 = x3 − 13

são (x, y) = (17,±70). No intervalo −200 < k < −1 há apenas um outro valor de k

que satisfaz as condições do Teorema 6.3(b), que é

k = −193 = −1− 3.82 (h(Q(
√
−193)) = 4).

As únicas soluções em inteiros da equação y2 = x3 − 193 são (x, y) = (257,±4120).

Exemplo 6.3. O número inteiro k = −5 satisfaz as condições do Teorema 6.3(c) pois

h(Q(
√
−5)) = 2. Assim a equação

y2 = x3 − 5

não tem soluções em inteiros.

Da mesma forma, encontramos que y2 = x3+k não tem solução em números inteiros

x e y para

k = −6,−10,−14,−17,−21,−22.

No próximo teorema, apresentamos um resultado semelhante ao do Teorema 6.3(c)

no caso em que k é positivo.
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Teorema 6.4. Seja k um número inteiro tal que k > 0 e livre de quadrados, k ≡
2(mod 4) ou k ≡ 3(mod 4), h(Q(

√
k)) 6≡ 0(mod 3) e T + U

√
k a unidade fundamental

de K = Q(
√
k) de norma 1. Nestas condições, se

k ≡ 4(mod 9) e U ≡ 0(mod 9)

ou

k ≡ 7(mod 9) e U ≡ ±3(mod 9)

ou

k ≡ 4(mod 7) e U ≡ 0(mod 7)

então a equação y2 = x3 + k não tem solução para x, y ∈ Z.

Demonstração. Exatamente como na demonstração do Teorema 6.3, obtemos

y +
√
k = ε(a+ b

√
k)3,

onde ε é uma unidade de OK. Seja η a unidade fundamental de OK de modo que

ε = ±η`

para algum l ∈ Z. Como os cubos −1 = (−1)3 e η3m = (ηm)3 podem ser absorvidos no

cubo (a+ b
√
k)3, temos y +

√
k = ε(a+ b

√
k)3, onde ε = 1, η ou η2. Além disso, como

η = η3/η2 e η2 = η3/η, temos

y +
√
k = ε(a+ b

√
k)3, onde ε ∈

{
1, η,

1

η

}
ou

{
1,

1

η2
, η2
}
.

Escolhemos ε ∈ {1, η, 1/η} se η tem norma 1 e ε ∈ {1, 1/η2, η2} se η tem norma −1.

Assim em ambos os casos

ε ∈ {1, T + U
√
k, T − U

√
k}.

onde T + U
√
k é a unidade fundamental, maior que 1, de OK de norma 1. Se ε = 1,

igualando os coe�cientes de
√
k obtemos 1 = 3a2b + kb3, assim b | 1 e então b = ±1.

Portanto, ±1 = b = 3a2b2 + kb4 = 3a2 + k ≥ k > 1, uma contradição. Assim,

ε = T ± U
√
k. Então

y +
√
k = (T ± U

√
k)(a+ b

√
k)3 =

= (T ± U
√
k)((a3 + 3kab2) + (3a2b+ kb3)

√
k) =

= (T (a3 + 3kab2)± Uk(3a2b+ kb3)) + (T (3a2b+ kb3)± U(a3 + 3kab2))
√
k

de modo que,
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1 = T (3a2b+ kb3)± U(a3 + 3kab2). (6.7)

Caso (i): k ≡ 4(mod 9) e U ≡ 0(mod 9). Como U ≡ 0(mod 9), para T 2 − kU2 = 1

obtemos T ≡ ±1(mod 81), digamos

T ≡ ε(mod 81), ε = ±1.

Então de (6.7) módulo 9, deduzimos que

1 ≡ ε(3a2b+ 4b3)(mod 9). (6.8)

Claramente, essa congruência implica que b 6≡ 0(mod 3). Assim b ≡ ±1(mod 3),

digamos

b ≡ λ(mod 3), λ = ±1.

Logo,

b3 ≡ λ(mod 9).

Então de (6.8) deduzimos que

1 ≡ ελ(3a2 + 4)(mod 9),

assim,

3a2 + 4 ≡ ελ ≡ ±1(mod 9),

dando

3a2 ≡ 4(mod 9), ou 3a2 ≡ 6(mod 9),

sendo que ambos são impossíveis de acontecerem.

Caso (ii): k ≡ 7(mod 9) e U ≡ ±3(mod 9). Neste caso, temos U2 ≡ 0(mod 9).

Então como T 2 − kU2 = 1 concluímos que T 2 ≡ 1(mod 9), e assim

T ≡ ε(mod 9), ε = ±1.

Em seguida, de (6.7) módulo 3, obtemos

1 ≡ εb3(mod 3),

de modo que

b ≡ ε(mod 3) e b3 ≡ ε(mod 9).

Então, de (6.7) módulo 9 temos
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1 ≡ 3a2 + 7± 3a3(mod 9).

Claramente, isso implica que a 6≡ 0(mod 3), então a ≡ ±1(mod 3), a2 ≡ 1(mod 3), e

a3 ≡ a(mod 3).

Portanto

1 ≡ 1± 3a(mod 9),

dando a ≡ 0(mod 3), uma contradição.

Caso (iii): k ≡ 4(mod 7) e U ≡ 0(mod 7). Para

y +
√
k = (T ± U

√
k)(a+ b

√
k)3

concluímos que

y −
√
k = (T ∓ U

√
k)(a− b

√
k)3,

assim,

x3 = y2 − k = (y +
√
k)(y −

√
k) =

= (T ± U
√
k)(a+ b

√
k)3(T ∓ U

√
k)(a− b

√
k)3 =

= (T 2 − kU2)(a2 − kb2)3 = (a2 − kb2)3

e portanto

x = a2 − kb2.

Agora, como

x3 ≡ 0(mod 7) ou x3 ≡ 1(mod 7) ou x3 ≡ 6(mod 7)

e

y2 ≡ 0(mod 7) ou y2 ≡ 1(mod 7) ou y2 ≡ 2(mod 7) ou y2 ≡ 4(mod 7),

segue que

y2 − x3 = k ≡ 4(mod 7)

que dá

y2 ≡ 4(mod 7) e x3 ≡ 0(mod 7).

Portanto,
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x ≡ 0(mod 7)

e então

a2 − 4b2 ≡ 0(mod 7);

isto é,

a ≡ ±2b(mod 7).

De U ≡ 0(mod 7) e T 2 − kU2 = 1 concluímos

T 2 ≡ 1(mod 49)

assim

T ≡ ±1(mod 49).

Então de (6.7) obtemos que

1 ≡ ±2b3(mod 7),

o que é impossível.

Isso completa a demonstração que y2 = x3 + k não tem solução nos três casos para

x, y ∈ Z.

Exemplo 6.4. Escolhendo k = 58 temos que k ≡ 2(mod 4) e k ≡ 4(mod 9). Neste

caso, h(Q(
√

58)) = 2 e a unidade fundamental de Q(
√

58) é

99 + 13
√

58

de norma −1. Assim a unidade fundamental de norma 1 é

(99 + 13
√

58)2 = 19603 + 2574
√

58

então

U = 2574 ≡ 0(mod 9).

Portanto, pelo Teorema 6.4, a equação y2 = x3 + 58 não tem solução em inteiros x e y.

Exemplo 6.5. Escolhendo k = 7. Daí k ≡ 3(mod 4) e k ≡ 7(mod 9). Assim,

h(Q(
√

7)) = 1 e a unidade fundamental de Q(
√

7) de norma 1 é

8 + 3
√

7

assim U = 3 ≡ 3(mod 9). Logo, pelo Teorema 6.4, a equação y2 = x3 + 7 não tem

solução em inteiros x e y.
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Exemplo 6.6. Escolhendo k = 158. Daí k ≡ 2(mod 4) e k ≡ 4(mod 7). Assim,

h(Q(
√

158)) = 1 e a unidade fundamental de Q(
√

158) de norma 1 é

7743 + 616
√

158

de modo que U = 616 ≡ 0(mod 7). Portanto, pelo Teorema 6.4, a equação y2 = x3+158

não tem solução em inteiros x e y.

Teorema 6.5. [1] A equação

y2 = x3 − 31 (6.9)

não tem solução para x, y ∈ Z.

Demonstração. Suponha que y2 = x3 − 31 tem uma solução em inteiros x e y.

Primeiramente, note que 31 - y, pois se 31 | y então 31 | x e assim 312 | x3−y2 = 31,

uma contradição.

Agora vamos mostrar que x é par. Suponha que x é ímpar. Se x ≡ 1(mod 4) então

x3 ≡ 1(mod 4) e assim y2 ≡ 2(mod 4), o que é impossível. Se x ≡ 3(mod 4) então

x2 + 3x+ 9 ≡ 3(mod 4). Portanto x2 + 3x+ 9 > 1.

Daí x2 + 3x+ 9 tem um fator primo p ≡ 3(mod 4). Agora,

y2 + 4 = x3 − 27 = (x− 3)(x2 + 3x+ 9),

de modo que y2 + 4 ≡ 0(mod p), que é impossível. Isso prova que x é par e y é ímpar.

Uma base integral para K = Q(
√
−31) é

{
1, 1+

√
−31
2

}
. A fatoração em ideal primo

de 2 em OK é dada por

〈2〉 =

〈
2,

3 +
√
−31

2

〉〈
2,

3−
√
−31

2

〉
. (6.10)

Mostramos agora que
〈

2, 3+
√
−31
2

〉
não é um ideal principal. Suponha o contrário, que〈

2, 3+
√
−31
2

〉
é um ideal principal. Então existem inteiros a e b tais que〈

2,
3 +
√
−31

2

〉
=

〈
a+ b

(
1 +
√
−31

2

)〉
.

Tomando as normas, obtemos

2 = N

(〈
2,

3 +
√
−31

2

〉)
= N

(〈
a+ b

(
1 +
√
−31

2

)〉)
=∣∣∣∣N (2a+ b+ b

√
−31

2

)∣∣∣∣ =
(2a+ b)2 + 31b2

4

assim,

(2a+ b)2 + 31b2 = 8,
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que é impossível.

Em seguida, aplicando (6.9) e (6.10), concluímos que

〈
y +
√
−31

2

〉〈
y −
√
−31

2

〉
=

〈
2,

3 +
√
−31

2

〉〈
2,
y −
√
−31

2

〉〈x
2

〉3
. (6.11)

Mostramos agora que os dois ideais
〈
y+
√
−31
2

〉
e
〈
y−
√
−31
2

〉
são primos entre si. Supo-

nhamos que eles não são primos entre si, então existe um ideal primo P tal que

P |
〈
y +
√
−31

2

〉
e P |

〈
y −
√
−31

2

〉
.

Então,

y +
√
−31

2
∈ P e

y −
√
−31

2
∈ P,

assim

√
−31 =

(
y +
√
−31

2

)
−
(
y −
√
−31

2

)
∈ P.

Portanto,

P |
〈√
−31

〉
.

Mas P e
〈√
−31

〉
ambos são ideais primos de modo que

P =
〈√
−31

〉
.

Consequentemente,

〈√
−31

〉
|
〈(

y +
√
−31

2

)〉
de modo que y+

√
−31
2
∈
〈√
−31

〉
. Isso mostra que existem inteiros u e v tais que

y +
√
−31

2
=
√
−31

(
u+ v

√
−31

2

)
.

Daí u = 1 e y = −31v, contradizendo 31 - y. Isso prova que os ideais
〈(

y+
√
−31
2

)〉
e〈(

y−
√
−31
2

)〉
são primos entre si. Assim, substituindo y por −y se necessário, vemos a

partir de (6.11) que existe um ideal A de OK tal que
〈(

y+
√
−31
2

)〉
=
〈

2, 3+
√
−31
2

〉
A3,〈(

y−
√
−31
2

)〉
=
〈

2, 3−
√
−31
2

〉
A

3
,〈

x
2

〉
= AA,

(6.12)
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onde A denota o ideal conjugado de A. Como h(Q(
√
−31)) = 3 o ideal A3 é principal.

Então, a partir da primeira igualdade de (6.12), concluímos que o ideal
〈

2, 3+
√
−31
2

〉
é principal, uma contradição. Isso completa a demonstração de que a equação y2 =

x3 − 31 não tem solução para x, y ∈ Z.

Concluímos essa seção dando duas tabelas (Tabelas (6.1) e (6.2)) de soluções de

y2 = x3 + k (ver [1]).

Tabela 6.1: Soluções (x, y) ∈ Z2 de

y2 = x3 + k,−20 ≤ k < 0

k Soluções (x, y) de y2 = x3 + k

−1 (1, 0)

−2 (3,±5)

−3 sem solução

−4 (2,±2), (5,±11)

−5 sem solução

−6 sem solução

−7 (2,±1), (32,±181)

−8 (2, 0)

−9 sem solução

−10 sem solução

−11 (3,±4), (15,±58)

−12 sem solução

−13 (17,±70)

−14 sem solução

−15 (4,±7)

−16 sem solução

−17 sem solução

−18 (3,±3)

−19 (7,±18)

−20 (6,±14)
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Tabela 6.2: Soluções (x, y) ∈ Z2 de y2 = x3 + k, 0 < k ≤ 20

k Soluções (x, y) de y2 = x3 + k

1 (−1, 0), (0,±1), (2,±3)

2 (−1,±1)

3 (1,±2)

4 (0,±2)

5 (−1,±2)

6 sem solução

7 sem solução

8 (−2, 0), (1,±3), (2,±4), (46,±312)

9 (−2,±1), (0,±3), (3,±6), (6,±15), (40,±253)

10 (−1,±3)

11 sem solução

12 (−2,±2), (13,±47)

13 sem solução

14 sem solução

15 (1,±4), (109,±1138)

16 (0,±4)

17 (−2,±3), (−1,±4), (2,±5), (4,±9), (8,±23), (43,±282), (52,±375), (5234,±378661)

18 (7,±19)

19 (5,±12)

20 sem solução



7 Considerações Finais

O presente trabalho foi dedicado ao estudo de teoria dos números algébricos, abor-

dando alguns tópicos e aplicações. A teoria dos números algébricos teve uma grande

parte de seu desenvolvimento por meio de tentativas de solução da Equação de Fermat,

pois os inteiros algébricos apareceram como ferramenta para tratar esse problema.

Primeiramente, focamos nos tópicos de teoria dos números algébricos, começando

com conceitos que servem de base para os estudos mais profundos e resultados impor-

tantes para a sequência do trabalho. No entanto, nosso objetivo maior, foi a aplicação

em teoria dos números algébricos e devido ao grande número de aplicações foram es-

colhidas somente duas delas para serem apresentadas.

Uma das aplicações presente no trabalho é a teoria sobre os reticulados. Um re-

ticulado no Rn, intuitivamente, é um conjunto in�nito de pontos dispostos de forma

regular e os reticulados de maior interesse são aqueles com maior densidade de empa-

cotamento. A construção algébrica de reticulados está diretamente ligada com o anel

dos inteiros de um corpo de números e é difícil encontrar esse anel dos inteiros para

qualquer corpo, uma vez que o anel dos inteiros de corpos conhecidos são apenas os

anéis dos inteiros dos corpos quadráticos e ciclotômicos.

A outra aplicação é sobre as equações Diofantinas. Essas equações possuem coe-

�cientes e soluções inteiras apresentadas geralmente com mais de uma variável, tais

soluções existem quando consideramos um domínio euclidiano.

Algumas dessas equações Diofantinas foram estudadas por grandes matemáticos

como Fermat, que estudou a equação xn + yn = zn. Outra equação que aparece muito

nas bibliogra�as é a equação de Pell x2 − dy2 = 1. Já a equação Diofantina que foi

abordada neste trabalho é a equação y2 = x3 + k, que muitas vezes é chamada de

equação de Bachet. O maior problema de veri�car se uma equação é Diofantina reside

no fato de que muitas vezes uma equação não possui solução somente nos inteiros.

Vimos que o número de classe de K = Q(
√
k) está relacionado com as soluções da

equação y2 = x3 + k e para encontrá-las analisamos o caso em que k é positivo ou

negativo.

Por �m, vale ressaltar que ainda há muitos resultados que podem ser obtidos utili-

zando esta teoria e muitas aplicações a serem estudadas partindo dos resultados deste

trabalho.
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