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Resumo

Neste trabalho é feito um estudo sobre topicos de Teoria dos Numeros Algébricos
como extensao de corpos, decomposicao de ideais primos, corpos quadréticos e cicloto-
micos, nimero de classe e unidade. Nosso principal objetivo é apresentar uma aplicacao

dessa teoria na construcao de reticulados e solucao de equacoes diofantinas.

Palavras-chave: Extensoes de Corpos, Numero de Classe, Ideais Primos, Base Inte-

gral, Unidades.



Abstract

This work presents a study of topics in algebraic number theory as field extensions,
prime ideal decomposition, quadratic and cyclotomic fields, class number and units.
Our main goal is to present an application of this theory in the construction of lattices

and solution of Diophantine equations.

Keywords: Fields Extensions, Class Number, Prime Ideals, Integral Basis, Units.
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1 Introducao

Entre os anos de 1808 e 1825, o matemético alemao Carl F. Gauss investigava
questoes relacionadas a reciprocidade cubica e a reciprocidade biquadratica em Z, o
conjunto dos nimeros inteiros, quando percebeu que essa investigagao se tornava mais
simples trabalhando sobre Z[i] do que em Z, em que Z[i] = {a + bi : a,b € Z}. Gauss
descobriu que muito da antiga teoria de Euclides sobre fatoracao de inteiros poderia
ser transportada para Z[i] com consequéncias importantes para a Teoria dos Numeros.
O uso que Gauss fez desse novo tipo de nimero foi de fundamental importancia na
demonstragao do ultimo Teorema de Fermat.

Os ntimeros complexos que sao raizes de um polinémio moénico com coeficientes
inteiros sao chamados de nimeros inteiros algébricos. A generalizacao da nogao de
niimero inteiro para nimero inteiro algébrico da exemplos especiais de desenvolvimento
de uma teoria mais complexa que chamamos de Teoria dos Numeros Algébricos. Uma
grande parte da Teoria dos Numeros Algébricos desenvolveu-se por meio das tentativas

de solucao da equacao diofantina, mais conhecida como Equacao de Fermat
xn + yTL =z ,

pois os inteiros algébricos aparecem de maneira natural, como ferramenta para tratar
desse problema. Portanto a busca pela solucao da equacao de Fermat avancou de sua
area de origem, a Teoria dos Numeros, para uma diferente 4rea de estudo, a Teoria dos
Numeros Algébricos.

Os anéis de inteiros algébricos representam o conceito central da Teoria dos Ntiimeros
Algébricos. Um corpo de ntimeros, K, é um subcorpo do corpo dos niimeros complexos
que, quando visto como um espaco vetorial sobre os racionais, QQ, possui dimensao
finita. Os inteiros algébricos contidos em K formam um anel Ok, que é a estrutura
adequada para a generalizacao da fatoracao tnica em ntimeros primos. Em linhas
gerais: se a € um numero algébrico arbitrario e tomamos o corpo K = Q(«) entao se
considera o subanel Ok de K denominado de anel dos inteiros algébricos de K. Os
elementos de Ok sdao nimeros complexos contidos em K = Q(«) que sdo solugdes de
equacoes polinomiais do tipo 2" +a,_12" ' +...+a,x+ag = 0, onde todos os coeficientes
Qp—_1, ..., 01, Gy SA0 NimMeros inteiros.

Observe que a relacao entre Ok e K é analoga a relacao entre Z e Q. Contudo, a



fatoracao em primos costuma falhar para elementos do anel de inteiros, mas nao falha
para ideais. A teoria dos ideais de anéis de inteiros algébricos foi criada para fornecer
novos métodos de resolucao de problemas classicos da Teoria dos Numeros.

Uma grande parte da Teoria dos Nimeros classica pode ser expressa no contexto
da Teoria dos Numeros Algébricos e essa teoria passou de ferramenta a objeto de inves-
tigacao essencial na Teoria dos Niimeros. Esse ponto de vista foi bastante enfatizado
pelo matematico alemao David Hilbert (1862-1943) que teve uma enorme influéncia
no desenvolvimento na Teoria dos Nimeros. Como resultado, a Teoria dos Ntumeros
Algébricos é um ramo préspero da Matematica, com aplicacoes nao somente na pro-
pria Teoria dos Numeros. Algumas aplicacoes da teoria dos nimeros algébricos e que

podem ser encontradas em [14] sio:

1. Fatoracao de inteiros usando o crivo de um corpo de niimeros: O crivo
de um corpo de niimeros é o algoritmo assintoticamente mais rapido conhecido
para fatorar inteiros muito grandes. Em 12 de dezembro de 2009, o crivo de um
corpo de nimeros foi usado para fatorar o RS A-768, que tem 232 digitos decimais

e pode ser fatorado como o produto de dois niimeros primos:

RSA-768 = 123018668453011775513049495838496272077285356959533479219732
2452151726400507263657518745202199786469389956474942774063845925192557
3263034537315482685079170261221429134616704292143116022212404792747377
94080665351419597459856902143413.

n = 334780716989568987860441698482126908177047949837137685689124313889
82883793878002287614711652531743087737814467999489.

m = 367460436667995904282446337996279526322791581643430876426760322838
15739666511279233373417143396810270092798736308917.

n-m = RSA-T68.

2. Teste de primalidade: Agrawal e seus alunos Saxena e Kayal da India recente-
mente (2002) encontraram o primeiro teste de primalidade em tempo polinomial
deterministico (no nimero de digitos). Neste teste, existem métodos aritméti-
cos que envolvem quocientes de (Z/nZ)[z]|, que sao melhores compreendidos no

contexto da teoria dos nimeros algébricos.
3. Questoes interessantes:

(a) A Equagao de Pell (2% —dy? = 1) pode ser reinterpretada em termos de unidades
em corpos quadraticos reais, o que leva a um estudo dos grupos de unidades de

corpos de nimeros.

(b) A Fatoragao de inteiros leva a fatoracdo de ideias diferentes de zero em anéis de

inteiros de corpos de nimeros.



(c) A teoria de corpos de classe utilizando a demonstracao da lei da reciprocidade

quadratica de Gauss em termos da aritmética dos corpos ciclotomicos Q(e*™/™).

4. Demonstracao do ultimo teorema de Fermat por Andrew Wiles: A
demonstracao de que x™ + y™ = 2" nao tem solucoes inteiras nao triviais usa
métodos de teoria dos nimeros algébricos extensivamente (além de muitas outras
técnicas). Tentativas de provar o dltimo Teorema de Fermat ha muito tempo
tiveram grande influéncia no desenvolvimento da teoria dos nimeros algébricos

(por Dedekind, Kummer, Kronecker, entre outros).

5. Geometria aritmética: Este é um campo que estuda solugoes para equagcoes
polinomiais que se encontram em anéis aritmeticamente interessantes, como os
inteiros ou inteiros algébricos. Um importante triunfo da geometria aritmética é

a prova feita por Faltings da conjectura de Mordell:

Seja X uma curva plana algébrica sobre um corpo de numeros K. Assuma que a
variedade de X (C) de solugoes compleras para X tem pelo menos género 2 (i.e.,
X(C) é topologicamente uma rosca com dois buracos). Entao o conjunto de X (K)

dos pontos em X com coordenadas em K € finito.

Por exemplo, para qualquer n > 4 e qualquer corpo de numeros K, existe somente

um ntimero finito de solugdes em K para 2" + y" = 1.

6. Construcao de reticulados: Nos ultimos anos, a Teoria dos Nimeros Algébri-
cos tem sido a base do estudo de codigos corretores de erros e reticulados. Dado
um ideal no anel dos inteiros algébricos de um corpo de niimeros, tem-se que a
imagem deste ideal via o homomorfismo canoénico é um reticulado no R™ chamado

de reticulado algébrico.

7. Aplicacgoes a equacoes diofantinas: A equacio y? = 2° + k, k € Z, pode ser

resolvida usando ntmeros algébricos.

Visto que a teoria dos niimeros algébricos pode ser aplicada em diferentes contextos,
neste trabalho focamos nas aplicacoes 6 e 7. Com isso, este trabalho visa mostrar
nao somente o ferramental tedrico sobre Teoria dos Numeros Algébricos, mas também
sua aplicabilidade, possibilitando que pesquisas futuras se beneficiem das informagoes
contidas aqui, indo de encontro com os ideais de formacao de um matematico do
Programa de Pos-Graduagao em Matematica da UNESP - Rio Claro.

Mais especificamente, este trabalho esta organizado como se segue.

No Capitulo 2, apresentamos alguns conceitos de extensoes de corpos, grau de exten-
sao, elemento algébrico, polindémio minimal, traco, norma, base integral e discriminante
que sao de fundamental importancia para a construcao de reticulados.

No Capitulo 3, trabalhamos algumas propriedades de corpos quadraticos e de corpos

ciclotémicos, caracterizando sua base integral, anel de inteiros e discriminante.



No Capitulo 4, descrevemos os conceitos de ideais, ideal principal, norma de um
ideal, dominio de Dedekind e niimero de classe. Em destaque temos a fatoracao tinica
de ideais, onde todo ideal proprio nao nulo em um dominio de Dedekind ¢ representado
como um produto de ideais primos.

No Capitulo 5, abordamos como a teoria dos nimeros algébricos pode ser usada na
construcao de reticulados. Para tanto, apresentamos os conceitos de reticulado, regiao
fundamental, volume da regiao fundamental, determinante do reticulado, empacota-
mento esférico e resultados sobre reticulados algébricos.

No Capitulo 6, aplicamos a teoria dos nimeros algébricos para resolver a equacao
diofantina y? = 2% + k. Para tanto usamos os conceitos de niimero de classe, fatoracao
de ideais, entre outros.

Os pré-requisitos basicos para um melhor entendimento deste trabalho sao: Algebra
Linear, Algebra, Teoria dos Numeros e alguns resultados sobre Teoria de Galois, que
podem ser consultados nas referéncias [4], [5], [12], [16].

No decorrer do trabalho, seguem alguns resultados sem demonstracao. Alguns por
se tratarem de resultados classicos e outros por apresentarem uma demonstracao muito
complexa e que foge do escopo desse trabalho. No entanto, no inicio de cada capitulo

colocamos a referéncia em que esta pode ser encontrada.



2 Extensoes de Corpos

Neste capitulo apresentamos os conceitos de extensoes de corpos e alguns resul-
tados importantes como o Teorema da multiplicatividade dos graus e o Teorema do
Elemento Primitivo. Apresentamos também os ntimeros algébricos, que sao as raizes
de um polinémio com coeficientes em um corpo. O uso que Gauss fez desse novo tipo
de ntmero foi de fundamental importancia na demonstracao do ultimo Teorema de
Fermat. Por fim, veremos os conceitos de trago, norma, base integral e discriminante,
estes serao importantes no Capitulo o] onde faremos um estudo sobre reticulados.

As principais referéncias utilizadas foram [6], [8], [9] e [15].

2.1 Extensoes e Elemento Algébrico
Nesta secao apresentamos os conceitos de extensoes de corpos e elemento algébrico.
Além disso, apresentamos alguns resultados envolvendo estes conceitos.

Definicao 2.1. Sejam K, IL corpos. Dizemos que I é uma extensao de K se K C L.
Notagao: L/K.

Observacao 2.1. Seja K C L uma extensao de corpos. Pode-se verificar que L é um

K-espaco vetorial, assim, existe uma base de IL sobre K.
Definicao 2.2. Seja K C IL uma extensao de corpos.

(i) A dimensao do K-espago vetorial L € o nimero de elementos da base de L sobre
K, chamada de grau da extensdo de L sobre K e denotada por [L : K].

(ii) Dizemos que L é uma extensao finita de K se [L : K] € finito, caso contrdrio L é

uma extensao infinita.
Definicao 2.3. Um corpo de nimeros K é uma extensao finita de Q.

Teorema 2.1. (Teorema da multiplicatividade dos graus) Se K, M e I sdo corpos tais
que [L : K] € finita e K C M C L, entao, [ : K] = [L: M]- [M : K].

Demonstragao. Suponha [L: M| =m e [M : K] = n. Sejam By = {a4,...,q,} uma
base de L sobre M e By = {f, ..., [,} uma base de M sobre K.
Afirmacdo: B ={«a;fj,i=1,...,mej=1,...,n} é uma base de L/K.

10



Extensoes e Elemento Algébrico 11
1. O conjunto gerado por B, [B], é L. De fato,
aell=daj,as, - ,a, €M tais que a = iaiozi .
i=1
Por outro lado,
a; € M = db;1, b9, , b, € K tais que a; = ibijﬂj.
j=1
Logo, a = zm:zn:b,-jaiﬁj. Portanto . C [B] e como [B] C L, concluimos que
i=1 j=1

[B] = L.

2. B é linearmente independente sobre K.
De fato, Z Zbijazﬂj =0= Z <Z bljﬁj) a;=0.
i=1 \j=1

i=1 j=1

n

Como B; é linearmente independente sobre M, temos Zbijﬁj = 0, mas By ¢
j=1

linearmente independente sobre K e assim b;; = 0, V4, j.

Portanto B é uma base de LL/K com mn elementos. Consequentemente pela

Definigao ([2.2)),

m
Defini¢ao 2.4. Chamamos de corpo de decomposi¢ao de um polinomio f(x) € K|z]
sobre K o menor subcorpo de C que contém K e todas as raizes distintas aq,--- , «, de
f(z) em C.

Notagao: K(ay, -+, ap).

Exemplo 2.1. Vejamos como encontrar [@ (\/5, \/5) ; Q}
Afirmagdo I : {1,v/2} é uma base de Q(1/2) sobre Q.
De fato,

1. {1,v/2} gera Q(v/2) sobre Q.
Pode-se mostrar que Q(v2) = {z | 2 = a + $v2,a,8 € Q}, entdo Va €
Q(V2),z = a.l1 + Bv2,a, 8 € Q, ou seja, x é combinacio linear de {1,/2}.

2. {1,v/2} ¢ linearmente independente sobre Q.

Suponha que a.1 + 8v2 = 0,0, 5,€ Q. Se f # 0, entdo V2 = —7&7 0 que é

absurdo pois v/2 é irracional. Portanto, 8 = 0 e dai temos que a.1+0.v/2 =0 =

o = 0. Dessa forma, {1,/2} é uma base de Q(v/2) sobre Q. Logo [Q(v/2) : Q] =
2.



Extensoes e Elemento Algébrico 12

Afirmacao II : {1,1/3} & uma base de Q(v/2, v/3) sobre Q(v/2).

1. De fato, {1,v/3} gera Q(v/2,V/3) sobre Q(+/2).

Pode-se mostrar que Q(v/3,v2) = {z | = = a + 8v3,a, 8 € Q(v/2)}, entdo
Vr € Q(V3,v2),z = a.l + BV3, 0, 8 € Q(v/2), ou seja, x & combinacao linear
de {1,/3}.

2. {1,4/3} é linearmente independente sobre Q(v/2).
Suponha que a.1 + 8v3 = 0, a, 3, € Q(v/2). Assim podemos reescrever a igual-

dade como
(p+qvV2)+ (r+svV2)V3=0, p,q,r,s € Q.

Se = (r + sv/2) # 0, entdo

/3 - —ptav?)
r+8\/§
—(p+qv2) =52
r+3\/§ 7“—8\/§
—(pr — psvV2 + qrv2 — 2gs)
B r? — 242
—pr +2gs + (ps — qr)V/2
N r2 — 252

—pr+2gs (ps — qr)V2
r2 — 252 r2 — 252

= a+bW/2, a,beQ.

Assim,

(V3)* = (a+bv2)°
3 = a®+ 2abV2 + 20*
3—a® =20 = 2abV2
3—a*—20° _

2ab
(2.1)

o que é absurdo pois v/2 é irracional. Portanto, r + sv/2 = § = 0 e dai temos que
P+ qV2+043 =0= p+qy2 = a = 0. Dessa forma, {1,4/3} ¢ uma base de
Q(v2,V3) sobre Q(v2). Logo [Q(v2,v3) : Q(v2)] = 2.

Pelo Teorema da multiplicatividade dos graus,

[Q(V2,v3) : Q] = [Q(V2,V3) : Q(V2)1.[Q(V2) : Q] =2.2 =4
e {1,v/2,v/3,v/6} é uma base de Q(v/2,/3) sobre Q.
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Definicao 2.5. Seja K um corpo qualquer. Chamamos de polinémio sobre K em
uma indeterminada x a uma expressao formal p(x) = ag + a1 + ... + @™ + ... onde
a; € K,\VieNeeristeneNtal quea; =0, Vj>nea, #0. O grau de p(x) é
definido como n.

Denotamos por K[z] o conjunto de todos os polinémios sobre K, em uma

indeterminada x.

Observe que nao esta definido o grau do polinémio 0 e considere 0 como uma fungao

do conjunto de todos os polindémios # 0 no conjunto N definida por

0:Kl[z] -{0} — N
p(z) — Op(z) = grau de p(z)

Definicao 2.6. Seja f(z) € K[z] tal que Of(x) > 1. Dizemos que f(x) é um po-
linémio irredutivel sobre K se toda vez que f(x) = g(x) - h(z); g(x), h(z) € K[z]
entao temos g(x) = a constante em K ou h(x) = b constante em K. Se f(x) for nao

irredutivel sobre K dizemos que f € redutivel sobre K.

Definicao 2.7. Sejam K C L corpos. Um elemento o € L é chamado de algébrico
sobre K se eziste f(x) € K[z]\ {0} tal que f(a) = 0. O polinémio irredutivel e monico
de menor grau f(zx) tal que f(a) = 0 € chamado de polinémio minimal de o sobre

K e € denotado por minga.

Definicao 2.8. Uma extensao L sobre K é algébrica se todo a € L é algébrico sobre
K.

Exemplo 2.2. Vamos verificar que a extensio Q(v/2) sobre Q é algébrica.
aeQWV2)=a=a+b/2,a,b € Q= (a—a)*=20% = a® — 2aa + a® — 20* = 0.

Logo, a é raiz de f(x) = 2® — 2ax + a® — 20* € Q[z] e dessa forma, a é algébrico sobre
Q. Portanto, a extensdao Q(v/2)/Q é algébrica.

Definicao 2.9. Dizemos que o € inteiro algébrico se existe f(x) € Zlz]* = Z[z]\{0},
monico, tal que f(a) = 0. O conjunto Ox = {a € K | a € inteiro algébrico } é um

anel chamado anel dos inteiros de K.

Exemplo 2.3. O elemento o = /2 4+ /3 é inteiro algébrico, pois é raiz do polinémio
z* — 1022 + 1 € Z[z].

Definigao 2.10. Um dominio A ¢ um anel comutativo com identidade 14 que satisfaz

a sequinte propriedade:

a,beA; ab=0=a=0o0ub=0.
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Definicao 2.11. Sejam A um dominio e K = {2; a,s € A, s # O} o corpo das fracoes
s
de A. Dizemos que A € integralmente fechado se Og = A.

Teorema 2.2. [15/ Se L DK D Q, [L : K] < co. Entdo existe 6 € L tal que L = K(0).

O elemento 0 € chamado elemento primitivo.

Proposicao 2.1. [15] Seja K € um corpo de nimeros tal que L. = K(0), entdo [L :
K] = 9(mink®).

Exemplo 2.4. Seja K = Q(v/2), entdo [K : Q] = 2 pois ming(v/2) = z? — 2.

Observagao 2.2. Se L = K(0) e d(mingf) = n, entao K(0) = {ap + a0 + ... +
an 10" Y0, € K,Vi=0,1,--+-,n—1}.

Definigao 2.12. Sejam K C L corpos. Dizemos que L/K é uma extensdo de Galois
se existe f(x) € K[z| tal que L = K(Ry), onde Ry denota as raizes de f.

Exemplo 2.5. A extensao do Exemplo ¢ uma extensao de Galois, pois K =

Q(V2,-V?2).

Definicao 2.13. Seja L uma extensao de K. O grupo de Galois de L sobre K é
dado por

Gal(L/K) = {o € Aut(L); o(z) =z, Yz € K}.

Teorema 2.3. [§] Se K = Q(0) € uma extensdo de Q de grau n, entdo ecristem exa-
tamente n monomorfismos distintos {o1,...,0,} de K em C que ficam Q. Tais mo-
nomorfismos sao dados por o;(0) = 6;, em que {61, ...,0,} sdo as raizes de mingf em

C.

Exemplo 2.6. Considere o corpo Q(v/2). O polinémio minimal de /2 sobre Q &
f(z) = 2° — 2. Se ¢ : K = C ¢ um monomorfismo que fixa Q, entdo o(a + bv/2 +
c(v/2)?) = a+bo(¥/2) 4 c(o(¥/2))2. Portanto, para saber quem é o, basta definir o em
V2.

Temos que as raizes de f(x) sdo {V/2,wv/2,w?V/2}, em que w = cos (%’T)—l—z’sen (27”) .

Assim temos trés monomorfismos:

— C
— \3/5
— C
— wv2
— C
— w22

[\]
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Definigao 2.14. Sejam K um corpo de nimeros de grau n e {o1,...,0,} 0s n Q-

monomorfismos distintos de K em C que fitam Q. Dizemos que o monomorfismo o; €

real se 0;(K) C R, caso contrdrio, dizemos que o; € tmagindrio. Além disso, se todos
I . ~ . . Pe
0s 08, para i = 1,...,n, sao reais, dizemos que o corpo K é totalmente real e, se todos

’ . ~ . . . . . . . .
0s 0,5, para i = 1,...,n sao imagindrios, dizemos que K € totalmente tmagindrio.

Definicao 2.15. Seja K/F uma extensio de corpos. Se o é um monomorfismo de K
tal que o(a) = « para todo o € F, entdo o é chamado de F-monomorfismo de K.
Se 0 € um F-automorfismo de K = F(«a) entdo o(a) é chamado de conjugado de «

sobre FF.

Observagao 2.3. Todo monomorfismo de F em C estende a exatamente [E : F] mono-

morfismos de E em C. Dai conclui-se que o nimero de F-isomorfismos de E ¢é [E : F].

2.2 Traco e Norma

Nesta secao vamos introduzir alguns conceitos que serao cruciais para o desenvol-

vimento da teoria de base integral e discriminante que serd abordada na Segao

Definicao 2.16. Seja F um corpo de nimeros de grau n e seja oj para j = 1,2,...,n

0os monomorfismos de F em C. Para cada elemento o € F,

Trejela) = 3 o5(a),

¢ chamado de traco de o sobre F e, também, temos que

n

Nejo(a) = [ o),

j=1

¢ chamado de norma de o sobre .

Exemplo 2.7. Sejam F = Q(v/13), a = 1+v/13 e § = (34++/13)/2. Os monomorfismos
de F em C sao

o: QW13) — C oy QW13) — C
Vi3 = VI3 Vi3 = V13

e os elementos de Q ficam fixos. Segue que

Nejg(a) = o1(@)aa(a) = (1 +VIB)(1 - vI3) = —12,

2 2
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Trejg(a) = o1(a) + 0a(a) = (1 +VI3) + (1 - VI3) = 2

3+V13 3-VI13 _

5 5 3.

Trejg(B) = 01(B) + 02(8) =

E também, temos

Nrjo(aB) = Nrjg ((1 +V13) (3 ha \/_>> = Np/o(84+2V13) = 01(8+2V13)02(84+2V13) =

(8 +2V13)(8 — 2V/13) = 8% — 4.13 = 12 = (—12)(—1) = Ng/g(a)Ng/o(B)

Trajg(a+ B) = Trejg ((1 +V13) + <3+—2¢1_3>> = Tresg (5”2’—@) _

5+ 3v13 5+ 3v13
=01 (%\/_) +0'2 (#) = 5 = 2+3 = TT’F/Q(Oé) +TTF/Q(ﬁ)

Este exemplo ilustra algumas propriedades de traco e norma apresentadas a seguir.
Sejam Q C K C L corpos, onde K C L é uma extensao finita. Se a, o’ € Le a € K,

entao valem as seguintes propriedades:
1. Trox(a+a’) = Tryg(a) + Tryx(a);
2. Tryk(ac) = aTry k(o)
3. Trik(a) = L : Kla;
4. Nyk(a) = al“Kl.
5. Nyjx(ae) = a"™ Ny g (a);
6. Nux(aa') = Ny g(a)Nyk(a).
Vamos definir agora norma e trago para extensoes relativas.

Definicao 2.17. Sejam K/F uma extensio de corpos com [K : F] = n e g; para

71 =1,2,...,n todos os F-monomorfismo de K. Seja o € K, definimos

NK/IF HO']
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é chamado de norma relativa de o em K/F. Ainda,

TTK/[F Z O'J

¢ chamado de trago relativo de o em K/F.
Observe que quando F = Q, essas nocoes coincidem com os indicados na Defini¢ao

e neste caso chamamos Nx g de norma absoluta e Tk g de trago absoluto.

Exemplo 2.8. Sejam K = Q(v/—1,v3) e F = Q(v/3). Os monomorfismos de K em C

que fixam F sao

oo: K — C oy: K — C
V=1 o =T e R
Tome av = 5+ v/—1 € K. Segue que

Nisr(a) = or(a)oz(a) = (5+V—=1)(5 — vV=1) = 26

Trip(a) = o1(@) + o2(a) = (5 + vV=1) + (5 — vV/~1) = 10.

Teorema 2.4. [8]/ Se F C K C L € uma torre de corpos de nimeros, entio para o € L

temos o sequinte:

(a) Nypw(a) = Ngjr(Nejx(a)) e Nop(a) € F.
(b) Tryp(a) =Trgmp(Trx(a)) e Trymp(a) € F.
(c) Se [L:F(a)] =r, entio

Nysp(a) = (Neayr(@)” e Trop(a) = r(Tre@)r(a)).

Demonstracao.

(a) Sejam o;, j = 1,2,...,n = [L : K] elementos dos K-monomorfismos de L e seja v,
k=1,2,..m=[K:F] elementos dos F-monomorfismos de K. Entao

Ng/r(Ny/(o H¢k (H ;o ) = HHW:(UJ‘(OZ)) = Nujr(a),

k=1 j=1
uma vez que ¥,o; sao todos distintos e incluem os F-monomorfismos de L. Observe
que se 17 ¢ o monomorfismo identidade de K, entao o; restrito a K ¢ igual a v, isto
¢, 0|k = 1 para todo j = 1,2,...,n e que 9 estende a n monomorfismos de L sobre
C para cada k=1,2,....m

(b) A propriedade para o trago é provada de forma semelhante a prova de (a), empre-

gando adi¢ao no lugar de multiplicacgao.
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(c) Estas formulas sao provadas da mesma maneira que serd dada na demonstragao do
Teorema 2.5 O

Exemplo 2.9. Sejam L = Q(v/5,v/—1),K=Q(v/—1) e F = Q.
Se a = v/5 + +/—1, entdo

Nese(Nejk(@)) = Nge((V5 + V=1)(=V5 + V/~1)) = Nig/r(—6) = 36 =
(V5 + V-1 (V5 +V-1)(V5 - V=1)(—V5 - vV—=1) = Npje(a).

Temos, também

Trgp(Trox(a)) = TTK/JF((\/S + \/—_1) + (—\/g—l— \/—_1)) = TrK/F(2\/—_1) =

2V —1-2v=1 =0 = (V54+vV=1)+(—V54+V=1)+ (V5 1) +(—V5-V—1) = Try ().
Se B =3+ +/—1, entdo

Teorema 2.5. [8] (Propriedades de norma e traco em subcorpos)
Sejam F um corpo de nimeros de grau n e o € F com [Q(a) : Q] = d. Se

o= 1,09, ...,04 5G40 todos os conjugados de o sobre Q, ou seja, as raizes de minga,

entao
n o n
TW@@ZaXﬁfﬂf@@@
j=1
e
d n/d
Nrjgla) = (H aj) = (Ng(a)(a))™.
j=1
Além disso,

minga = 2% — Troa) @)z + ... £ Nog ().
Demonstragao. Considere os monomorfismos de Q(«) em C que fixam Q dados por
oj(a) = a; (1<j<d),

onde 0;(¢q) = ¢ para todo ¢ € Q. Entao pela Defini¢éo [2.16]
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Troa) Za] e No(a)

Pela Observacao cada um dos o, para i = 1,2, ...,

monomorfismos de F em C, que vamos denotar por

()

o, para j =1,2,...,n/d.
Portanto,
d n/d d n
Trejale) =33 0 (@) =3 gos
=1 j5=1 i=1
e

d n/d

H%

d, estende a exatamente n/d

d
:32“

Nejgla) = ][I (@) :E apt = (Hal)n/d.

=1 j=1

Finalmente, na expansao de

d

minga = H(:c — ),

i=1

vemos que o termo constante deve ser

d
+ H o = :l:NQ(a)(a),

=1

enquanto que o coeficiente %71 deve ser

d

- Z a; = —Trow) ().

=1

[sso completa a demonstracao.

Corolario 2.1. Se F ¢ um corpo de nimeros e a € F, entao

Tre(a) € Q e Np(a) € Q.

Coroléario 2.2. Se o € F ¢ um inteiro algébrico entio Nyg(a) € Z e Trgjg(a) € Z.

Exemplo 2.10. Considere o polindmio quadratico irredutivel

f(z) = az® + bz + c € Q[z],

onde a # 0. As raizes de f(z) sdo dadas por
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—b+ VA o =b—VA
= e a0 =—
2a 2a

onde A = b? — 4ac é o discriminante do corpo quadratico Q(a) = Q(v/A). Portanto,

. _b4vVA —b-vA
= +
2a 2a

«

Tre(a) = Trge (o) = a+ o =—b/a

Ng(a) = Ny (@) = aa = (_b—i_\/Z) <_b_ ﬂ) _b —a = c/a.

2a 2a 4a?
Assim, o polindmio minimal de « sobre Q é minga = 2> — Trp(a)z + Np(a).

Definicao 2.18. Um elemento o« de um dominio A € chamado de unidade se o divide
1.

Proposicao 2.2. Um inteiro algébrico x é uma unidade em K se, e somente se,

Demonstrac¢ao. Se x € uma unidade, entao existe um inteiro algébrico z’ tal que zz’ = 1.
Assim

e deste modo, Nk (z) é uma unidade em Z, e portanto, Nx(z) = £1.

Reciprocamente, se Ng(z) = 1, ou seja, Ng(z) = [J2” = £1. Assim fazendo

o= 2@g® L g

segue que 1 = Ng(z) = x2’, e como 2’ é um inteiro algébrico, segue que z divide 1 em

Ok. Portanto, 2’ ¢ uma unidade em Ok. O

2.3 Base Integral e Discriminante

Nesta secao, apresentamos os conceitos de base integral, discriminante e alguns
resultados como o determinante de Vandermonde, que serao de muita importancia

para a construcao de reticulados no Capitulo

Definicao 2.19. Se Oy ¢ o anel de inteiros de um corpo de nimeros F, uma base de
Or sobre 7, ou simplesmente uma Z-base para Og, € chamada de uma base integral

para Of.

Observacao 2.4. 1. Todo corpo de niimeros K possui uma base integral,[15].
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2. Para defini¢do de Z-base consultar [15].

Exemplo 2.11. Se F = Q(1/13), veremos no proximo capitulo que

Op = Z[(1+V13)/2] = {a+ b (%) ;a,b e Z} + Z[V13] = {a+bV13;a,b € Z}.

Veja que o = (1 ++/13)/2 ¢ uma raiz de minga(zr) = z? — z — 3, enquanto que
B = /13 é uma raiz de ? — 13. Apesar de {1,3} ser uma base para F contendo

inteiros algébricos, ela nao ¢ uma base integral para F.

Definicao 2.20. Seja F = Q(«) um corpo de nimeros com [F: Q] =d. Se

B = {Oq,Oég, P ad}

¢ uma Q-base para F e 0; (1 < j < d) sao todos monomorfismos de F em C, entdo o

discriminante da base B € dado por

D(B) = (det(o;(c)))?,

onde det € o determinante da matriz com entradas o;(c;) na i-ésima linha e j-ésima
coluna.

Em particular, se

B=1{l,a,..,a"},

entdo o determinante da matriz (o;(a’~1)) € chamado de determinante de Vander-

monde e seu valor €

det(o;(@™) = ] (a;— ), (22)

1<i<j<d
onde ay = o(a) € um k-ésimo conjugado de o, para k =1,2,...,d.

Exemplo 2.12. Se F = Q(v/2) veremos no Capitulo [3| que Ox = Z[v2] = {a +
W2 a,b € Z} e B={1,/2} é uma base integral de F. Os Q-monomorfismos de F em
C sao dados por:

0'11\/§P—>\/§60'22\/§P—>—\/§.

Portanto,

— (det(o: (a2 = [ de oi(1)  oa(1) 2:
D(B) = (det(a;(a'))) (d t ( o1(V2) 02(V2) >)

11 ’ )
(ool 1)) s
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Proposicao 2.3. Sejam K um corpo, L = K(«) uma extensao finita de K de grau n e

f(x) o polinémio minimal de a sobre K. Entao,

1

DL/K(L & .y Oénil) = <_1)§n(n71)NL/K(f/<a))a

onde f'(«) € a derivada de f(x) em .

Demonstra¢ao. Sejam ay, ..., «, as raizes de f(x) em alguma extensdo de K e 0;,i =
1,...,n 0os monomorfismos de L em C. Temos que Dy x (1, a, ...,a" ') = (det(o;(a?)))?* =
det(a{f7 comi=1,...,nej=0,..,n—1 Como det(af) ¢ um determinante de Van-

dermonde, segue que

(det(a]))* = [ I (ai- ak)] = (i — ) (i — )] =

1<k<i<n

~0#e T oo = 0 T T oo -

1<k<i<n,ithk i—1

=1

0 que prova a proposicao. ]

Teorema 2.6. [§] Se By = {aq,a9,....,aq} e By = {B1, B2, ..., Ba} s@o duas Q-bases

para um corpo de numeros F, entao

D(B,) = d*D(B,),

onde d = det(qr;) € Q,d#0, e qr; € Q é determinado por

d
B = Z ki i, (gr,i € Q).
i=1
Além disso, d € 7 desde que By seja uma base integral e By € Op.

Demonstragao. Seja o;, (1 < j < d) os monomorfismos de F em C. A representagiao
d

Br = Z ki, implica que
i=1

d
oi(Be) = ZQk,in(Oéi>7
i=1
para cada k = 1,2, ...,d. Assim, temos uma equacao matricial

01(51) 02(51) Ud(ﬁl)
01(52) 02(52) Ud(BQ)

Ul(ﬂd) Uz(ﬁd) Ud(ﬁd)
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i1 q12 --- Q14 01(061) 02(041) . Ud(Oél)
G21 QG222 ... (24 01(042) 02(042) cee Ud(Oé2)
qdl 4dd2 --- ddd 01 (Oéd) Uz(Oéd) cee Ud(Oéd)

Tomando os determinantes e elevando ao quadrado, obtemos a equacao:

D(B,) = d*D(By),
com d = det(M), onde

i1 qi12 --- Q14

21 422 --- Q24
M = . .

qda1 4d2 --- ddd

[
Exemplo 2.13. Sejam F = Q(+/13), a = (1 +1/13)/2 e 8 = v/13. No Exemplo

vimos que By = {1,a} e By = {1, 3} sao bases para I, sendo a primeira integral, e a

ultima nao integral, mas apenas uma base sobre Q. Como

o1 : V13— V13, e 09 : V13 —V13

sao os (Q-monomorfismos de F em C, segue que

— (det(a: (B2 = | de o1(1) o3(1) 2
D(B,) = (det(a;(5'))) <d t ( o1(V13) 09(\/13) ))

1 1 i )
:<d€t<\/§ _\/ﬁ>) = (—2V13)* = 52

D(By) = (det(o,(a)))’ (m( o) - all) ))
1) = (aet(o;(a = |ae Ul(u;/ﬁ) . 1+;/ﬁ)
1 1 ’
- (det( LV 1B )) = (—V13)* =13
Assim,
D(B,) = d*D(B,) = 2°D(B).
Portanto,
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pois

1++v13

Bi=1=q .00 +q20a=11+0. 5

1++V13
62 =V 13 = g2,1-011 + q2,2.000 = —1.1 + QT

Teorema 2.7. [8] Se B = {ay,as,...,aq} € uma Q-base para um corpo de nimeros
F = Q(«a), entao

D(B) = det(Trp(cye;)) € Q,
e D(B) # 0. Além disso, se F € um corpo totalmente real, entao D(B) > 0.

Demonstragio. Como D(B) = det(o;(c;))?, segue pelas propriedades de determinante

que:

d
(det(oj(cv)))? = det (Z 0k(%‘%‘)> = det(Trp(cia;)),
k=1

logo D(B) = det(Trp(ciay)). Portanto, pelo Corolario D(B) € Q.

Resta mostrar que D(J) é diferente de zero e também positiva quando F ¢é total-
mente real.

Seja By = B. Pelo Teorema [2.2

By = {1,a,a? ...,ozd_l}

¢ uma base para F sobre Q. Assim, pelo Teorema D(B,) = d*D(B,), onde d ¢é
dado no Teorema 2.6
No entanto, por (2.2))

DBy) = [ (05—

1<i<j<d
e 0s «; sao distintos de forma que D(B;y) # 0. Assim, D(B;) # 0.

Sendo que By é uma base para [F sobre Q, entao pelo Teorema 2.6

D(B1) = diD(B).

Portanto, D(B;) é um quadrado. Como D(B;) # 0, se F ¢ totalmente real, entao todos

0s a; sdo reais e portanto D(B;) > 0. O
Corolario 2.3. Se B € uma base de F sobre Q com B C Oy, entao D(B) € Z.

Demonstragao. Como D(B) = det(Trp(cyc;)) onde B = {ay, ..., a4} é uma base de F
sobre Q segue, pelo Corolario que D(B) € Z. ]
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Exemplo 2.14. Vimos no Exemplo que o corpo totalmente real F = Q(+/13)

possui base integral

B ={1,(1+V13)/2} = {1,a} = {a1, as}

e uma Q -base nao integral é

By = {1,V13} = {1, 8} = {51, o }.

Além disso, seja a matriz

7 v Tre(L) Tre(e) [ 21
re(aiag) = Tre(a) Tre(a?) N1 7))

entao

D(By) = det(Trp(a;aj)) = det ( f ; > —=13€7Z.

Além disso, uma vez que temos a matriz

o Tre(1) Tre(B) Y (2 O
Tre(8:B;)) = ( Tre(B) Tre(8?) ) B ( 0 26 ) )

entao

Corolario 2.4. [8] Seja By = {1, as, ..., g} uma Q-base para o corpo de nimeros F.
Se 62 = {51)62) "'75d} g Fe

d
Br = qu,z’% para qr; €F, e k=1,2,...,d,

i=1
entao By é uma base para F se, e somente se, det(qi;) # 0.

Demonstragao. Suponha que det(gy;) # 0. E suficiente mostrar que os [ sio linear-

mente independentes. Se

d

> b =0 (w € F),

k=1

entao

d

d d d
0= Z Vi Z Qk,iCi = Z Q; Z Ve lk,i-
k=1 k=1

i=1 i=1

Uma vez que 0s a; sao linearmente independentes, segue que
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d
Z’Yk%,i =0.
k=1

Seja det(qy,;) # 0, entdo v, = 0 para todo k = 1,2, ...,d. Por outro lado, se By ¢ uma

base para I, entao pelo Teorema [2.6

D(B,y) = d*D(B,).
Assim, pelo Teorema [2.7] segue o resultado. O

O proximo teorema di um modo de sabermos quando uma base é integral. Antes

de enuncia-lo precisamos saber quando um inteiro é livre de quadrados

Definicao 2.21. Dizemos que n € 7. é livre de quadrados se, e somente se, n nao
tem diwvisor que € o quadrado de um nimero primo. Ou seja, se, e somente se, p €

primo tal que

pPln=p' =1

Teorema 2.8. [§] Se B C Of é uma Q-base para F e D(B) € livre de quadrados, entao

B é uma base integral para F.

Exemplo 2.15. O Exemplo fornece um exemplo de um discriminante livre de
quadrados de uma base integral. No entanto, B = {1,1/2} é uma base integral para
Q(v/2) mas D(B) = 8, portanto o inverso do Teorema [2.8{ ndo é verdadeiro.

Embora o Exemplo mostra que o inverso do Teorema nao ¢ verdadeiro,
podemos mostrar que se temos duas bases integrais para um corpo de nimeros, entao

elas devem ter o mesmo discriminante.

Corolario 2.5. [§] Sejam By e By duas bases integrais para um corpo de nimeros F.
Entao

D(B1) = D(By).

Demonstracao. Pelo Teorema [2.6

D(B,) = *D(By), (2.3)

onde d € Z é dado no Teorema [2.6] Assim,

D(B1)|D(Be) € Z,

pelo Corolario 2.3 Invertendo os papéis de B; e Bs, temos que
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D(B,)|D(B,) € Z.
Portanto,
D(By) = £D(B,).
Consequentemente, pela Equacao [2.3] o sinal de subtracao nao ¢ possivel.
L]

O Corolario nos diz essencialmente que o discriminante de uma base integral
para um corpo de nimeros é um invariante do corpo.
No proximo capitulo veremos como encontrar uma base integral e discriminante dos

corpos quadraticos e ciclotomicos.



3 Corpos Quadraticos e Ciclotomicos

Neste capitulo apresentamos os conceitos de corpos quadraticos e corpos ciclotdémi-
cos. Os corpos quadraticos e ciclotomicos tém muita importancia para a Teoria dos
Nuimeros Algébricos, como por exemplo na construcao de reticulados que seré abordada
no Capitulo [5| e também para a solucao de equacao Diofantina que serd abordada no
Capitulo[6] Os corpos ciclotomicos desempenham um papel fundamental na Teoria dos
Numeros Algébricos, por causa da sua relacdo com o tltimo Teorema de Fermat. Atra-
vés dos corpos ciclotomicos é possivel caracterizar o anel dos inteiros, o discriminante
e obter reticulados.

As principais referéncias utilizadas foram [6], [7], [8], [10], [I1] e [17].

3.1 Corpos Quadraticos

Nesta secao apresentamos o conceito de corpos quadraticos e suas propriedades.

Definicao 3.1. Uma extensao de corpos de grau 2 sobre o corpo Q é chamada um

corpo quadrdtico.

Exemplo 3.1. O corpo L = Q(+/13) é um corpo quadratico, pois 6§ = /13 ¢ um zero
do polindomio f(z) = x? — 13 € Q[z].

Proposicao 3.1. [10/ Todo corpo quadrdtico é da forma Q(v/d), sendo d um inteiro
lwwre de quadrados.

Demonstragdo. Sejam K = Q(6) um corpo quadrético e f(z) = 2>+ azx +b, com a,b €
Q, o polinébmio minimal de # € K. Resolvendo a equacao quadratica

—a ++va?—4b
02 +af + b = 0, temos que § = a4 2@

20 + a = v/a? — 4b, segue que Q(0) = Q(Va? — 4b).

2

sdo as raizes de f(x). Como

Por outro lado, a

u uv
> —db= - =

quadrados perfeitos, pois caso contrario terfamos Q) = Q. Assim,

Q) = Q(va2 —4b) = Q <\/g> = @< %) = Q(+v/uv). Suponhamos que uv =
k2d, com k,d, € Z, e d livre de quadrados. Logo, Q(f) = Q(y/uv) = Q(vk2d) = Q(+/d).

— 4b é um nimero racional que podemos escrever como

com u,v € Z e mdc(u,v) = 1 e de forma que u e v nao sejam

28



Corpos Quadraticos

29

]

Observacio 3.1. Se d > 0, a extensio Q(v/d) é totalmente real e se d < 0, a
extensio Q(v/d) é totalmente imaginaria.

A Proposigao a seguir é compativel com o Corolario vamos apresentar uma

demonstragao no caso em que o corpo é quadratico.

Proposicao 3.2. [11] Seja K = Q(\/a), com d um inteiro livre de quadrados, um corpo
quadrdtico. Se um elemento o = a + byV/d € Q(\/c_i) € um nteiro algébrico, entao 2a e

a® — db® sdo nimeros inteiros.

Demonstracao. Seja a € K um inteiro algébrico. Entao existem aq,--- ,a,_1 € Z tal
que o™ +a,_ 10" - +aja+ay = 0. Assim, considerando o o automorfismo de K tal
que o(vd) = —V/d, segue que, o(a)*+a,_10(a)" 14+ - -+a0(a)+ag = 0, ou seja, o(a)
também é um inteiro algébrico de K. Temos que o+ o () e o () também sao inteiros
algébricos de K. Além disso, se a = a + bv/d, com a, b € Q, entdo a + o(a) = 2a € Q
e ao(a) = a® — db* € Q. Como Z é integralmente fechado segue que 2a e a® — db* sao

nimeros inteiros. O

A seguir determinaremos o anel dos inteiros algébricos de um corpo quadratico K =
Q(v/d), com d um inteiro livre de quadrados, para isso sejam Z[d] = {a+bv/d;a,b € Z}
e Z [%‘j] = {a+b<1+2\/3> ;a,b e Z}.

Teorema 3.1. [15] Se K = Q(v/d) é um corpo quadrdtico com d € Z livre de quadrados,

entdo o anel dos inteiros algébricos O de Q(v/d) é dado por:

a) Og = Z[\Vd] se d = 2(mod4) ou d = 3(mod4) e uma Z-base de O é {1,v/d};

1+Vd
2

b) Ox =Z [ se d = 1(mod4) e uma Z-base de Ok € {1, %&}
Demonstracio. Seja o = a 4+ bV/d € Q(\/E), com a, b € QQ, um inteiro algébrico sobre
Z.

Se b = 0 entdo o polinémio minimal de a sobre Q ¢ dado por ming(z) =z —a, e
como « é um inteiro algébrico sobre 7Z, segue que a € Z.

Se b # 0, entao o polindémio minimal ming(z) de « sobre Q tem grau 2 e ¢ obtido

do seguinte modo:

a=a+b/d= a—a=b/d = (a —a)?® = bd = o® — 2aa + a* = P*d =
o = 2aa + (a® — b*d) = 0.

Logo ming(z) = 2* —2ax + a® — db*. Pela Proposigio 3.2 sabemos que 2a, a* —db? € Z.
Assim, (2a)? — d(2b)? € Z e dai d(2b)* € Z, pois 2a € Z. Ainda temos que 2b € Z, pois,
caso contrério, no seu denominador existiria um fator primo p que apareceria na forma
p? no denominador de (20)? e como d ¢ livre de quadrados teriamos que d(2b)* € Z, o

que é um absurdo.
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Logo, 2b € Z e podemos escrever:
azg, b:g, comu, v € 7. (3.1)
Além disso,
(2a)? — d(2b)* € 4Z. (3.2)

Substituindo a por g e b por g, obtemos u? — dv? € 4Z.

a) Se d = 2(mod4) ou d = 3(mod4), entao u e v sao pares, pois se v fosse impar

2 = 1(mod4). Assim, como u? — dv* € 47 segue que u? = dv* = d(mod 4),

teriamos v
ou seja, d = 0(mod4) ou d = 1(mod4), o que é um absurdo. Portanto, concluimos que
v é par, isto &, v2 = 0(mod 4) e assim, u?> = dv? = 0(mod4) o que implica que u é par.
Logo, se & = a + bv/d € Ok entao o € Z[\/d] e assim, Og C Z[/d).

Por outro lado, tomando a € Z[v/d], temos que « é raiz do polinémio 2 — 2az +
a?> — dv? € Z[z], pois pela Proposi¢ao (3.2), sabemos que 2a, a®> — db® € Z. Logo,
Z[\Vd] C O. Portanto, Og = Z[\/d).

b) Se d = 1(mod4), entao u® —dv? € 4Z, e que u e v sdo de mesma paridade, isto ¢, s2o
ambos pares ou impares. Se u e v sd0 pares entdo a, b € Z. Logo, a = a+bvd € Z[\/d|.
Se u e v sdo impares, entdo o = a+bvd = u/2+v/2Vd = (u—v)/2+v((14+/d)/2) €
7 [%ﬂ . Portanto, o € Z [%&] , ou seja, Og C Z [%&] .

Por outro lado, se aza—l—b(%&) S/ [%&] ,coma, b€ Z,entdao 2a+b € Ze
(a+b/2)2—d(b/2)? = a*+ab+(1—d)b*/4 € Z, pois d = 1(mod 4). Logo, Z [H‘/ﬂ C Ok,

2
pois os coeficientes do polindmio minimal de «, que é ming(z) = 2* — (2a+b)x + a* +

ab + (1 — d)b*/4 estao em Z. Portanto, Z [%ﬂ = Ok. O

Exemplo 3.2. Seja K o corpo quadratico Q(v/—1). O anel dos inteiros algébricos de

K ¢ dado por Ox = Z[i] = {a+bi: a,b € Z}, onde i = v/—1 pois d = —1 = 3(mod 4).

é Z |:1+\/j3:|
2

O anel dos inteiros algébricos do corpo quadratico Q(v/—3) poisd = —3 =

1(mod4).

Proposicao 3.3. Seja d um inteiro livre de quadrados, qualquer discriminante de
K = Q(v/d) sobre Q € dado por:

(1) Dxjg = d, se d = 1(mod 4);

(2) Do = 4d, se d = 2(mod 4) ou d = 3(mod 4).

Demonstragio. Como os Q-monomorfismos de K = Q(v/d) em C, com d € Z livre de
quadrados, sdo oy e 0y, onde 01 (vVd) = Vd e 05(v/d) = —V/d, segue que o discriminante
de um corpo quadratico é obtido do seguinte modo:

i) se d = 1(mod4), entdo
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2

Ul(]-> 0'2(1)
o coele58)- (o ity o)) -

1 1
= | det 1+vVd 1-+d =d.
2 2

i) se d = 2(mod4) ou d = 3(mod4) entdo

B - (1) o) . 11 t
= ) = (s (20 0 < (w1 ) -
4d. ]

1++5

Exemplo 3.3. Dado K = Q(v/5), tem-se Og = Z 5

uma base integral de Ok e o discriminante de K é

2 2
o1(1) o2(1) 1 1
Dk = | det = [ det = 5.
K ( ( o <1+2\/5> . <1+2\/5> 1+2\/5 1—2x/5
Os Q-monomorfismos de K em C sdo o1 (a+bv5) = a+b\V5 e 02(a+b\/_) = a—b/5.

Logo, Trx/g(a + bv/5) = ZUZ (a+bV5) = 2a e Nxjg(a +bV5) = HUZ' (a+ bV5) =
i=1

a’® — 5b2.

Exemplo 3.4. Dado K = Q(i), entdo Ox = Z[\/—1], isto &, {1, /—1} é uma base
integral para Ok e o discriminante absoluto de K ¢é

— | ge o1(1) o2(1) 2: o 1 1 2:_
DK‘<dt<aw——1> aw——l))) (dt<¢——1—¢——1>> *

Os Q-monomorfismos de K em C sao o1(a+bv/—1) =a+bv/—1e oz(a+by/—1) =
2

a — by/—1. Logo, Trxg(a + bv/—1) = Zoi(a + 0V —1) = 2a e Ngjg(a+ bv/—1) =
i=1

2
Hai(a + bV 1) = a® + b°.
i=1

Observacao 3.2. No Teorema podemos pensar que O = Z[a] em que a € Ok
para qualquer corpo de ntimeros K. Em outras palavras, podemos ser atraidos a crer
que existe sempre uma base integral da forma {1, a,a?,...,a? '} onde d = [K : Q]. No

entanto, isso é falso como mostra o exemplo a seguir.
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Exemplo 3.5. Seja K = Q(v/—=7,v/—14), F = Q(v/—14), e Op = Z[/—14]. Vamos
mostrar que nao existe 5 € Ok tal que Og = Z[5]. Primeiramente, vamos mostrar que
nao existe a € Ok tal que Ox = Z[a, v/—14]. Por contradigao, suponha que existe um
tal . Entao, em particular,

14T
e

k = na+ 2, onde k € Ok, 71,72 € OF.

\/—14/\/—_ = \/E = fra + By, onde \/5 € Ok, e B, P2 € Op.

Seja 0 0 Q-monomorfismo de K em C dado por o : /=7 +— —/—Te o :v/—14 —
v —14, ou seja, o fixa os elementos de F. Portanto,

:1—\/—_7

o(k) 9 = mo(a) 4+ 72,
ko o(k) = 1+2\/—_7_1—2\/—_7:\/_—7’

por outro lado

k—o(k)=na+y —(no(a) +12) = n(a —o(a)).

Portanto,
k—o(k) = (o —o(a)).

Também temos,

o(V2) = —V2 = Bio(a) + Ba,
V2 —0(V2) = V2 - Bio(a) + By = V2 — (=V2) = 2V2.

Por outro lado,

V2= 0(V2) = Bia+ By — (Bio(a) + Bo) = Bi(a — o()).

Portanto,

2/2 = Bi(a - a(a)).

Utilizando as igualdades anteriores e norma de [F:

7* = Np(71)*Nr(a — o(a))? e 2° = Np(B1)* Ne(a — o(a))?.
Temos que Np(a — o(a)) = +1, uma vez que Np(a — o(a)) € Z e divide 72 e 25.
Assim, Np(y1) = +7, pois 7% = Np(71 ) Nr(a — o(a))? e Np(a — o(a)) = 1. Porém,
1 = a+by/—14 para algum a,b € Z, entdo N(v1) = N(a+by/—14) = +£7 = a® + 14H?
0 que é impossivel. Portanto nao existe a € Ok tal que Og = Z[a, /—14].
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Agora se existe um 5 € Ok tal que Ok = Z[5] entdo definindo o = 5 —+/—14 segue
que o € Ok pois 8 € Ok e V—14 € Ok, dai obtemos que O = Z[o,/—14], 0 que

acabamos de mostrar ser impossivel.

3.1.1 Unidades em um Corpo Quadratico

Nesta se¢ao, apresentamos as unidades do anel de inteiros de um corpo quadratico
Q(\/a), explicitamos as unidades no caso onde d é um inteiro livre de quadrados e
definimos o conceito de unidade fundamental, bem como um método bruto para a
determinacao das unidades fundamentais de um corpo quadratico.

Seja K = Q(v/d), onde d é um inteiro e livre de quadrados. Primeiramente deter-
minamos as unidades de K = Q(v/d), para d < 0.

Se d < 0 ed=2(mod 4) ou d = 3(mod 4), entdo os inteiros algébricos de Q(v/d)
sdo da forma a = a4+ bv/d com a,b € Z, e o conjugado de « é dado por o/ = a — bV/d.

Assim,

k(o) =ad = (a+ a— =a“ — > 1, pois d < 0.
Ni(a) "= (a+bVd)(a —bVd) = a® = b?d > 1, pois d < 0

Além disso, = é uma unidade se, e somente se, Nx(z) = £1. Como d < 0, entdo « é
uma unidade se, e somente se, a — b’d = 1.

Agora, se d = 1(mod 4), entdo os inteiros algébricos de Q(v/d) sao da forma a =

%ﬁ, com a,b € Z e de mesma paridade. Como o conjugado de a é dado por o/ =
%ﬁ, segue que
bvd —bvd 2 b%d
Nx(a) = ad = a+bVd) fa—bVd _ > 1, pois d <0,
2 2 4
segue que « ¢ uma unidade se, e somente se, “2_4b2d =1, ou seja, a®> — b%d = 4.

Teorema 3.2. [1/ Seja K um corpo quadrdtico imagindrio. FEntdo o conjunto das

unidades de Ok é

{£1, +i} ~ Zy, se K=Q((v-1),
{+1, 4w, +w?} ~ Zg, se K= Q(+v/-3),
{£1} ~ Zs, caso contrario,

onde w = (—1++/=3)/2.

Demonstra¢ao. Para a primeira igualdade, se d = —1 entao d # 1(mod 4). Assim, das
consideracoes que precedem o teorema, segue que o = a + bv/d ¢ uma unidade se, e
somente se, a®> +b?> = 1. Portanto, a =0 e b= 41 oua = +1 e b =0, e deste modo,
a=1i,a=—i,a=1ea=—1sa0 as unidades de Ok.

Para a segunda igualdade, se d = —3, entao d = 1(mod 4). Assim, das consideragoes

que precedem o teorema, segue que o = a + bv/d ¢ uma unidade se, e somente se,
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a’? — b%d = 4, ou seja, a® + 3b> = 4. Portanto, a = +¥2eb=00oua = £1 e b = +1.

Assim, como a = a + by/—3, segue que a = 1, a = —1,a = %‘73 e = %‘7 sao
unidades de Ok, ou seja, {+1, +w, +w?}.
Para a terceira igualdade, se d < 0, d # —1 e d # —3, entao devemos considerar

dois casos:

a) Se d = —d > 0, entdo d # 1, ou seja, d > 2 e d # 3. Se d = 2(mod 4) ou
d' = 3(mod 4) entdo o é uma unidade se, e somente se, a® + b*d’ = 1. Como d' > 2

segue que b =0¢e a==+1. Logo, « =1 e a = —1 sao as unidades de Ok.

b) Se d = —d > 0, entdo d' # 1, ou seja, d > 2 e d # 3. Se d = 1(mod 4) entao
d > 5, pois d = 4 nao é livre de quadrados. Assim, « ¢ uma unidade se, e somente se,
a?+b?d = 4. Como d' > 5, segue que b=0¢ a = £1. Assim, a =1e a = —1, sdo as
unidades de Ok. ]

Consideraremos, agora, o0 caso mais interessante, isto é, quando d > 0. Neste caso,

Q(V/d) esta contido no corpo dos reais, uma vez que vd € R. Assim, Q(v/d) C R.
Deste modo, as raizes da unidade em Q(v/d) sdo 1 e —1.

Definicao 3.2. A menor unidade uy > 1 de Ok € chamada de unidade fundamental

do corpo K.
Precisamos do seguinte teorema:

Teorema 3.3. [1/ Seja d um inteiro positivo livre de quadrados. Entdo toda unidade
de Oy € da forma £n" (n € Z), onde n é a unidade fundamental de Oqvay- Se
OQ(\/@ contém unidades de norma —1 estas sao indicadas por £n" com n impar e as

de norma 1 por £n™ com n par.

Exemplo 3.6. A determinacao da unidade fundamental pode ser feita da seguinte

maneira;

1. Caso d = 2(mod 4) ou d = 3(mod 4). Se u = a + bv/d é uma unidade, com

1

u # %1, entdo —u,u"!, —u~! sdo também unidades e somente um desses nfimeros

¢ maior do que 1, uma vez que estes sao exatamente os nimeros +a+bVd. Assim,
a+bv/d > 1 somente quando a,b > 0, se u; = a; +b;V/d é a unidade fundamental.
Se Uy, = u" = ay, + bm\/a, entao

Uit = U = Gy 4 b Vd = uluy =
= (g + b Vd) (a1 + b1Vd) = (a1 + biby) + (@1Dn + bray,)Vd.

Assim,

bm+1 - albm + blama
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e portanto, by < by < bg---. Como N(uj) = a} — b?d = +1, segue que bid =
a? £ 1. Assim, se escrevermos a sequéncia d,4d,9d, 16d,25d,-- -, entao by é o

menor inteiro tal que b; > 0 e b?d ¢ um quadrado mais ou menos 1.

Considerando, por exemplo, o corpo de nimeros Q(v/3), ou seja, quando d = 3,
tem-se que b33 = a} + 1. Fazendo b; = 1, segue que b?3 = 3 = 22 — 1, e portanto,
a; = 2. Como b; é o menor inteiro positivo para o qual isto ocorre, segue que
by =1ea; =2, e portanto, u; = 2+ /3 é a unidade fundamental de Q(/3).

M com aq e by

2. Caso d = 1(mod 4). Com argumento similar, segue que u; =
inteiros positivos de mesma paridade. Assim, se u; é uma unidade fundamental,

entao

a? —bid
4

se, e somente se, b?d = a?+4. Devemos, entdo, encontrar o menor inteiro positivo

N(Ul) = = :i:l,

by > 0 tal que b¥d é um quadrado mais ou menos 4.

Consideremos, por exemplo, o corpo Q(v/5), isto &, quando d = 5. Assim, b?d =
a? + 4, e fazendo, by = 1 tem-se que b5 = 5 = 3% — 4, ou seja, a; = 1 (uma vez
que a; = 3 ndo convém). Como by =1 é o menor inteiro para o qual isto ocorre,
segue que 1 ++/5 ¢ a unidade fundamental de Q(v/5).

3.2 Corpos Ciclotéomicos

Nesta secao apresentamos o conceito de corpos ciclotdmicos e suas propriedades.

Definicao 3.3. Seja n um inteiro positivo. Dizemos que (, € uma raiz n-ésima da
unidade se (' = 1, e que (, € uma raiz n-ésima primitiva da unidade se ¢, =1 e

¢ # 1, para todo 1 <m <n—1. O corpo Q((,) é chamado corpo ciclotémico.

Observacao 3.3. Existem exatamente n raizes n-ésimas distintas da unidade. O
conjunto destas raizes {(,, = cos (%T”) +isen (2f—f), para k =0,1,....n—1} forma um

grupo ciclico em relagao a multiplica¢ao, tendo (,, como um gerador.

Definicao 3.4. Seja (,, uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Um corpo ciclotomico
K € a menor extensao de Q contendo (,, isto é, K = Q((,).

n

Definicao 3.5. O polinomio ¢,(x) = H(m — () € chamado de n-ésimo polinémio
Jj=1

ctclotomaco, onde () € uma raiz n-éstma primitiva da unidade, para 7 =1,...,n, com

mde(j,n) = 1.

Lema 3.1. [6] Se n é um inteiro positivo, entdo x™ — 1 = H¢d($).
din
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Demonstragdo. Sendo f(z) = 2™ — 1, temos que as raizes de f(z) sao 1,w,w?,...,w" L.

Logo 2" — 1 = (z — 1)(x — w)...(x — w™1). Analisando os periodos de cada raiz de

f(z) e escrevendo todas as raizes de mesmo periodo como um polinémio da forma

da(z) = H (r — w), segue que z" — 1 = H Ga(z). O
periodo w=d din
" —1
Segue do Lema 3.1/ que ¢, (z) = ————,n>1le ¢1(x) =z — 1.
I ¢al»
dln,d<n

Exemplo 3.7. Se n = p, com p um nimero primo, entao

_xp—l

Gp =

é 0 p-ésimo polindmio ciclotémico. Se n = p", com p um nimero primo e r um

=P ' +ax+1
r—1

inteiro positivo, entao

7 =1 = 61(2)8)(2) 6y (2)... 1 (2) by ()

e
r—1
o — 1= ¢1(x)dp(x)Pp2(T)...0p—1 ().
Logo ¢pr(x) = % = =P =2 " 4] 6 0 pr-ésimo polindmio
ciclotémico.

Lema 3.2. [7] Temos que H(l — é“}];r) = p, onde o produto é tomado sobre os k, com
2

1<k<p", etal que ptk.

Demonstragao. Como ¢,r(z) = ;fifil = 1+27  4+2% 4 42D segue que
k

todos os &, onde 1 < k < p” e tal que p { k sdo raizes de ¢, () pois sdo raizes de

27" — 1 mas ndo de 27 — 1. Deste modo, ¢, (z) = H(x — &) e existem exatamente

K
é(p") = (p— 1)p"~*! valores de k pois 9(¢,(z)) = (p — 1)p"'. Tomando z = 1, temos
P

que ¢, (1) = [JA—&h) =1+ 17" 4+ 410707 = O
k

Os proximos resultados que vamos enunciar serao usados na demonstracao do Te-
orema 3.5

Lema 3.3. (Lema de Gauss) Se f(x) € Z[z], e

f(z) = g(@)h(x) para g(x), h(z) € Qla],

entao

f(z) = G(z)H(x) para alguns G(x), H(z) € Z|x].
Além disso, 0g(g) = 02(G), e Og(h) = 0z(H).
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Teorema 3.4. (Pequeno Teorema de Fermat) Se p € primo e a € Z, entao

a? = a(mod p).

Em particular, se p1a, entdo

a’~' = 1(mod p).

Teorema 3.5. [6] Se (,, € uma raiz n-ésima primitiva da unidade, entao [Q(¢,) : Q)] =

¢(n).

Demonstra¢ao. Seja f(x) um polindmio monico, irredutivel e de menor grau de &,
sobre Q. Logo 2" — 1 = f(z)h(x), com h(x) € Q[z]. Pelo lema de Gauss segue que
f(z),h(z) € Z[z]. Seja p um ntmero primo tal que p { n. Assim, &P é raiz n-ésima
primitiva da unidade. Logo (§2)" — 1 = f(&2)h(&P), ou seja, 0 = f(£2)h(£P). Assim, se
&P nao for raiz de f(x), entao &P é raiz de h(x), e portanto &, é raiz de h(aP). Portanto,
pelo modo como tomamos f(x), segue que, f(z)|h(zP), ou seja, h(aP) = f(x)g(x), com
g(x) € Z|x] pelo lema de Gauss.

Como consequéncia do pequeno Teorema de Fermat, temos que a? = a(mod p)
e dai h(zP) = h(x)P(mod p). Assim, f(z)g(z) = h(z)?(mod p), e portanto h(z)P =
f(x)g(z)(mod p). Logo, h(€,)P =0, pois &, é raiz de f(z). E recursivamente chegamos
que h(&,) = 0.

Portanto f e h tem uma raiz em comum. Assim 2" —1 = f(z)g(z), e portanto 2™ —1

n—1

tem rafzes multiplas. Logo nz"~! = 0 e assim, para qualquer « € Z,,na"* = 0. Como

a caracteristica de Z, é p segue que p|n, o que contradiz o fato de termos suposto que
p 1 n. Portanto & ¢ a raiz de f(x) V p{n e mdc(p,n) = 1. Logo O(f(z)) > 0(¢pn(x)),
pois toda raiz de ¢, (z) é raiz de f(z), e como f(z)|p,(x), segue que I(¢p,(x)) > O(f(x)).
Portanto O(f(x)) = d(¢n(z)) = ¢(n). O

Teorema 3.6. [17] Se (, é uma raiz n-ésima primitiva da unidade, entdo o anel dos
inteiros de Q((,) sobre Z é Z[(,] e uma Z — base de Z[(,] € {1, ..., S n.

Proposigao 3.4. [17] Os Q-monomorfismos de Q((,) sobre C sao dados por {o;, mdc(i,n) =

Li=1,..,n—10() =

Proposicao 3.5. Se p € um ndmero primo impar e ( = C,r uma raiz p'-€sima primitiva
p

da unidade, com r um inteiro positivo, entdo o discriminante de Q((yr) sobre Q satisfaz

Dio(L, Gpry oony AP = pp' T -1

Demonstracao. Pela Proposicao [2.3] temos que

DK\Q<1anT7 "'7C§T(pr)7 ) iN@(Cp ‘Q(f (Cp ))
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P —1

Derivando ambos os lados de f(x) = T
7 _

g temos que

b pra (@ — 1) — (2P = 1)pr e

(@) = T ,

(3.3)

e substituindo x por (,» na equagdo [3.3 temos que

T__ r—1 ' _ r—1_
Fler) = A (A VI (A e A
p") — r—1
@ -1y
o / Pt L R iy
Como (- = 1, segue que f, ((pr) = —ct— = —r—, pois (,r = (e7") =
ol (=

27

e » = (. Aplicando a fungao norma em ambos os membros e usando sua linearidade,

temos que

_ Nagnia(=r")
Noe,mie(t = G)Nog,) (G
Temos que NQ(CPT)‘Q(CPT‘) = +1. Também, N@(gpr)@(—pr) = (—pr)(p*l)pT_1 e NQ(CpT)|Q(1_
r—1 r—1
$%) = NonieNagniee (1= &) = Nogned = 6)F =p"
Portanto, Dx(g(1, (e ..., (oF )71y = DL — 4011 0

pp

Now,mie(f (Gr)

Como consequéncia da Proposicao [3.4] segue que

(P*l)pp72'

e sen =p, entdo Dy g = (—1) 2 ;

(p=1)p"~1
2

e sen =p", entdo Dy g = (—1) pP" - rP=D=1 " inteiro positivo.

O subcorpo real maximal dos corpos ciclotomicos é muito utilizado por suas pro-

priedades e serd definido a seguir.

Proposicao 3.6. [17] Se n € N*, (, € uma raiz n-ésima primitiva da unidade e
K=Q(¢ + ¢, 1Y), entao K € totalmente real e [Q(¢,) : K] = 2.

Demonstracdo. Seja f(x) = 2* — (¢, + ¢, )r + 1 € K[z]. Temos que f(¢,) = 0. Além
disso, como (,, nao pertence K, segue que f é irredutivel sobre K. Logo, f = mink(,.
Desta forma, [Q((,) : K] = 0(f) = 2. O

Defini¢io 3.6. Nas condicoes da proposi¢io acima, o corpo K = Q((, + (1) € cha-
mado de subcorpo real maximal de Q((,).

Teorema 3.7. [17] O anel dos inteiros de Q(¢, + ¢, 1) € Z|¢ + ¢, Y] e uma Z-base de
ZlGn+ G €

P(n) ¢(n)
(LG4 CHG G +G2 )
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Teorema 3.8. [17] O discriminante de K = Q((, + ¢, ') sobre Q é dado por:

. DK/Q:p?, sen=p2>5;

2(r—1)2T*2—1

e Do = , sen=2";

(r+1)(p—1)p" "L —p"—1

e Dgig=p 2 ,sen=p" p#2,r>1.




4 Ideails e Norma de um Ideal

Neste capitulo, vamos definir ideais para a introducao de dois tipos de dominios
com base na teoria de ideais que tem influéncia em fatoracao de ideais e em teoria dos
nimeros algébricos. A norma de um ideal nos serad ttil para o calculo do volume de
reticulados, assunto que serd visto no Capitulo o]

As principais referéncias utilizadas foram [§], [11] e [15].

4.1 Ideais

Nesta secao apresentamos os conceitos e algumas propriedades de ideais.

Definicao 4.1. Um R-ideal I ¢ um subconjunto nao vazio de um anel comutativo R

com tdentidade e com as sequintes propriedades
(a) Se a,B €1, entdo a+ 5 € 1.
(b) Seae€l er e R, entiora € 1.

Definigao 4.2. Um dominio A € dito um corpo se cada elemento diferente de zero €

uma unidade.

Observacao  4.1. Indutivamente, a  Definicao implica  que se
i, o, ..., q, € I para qualquer n € N, entao ryaq + rean + ... +r,au, € I para qualquer
r1,72,....,7, € R. Se 1 € I, entao I = R. Se nos é dado um conjunto de elementos
{a1, a9, ...,a,} em um dominio R, entdao o conjunto de todas as combinagoes lineares

de aj para j =1,2,...,n

{erozj ir; € Rpara j =1,2, ,n}

j=1
é um ideal de R denotado por {(aq, as, ..., ).
Em particular, quando n = 1, temos a seguinte definicao:

Definicao 4.3. Se A é um dominio e I é um A-ideal, entao I é chamado de A-ideal
principal se existe um elemento « € I tal que I = (o), onde a é chamado de gerador

de I. Se I # A, entao I é chamado de ideal préprio.

40
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Exemplo 4.1. Seja n € Z e seja nZ = {nk : k € Z}, um ideal em Z . Temos que

nZ = (n) = (—n) é de fato um ideal principal e é um ideal proprio para todo n # +1.
Exemplo 4.2. Em A = Z[i], temos que 2Z][i| e 37Z[i] sao ideais principais proprios.

Definicao 4.4. Se A é um dominio, entao o A-ideal proprio P € chamado de A-ideal
primo se satisfaz a propriedade que, sempre que af € P, para o, € A, ou entdo

a€PoufeP.

Definicao 4.5. Sejam I, J ideais primos de Op. Dizemos que I e J sdo ideais

primos conjugados de Oy, se existe 0 € G = Gal(L/K) tal que o(I) = J.

A fim de discutir quaisquer mais recursos da teoria de ideal, precisamos entender

como é feita a multiplicacao de ideais.

Definicao 4.6. Se A é um dominio e I,J sao A-ideais, entdo o produto de I e J,
denotado por I.J, € o ideal em A dado por

[J:{TEA:r:Za]ﬂj onden €N, ea;el,f;eJparal <j<n}.
j=1
Definicao 4.7. Em um dominio A, um ideal M €é chamado maximal se satisfaz a
propriedade que, sempre que M C I C A, para qualquer A-ideal I, entao I = A ou
I1=M.

Teorema 4.1. [1f Seja A um dominio e sejam a,b € A* = A\ {0}. Entao
(a) = (b) se, e somente se, a/b pertence ao conjunto das unidades de A, isto é, (a/b) |1.

Demonstracao. Se a/b pertence ao conjunto das unidades de A entdo a = bu para
qualquer u pertencente ao conjunto das unidades de A. Seja z € (a). Entdo x = ac
para algum ¢ € A. Assim, x = buc com uc € D. Logo = € (b).

Mostramos que (a) C (b). Como a/b pertence ao conjunto das unidades de A e
esse conjunto é um grupo multiplicativo, temos b/a = (a/b)~! pertencente ao conjunto
de unidades de A. Entao, procedendo como antes, com as funcoes de a e b trocados,
descobrimos que (b) C (a). Portanto (a) = (b).

Por outro lado, suponha que (a) = (b). Entdo a = bc para algum ¢ € A e b = ad
para algum d € A. Assim b = bed, como b # 0 deduzimos que 1 = ¢d de modo que ¢
pertence ao conjunto de unidades de A. Portanto a/b = ¢ que pertence ao conjunto de
unidades de A. |

4.2 Norma de um Ideal

Nesta secao veremos o Teorema da fatoracao tnica de ideais e norma de ideais.

Para isto, sejam K um corpo de niimeros de grau n e Ok o anel de inteiros de K.
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Definigao 4.8. Seja I um ideal nao nulo de Og. A norma de I é definida como a

cardinalidade do anel quociente Ok /1, isto é,

N(I)=# (%) :
Proposicao 4.1. [{1] Se o € Ok; a # 0 e I = aOx € um ideal de Ok, entio
N(I) = # (8%) = INia(@)]:
Exemplo 4.3. Se F = Q(Vd) e a = (a + bV/d)/2 € O sendo d um inteiro livre de

quadrados, entao

a? — b*d
—

O proximo teorema serd usado na demonstragao de alguns resultados desta segao.

N({e)) = |Ne(e)| =

Teorema 4.2. (Teorema do Isomorfismo) Se R e S sdo anéis comutativos com iden-
tidade e
p:R— S

¢ um homomorfismo de anéis, entao
R/Ker(¢) = Im(¢).
Proposicao 4.2. Se I ¢ um ideal nao nulo de O, entdo N(I) € finita.

Demonstracao. Se o € I é um elemento nao nulo, entdao Oga C I. Consideremos a

(8)-(%)

r+Ogar— x4+ 1

aplicacao

Temos que ¢ é um homomorfismo sobrejetor e Ker(¢) = (@) De fato, z + Oga €

Ker(¢) se, e somente se, ¢(z+ Oga) = z+1 = 0 se, e somente se, x € I. Desta forma,

pelo Teorema do Isomorfismo, segue que

(£)/(d)=(2)
(8)-+(2)+(c)

Pela Proposicao , temos que # (%) é finito. Portanto, # (%) é finito. O

K

Assim, segue que

Definicao 4.9. Um dominio é dito de Dedekind se for integralmente fechado, Noethe-

riano (seus ideais sdo finitamente gerados) e se todo ideal primo ndo nulo for mazximal.
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Exemplo 4.4. Ok, o anel dos inteiros de um corpo de ntmeros K, é um anel de
Dedekind. ([I], pg. 194)

Teorema 4.3. [8] (Fatoracao unica de ideais) Todo ideal préprio nao-nulo em um
dominio de Dedekind D é representado unicamente como um produto de ideais primos.

Em outras palavras, qualquer D-ideal tem uma representacao unica de forma que

I :Pfl -’PS'Q ...Pa‘n’
onde 0s P; sao os D-ideais primos distintos contendo I, e a; € N para j =1,2,...,n.
Definicao 4.10. Suponha que A € um dominio com corpo de fracao F. Entdo um

subconjunto nao vazio I de F é chamado de A-ideal fractondrio se satisfaz as trés

propriedades:
I.Va,el,a+pel.

2. VaelereAracl.

3. d~v €D comy#0 tal que vI C A.

Observacao 4.2. Todo ideal de A é também um ideal fracionario, basta tomar v = 1.
Os resultados que seguem serao usadas na demonstracao da Proposicao [4.4

Definicao 4.11. Suponha que M € um grupo abeliano aditivo e que R é um anel.
Seque que um subconjunto N de M ¢é um R-submddulo de M se, e somente se

(a) 0 € N;

(b) Y m,ne Nym—né€ N;

(c) Vre Rene N,rn€ N.

Observacao 4.3. Para a definigdo de médulo consultar [[15],pg 25].

Proposicao 4.3. [11] Se A é um anel de Dedekind que nao é corpo, entao todo ideal

fraciondrio € inversivel.

Para a demonstracao da Proposicao a seguir vamos usar o conceito de anel de

Dedekind. Este conceito também sera muito utilizado no Capitulo [6]
Proposicao 4.4. Se I e J sao ideais nao nulos de Ok, entao N(IJ)= N(I)N(J).

Demonstracao. Como Ok é um anel de Dedekind e J é um ideal de Ok, pelo Teorema

n
. / ~ . . . ~
segue que J = | | P:t, onde os P;s sao ideais primos nao nulos de Ok e e; > 0,
i=1
. ’ 3 , . . . . /

t=1,...,n. Além disso, como Ok é um dominio de Dedekind, segue que os ideais P;s

sao maximais. Seja P; = M, para algum ¢ = 1,...,n. Por inducao sobre o niimero de
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fatores é suficiente provar que N(IM) = N(I)N(M). Segue, da defini¢do de norma de

ideal, que a igualdade anterior se verifica se, e somente se,

OK . O]K O]K
#(5ir) —#(T)#(M>'
Temos que o homomorﬁsmo o OK — 9% definido por ¢(z+1M)
e Ker(¢) = 737 M. Assim, pelo Teorema do Isomorﬁsmo, temos que (

#(ni) =# () # (1)

N(I)N(M) se verifica se, e somente se,
é

x+1, é sobrejetor

)/ (77) = (F)

:I§ I

Logo,

Podemos, entdo, concluir que N(IM)

# (%) = #(ﬁ) Agora, temos que %

as operacoes:

um espacgo vetorial sobre % mediante

IR SRV SR i
M " TM M

(:B+IM,y+IM) — (z+y)+ 1M

Ox 1
M IM M
(a+M,x+1IM) — (ax)+IM.

Além disso, temos que os OK -submodulos de m sao ideais e sao do tipo 2 727> onde
B é um ideal tal que IM C B C I. Mas, como todo ideal num dominio de Dedekind
admite inverso, segue que I='IM C I7'B C I7'I, ou seja, M C I"'B C Ok. Como
M ¢é maximal, segue que M = I"'B ou [7'B = Ok. Assim, IM = B ou B = I.
Portanto, nao existe B tal que IM C B C I. Assim, os %—submodulos de m, ou 0s

~ o e e I
subespacos do espaco vetorial sao apenas os triviais. Portanto, dzm% = Le,

T
deste modo, # (%) = # (7). o que implica que N(IM) = N(I)N(M). O

Proposicao 4.5. Se I é um ideal nao nulo de Ok, entao:
1. N(I) =1 se, e somente se, I = Ok.

2. Se N(I) for um nimero primo entdo o ideal I € primo.

Demonstracao.
1. Temos que N(I) =1 se, e somente se, # (%) =1 se, e somente se, [ = Ok.

2. Suponhamos que I nao seja um ideal primo. Assim, I = Ok ou I = 9Q;Q,, onde
Q1, Qs sdo ideais nao nulos distintos de Og. Se I = Ok, pelo item (1), temos que
N(I) =1, o que & contra a hipotese. Se I = Q;Q temos, pela Proposigao 4.4] que
N(I) = N(Q1)N(Qs) e, como por hipotese, N(I) = p, p primo, segue que N(Q;) =1
e N(Qy) =pou N(Q;) =pe N(Qy) = 1. Logo, Q1 = Ok ou Qs = Ok, 0 que é contra
a hipotese. Portanto, I é um ideal primo de Ok. O
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Proposigao 4.6. [15] Se I é um ideal nio nulo de Ok tal que {wy,...,w,} € uma

Z-base de Ok e {yi,...,yn} € uma Z-base de I, com y; = Zaijwj, 1=1,---,n, entdo
j=1

N(I) = # () = det(as).

Teorema 4.4. [8] Suponha que F € um corpo de nimeros, e que I é um ideal diferente

de zero de Op. Se B={ay,...,a,} € uma Z-base para I, entdo

onde Dr € o discriminante de IF.

Demonstracao. Seja By = {f1, ..., B} uma Z-base de Op. Entao para cadai=1,..,n

o = Z Zi,jﬁja (Zi,j € Z)
j=1
Pela Proposicao [41.6]

N(I) = |Og/1| = |det(2;;)|-

Pelo Teorema [2.6

D(B) = (det(z,)*D(By) = N(I)*Ds,

como queriamos. [

4.3 Decomposicao em Ideais Primos

Seja K um corpo de niimeros e seja P um ideal primo de Ok, o anel dos inteiros de
K. Entdo P NZ ¢ um ideal primo de Z. [11]

Uma vez que PNZ é um ideal primo de Z, deve existir um niimero primo p tal que
P N7Z = pZ. Dizemos entao que P esta acima de p.

Podemos visualizar da seguinte forma:

PCOKCK

|
pZ C7 CQ

Chamamos de corpo de residuos o quociente de um anel comutativo por um ideal
maximal. Assim, o corpo de residuos Z/pZ é F,. Estamos interessados no corpo de
residuos Ok/p. Vamos mostrar que Ok /P é um F,-espaco vetorial de dimensao finita.

Considere a composicao
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7 - Og — Og /P,
onde a primeira seta é a inclusao candnica ¢ de Z em Ok, e a segunda seta é a projecao
7. Denotamos ¢ : o 1. Segue que, o kernel de ¢ é dado por
ker(¢) ={a € Zla € P} = PNZ = pZ,

de modo que ¢ induz uma inje¢ao de Z/pZ em Ok /P, pois Z/pZ ~ Im(¢) C Ok/P.
Pela Proposicao , Ox/P & um conjunto finito, portanto, um corpo finito que contém
Z/pZ e temos, de fato, uma extensdo finita de F,,.

Definicao 4.12. Chamamos de grau de inércia, e denotamos por fp, a dimensdo

do F,-espago vetorial Ok /P, isto é

f, = dimg, (Ox/P).

Em particular,

dim]Fp (Ok/P

N(P) =0k /P| = |Fy | = [F,\77 = p".
Exemplo 4.5. Considere o corpo quadratico K = Q(4), com anel dos inteiros Z]i], e
seja o ideal 27Z][i]:
2Z[i) = (1 +4)(1 — i)Z[i] = P?, P = (1 +4)Z[i] = (1 —i)Z][i]
pois (—i)(1+14) = 1 —i. Além disso, P NZ = 27, de modo que P = (1 +1) é dito estar
acima de 2. Temos que
N(P) = Ngjo({(14+14) =(1+1i)(1 —1) =2

e assim fp = 1. De fato, o corpo de residuo correspondente é

OK/P ~ FQ.

Definicao 4.13. Seja p € Z um primo. Seja P um ideal primo de Ok acima de p.
Chamamos de indice de ramificacao de P, e denotamos ep, a poténcia exata de P
que divide pOx.
Seja p € Z, cuja fatoracao em Ok € dada por
pOx = Pi7 - P

Dizemos que p € ramificado se ep, > 1 para algum i. Caso contrdrio, se

pOK:Pl"'Pga ,Pi%lpja Z#‘%
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p € nao-ramificado.
Tanto o grau de inércia e o indice de ramificacao sao ligados através do grau do

corpo de nimeros da sequinte forma:

Proposicao 4.7. [11] Sejam K um corpo de nimeros de grau n e Ok o anel de inteiros

de K. Seja p € Z e seja

pOx — PP
sua fatoracao em Og. Temos que

g

n=[K:Q]= Ze'pif'pi.
i=1
Observacao 4.4. Em geral, nao existe método simples para calcular a fatoracao de
pOk. No entanto, no caso em que o anel de inteiros Ok é da forma O = Z[f], podemos

usar o seguinte resultado.

Proposicao 4.8. Sejam K um corpo de nimeros, com anel de inteiros Og e p um
primo. Vamos supor que eziste 0 tal que Ox = Z[0], e seja [ o polinémio minimal de

6, cuja reducio mddulo p é denotada por f. Considere

S

J@) =] di(x)"

1

a fatoragdo de f(x) em Fplz], com mde(g;

—~

x),¢j(x)) =1, i # j e irredutivel. Temos

Pi = (p, fi(0)) = pOk + fi(0) Ok
onde f, = ¢;(mod p), entdo

pOg = Pyt Pge
¢ a fatoracao de pOg em Ok.

A proposi¢ao acima d4 um método concreto para calcular a fatoracao de um primo
pOk, a saber:

1. Escolha um primo p € Z cuja fatoracao em pOxk deve ser calculada.
2. Seja f o polinémio minimal de 6 tal que Ox = Z[0)].

3. Calcule a fatoracdo de f = f(mod p):

f= HE(%)‘”
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4. Levante cada ¢; a um polinomio f; € Z[x].
5. Calcule p = (p, f;(0)) avaliando f; em 6.

6. A fatoracao de pOk é dada por

]jC)K — 7?f1. ..7359.

Exemplo 4.6. 1. Consideremos K = Q(+/2), com anel de inteiros Ox = Z[v/2].

Queremos a fatorar 5Ok. Pela proposicao acima, calculamos

2 —2=(z—-3)(2* +32+4) = (z +2)(2* — 22 — 1)(mod 5).

Assim, obtemos que

50k = PyPa, Py = (5,2+V2), Py = (5,V4—2¥2—1).

2. Consideremos Q(i), com Ok = Z[i], e escolhemos p = 2. Temos § =i e f(x) =
2% 4+ 1. Calculamos a fatoragio de f(z) = f(x)(mod 2):

Prl=2—-1= (- 1)(r+1) = (z—1)*(mod 2).

Podemos tomar qualquer levantamento dos fatores em Z[z], e assim podemos

escrever

20k = (2,i — 1){2,i+ 1) ou 2 = (2,i — 1)?

que ¢ a mesma, pois que (2,i—1) = (2,7+1). Além disso, como 2 = (1—1i)(1+1),
vemos que (2,7 — 1) = (1 + 1), que é o resultado do Exemplo [£.5

Definicao 4.14. Dizemos que p € wnerte se pOx € primo, e neste caso temos que
g=1,e=1¢ f=mn. Dizemos que p é totalmente ramificado se e =n, g =1 e

f=1
O discriminante de K nos da informacoes sobre a ramificacao em K.

Teorema 4.5. [I1] Seja K um corpo de nimeros. Entao p é ramificado se, e somente

se, p divide o discriminante Dyg.

Exemplo 4.7. No Exemplo vimos que 2 ramifica em K = Q(7). Entao 2 deve

aparecer em Dyg. Pode-se verificar que D = —4.

A definicao que segue serd usada na Definicao [4.16
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Definigao 4.15. (Simbolo de Kronecker) Suponha que n € N e Dy € o discriminante

de um corpo de numeros quadrdticos.
Dy

n

) € dado por
2)-+
n

(&) B 1 se Dy =1 (mod 8),
2 ) | —1seDg=5 (mod8).

O simbolo de Kronecker (

se mdc(Dg,n) > 1, e

D ,
(—F> 2 0 stmbolo de Legendre para qualquer primo p > 2.
p

D . .
(—F> 2 0 stmbolo de Jacobi se n é impar e mdc(n, Dy) = 1.
n

Se n = 2%m onde m € impar, entdo

De\ (Dr\" (Dr

n) \2 m )’
onde (%) € o simbolo de Jacobi.
Definicao 4.16. Sejam K = Q(\/E), d um inteiro livre de quadrados, p um primo em
7 e pOg = H Q. Sequem as afirmagoes:

(i) Se ml_; 2,e1 = ey = 1, f(Q;|P) = 1, entdo pOx = Q19,91 # Q. Dizemos
que p se fatora em K.

(ii) Se m = 1,e; = 2, f(Q1|P) = 1, entdo pOx = QF. Dizemos que p ramifica em
K.

(iii) Se m = 1,e; = 1, f(Q1|P) = 2, entao pOx = Qy. Dizemos que p € inerte em
K.

Se p € Z é um numero primo e K = @(\/c_l), um outro modo de verificar como
se da a fatoracao de ideais primos em K, que relaciona o simbolo de Kronecker e o

discriminante é:

(p) se fatora em K se, e somente se,

/\@ 7N

%|ﬁ ‘3|§

N———— N——
1
\.}—‘

(p) ramifica em K se, e somente se,

>
= |3
N———

I

|

—_

(p) é inerte em K se, e somente se, (
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4.4 Numero de Classe

Apresentamos nesta secao o conceito de niimero de classe e alguns resultados en-

volvendo este conceito que serdo usados no Capitulo [6]

Definigao 4.17. Seja K um corpo de nimeros e I(K) o grupo dos ideais fraciondrios

nao-nulos. Seja P(K) o subgrupo dos ideais principais de 1(K). Entdo o grupo % é

chamado de grupo de classe de K e é denotado por H(K).

Um resultado importante, que é consequéncia de alguns teoremas de Hermann
Minkowski (1864-1909) na geometria dos numeros, ¢ que H(K) ¢ sempre um grupo

finito, conforme [1].

Definicao 4.18. Seja K um corpo de nimeros. A ordem de H(K) é chamada de
nimero de classe de K e é denotada por h(K).

Teorema 4.6. Seja K um corpo de nimeros. Entao, h(K) = 1 se, e somente se, Og

€ um dominio de ideais principais.

Demonstragao. Se h(K) =1 entao

160 : PO = # () ) = #H(E) = h(E0) = 1

P(K)
e portanto P(K) = I(K).
Por outro lado, se Ok é um dominio de ideais principais, entao todo ideal de Ok é
principal e portanto I(K) = P(K). Dai,

1(K)

M&z#ﬂ@=#<ﬁﬁ)=w%%P®ﬂ=L

~—

]

No que segue apresentamos um algoritmo para encontrar o grupo de classe H (K)
de um corpo de nimeros K (ver [I]) a saber:

Entrada: Corpo de nimeros K = Q(#).

Passo 1: Determine n = [K: Q).

Passo 2: Determine r o nimero de conjugados reais de 6. Entao faca s = %(n —r).

Passo 3: Determine Dy, o discriminante de K.

Passo 4: Calcule o limitante de Minkowski My = (2/7)*\/|Dxl.

Passo 5: Determine todos os primos p < Mk.

Passo 6: Determine a fatoragao em ideais primos de cada ideal principal (p) em Ok
com p como no Passo 5.

Passo 7: Determine todos os produtos desses ideais primos que tém norma < M.

Passo 8: Determine os geradores de H(K) a partir das classes destes produtos.

Saida: H(K).
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o1

Exemplo 4.8. Vamos mostrar que K = Q(v/—19) tem namero de classe h(K) = 1.
Neste caso tem-se que,

n=2r=0, s=1eDg=-19.

O limitante de Minkowski é

2\° 2 2
Mg = <—> \/|DK| =—v19< §5<4,
s s

de modo que os primos p < Mg sao p =2 e p = 3. Como

—19 —19
_— — _— g —]_’
os ideais principais (2) e (3) sao inertes em O, portanto sao ambos ideais primos de

Ox. Assim todo ideal primo de Ok é principal. Portanto, pelo Teorema h(K) =
M(Q(V-19)) = 1.
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Tabela 4.1: Numero de classes de corpos quadraticos imaginarios

K = Q(Wk), =195 < k < 0,k livre de quadrados

ko h(K) ko h(K) ko h(K) ko h(K) ko h(K)
-1 1 38 6 78 4 —115 2 —158 8
2 1 —39 4 —79 5 ~118 ~159 10
-3 1 —41 8 —82 4 —119 10 —161 16
-5 2 —42 4 —83 3 —122 10 —163 1
-6 2 43 1 —85 4 —123 2 —165 8
-7 1 —46 4 —86 10 | —127 5 ~166 10
—10 2 —47 5 —87 6 —129 12 —167 11
—11 1 —51 2 —&9 12 —130 4 —170 12
~13 2 53 6 91 2 ~131 5 ~173 14
—14 4 —55 4 —-93 4 —133 4 —174 12
~15 2 57 4 94 8 134 14 | —177 4
~17 4 58 2 —95 8 ~137 8 ~178 8
~19 1 —59 3 97 4 ~138 8 ~179 5
—21 4 —61 6 —101 14 —139 3 —181 10
—22 2 —62 8 —102 4 —141 8 —182 12
—23 3 —65 8 ~103 5 —142 4 ~183 8
—26 6 —66 8 ~105 8 ~143 10 | —185 16
—29 6 67 1 ~106 6 —145 8 ~186 12
—30 4 —69 8 ~107 3 —146 16 | —187 2
~31 3 ~70 4 ~109 6 ~149 14 | —190 4
—33 4 —71 7 —110 12 —151 7 —191 13
34 4 —73 4 ~111 8 ~154 8 ~193 4
—35 2 —74 10 | -113 8 ~155 4 ~194 20
37 2 778 ~114 8 —157 6 ~195 4
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Tabela 4.2: Numeros de classe de corpos quadraticos reais

,k livre de quadrados

0< k<197

AN 4 4 & A4 4 fF 4 A 4 & 4 4 31 A AN A A A AN A
=
DD H M O - O M HF D 00 O 4 AN M 11D O - O A M <F 0 D~
LI O © ©O© © O b~ I~ I~ I~ I~ I OO 0O 0O 0O O WV O O O O O O
BT T e e = T B B B B R B T e L R B R e e T
~~
/KM\122211411112113242112211
=
00O OO N ™M I~ OO0 ©O = ™M <f b 00 OO — AN M 1D © O —H <fF 10O b~ o0
LI 4 A AN AN AN M m MmO o oo o Y O 0 0 0 0 10
e e e T T e T T e T e e T e T e O o B T L e B [ B [ G
~~
/KM\341212121121121221122122
=
923567913457123567901345
=2 O O O O O oo O A ™ ™ =
D~ 00O 00 00 O 0 0 O O O O O D o D D O O DO o o o o —
—~
/KM\212111212121112211211212
=
bm912367135789125679013478
N < H S FHF F 10 10 10 10 10 10 O © © O © O I~ b~ D~ D~ D~ D~
Y
%Km\llll12111211111212112211
=
O = M < 10 -~ D~ NN N O O O 4 M <f 10 - 0
S A G I (N e e R S T B B R B B e B B e IR B Ie)
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Tabela 4.3: Namero de classes de corpos ciclotomicos Q((,)

3 <m <45, m % 2(mod 4)

3 1 17 1 32 1
4 1 19 1 33 1
D 1 20 1 35 1
7 1 21 1 36 1
8 1 23 3 37 37
9 1 24 1 39 2
11 1 25 1 40 1
12 1 27 1 41 121
13 1 28 1 43 211
15 1 29 8 44 1
16 1 31 9 45 1

Q(¢on) = Q(¢,) para n impar.



5 Aplicacao 1: Reticulados

Neste capitulo apresentamos um método para a geracao de reticulados no R". A
vantagem de obter reticulados por este método é que podemos identificar os pontos do
reticulado no R" como os elementos de um corpo de nimeros. As principais referéncias
utilizadas foram [3], [8], [LI], [13] e [15].

5.1 Reticulados

Intuitivamente, entende-se por reticulado um subconjunto discreto do R™ que tem
a estrutura de um Z-moédulo (que é equivalente a ser um grupo abeliano aditivo) de
posto finito n. Nesta secao apresentamos a definicao de reticulados e outras defini¢oes
importantes como a regiao fundamental, matriz de Gram e volume da regiao funda-

mental.

Defini¢ao 5.1. Sejam {vy,vq,...,v,} vetores linearmente independentes do R". O

A= {X: zm:)\zvu/\z S Z},
i=1

é chamado reticulado de dimensao m e {vy, vy, ...,v,} € chamado de base do reticu-
lado.

Observe que na definicao 5.1, necessariamente m < n.

conjunto de pontos

Definicao 5.2. O paralelepipedo formado pelos pontos
91U1+"'+9m’0m, Oéel < 1,
¢ chamado um paralelepipedo fundamental ou regiao fundamental do reticulado.

Exemplo 5.1. A = Z? é um reticulado gerado pelos vetores e; = (1,0) e e; = (0,1)

com regiao fundamental descrita na figura a seguir.

%)
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A d - A d - - A d - A d

4B [} [} [} [} ® [ ] [ ] [ ] [ ] 4
P [} [} [} [} ® [ ] [} [ ] [ ] q
2k [} [} [} [} [ ] [} [ ] [} [ ] 4
P [} [} [} [} [ ] [ ] [ ] q
e2
0 L L L L L L L
el
P [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 9q
-2b [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 4
P [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 9q
—4p [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 4

- - - - - - - -

_4 2 0 2 4
Definigao 5.3. Seja {v1,...,v,} uma base do reticulado A. Se v; = (vi1, ..., Vi), para
1=1,---,m, a matriz

V11 V12 ... Uln

V21 V292 ... Ugp
M =

Umi Um2 ... Umn

¢ chamada uma matriz geradora para o reticulado. A matriz G = MM" é chamada
uma matriz de Gram para o reticulado, onde t denota a transposicao e o volume de
A € dado por vol(A) = |det (M)|.

Observacao 5.1. De acordo com a Defini¢ao 5.3} os pontos do reticulado sao formados
por
A={x= M|\ eZ"}.

Definicao 5.4. O determinante do reticulado A ¢ definido como sendo o deter-

minante da matriz G
det(A) = det(Q).

Definicao 5.5. Um empacotamento esférico, ou simplesmente um empacotamento
no R", € uma distribuicao de esferas de mesmo raio no R" de forma que a inter-
seceao de quaisquer duas esferas tenha no mdximo um ponto. Pode-se descrever um

empacotamento indicando apenas o conjunto dos centros das esferas e o raio.

Denotando por B(p) a esfera com centro na origem e raio p, temos que a densidade
de empacotamento de A é igual a
Vol(B(1))p"
Ay — VelBO)
Vol(A)
Portanto, o problema se reduz ao estudo de um outro parametro, chamado de densi-

dade de centro, que é dado por
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pn
0(A) = :
(4) Vol(A)

Um dos problemas de empacotamento esférico de um reticulado no R" é encontrar
um empacotamento com maior densidade. Os reticulados nas dimensoes 1 a 8 e 24 sao

os reticulados com maior densidade de empacotamento conhecidos.

5.2 Reticulados Algébricos

Definigao 5.6. Seja 01, --- , 0, 0s n Q-monomorfismos de um corpo de nimeros K de
grau n, e vamos ordenar os os de modo que, para todo x € K, 0;(z) e R, 1 < i <y,
e Ojrry(x) € 0 conjugado complezo de o;(x) para r1 +1 < j < ry + ryo. Note que

1 4 2ry = n. Chamamos de monomorfismo candnico o : K — R™ ™" definido por

U(%) = (0’1(I), 0 (I>7 §RUTlJrl(x)? %UT1+1(I)7 T §RO_T1+7‘2 (I), %UT1+T2 (l’)),
onde R e & denotam as partes real e imagindria, respectivamente.

Exemplo 5.2. Sejam o corpo quadratico K = Q(i), onde ¢ =+/—1, e {o1,02} 0 grupo
dos Q-monomorfismos de K em C, onde o, é a aplicagao identidade e o9(a+bi) = a—bi,
com a,b € Q. Neste caso, 1 =0ery, =1. Parax =a+ bt € K, com a,b € Q, temos

o(z) = Roy(x),So1(x)) = (a,b).

Uma das aplicacoes deste monomorfismo é a geracao de reticulados no R", onde os
principais parametros podem ser obtidos via teoria dos ntimeros algébricos, através de
propriedades herdadas de K. Isto pode ser visto de maneira formal no resultado que

segue.
Teorema 5.1. Se {wy, - ,w,} € uma base integral de K e o : K — C o monomor-
fismo candnico, entao os n wvetores vi = o(w;) € R", i = 1,--- ,n sao linearmente

independentes e definem um reticulado em R", denominado reticulado algébrico.

A matriz geradora M de um reticulado algébrico, isto é, de um reticulado construido

usando o monomorfismo canonico de K, é dada por

or(wi) - o (wi) Roppa(wr) -0 o, (wi)
or(wy) oo on (W) Roppa(wn) o0 S04y (W0)
onde {wy, -+ ,w,} é aqui uma base de Ok. Isto da um reticulado real.

Proposicao 5.1. [I1] Se K é um corpo de nimeros de grau n, Dk o discriminante de
K, Ok o anel dos inteiros algébricos de K, I um ideal nao nulo de Ok e ry a metade no
nidmero de monomorfismos imagindrios, entio, ox(Oxk) e ox(I) sdo reticulados, com

respectivos volumes,
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Vol(ox(Ok)) = 27| Dg|?,
Vol(ox(I)) = Vol(ox(Ok))N(I).
Exemplo 5.3. Seja K = Q(+/5). A base integral de K & {1, 1*‘/5} e Ox =7 [%5] .

2
Pelo Teorema (5.1), A = 0(Ok) é um reticulado no R?. Os dois monomorfismos sdo

o1(v5) = V5, 03(v/5) = —V/5. Neste caso, 1, = 2 e 7y = 0, assim a matriz geradora

do reticulado é
v o1(1) oo(1) B 1 1
—\ o (1+2\/5 ) . 1+2\/5 ) = 1+2\/5 1—2\/5 :

e volume dado por

2
=
)
S
-
no
S

VOZ(UK(O]K)) = 270 det =

I
S

QL
e
VR
TE
S IS
N~
I
=

)
[\
—~
—_
~—
)
(V]
[\

Exemplo 5.4. Seja K = Q(1/—3). A base integral de K é {1, 1+‘2/j3} eOg =7 [%53] :

Pelo Teorema (5.1), A = o(Ok) é um reticulado no R*. Os dois monomorfismos sdo

01(v—=3) = V=3, 02(vV/—3) = —v/—3. Neste caso, 11 = 0 e ro = 1, assim, a matriz
geradora do reticulado é

0

ﬁ )

2

Roi1(1) Soq(1)
M= < Koy (ﬂ) %01<%j3> > - <

e volume dado por

N =

Vollox() = 2 |[der [ "W 2 .
ollog(Uk = 27 et = = |det /=
o2(1) o3 1+\2/j3 2 : \2/73
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Reticulado algébrico construido usando Q(+/ =3 )

al J
L ° ° ° ° ° ° °
AN J
° ° ® ° ° ° °
° ° ° ° ° ° °
0 ° ° ° ° ° °
° ° ° ° ° ° °
[ ° ° ° ° °® ° °
,2 |- -
re ° ° ° ° ° °
4L 4
L L L L
4 2 0 2 4

E possivel verificar que com essa estrutura algébrica obtém-se o reticulado hexagonal

A,y. Para maiores detalhes consultar [13].



6 Aplicacao 2: Solucao da Equacao
Diofantina y2 = 2° + k

Uma equacao com coeficientes inteiros e que deve ser resolvida em niimeros inteiros é
chamada de equagao Diofantina, em honra a Diofanto (200-284 d.C). Nao se sabe muito
sobre Diofanto, mas sabe-se que ele propds em seus principais trabalhos aritméticos
muitos problemas a serem resolvidos em niimeros racionais ou inteiros, segundo [1J.

Por exemplo, se considerarmos a equagao 3x + 2y = 7, observe que 3 —2 =1
e multiplicando ambos os lados da equacdo por 7 obtemos que 3(7) + 2(=7) = 7.
Assim (7,—7) é solucdo da equagdo. Portanto a equagdo 3z + 2y = 7 é uma equagao
Diofantina, pois possui coeficientes e solugao inteiras.

Neste capitulo, vamos aplicar a teoria dos nimeros algébricos para resolver a equa-

¢ao Diofantina:

y2:$3+k5

onde k£ ¢ um inteiro qualquer.

Esta equacao é muitas vezes chamada de equagao de Bachet, em homenagem ao
matematico francés Claude Gaspard Bachet de M’eziriac (1581-1683), que mostrou
como encontrar solugoes de y* = 23 — 2 para x,y € Q. Em 1917, Axel Thue (1863-
1922), mostrou que para um dado inteiro k diferente de zero, a equagdo de Bachet
tem no maximo um ntimero finito de solugoes para x,y € Z. Portanto, o problema de
encontrar todas as solugoes em inteiros da equacao de Bachet para um dado inteiro

nao nulo k é reduzida a uma busca finita.

6.1 Solucao de y?> = 2° + k via Teoria dos Niumeros
Algébricos

Nesta se¢ao, usamos a aritmética dos corpos quadraticos para determinar todas as
solugdes em inteiros (se houver) da equacao de Bachet para certos valores de k. Em
particular quando £ = —2 mostramos que (z,y) = (3,£5) sdo as tnicas solu¢oes em

niimeros inteiros de y? = 2® — 2, este é o primeiro resultado estabelecido por Fermat.

60
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Os principais resultados que usaremos sao os dois teoremas que seguem.
Teorema 6.1. [1/ Seja D um dominio de Dedekind. Sejam A, B e C ideais diferentes
de zero de D tal que A e B sao coprimos (A+ B = (1)) e

AB =(C",

onde n € um inteiro positivo. Nestas condicoes existem ideais Ay e By de D tais que

A:A?,B:B?GC:AlBl

Demonstra¢ao. Como D é um dominio de Dedekind, cada ideal diferente de zero de
D pode ser expresso unicamente como um produto de ideais primos (Teorema [4.3).

Assim

C=p"...p

onde P, ..., P, sao ideais primos distintos e aq, ..., a, sao inteiros positivos. Dai

AB = PP ... prar,

Como A e B sdo ideais primos entre si, cada poténcia primaria P"* (i = 1,...,r) divide

A ou B, mas nao ambos. Dai reorganizando as poténcias se necessario temos

_ nai Nas _ Nas+1 nar
A= P! ...P" ¢ B= Pl pror

para algum inteiro s com 0 < s < r. Sejam A; = P/ ---P% e By = P;{'--- P,

entao A = A}, B = B}, e C' = A;B; como queriamos. n

Como o anel de inteiros de um corpo de nimeros é um dominio de Dedekind, o

Teorema [6.1| aplica-se neste caso.

Teorema 6.2. [I] Se K é um corpo de nimeros, h o nimero de classes de K e A um
ideal de Ok tal que A* ¢ um ideal principal para algum inteiro positivo k coprimo com

h, entio A € um ideal principal.

Demonstra¢ao. Denotemos por [A] a classe lateral A em H(K). Como a ordem de
H(K) é h, temos [A]" = I assim A" ¢ um ideal principal. Como mdc(h, k) = 1 existem
inteiros 7 e s tal que rh + sk = 1. Entdo, como A* é um ideal principal, temos

A= Arh+sk — (Ah)r(Ak>s

e portanto A é um ideal principal. O]
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Vamos agora esbocar as ideias envolvidas nas utilizacoes dos Teoremas e
para obter classes de ntimeros inteiros k para quais podemos encontrar solugoes (se
houver) da equagao Diofantina y* = x3 + k.

Comecgamos supondo que a equacao y> = 22 + k tem solucao em inteiros x e y, de

modo que

7 = (y+ Vk)(y — Vk).

Notemos que y + Vk e y — vk sdo inteiros algébricos do corpo quadratico K = Q(\/E)
Vamos assumir que k é livre de quadrados e que k = 2(mod 4) ou k = 3(mod 4)

para evitar que o niimero 2 esteja nos denominadores dos inteiros de K = Q(\/E), pelo
Teorema Ox = Z[VE].

Passando para ideais em Oy, obtemos

(2)* = (y + V&) (y — VE).

Se os valores de k sdo escolhidos de modo que os ideias principais (y + k) e (y — V)

sao primos entre si, entao podemos deduzir do Teorema que

(y+VEk) = A3

para algum ideal A de Og. Além disso, se o nimero da classe de K nao é divisivel por
3, sabemos pelo Teorema que A é um ideal principal, digamos

A= (a+bVE)

para algum inteiro a e b. Logo

(y +VE) = (a + VE) = ((a + 0VE)?)

e pelo Teorema 4.1

y+Vk=ela+ V),

onde ¢ ¢ uma unidade de Og. Dois casos surgem dependendo se k é negativo ou
positivo.

Se k é negativo, entdo ha apenas um numero finito de possibilidades para e. De
fato, se k # —1 entdao e = +1 e se k = —1 entao ¢ = +1, i (Teorema . Uma vez
3 3

que os cubos podem ser absorvidos em (a 4+ bvVk)? e —1 = (—1), i = (=) e —i = i,

a equacgao torna-se

y+Vk = (a+bvk)®,

Igualando os coeficientes de vk, obtemos
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1 =3a% + kb® = b(3a* + kb?),

de modo que b= +1. Agora é uma questao de determinar as possibilidades de a, e

consequentemente as solugoes x, y em niimeros inteiros para y? = ® +k (veja Teorema

53).

Se k é positivo, entdo existem infinitas possibilidades para €. De fato, e = +n°,
onde n = T + UvVk(> 1) é a unidade fundamental de Og e ¢ € Z (Teorema .
Absorvendo os cubos —1 = (=1)3 e p** = (™) em (@ + bv/k)? vemos que temos

somente que examinar as trés equacoes

y+Vk = (a+bVE)?,
y+Vk = nla+ k)

y+Vk =n*(a+bvk)>.

A primeira destas equacoes pode ser tratada como no caso k < 0. Para as outras duas
equagoes é conveniente impor condi¢oes de congruéncia em k, T' e U para garantir que
ela nao tém quaisquer solugoes. Isto é ilustrado no Teorema Devemos notar que
os cubos absorvidos devem ser levados em conta quando se procura todas as solugoes
de y? = 23 + k.

Teorema 6.3. Seja k um inteiro tal que k < —1 e livre de quadrados, k = 2(mod 4) ou k =

3(mod 4) e h(Q(Vk)) # 0(mod 3).

(a) Se existe um nimero inteiro a tal que

k=1-—3d%

entdo as unicas solugoes em inteiros de y> = 23 4+ k sao

r=4a> — 1, y = £(3a — 8a°).

(b) Se existe um nimero inteiro a tal que

k=—1—3d?%

entdo as tnicas solugcoes em inteiros de y* = a2 + k sdo

r=4a®>+1, y = +(3a + 8a®).

(¢) Se k # £1 — 3a® para qualquer inteiro a, entio y*> = x> + k nao tem solugoes em

mnteiros x e y.
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Demonstracdo. Suponha que y?> = 23 + k tem uma solucio = e y em inteiros e vamos
mostrar que ou o caso (a) ou o caso (b) vale. (Observamos que, no caso (a) k = 1(mod 3)

e no caso (b) k = 2(mod 3), de modo que os casos (a) e (b) sdo exclusivos.)

Primeiramente, vamos mostrar que x = 1(mod 2). Como y? = 0(mod 4) ou y>

1(mod 4) e k = 2(mod 4) ou k = 3(mod 4) por hipotese, vemos que z° = y> — k
1(mod 4) ou x* = y? — k = 2(mod 4) ou z* = y* — k = 3(mod 4). Mas z* # 2(mod 4)
pois y? # 1(mod 4) assim 23 = 1(mod 4) ou 23 = 3(mod 4), consequentemente x =
1(mod 2).

Em seguida, vamos provar que mdec(x, k) = 1. Suponha que mdc(z, k) # 1, entdo
existe um primo p tal que p | z e p | k. Como k ¢ livre de quadrados temos p? 1 k.
Assim, pt 23 + k e entdao p { y*, uma contradigao.

De z = 1(mod 2) e mde(x, k) = 1 deduzimos que mdc(x,2k) = 1 e portanto existem

[,m € 7 tais que

lx +m(2k) = 1. (6.1)

Agora, seja K = Q(\/E) de modo que K seja um corpo quadratico imaginario. Como
k = 2(mod 4) ou k = 3(mod 4), Og o anel dos inteiros de K & Z[v/d]. Mostraremos
que os ideais principais (y + V&) e (y — V) de Ok sdo primos entre si. Suponha que

nao sao primos entre si, entao existe um ideal primo P tal que

P {y+Vk)eP|(y—Vk).

Assim,
y+vVkePey—VkeP
Entao
Wk=(y+Vk)—(y—Vk)eP
e assim
2k = VE(2VE) € P, (6.2)
Agora,

de modo que

P (x)%

Como P é um ideal primo, deduzimos que
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Pl (a).

Portanto

x € P. (6.3)

De (6.1)) e (6.3), vemos que 1 € P, contradizendo que P é um ideal primo.
Mostramos portanto que (y+vk) e (y — V/k) sdo ideais primos entre si de Ok com
(y + VE)y — VE) = (2)3. Como K é um corpo de nimeros, Og é um dominio de
Dedekind e portanto pelo Teorema [6.1], existe um ideal A de Ok tal que
(y+ Vk) = A%,
Portanto A® ¢ um ideal principal e, como h(Q(vk)) # 0(mod 3) segue que 3 é coprimo
com h(Q(vk)) e pelo Teorema A & um ideal principal, digamos

A= (a+bVE),

onde a,b € Z. Assim

(y+VE) = (a+bVE)? = ((a+ 0VE)?).

Pelo Teorema [4.1| existe uma unidade € € Ok tal que

y+ Vk = e(a + bVE)>. (6.4)

Como k < —1, k = 2(mod 4) ou k = 3(mod 4) pelo Teorema segue que € = +1.
Tomando o conjugado em (6.4]), obtemos

y—Vk=e(a—bVk). (6.5)

Portanto

=y —k=(y+VE)(y— Vk) = (a +bVk)*(@a - Vk) =
= ((a +0VE)(a — bVE))? = (a® — kb?)®.

Assim

r = a® — kb’ (6.6)
Adicionando e subtraindo (6.4) e (6.5)), obtemos

2y = €((a + b\/%)3 + (a — b\/E)B)
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Wk = €((a+ b\/E)3 — (a— b\/E)‘g),

de modo que

y = e(a® + 3kab®) e 1 = €(3a’b + kb*).

De 1 = eb(3a® + kb*) vemos que eb = +1, assim b = +e. Se b = € entao

v=a®—ky=ec(a®+3ka) el =23a"+k,

logo,
k=1-3a*
e
=40 —1ey = +(3a — 8a°).
Claramente,
2+ k= (4a® — 1)® + (1 — 3a®) = 64a® — 48a* 4 9a* = (8a® — 3a)* = ¢*.
Se b = —e entao
v=a*—k,y=e(a®+3ka) el =-3a>—k,
logo,
k=—1-3a®
e
r=4a’>+1ey=+(3a + 8a*).
Claramente
2+ k = (4a®> +1)* — 1 — 3a® = 64a° + 48a* + 9a* = (8a® + 3a)? = ¢°.
Isso completa a demonstragao do teorema. O

Exemplo 6.1. O inteiro k = —2 = 1 — 3.12 satisfaz as condigdes do Teorema [6.3)(a).

Como h(Q(+v/—2)) = 1, segue que as tnicas solu¢oes em inteiros para a equagao

y2:x3_2
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sao (z,y) = (3,£5). Este resultado foi afirmado primeiro por Fermat.

Os valores de k no intervalo —200 < k < —2 que satisfazem as condig¢oes do Teorema

6.3(a) sao
k=—-74=1-35" (h(Q(v—74)) = 10)

k=-146=1-3.7" (h(Q(v/—146)) = 16).

Assim, pelo Teoremal6.3|(a), as tinicas solugdes em inteiros de y? = % — 74 sdo (z,y) =
(99, £985) e as unicas solu¢oes em inteiros de y? = x® — 146 sdo (x,y) = (195, £2723).

Exemplo 6.2. O menor niimero inteiro k& em valor absoluto que satisfaz as condigoes

do Teorema [6.3|(b) ¢

k=—-13=—-1-3.2?
pois h(Q(yv/—13)) = 2. Assim, pelo Teorema [6.3|(b), as tnicas solugdes em inteiros = e
y da equacao
y? =2 —13

sdo (z,y) = (17,£70). No intervalo —200 < k < —1 h4 apenas um outro valor de k
que satisfaz as condigdes do Teorema [6.3|(b), que &

k=-193=—1-38" (h(Q(v/—193)) = 4).

As tnicas solugées em inteiros da equagao y* = 2% — 193 sao (z,y) = (257, +4120).
Exemplo 6.3. O ntimero inteiro k = —5 satisfaz as condi¢oes do Teorema [6.3)(c) pois
h(Q(v/—5)) = 2. Assim a equagido

y2 _ x3 -5

nao tem solucoes em inteiros.
Da mesma forma, encontramos que y> = z3+k nao tem solucao em niimeros inteiros

T ey para

k=—6,—10,—14, —17, —21, —22.

No proximo teorema, apresentamos um resultado semelhante ao do Teorema [6.3(c)

no caso em que k é positivo.
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Teorema 6.4. Seja k um nidmero inteiro tal que k > 0 e livre de quadrados, k =
2(mod 4) ou k = 3(mod 4), h(Q(V'k)) # 0(mod 3) e T + Uk a unidade fundamental
de K = Q(Wk) de norma 1. Nestas condigies, se

k=4(mod 9) e U = 0(mod 9)

ou

k=T7(mod9) e U= +3(mod 9)

ou

k=4(mod 7) e U = 0(mod 7)
entao a equacdo y* = 23 + k nao tem solucio para x,y € Z.

Demonstracao. Exatamente como na demonstragao do Teorema [6.3] obtemos

y+Vk = ela+ k),

onde € é uma unidade de Ok. Seja n a unidade fundamental de Og de modo que

e=4n'

para algum [ € Z. Como os cubos —1 = (—1)3 e n°™ = (™)3 podem ser absorvidos no
cubo (a + bvk)?, temos y + vk = e(a + bvk)?, onde € = 1,7 ou n%. Além disso, como
n=1’/1"en*=mn’/n, temos

1 1
y‘i‘\/E:‘f(a"—b\/E)ga onde € € {177775} ou {1’ﬁ7772}'

Escolhemos ¢ € {1,n,1/n} se n tem norma 1 e ¢ € {1,1/n% 7%} se n tem norma —1.

Assim em ambos 0s casos

ce {1, T+UVEkT—-UVE}.

onde T + Uvk é a unidade fundamental, maior que 1, de Ok de norma 1. Se e = 1,
igualando os coeficientes de vk obtemos 1 = 3a2b + kb®, assim b | 1 e entdo b = +1.
Portanto, &1 = b = 3a?b? + kb* = 3a> + k > k > 1, uma contradicdo. Assim,
¢ =T + UVk. Entio

y+Vk= (T £UVk)(a+bVk)* =
= (T + UVE)((a® + 3kab®) + (3a®b + kb*)Vk) =
= (T(a® + 3kab®) £ Uk(3a®b + kb%)) + (T(3a*b + kb*) + U(a® + 3kab®))Vk

de modo que,
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1 =T(3a®b + kb*) £ U(a® + 3kab?). (6.7)

Caso (i): k = 4(mod 9) e U = 0(mod 9). Como U = 0(mod 9), para T? — kU? = 1
obtemos T' = +1(mod 81), digamos

T = e(mod 81),¢ = £1.
Entao de (6.7) modulo 9, deduzimos que

1 = €(3a®b + 4b*)(mod 9). (6.8)
Claramente, essa congruéncia implica que b #Z 0(mod 3). Assim b = +1(mod 3),
digamos
b= A(mod 3),\ = £1.
Logo,

b’ = A(mod 9).
Entdo de deduzimos que

1 = eA(3a® + 4)(mod 9),

assim,

36> +4= el = +1(mod 9),
dando

3a* = 4(mod 9), ou 3a® = 6(mod 9),
sendo que ambos sao impossiveis de acontecerem.
Caso (ii): k = 7(mod 9) e U = +3(mod 9). Neste caso, temos U? = 0(mod 9).
Entao como T? — kU? = 1 concluimos que T2 = 1(mod 9), e assim
T =e(mod 9),e = +1.

Em seguida, de (6.7) modulo 3, obtemos

1 = eb*(mod 3),

de modo que

b= e(mod 3) e b* = e(mod 9).

Entao, de (6.7) modulo 9 temos
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1 =3a® + 7=+ 3a*(mod 9).

Claramente, isso implica que a # 0(mod 3), entdao a = +1(mod 3),a* = 1(mod 3),

a® = a(mod 3).

Portanto

1 =14+ 3a(mod9),

dando a = 0(mod 3), uma contradigao.
Caso (iii): k =4(mod 7) e U = 0(mod 7). Para

y+Vk = (T £UVE)(a+bVk)?

concluimos que

y—Vk=(TFUVk)(a—bVk)",

=y —k=(y+Vk)(y—Vk) =
= (T +UVE)(a+WE) (T FUVE)(a—bVE) =
= (T? = kU?)(a® — kb®)® = (a® — kb?)?
e portanto

r=a’— kb%

Agora, como

2 = 0(mod 7) ou 2* = 1(mod 7) ou x* = 6(mod 7)

y® = 0(mod 7) ou y* = 1(mod 7) ou y* = 2(mod 7) ou y* = 4(mod 7),

segue que

y* —2° =k = 4(mod 7)

que da

y* = 4(mod 7) e 2* = 0(mod 7).

Portanto,
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z = 0(mod 7)

e entao

a® — 4b* = 0(mod 7);

isto é,

a = £2b(mod 7).
De U = 0(mod 7) e T? — kU? = 1 concluimos

T? = 1(mod 49)

assim

T = £1(mod 49).
Entao de (6.7) obtemos que

1 = 4+2b*(mod 7),

o que é impossivel.
Isso completa a demonstracao que y* = 23 + k nao tem solucao nos trés casos para
x,y € L. ]

Exemplo 6.4. Escolhendo k& = 58 temos que k£ = 2(mod 4) e k = 4(mod 9). Neste
caso, h(Q(1/58)) = 2 e a unidade fundamental de Q(1/58) ¢

99 + 13v/58

de norma —1. Assim a unidade fundamental de norma 1 é

(99 + 13v/58)? = 19603 + 2574/58

entao

U = 2574 = 0(mod 9).
Portanto, pelo Teorema a equacao y? = x3 + 58 nao tem solucdo em inteiros x e y.

Exemplo 6.5. Escolhendo k = 7. Dai k = 3(mod 4) e k = 7(mod 9). Assim,
h(Q(v/7)) = 1 e a unidade fundamental de Q(+/7) de norma 1 &

8+ 37
assim U = 3 = 3(mod 9). Logo, pelo Teorema a equacao y?> = z° + 7 nao tem

solugao em inteiros = e .
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Exemplo 6.6. Escolhendo k = 158. Dai k = 2(mod 4) e k = 4(mod 7). Assim,
h(Q(+/158)) = 1 e a unidade fundamental de Q(1/158) de norma 1 é

7743 + 616V 158
de modo que U = 616 = 0(mod 7). Portanto, pelo Teorema a equacao y? = 3+158

nao tem solucao em inteiros = e y.

Teorema 6.5. [1] A equagdo

y? =1° — 31 (6.9)
nao tem solugcao para x,y € 7.

Demonstragdo. Suponha que y? = 23 — 31 tem uma solu¢io em inteiros x e y.
Primeiramente, note que 31 1y, pois se 31 | y entao 31 | z e assim 312 | 23 —y? = 31,
uma contradicao.
Agora vamos mostrar que x é par. Suponha que z é impar. Se x = 1(mod 4) entao

3 =

x (mod 4) e assim y? = 2(mod 4), o que é impossivel. Se = 3(mod 4) entao

22+ 31 + 9 = 3(mod 4). Portanto 2% + 3z +9 > 1.
Dai 22 + 3z + 9 tem um fator primo p = 3(mod 4). Agora,

y?+4=2°—27=(z—3)(2* + 3z +9),

de modo que y? + 4 = 0(mod p), que ¢ impossivel. Isso prova que x ¢ par e y é impar.
Uma base integral para K = Q(v/—31) é {1, hy-3l V2_31} A fatoragao em ideal primo
de 2 em Ok ¢é dada por

(6.10)

0= (2T (127

Mostramos agora que <2, Sty -3l {31> nao é um ideal principal. Suponha o contrério, que

<2, 3+y—st V2_31> ¢ um ideal principal. Entao existem inteiros a e b tais que

3++v—31 14+ +v-31
2, ————)Y=(a+b|—— | ).
2 2
Tomando as normas, obtemos

(125 (o (HFT)-

‘N (2a+ b+ b\/—31>’ ~ (2a+10)* +310°
2 B 4

assim,

(2a + b)* + 31b* = 8,
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que é impossivel.

Em seguida, aplicando e (6.10)), concluimos que

(22 () (o 2T 5

2 2

Mostramos agora que os dois ideais <3”+— ”2_31> e <y_— ”2_31> sao primos entre si. Supo-

nhamos que eles nao sao primos entre si, entao existe um ideal primo P tal que

P|<—y+\2/__31> eP|<—y_\2/__31>.

Entao,

v =31 —+/=31

Yrves: cp YoV o p

2 2

assim
v —31 — /=31
V=31 = (y+ . )—(y ; )eP.

Portanto,

P | (vV-31).
Mas P e <\/—31> ambos sao ideais primos de modo que

P =(v-31).

Consequentemente,

o {(2257)

de modo que =31 {31 € <\/—31>. Isso mostra que existem inteiros u e v tais que

ytv=3l g utov-3ly
2 2
Dai u = 1 e y = —3lw, contradizendo 31 t y. Isso prova que os ideais <(—y+ V2731)> e

S ”2_31> sao primos entre si. Assim, substituindo y por —y se necessério, vemos a
partir de (6.11]) que existe um ideal A de Ok tal que

y+v—31 = {9 3+v—31 AS
2 o ’ 2 ’
y=V=SL) Y = (g 3=/l A (6.12)

(5) = A4
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onde A denota o ideal conjugado de A. Como h(Q(y/—31)) = 3 o ideal A* ¢ principal.

Entao, a partir da primeira igualdade de (6.12), concluimos que o ideal <2, Sty-3l V2_31>

¢ principal, uma contradicdo. Isso completa a demonstracdo de que a equacdo y? =

2® — 31 ndo tem solucdo para x,y € Z. ]

Concluimos essa secao dando duas tabelas (Tabelas (6.1) e (6.2)) de solugoes de
y? =2® + k (ver [1]).

Tabela 6.1: Solugoes (z,y) € Z* de

2= 34k, —20<k<0

k Solugoes (z,y) de y* = 2® + k
1 (1,0)

~2 (3,45)

—3  sem solugao

4 (2,42), (5, %11)

—5  sem solucao

—6  sem solugao

=7 (2,£1),(32,£181)
-8 (2,0)

—9  sem solucao

—10 sem solugao

—11  (3,44), (15, +58)

—12 sem solugao

—13 (17,470)
—14 sem solucao
—15 (4,47)

—16 sem solugao
—17 sem solugao
—18 (3,4£3)

—19 (7,£18)
—20 (6,+14)
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Tabela 6.2: Solugoes (z,y) € Z% de y*> = 23 + k,0 < k < 20

Solugoes (x,y) de y*> = 23 + k

© 00 I O O = W N =

N —m P =B = = B = = = =
S © 00 N O O =W Ny = O

,0),(0,£1), (2, £3)
] ,+1)
,+2)
+2)
1,42)

sem solugao

Y

(-1
(=
(1
(0
(=

sem solu¢ao

(=2,0), (1,£3), (2, £4), (46, +312)
(=2, +1), (0, £3), (3, +6), (6, +15), (40, £253)

(—1,£3)

sem solugao
(—2,42), (13, 4+47)
sem solucgao

sem solucgao

sem solugao




7 Consideracoes Finais

O presente trabalho foi dedicado ao estudo de teoria dos niimeros algébricos, abor-
dando alguns topicos e aplicacoes. A teoria dos niimeros algébricos teve uma grande
parte de seu desenvolvimento por meio de tentativas de solucao da Equacao de Fermat,
pois os inteiros algébricos apareceram como ferramenta para tratar esse problema.

Primeiramente, focamos nos topicos de teoria dos niimeros algébricos, comecando
com conceitos que servem de base para os estudos mais profundos e resultados impor-
tantes para a sequéncia do trabalho. No entanto, nosso objetivo maior, foi a aplicacao
em teoria dos numeros algébricos e devido ao grande ntimero de aplicagoes foram es-
colhidas somente duas delas para serem apresentadas.

Uma das aplicacoes presente no trabalho ¢ a teoria sobre os reticulados. Um re-
ticulado no R", intuitivamente, ¢ um conjunto infinito de pontos dispostos de forma
regular e os reticulados de maior interesse sao aqueles com maior densidade de empa-
cotamento. A construcao algébrica de reticulados esta diretamente ligada com o anel
dos inteiros de um corpo de nimeros e é dificil encontrar esse anel dos inteiros para
qualquer corpo, uma vez que o anel dos inteiros de corpos conhecidos sao apenas os
anéis dos inteiros dos corpos quadraticos e ciclotomicos.

A outra aplicacao é sobre as equacoes Diofantinas. Essas equacgoes possuem coe-
ficientes e solucoes inteiras apresentadas geralmente com mais de uma variavel, tais
solucoes existem quando consideramos um dominio euclidiano.

Algumas dessas equagoes Diofantinas foram estudadas por grandes matematicos
como Fermat, que estudou a equacao " + y" = 2". Outra equacao que aparece muito
nas bibliografias ¢ a equacao de Pell 22 — dy? = 1. J4 a equacao Diofantina que foi
abordada neste trabalho é a equacdo y?> = 2° + k, que muitas vezes é chamada de
equacao de Bachet. O maior problema de verificar se uma equacao é Diofantina reside
no fato de que muitas vezes uma equacao nao possui solucdo somente nos inteiros.
Vimos que o nimero de classe de K = Q(v&) esta relacionado com as solucoes da
equacao y?> = 23 + k e para encontra-las analisamos o caso em que k é positivo ou
negativo.

Por fim, vale ressaltar que ainda ha muitos resultados que podem ser obtidos utili-
zando esta teoria e muitas aplicagoes a serem estudadas partindo dos resultados deste
trabalho.
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