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Resumo

A Topologia Algébrica descreve a estrutura geométrica de um espaco topologico,
associando a ele um sistema algébrico, geralmente um grupo ou uma sequéncia de
grupos. A funcdes continuas entre espacos topologicos correspondem homomorfismos
entre grupos associados a estes espacos. Nesta dissertacao, mostraremos que a homolo-
gia singular com coeficientes em 7Z, constituem uma teoria de homologia, baseados nos
axiomas de Samuel Eilenberg e Norman Steenrod. Apresentaremos, também, resulta-
dos classicos como a nao existéncia de um homeomorfismo entre R e R", para m # n,
o teorema do ponto fixo de Brouwer e a nao existéncia de campo vetorial nao-nulo nas

esferas de dimensao par.

Palavras-chave: Topologia Algébrica, Axiomas de Eilenberg-Steenrod, Teoria - Apli-

cagoes.



Abstract

The Algebraic Topology describes the geometrical structure of a topological space
by associating an algebraic system, usually a group or a sequence of groups. To
continuous functions between topological spaces correspond homomorphisms between
groups associated to these spaces. In this work we will show that Singular Homology
with Z-coefficients constitutes a homology theory, based on the Eilenberg-Steenrod Axi-
oms. We also present some classical results as the nonexistence of a homeomorphism
between R™ and R", if m # n, the Brouwer’s fixed point theorem and the nonexistence

of a non-zero vector field in even dimension spheres.

Keywords: Algebraic Topology, Eilenberg-Steenrod Axiom’s, Theory - Applications.
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1 Introducao

Estudos em Topologia Algébrica intensificaram-se nos tltimos 30 a 40 anos, difun-
dindo-se na graduacao, na pos-graduacao e em pesquisas matemaéticas. Com isso, a
Teoria de Homologia tornou-se popular entre os matematicos.

Esta dissertacao é espelhada na apostila do Prof. Dr. Carlos Benjamim de Lyra
(item [1] da bibliografia), aplicada ao curso de pos-graduagio na USP em Sao Carlos, em
1971, cujo objetivo é demonstrar que as propriedades referentes a Homologia Singular
satisfazem axiomas requeridos para que a teoria seja uma Teoria de Homologia: os sete
axiomas de Eilenberg-Steenrod. Esta descri¢do axioméatica para a Teoria de Homologia
foi proposta por Eilenberg e Steenrod, em 1945.

Primeiro apresentaremos pré-requisitos algébricos e topologicos necessarios ao de-
senvolvimento do presente trabalho. Apoés, introduziremos a Homologia Singular e
suas propriedades, verificando que esta satisfaz 5 dos 7 axiomas requeridos (de nu-
meros 1,2,3,4 e 7). Assumindo que os axiomas 5 e 6 sdo validos, exploraremos as

seguintes aplicagoes:
1. A nao existéncia de um homeomorfismo entre R™ e R", se m # n.
2. Teorema do ponto fixo de Brouwer.

3. A nao existéncia de um campo vetorial nao-nulo nas esferas de dimensao par.

Em um segundo momento, mostraremos a validade dos axiomas 5 e 6, completando
os objetivos deste trabalho e proporcionando um material disponivel para alunos de

graduacao e pos-graduacao, desta e de outras instituicoes de ensino superior.
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2 Pré-Requisitos Algébricos

Inicialmente, abordaremos conceitos e resultados algébricos e topologicos necessa-

rios ao estudo da Teoria de Homologia.

2.1 Sequéncias exatas

Definicao 2.1. Sejam A e B grupos abelianos. A soma direta de A e B, denotada por

A @ B, consiste do conjunto A X B com a adi¢ao dada por:
((ll, b1> + (CLQ, bg) = ((11 -+ a9, b1 + bz)

Observe que A @ B satisfaz os axiomas de grupo abeliano. Ou seja, o grupo
(A @ B,+) satisfaz as propriedades: associativa, comutativa, existéncia de um tnico

elemento neutro e existéncia de um tnico elemento oposto.

Definigao 2.2. Dados A, B e X grupos abelianos, definimos uma aplicagio ¢ : X —
A @ B por
é(z) = (¢1(x), da(x)), para todo v € X,

onde ¢1: X — A e ¢po: X — B sao as aplicacoes componentes de ¢.

Observe que a aplicacao ¢ ¢ um homomorfismo se, e somente se, ¢; e ¢, também o
sa0.

De fato, se ¢ ¢ um homomorfismo, entao para todos a e b em X, temos que ¢(a+b) =
o(a)+ ¢(b). Por outro lado, ¢(a+0b) = (¢1(a+0b), p2(a+b)). Entao: (¢1(a+0b), pe(a+
D) = 6(a) +6(b) = (61(a), 62(a)) + (61(8), 62(8)) = (61(a) + 61(b), Ba(a) + d(b). Pela
igualdade de pares ordenados: ¢1(a +b) = ¢1(a) + ¢1(b) € Pa(a + b) = pa(a) + ¢2(b).

Portanto, ¢; e ¢9 sao homomorfismos.

(
)

19



20 Pré-Requisitos Algébricos

Reciprocamente, suponha que ¢; e ¢5 sao homomorfismos. Entao para todos a e b

em X, ¢p(a+b) = (¢1(a+b), ¢2(a+b)) = (¢1(a)+¢1(b), d2(a)+d2(b)) = (d1(a), d2(a)) +
(01(D), p2(b)) = ¢(a) + ¢(b). Portanto, ¢ é um homomorfismo.
Denotaremos a aplicacao ¢ : X — A @ B, definida acima, como uma matriz coluna

ou uma matriz linha usando chaves no lugar do parénteses. Assim:

0= Zi —{ 61,01 }

Definicao 2.3. Sejam A, B e Y grupos abelianos. Para quaisquer homomorfismos
A=Y ety B =Y, definimos a aplicagao v = (Y1,1¢5) : A® B — Y por
(1, 2)(a,b) = P1(a) + ¥2(b).

Este ¢ um homomorfismo de grupos.

Proposicao 2.1. Todo homomorfismo de grupos v : A@® B — Y, pode ser escrito de

forma dnica como ¥ = (Y1,19), onde 1 : A =Y ey : B—Y sdo homomorfismos.

Demonstrac¢ao. Para todo ¢ defina 1(a) = 1(a,0) e 12(b) = 1(0,b). Desta forma, 1
e 19 sao homomorfismos. Ainda:
1/1(6% b) = 1/)((6% O) + (07 b)) = @ZJ(CL, O) + w(ov b) = ,lvbl(a) + ¢2(b) = (@Zjla ’QD?)(aa b)
Agora, que esta decomposicao é tnica, segue do fato de que na soma direta A ® B,

o par (a,b) se escreve de modo tinico como (a,0) + (0, ).

O
Consideremos, agora, A, B, X e Y grupos abelianos e os homomorfismos
¢2
e (P1,19),onde ¢ : X = A, ¢po: X > B, )1 : A=Y eyy: B—Y.
Podemos definir a aplicagao composi¢ao:
<¢1’ ¢2>o “ X =Y,
P2

dada por

¢1

<¢1» 102)0 = (Y10 d1 +1h2 0 ¢2)
05
. ¢1

Entao, para todo x € X, temos ( U1, Yo ) o () = (10 1 + P2 0 ¢2)(2)

b2
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Fazendo um analogo & multiplicacdo usual de matrizes, sendo ¢ : X &Y — AP B,

este pode ser escrito da forma b ,onde o1 : XBY - Aegy: XBY — B, com

. ol 11 012
o1 = (0411,0412) e Py = (0421,0422)- Assim, ¢ = =
¢2 Qa1 9o

Entao, a multiplicagao usual de matrizes pode ser vista como uma composicao de

homomorfismos:

[0 (6]
(% ¢2)o PR xevy oy

Qo1 (g9

Definigao 2.4. Sejam A, B e C grupos abelianos e ¢y e ¢po homomorfismos. Dizemos

que a sequéncia A N BB C ¢ uma sequéncia exata se ker(¢e) = Im(¢y).

Podemos estender esta definicdo para sequéncias longas: sejam A;, para i € I,

grupos abelianos e ¢;, para ¢ € I, homomorfismos, entao a sequéncia
—)AlgAQQAggfthg)—)
serd dita sequéncia exata longa se para cada i € I, tivermos ker(¢;+1) = Im(¢;).

Definicao 2.5. Uma sequéncia exata da forma O N AN BACRO ¢ chamada de

sequéncia exata curta.

Note que, neste caso, como a sequéncia é exata, temos:
ker(¢1) = Im(¢y) = 0 e portanto ¢, é injetora.
ker(¢s) = Im(¢2) = C e portanto ¢ é sobrejetora.

a ®
Teorema 2.1. Dados a sequéncia exata P — () 2 R—=S — {0} e 0 homomorfismo
5

d:S8 — R, com pod=Idg, entao a sequéncia P fodh QaS CY R4 {0} ¢é exata

Demonstracao. Primeiro, precisamos provar que a sequéncia ¢ exata em Q@ .S, ou seja,
devemos mostrar que ker(f,6) = Im{a,0}.

Considere as aplicagoes (3,9) e {a, 0} foram definidas como segue:

{a,0}(a) = (a(a),0(a)) = (a(a),0), Ya € P e

(8,6)(c,d) = B(c) +6(d), V(e d) € Q@ S.

Entao, ker(B,0) ={(c,d) e Q® S | B(c) + (d) =0} e Im{a,0} = {(a(a),0) | a €
P}. Chamaremos a expressao (c) + 6(d) = 0 de ().
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Usando o fato de que a sequéncia P = Q A RAS S {0} é exata, temos que
Im(f) = ker(p); deste modo para todo ¢ € @, 5(q) € ker(y) e entao ¢(8(q)) = 0,
para todo ¢ € Q. Chamaremos a expressao @ o f =0 de (xx).

Aplicando ¢ em ambos os lados de (), obtemos ¢(3(c) +d(d)) = ¢(0) = 0 e entao
©(B(c)) + ¢(0(d)) = 0. Mas por (xx) e pela hipotese de que ¢ 0§ = Idg, concluimos
que Idg(d) = 0, ou seja, d = 0.

Substituindo d = 0 em (x), temos que B(c) = 0 e entdao ¢ € ker(f) = Im(a).
Portanto, existe a € P tal que a(a) = ¢. Como d = 0 e ¢ = a(a), podemos escrever
o nicleo da aplicagao (f3,0), como sendo o conjunto ker(8,d) = {(a(a),0) | a € P} =
Im({a,0}). Portanto, a sequéncia ¢ exata em Q @ S.

Agora, mostraremos que a sequéncia é exata em R, ou seja, ker(¢) = Im([3,9).

Como ¢ = 0, entdo ker(¢) = R. Assim, se mostrarmos que a aplicagdo (5,9) é
sobrejetora, o teorema estara provado.

Neste caso, para todo r € R, ¢(r) € Se (do¢)(r) € R. Como ¢ od = Idg,
o(r) = (pdp)(r) e entdo p(r) — (pdp)(r) = 0. Assim, p(r — do(r)) = 0 e portanto
r—0p(r) € ker(p) = Im(B).

Assim, existe ¢ € @ tal que (q) = r — dp(r) e entdo r = B(q) + op(r) =
(8,0)(q,¢(r)). Dessa forma (,d) é sobrejetora, pois existe (g,p(r)) € Q ® S tal
que r = (B,6)(q,¢(r))- =

Como consequéncia deste teorema, o corolario a seguir expressa o resultado principal
desta secao:

Corolario 2.1. Dados a sequéncia exata curta {0} = Q 5R5 S8 o {0} e o

homomorfismo 6 : S — R, com ¢ o = Idg, entdo a aplicagdo (5,0) : Q HS — R é
um isomorfismo.

Demonstra¢ao. Substituindo P por {0}, no teorema acima, obtemos a seguinte sequén-

cia exata curta: {0} ta gt Qes ©) R4 {0}, seguindo o resultado. O

Observacao 2.1. Quando existir um homomorfismo J, tal como no teorema acima,

dizemos que a sequéncia se fatora ou que R se decompode em uma soma direta de @) e

S.

Nas proximas secoes, desenvolveremos a teoria algébrica necessaria para a cons-

trucao dos grupos de homologia singular. Isto nos permitira desenvolver a Homologia
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Singular.

2.2 Complexos de Cadeias

Definicao 2.6. Um complexo de cadeias C = (Cy, 0,) € definido por um par de sequén-
cias: uma sequéncia de grupos abelianos (Cy)qez € uma sequéncia de homomorfismos
0y : Cy = Cy_q, tal que J,—1 0 0y = 0, para todo q € 7Z.
Representaremos um complexo de cadeias por um diagrama da forma:
o, o, By
= O = Cy = Cy 5.

Definicao 2.7. Os elementos de C; sao chamados de g-cadeias.

Considere o complexo de cadeias C' = (C,, d,). Para cada ¢ € Z podemos associar,

de modo natural, certos subgrupos dos grupos de cadeias C;, a saber:
Z4(C) = ker(9y)
By(C) = Im(9y+1)
Dessa forma, tanto Z,(C'), quanto B,(C'), serdo subgrupos normais de C,.

Definicao 2.8. Chamaremos os elementos de Z,(C) de g¢-ciclos e os de B,(C), de
g-bordos do complezo C.

Observe que, como J, 0 0,41 = 0, segue que B,(C) C Z,(C).

Definicao 2.9. O grupo quociente H,(C) = B,(C) € denominado q-ésimo Grupo
q
de Homologia do Complezo C. Os elementos de H,(C) sao chamados de classes de

homologia e um elemento z + B,(C) € H,(C), com z € Z,(C), é denotado por {z}.

Definigao 2.10. Dados dois complezos de cadeias C = (Cy, 0,) e C" = (C7,9;), chama-
se aplicagcdo de cadeias ¢ : C' — C' a uma familia de homomorfismos ¢ = (¢,), onde

¢q: Cy— Cy, q €Z, € tal que para todo g temos 9 0 ¢g = g1 0 Oy

Com essa definicao, podemos dizer que ¢ é uma aplicacao de cadeias se cada um

dos "quadrados” do diagrama abaixo comuta:
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Og+1 94
Cq+1 Cq

i¢q+1 iﬁbq i¢ql
/ o'

0,
! q+1 / q !
2

q+1

Diagrama I

Definicao 2.11. Seja C = (C,, 0,) um complezo de cadeias. Por um subcomplezo de
cadeias D de C, entenderemos uma sequéncia de subgrupos D, C C, e de homomorfis-
mos 0, : Dy — Dgy_1, tais que 0, = 0, |p,. Para indicar um subcomplexo de cadeias D

de C', usaremos a notacao D C C.

Observemos que uma sequéncia de subgrupos D, C C, define um subcomplexo
de cadeias se, e somente se, d,(D,) C D,_1, pois, se uma sequéncia de subgrupos
D, C Cy e um homomorfismo 9, : D, — Dy definem um subcomplexo de cadeias D
de C, entao 0, = 0, |p,- Logo 0,(D,) C Dy—1. Reciprocamente, se 9,(Dy) C Dy_1,
entao 8; = 0y |p, define homomorfismos 6; : Dy — D,y vistoquese f: X =Y é
um homomorfismo e A C X, entdo f |4 € um homomorfismo. Assim os subgrupos

D, c C, definem o subcomplexo de cadeias D de C"

941 - O 91
o+ = Dy1 = Dy =Dy g 5 -

Definicao 2.12. Dado um subcomplezo D C C definimos o complezo quociente E = %,

C

como o complexo de cadeias F = (Eq,(?)q), onde B, = Fq € 5(1 : By — Eq—q € definido

q
por passagem ao quociente em 0, (visto que 0,(D,) C Dy_1).

Desta forma, para todo elemento ¢ + D, € E, 5q : By — E,; é dado por

Eq(c + Dg) = 04(c) + Dygs
Afirmamos que d, , 0 d, = 0, onde 0 é o homomorfismo nulo.
De fato, se c+ D, € E,, entdo (9,.100,)(c+D,) = 9,-1(04(c+ D,)) = 04-1(9,(c) +
Dy 1) = (041 00,)(¢) + Dy—2 = Dy_2, uma vez que (9,1 © 9y)(c) = 0.

Proposicao 2.2. Dada uma aplicacao de cadeias ¢ : C — C', temos:
(1) (¢,(C,)) define um subcomplezo de C'.
(ii) (ker(¢g)) define um subcomplexo de C.
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Demonstragao. (i) Devemos mostrar que 0, (¢q(Cy)) C ¢pg—1(Cy-1)-

Considere d € ¢,(C,). Entao, existe ¢ € C, tal que ¢,(c) = d, e portanto
0,(d) = 0,(¢4(c)). Pela comutatividade do Diagrama I, temos que 0, (d) = 0,(d4(c)) =
$q-1(04(¢)) € ¢q-1(Cy-1). Portanto, 9;(d4(Cy)) C dg-1(Cy-1).

(i) Vamos verificar que 0,(ker(¢q)) C ker(¢g—1)-

Se x € ker(¢,), entdo ¢,(zr) = 0. Como o Diagrama I & comutativo, temos que
$q-1(04(x)) = 0/ (¢q(x)) = 0,(0) = 0, e entao 9y(x) € ker(dg—1)- O
Observacgao 2.2. Denotaremos os subcomplexos de cadeia, acima, por:

(i) Im(9) = (¢4(Cy), 9y) = (Im(¢y), ;)
(ii) ker(¢) = (ker(ey),0,)

2.3 Exemplos de Aplicacoes de Cadeias

Exemplo 2.1. Se D é um subcomplexo de C' e i = (i), onde i, : D, — C, é a funcao

inclusao, Vq € Z, entao 7 : D — C' é uma aplicacao de cadeias.

Demonstracao. Considere o seguinte diagrama:

/
D 8q+1 D 8‘/1 D
c q_;'_lH QH q—l4>"'

J{iq+l iq iiq—l
d dq

q+1 O
ce > (1+1H qﬂ q—14>"'

Diagrama II

Devemos mostrar que para todo q € Z, 9,014, = i4—100,. Com efeito, para qualquer

x € Dy, temos que (9, 01,)(x) = 9,(iq(z)) = Oy(x) = 0, (x) = ig_1(0; (7)) = ig_100,(x).

q
Portanto, 7 € uma aplicacao de cadeias. O
. Cy . : : : ,
Exemplo 2.2. Sejam E, = D ° complexo quociente e j = (j,), onde j, : C;, — E, é
q
a projecao no quociente, Vq € Z. Entao j : C' — E é uma aplicacao de cadeias.
Demonstracao. Considere o seguinte diagrama:

9

e Oy Oy —— e

ijq iqu
E)

SR BN ) S

Diagrama III
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Vamos mostrar que este ¢ um diagrama comutativo, ou seja, 94 0 j; = Jjg—1 © O,
Assim, para qualquer ¢ € Z e ¢ € C,, temos que 9,(j,(c)) = 9,(c+D,) = d,(c)+D,_1 =

Jq—1(04(c)). Portanto, j é uma aplicacdo de cadeias. O

Observacao 2.3. Através destes dois exemplos, podemos considerar a sequéncia de
complexos

O%DﬁCAE:%AO

que é exata, uma vez que ¢ uma sequéncia exata curta, Vg € Z, uma vez que, sendo
i = (iq) e j = (j) aplicacoes de cadeias, i, e j, sdo homomorfismos. Temos i, injetor
e j, sobrejetor para todo ¢ € Z. Além disso, se ¢ € ker(j,), entao j,(c) = c+ D, = D,
e portanto ¢ € D,. Entao ker(j,) C D, = Im(i,). Também, para todo d € D,
temos que j,(i,(d)) = j,(d) = d+ D, = D, e portanto Im(i,) C ker(j,). Assim
Im(iy) = ker(jy)

Considere, agora, dois pares de complexos D C C e D' C (' e uma aplicacdao de

- C

cadeias ¢ : C' — (', tal que ¢(D) C D'. Assim, podemos definir a aplicagao ¢, : Fq —
q

!

q

H{,}:
todo q € Z

C _
da seguinte forma: para todo c+ D, € =L, teremos b,(c+ Dy) = ¢4(c) + Dy, para

Dy

Precisamos provar que ¢ esta bem definida:

Considere as classes de equivaléncia a+ D, e b+ D, em %Z tais que a+D, = b+ D,.
Entao b—a € D,. Como ¢4(D,) C Dy, temos ¢q(b—a) € D;. Entao ¢,(b) —¢,(a) € D],
se, e somente se, ¢,(a) + Dy = ¢¢(b) + D;, e assim oq(a+ Dy) = ¢ (b+ D,). Portanto,
¢ esta bem definida.

Também, ¢, ¢ um homomorfismo de grupos, pois ¢,((a+ Dy) + (b+D,)) = ¢,((a+
b) + Dy) = d4(a +b) + Dy = (94(a) + ¢4(b)) + Dy = (94(a) + Dg) + (¢q(b) + Dg) =
Oy(a+ Dy) + ¢,(b+ D).

Observagao 2.4. Usaremos a notacao ¢ : (C,D) — (C’, D), para indicar que ¢ :
C' — C" é uma aplicagao de cadeias, tal que ¢p(D) C D'.

Exemplo 2.3. Se ¢ : (C, D) — (C', D’) é uma aplicacio de cadeias, entao g_bq =L

SIis

Q

!

ﬁ ¢ uma aplicacao de cadeias dos complexos quocientes.
q

Demonstracao. Considere o seguinte diagrama:
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Oq+1 5q+1 % 5(1 Oq_l
Dq+1 Dq qul

\L¢q+l J{d’q J/(bql

! [ ! —_ !
Co1 7o G 7, Cg

q q q—1
/ / /
Dq+1 Dq Dq—l

Diagrama IV

" . . . _/ - o - Y
Vamos mostrar que este ¢ um diagrama comutativo, ou seja, &'y 0 ¢, = ¢,_; 0 0.

Assim, para todo ¢c+D, € &, temos que (0,00,)(c+Dy) = &' 4(¢q(c)+Dl) = I (dg(c)+

Dq
D; ;. Usando a comutatividade do Diagrama I, 9,(¢4(c)) + D, | = ¢q-1(9,(c)) +
D;—l :aq—1<aq(c) +Dq—1) :aq—l(gq(c'*'Dq)) L

Como nosso proximo objetivo, vamos verificar que toda aplicacao de cadeias induz
de modo natural homomorfismos entre grupos de homologia.

Seja ¢ : C' — C" uma aplicacao de cadeias, entao:

i) ¢g(ker(0,)) C ker(9,).

ii) ¢g(Im(0g11)) C Im(0; ).

Vamos demonstrar estas duas afirmacoes:

i) Seja z € ker(9,), entdao Jy(2) = 0. Como ¢ & uma aplicacdo de cadeias 9} o ¢, =
$q—100,. Dessa forma, 0, (¢4(2)) = ¢g-1(04(2)) = dq-1(0) = 0. Entdo, ¢,(2) € ker(9,).
Assim, fica provado que ¢,(ker(9,)) C ker(d,).

ii) Se b € Im(Jy41), entdo 3 ¢ € Cyyq tal que Oy41(c) = b, entdo ¢y (b) = ¢y(0y11(c)) =
04i1(@g1(c)). Portanto, ¢y (Im(9g11)) C Im(0; ).

Dos itens i) e ii), decorre a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.13. Se ¢ : C — C’ € uma aplicacdo de cadeias, o homomorfismo induzido
Gsq - Hy(C) — H,(C") é definido para todo q € Z, por: ¢ug(z + Im(Dy1)) = ¢g(2) +
Im(0!

hi1)s para todo z + Im(0,41) € Hy(C).

Temos que ¢,, estd bem definida:

Consideremos ¢ + Im(0y+1) € a + Im(9y+1) em H,(C), tal que ¢ + Im(0;41) =
a+ Im(0y11), entdo a — ¢ € Im(9y41). Isto implica que ¢g(a — ¢) € Im(9),,) e entdo
Pq(a)—¢q(c) € Im(0; ;) se, e somente se, ¢,(a)+Im(0,, ;) = ¢g(c)+1Im(D,, ). Assim,
Dualc+ Tm(By11)) = ugla + Tm(Bp11))

Também, ¢,, ¢ um homomorfismo de grupos:
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Counsidere ¢+ Im(9,41) € a+ Im(0,41) em H,(C), assim, ¢.q((c+Im(ys1)) + (a+
Im(@y2))) = bual(c +a) + (@) = bylc + @) + Im(@hy) = (B4(c) + b(a)) +
Im(@11) = (64(€) + Tm(@11)) + (34(a) + Tm(@)11)) = buglc + Im(Byr)) + dugla +
Im(@y00)).

Exploremos, agora, algumas propriedades referentes a homomorfismos induzidos.

Propriedade 2.1. Sejam C um complexo de cadeias e ¢ : C — C, a identidade em

C. Entao ¢., é o homomorfismo identidade em H,(C).

Demonstragao. Paratodoq € Z e c+Im(0,41) € Hy(C), temos que ¢, (c+Im(0,41)) =
¢q(c) + Im(0; 1) = c+ Im(0,,,). Portanto, ¢., ¢ 0 homomorfismo identidade H,(C).

U

Propriedade 2.2. Sejam C e C' complexos de cadeias. Se ¢ : C' — C' é a aplicagao

nula, entdo ¢., : H,(C) — H,(C") é o homomorfismo nulo.

Demonstragao. Se c+Im(0,41) € Hy(C), entao dug(c+1m(9g11)) = ¢g(c)+Im(9y, ) =
e+1Im(9,,,) = Im(9,,,). Logo, ¢4 ¢ 0 homomorfismo nulo de H,(C') em Hy(C"). O

Propriedade 2.3. Se ¢ : C — C" e ¢p : C" — C” sao aplicagoes de cadeias, entao
(g © Pg)x = Yuq © Pug, Para todo q € Z.

Demonstragao. Para todo c+1Im(0,11) € H,(C), temos que (1,0 ¢,).(c+Im(0441)) =

(840 09)(¢) +1m(0ys1) = Pq(Pg(€)) +Tm(0f41) = Vuq(Pg(€) +Tm(0)41)) = Yuq © Duglc+
Im(0y41)). Portanto, (1, 0 ¢g)s = Vg © Puq- O

2.4 Sequéncia Exata de Homologia

Dados um complexo de cadeias C' = (Cy, d,) e um subcomplexo D = (Dg, 9, ), vamos

definir uma familia de homomorfismos A, : H, (%) — H,_1(D) denominado operador

bordo na homologia, da seguinte forma: para todo elemento (¢ + Dg) + Im(0,41) €

H, (%), com c+ Dy € ker(9,), temos que Ag((c+ D) +Im(g41)) = 9,(c) + Im(8)).
Vamos mostrar que A, estd bem definido:
Consideremos (a + D)+ Im(9,41) e (b+ D,) + +1) pertencentes a H, (%),

Isto implica que (b+ D,) —

Im (0,
1)-

tais que (a + D) + Im(9,41) = (b + D) + Im (0,
Im(04+1). Entdo existe ¢ + Dyqq €

(a+ D,) € Im(d,41) e portanto (b —a) + D, €
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C _
Dq—H tal que Oyi1(c + Dyy1) = (b —a) + D, Assim, Og1(c) + Dy = (b—a) + D,
g+1
e, portanto, (b — a) — dy41(c) € D,. Logo, (b —a) — O411(c) = d, para d € D, e

3{1((1) = 04(d) = 0g((b — a) — Ogy1(c)) = 04(b — a) — 0g(Ogs1(c)) = 0y(b—a) — 0 =
04(b—a) = 0,(b) —04(a) € Im(0,), e assim Jy(a) + Im(0,) = 9,(b) +Im(J,). Portanto,

Aq((a + Dy) + ]m(3q+1)) = Aq((b + Dq) + Im(0g+1))-

Também, A, ¢ um homomorfismo de grupos:

Se (a+Dy)+1Im(0y41) € (b+Dy)+Im(0y41) pertencem a H, (%), entdo, A,((a+

Dy) + Im(g41) + (b + Dy) + Im(0411)) = Ay((a + Dy) + (b+ Dy) + Im(9ys1)) =
A(((a+b) + Dy) + Im(D,11)) = dyla +b) + Im(8)) = (9y(a) + 0,(b)) + Im(}) =
19)

a(a) +Im(0;) +04(b) + Im(95) = Ag((a+ Dg) +1m(0g11)) + Bq((0+ Dg) + Im(Dg41))-
Vamos, agora, ao conjunto de trés lemas auxiliares, que ajudarao a demonstrar o

resultado principal desta secao.

Tx

Lema 2.1. A sequéncia H, (D)
H,(C), para todo q € Z.

A C 4
H,(C) 2y H, (5> ¢ exata no grupo de homologia

Demonstragao. Devemos mostrar que ker(j.,) = Im(i.)-

1) Im(isg) C ker(jig)-

Para todo a € D,, temos que (j, 0 i,)(a) = j,(i4(a)) = j,(a) = a+ D, = D,. Logo,
(Jq © 1g) € 0 homomorfismo nulo. Entao j,, 0 i, = (j, © iy)« € 0 homomorfismo nulo.
Portanto, Im(i.,) C ker(j.g)-

i) ker(jug) C Im(ivg).

Seja u € ker(jig), com u = z + Im(0y41), com z € ker(9,). Entao j.,(u) =
Guq(z + Im(0ys1)) = Im(Dgi1). Logo j,(2) + Im(0yi1) = Im(dyy1), €, portanto, j,z =

(z+ Dy) € Im(0g11).
q+1

C _
Entao existe (c+ Dyy1) € i) tal que 0y11(c+ Dyt1) = 2+ D,. Entao 0,41(c) +

a+1
D, = z+ D, e portanto z — Jy+1(c) € D,. Assim, z — 0,41(c) =y, paray € D,.

Afirmamos que y é um qg-ciclo de D, ou seja, y € ker(ﬁ(’l). De fato, se y € D, entao
3(y) = D) = 04(= — Byr (€)) = Dy(2) — BBy () = 0.

Como D, C C, podemos olhar y no complexo C, dessa forma, como y = z— 0,41 (c),
entdo z—y = Oyy41(c) e portanto z—y € Im(0y41). Entdo y+1Im(0y1) = 2+1m(0441)-

Falta encontrar w € H,(D) tal que j.,(w) = w. Para isso, considere w = y +
Im(@y1). Temos que iy, (w) = iy (y+Im(Dys1)) = iy(y) + Im(yr) = y+ Im(Dyir) =
2 4+ Im(0y4+1) = u. Portanto, ker(j.,) C Im(iy,). O
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C 1 i
Lema 2.2. A sequéncia Hy iy (5) = H,D) = H,(C) € exata no grupo de homo-
logia H (D), para todo q € Z.

Demonstragao. Devemos mostrar que Im(Ag 1) = ker(iy,).

1) Im(Agt1) C ker (i)

Sejaw € Hyyq (%), com w = (¢c+ Dyy1) +1m(y40), onde (c+ Dyyy) € ker(9ys1)-
Entao 0y41(c+ Dys1) = Dy, e portanto 0y+1(c) + D, = D,, o que implica que 9,41(c) €
D,. Deste modo, Agi1(w) = Agi1((c+Dgir) +1m(g2)) = gr1(c)+Im(d.,,). Assim,
ixq(Dgr1(w)) = Gug(Ogy1(c) + Im(9}, 1)) = Ogr1(c) + Im(Oys1) = Im(9ys1). Portanto,
Im(Agi1) C ker(iyg).

Observacao 2.5. Note que podemos aplicar i., em 941(c) +1Im(9,, ), pois Jy11(c) €
ker(9;). De fato, 0;(0g11(c)) = 04(0441)(c) = 0, pois C = (Cy, d,) ¢ um complexo de
cadeias. Portanto, d,,1(c) € ker(0,).

i) ker(ivg) C Im(Agq1).

Seja x € ker(ivg), com x =z + Im(0,,,), onde z € ker(9;). Entao i (z) = i.4(z +
Im(0;,,)) = iq(2) + Im(9y41) = 2 + Im(9y11) = Im(9g11). Entdo z € Im(9y41), isto
é, 3 c e Cyyy tal que J,11(c) = 2. Dessa forma, tomando y = (c+ Dyy1) + Im(9y42) €

C
Hyn (5 ) 61005 0 2y11(0) = Byl Do)+ 1m(By12)) = Oy1a(6)+ I(0,) =

O

z+Im(0,,,) = z. Logo, x € Im(Ayy1). Portanto, ker(ivg) C Im(Agi).

Lema 2.3. A sequéncia H,(C) =% H, (5) = H, (D) € exata no grupo de homologia

H, <%), para todo q € Z.

Demonstragao. Devemos mostrar que Im(j.,) = ker(A,).

i) Im(j.,) C ker(A,).

Seja y € Hy(C), com y = z + Im(0,41), onde z € ker(d,). Entao (A, 0 ju,)(y) =
AgUea®)) = Bglealz + Im(0y:1)) = Ag(( + Dg) + Im(@ys)) = 04(2) + (@) =
Im(0;). Logo, Ag 0 j., € 0 homomorfismo nulo e, portanto, Im(j.,) C ker(A,).

ii) ker(A,) C Im(j.)-

C), com u = (c+ D,) + Im(9y11), com ¢+ D, € ker(9,). Entdo
) = Im(@)

Seja u € H, (5
A (u) = Ay((e+ Dy) +Im(0y11)) = Im(0,) se, e somente se, 9,(c) +Im(9,) =

se, e somente se, J,(c) € Im(J;,) C Dy1.
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Assim, existe a € D, C C, tal que J,(c) = 9(a). Se z = ¢ —a € C,, entdo
04(z) = 9y(c — a) = 9y(c) — 94(a) = 9y(c) — 0(c) = 0. Ou seja, z ¢ um ciclo de C' e

Jrq(z + Im(0411)) = (2 + Dg) + Im(0g+1) = (¢ — a + Dg) + Im(0g41) = (¢ + Dy) +

Im(0y441) = u, visto que a € D,. Portanto, ker(A,) C Im(j.,). O

N . i . C .
Teorema 2.2. A sequéncia exata curta de complezos 0 — D = C' 2 D — 0, associa-

se a sequinte sequéncia exata infinita denominada a sequéncia de homologia do par

(C,D): -+ — Hyoy (%) S0 (D) S H(0) 28 0, (%) 2 H, (D) -

Demonstracao. Aplicando os lemas 2.1, 2.2 e 2.3 aos trechos

H,(D) = H,(C) 23 H, (%) ,

C at1 &
Hy () 5 HyD) )

ﬁg Hq—l(D)

j C
J*
Hq(C) = Hq (5)
da sequéncia de homologia do par (C, D), respectivamente, temos o resultado, para

todo q € Z. O

Verificaremos, a seguir, a naturalidade da sequéncia de homologia do par (C, D).

Considere uma aplicagdo de cadeias ¢ : (C,D) — (C’,D’) entre os respectivos
pares de complexos. Conforme vimos no exemplo 2.3, a aplicacdo ¢ obtida de ¢, por
passagem ao quociente, é uma aplicacdo de cadeias. Isto nos garante que o diagrama

abaixo é comutativo:

% ] C
0 D c— 5 0
P
0—p ot % 0
Diagrama V

Dessa forma, passando as respectivas sequéncias de homologia dos pares (C, D) e

(C', D), obtemos o diagrama infinito:
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g (D) dxq (2 buq (3 l‘f’i(q 1)
/ Z{"q / ‘7)/”1 Cl /q !/
> Hq(D> > Hq(0> g Hq ﬁ ’ q71<D) >

Diagrama VI
Teorema 2.3. O Diagrama VI é comutativo.

Demonstragao. Precisamos mostrar que os quadrados (1), (2) e (3), no Diagrama VI,
sao comutativos.

Pela comutatividade do Diagrama V, temos que i} o ¢, = ¢, 04, Entao (i; 0 ¢} ). =
(¢q01iq)« Logo, pela Propriedade 2.3, i, 0 ¢}, = ¢xq O isg. Isto prova a comutatividade
do quadrado (1).

Analogamente, j., 0 ¢.q = 5 O jxg- Assim, o quadrado (2) também ¢é comutativo.

1) € %), entao (¢;(q_1)oAq)((c—i-Dq)vLIm(éqH)) =

B0 (0() + Im(@))) = ), (By(c 4 P(Ae) = Bufal)) + Imse) = A (g0 +
DY+ Iy = (8 0By )((c-+ Dy) + Ty

Portanto, A o¢

Agora, se (c+ D, )+[m(

*(g—1) © D¢ € podemos dizer que o quadrado (3) é comutativo.

]

2.5 Lema dos Cinco

A seguir, provaremos dois lemas auxiliares, para provar o Lema dos Cinco.

Sejam A; e B; grupos abelianos e «;, 3; e ¢; homomorfismos, para 0 < ¢ < 4 e
0 < 5 < 3. Considere, como hipoétese para os lemas, a seguir, o Diagrama VII e as
seguintes afirmacgoes:

i) O Diagrama VII é comutativo;

ii) As sequéncias horizontais, do Diagrama VII, sdo exatas.

Ag - Ay = Ay =2 As = Ay

\L% (1) J/(ﬁl (2) i(bz (3) ltﬁa (4) J{m

B, Bo B, B1 B, B2 Bs B3 B,

Diagrama VII
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Lema 2.4. Se ¢g é um epimorfismo e ¢3 é um monomorfismo, entio ker(¢s) =
o (ker(6r)).

Demonstracao. i) ker(¢q) C aq(ker(¢r)).

Se x € ker(¢y) entdo ¢o(x) = 0. Pela comutatividade do quadrado (3), no Diagrama
VII, temos que 0 = (Sy0¢p9) () = (d30a3)(x) e sendo ¢3 um monomorfismo, concluimos
que az(x) =0 e portanto x € ker(as). Logo ker(¢2) C ker(az).

Usando a hipotese de que a sequéncia dos «; é exata, temos que ker(¢q) C ker(ag) =
Im(ay). Logo existe y € Ay tal que a4 (y) = =. Ainda pela comutatividade do Diagrama
VII, temos que (5 0 ¢1)(y) = (¢2 © a1)(y) = ¢2(x) = 0. Logo ¢1(y) € ker ().

Como a sequéncia dos 3; também ¢é exata, ker(f;) = Im(fy) e assim existe z € By
tal que [By(z) = ¢1(y) e como ¢y é um epimorfismo, 3 w € Ay tal que ¢o(w) = z.
Assim, (¢1 0 ag)(w) = (Bo © ¢o)(w) = Fo(2) = ¢1(y), e portanto (¢1 0 ag)(w) = d1(y).
Logo (¢1 0 ap)(w) = ¢1(y) = 0 e entdo ¢1(ag(w) —y) = 0, ou seja, ag(w) —y € ker(¢1).

Dessa forma, como a; (y—ap(w)) = a1(y)—ai(ag(w)) = a1 (y) = x, © € ag(ker(¢r)).
Portanto, ker(¢a) C aq(ker(¢y)).

i) ay(ker(¢1)) C ker(¢s).

Se x € ker(¢;) entdao ¢i(x) = 0. Como o quadrado (2), no Diagrama VII, &
comutativo, temos que 0 = (f; o ¢1)(x) = (¢2 0 a1)(x) e entdo ay(x) € ker(pq).
Portanto, oy (ker(¢1)) C ker(pa). O

Lema 2.5. Se ¢, é um epimorfismo e ¢, € um monomorfismo, entio By (Im(¢s3)) =
Im(¢2).

Demonstragao. i) By (Im(¢3)) C Im(¢py).

Se & € By (Im(¢s)) entdo Bo(x) € Im(es3), e assim existe y € Az tal que ¢3(y) =
o ().

Usando a comutatividade do quadrado (4), no Diagrama VII, e o fato de que a
sequéncia dos ; é exata, temos que 0 = (830 52)(z) = (B30¢3)(y) = (ds0a3)(y). Mas,
como por hipotese, ¢4 ¢ um monomorfismo, entdo as(y) =0 e y € ker(asz) = Im(az),
desde que a sequéncia dos «; é exata. Entao existe z € Ay tal que ay(z) = v.

Novamente, pela comutatividade do quadrado (3), no Diagrama VII, ¢5(y) = (¢3 0
az)(z) = (B2 0 ¢2)(z) e como ¢3(y) = B2(x), temos que Fy(x) = (B2 0 ¢2)(2) e portanto
Bo(x) = (P20 ¢2)(2) = 0. Assim Ba(x — ¢2(2)) = 0, e dal & — §2(2) € ker(B2) = Im(f1),

desde que a sequéncia dos f3; é exata. Entao existe w € By tal que f1(w) = x — ¢o(2).
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Como por hipotese, ¢; é um epimorfismo, existe u € A; tal que ¢ (u) = w e pela
comutatividade do quadrado (2), no Diagrama VII, temos que x — ¢o(2) = [i(w) =
(B10¢1)(u) = (¢201)(u). Logo, x = (¢2 0 ar)(u) + ¢2(2) = ¢a(ai(u) + z) e portanto
v € Tm(@n). Assim, 53 (Tm(6s)) C Im(én).

i) Tm(s) € B3 (Tm(os)).

Se x € Im(¢y), temos que existe y € Ay tal que ¢o(y) = x. Pela comutatividade
do quadrado (3), no Diagrama VII, concluimos que fB2(z) = (820 ¢2)(y) = (¢30 a2)(y)
e entdo Bo(w) € Im(¢s), ou seja, x € By (Im(¢s3)). O

Lema 2.6 (Lema dos Cinco). Sejam A; e B; grupos abelianos e aj, B; e ¢; homomor-

fismos, para 0 <1 <4 e 0 <75 <3. Suponha que o diagrama

Ag = Ay — Ay - Ay - Ay

l ®o \L o1 i P2 l ®3 \L o4
Bo B1 B B3

BO B1 BQ 2 Bg B4

é comutativo e que as sequéncias horizontais do diagrama sao exatas. Se ¢g, Py, P3 €

G4 $G0 1SOMorfismos, entao ¢, também € um isomorfismo.

Demonstracao. Como ¢g, @1, ¢3 e ¢, sao isomorfismos, estas aplicagoes estao sob as
hipoteses dos dois lemas anteriores. Assim, podemos aplici-los a esta situagao. Observe
que ker(¢y) = 0 e entao pelo lema 2.4, ker(¢s) = ay(ker(¢1)) = a1(0) = 0. Logo
¢9 ¢ um monomorfismo. Sendo ¢3 um isomorfismo, Im(¢ps) = Bjs e, pelo lema 2.5,
Im(¢s) = By (Im(¢s)) = By (Bs) = B,. Logo, ¢ ¢ um epimorfismo. Portanto, ¢ é

um isomorfismo. O
Como aplicacao do Lema dos Cinco, veremos o

Exemplo 2.4. Seja ¢ : (C,D) — (C’,D') uma aplicagao de cadeias entre pares de
complexos. Como vimos, anteriormente, ¢ da origem a um diagrama infinito, ligando

duas sequéncias exatas de homologia:

C\ 2, lxg Geq C
"HHQ‘Fl 5) LHq(D)HHq<C)HHq <5> —_— e ..
i¢*(q+1) d);q Pxq i(b*q

Diagrama VIII
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Entao, se para quaisquer duas, das trés familias de homomorfismos ¢,, ¢, e ¢,

tivermos que estes sao isomorfismos, para todo ¢ € Z, o mesmo valera para os demais.

Demonstracao. O Lema dos Cinco podera ser aplicado diretamente a este caso. De

fato, suponha, primeiramente, que ¢, e ¢ sdo isomorfismos, para todo ¢ € Z. Entdo,

pelo lema dos cinco, sendo ¢, ,11), D ¢;(q_1) isomorfismos, temos que ¢4, também

/
*q?
o serd para todo q € Z.
Analogamente, se escolhermos ¢/, e ¢, como isomorfismos, provamos que ¢, também
o sera para todo ¢ € Z. Ainda, se ¢, e ¢, forem isomorfismos, provamos que ¢, também

o serd, demonstrando o resultado. O



3 Homologia Singular

Apo6s os requisitos iniciais, iniciaremos estudos referentes a Homologia Singular.
Como objetivo principal, mostraremos que esta satisfaz os Axiomas de Eilenberg-

Steenrod e, portanto, é uma Teoria de Homologia.

3.1 Cadeias singulares e grupos de homologia singular

Definigao 3.1. O g-simplezo padrao A, é definido como o sequinte subespago de R

q
A, ={z = (0, 71,20, ...,1,) € RITH| inzl,mi >0,i=0,1,...,q}

1=0

Os pontos Py, = (1,0,0,...,0), P, = (0,1,0,0,...,0), ..., P, = (0,0,...,0,1) de

R sao chamados vértices de A,

Usaremos a notacao A, = |PyP; ... P,| para indicar o simplexo gerado pelos vértices

Py, Py, ..., P, de R7. Observe que Ag C Ay C Ay C A3 C--- C A,

Exemplo 3.1. Geometricamente temos:
i) Ag = |Py| € um ponto em R;
ii) A; = |PyP;| ¢ um intervalo de reta em R?;
iii) Ay = |PyP,P,| é uma regido triangular em R;
iv) Az = |PyP, P, P3| é uma regiao tetraédrica em R%;

e assim por diante.

37
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Figura 3.1: ¢-simplexos padrao para ¢ = 1,2, 3.

Definicao 3.2.

i) Dizemos que um ponto x = 320 NP € Ay € um ponto interno de A, se \; > 0
para todo 1 € {0,1,...,q}.

i) Dizemos que um ponto x = Y1 NP € A, é um ponto do bordo de A, se X\; =0

para algum i € {0,1,...,q}.

Exemplo 3.2. Observando a figura 3.1, temos que:
i) Ay = |PyP| tem como pontos de bordo Py e P; e os pontos que estao sobre o

segmento aberto, que liga Py e P; sao os pontos interiores de Aj.

ii) Ay = |PyP1P| tem como bordo os segmentos de reta PyPy, PiP> e PPy e os

pontos que nao estao sobre os segmento citados, sdo os pontos interiores de As.

Definicao 3.3. Seja X um espaco topologico qualquer. Chamamos de q-simplexo sin-
gular de X a uma aplicagao continua T : A, — X. Denotaremos o conjunto dos

g-simplexos de X por C(A,, X).

Definicao 3.4. Dado um g-simplexo singular de X, T : A, — X, a imagem T'(A,) C

X ¢é chamada de suporte do simplexo singular T.
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Definicao 3.5. Para cada g > 0, seja Cy(X) o grupo abeliano livre gerado pelo conjunto
dos g-simplezos singulares, C(A,, X), do espago topologico X. Os elementos de Cy(X)

sao denominados q-cadeias singulares de X.

Uma g-cadeia singular de X é uma combinacao linear finita da forma Zjej m;T;
onde T; € C(A,, X) e m; € Z.
Define-se a operagdo adigao, em C,(X), por:
YomiTi+ > 0Ty = (mj+ny)T,
jeJ jeJ jeJ
Sabendo que C,(X) é um grupo abeliano livre gerado pelo conjunto dos g-simplexos
singulares, C(A,, X), do espago topologico X, podemos dizer que:
i) A adigao é associativa;
ii) A adigao é comutativa;

iii) Temos o elemento neutro dado por: Z 07;
jed
iv) Temos o elemento oposto de Z m,;T; dado por: Z(—mj)Tj.
jes jeT
Observe que os 0-simplexos singulares do espaco topologico X sao aplicacoes conti-
nuas T : |Py| — X que podem ser identificadas a um ponto T'(Fy) € X. Dessa forma,
um elemento de Cy(X) é uma combinagdo linear finita do tipo Y m;x;, com x; € X e

m; € Z.
Definicao 3.6. Considere T': A, — X um g-simplezxo singular do espago topologico X
e gg_l : Ayg_1 — Ay a aplicagao linear definida por:

q—

! = 0
9; ($0,$1,$2, s >xq71> - (x(]?mh s i1, Uy Ty - 7~7;q71)

Definimos a i-ésima face de T ao (q — 1)-simplexo como sendo a aplicacio T =

Togl™ A,y — X dada por:

i
T( )<SL'0,£E1,.I'2, . ,.%q,l) =
g-1 —
Togz’ (x()yxlax%"'qu—l) -
T(l’o,fﬂl, c. ,xi,l,(),xi, c. ,xq,l).

Exemplo 3.3. Considere T : Ay — X. Na figura 3.2, mostramos como funciona,
geometricamente, a aplicacdo T = T o gf_l, no caso onde ¢ = 1 e ¢ = 2, ou seja,
tem-se T = T o g%‘l = T o g{. De maneira anéloga, se fizéssemos os casos i = 0 e

i = 2, obteriamos T(®©) = T o g} e T®® =T o g}, respectivamente.
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Figura 3.2: i-ésima face do g-simplexo singular 7.

Vimos que dado um espaco topolégico X, podemos associar a este um grupo abe-
liano livre C,(X), gerado pelo conjunto dos ¢-simplexos singulares de X, C'(4A,, X),
para ¢ > 0. Gostariamos, agora, de definir, como um caso particular da teoria mais
geral (vista no Capitulo 2), o complexo de cadeias de X.

Para isto, considere Cy(X) = 0, se ¢ < 0 e os homomorfismos 9, : Cy(X) —
Cy-1(X). Para ¢ = 0, teremos 0y : Cyp(X) — 0 e, portanto, dy é o homomorfismo nulo.

Considere, também, a seguinte

Defini¢ao 3.7. Seja T : A, — X um g-simplezo singular de X, com ¢ > 0. O
operador bordo 0, : Cy(X) — C,_1(X) € definido sobre um gerador T, por 0,(T) =
q

Z(—l)iT(i) € Cy1(X) e € estendido por linearidade:
=0

8{1(2 m;T}) = Z m;0y(T})

jeJ jeJ

Resta, agora, mostrar que d,_; o J, = 0, para todo ¢ € Z.
Lema 3.1. 9,100, =0, para todo q € 7.

Demonstracdo. E suficiente mostrar o resultado para um gerador T : A, = X
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Observe, primeiramente, que se j < i, entdo (7)) = (TW)E=D_ Por defini¢do:
2
o

(TO)D) =Togl ™ ogh? e (TV)i=) =T o g™ o gl

~ q—1 q—2 _ q—1 q—2,
Entao basta mostrar que g; og; ~=yg; ©°g; ;-

q—1 q—2 _
(g5 ©4; )(l‘o,xl,--‘,13j—1713j7$j+17---,$i—1,$z’7%+1,~-;$q—2) =
q—1/ q—2 _
gi (gJ (ZL‘(),ZL'l,...,ZL‘j_l,ZL‘j,Ij+1,...,xi_1,$i7$i+1,...,$q_2)) =

q—1 0 —
g; (x07$17---a37j—1a ,953',373'+1,---,$i—1,$i,$i+1>---7ﬂfq—2) =
(l’o, L1y Tj-1, 0, LjyLjgly -y Li—2, O, Li1,Liy Ljr1y--- ,.T}qu).

Por outro lado,

q—1 q—2 _
(g] g1 )(warlv ey L1, Ly Tty e ooy i1y Ly Lig1y -+ - - 7xq—2) -
q—1, q—2 _
gj (gi—l (fﬂo,l'l, RN ,l’j,b .l’j, ijrla ey L1, L5y it 1y - - - ,iL’q,Q)) =
g-1 , T 0 0.1 " -
g] (x(]?'rl""Jx]—laxﬁxj—l-lw”axz—% sz—lax27'r2+17"'7xq—2) —

(mOa Tiyee oy Tj—1, 07 LjyLjg1y---y Ti—2, Oa Li—1,Tiy Lijt1y-- - 7xq—2)-

Logo, gf " 0 g} * = g"" 0 g{" e, portanto, (T@)0) = (TW)(1).

Usando esta observacgao, temos:
q q

03-1(04(T)) = 5‘q—1(Z(—1)iT(“) = Z(—l)iaq—l(T(i)) =
Z(_l)i(2<_1)j(T(i))(J’)) — Z (=1) (T 0) =

Z (= 1) (T 4+ Z (1) (TO0) =
0<j<i<q 0<i<j<q
Assim, podemos escrever o primeiro somatorio acima, como sendo:

Z (=1 (7)) = Z (=1)H (7)1
0<j<i<q 0<j<i<q
Fazendo as mudancas de variaveis i — 1 = j' e j = i":

Z (=1)7H (TW) =1 = Z (=1)"H (TN =

0<j<i<q 0<i'<j’'<q
_ Z (_1)i’+j’ (T(i/))(j')'
0<i'<j'<q
Assim,
Z (=1 (TG 4 Z (1) (T0) =
0<j<i<q 0<i<j<q
— Z (=1)" " (TN 4 Z (=1)* (TP =
0<i'<j'<q 0<i<j<q
Portanto, 0,-1(9,(T)) = 0. O

Definicao 3.8. O complezo de cadeias Co(X) = (Cy(X),0,) € chamado de complexo

singular do espago topologico X.
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Usando o operador bordo 9, : Cy(X) — Cy—1(X) podemos definir dois importantes
subgrupos do grupo das g-cadeias C,(X), a saber:

i) O subgrupo dos g-ciclos singulares do espago topologico X: Z,(X) = ker(0,)

ii) O subgrupo dos g-bordos singulares do espago topologico X: B, (X) = Im(0y41)

Observe que B,(X) e Z,(X) sdo subgrupos abelianos de C,(X) e, além disso, como
Oq—1 00, = 0, para todo ¢ € Z, temos que B,(X) ¢ um subgrupo normal de Z,(X).

Definicao 3.9. O g¢-ésimo grupo de homologia singular do espaco topoldgico X é defi-
nido por H,(X) =

Em outras palavras, os elementos de H,(X) sao classes de equivaléncia de ciclos, c,
sob a relagao de equivaléncia: dados dois ciclos ce ¢ em Z,(X), c ~ ¢ < d—c € B,(X).

Usaremos simbolo [¢] para indicar os elementos de H,(X).

Y

Observacao 3.1. Neste texto, usaremos o simbolo = para indicar isomorfismo de

grupos.

Exemplo 3.4. Seja X um espaco topoldgico constituido apenas de um ponto P, ou

seja, X = {P}; entao Ho(X) =Z e H,(X) =0, para todo g # 0.

Demonstragao. Lembremos que Cy(X) = 0e 9, = 0, para todo ¢ < 0. Assim, H,(X) =

0, para todo ¢ < 0. Desde que dy : Cy(X) — 0 é o homomorfismo nulo e sendo
X = {P}, ker(dy) = Co(X) = Zmixi,mi €l,x; € X} = {mP}. Temos que
Co(X) = Z. Para isso, considere wi: Co(X) — Z tal que v(mP) = m. Este é o
isomorfismo de grupos.

Assim, para cada ¢ > 0, T": A, — X é o g-simplexo constante P e, portanto,

tinico. Consequentemente, também é constante o (q - 1)-simplexo T®) = T o gf_l.
1

Dessa forma, 0,(T) = Z(—l)iT(i) =70 70 = p_ P = 0. Isto implica que
i=0

Im(0;) = 0. Portanto, Hy(X) = ker(9o) _ Co(X)

Im(0) 0

Como, para todo ¢ > 0, a aplicacio T® = T o gf’_l é constante P e, portanto,
q

tinica, temos: 9y(T) =Y (=1)'T® =T — 7O 4 7O TG ... 4 (~1)9T. Entdo
=0
8q(T) = Tq,1 — Tq,1 + Tq,1 — Tq,1 + -+ (_1)(1Tq717 onde Tq,1 . Aq,1 — X é tal que

Ty-1(Ag-1) = {P}.

Note que:

7
~Z x>z,
0
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0 se q for impar
aq(T) =
T,-1 se (¢ for par
Logo,
C,(X) se q for impar
ker(9,) = z,(x) = | V) e aforimp
0 se q for par
E, também,
Cy(X) se ¢ for impar
Im(0441) = By(X) = !
0 se q for par
Portanto, H,(X) = 0, para todo ¢ > 0. ]

No que segue, apresentaremos algumas nocoes da teoria de homologia reduzida de

um espaco topologico X.

Defini¢ao 3.10. O indice de Kronecker é o homomorfismo I : Co(X) — Z definido

por ](Z Mmex) = Zmz
0] Og—1

Proposigdo 3.1. A sequéncia --- — Cy(X) = Cp1(X) = - e C1(X) LS

Co(X) L7 0 ¢ um complezo de cadeias.

Demonstracao. Devemos mostrar, apenas, que [ od; = 0. Seja T : Ay — X o 1-
simplexo singular do espaco topolégico X. Entdo: (I 0 0y)(T) = I(01(T)) = I(1T© +
(-)TW) =1+ (-1)=0. O

Definicao 3.11. Chamamos de complexo aumentado do espaco topoldgico X, ao com-
plezo de cadeias: éq(X) = Cy(X), para todo ¢ > 0; 5_1(X) =7Z; 5q = 0y, para todo
q>1; 50 = I; completando-se com é_q = 0, para todo ¢ > 1 ¢ 5_q = 0, para todo
g>1.

Podemos representar esta definicao através do seguinte diagrama:

=~ 5q+1 =~ 511 =~ 5(1—1 02 ~ o~ Oy ~ a_ d.
Oq_|_1 Oq Cq_l e Cl Co Cfl 072

o qual ¢é equivalente ao diagrama:

8q+ 1 82 81

0, Og—1
"4>Oq+14>0q4q>cq—1 :

Cy Cy—Ls7 2502

Observe que todos os complexos de cadeias referem-se ao espaco topologico X,

omitido nos diagramas apenas para efeito de formatacao do presente texto.
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Definigao 3.12. Os grupos de homologia do complezo (éq(X),gq) sGo denominados
grupos de homologia reduzidos do espaco topologico X e denotados por ﬁq(X).

Definicao 3.13. Definimos a esfera unitdria em R como sendo o conjunto
SO={recR||z| =1}
Exemplo 3.5. Calcule Hy(S°).

Demonstragao. Temos que S° = {—1,1}, ou seja, temos dois g-simplexos singulares a

-1
saber: T,(A,) = =1 os quais indicaremos por T~ e Tq‘*, respectivamente. Assim,

{1}

C,(5%) ¢ o grupo abeliano livre gerado por T, e T, para todo ¢ > 0.
~ ker(I)

do Hy(S°) =
Sendo Hy(S") (@)

i) Im(0;) = {0}.
Temos que 0y(Ty ) = Y (=1)"(T7)" = (T7)O = (T7)D = (T; 0 g9) = (T} o gf) =

Ty — Ty =0.

, precisamos determinar ker(/) e Im(0;). Temos:

—_

Também, 91(T1) = ) (=1)"(T7)® = (1) = (7)Y = (T{ 0 g§) — (T} 0 ¢) =
TH T =0, -

Logo, 0; € o homomorfismo nulo e, entao, Im(d;) = {0}. Portanto, concluimos que
Hy(S°) = ker(I).

ii) ker(I) = Z.

Sabemos que I(Ty) = 1 e I(T,") = 1. Assim, I(mT, +n1y) =m+n =0 se, e
somente se, m = —n. Logo: ker(I) = {mTy —mT, ,m € Z} = {m(Ty —T;"),m €
Z} = [Ty —T,7] = Z, uma vez que identificando-se T, = (1,0) e T;" = (0, 1), entao
Ty =T = (1,0)=(0,1) = (1,—=1) e [(1,—1)] & Z. Portanto, Hy(S°) = ker(I) 2 Z O

3.2 Homomorfismo Induzido por uma Aplicacao Con-
tinua

Sejam X e Y dois espagos topologicos e f : X — Y uma aplicagao continua. Para
cada ¢ > 0, f induz um homomorfismo fy, : Cy,(X) — Cy(Y), que sobre os geradores

de Cy(X) é definido do seguinte modo: se T' : A, — X ¢ um g¢-simplexo singular
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do espaco topolégico X, entao foT : A, = Y é um g¢-simplexo singular do espaco

topologico Y. Fazendo f4,(T) = f o T e prolongando por linearidade, temos:

f#q(zmi i Zmzf#q Zmz OT

Proposicao 3.2. Se X, Y e Z sdo espacos topologicos e f : X =Y eqg:Y — Z sdo

aplicagoes continuas, entdo (g o f)uq = Guq © f4q, para todo q € Z.

Demonstra¢ao. Basta demonstrar o resultado para um gerador 7' : A, — X. Assim,
temos que (g o flug(T) = (go f)oT =go(foT) = gu(foT) = gug(fuq(T)) =
(94q © f4q)(T). Portanto, (g0 f)uq = gsq © [44- O

Lema 3.2. Se T : A, = X € um ¢-simplezo singular do espago topoldgico X, entao

f#(qfl)( ) (f#q( )) , para 0 <7 < gq.

Demonstracdo. Por definicao, T = Togf™". Entdo fu1)(T?) = fu-1)(Togl ™)
fo(Togly=(foT)ogl = (foT)D = (fu(T))®. Portanto, fu1)(T?) =
(fa (1)

U

Na proxima proposicao mostraremos que fu, ¢ uma aplicagao de cadeias, para todo

q = 0.
Proposigao 3.3. fu,: Cy,(X) — C,(Y) € uma aplicacdo de cadeias.
Demonstracao. Temos que provar que o Diagrama IX abaixo é comutativo.

Cy(X) 2 (v

8y a,

Farq—1
Cot(X) 220, 1 (Y)

Diagrama IX
q

Pela definicao, (fgg-1)© 0g)(T) = fuq-1)(04(T)) = f#(qa)(Z(—l)iT(")) -
=0

DD (T = (=1 (fa(D)Y = 0 (fipa(T))- O

i=0 i=0
Observacao 3.2. De modo anélogo ao que fizemos na se¢ao anterior, a aplicagao
faq : Cy(X) — Cy(Y) induz um homomorfismo f,, : H,(X) — H,(Y) entre os gru-

pos de homologia singular dos espacgos topologicos X e Y, respectivamente, dado por



46

Homologia Singular

Fiq([T]) = [fq(T)], para todo T' € Z,(X) C Cy(X). Estes homomorfismos sao denomi-
nados homomorfismos induzidos por f em homologia.

Observe que f,, lé-se induzida da aplicagao f, a nivel de homologia singular.

Segue da definicao de homologia reduzida que se f : X — Y é continua, entao f
também induz homomorfismos nos grupos de homologia reduzidos dos espagos topolo-
gicos X e Y, respectivamente.

Temos que para todo ¢ > 1, fi, : fIq(X) — fIq(Y) coincide com f,, @ Hy(X) —

H,(Y).
Para g = 0, temos fio([22 mot]) = [f20(20 maw)] = D2 ma f(z)].
Para ¢ = —1, como o indice de Kronecker I é sobrejetor, segue que, para todo

m € Z, m= 1> mzx)=>Y m,. Como o diagrama

f#o

éo(X) =Co(X) — éo(Y) = Co(Y)
CaX)=z2-226 (V) =2
¢ comutativo, entao fu_1(m) = fa_1(I(O_max)) = I(fro(d_max)) =IO m.f(x)) =
> - m, = m. Observemos que fz_; estd bem definida, pois se m = I(> m,x) =
I(3- myy) entdo fu 1 (I(3- max)) = fu_1(I(X myy)). Logo, fuy s Hoy(X) = H_y(Y)
¢ tal que f.1([m]) = [fg-1(m)] = [m].

Para ¢ < —1, f.; ¢ o homomorfismo nulo.

3.2.1 Homologia Relativa

Se A é um subespaco do espaco topoldgico X, a aplicacao inclusao 7 : A — X induz
monomorfismos iyg, : C,(A) = C,(X), para todo ¢ > 0, que sdo aplica¢oes de cadeias.

Isto nos permite identificar C,,(A) a um subcomplexo de C,(X):

Defini¢ao 3.14. O complezo de cadeias do par (X, A) € definido como o complexo

quociente C, (X, A) = gz((ii)) Isto é, Cy(X,A) = g‘;(ii)

O homomorfismo quociente é dado por 0,(T + C,(A)) = 0,(T) + C,_1(A), ob-

—~
~—

, para todo q > 0.

tido de 0, : Cy(X) — C,—1(X) por passagem ao quociente, onde J, ¢ definido sobre
q

um gerador T, por 0,(T) = Z(—l)iT(i) € Cyu1(X) e & estendido por linearidade:
i=0

aQ(ZjGJ m;Ty) = ZjeJ m;0y(T})
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Observacao 3.3.

i) Denotaremos os grupos de homologia do complexo C.(X, A) por H, (X, A).

ii) Um representante de uma classe de Z,(X, A) é uma g-cadeia ¢ € Cy(X) tal que
0y(c) € Cyr(A).

Temos que ¢ + C,(A) € ker(d,) se, e somente se, C,_1(A) = 9,(c + C,(A4)) =
Jy(c) + Cy1(A) se, e somente se, 9,(c) € Cy_1(A).

iii) Analogamente, um representante de B, (X, A) é uma g-cadeia b € Cy(X) tal que
existe ¢ € Cyy1(X) e a € Cy(A) satisfazendo 0,41(c) = b+ a.

Temos que B,(X,A) = 0,41(Cys1(X, A)). Assim, existe ¢ € Cp1(X) tal que
Oge1(c+ Cyii(A)) = b+ Cy(A), ou equivalentemente, J,,1(c) + Cy(A) = b+ C,(A).
Logo, existe a € C,(A) satisfazendo 0,41(c) = b+ a.

Figura 3.3: Representagao geométrica do 1-Ciclo e do 2-Ciclo do par (X, A), respecti-

vamente.

Da teoria vista anteriormente, podemos obter, da sequéncia exata de complexos

0— Cy(A) = Cu(X) = Cu(X, A) — 0, a sequéncia longa de homologia do par (X, A):
c = Hy(A) S H(X) 28 Hy (X, A) S8 Hy (X, A) — -

Proposicao 3.4. A sequéncia de homologia do par (X, A) é exata.
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Demonstracao. Pelo teorema 2.2, concluimos imediatamente que a sequéncia exata de
complexos 0 — C,(A) = Cu(X) — Ci(X, A) — 0 associa-se a sequéncia exata infinita

de homologia do par (X, A):

Vx

oo H(A) 5 H(X) 2 H (X, A) 2 H, (X, A) — -

]

Considere, agora, X e Y espacos topologicos e A e B subespacos de X e Y, respec-

tivamente.

Definic¢ao 3.15. Dizemos que f: (X, A) — (Y, B) é uma aplicacio continua de pares
se f: X =Y écontinua e f(A) C B.

Desta forma, para todo ¢ > 0 o seguinte diagrama de aplicacoes de cadeias é

comutativo:
C.(A) = C,(X)
\L(ﬂA)# lf#
CL(B) %= (V)
Diagrama X

De fato, iy o (f |a)g = ("o (f |a))y = (f 0 )4 = fi g

Por passagem ao quociente, ficam definidas as aplicagoes de cadeias f#q 1 Cy(X,A) —
C,(Y, B) dadas da seguinte forma: se ¢ + Cy(A) € Cy(X, A), com ¢ € Cy(X), entdo
7#q(c + Cy(A)) = faqe(c) + Co(B)

Assim, temos o seguinte diagrama comutativo de complexos:

0 O (A) —F> Cu(X) 5 CL(X, A) —>0
(fla)e (1) f# (2 lf#

j/
0—=C.(B) —=C,(Y)—C.(Y,B) —=0
Diagrama XI

No Diagrama X vimos que o quadrado (1) é comutativo. Assim, resta apenas
mostrar que o quadrado (2) é comutativo: para qualquer gerador 7' € C,(X), temos:
(Fy 0 3a)(T) = FylGa(T)) = F4(T + CylA)) = f4(T) + Cy(B) = (f o T) + Cy(B).
Por outro lado, (5% o fy)(T) = (jiu(f4(T)) = jiu(f o T) = (f o T) + Cy(B). Logo, o

quadrado (2), no Diagrama XI, é comutativo.
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Pela naturalidade da sequéncia de homologia do par (X, A), vista abaixo do teorema
2.2, obtemos o seguinte diagrama comutativo entre as sequéncias de homologia dos

pares (X, A) e (Y, B):

"HHq(A) HHq(X) HHq(Xa A) HHq—l(A> —

J/(fA)*q lf*q if*q i(ﬂA)*q

(B) — H,(Y) — H,(Y,B) — H, 1(B) — - --

.. —H,

Diagrama XII

onde [, (d+ By(X,A)) = f,(d) + B,(Y, B), onde d = ¢ + Cy(A) com ¢ € Cy(X).

A seguir, veremos algumas propriedades dos homomorfismos induzidos.

Propriedade 3.1. Seja A um subespago do espaco topologico X. Se f : (X, A) —
(X, A) é a aplicagao identidade do par (X, A), entdo 7*q = Idu,(x,2)

Demonstracao. Desde que f : X — X é a aplicacao identidade de X, temos que

fia + Co(X) = Cy(X) & dada por fyy(T) = foT =T e fyu, : gq((i)) - gq(()j)) é

dada por [ (T 4+ Cy(A)) = fuq(T) + Cy(A) = T + Cy(A). Assim, fug e [y, s80 0s

X
homomorfismos identidades de Cy(X) e Cy (X, A) = gq(( A)) , Tespectivamente.
pa— pa— q pa—
Pela defini¢ao de f,,, concluimos que f, (d+ By(X,A)) = fu,(d) + By(X, A) =
d+ B,(X, A), ou seja, f*q = Idp,(x,a)- O

Propriedade 3.2. Sejam X, Y e Z espacos topologicos e A, B e C' seus respectivos
subespagos. Se f: (X, A) = (Y,B)eg: (Y,B) — (Z,C) sao aplica¢oes continuas de

pares, entao (g o f),, = G, © 7*q, para todo q € Z.

Demonstracao. Sendo f : X — Y e g : Y — Z aplicagoes continuas, entdao g o f :
X — Z, também ¢é continua. Isto nos permite considerar os homomorfismos de grupos
W#q 1 Cy(X,A) = Cy(Z,C), para todo ¢ € Z.

Pela proposicao 3.2, para todo d = ¢+ Cy(A) € Cy (X, A), temos que W#q(d) =
G0 Fgle+ ColA) = (90 Hial©) + ColC) = g © Firal©) + ColC) = Tyolfiale) +
Cy(B)) = Tag © [ q(c + Cy(A)).

Assim, (g0 f),,(d+By(X, A)) = (g0 [) g () +By(Z,C) = Gy f 4y (d)+By(Z,C) =
Tug(Fg(d) + By(Y, B)) = 4, 0 [, (d + By(X, A)) e portanto (g o f),, =G © [y, para
todo ¢q € Z. O



Homologia Singular

Teorema 3.1. Sejam X e Y dois espacos topoldgicos e A e B seus respectivos subes-
pagos. Se f: (X, A) = (Y, B) é um homeomorfismo de pares, entdo 7*(1 c Hy(X,A) —

H,(Y,B) ¢ um isomorfismo para todo q € Z.

Demonstra¢ao. Como f : (X, A) — (Y, B) é um homeomorfismo de pares, existe g :
(Y,B) — (X, A) aplicagao continua de pares, satisfazendo go f = Idxa e fog =
Idy,p).

Assim, se go f = Id(x, 4y, entao Idp,(x,a) = (ng)*q = ﬁ*qof*q, e portanto ?*q é um
monomorfismo. Analogamente, se fog = Idy,p), entao Idy,y,B) = W*q = f*qog*q,

e portanto f*q é um epimorfismo. Logo, T*q é um isomorfismo para todo ¢ € Z. O]

Definicao 3.16. Se A ¢ um subespaco do espaco topologico X, dizemos que A é um
retrato de X, se existir uma aplicacao continua r : X — A tal que r o1 = Idy, onde

1:A— X € a aplicacdo inclusao. A aplicacao r é chamada retracao de X em A.

Exemplo 3.6. A aplicagdo r : R" — {0} — S"~! definida por r(z) = — & uma
retragao de R" — {0} em S" 1.

Demonstragao. Considere a aplicagao inclusao i : S"~! — R" — {0}. Temos que, para

todo z € "L (roi)(x) = r(i(x)) = r(z) = z, pois * € S"! e portanto

o

]l
|z|| = 1. ogo, r é uma retragao de R™ — {0} em S™ . O
Definicao 3.17. Sejam G um grupo abeliano e P : G — G um homomorfismo. Dize-

mos que P é um projetor sobre G se Po P = P.

Teorema 3.2. Sejam G um grupo abeliano e P : G — G um projetor sobre G. Entao:
1) Im(P) ={g € G| P(g9) = g}
2) Id — P ¢é um projetor sobre G.
3) Im(Id — P) = ker(P).
4) G =Im(P) & ker(P).
= ker(P).

Z ]mc(;P)
Demonstragao. 1) Se g € Im(P) entdo g = P(u), com u € G. Temos P(g) =
P(P(u)) = (P o P)(u) = P(u) = g. Portanto, Im(P) C {g € G | P(g9) = g}
Sendo ¢’ € {g € G| P(g) = g}, temos que ¢ = P(¢'). Entao ¢ € Im(P). Portanto,
{ge G| Plg) =g} C Im(P). Logo Im(P) = {g € G | P(g) = g}.
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2) Para todo g € G, temos que [(Id— P)o (Id— P)|(g) = (Id — P)[(Id — P)(9)] =
(Id — P)(Id(g) — P(g)) = Id(Id(g) — P(9)) — P(ld(g) — P(g)) = Id(g — P(g)) -
P(g = P(g)) = Id(g) — 1d(P(g)) — P(g) + P(P(g)) = Id(g) = P(9) = P(9) + P(9) =
Id(g) — P(g) = (Id — P)(g). Portanto, Id — P é um projetor sobre G.

3) Usando os item 1) e 2), temos que Im(Id — P) ={g € G | (Id — P)(g) = g} =
{9€Glg—Plg) —g=0}={g€G|Pg) =0} = ker(P).

4) Para mostrarmos que G' = Im(P) @ ker(P), devemos mostrar os itens i) e ii)
abaixo.

i) Im(P) N ker(P) = {0}.

Se g € Im(P) N ker(P) entdo g € Im(P) e g € ker(P). Como g € Im(P), pelo
item 1), P(g9) = ¢g. Mas, também, g € ker(P), e assim P(g) = 0. Logo, g = 0 e,
portanto, Im(P) N ker(P) = {0}.

ii) G = Im(P) + ker(P)

Desde que P : G — G e G & um grupo, Im(P) + ker(P) C G. Por outro lado,
se g € Gentdo g = P(g) + g9 — P(9) = P(g) + (Id — P)(g), com P(g) € Im(P) e
(Id—P)(g) € Im(Id— P) = ker(P), pelo item (3). Logo, g € Im(P)+ ker(P) e assim
G C Im(P) + ker(P). Portanto G = Im(P) + ker(P).

5) Pelo item anterior, temos que G = Im(P) @ ker(P).

Considere o homomorfismo ¢ : G = Im(P) & ker(P) — ker(P) definido por:
Y(z,y) = y, para todo (x,y) € Im(P) & ker(P). Temos que ker(y) = {(z,y) €
Im(P)®ker(P) | ¢(xz,y) =0} = {(z,0) € Im(P)®ker(P)} = Im(P)®{0} = Im(P).
Observando que ker(¢) = Im(P) e Im(v) = {¢(x,y) | (x,y) € Im(P) & ker(P)} =
{yC|¥y € Ker(P)} = ker(P). Pelo Teorema do Isomorfismo de Grupos, temos que

~ G =Im = ker
Im(P):ker(w)_[ (%) = ker(P). -

Usaremos os resultados deste teorema, para demonstrar a seguinte

Proposicao 3.5. Seja A um retrato do espaco topolégico X. Entdo, para todo q € 7,
H,(X)= H,(A)® H,/(X, A).

Demonstracao. Por hipotese, existe r : X — A, uma retracdo, isto é, roi = Idy4.
Entao (r o)., = Idg,(a) e, portanto, r.q 0 iv, = Idg,(4), Ou seja, 1., ¢ sobrejetor e i,

é injetor para todo q € Z.
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Considere a sequéncia exata de homologia do par (X, A):
o Hy (X, A) 5 H(A) M H(X) D (X, A) 2 H, (A Y H (X))

Pela injetividade de 4., € i4(4—1), temos que A,y = 0 e A, = 0, respectivamente.

Obtemos, portanto, uma sequéncia exata curta
0 — H,(A) =8 H,(X) 28 H,(X,A) — 0.

Sejam = (ior): X — X. Note que 7,y = (1 07)yy = isg O Ty € um projetor sobre
o grupo abeliano H,(X) pois T, 0 Tuy = (Tsg © Tug) © (Tug O Tug) = Gug O (Tsq O lng) O Tug =
ivg © Idp,(4) © Thg = lxq © Txqg = Tiq- Entdo pelo item 4), do teorema anterior, temos a

seguinte decomposicao em soma direta:
H,(X) = Im(m.) @ ker(my,)-

Note que, como 7, é sobrejetor, Im(m.,) = Im(iy,) = t.,(H,(A)) = H,(A) pois a

sequéncia acima é exata curta . Também, usando o item 5), do teorema anterior, segue

H(X)  H(X) _ H,(X) | -
que ker(m,.,) =2 —2 = - = = H,(X,A). Assim, a decomposicio
T TG~ () )

(X)) = Im(m,y) @ ker(m,,), pode ser escrita como H,(X) = H,(A)® H,(X,A). O

Exemplo 3.7. Se A = {z} é um subespago topologico de X, entao H,(X) = H, (X, {z}),
q>0e Hy(X)XZ® Ho(X,{z}).

Demonstragao. De fato, se A = {z}, entdo H (X) = H,({z}) & H (X, {x}). Pelo
exemplo 3.4, temos que se H,({z}) = 0, para todo ¢ > 0, entdo H,(X) = H, (X, {z}),
q>0eseq=0,entdo Hy({z}) =Z e portanto Hy(X) = Z & Ho(X,{z}). O

Exemplo 3.8. Prove que H,(X, X) = 0, para todo ¢q € Z.

Demonstracao. Pela proposicao 3.4 , temos que a sequéncia do par (X, X):
s H(X) S H,(X) 58 (X, X) 28 Hy (X)) S Hy (X)) = -

¢ exata para todo ¢ € Z. Logo, para todo ¢ € Z, 1., ¢ o isomorfismo identidade. Assim,
ker(iv,) = {0} e Im(i.,) = Hy(X).

Como a sequéncia é exata, temos que ker(j.,) = Im(iy,) = Hy(X). Entao j, =0
e assim Im(j.q) = 0. Também, Im(A,) = ker(i.qg-1)) = {0}, e portanto ker(A,) =
H, (X, X). Mas Im(j.,) = ker(A,). Logo, H, (X, X) = 0.

U



4 Axiomas de Eilenberg-Steenrod e

Aplicacoes

4.1 Axiomas de Eilenberg-Steenrod

Veremos, agora, uma descricao axiomatica da Teoria de Homologia, proposta por
Eilenberg e Steenrod, em 1945. Nela, foram estabelecidos sete axiomas que englo-
bam uma larga classe de espacos topoldgicos, onde as teorias de homologia existentes
coincidem.

Assim, considere X, Y e Z espacos topologicos e A, B e C seus respectivos subes-
pagos.

Axioma 1 (Identidade) Se f : (X, A) — (X, A) é a aplicacdo identidade do par
(X, A), entdo f,, : Hy(X,A) — Hy(X,A) é o homomorfismo identidade de H,(X, A),
para todo ¢q € Z.

Axioma 2 Se f: (X, A) — (Y,B)eg: (Y,B) — (Z,C) sao aplicagoes continua de
pares, entao W*q =Gy © f*q, para todo q € Z.

Axioma 3 Se f : (X,A) — (Y, B) é uma aplicagdo continua de pares, entdao o
diagrama

Hy(X, A) 2 H,(A)
if*q lfiq

H,(Y, B) "~ H, 1 (B)
Diagrama XIII

é comutativo, para todo ¢ € Z, onde f' = f | 4.

Axioma 4 (Sequéncia Exata) Para todo par (X, A) a sequéncia de grupos denomi-

53
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nada sequéncia de homologia do par (X, A) descrita por

o H(A) S H(X) 28 H (X, A) 2 H, L (A) S H (X)) — -

q

é uma sequéncia exata, para todo q € Z.

Definigao 4.1. Dizemos que duas aplicagées continuas de pares f,g: (X, A) — (Y, B)
sGo homotdpicas se existe uma aplicagcao continua de pares F : (X x [, AxI) — (Y, B)

tal que F(x,0) = f(x) e F(z,1) = g(x).
Observacao 4.1. Usaremos a notacao f ~ g para indicar que f é homotopica a g.

Axioma 5 (Homotopia) Se as aplicacoes continuas de pares f,g: (X, A) — (Y, B)
sao homotodpicas, entao T*q = §.q> Dara todo q € Z.

Axioma 6 (Excisao) Se U é um subconjunto aberto do espaco topoldgico X tal que
U C Int(A) entdo a aplicacdo continua de pares inclusdo e : (X — U, A—U) — (X, A)
induz um isomorfismo de grupos €., : H, (X —U,A—-U) — H,(X, A), para todo ¢ € Z.

Axioma 7 Se P = {z¢}, onde {x0} é o espaco topolégico constituido de apenas

um pounto, entdo H,(P) = H,({zo}) = 0, para todo g # 0, onde 0 é o grupo trivial.

Definigao 4.2. O grupo Hyo(P), com P = {xy}, € chamado o grupo de coeficientes da

Teoria de Homologia.

Para que uma determinada teoria seja uma Teoria de Homologia é necessario que ela
satisfaca os sete axiomas propostos por Eilenberg-Steenrod. Na Homologia Singular,
vista anteriormente, o grupo de coeficientes considerado ¢ Z e ja verificamos que os
axiomas 1, 2, 3, 4 e 7 estao satisfeitos através dos seguintes resultados: Propriedade
3.1, Propriedade 3.2, Diagrama XII, Proposicao 3.4 e Exemplo 3.4, respectivamente.

Neste momento, assumiremos a validade dos axiomas 5 e 6 e veremos algumas
aplicacoes. Mais adiante iremos verificar estes dois axiomas para a Homologia Singular,

vista anteriormente.
Exemplo 4.1. Os grupos de homologia singular sao invariantes por tipo de homotopia.

Demonstracao. Sejam (X, A) e (Y, B) pares de espacos topologicos, que tém o mesmo
tipo de homotopia, ou seja, existem aplicagoes continuas de pares f : (X, A) — (Y, B)
eg:(Y,B) = (X, A) satisfazendo (fog) ~ Idy,p) e (9o f) = Idx 4. Entao, fazendo

uso dos axiomas 1, 2 e 5, temos que:
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i) (go f)*q = Id(x 4y« € assim g, of*q = Idp,(x,4), e portanto ?*q é injetora.

i) (fo 9)vq = 1d(v,B)q, € assim 7*q ©G., = Idu,(v,p), e portanto T*q ¢ sobrejetora.

Logo, T*q : Hy(X,A) — H,(Y, B) ¢ um isomorfismo. ]
Relembremos algumas definicoes topologicas:

Definicao 4.3. Considere R"™ com a topologia usual. Assim:

1. O disco unitdrio é o subconjunto de R""* dado por D" = {(x1, T2, + ,Tpn, Tni1) €
R ‘ H(.Tl,l’g, T >xnaxn+1)” < 1}

2. A esfera unitdria é o subconjunto de R™™ dado por S™ = {(x1,%a, -+ ,Tp, Tny1) €
Rn+1 ‘ H(xla Lo, 5, Tn, anrl)H = 1}

3. Os hemisférios norte e sul da esfera unitdria S™ sdo os subconjuntos de R

dados por:

E? ={(z1,22, X, Tpi1) € R | (@1, 29, Ty Tpgr)|| = 1 € 21 > 0}
e

E" = {(z1,29, ,Tn, Tny1) € R | ||(21, 20, -+, Tp, Tpg1)]| = 1 € Tpy1 <0},
respectivamente.

Observacao 4.2. Geometricamente, a esfera unitaria é a fronteira do disco unitario,
ou seja, d(D™) = S™, em R"". Ainda, da defini¢do acima, temos que S™ = ET UE"™ e

0 # E? NE"™ ~ S™!, onde o simbolo ~ indica que os dois espagos sao homeomorfos.

4.2 Suspensao na Homologia

Definigao 4.4. Seja I o intervalo fechado [0,1]. Para qualquer espago topoldgico X, a

suspensao S(X) de X € o espago quociente

, onde R € a relacao de equivaléncia

dada por:

(2, 1) ~ (2/,1) e (2,0) ~ (2/,0) para quaisquer z,z' € X.
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Definicao 4.5.

1
X X [07 _]
1. O cone inferior de um espaco topoldgico X € o espaco quociente C_X = R—Q’
1
onde Ry € a relacao de equivaléncia dada por:
(2,0) ~ (2,0) para todos x,z' € X.
1
X x [_7 1]
2. O cone superior de um espaco topologico X € o espaco quociente C'L X = TQ’
2

onde Ry € a relacao de equivaléncia dada por:

(x,1) ~ (2',1) para todos x, 2" € X.

3. O ponto ao qual o subespago X x {0} € identificado denomina-se vértice do cone
inferior e € indicado por v_. Analogamente, o ponto ao qual o subespago X x {1}

€ identificado denomina-se vértice do cone superior e € indicado por v .

Dessas defini¢oes concluimos que S(X)=C_XUC, X e X =C_XNC, X.

Exemplo 4.2. Sendo S = {—1,1} a esfera O-dimensional e I = [0, 1], temos que

S(S%) ¢ homeomorfo a S?.

Demonstracao. Considere o seguinte diagrama comutativo:

SOX[f—>Sl
-
SO x T

0y _

onde R ¢ a relacao de equivaléncia dada por (—1,0) ~ (1,0) e (—1,1) ~ (1,1), f :

SY x I — St é a funcao continua dada por

Fot) = (cos(mt), —sen(mt)), se = =—1
(cos(mt),sen(7t)), se x =1
e f([(z,1)]) = f(x,1).
Note que f & bem definida, pois f([(1,0)]) = f([(—1,0)]) e f([(1,1)]) = F([(=1, 1)),
uma vez que, f([(1,0)]) = f(1,0) = (cos(0),sen(0)) = (1,0) e, por outro lado,
F([(=1,0)]) = f(—1,0) = (cos(0), —sen(0)) = (1,0). Também, temos que f([(1,1)]) =
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f(1,1) = (cos(m),sen(rw)) = (—1,0) e, por outro lado, f([(—1,1)]) = f(~1,1) =
(cos(m), —sen(m)) = (—1,0).

Além disso, f é bijetora e continua, como veremos a seguir.

A continuidade de f segue do fato de que f é uma aplicacdo continua.

Para provar que f é injetiva basta verificar que cada uma das classes de equivaléncia
[(1,0)] = [(=1,0)],[(—=1, )] = [(1,1)],[(1,t)] e [(—1,%)], para O < t < 1, determinadas

por R, sdo levadas, por f, em imagens distintas. Por definicao de f :

[(1,0)] — (1,0)

[(=1,1)] — (=1,0)

[(1,t)] — (cos(mt),sen(nt)),0 <t <1
[(—1

(

Como

,t)] — (cos(mt), —sen(nt)),0 <t <1

a) (cos(mt),sen(nt))
b) (cos(mt),sen(mt))

(1,0) < cos(mt) = 1 e sen(nt) =0 <t =0.

(—=1,0) & cos(mt) = —1 e sen(nt) =0t = 1.

¢) (cos(mt),sen(wt)) = (cos(wt), —sen(nt)) < sen(nt) = —sen(wt) < sen(nt) =
0<t=0.

d) (cos(mt), —sen(nt)) = (1,0) < cos(nt) =1 e sen(nt) =0 <t =0.

e) (cos(mt), —sen(nt)) = (—1,0) < cos(nt) = —1 e sen(nt) = 0 < t =1, entdo
para 0 <t < 1, as imagens sao distintas duas a duas.

f) Finalmente, (1,0) # (—1,0),

Temos que as classes de equivaléncia distintas tém imagens distintas e, portanto, f
é injetora.

Observemos que f é sobrejetora, pois, para todo w € S', se w pertence ao hemis-
fério norte de S* e w ¢ {(1,0),(—1,0)} temos que w = (cos(wt),sen(nt)),t €]0,1].
Neste caso, tomando-se [(1,t)] € S(S°) temos que w = (cos(wt),sen(wt)) = f(1,t) =
F([(1,8)]). Se w pertence ao hemisfério sul de S* e w ¢ {(1,0),(—1,0)} temos que
w = (cos(—mt),sen(—mt)),t €]0,1[. Neste caso, tomando-se [(—1,t)] € S(SY) temos
que w = (cos(—t),sen(—nt)) = (cos(mt), —sen(nt)) = f(—1,t) = f([(~1,t)]). Para os
pontos que faltam para completar a esfera, note que (1,0) = (cos(0),sen(0)) = f(1,0) =
FU(1,0)]) e (=1,0) = (cos(w), —sen(n)) = f(—1,1) = f([(~1,1)]). Concluimos, assim,
que f & sobrejetora.

Como f ¢ continua, S(S°) tem a topologia quociente, S° x I é compacto, S é
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um espaco de Hausdorff e f é bijetora, segue que f é um homeomorfismo. Portanto,

S(89) ~ S. 0
Exemplo 4.3. S(S") é homeomorfo a S™,

Demonstragao. Primeiro, vamos mostrar que C,S™ ¢ homeomorfo ao disco D"*!. Con-
1
sidere f: 8" x J — D" onde J = [5, 1], definida por f(x,t) = (2 —2t)x. Temos que

f é continua e o diagrama seguinte é comutativo:

Snox J—=C(S™)
e
Dn+1
onde 7 é a aplicagdo quociente e h([(z,t)]) = f(x,t).
Como f(z,1) =0= f(2/,1), a aplicagdo h esta bem definida.
Agora verifiquemos que h é bijetora.

A aplicagao h é injetora pois:

1. As possiveis classes distintas em C, (S™) sao: [(z,1)] = [(2/,1)] com z,2" € S" e

[(z,t)] comz € S"et e J—{1}.
2. (a) A({(z, D]) = A", )]) = f(z',1) = 0
(b) h[(z,t)]=(2—-2t)zr comz € S" et e J— {1}
3. (a) SeteJ—{l}exec S"entdo (2—2t)x#0pois2—2t>0ex#0
(b) Se t; # to € J— {1} e x € S™ entdo h([(z,t1)]) # h([(z,t2)]) pois se
(2 —2t1)x = (2 — 2ty)x entao (2 — 2ty)||z| = (2 — 2t2)]|z|| e portanto t; = t5
desde que ||z|| = 1, o que é um absurdo.
(c) Sex #a' € S"et € J—{1} entdo h([(z,t)]) # h([(2,t)]) pois se (2—2t)x =

(2 — 2t)2’ entdo, como 2 — 2t > 0, segue que x = z’, 0 que é um absurdo.

Também, aplicacao h é sobrejetora, pois dado w € D™ temos que:

1. Se w = 0 entao h([(zo,1)]) = f(xo,1) = 0 para todo xy € S™.

2. Se w # 0 entado h([(HwTH, 2 _2”“}”)]) =
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Portanto, como C,S™ tem a topologia quociente, S™ x J é compacto, D" ¢ um
espaco de Hausdorff e h é continua e bijetora, segue que h é um homeomorfismo.
Portanto, C S™ ~ D"*!

Analogamente, verifica-se que C_S™ é homeomorfo ao disco D"+,

Indicando por ET“I e E"! 0s hemisférios norte e sul de S™*', respectivamente,
temos que £ ~ D" ~ E". Entao S(S") = O, S"UC_S" ~ ETMUE™T! = gntL
Portanto, S(S™) ~ S™1. O

Observacao 4.3. Observe que a demonstracao acima é valida para n = 0, ou seja, a

partir do exemplo 4.3, podemos demonstrar a validade do exemplo 4.2.

Definicao 4.6. Um espaco topologico X € contrdtil, se X é homotopicamente equiva-
lente a um ponto xo € X, isto é, existem aplicagoes [ : X — {xo} e g: {xo} — X tais

que fog~idg, ego f~idy
Exemplo 4.4. Se X é um espago topologico, entao C'y X e C'_ X sao espacos contrateis.

Demonstra¢ao. Demonstraremos apenas que C, X é contratil, pois a demonstracao
para C_X ¢ analoga. Considere as funcgoes f : C. X — {P} e g: {P} — C;X dadas
por f([(z,t)]) = P e g(P) = v;. Assim:

(f e 9)(P) = f(9(P)) = fvy) = P = Idpy(P).

(g o N[z, D)]) = g(f([(z, D)])) = 9(P) = vy

Devemos mostrar que (go f) ~ Idc, x.

Considere F': C1 X x I — C, X dada por F([z,t],s) = [(z,t(1 — s) + s)]. Temos
que F' é continua, F([z,t],0) = [(z,t)] = Idc, x([(z,1)]) e F([z,t],1) = [(x,1)] = vy =
(go f)([(z,t)]). Portanto, (go f) ~ Idc, x e C1 X é um espaco contratil. O

Proposigao 4.1. Se Y é um espago contrdtil, entao Hy(Y) = 0 para todo q # 0 e
Ho(Y) > 7.

Demonstracao. Vimos no exemplo 4.1 que os grupos de homologia sao invariantes por
tipo de homotopia. Como Y é homotopicamente equivalente a um ponto, digamos P,

temos que:

0, se ¢g#0
Z, se q=20
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Considere a sequéncia de homologia do par (S(X),CLX):
i o A
Hy(C.X) =5 Hy(S(X)) =5 Hy(S(X),Cy X) = Hy 1(CLX) —

Sendo C, X contratil, temos que H,(CyX) = 0,se ¢ # 0, e H,1(CLX) =0, se
q # 1. Assim, para todo q € Z, ¢ # 0 e ¢ # 1, temos:

Jxq A

e Hy(C4X) 0 Hy(S(X)) % Hy(S(X), O3 X) S Hy 1 (€ X) —

Observando esta sequéncia de homologia do par (S(X),C1X), como {0} = Im(i.,)
= ker(j.,), segue que j,, ¢ um monomorfismo. Também, sendo A, = 0, entdo
Im(j.,) = ker(A,) = H,(S(X),CX). Com isso, temos que j,, ¢ um epimorfismo.

Logo j.q ¢ um isomorfismo e, portanto:
H,(S(X)) = H,(S(X),C4X), paratodo g #0eq#1 (4.1)
De maneira analoga, considere a sequéncia de homologia do par (C_X, X):
H(C_X) ™ H(C_X,X) 2% H, (X)) "5" H,_(C_X) —
Sendo C_X contratil, para todo g € Z, ¢ # 0 e ¢ # 1, temos:
S H(C_X) L H(O-X, X) 2 H, (X)) SSVH, (CLX)

0

Observando esta sequéncia de homologia do par (C_X, X), como j,, = 0, entao
0 = Im(j) = ker(d,). Portanto A, ¢ um monomorfismo. Além disso, como
Im(A,) = ker(ivg—1)) = Hy—1(X), entdo A, é um epimorfismo. Logo A, é um isomor-

fismo e portanto:
H,(C_X,X)= H, 1(X), paratodog#0eq#1 (4.2)

Proposigao 4.2. Se X é um espago topoldgico, entao H,(X) = H,11(S(X)), para todo
q=>1

Demonstracao. Considere U = {[(z, s)] € S(X) | Z§l <s <1}
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Observe que, U é aberto em S(X), pois 7 1(U) = X x (2,1] - XxTeUC
Int(C+X). Logo, pelo axioma 6, e : (S(X) —U,C. X —U) — (S(X),C,X) induz um
isomorfismo e,, : H,(S(X) - U,Cy X —U) — H,(S(X),C.X).

Considerando o diagrama

(S(X) =U,CLX = U) ——(S(X), (1. X)
|
(C_X,X)
onde a inclusao de pares k ¢ uma equivaléncia de homotopia, portanto, pelo exemplo
4.1, k., é um isomorfismo. Logo, k., = (e o k).t Ho(C-X, X) — Hy(S(X),C: X) ¢
um isomorfismo para todo ¢ € Z e assim
H,(C_X,X)= H,(5(X),C+X), para todo g € Z (4.3)
Portanto, tendo em vista as equagoes (4.1), (4.2) e (4.3), segue que a composi¢ao
1 — 1

H Agt1 K «(q+1) Ji(a+1)
(X)) = Hq(CoX, X)) = Hpa(S(X),04X) = Hea(S(X))

dada por § = j*’(}lﬂ) oP*(qH) oAq’j1 é um isomorfismo, para todo ¢ > 1. Isto demonstra

o resultado. O

Figura 4.1: Equivaléncia de homotopia k.

Definicao 4.7. A aplicacao o, definida na proposicao 4.2, é denominada homomor-

fismo de suspensdo de homologia.
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Neste capitulo, trabalharemos sobre os grupos de homologia das esferas com o

objetivo de descrever estes grupos para n > 0. Mostraremos os seguintes resultados:
1. Sen =0:

7Z.®7, se q=0
0, se q#0

2. Para todon > 1:

Z, se gq=0ouq=n
0, se q#0eq+#n

12

H,(5")

Os grupos de homologia das esferas constituem ferramentas essenciais para demons-
trar aplicacoes referentes & Homologia Singular, como a nao existéncia de um homeo-
morfismo entre R™ e R", se m # n. Esta aplicacao sera estudada no proximo capitulo.

Assim, iniciaremos pela:

77, se q=0
0, se q#0

Proposigao 5.1. H,(S°) =

Demonstragdo. Observemos inicialmente que S° = {—1,1} e que {—1} e {1} sao con-
juntos abertos e fechados em S°.

Como {—1} é aberto, entao {—1} = Int({—1}). Considerando A = U = {—1}, pelo
Axioma 6 de Eilenberg-Steenrod, temos que a inclusao e : {1} = ({1},0) — (S°,{-1})

induz um isomorfismo

gt H,({1}) = H,(S°, {—1}), para todo q € Z

63
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Visto que, 7 : S — {—1} definida por r(z) = —1, para todo z € S° & uma
retracdo, pois r o i(—1) = r(—1) = —1 = id;_13(—1), onde i : {—1} — S ¢ a incluso,

segue da proposicao 3.5 que
H,(S") = Hy({-1}) & Hy(S", {-1}),
ou ainda, através do isomorfismo €,, acima, que:
H,(S°) = H,({-1}) ® H,({1}), para todo q € Z

Considerando separadamente os casos ¢ = 0 e ¢ # 0 e aplicando o exemplo 3.4,

segue que:
i) Para ¢ = 0, Hy(S°) = Ho({-1}) & Ho({1}) = Z & Z.
i) Para g £ 0, Hy(S%) = H,({~1}) & H,({1}) = {0} & {0} = 0. 0

Z, se q=1
Lema 5.1. H,(E',S°%) =
0, se q=0o0uq>2.

Demonstrag¢ao. Da observagio 4.2, se Ef e E! denotam os hemisférios norte e sul, de
S*, respectivamente, temos que S' = E1 U E!.
Tomemos um arco de circunferéncia, )\, aberto em S', tal que X estd contido no

interior de E7. Consideremos o diagrama

(ST =\ EL = A) —— (5", EY)

o

(EE,SO) SlZ(S:l?@)

onde j' e k sao inclusdes e k é uma equivaléncia de homotopia. Logo, pela equacao

(4.3), k' = e o k , induz um isomorfismo k’.,, para todo ¢ € Z e temos:
H,(E',S%) = H,(S", E}) para todo q € Z (5.1)

Também, pela equagio (4.1) temos que Juq € um isomorfismo para todo ¢ > 2.
Assim,

H,(S") = H,(S", E}), para todo ¢ > 2 (5.2)

Observemos que nas equagoes (5.1) e (5.2) estamos usando o fato de que S* ~ S(SY),

C. S~ E'eC,S"~ EL.
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Da sequéncia exata
o H(SY) S H(BY) S H (B, S0) 28 H,,(S°) S
1 j*(qfl) 1 0 Aq—l 0
Hq_l(E_> — Hq_l(E_7S ) — Hq_Q(S ) —

fazendo ¢ = 0, obtemos a sequéncia exata
o= Hy(S%) 28 Hy(EY) 28 Hy(EL, S%) — 0 — - -

onde i, é a aplicacdo induzida da aplicacdo inclusdo iy : S° — E'. Definamos
§:E' — S tal que §(x) = 1= (1,0) € E', para todo v € E'.

Entao (ig00)(x) =io(d(z)) = 19(1,0) = (1,0) e g0 6 =~ Idp .

Escrevendo # € E! na forma x = (cosf,—send), com 6§ € [0,7], defina F :
E' x I — E' por F((cos®, —senf)),t) = (cos((1 —¢)f), —sen((1 — ¢t)f)). Assim, F é
continua, F(z,0) = F((cosf,—sen#),0) = (cosd, —senf) = x = Idp () e F(z,1) =
F((cosf,—sen#)),1) = (1,0) =ipod(x). Logo F' é uma homotopia entre Idg: e iod.
Portanto i.g © 0x = Idy, (g1, ou seja, iy ¢ um epimorfismo.

Como E! ¢ contratil, segue pela proposi¢ao 4.1 que Ho(FE') = Z. Assim, Z =
Im 4,0 = ker j.9, donde segue que j.o ¢ o homomorfismo nulo e dai Hy(FE!,S%) = 0.

Para ¢ = 1, desde que E' é contratil, segue pela proposigao 4.1 que H{(E') = 0
e Hy(E') = Z e, pela proposi¢ao 5.1, Hy(S°) = Z @ Z. Assim, obtemos a sequéncia
exata curta

08 H(EL, )X zez 7280

Desde que 4,900, = Idpy, g1y, segue pelo corolario 2.1, que Hy(E',S°)®Z — ZOZ
¢ um isomorfismo e, portanto, Hy(E*, S%) = Z.

Ainda pela mesma sequéncia, para ¢ > 2, obtemos H,(E',S%) = 0, desde que

H,(E')=0e H,(S% =0, para ¢ > 2. O
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Figura 5.1: Equivaléncia de homotopia k.

Z, se q=0o0ouq=1
0, se ¢q#0eq#1

Proposigao 5.2. H,(S') &

Demonstragao. Consideremos a sequéncia exata de homologia do par (S*, EY):
coo > Hy(EY) ™8 Hy(S") 28 H(S', EL) %8 Hy ((BL) — -+
Para ¢ > 2 das equagdes (5.1) e (5.2), do lema anterior, temos:

.'H()&Hq(sl)AHq(Sl,Eif;OH'.'

o
/
NTk*q

H,(E!,S%)

Entéo, pelo lema anterior, H,(E!,S%) 2 0, se ¢ > 2 ou equivalentemente H,(S') =

0,se g #0eq#1.

Para ¢ = 1, obtemos a sequéncia exata

coo o Hy(EY) 3 HY (SN 23 Hy (ST, EL) 2% Ho(EL) ™8 Ho(S") 28 Ho(S", EL) — - --
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Usando a equacao (5.1) do lema 5.1 e a proposicao 4.1 esta sequéncia pode ser escrita

comao:

s 0 H(SHY S ZA 7 Hy(SY) 80— -

Note que j,; ¢ um monomorfismo, pois ker(j.1) = Im(i.) = 0.

Para mostrarmos que j,; ¢ um epimorfismo, temos primeiro que garantir que .o ¢
um monomorfismo. Neste caso, concluimos que I'm(A;) = ker(is) = 0 e, consequen-
temente, A; = 0. Entao I'm(j,) = kerA; = Z e, portanto, H,(S') = Z.

Mostremos entao que i,o € um monomorfismo.

Definamos a aplicagao 6 : S' = S(S?) — C.S" = E} dada por d(y) = v, para
todo y € S(SY). Entao (§ oig)(z) = d(ip(x)) = d(z) = v,. Afirmamos que (d o 7p) =~
Idg . De fato, consideremos a aplicagao continua I : EY x I — E, definida por
F([(z,t)],s) = [(z,t(1 — s) + s)]. Estamos considerando E} homeomorfo a C;.S" =
S0 [21]
2

R
Assim, F([(x,1)],0) = [(2,8)] = idpy [(z,1)] e F({(,8)],1) = [(2,1)] = vy = (6 0 1p)(2).

, onde R ¢ a relagao de equivaléncia (x,1) ~ (2/,1), para todo x,2" € S°.

Logo F' é uma homotopia entre z'dEi e 0 oig. Pelo Axioma 5, de Eilenberg-Steenrod,
temos (d 0dg). = (]dEi)*' Entao 0, 01,9 = IdHo(E}r)' Logo i,o € um monomorfismo.

Sendo a sequéncia
s 0 H(SHY S ZA 2 Hy(SH) 80— -

exata e j.o = 0, temos que I'm(i.g) = ker(j.o) = Ho(S") e, portanto, i, ¢ epimorfismo.

Logo Hy(S') 2 Z o que completa a demonstragao. O

Antes de calcularmos H,(S™), para n > 1, calcularemos H,(5?), com o objetivo de

ajudar na compreensao dos passos a serem seguidos na demonstracao do caso geral.

Z, se q=0o0uq=2

Proposigao 5.3. H,(S?) =
0, se q#0eq+#2

Demonstragdo. Pela proposicao 4.2, temos que H,(S') = H,,1(S5?), para ¢ > 1. Logo,
pela proposi¢ao 5.2, Hy(S?) = H(S') 2 Z e Hy1(S?) =20 se g > 2.
Sejam, 3 e E? os hemisférios norte e sul da esfera S?, respectivamente. Conside-

remos, agora, um aberto U C S? tal que U C Int(E?). Note que E2? ¢ homeomorfo a



68 Grupos de Homologia das Esferas

C .S, Assim, temos:
(S -U,E% —U)—= (5% E?)
|
(E?, ST
com k uma equivaléncia de homotopia e considere k' = e o k . Portanto e, :
H,(5?—U,E2 ~U) — H,(S*, E?) e K.y : H(E%,S') — H, (5%, E?) sio isomorfismos,

para todo ¢ € Z e podemos escrever:

H,(S* - U, E? - U) = H,(5% E2) (5.3)

e, também:

H,(E,8") = H,(S* E?) (5.4)

Lembrando que S? &~ S(S'), pela equagao (4.1), concluimos que j,, : H,(S?) —

H,(S? E?) é um isomorfismo, para todo ¢ > 2 e escrevemos:
H,(S?) = H,(S? E?), para todo ¢ > 2 (5.5)
Para g = 1, considere a sequéncia exata de homologia do par (E?,S'):
oo Hy(SY) S H (B2 2 HY (B2, S 23 Ho(S) 8 Ho(E?) — -
Entao, pelas proposicoes 4.1 e 5.2, temos:
e 20 (B2, SN 2T

Seja § : B2 — S! tal que, para todo x € E?, 6(z) = v_ € S'. Temos que (ig o
§)(x) = io(6(x)) = ig(v_) = v_ e igod ~ Idg2. Considere a aplicagao continua F : E2 X
I — E? definida por F([(z,t)],s) = [(z,t(1—s))], para toda classe [(z,t)] € C_S* ~ E?
e todo s € I. Temos que F([(z,t),0]) = [(z,t)] = Idgz([(z,1)]) e F([(x,1),1]) =
[(z,0)] =v_ = (ip 0 d)(x). Portanto F' é uma homotopia entre Idgz e iy o d.

Portanto (i 0 d,) = Idy, g2 e concluimos que i,o ¢ um epimorfismo de Z em Z.

Assim, pelo teorema do isomorfismo, Z = e portanto ker 7,9 = 0. Logo, 74

ker 7.0
¢ um monomorfismo e, consequentemente, um isomorfismo. Como i,q ¢ um isomorfismo

e a sequéncia

s ZH O (B, SN B 2 T —
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é exata, temos que Im(A;) = ker(in) = 0. Entdo A; = 0. Isto implica que

H(E?%,8") = ker(Ay) = Im(j.1) = 0. Portanto
H\(E* SY) =0 (5.6)
Agora, para ¢ = 0, temos a sequéncia exata de homologia do par (E?,S"):
oo HY (B2, SY) 23 Ho(SY) 28 Hy(E2) 28 Hy(E%,8Y) 280 — - --

Usando a equagao (5.6) e as proposigoes 4.1 e 5.2, a sequéncia acima é equivalente

a:
027 Hy(E2,8Y) =0 -
Nesta mesma proposicao, vimos que 7,y ¢ um isomorfismo de Z em Z.
Observemos que j,o € um epimorfismo e, portanto, usando o Teorema do Isomor-
fismo:
7 Y/ Y/
Hy(E?,S") =~ = ~_ >~
o(E=, ') ker(jw)  Im(ivg) Z
Logo
Ho(E?,S") 0. (5.7)

Finalmente, a sequéncia de homologia do par (S?, E3) fornece:
coo— Hy(E2) 3 Hy(S?) 23 Hy(S% E2) 2% Ho(E%) ™8 Ho(S%) 28 Ho(S% E2) — - --
Pelas equagoes (5.4), (5.6), (5.7) e pela proposicao 4.1, esta sequéncia é equivalente a:
S 0 H(SY) 0B Z S Hy(S2) 80— -
Logo H;(S?) =0 e Hy(S?) & Z, como queriamos demonstrar. O

Finalizaremos esta secao com o resultado principal sobre os grupos de homologia

das esferas:

Z, se q=0o0uq=n
0, se q#0eq+#n

Demonstracao. Esta demonstracao sera feita por inducao sobre n € N*. Pela propo-

Proposicao 5.4. Para todon > 1, H,(S") =

sicao 5.2, o resultado é valido para n = 1. Suponhamos, agora, que este resultado é

valido para n € N* e vamos provar que também serd valido para n + 1 € N*,



70 Grupos de Homologia das Esferas

Utilizando o exemplo 4.3 e a proposicao 4.2, temos H,(S"*) = H,(S(S™)) para
todo ¢ > 0 e H,(S(S™)) = H,_1(S™), para todo ¢ > 2, respectivamente. Portanto,
temos que H,(S™!) 20, para todo2<g<n+1ouqg>n+1.

Também, temos que para ¢ = n+1, desde que n+1 > 3, H,, 1 (S™) = H, 1 (S(S")) =
H,(S") = Z.

Sejam Efﬁ“ e E™ 0s hemisférios norte e sul da esfera S™t!, respectivamente.
Consideremos, agora, um aberto U C S™*! tal que U C Int(Ei“). Note que Ei“ é

homeomorfo a C'S™. Assim, temos:

(Sn—i-l _ U, Ei—l-l _ U) € . (Sn-i-l, E:L_—&-l)

|
(B, Sm)
com k uma equivaléncia de homotopia e considere k' = e o k . Portanto e, :
H,(S™ — U, E"™ —U) — H,(S" B e K.y« Hy(E™™, S") — H,(S"+, BT

sao isomorfismos, para todo ¢ € Z e podemos escrever:
Hy(S™ — U, B~ U) = H, (5", B (5.8)

e, também:

H,(E™*', 8™ = H,(S™ BTt (5.9)

Lembrando que S"*! & S(S™), pela equagao (4.1), concluimos que j,, : H,(S"™) —

H, (5™, Eﬁ“) é um isomorfismo, para todo ¢ > 2 e escrevemos:
H, (5™ = H,(S"*!, EM*Y), para todo g > 2 (5.10)
Para ¢ = 1, considere a sequéncia de homologia do par (E"*!, S™):
oo Hy(E™™Y 2 Hy(EP,S™) 23 Ho(S™) 28 Hy(E™Y) = - -
Entao, pela proposicao 4.1 e hipotese de inducao, temos:
S 0B H (B, S S 2 7

Seja 6 : E" — S™ tal que, para todo x € E"™!, §(z) = v_ € S™.
Assim, (ig 0 6)(w) = ig(6(z)) = io(v-) = v_ e igod = Idgn+1. Considere a apli-

cagio continua F : E"™ x [ — E™! definida por F([(x,t)],s) = [(z,t(1 — s))], para
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toda classe [(z,t)] € C_S™ ~ E"" e todo s € I. Temos F([(z,1),0]) = [(x,t)] =
Idgni([(z,1)]) e F([(z,t),1]) = [(x,0)] = v_ = (ig 0 §)(x). Portanto F' é uma homo-
topia entre Idgn+1 e g 0 d. Portanto (ix 0 dx) = Idy, gn+1y e concluimos que i, ¢ um
epimorfismo de Z em Z.

Assim, pelo teorema do isomorfismo, Z =

— e, portanto, ker i,g = 0. Logo,
ker i,
i+ € um monomorfismo e, consequentemente, um isomorfismo. Como 7,9 € um isomor-

fismo e a sequéncia
s 0B H (B S 27
¢ exata, temos que Im(A;) = ker(i,) = 0. Entdo A; = 0. Isto implica que
Hy(E™*' S") = ker(A;) = Im(j.1) = 0. Portanto
H(E™!, 8" =0 (5.11)
Agora, para ¢ = 0, temos a sequéncia de homologia do par (E™*!, S™):
oo Hy(E™Y, 8™ 2% Ho(S™) 58 Ho(EMHY) 28 Hoy(E™,87) 280 — - -
Usando a equagdo (5.11), a proposigao 4.1 e a hipotese de indugao (HP), a sequéncia
acima é equivalente a:
0N Z T Hy (B, S 50— -

Nesta mesma proposicao, vimos que 2,y ¢ um isomorfismo de Z em Z.

Observemos que j,o ¢ um epimorfismo e portanto usando o Teorema do Isomorfismo:

Z 7 7

Ho(E™, ™) = = >~ _
o EZT, 57) ker(jx)  Im(iv) Z

1%

0

Logo
Ho(E™1, 8™) 22 0. (5.12)

Finalmente, a sequéncia de homologia do par (S™**, Eﬁ“) fornece:
cmy Hy(BDFY) S (S T (sn Bty 2
2 Hy (B 28 Hy (5™ 28 Ho(S™ By — -

Pelas equagoes (5.9), (5.11), (5.12) e pela proposicdo 4.1, esta sequéncia é equiva-
lente a:
s 0 H (ST 0B 7 Hy(s) 80— -

Logo H{(S™1) =0 e Hy(S™™) X Z, o que completa a demonstracao. O



6 Aplicacoes da Teoria de Homologia

Neste capitulo, demonstraremos trés aplicacoes da Homologia Singular: a ndo exis-
téncia de um homeomorfismo entre dois espacos euclidianos reais de dimensoes distin-
tas, o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer e a nao existéncia de um Campo Vetorial

nao-nulo nas esferas unitarias de dimensao par.

6.1 A Nao Existéncia de Homeomorfismo entre R e
n
R", se m #n
Visto os grupos de homologia das esferas S™, no Capitulo 5, onde provamos que

7®7L, se q=0

1. Se n =0, entao H,(S™) = H,(S") =
0, se ¢g#0

Z, se q=0o0ouqg=n

2. Para todo n > 1, temos que H,(S™) =
0, se q#0eq#n

podemos enunciar e demonstrar a primeira aplicacao, da Homologia Singular:

Teorema 6.1. Para quaisquer inteiros m,n > 1, com m # n, R™ e R" ndo sao

homeomorfos.

Demonstracao. Inicialmente, suponhamos n > m > 1.

Primeiro, demonstraremos o resultado para m = 1 e n > 2. Suponhamos que R
e R™, com n > 2, sao homeomorfos, ou seja, existe um homeomorfismo h : R — R".
Entao hlg_foy : R — {0} — R" — {h(0)} ainda é um homeomorfismo. Mas isto ¢ um

absurdo, pois R — {0} ndo é conexo e R" —{h(0)} é conexo e a propriedade ser conexo
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¢ invariante por homeomorfismos, desde que, imagem de um conjunto conexo por uma
aplicacao continua, também é conexa.

Considere, agora, n > m > 2. Suponhamos, novamente, que existe um homeo-
morfismo h : R™ — R". Entao f = hlgm_goy : R™ — {0} = R" — {A(0)} ainda é um
homeomorfismo e portanto temos que o homomorfismo induzido f,, : H,(R™ —{0}) —

H,(R" —{h(0)}) é um isomorfismo, para todo ¢ € Z.
T

z|

Vimos no exemplo 3.6 que a aplicagao r : R™ — {0} — S™~! dada por r(z) = ”
é uma retracdo. Sendo i : ™' — R™ — {0} a aplicacdo inclusdo, temos que (r 07) =
Idgm—1. Entao ry 0i.q = (1 01)sq = Idy,sm-1). Ou seja, i,, ¢ injetora.

Por outro lado, (i o r)(z) = i(r(z)) = Z(Hz—H) = ﬁ, para todo x € R™ — {0}.

Afirmamos que (i or) ~ Idgm_{0y.

Consideremos F' : R™ — {0} x I — R™ — {0} dada por F(x,t) = (1 — t)“m—H + tx.
x
Entdo F' é uma aplicacdo continua tal que F(z,0) = ﬁ = (ior)(zx) e F(x,1) =
x

x = Idgm_goy(x). Isto mostra que (i o) =~ Idrm_{0y. Consequentemente, i, 0 7vq =
Idg, (rm—{0}) € ixq € um epimorfismo.

Portanto i., : Hy,(S™ ') — H,(R™ — {0}) é um isomorfismo, para todo q € Z.

Sendo f., : Hy(R™ —{0}) — H,(R" — {h(0)}) um isomorfismo, para todo ¢ € Z.
Em particular, para ¢ = m — 1, temos que Z = H,, 1(S™ ') = H,, ;(R™ — {0}) =
Hyp 1 (R" = {R(0)}).

Como g : R® — R™ dada por g(z) = z—h(0) é um homeomorfismo com inversa g~ :
R™ — R" dada por ¢ '(y) = y + h(0) temos que g|gn_{no) : R* — {h(0)} — R™ — {0}
também é um homeomorfismo e portanto induz um isomorfismo g]Rn_{h(o)}*
Hpy o (R™ = {h(0)}) = Hma (R" — {0}).

Assim, Z = H,, (R" — {h(0)}) & H,,_1(R" — {0}) = H,,,_1(S" ') 2 0, desde que

(m—1)

n—1>m—12>1, 0 que é um absurdo, pois Z nao é homeomorfo ao grupo trivial.
Portanto, R™ nao é homeomorfo a R" para n > m > 1.

O caso 1 < n < m é andlogo e o resultado segue. O]
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6.2 O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

Iniciaremos esta secao com o seguinte

Lema 6.1. Ndo existe retracio do disco unitdrio D™ na esfera S™ ', para qualquer

mteiro n > 1.

Demonstracao. Primeiro, mostraremos o resultado para n = 1.

Seja i : S — D! a aplicagao inclusdo, onde D' = [-1,1] e S® = {—1,1}. Supo-
nhamos que exista uma retracao r : D' — SY ou seja, r é uma aplicacao continua tal
que (r oi) = Idgo. Entao r é sobrejetora e assim S° = r(D?'), o que é absurdo, pois
D' é conexo e SY ndo é conexo e a propriedade ser conexo é invariante por aplicacoes
continuas. Portanto nao existe retracao do disco D! na esfera S°.

Para n > 1, suponha que exista uma retracao r : D" — S"~! isto é, uma aplicacao
continua r : D™ — S"! tal que (roi) = Idgn-1, onde i : S"! — D" é a inclusao.

Considerando os homomorfismos induzidos, obtemos o seguinte diagrama comuta-
tivo:

la(n—1)

Hn—l(Sn_l) —>H, 1(D")
]de l *(n—1)
Hn_l(Sn—l)
Diagrama XIV

Usando os resultados das proposigoes 5.4 e 4.1, temos H,,_;(S" ') 2 Ze H,_,(D") =
0 (desde que n > 1), respectivamente. Assim, podemos reescrever o Diagrama XIV da
seguinte forma:

i*(nfl)

7Z—=0

\\ lr*(nl)
g, (sn-1)

Z
Diagrama XV

Absurdo, visto que pela comutatividade do Diagrama XV temos que Idg, ,(sn—1)

seria, 0 homomorfismo nulo. O

Teorema 6.2. (Teorema do Valor Intermedidrio - TVI): Se f : [a,b] C R — R uma
funcao continua e d € R tal que f(a) < d < f(b) (ou f(a) > d > f(b)), entio existe

ao menos um ponto c € |a,b[ tal que f(c) = d.
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Para a proxima aplicagao, tomaremos d = 0 (Teorema de Bolzano).

Lema 6.2. Dada uma aplicacio continua f : D™ — D" tal que f(x) # x para todo
r € D", considere g : D" — S™ ! dada por g(x) = f(x)x N S"' = P,, para todo
x € D", onde f(x)x é a semirreta que comega em f(x) e passa por x, como na figura

6.1. Entao g é uma funcao continua e além disso, se v € S" !, g(x) = .

Figura 6.1: Semirreta f(x)z, que comega em f(z) e passa por z, interseccionando a

esfera S"~! em g(x).

Demonstragao. Pelo enunciado, g : D" — S™~! ¢ definida por g(z) = P,, para todo
x € D", onde P, é o ponto da interse¢ao de S™! com a semirreta f(z)r = {f(z) +
t(x — f(x));t = 0}. Assim, temos que || P|| = |[f(z) + t(z — f(2))|| = L.

Mostremos que g é continua e que se z € S"~ !, entao g(x) = .

Coloquemos y = o — f(x). Assim || f(z) +ty||> = (f(z) +ty, f(x)+ty) = 1, ou seja,
| f(@)||? + 2t{f(x),y) + t*||]y||* = 1. Temos, portanto, a seguinte equagao do segundo
grau:

Pllyll* +2(f @) )t + (1 f @) =1) =0 (6.1)

cujo discriminante é dado por:

A= 4f(@), ) = 4IPS @I - 1)
= 4({f(@),9)* = llyIP(1f @) = 1))
= A(f (@), 9)* + llylPA = |1f(@)[1*)
Como f(x) € D", 1 —||f(2)||> > 0 e portanto A > 0. Logo, a equagao (6.1) tem

solucoes:

o U @)y) £ V() 9)° + P [1F (@)]7)
[yl
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Como t > 0, temos que:

—{f(@).y) + V(@) ) + Iy = [If@)[]*)
[lylf?

Assim, para cada x € D", g(x) = P, = f(x) +ty, onde y = o — f(z) # 0 e ¢ é dado

t= (6.2)

por (6.2). Assim, a aplicagao g estd bem definida e é continua.

Se x € S"!, entdo:

(f(z),x) = IIf ()]

—_
=
=
S

I
<
—~
&

K

|
=
S

I

2. |yl = (z = f),z = f(2)) = |l=[I* = 2(z, f(2)) + [If(@)[]F = 1 = 2{x, f(2)) +
1/ (@)

Por outro lado,

3. (f(@). ) + lyIPA = [If @)I) = (f(x), 2)* = 2{f (=), )| f ()P + [ f(@)I|* + 1 =
20w, f(@) +HIf @) = [If @I + 2, fDf @I = [f @I = (f(@),2)* -
2<$, f($)> +1= ((f(x),x} - 1)2‘

Desde que ||z|| = 1, (f(x),z) = ||f(z)||cosf, onde # é o angulo entre f(z) e z e,
como ||f(x)]] <1, segue que (f(x),z) <1 e portanto (f(z),z) —1 < 0. Logo

—(f(@),9) + V(@) 9)* +IPA = [If (@)]]?) =

= |lf@)IP? = (f(2).2) + V({f(2),2) - 1)°

= [If@II* = {f(z), 2) + [{f(z), z) — 1]

= [If@I* = {f(z),2) = (f(z),2) + 1
()

Hi”2 = 1. Logo g(z) = P, = f(x)+y = f(x)+az— f(z) = z,Yo € S,

Portanto, g(x) = z,Vz € S"1, O

Assim, t =

Agora, enunciemos e demonstremos a segunda aplicacao, da Homologia Singular:

Teorema 6.3. (Teorema do Ponto Fizo de Brouwer) Dada uma aplicacdo continua

f: D" — D", existe x € D" tal que f(x) = z, para qualquer inteiro n > 1.

Demonstragao. Consideremos primeiro n = 1. Temos que D' = [—1,1]. Se f(—1) =
—1 ou f(1) =1, entao nada temos a provar.

Agora, se f(—1) > —1e f(1) < 1, considere g(x) = f(x) —x. Esta é uma aplicacao
continua tal que g(—1) = f(-1)+1 > -1+1=0eg(l) = f(1) -1 <1-1=0.
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Entao pelo Teorema do Valor Intermediario, existe x € [—1, 1] tal que g(z) = 0. Entao
0 =g(x) = f(x) — z e concluimos que f(z) =z, para algum z € [—1,1].

Para n # 1, seja f : D™ — D™ uma aplica¢ao continua. Suponhamos que f(z) # z,
para todo z € D".

Considere g : D" — S™1 a aplicagao dada pelo lema 6.2, ou seja, g(z) = f(z)z N
St para todo z € D", onde f(x)x é a semirreta que comega em f(z) e passa por
x, como na Figura 6.1. Assim, a aplicacdo ¢ é continua e se x € S" !, temos que
g(x) = z. Entao g é uma retrac¢ao do disco D™ na esfera S"~!. Absurdo, pois contraria

o lema 6.1. Portanto existe x € D" tal que f(x) = x. O

Observacao 6.1. O ponto x € D", como descrito no teorema 6.3, é chamado de ponto

fixo.

6.3 A Nao Existéncia de um Campo Vetorial Nao-
Nulo nas Esferas de Dimensao Par

Nesta secao, veremos um resultado classico sobre Campos Vetoriais em Esferas,
através da aplicacao da Homologia Singular: a nao existéncia de um campo vetorial
nao-nulo nas esferas de dimensao par.

Primeiramente, vejamos a definicao de grau de uma aplicacao continua de S™ em
S™. Assim, para qualquer inteiro n > 1, considere a aplicacao continua f : S™ — S™ e
o homomorfismo induzido f., : H,(S") — H,(S™). Se o é um gerador de H,(S") = Z,
entao f.,(a) = ma, para algum m € Z.

Observe que este inteiro independe do gerador de H,(S™), pois se —a é o outro

gerador de H,,(S™), temos: fu,(—a) = — fun(@) = —(ma) = m(—a).

Definicao 6.1. O inteiro m definido acima é chamado de grau da aplicacao continua

f e € denotado por d(f).

Vejamos, a seguir, algumas propriedades referentes ao grau de uma aplicagao con-

tinua f de S™ em S", para qualquer inteiro n > 1:
Propriedade 6.1. d(Idgn) = 1.

Demonstragao. Pela propriedade 2.1, (Idgn)n = Idp, (sn). Assim, se a ¢ um gerador

de H,(S™), entdo (Idgn).«n(a) = a = la. Portanto d(Idgn) = 1. O
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Propriedade 6.2. Se f,g : S — S™ s@o aplica¢oes continuas, entdao d(g o f) =
d(g)d(f).

Demonstracao. Sejam p = d(g) e ¢ = d(f). Temos que (g o f)un() = (Gen © fin)(a) =

Gin(fan(@)) = gun(qa) = q(gun()) = q(pa) = (pg)a. Logo d(go f) = pq = d(g)d(f).
0

Observagao 6.2. Se h: S™ — S" é um homeomorfismo, entao d(h) = 1.

Este fato é uma consequéncia das propriedades 6.1 e 6.2. De fato, pelas propriedades
citadas 1 = d(Idg:) = d(ho h™') = d(h)d(h™'). Sendo 1 = d(h)d(h™'), como o
grau de uma aplicagao continua é um ntimero inteiro, entao d(h) = d(h™') = 1 ou

d(h) =d(h™1) = —1.
Propriedade 6.3. Se f: S" — S™ ¢ uma aplicacdo constante, entao d(f) = 0.

Demonstracao. Sendo f : S™ — S™ constante, entao f é uma aplicacao continua.
Assim, podemos falar em grau da fungdo f. Digamos que f(x) = xo, para todo = € S,

onde xg € S™. Assim, do diagrama comutativo abaixo

{mo}

onde g : S™ — {xo} é tal que g(z) = x¢, para todo xz € S™ei: {xo} — S™ é a aplicacdo

inclusao, obtemos o diagrama comutativo de homomorfismos induzidos:

H,(S™) fon H,(S™)

Txn,
gxn

Se a ¢ um gerador de H,(S™), entao fun () = (f4n 0 Gsn ) (@) = Gsn(gsn(@)) = 14, (0) = 0,
pois H,({xo}) = 0, para todo n > 1, conforme exemplo 3.4. Assim, f.,(a) =0 =0« e
portanto d(f) = 0. O

Proposicao 6.1. Sen>1er: 5" — S" é a aplicacao reflexao, definida por
(1, @, Tpn) = (=21, T2, 0 T

entao d(r) = —1.
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Demonstracao. Primeiro, note que se r ¢ a aplicacao reflexdao, entao r é continua.
Assim, podemos falar em grau da funcao r. Faremos a demonstracao por inducao
sobre n € Z, n > 1.

Para n = 1, defina a aplicagao r : S° — S° dada por r(z) = —z. Assim, 7, :
Hy(S°) — Ho(S°) pode ser definida da seguinte forma: se (1,—1) ¢ o gerador de
Hy(S°) = Z(vide exemplo 3.5 ), entfio r,o((1, —1)) = (=1,1) = —(1, —1). Dessa forma,
se a = (1,—1) & o gerador de Hy(S°), entdo r,o(a) = —a.

Considere, agora, o seguinte diagrama comutativo

Hy(S") —2> 7 2 Hy(Y)

ir*l J/T*O

Hy(SY) —2>7 = Hy(SY)

onde ¢ ¢ o isomorfismo definido da seguinte forma: se o é um gerador de Hy(S') 2 7Z
e o é gerador de Hy(SY), entdo ¢(ay) = ov.

Entdo 7a(a1) = (67" o1 0 @)(ar) = (¢7' 0 1uo)(B(an)) = (¢7" 0 1u0)(@) =
¢ Hrw(a)) = o7 (—a) = —¢7 (a) = —ay. Portanto d(r) = —1, para n = 1.

Suponha, agora, que o resultado é valido para n > 1, ou seja, se r : S™ — S" ¢é a
aplicagao reflexdo, para n > 1, entdo d(r) = —1. Provaremos que o resultado é valido
para n + 1.

Sabemos que, pela proposi¢ao 5.4, para n > 1, H,,1(S"") = Z = H,(S™). Por-
tanto, temos o diagrama comutativo:

H, 1 (S™1) 2 H,(5")

(=23

lr*(n-‘—l) \er

Hn+1 (STL—‘,—I) ? Hn(STL)

<

onde ¢ : H,1(S™) — H,(S™) é o isomorfismo definido da seguinte forma: se o, é
um gerador de H,1(S™™) 2 Z e a,, & gerador de H,(S") = Z, entdao ¢(a,,1) = ap.

Assim, temos que 7 (n41)(On1) = (@7 074 00) (ang1) = (07  074n) (P(ang1)) = (@710
Ten)(n) = 07 Hrum(an)) = ¢~ H—ay) = =97 (a,) = —ayuy1. Portanto d(r) = —1,
para n > 1. O

Corolario 6.1. Sen>1¢eg;: S™ — S™ € uma aplicacao continua definida por
gi<x17"'7xi7"'7xn+1) = ('rl;-"7_xi7"'7xn+1)JVi: 177n+1

entdo d(g;) = —1.
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Demonstracao. Note que se © = 1, entao ¢g; = r definida na proposicao anterior e
portanto d(g;) = d(r) = —1.

Para ¢ > 1, consideremos o homeomorfismo h : S™ — S™ dado por

Ry, @iy Tpg1) = (Tiy oo oy Ty e ooy Tg1)
Assim:
(horoh)(xy,...,Ti. ., Tpy1) =
(hor)((xi ..., T1y oy Tpy1)) =
h((—=xiy ooy @1y ey Tpg)) =
(X1, ooy =Ty ooy Tpi1)

Ou seja, g; = (horoh).

Segue que d(g;) = d(horoh) = d(h)d(r)d(h) = [d(h)]*d(r). Pela observagao 6.2,
como h ¢ um homeomorfismo, temos que d(h) = +1. Entao d(g;) = [d(h)]?d(r) =
(£1)%d(r) = d(r) = —1. O

Lema 6.3. Sea:S"™ — S™ € a aplicacao antipodal, definida por
a(xy, .. Tiy ooy Tpy1) = (21,00, =Ty ooy —Tpy1)
entao d(a) = (—1)"*1.

Demonstracao. Usando as aplicacoes g;, para 1 < ¢ < n + 1 da proposicao anterior,
podemos escrever a aplicacao antipodal como sendo a = g1 09, 0---0gy0¢g;. Pela
propriedade 6.2, temos d(a) = d(gn4109n0---0g2091) = d(gni1)d(gn) - - - d(g2)d(g1) =

(DD (1) (1) = (~1)+, a

-~

(n+1)—vezes

Para demonstrarmos o resultado principal desta secao, primeiro, precisamos definir

o que é um campo vetorial sobre a esfera S™:

Definicao 6.2. Um campo vetorial sobre a esfera S™ € uma aplicagao continua v :

S™ — R™™ tal que x € ortogonal a v(x), para todo x € S™.

Agora, temos todas as ferramentas necessarias para enunciar e demonstrar a terceira

aplicacao, da Homologia Singular:
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Teorema 6.4. A esfera unitdria S™ possui um campo vetorial nao-nulo se, e somente

se, n € impar.

Demonstracao. Primeiramente, mostraremos que se n é um nimero impar, entao a
esfera unitaria S™ possui um campo vetorial nao-nulo. Para isto, note que se n = 2m-+1,
entao n + 1 = 2m + 2 é par.

Assim, se © = (1,...,%i ..., Tpi1) = O(T1, .., Tiy ..., Tomeo) € S™ definimos

v: 8" — R por:
U(I) = U(l'l, sy Ly e 7I2m+2) = (—5152, L1, —T4,X3,..., —$2m+2,$2m+1)

Temos que v é continua e
<a:, ’U(IB)> = <($1, ey Ty ey Tomya), (— T, Ty, — T4, T3, . .., —Tomaa, x2m+1)> =

—T1Tg + T1T2 — T3Tg + T3Tg — *++ — Tom41T2m42 + Tamt1T2m42 = 0

Isto demonstra que v é um campo vetorial nao-nulo na esfera S™, onde n é impar.
Reciprocamente, seja v : S™ — R™"! um campo vetorial ndo-nulo sobre a esfera S™.

Defina f : 5™ — S™ por f(x) = HZEgH

f(z) é ortogonal a x, para todo x € S™.

. Entao f é uma aplicacao continua tal que

Considere G : S" x [ — S™ definida por G(x,t) = z cos(nt) + f(z)sen(nt). Entao
G é bem definida, pois || xcos(wt) + f(x)sen(wt) ||>=|| = ||* cos*(nt)+ || f(z) |?
sen?(mt) = cos?(wt) +sen?(wt) = 1 e, portanto, || z cos(wt) + f(z) sen(rt) ||= 1, ou seja,
G(z,t) € S™, para qualquer (z,t) € S™ x I. Temos que G é continua, G(z,0) = = =
Idgn(z) e G(z,1) = —z = a(x).

Usando os axiomas 5 e 6 de Eilenberg-Steenrod e a definicao de grau de uma
aplicagao continua, como Idgn ~ a segue que Idg, (sn) = Qsp. Assim, podemos afirmar
que d(Idgn) = d(a). Portanto, pelo corolario 6.3 e pela propriedade 6.1, se d(Idgn) =
d(a), entdao 1 = (=1)"*! e, portanto, n + 1 é par, ou equivalentemente, n é impar,

demonstrando o teorema. O
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Topolégicos Aciclicos

Neste capitulo, estabeleceremos algumas ferramentas importantes para que nosso
objetivo final seja alcancado: demonstrar que a Homologia Singular é uma teoria de
Homologia. Assim, exploraremos o comportamento dos grupos de homologia de espacos

topologicos aciclicos.

Definigcao 7.1. Um espago topoldgico X é chamado de aciclico se H,(X) = 0, para
qg>0eHy(X)=Z.

Observe que os exemplos mais simples de espacos aciclicos sao os espacos contrateis
(exemplo 4.4 e proposigao 4.1) e aqueles constituidos de apenas um ponto (exemplo

3.4).

Proposicao 7.1. Um espaco X # () € aciclico se, e somente se, for exata a sequéncia
de grupos abelianos livres

S O (X)) B S (X)) B (X)) Sz = 0

onde I € o indice de Kronecker.

Demonstragao. Suponha, primeiramente, que a sequéncia dada ¢ exata. Assim, ker(9,)
= Im(0y4+1) para todo ¢ > 1 e, portanto, H,(X) = 0, para todo ¢ > 1.

Para mostrar que Hy(X) = Z, devemos examinar a seguinte parte da sequéncia
exata: C1(X) % Co(X) X Z — 0. Como este trecho da sequéncia também ¢ exato,
vale Zy(X) = ker(0y) = Im(0y) = ker(I) = Cyp(X) e Im(01) = Bo(X). Assim teremos

a seguinte sequéncia exata:
0— Bo(X) 5 Zo(X) B Z =0
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onde 7 é a inclusao. Lembrando que a aplicacao I é sobrejetora, pelo teorema do
Zo(X) o Z(X)
Bo(X)  ker(I)

isomorfismo, temos que Hy(X) = =~ 7. Portanto X é um espaco
aciclico.
Reciprocamente, suponha que X é um espago aciclico. Devemos mostrar que a

sequéncia

1l
Q
=
E
W
9!
>
1
!
|
>
{
1l
Q
>
18
N
E
1
N
{
=)

¢ exata.

Para todo ¢ > 0, H,(X) = 0. Em outras palavras, o trecho Cy41(X) O Cy(X) %
Cy-1(X) da sequéncia dada é exato.

Agora, iremos analisar o trecho C1(X) 2 Co(X) 2 7 — 0. Sabemos que o indice
de Kronecker, I : Co(X) — Z, é um homomorfismo sobrejetor e sobre um gerador = de
Co(X) temos I(z) = I(1lx) =1 € Z.

Por hipoétese, existe um isomorfismo ¢ : Hy(X) —>CZ(. ()?onsidere 0 homomorfismo

(X

d=¢om:Cy(X)—7Z,onde 7: Co(X) = Hy(X) = Bo(X) ¢ a projecao canodnica. O
0

homomorfismo ¢ é sobrejetor, pois ¢ e m sao sobrejetores. Como ¢ é um homomorfismo

injetor, ker(¢) = ker(¢p o) = ker(m) = Bo(X).
Precisamos ainda verificar que ¢ = I. Considere z e y geradores de Co(X) e

suponha que ¢(x) = m e ¢(y) = n. Entdo:

G(nz —my) = d(nx) — B(my) = n(x) — mp(y) = nm — mn = 0

Assim, nz —my € ker(¢) = Bo(X) = Im(0;) C ker(I)(veja Proposi¢ao 3.1). Portanto
nx —my € ker(l), ou seja, usando a definicdo de indice de Kronecker, temos que
I(nz —my) =n —m = 0. Entdo n = m. Logo ¢ é constante sobre os geradores.
Como ¢ é sobrejetor, esta aplicacdo deve levar algum gerador = € Co(X)em =1 € Z.
Assim, temos que +¢ = I e o trecho Cy(X) 2N Co(X) 2 Z = 0 da sequéncia dada é

exato. O
O corolario a seguir é consequéncia imediata desta proposicao.
Corolario 7.1. Se X € aciclico, entao ﬁ[q(X) =~ (0, para todo q > 0.

o,
Demonstragao. Como X ¢ aciclico, pela proposigao 7.1, a sequéncia --- — Cy(X) =

Crr(X) = - = C1(X) B Co(X) 5 Z = 0 ¢ exata.
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Assim, para ¢ > 1, temos que ﬁq(X) = H,(X) = 0. Para ¢ = 0, }NIO(X) =
ker(I) — Im(0:)

= (. Logo, I:Tq(X) = (0, para todo ¢ > 0. O

Recordemos que, em qualquer espaco topolégico X conexo por caminho, a relacao
de existéncia de um caminho em X ligando z a y, ¢ uma relacao de equivaléncia. Esta
define uma particao de X, X = Ugc; X}, onde os subespacos X sao as componentes
conexas por caminho do espago X.

Temos que todo simplexo padrao A, ¢ um espaco conexo por caminho, o mesmo
ocorre para as imagens T'(A,) C X, onde T' € Cy(X). Portanto temos uma particao
sobre o conjunto dos g-simplexos de X, C(A,, X) = UresC (A, Xi). A esta particao
do sistema de geradores de Cy(X), corresponde uma decomposicdo em soma direta
Co(X) = BresCq(Xi).

Como T(A,) C X, segue que TW(A, ;) = T o giq_l(Aq,l) C X, para todo
0 <1 < g. Isso mostra que os subgrupos C,(X}) sdo estaveis relativamente ao operador

bordo 0, : Cy(X) — Cy1(X), ou seja, se T(A,) C X, entao 0,(T)(Ay—1) C X
Observagao 7.1. Pela decomposicao Cy(X) = @resCy(Xy), temos que:

1. By(X) = ®kesBy(Xk).

Para qualquer elemento b € B,(X), podemos escrevé-lo como b = Z(‘)qﬂ(ck),
keJ
onde ¢ € Cyp1(Xy), pois b = 0,11(c) com ¢ = Z ¢k € Cyp1(X) = BresCpr1 (Xp)-

keJ
Como a decomposicdo de ¢ ¢ tnica e Jyi1(cx) € Ogy1(Cui1(Xk)) = B,(Xy), para

todo k € J, temos By(X) = ®resB,(Xk)

2. Zq(X) - @keJZq(Xk)~

Para qualquer elemento z € Z,(X), podemos escrevé-lo como z = ch, onde

keJ
cp € Cy(Xy), pois z € Z,(X) C Cy(X) = BrezCy(Xyk). Como 0,(ck) € Cyur(Xk),

para todo k € J, e a soma @ezCy(Xy) € direta, o fato de que 0 = 9,(z) =
Z 0y(cx) implica que 0,(c) = 0, para todo k € J. Portanto Z,(X) = ®rezZ,(Xk).

ked

Proposicao 7.2. Se X = U Xy € uma particao de X em componentes conexas por

keJ
caminho, entao H,(X) = GresHy(Xy).
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Demonstragao. Pela observacao 7.1, vimos que By (X) = @resBy(Xi) € Z,(X) =
DresZq(Xy). Logo

(X)  ©resZy(Xy)
By(X)  ®resBy(Xk)

= OresHq(Xi)

. BresZq(Xk) Zy(Xy)
onde o isomorfismo ¢ : ————% — @pcj———= & dado por Y( 2k]) [2k]
OresBy(Xk) © By(X) kezj ;

]

A proxima proposicao ird relacionar espacos conexos por caminho com os grupos

de homologia na dimensao zero.

Proposicao 7.3. Um espacgo topologico X ¢é conexo por caminho se, e somente se,

Ho(X) 2 7.

Demonstragao. Pela proposicao 3.1, temos que By(X) C ker([). Se mostrarmos que
para todo espaco topologico X conexo por caminho temos que By(X) = ker(I), con-
sequentemente, pelo teorema do isomorfismo, teremos Hy(X) = Z.

Assim, dado ¢ € ker([), temos que I(c) =1 Zm x;) Zm, = 0.

Fixemos x* € X. Para cada i, existe uma aphcagao T; = )\ op: A — X tal que
01(T;) = z; — z*, onde \; € um caminho em X ligando z* a z; e p: Ay — [0, 1], € uma
aplicacao linear que leva Py em O e P, em 1.

Como Z m; = 0, podemos escrever ¢ € ker([) da seguinte forma: ¢ = Zmﬂi —

(Z m;)xr* = Zml(x, —z") = Zmiﬁl(T,-) = 81(2 m;T;), ou seja, ¢ € By(X) e

assim ker(I) C BU(X) Logo By(X) = ker(I) e, pelo teorema do isomorfismo, temos

que Ho(X) = E ; (kfgﬁgi >~ 7,

Reciprocamente suponhamos, por absurdo, que X nao é conexo por caminho.

Entao, X = U Xk, com #(J) > 1 e X}, conexos por caminho. Aplicando a proposi¢ao
keJ
7.2, para ¢ = 0, devemos ter Hy(X) = e Ho(Xy) = Z7, cujo posto ¢ maior que 1,

contrariando a hipotese. Portanto Hy(X) = Z. O

Vejamos, agora, alguns resultados que relacionam espagos topologicos estrelados

com os grupos de homologia e espacos aciclicos.

Definicao 7.2. Dizemos que um subconjunto X de R™ é um conjunto estrelado se

existir um elemento p € X tal que para todo x € X temos que o segmento |px| =
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{tp+ (1 —t)x,0 < t < 1} estd contido em X. Nestas condi¢oes, dizemos que X é

estrelado em relacao a p € X.
Observacao 7.2. Todo conjunto estrelado X C R™ é conexo por caminho.

Considere X um espaco estrelado em relacao a p € X. Entao podemos definir
uma aplicagdo D, sobre os geradores de Cy(X), T : A, — X, da seguinte forma:

D,(T): Ayy1 — X & dada por

DQ(T)(t()atl; “e ,tq+1) —

th t tem
top+ (1 —to)T , feees , , set 1
op (=) (T T T Tty 07
b ,setg=1
Note que se (to,t1,...,t411) € Agy1 = |PoP1Py -+ - PyP,14], entdo podemos escrever o

ponto (to, t1, . .., t,41) como a combinacdo linear toPy+t1 Pi+to P+ - -+t Py+t 141

Usando este fato, temos que:
Dq(T)(t[)PO —|— tlpl + tQPQ —|— ctt —|— thq + tq+1pq+1) -
t 123 tq

Lgt1
t 1—t)T P, P+ P,_ !l p to £ 1
v+ (L= )T Pt g P b g P g Fo) seto 7

p, setyg=1

Esta aplicacdo é continua, pois T" é continua. Além disso, sua imagem esta em X, pois

X & estrelado em relagao a p. Portanto D, ¢ uma funcao bem definida.

Lema 7.1. Seja X um espago estrelado em relagio a p € X e D, a aplicagao acima

definida sobre os geradores de Cy(X). Entao:
1. (D(T)D = D, (T, para 0 <i < g+ 1.
2. (D(T)©® =T.
Demonstragao. Utilizando a definigdo de Dy(T') : A,41 — X dada acima temos que:

1. (D,(T))? = D, (T V), para 0 < i < g+ 1.

Primeiramente, note que, pela defini¢do 3.6, temos que (D,(T))¥ = D,(T) o g7 :
Ay = X e Dy (TV) = Dy (Tog?): A, = X. Assim, basta demonstrar
que as leis de formacio de (D, (7)) e D, (T V) sdo iguais. De fato:

(Dg(T) D (toPo + 1Py 4 -+ + ti Py + 6P+ L1 Py + -+ + 1,Py) =
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(Dg(T) 0 gf)(toPy +t1 P+ -+ ti 1 Py + 6P + i Py + -+ + 14 Py) =

Dy(T)(toPo +t1Pr+ -+t Py + 0P + t; Py + ti Pryo - - + 1y Pyy1) =

t t ti_
t0p+(1_t0)T(1_1 ?PO‘}‘ 1_2t0P1+ 1_tOP2+ +T:;5()Pi_2
tita ty
0P;_ —— P, P t 1
p ,setg=1

Por outro lado
Dy (TN (toPy + 1Py + -+ -+t 1 Py + 6P+t Py + -+ + t,P) =

Dq 1(T o gz 1 )(toP() + tlpl + -+ ti_llji_l + tiPZ' + tz’+1Pi+1 +--- 4 tqpq) =

123

_ t t
top + (1= t0)(T 0 g17) (5 1tpo+1 SP Pyt
- — 1o — 1o
ti1 t; tz—f—l tivo q
P P P P, P,_1) |, set 1
1—t, 2+1—m vh bt Bt T Be) seto 7
p , sety= 1
Pela definicao 3.6, temos que:
-1y, b lo i3
top—i-(l—to)(TOgi,l)(l tPO+1 tP1+1 tP2+" +
— o — o —to
ti1 t; tiv1 it2 tq
P P P; P; P, 1) ,sety#1
et bt T R P T ) se o 7
p , Se t(): 1
é equivalente a:
( tl tg
) 1—t, 1t %—%
P s+ 0P+ —— P+ P+
< ].—t() ; ]_—t() ; 1—t0
i+2 q
= p P . set 1
Tt 42+ +1—t0 ) se tg #
\ p , setg=1

Logo (Dy(T))® = D, (T V), para 0 < i < g+ 1.

2. (D(T)® =T.

Pela defini¢io 3.6, temos que (D (7)) = D (T) o gl : A, — X. Assim,
(Dq(T))(O)<tOPO +0 P+t P4+t Py + thq) =

(Dg(T)ogd)(toPo+ti Pi+toPot. . .ty Pyt P+t Popr+ -+t 1 Py +t, Py) =

Dq(T)(OPO ‘|‘t0P1 +t1P2 + - +ti71Pi + tipi+1 + ti+1pi+2 + -t tqflpq + thqul)
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Substituindo ug =0 e u; =t;_1, parat=1,2,3,...,q+ 1, temos que:
Dq(T)(OPO—i-tOPl +t1 P4+t P4t P+t Ppo+- - '+tq_1Pq—|—thq+1) =

Dy(T)(uoPo +ur Py + -+ - + Wi Py + wip1 Piy1 + wigo Pio + - - 4+ Ugs1 Pyyr)

Como ug = 0, ou seja, ug # 1, pela definicao dada para D,(T):
Dy(T)(uoPo +ur Py + - -+ + wi Py + i1 Pyt + Uigo Pio + -+ - + Uug1 Pyyr) =

uop + (1 — uo)T(uoPo + ur Pr + - -+ ui Py + w1 Py + Uio Piyo + - +ugPy) =
Op+ (1= 0)T(uoPo + urPr + - + wi P + wip1 Py + w2 Pryo + - +ug ) =
T(uoPo +u P+ -+ -+ ui Py + w1 Py + o Pigg + - - 4+ ug Py)

Logo (Dy(T))® =T.

Proposicao 7.4. Todo conjunto estrelado X C R™ € aciclico.

Demonstracao. Como X C R™ é estrelado, temos que X é conexo por caminho e, pela
proposic¢ao 7.3, temos que Hy(X) = Z.

Para mostrar que H,(X) = 0, para ¢ > 1, devemos mostrar que existe uma familia
de homomorfismos D, : Cy(X) — Cyq1(X) de forma que (9,110 D)+ (Dy—100,) = Id,
para todo g > 0.

De fato, utilizando a definicao 3.7, onde substituiremos os itens 1 e 2, do lema 7.1,

e usando o fato de que se j < i, entdo (TM)V) = (TW)E=1 (lema 3.1), temos que:

g+1 q+1
@u1 0 Da)(T) = (DT = (Do) + 5 (1 N© =

T + %(—1)1‘1),1_1@“ D =T+ Z 1) D, 1 (TYV) =T — (Dy_y 0 8,)(T)

Logo (0g+10 D) (T) + (Dy—100,)(T ) =T, para todo ¢ > 1. Ou ainda, (9,41 0D,)+
(Dy—100,) = Id, para todo g > 0.

Neste caso, teremos que se x € ker(9,) = Z,(X), entdo (0y41 © Dy)(x) 4+ (Dy—1 ©
0y)(z) = (Og+1 0 Dy)(x) + 0 = z. Logo (9,41 0 D,)(x) = = e, consequentemente, x €
Im(0441) = By(X), ou seja, Z,(X) C By(X), para ¢ > 1. Portanto Z,(X) = B,(X) e
dai H,(X) =0, para ¢ > 1.
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Definicao 7.3. Um subconjunto X de R™ diz-se um conjunto convezo se para quaisquer
dois pontos x1,x2 € X temos que o segmento |xi1xs| = {txg + (1 —t)xe,0 <t < 1} estd

contido em X.
Corolario 7.2. Todo conjunto convexo X C R™ € aciclico.

Demonstracao. Observe que todo subconjunto convexo X C R" é estrelado em relagao

a qualquer um de seus pontos. Assim, este é um corolario direto do teorema 7.4. [



8 Sequéncia de Homologia da Terna

(X, A, B)

Neste capitulo, faremos um analogo a teoria desenvolvida para escrever a sequéncia
de homologia do par (X,Y), para Y C X, onde X & um espago topologico e Y é um
subespaco de X.

Assim, seja X um espaco topologico e A, B C X subespacos, de forma que B C A.
Lembre-se que todo subespaco topologico também é um espaco topologico. Assim,
podemos escrever a Homologia Relativa dos pares (X, A), (X, B) e (A, B) por meio de
sequéncias exatas.

Considere as inclusoes de pares i : (4, B) — (X,B) e k: (X,B) — (X, A). Estas
aplicagoes induzem homomorfismos iy, : C,(A, B) — Cy (X, B) e ky, : Cy(X,B) —
Cy(X, A), para todo ¢ > 0.

t3

Proposigao 8.1. A sequéncia de complezos curta 0 — C,(A, B) # Cy(X, B) g
Cy(X, A) = 0 € exata, para todo q > 0.

Co(A) iy Cy(X)
Co(B)  Cy(B)

indenti-

Demonstracao. Para todo ¢ > 0, o monomorfismo 0 —

Cq(A) (X) :
fica =% como do um subgrupo de —-—Z. Por passagem ao quociente, temos a
Cq(B) Cq(B)
identificacdo canonica:
Co(X)
Co(X,B) _ Cy(B) ., Co(X)
= = =Cy, (X, A
C,(A, B) Cy(A) Cy(A) o )
Cq(B)

I
Eall

Isto mostra que ker(ku,) = Im(ig,) e portanto 0 — C, (A, B) ¥ C,(X,B) =

Cy(X,A) — 0 & uma sequéncia curta exata. O

91



92 Sequéncia de Homologia da Terna (X, A, B)

Dada a sequéncia exata curta 0 — Cy (A, B) = L) (X,B) = Fg Cy(X,A) — 0, pelo

teorema 2.2, associamos a sequéncia infinita de homologia da terna (X, A, B):

H, (A B) ™ H,(X,B) ™ H,(X, 4) % H, (A, B) -

Observe que ¥, ¢ descrito pelo seguinte diagrama comutativo:

Hy(X,A) "> H, (A, B)
N
Jx(q—1)
Hq—l(A)
Diagrama XVI

onde A, : Hy(X,A) = H,_1(A) é o homomorfismo bordo da sequéncia de homologia do
par (X, A) e juq-1): Hy-1(A) = H,—1(A, B) é o homomorfismo projecao da sequéncia
de homologia do par (A, B).

Proposicao 8.2. A sequéncia de homologia da terna (X, A, B) € ezata.

Demonstracao. Utilizando a proposicao 3.4 e o Diagrama X VI, para as sequéncias de

pares (X, A), (X, B) e (A, B), obtemos o resultado. O

Definigao 8.1. Dizemos que f: (X, A, B) — (X', A, B") € uma aplicacao continua de
ternas se f: X — X' € continua, f(A) C A" e f(B) C B'.

Se a aplicacao f : (X, A,B) — (X', A, B’) é uma aplicacao continua de ternas,
entdo f induz aplicagoes continuas de pares: f': (A4,B) — (A", B), f*: (X,B) —
(X',B) e f?:(X,A) = (X', A") e podemos considerar o diagrama de sequéncias de

homologia dos ternas (X, A, B) e (X', A", B')

T T 7,
+—H(A,B)——H/(X,B)——H,(X,A)——H, (A, B) ——

lfl*q 2 lf ) lf 3) lfl*w
k:/*q Vg

Hy (X', A') —= Hy (A", B) —- -

e H (AL B H (X, B
Diagrama XVII

Proposicao 8.3. Se f: (X, A, B) — (X', A", B') € uma aplicacio continua de ternas,

entao o Diagrama XVII € comutativo.
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Demonstragao. Observe que a comutatividade de (1) e (2) é dada pelo fato da co-
mutatividade ao nivel de aplicagoes continuas de pares e pelo fato de que a induzida
da aplicacdo composta é a aplicacao composta das induzidas. De fato, temos que
71q 0 F*q = W*q = W*q = F*q 0 ixy €, tambeém, k., o F*q = W*q =
(f20k),, = 30 ks

Para o quadrado (3), note que @q e Vq se decompoem conforme o Diagrama XVI.

Assim, podemos escrever o diagrama

Hq(X’ A) Hqul(A) R qfl(Aa B)
lf?’*q (4) J/(fA)*(q—l) (5) lfl*(q—l)

-/
Jx(g-1)

A
Hy (X', A') —= Hy 1 (A) —=Hya (A, BY)
Como, pelo Diagrama XII, (4) e (5) sdo comutativos, segue que o quadrado (3) é

comutativo e, portanto, o Diagrama X VII é comutativo. O

No proximo capitulo veremos aplicacoes que envolvem ternas de espacos topologicos.



9 Axioma da Homotopia

Neste capitulo, desenvolveremos topicos de Homotopia, tendo como objetivo demons-
trar a validade do 5° axioma de Eilenberg-Steerod: Axioma da Homotopia. Este axioma

estabelece que se as aplicagoes de pares f,g: (X, A) — (Y, B) s@o homotopicas, entao

feq = Gug» Para todo q € Z.

9.1 Propriedades de Homotopia

Antes de estudarmos homotopia de cadeias, relembremos alguns conceitos de ho-

motopia para aplicagoes de pares ou homotopia de pares.

Definicao 9.1. Dados um par (X, A), onde X € um espago topoldgico e A um subespago
de X e um intervalo I = [0,1], definimos o par cartesiano (X, A) x I = (X x I, AxI).

Defini¢ao 9.2. Sejam fo, f1 : (X, A) — (Y, B) aplicag¢des continuas de pares. Uma
homotopia entre fo e fi € uma aplicacao continua de pares F: (X x I,Ax 1) — (Y, B)
tal que F(x,0) = fo(x) e F(z,1) = fi(x).

Observacao 9.1.

1. Como dissemos, anteriormente, iremos denotar uma homotopia entre fy e fi
por F : fo ~ fi, ou simplesmente fy ~ f;. Alguns autores denominam F' por

homotopia de pares.
2. Se F': fo ~ fi € uma homotopia de pares, entdao F'(A x I) C B.

Proposicao 9.1. A homotopia de pares € uma relacao de equivaléncia.

Demonstracao. Precisamos mostar que a homotopia de pares satisfaz as propriedades

reflexiva, simétrica e transitiva.
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1. Propriedade Reflexiva: se definirmos F'(z,t) = f(x),V(z,t) € X x I, temos que
F: f~ fpois como f:(X,A) = (Y, B) é uma aplicacao de pares temos que F
¢ continua, F(Ax I) = f(A) C B, F(z,0) = f(x) e F(x,1) = f(x).

2. Propriedade Simétrica: se F : fo ~ fi, considere G(z,t) = F(x,1 —t), entdo
pela definicao de homotopia de pares, temos que, desde que F é continua e
F(AxI)C B, G também é continua e G(A x I) = F(A x I) C B. Além disso,
G(2,0) = F(z,1-0) = F(x,1) = fi(z) e G(z,1) = F(z,1-1) = F(x,0) = fo(x),
ou seja, G : f1 ~ fo.

3. Propriedade Transitiva: se F': fo >~ fi e G : f; =~ f5, considere

F(x,2t) | se0
G(xz,2t—1) | se 5

1
Temos que F' e G sao continuas e se t = 3 entdo F(x,1) = fi(z) = G(z,0).
Com isso, temos que H também é continua. Além disso,
F(AxI) | se

0
G(AXx1I) ,se 5

H(z,0) = F(z,0) = fo(x) e H(z,1) = G(x,1) = fo(z). Portanto, H : fo ~ fo.
Portanto, a homotopia de pares é uma relacao de equivaléncia. O

Definicao 9.3. Dizemos que os pares (X, A) e (Y, B) tém o mesmo tipo de homotopia
se existirem aplicagoes continuas de pares f : (X, A) — (Y,B) eg: (Y,B) — (X, A)
tais que fo g~ Idypy ego [~ Idx,a). Neste caso, dizemos que as aplicagoes f e g

sao uma equivaléncia de homotopia.

Observagao 9.2. Considere i : (X, A) — (X x I, Ax ), com k = 0,1, duas aplica¢oes
inclusdo, definidas respectivamente por: io(z) = (2,0) e i1(z) = (z,1), para todo
r e X.

Se F'i f~g: (X xI,AxI)— (Y,B), entdo f = Foiygeg= Foi. De fato,
para todo z € X, temos que: (F oip)(x) = F(ig(x)) = F(2,0) = f(z) e (Foiy)(x) =
Fiy(z)) = F(z,1) = g(x).
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9.2 Homotopia de Cadeias

Neste paragrafo, introduziremos o conceito de homotopia algébrica ou homotopia

de cadeias entre duas aplicacoes de cadeias.

Definigao 9.4. Sejam C = (C,,0,) e C" = (C},0;) complexos de cadeias e ¢, : C —
C" aplicagoes de cadeias. Uma homotopia de cadeias D : ¢ ~ 1 € definida por uma

familia de homomorfismos D, : Cqg — Cy ., satisfazendo a relagao
8(/1+1 0 Dy+ Dy-100; =dg — Yy

para todo q € 7. Neste caso, dizemos que as aplicacoes ¢ e | sao algebricamente

homotopicas.

Se olharmos o Diagrama XVIII, a relagao descrita na definicao 9.4 significa que a

diferenga ¢, — 1, € igual a soma dos dois percursos indicados.

Bg+1 9
Cq+1 g Cq > g—1
¢>q+1lwq+1 s %iwq e ¢q1lwq1
P o o’
/ q+1 r ~ q /

Diagrama XVIII

Note que o Diagrama XVIII é comutativo, visto que o Diagrama I é comutativo.
Proposicao 9.2. A homotopia de cadeias é uma relagao de equivaléncia.

Demonstracao. Demonstraremos que a homotopia de cadeias satisfaz as propriedades

de reflexao, simetria e transitividade.
1. Propriedade Reflexiva: se tomarmos D, = 0, para todo ¢ € Z, temos que ¢,—¢p, =

0=0,,,00+000,=0,,,0D;+ Dy 100, Portanto, D : ¢ ~ ¢

2. Propriedade Simétrica: se D : ¢ ~ 1) ¢ uma homotopia de cadeias, entao ¢,—¢, =
94 10Dg+Dy_100,. Portanto ¢y, —d, = —(¢q—10g) = 01 10(—Dy)+(—Dg_1)00,.
Assim, pela definicao de homotopia de cadeias, —D : ¢ ~ ¢.

3. Propriedade Transitiva: suponha que D : ¢ ~ ¢ e D' : ¢ ~ 6. Por hipotese,
temos que ¢, — ¢, =0, 0 Dy+ Dy 100, e, —0,=0,,,0D,+ D 00,
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Afirmamos que D" = D + D' : ¢ ~ # é uma homotopia de cadeias. Observe

que ¢, — 0, = (¢q - @bq) + (Q/)q - Hq)' Por outro lado, (gbq - @qu) + (wq - Hq) =

Og110Dq+Dg1003+04,,0Dy+ Dy 100 = 0411 0(Dg+Dy)+(Dg1+Dq )00, =

0y10 Dy + Dy 00, Ouseja, D":¢~0.
Portanto, a homotopia de cadeias é uma relacao de equivaléncia. O

Proposicao 9.3. Sejam C, C" e C" complexos de cadeias. Se D : ¢~ 1) : C — C' ¢
D : ¢~ : C" — C" sao homotopias de cadeias, entao ¢ o p ~ ' otp : C — C”

também € uma homotopia de cadeias.

Demonstracao. Por hipotese, temos que D : ¢~ :C = C" e D' : ¢/ ~': C" — C”

sao homotopias de cadeias. Assim, temos as seguintes relagoes:

g — Vg :(%H oD, + Dy 00, (9.1)
¢, — by =0, 0D, +D, 00, (9.2)

Temos, ainda, o diagrama comutativo abaixo, onde a soma dos percursos indicados

descrevem as equagoes 9.1 e 9.2:

Og+1 9y
Cn o Oy e
Dy - : Dq_1 e )
¢q+1l¢q+1 e d’qiwq e ¢q—1l¢q—1
A / o o/
.. o O a1 A / .
T Yk o’ e
D/ D/ -
q . q—1 .
ﬁw %w; l
2 gt 7
" 9%+ ol - % "
O > U —— 0 ——

Consideremos, agora, a seguinte familia de aplicagoes: D] = Dj o ¢q + 4 0 Dy.
Note que esta é uma familia de homomorfismos, uma vez que Dy, ¢4, D, e 9, sao
homomorfismos, para todo ¢q € Z.

Assim, precisamos verificar que ¢| 0 ¢g — ) 01, = 07y 0 Dy + D, 0d,. Utilizando
as equagoes 9.1 e 9.2 e o diagrama comutativo acima, temos que:

@ 0 Pq — Wy oy =

= (¢ —bg) 0 bq + 1y 0 (dg — by)

= (Og10D,+ Dy 100))o¢,+ 1,0 (0, 10D+ Dyy00d,)

= agﬂOD;O(bq—i-D;,lOaéoqbq—i-wgoaéﬂODq—i-i/J;Oqulan

= 010 Dp0 ¢+ Dy 10 ¢g—100;+ 0fy 0ty 0Dy +1hgoDgy00,
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= 83-5—1 o (D; ° ¢g + @ZJ;-H oD,) + (D;—l 0 Qg1+ w; 0 Dy1)0d,
= 0, 0D+ Dy 100,
Portanto, D" : ¢’ o p ~ 1)’ o) : C'— C"” & uma homotopia de cadeias. ]

Proposicao 9.4. Sejam ¢, : C — C' aplicagcoes de cadeias. Se D : ¢ >~ 1) é uma
homotopia de cadeias, entao ¢., = Vi : Hy(C) — H,(C"), para todo q € Z.

Demonstracao. Por hipotese, temos que D : ¢ ~ 1 é uma homotopia de cadeias.

Assim, podemos escrever a relagao ¢, — ¥, = 9,1 0 Dy + Dy_1 00y Seja z € ker(9,).

Temos que:
$q(2) = Pg(2) = (94110 Dy)(2) + (Dg-100y)(2)
= 9441(Dy(2)) + Dg-1(0,(2))
= 0p1(Dy(2)) + Dy—1(0)
= 0,,1(Dy(2)) +0
= 9411(Dg(2))
Portanto, ¢q(2) — 14(2) € Im(0;11) e [¢q(2)] = [4(2)]. Logo, d.4([2]) = [94(2)] =

[1,(2)] = ¥uq([2]), ou seja, concluimos que ¢., = 1., para todo q € Z. ]

Definicao 9.5. Sejam C' e C' compleros de cadeias. Uma aplicacdo de cadeias ¢ :

C — C" é denominada uma equivaléncia de cadeias se existir uma aplicacao de cadeias

P :C" — C tal que o ~1Idec epor)p~Ido.

Teorema 9.1. Se f ~ g : X = Y, entdo fu, >~ gy, : Cy(X) = C,(Y), para todo
q € Z.

Demonstracao. Considere f = F oige g = F o1y, onde i e 7; sao as aplicagoes
inclusdo dadas pela observacao 9.2. Assim, temos que fu, = (F 04g)uq = Fuq0ioy, ©
gaq = (F0i1) g = Fyq 0l g

Se provarmos que igg, ~ 414, como aplicagoes de cadeias, pela proposicao 9.3, se
considerarmos ¢, = 1y, = Flyq, Oq = lo4q € Vg = G144, temos que Fly,0iguy =~ Fiyg0tiy,.
Mas como fu, = Flug 0 ios, € Guq = Fluq 0 114, podemos concluir que fuq, ~ guq.

Provaremos entao que 4oy, =~ i14,. Para isto, construiremos uma familia de homo-
morfismos D, (X) : Cy(X) — Cyy1(X x I), onde I = [0, 1], que satisfaca as proprieda-
des:

Propriedade P;: Dy (X) : gy, =~ i14, ¢ uma homotopia de cadeias, ou seja,

i04q — t1q = Oy © Dy(X) + Dy_1(X) 0 9,, para todo q € Z.
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Representando esta propriedade através de seu diagrama comutativo, temos:

9g+1
ey (X) (X)) SHRD g pu—
“#(q+1>im#(q+1) U#tq | W#q Y4 (q—1) | W0#(¢-1)

. 8q+1 V 8q
s Oy (X X T) s >Cy(X % I) Cor(X XI)——>---

Diagrama XIX

Propriedade P,: Condicao de naturalidade
Se f: X — Y éuma aplicacao continua, entao o diagrama Diagrama XX é comu-

tativo, onde Id : I — I é a aplicagao identidade no intervalo fechado I = [0, 1].

Dq(X)

Cy(X) Cor (X 1)
lf#q l(fX]d)#(qul)
Dq(Y) '
Cy(Y) Cq+1(Y x I)

Diagrama XX

Observe que esta condicao de naturalidade foi vista abaixo do teorema 2.2, para
sequéncias de homologia do par (C, D).

Essencialmente, construiremos D, (X ) satisfazendo as duas propriedades por indu-
¢ao sobre q € Z.

Caso 1: ¢ <0

Como ¢ < 0, por definicdo, temos que Cy(X) = 0. Entdao D,(X) = 0. Portanto as
propriedades P; e P, estao satisfeitas, para todo espaco topologico X, se ¢ < 0.

Caso 2: ¢=0

Defina Do(X) : Co(X) — C1(X x I) de tal forma que se T é um gerador de Cy(X),
entdao Do(X)(T)(APy + (1 — N)Py) = (T'(Ry),A\) onde A € I = [0,1]. Veremos, agora,

que o homomorfismo Dy(X ), como definido, satisfaz as propriedades Py e Py:

i1) Da defini¢ao 3.7 temos que 91 Dy(X)(T) = Z(—l)i[DO(X)(T)]i.

iii) [Do(X)(T)]°(FPo) = (Do(X)(T)og5)(Fo) = Do(X
Do(X)(T)(0F + (1 = 0) 1) = (T(F),0) = io(T

— ~—
=
~—
~—r
|
—~
.
o
o
~
~—
—~
=
~—
@
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iv) Pela definicdo acima da proposicao 3.2 temos iy, (T) = ix o T, k € {0,1}.

v) Do(Y)(foT): Ay — Y xI,onde I =]0,1], é dada por Do(Y')(foT)(APy+ (1 —
AP = ((f o T)(R),A) = (f x 1d)(T(Fo), A) = ((f x Id) o Do(X)(T))(A\Fo +
(1-=NP).

Assim, temos que:

1. Propriedade P; esta satisfeita, pois:

(9 0 Do(X) + D_y(X) 0 9p)(T) 2 8

I
S
e
G
|
S
=
E

.
<!
=

~

<.
<
~

Goq(T) — t144(T)
(togq — 1144)(T)

2. Propriedade P, esta satisfeita pois, para qualquer gerador 7' € Cy(X), por v),

temos que:

(Do(Y) o fuo)(T) = Do(Y)(fpo(T))
= Do(Y)(foT)
= (f x Id) o Do(X)(T)
= (f x Id)1(Do(X)(T))
= ((f x Id)g1 0 Do(X))(T)

Portanto as propriedades P, e P, estao satisfeitas, para todo espaco topologico X,
se g = 0.

Caso 3: ¢ >0

Primeiro, vamos estabelecer a hipotese de inducao (HP) sobre ¢ > 0, a saber: supo-
nha que para todo espago topologico X e para todo ¢’ < ¢, temos que os homomorfismos
D, (X) estao definidos de forma a satisfazerem as propriedades P; e P.

Vamos construir os homomorfismos D,(X), que irdo satisfazer as requeridas propri-
edades, da seguinte forma: seja T': A, — X um gerador de C,(X). A idéia principal é

prosseguir com o passo de indu¢ao no caso mais simples dos g-simplexos padrao, A4, e
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passar ao espaco X, considerando a aplicacao continua 7" que induz uma aplicacao de
cadeias Ty, : Cy(A,) = Cy(X).

Assim, se Ida, : A; — A, & a aplicagao identidade, entao
Tuq(Idp,) =T oldp, =T (9.3)

Precisamos definir, assim, Dy(A,)(/da,), para que o Diagrama XXI seja comuta-

tivo.
Dq(Aq)
Cq(Aq) Cq+1<Aq X [)
iT#q l(Tofd)#mm
Dq(X)
Co(X) Conn (X x 1)

Diagrama XXI

onde I =[0,1] e Id: I — I é a aplicagdo identidade de I.

Neste caso, pela equacao 9.3 e pelo Diagrama XXI, temos que
Dy(X)(T) = Dy(X) o T#q(]qu) = (T o Id)y(g+1) © Dq(Aq>([qu> (9.4)

Portanto, Dy(A,)(Ida,) determina D,(X), para qualquer espago topologico X.
Suponhamos, entao, que Dy (4,) esteja definido para todo ¢’ < ¢. Logo, D,(A,)

devera satisfazer a propriedade P, ou seja, no diagrama comutativo

d, d
e C1(Ay) e Cy(Ag) Lo Oy (A —— - -
y y Do(Dg) ", ], Dg-1(Ag)., y
Zl#(qml%#mn q - Zl#ql%#q ,q,,lr"*'q Zl#(ql)l%#ml)
T q+1(AqXI)”””'q”+”1” > Cy(Ag x 1) : Co1(Dg X ) —---
devemos ter a relagao:
Gosg = Vg = & gs1 0 Dy(A) + Dy_1(A,) 0 9, para todo q € Z (9.5)

Assim, pela equacao 9.5 podemos escrever

(0'g110D(Ag))(Ida,) = iy (Ida,) =i} 4o (Ida,)—(Dg1(8g)00,)(Ida,), Vg € Z (9.6)
Pela hipotese de inducao, vemos que a cadeia
b= lihyy(Ida,) = it 4 (Ida,) = (Dg-1(Ay) 0 9,)](Ida,) (9.7)

esta bem definida em C,(A, x I).
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Para que a equacao 9.6 seja possivel, veja que é necessario que 5’q = (0, para qualquer
q > 0, pois desde que (C,(4A,), 5’q) ¢ um complexo de cadeias, temos que 5/(105’(#1 =0,
para todo ¢ > 0.

Assim, para todo b € Cy(A, x I):

(Ida,) - <q1<A>o5><sz>)
) (04 0 iy, (Ida,)) = (g 0 Dy_1(A,) 0 ;) (Idn,))
0 i) (Ida,) = (940t 4,)(Ida,)
0410 Dy(A,))(Ida,)]
) (0
)

0,0) = ylihy,(Ida,) — i1y,
= (9, 0 ify,)(Ida,)) —
G2

) —
(9-6) .
= ) 8,(][(7’0#(1 - le#q_
= (Vg0 Ida,)) = (00 i) (Ida,)) = (g 0ify,)(Tda,)+
(00 4)(Tda,)) + 0 © 01 0 Dy(Ag))(Tda,)
= 0
Com isso, concluimos que b € Z,(A, x I), ou seja, b é um g¢-ciclo de Cy (A, x I).
Note que como A, x I é convexo, segue que A, x I é estrelado. Pela proposicao 7.4,
A, x I & um espaco topoldgico aciclico. Assim, pela proposicao 7.1 a sequéncia de
grupos

S O (B x D)7 (A x 1) T80 (A x T) >

é exata, o que implica que existe ¢ € Cypq1(A, x I) tal que 5’q+1(c) = b.
Definiremos, entao,

D,(Ay)(Ida,) =c¢ (9.8)

D,(X)(T) = (T x Id) (1) (0) (9.9)

onde I =[0,1] e Id: I — I é a aplicagao identidade de I.

Agora, podemos mostrar que D,(X) satisfaz as duas propriedades requeridas, para
todo ¢’ < gq.

1. Propriedade P; esta satisfeita.

Primeiro, observemos que temos os seguintes diagramas comutativos:

) )
T q+1<A ) = (Aq) —> qfl(Aq) -
J/T#wn Tyq J/T#mm
Og+1 94

e Gt (X) 5 €y () = €y 1 () —— -

Diagrama XXII
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(B x D7 (A x 1) =% Cy (A X 1) —>

l(TXId)#((H—I) l(TXId)#q i(TXId)#(q_l)
e O (X X D) P O (X X 1) = Oy (X X 1) ——
Diagrama XXIII

S—c

Dq—l(Aq)
Cq—l(Aq) C(q(Aq X I)
\LT#q_l i(TXId)#q
Dg_1(X
Comr(X) 22 0 (X % 1)

Diagrama XXIV

\AZ

Diagrama XXV

g

onde, para os Diagrama XXIII, Diagrama XXIV e Diagrama XXV, temos que
I'=[0,1] e Id: I — I ¢ a aplicagdo identidade de I e no Diagrama XXV, iy, i},

k € {0, 1} sao as aplicagoes inclusao definidas na observacao 9.2.

Assim, se considerarmos um gerador 7' de C,(X), utilizando as equagoes 9.9 € 9.3,
os Diagrama XXIII, Diagrama XXII e Diagrama XXIV e a hipotese de indugao

(HP), nesta ordem, temos:
(0341 © Dy(X) + Dy1(X) 0 99)(T) =

= (9411 0 Dy(X)NT) + (Dg1(X) 0 9)(T)

= 01 (Dg(X)(T) + D1 (X)(9,(T))

= g (T x Id) p(g11)(¢) + Dyr (X)(0(Tg(1da,)))
(T 1d) g (' g11(€)) + D1 (X)(Tyeg1(9,(1d,)))
(T x Td) g (9 g11(€)) + (T x Td) g (Dy-1(A)(0,(Ida,)))
(T x 1d) g g11(€) + Dy1(Ay) (9,(Ida,))

= (T x Id)gg[b+ Dy-1(2)(0,(Ida,))]
(T X Id) qli (ldaq) U yq(Ida, )]
(T x Id
(T x Id

#q © Zo#q](Iqu) — [(T"x Id) g4 0 ill#q]([qu)
oiglug(Ida,) — [(T x Id) o iy]g4(Ida,)

~ ~—
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= (0o T)yq(lda,) — (i1 0 T)gq(lda,)

= (logq © Tg)(da,) — (i144 © Tiq)(Ida,)
= dopg(Tyg(1da,)) — i14q(Thq(Ida,))

= dogg(T) = i14e(T)

= (io#q - il#q)(T)

2. Propriedade P, esta satisfeita.

Se f: X — Y é uma aplicac@o continua, para todo gerador 17" de C,(X), temos

que:
(Dg(Y) o faa)(T) = Dg(Y)(fro(T))
= D,(Y)(foT)
= [foT x Id)y,(c)
[(f x Id) o (T x Id)]4,(c)
= [(f x Id)yq o (T x Id)yg](c)
(f X Id)gq 0 Do(X)(T)

Portanto as propriedades P, e P, estao satisfeitas, para todo espago topologico X,

se g > 0.

Lembremos que, no inicio de nossa demonstracao, definimos fu, = Flu, 0 ipy, €

Gs#q = Fyq 0i14, € provamos que Dy(X) : dgy, ~ i14, ¢ uma homotopia de cadeias.

Assim, para completar a demonstragao, mostraremos que Dy = Fy(41)0Dg(X) @ fyq =

g#q ¢ uma homotopia de cadeias.

De fato, considere os diagramas comutativos

9q 9y
o Cy1(X) e G X) e = Cya(X) —— -+
. i Dy(X) . l Dg—1(X) . l
Mgt(q+1) |0 (g+1) Uitq | 20#q Ui (q—1) | YO#(a—1)
L o’ L PZE [/J
e O (X X T) s Oy (X % ) Cyr(X X I) ——---
iF#(rHl) J(F#q lF#ww
Ogy1 %
o > q+1<Y) Cq(Y> qul(Y) -

Diagrama XXVI

0, 0,
= O (X) — VCq<X) o -1 (X) —=--
Dy Dy, .
I+ | f(qrr) 9#q | faq < 9#a-1) | Fa(e-1)
2 an P /"
= Cg (V) W Co(Y) : Co1(Y) ——---

Diagrama XXVII
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Para cada gerador T de C,(X), utilizando o Diagrama XX VI e as propriedades P
e B, temos que:

(Og1 0 Dy + Dy 0 0y)(T) =

= (91 0 DY(T) + (D1 0 0g)(T)

= 041 (Dg(T)) + Dg_1(0,(T))

= I (Faggrn) © Dg(X)(T)) + Fiyq © Dg—1(X)(94(T))
= Fyq(9441 0 Dy(X (T))+F#q( ~1(X) 0 0,(T))

)
q+l ( )
(0 quD (X
(4

9, T) + Dgr(X) 0 04(T)]
[ + Dy 1(X)03q)(T)]
[
[

g (
q )
alfogq = 1144)(T)]

altosg(T') — 144 (T)]

= (Fyq 0 iogq)(T) = (Fyq 0 i149)(T)
= fuq(T) — g#q(T)

= (fiq — 92)(T)

I
@@@@

Portanto, Dy : fuq = g4, ¢ uma homotopia de cadeias. []

Corolario 9.1. Se f,g : X — Y sao aplicagoes homotopicas, entao f., = guq :

H,(X) — H,(Y), para todo q € Z.

Demonstragao. Como as aplicagoes f e g sao aplicagoes homotdpicas, pelo teorema 9.1,
temos que fu, >~ g44, ¢ uma homotopia de cadeias, para todo ¢ € Z. Pela proposicao

9.4, temos que f., = g«q, para todo q € Z. L]

O corolario apresentado é uma ferramenta algébrica muito util para calcular os

grupos de homologia singular de espacos topologicos.

9.3 Quinto Axioma de Eilenberg-Steenrod: Axioma
da Homotopia

Nosso objetivo, agora, é estender os conceitos discutidos neste capitulo para a ho-
mologia relativa (topico 3.2.1) e, assim, provar que a Homologia Singular satisfaz o 5°
axioma de Eilenberg-Steenrod. Este é essencialmente o Teorema 9.3 que veremos nesta

secao.



Quinto Axioma de Filenberg-Steenrod: Axioma da Homotopia 107

Observemos a naturalidade da defini¢do de D,(X), visto na equagao 9.4, aplicada
a inclusao i : A — X, onde A C X ¢ um subespaco topologico. Assim, D,(X)|c,4) =
D,(A), para todo ¢ € Z. Analogamente, D,(Y)|c,3) = Dy(B), para todo q € Z.

Considere o diagrama

Dy(A F, g+1
Cy(A) W (A x ) =2 ¢y (B)
\Li#q \L(iXId)#(qul) \Li;‘#(ﬁl)
Dy(X Fug+1
Co(X) — " 0y (X 1) Y 0 (1)

Diagrama XXVIII

onde [ =[0,1], Id: I — I é a aplicacdo identidade e F': f ~¢g: (X, A) — (YV,B) é
uma homotopia de pares.

A comutatividade do Diagrama XXVIII mostra que podemos, por passagem ao
quociente, definir uma familia de homomorfismos D', : C,(X, A) — C,(Y, B), como

apresentado no diagrama abaixo:

Cor(X)  apn  C(X) B, CpalX)
q+1( ) o Cq(A) o Oq—l(A)
_ Dy " |. Dlga _
9#<q+1>lf#<q+1> g#qlf#q 9#<q1>if#<q—1)
Con(V)” TG 7, Cpa(Y)
+1(B) Ca(B) Co1(B)

Diagrama XXIX

onde, para todo T+ C,(A) € C,(X, A), definimos
D'y(T + Cy(A)) = Dy(T) + Cora(B) (9.10)
onde D) = Fygi10 Dg(X) : Cy(X) = Cpqa(Y).

Observacao 9.3. Antes de prosseguirmos com os resultados, lembremos que, para

todo T'+ C,(A) € Cy(X, A), as aplicagbes T#q, Tpq © 9, sdo definidas por:

L Ty Gy = G © ol ue TaalT + Cl) = fa(T)+ (B

2 5y g ((f)) S0 €t ue 7, (T + C,(4)) = g3alT) + Cy(B)
LX) CulX), .

3. C,(A ) Cy 1 (A) ¢ tal que 0,(T + C,(A)) = 0,(T) + Cy—1(A)).
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Teorema 9.2. Se [ ~ g : (X, A) — (Y, B) é uma homotopia de pares, entdo T#q ~
Ty Co(X, A) — Cy(Y, B) € uma homotopia de cadeias.

Demonstracao. Devemos mostrar que ﬁq : f#q ~ g4, ¢ uma homotopia de cadeias,
ou seja, ﬁq satisfaz a relacao Wﬁl o ﬁq + ﬁq_l o 5,1 = f#q — Juq

De fato, utilizando o Diagrama XXIX, para todo T+ C,(A) € C, (X, A):

(Wqﬂ oDy + D'y 0 5q)(T + Cy(A4)) =

= (0g+10 D' )(T + Cy(A)) + (D410 05)(T + Cy(A))
= 041 (Do(T + Cy(A))) + D'-1(04(T + Cy(A)))
= 0"n(Dy(T )+Cq+1(3))+Dq 1(04(T) + C41(A))
= 931 (Dy(T) + Cy(B) + D1 (94(T)) + Cy(B)
Mas
01 1(Dy(T)) + Cy(B) + D, _1(0,(T)) + Cy(B) =

041 (Dg(T)) + D1 (04(T))] + Cy(B)
= 04410 Dy + Dy 0 0g)(T) 4 Co(B)
= (farq = 92)(T) + Cy(B)

[f1q(T') + Cy(B)] = [944(T) + Co(B)]
= Fuq(T + Cy(A)) = Guo(T + Cy(A))
(Faq = G (T + Cy(A))

Portanto, ﬁq : f#q ~ g4, ¢ uma homotopia de cadeias. O

Vejamos, agora, o teorema que estabelece a validade do 5° axioma de Eilenberg-

Steenrod.

Teorema 9.3. Se f ~ g : (X, A) — (Y, B) ¢ uma homotopia de pares, entio 7*q =
Gug - Hy(X, A) = H,y(Y, B).

Demonstra¢ao. Como f ~ g : (X,A) — (Y,B) é uma homotopia de pares, pelo
teorema 9.2, temos que f#q ~ Gy, Cy(X, A) — Cy(Y, B) ¢ uma homotopia de cadeias.
Assim, pela proposicao 9.4, temos que f*q = Jug + Hy(X, A) — H,(Y, B), para todo
q € 7. ]

Corolario 9.2. Se f : (X, A) — (Y,B) € uma equivaléncia de homotopia, entao
frq t Hy(X, A) = Hy(Y, B) € um isomorfismo, para todo q € Z
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Demonstracao. Sendo f : (X, A) — (Y, B) uma equivaléncia de homotopia, temos
que f é uma aplicagdo continua de pares e existe g : (Y, B) — (X, A) uma aplicagao

continua de pares tal que fog~ Idypy e go f ~ Idx a). Entao:

1. Se fog =~ Idy,p), entdo (f og),, = Idg,(v.p). Assim, f*qog*q = Idy,v,B), 0 que

implica que f*q é sobrejetor.

2. Se go f ~ Id(x,a), entao (gof)*q = Idy,(x,4). Assim, g,, of*q = Idpy,(x,a), O

que implica que f*q é injetor.

Portanto, f,, ¢ bijetor e isto implica que f,, ¢ um isomorfismo. Em outras palavras,

podemos dizer que nestas condi¢oes H, (X, A) = H,(Y, B). H

9.4 Resultados

Nesta secao, exploraremos a teoria até o momento desenvolvida, mais precisamente,
usaremos o corolario 9.2, para apresentar resultados que envolvem espagos deforméveis,

espacos contrateis e ternas (X, A, B).

Definicao 9.6. Sejam X um espaco topoldgico e A um subespaco de X. Dizemos que
uma aplicacao f : X — A € uma deformacao de X em A, se io f ~ Idx, onde

1: A— X € a aplicagdo inclusao. Neste caso, dizemos que X € deformdvel em A.

Teorema 9.4. Se f: X — A é uma deformacdo de X em A, entao Hy(A) = H,(X)®
H,(X,A), para todo q > 0.

Demonstracao. Como f : X — A é uma deformacdo de X em A, temos que io f ~
Idx, onde i : A — X ¢é a aplicacao inclusdo. Logo, (i o f)., = Idg,(x), ou ainda,
ixq © frq = Idp,(x). Portanto, i,, € sobrejetor e f., é injetor.

Observemos a sequéncia exata do par (X, A):

= Hyo(A) " Hyo(X) "9 Hyn (6, 4) ™ Hyp (4) 57

7

Hor(X) 757 Hyoy (X, A) 258" Hy(A) 238 Hy(X) 28 Hy(X, A) = -

Aplicando o resultado obtido sobre i,, e f.;, temos que para todo ¢ > 0, j,, =0

e como i, ¢ sobrejetor, temos que H,(X) = Ker(j.,), mas entdo j,, = 0, para todo
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q > 0. Por outro lado, como j.g+1) = 0, temos que ker(Agq1) = 0, ou seja, Agyq é
injetor.

Logo, a sequéncia exata do par (X, A) se subdivide em sequéncias exatas curtas
0 — H, (X, A) 58 H(A) ™ H,(X) =0

Considere, agora, g = foi: A — A Afirmamos que g., : Hy(A) — H,(A)
é um projetor sobre H,(A). Como H,(A) é um grupo abeliano e, desde que i,, e
f+q s@0 homomorfismos, ¢,, também é um homomorfismo. Além disso: g.; 0 g =
(foi)igo (foi)ig= feq© (ixq© frqg) ©txq = frg © Ldr,(x) O trg = faq © txg = Gug» OU SE€j2,
Gxq € um projetor sobre H,(A).

Portanto, pelo teorema 3.2 temos que H,(A) = Im(g.,) @ ker(g.q), ou seja, preci-
samos apenas identificar os subgrupos Im(g.,) € ker(g.q)-

Como Guy = fig O lxg € ixq € sobrejetor, entdo Im(g.,) = Im(feq 0 ing = Im(fiy) =
frg(Hy(X)) = Hy(X), pois fi, € injetor. Tambeém, ker(g.,) = ker(fiq © ixg) = ker(ivg),
pois fi, € injetor. Assim, ker(g.,) = ker(i.) = Im(Agp1) = Hy1 (X, A), pois Ay &
injetor. Portanto, H,(A) = Im(g.,) ® ker(g.g) = Hy(X) & Hy1 (X, A). O

Vejamos uma aplicagao do teorema 9.4.

Exemplo 9.1. Seja X um espaco topologico contratil e A # () um subespaco de X tal
Z® H(X,A) se ¢q=0

Hi1(X,A)  se q>O.

12

que X & deforméavel em A. Entdo H,(A)

Demonstracao. Como X é deformavel em A, aplicaremos o teorema 9.4, ou seja, para
este espago topologico, temos que Hy(A) = H,(X) @ H,1(X, A), para todo ¢ > 0.
Como X é um espaco contratil, utilizando a proposicao 4.1 ,vamos dividir este calculo

em duas partes: g =0¢e g > 0.
1. Se ¢ =0, entdo Hyo(A) = Ho(X) & Hi(X,A) =Z & H (X, A).
2. Se ¢ >0, entao Hy(A) = Hy(X)® Hy1 (X, A) =00 Hypy (X, A) = Hy (X, A).
o que demonstra o resultado. O

Lembremos que, uma terna (X, A, B), é constituida por um espago topologico X e

A, B C X subespagos, de forma que B C A, como descrito no capitulo anterior.



Resultados 111

Proposicao 9.5. Seja (X, A, B) uma terna de espagos topoldgicos e f : (X, A) —

(X, A) uma aplicagdo continua de pares satisfazendo:
2) f ~ Id(X,A) : (X,A) — (X,A),‘

it) A homotopia F : X x I — X que realiza a condigao i), deve satisfazer também

F(B xI)C B;
iii) f(A) C B.

Entao a aplicagao inclusao k : (X, B) — (X, A) é uma equivaléncia de homotopia

e, portanto, k., : Hy(X, B) — H,(X, A) é um isomorfismo, para todo q € Z.

Demonstrag¢ao. Pelo item iii), podemos considerar f como a aplicagdo continua de
pares f': (X, A) — (X,B), onde ko f' = f.

Para mostrar que k é uma equivaléncia de homotopia, devemos mostrar duas con-
digoes: ko f' ~ Idx aye f'ok ~ Idx p). Pori), f~Idxa ecomo f=Fko f', segue
que, ko f" ~ Idx ay. Portanto, F' : ko f' ~ Idx 4y. Também, se considerarmos F" tal
que ko F' = F o (k x Idy), onde I =[0,1] e Id; é a aplicacao identidade de I, temos
que [ é uma homotopia entre f' ok e Idx ). Concluimos que k é uma equivaléncia

de homotopia e pelo corolario 9.2, k., : H,(X, B) — H,(X, A) é um isomorfismo. [

Vejamos uma aplicacao da proposicao 9.5.

1
1
Exemplo 9.2. Sejam X um disco em R", A = {z € R" | 2 < fo <1} e B uma
=0

esfera em R”, para n > 1. Usando a proposicao 9.5, calculemos %*q : H (D", 5™ 1) —

H, (D", A), para todo q € Z.

Demonstra¢ao. Pelo enunciado, temos que (X, A, B) é uma terna onde, para cada
n > 1, temos que X = D" = {x € R" | ||| §1},A:{xER”]%§ |z|| < 1}
e B=S"!={r e R"| |z = 1}. Na figura 9.1, apresentamos a representagao
geométrica desses conjuntos para n = 2 e n = 3, respectivamente.

Assim, para todo x € D", definimos

2, se ||z <

fx) =

; se [lz] =

| N | =

T
]
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Temos que [ satisfaz iii), ou seja, f(A) C B. Isso se deve ao fato de que se z € A,
x

1
entao 5 < ||z]| <1 e portanto || f(z)| =

]
A homotopia que verifica 7) e i7) é dada por

2 o]l < 2
se €T —
2—t ’ -2
F(z,t) =
v se ol > =
(1—1t)+t|x| 2

Observe que se (z,t) € B x I, entdo ||z|| = 1et € [ =[0,1]. Assim, F(x,t) =

T
(1 —1) + 1]z
que F satisfaz ii).

=z e entado |F(z,t)|| = ||z|| = 1. Portanto, F(B x I) C B. Isto prova

Para mostrar que F satisfaz i), temos que mostrar que f ~ Id: (X, A) — (X, A).

Note que F' é continua e, além disso,

2x 1 1
50 ; se H$||§§ r o, se ||z <=
F(z,0) = T Il I = >% = ld(x4)@)
1—0)tofz * > "MI=73 voose ol 2 3
e
2x 1 1
51 pse lzf < 5 2z, se |lzf| < 5
e : FIS S RIS S
, se ||z|| > = — , se ||z|| > =
(1—=1) + 1] 2 ] 2

1
Ainda, F(A x I) C A pois para todo (z,t) € A x I, desde que 5 < =] €1

et €I =10,1] segue que ||z|| < |(1 —¢t) +t]z]|| < 2|z|, ou equivalentemente,

1 ]
- < < 1. Mas, para todo (z,t) € A x I temos, ||F(z,t)]| =
2 = (A=) + =]l o]
x T
= e assim F(z,t) € A. Portanto, F' é uma ho-
H(l—t)+foH (1 =)+ =]

motopia entre f e Idx a).
Agora, pela proposi¢ao 9.5, temos que k : (D", S""!) — (D", A) é uma equivaléncia
de homotopia. Pelo coroldrio 9.2, temos que k., : H, (D", S"') — H (D", A) ¢ um

isomorfismo, para todo ¢ € Z. n
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Figura 9.1: Representacao geométrica da terna (X, A, B) = (D", A, 8" 1), para n = 2

e n = 3, respectivamente.



10 Axioma da Excisao

Neste capitulo, desenvolveremos topicos sobre o operador baricéntrico. Esta é uma
ferramenta algébrica que permitira demonstrar a validade do 6° axioma de Eilenberg-
Steenrod: o axioma da excisao, para a Homologia Singular.

Este axioma estabelece que se U é um subconjunto aberto do espago topoloégico X
tal que U C Int(A) entdo a aplicacio de pares inclusdo e : (X — U, A —U) — (X, A)
induz um isomorfismo de grupos e,, : H, (X —U,A—-U) — H,(X, A), para todo ¢ € Z.

De fato, veremos que este axioma serd demonstrado através de um resultado mais

geral, onde assumimos que o subconjunto U nao é necessariamente aberto.

10.1 Operador Baricéntrico

Antes de definirmos o objeto de estudos desta secao, o operador baricéntrico, reapre-
sentaremos alguns conceitos da Homologia Singular. Isto se faz necessério, pois pre-
cisamos modificar as notacoes ja estabelecidas, de forma a tornar os calculos, sobre o

operador baricéntrico, mais ageis.

Definicao 10.1.

1. Seja X um subconjunto convezo de um espaco afim R" e {y;}]_, uma familia
qualquer de pontos de X. Denotaremos por (Yo Y1 Y2 - Yg—1 Yq) : Dy = X 0

q-simplexo singular afim (ou simplesmente, q-simplezo linear) de X, dado por

q q
(Yo y1 92 -+ Yg1 yq)(z tb;) = th’yi
i=0 i=0

q
onde t; >0, Zti =1 e P; sao os vértices do q-simplexo padrao A,.
i=0

115
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2. Seja X um subconjunto convexo de R™ e {z} U {y;}l_, wma familia qualquer
de pontos de X, onde (Yo 11 Y2 ... Yg—1 Yq) € um g-simplexo linear de X.
Definimos o (q + 1)-simplexo linear z(Yo y1 Y2 --- Yg—1 Yq) * Dgr1 — X por

ZWoyr Y2 - Yg1Yg) = (2 Yo Y1 Y2 -+ Yg1 Yq)

3. Sec= ZmiTi é uma q-cadeia singular de X, onde T; € C(A;, X) e m; € Z,

icJ
definimos zc = Z m;z(T;)
icJ
Considere, agora, (Yo ¥1 Y2 --- Yq Ygt+1) : Dgr1 — X um (g + 1)-simplexo linear de

X. A operacao face sobre (yo v1 Y2 ... Yq Yg+1) € dada por:

o1 Yo - Yg Yer)” = (Yo Y1 Y2 -+ Vi1 Yir1 -+ Yg Ygr1)

Ou seja, a operacao face aplicada a um (g + 1)-simplexo linear omite sua i-ésima

coordenada.

Proposicao 10.1. Se ¢ é uma q-cadeia singular de X constituida de q-simplexos sin-

gulares T;,i € J, entdo Oy41(zc) = ¢ — 2(9,(c)), para todo g > 0.

Demonstracao. Basta mostrarmos para um g¢-simplexo linear (yo y1 Y2 ... Yg—1 Yq) de

X. Com efeito,

aq+1(2(?/0 Y1 Y2 - Yg—1 yq)) = 8q+1(2 Yo Y1 Y2 --- Yg—1 yq)

g+1

= Z(—l)l(z Yo Y1 Y2 --- Yg-1 yq)(z)
i=0

= Wovr1 Y2 - Yg—1 Yg)+
q+1
Z(—l)’(z Yo Y1 Y2 --- Yg-1 yq)(z)
i=1

Fazendo j =i — 1, temos que:
Ogr1(z(Wo y1 Y2 - Yg—1Yg)) = (Mo ¥1 Y2 - Yg—1 Yg)+

q

Z(_l)j+1(z Yo Y1 Y2 -+ Yj—1 Yjr1 -+ Yg-1 Yg)
j=0

= (Yot Y2 - - Yg1 Yg)+
q

Z(_l)j+lz(fyo Y1 Y2 oo Y1 Yjt1 - Yg-1 Yg)

=0
= Wovi Y2 - Vg1 Yg)—
q
Z(Z(—ly(yo Y192 - Yg—1 yq)(j))
=0

= W ¥2 - Yg—1 Yq) — 2(0(Yo v1 Y2 - Yg—1 Yq))
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Por meio de induc¢ao, podemos definir o operador baricéntrico:

Defini¢ao 10.2. Se C.(X) é o complexo singular do espago topoldgico X, definimos
o operador baricéntrico, denotado por Bx : C.(X) — C.(X), por indugao, da sequinte

forma:
1. Se c € Cy(X), definimos fx(c) = c.
2. Se Bx estd definido para toda (¢ — 1)-cadeia do espago topoldgico X, definimos:

(a) Se Ay = |PyP\Py...P,_1P,| é um g-simplezo padrao do espago topoldgico
X, entao ﬁAq(PO Pl PQ Pq,1 Pq) = bqﬁAq<aq<P0 P1 PQ Pq,1 Pq>>,
q

onde by = Z

priU e

€ o baricéntro de |PyP, Py ... P,_1P,|.

(b) Se T : A, — X € um q-simplexo singular do espago topoldgico X, entao
Bx(T) = (Tyq)(Ba,(Fo P Py ... Py Fy)).
(c) Se ¢ = ZmiTi é uma q-cadeia singular de X, onde T; € C(A,,X) e
icJ

m; € Z, entao Px(c) = Zmzﬂx (T3).

e

No préximo resultado, mostraremos a naturalidade do operador baricéntrico Sx.

Proposicao 10.2. Seja f: X — Y uma aplicacao continua. Entao o diagrama

Diagrama XXX

€ comutativo.

Demonstragao. Se T é um gerador de C,(X), para ¢ > 0, entdo:

(By o fea)(T) = By (fuq(T))
= By(foT)
= (foTD)ug(Ba,(Po P P> ... Pp1 Fy))
= (fga 0 Tye)(Ba,(Po 1 Po ... Py Fy))
= Jud(Tyy(Ba,(Po P Py ... Py Fy)))
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= fua(BxoTyy)(Po P Py ... Py Py
= [4(Bx(T))

= (faq 0 Bx)(T)
pOiST#q<(POP1P2 Pq,1 Pq)):TO(P(]Pl P2 qulpq):Toz'qu:T [l

Proposicao 10.3. O operador baricéntrico fx : Cu(X) — Ciu(X) € uma aplicacao de

cadetias.

Demonstracao. Para verificar que fx é uma aplicagao de cadeias, devemos mostrar

que o diagrama
Cy(X) — 25— Cy(X)
o o
Cor(X)— 2~ 0, 1 (X)
Diagrama XXXI

é comutativo. Para isso, faremos a demonstracao por indugao sobre ¢ > 0.

Para ¢ = 0, o Diagrama XXXI pode ser reescrito como:

Co(X) —2 (X))

N

O (X)— X L0 (x)

Assim, se T' & um gerador de Cy(X), como Cy(X) =0,se ¢ <0, e 9y : Co(X) =0
é 0 homomorfismo nulo, temos que (Bx 0 9y)(T) = Bx(0o(T)) = Bx(0) = 0. Por outro
lado, (OyoBx)(T) = 0o(Bx(T)) = 0o(T) = 0. Portanto, se ¢ = 0, temos que o Diagrama
XXXI é comutativo.

Suponha, agora, que a comutatividade do Diagrama XXXI é valida para todo o
nivel ¢ — 1 e mostremos, por inducao, que a comutatividade também é valida para q.
Se T' & um gerador de C,(X), entao decorre da comutatividade do Diagrama IX e da
hipotese de inducao que:

(Og0Bx)(T) = 0q(Tyq(Ba,(Po Pr P ... Pp1 Fy)))
= (aqu#q)(ﬁAq(Po P P ... P P))
= Tyq-1(0,00a,(Po PL Py ... Py Py))
= Tyuq1(0,(by(Ba, 0 04(Po Pr P ... Ppy Fy))))
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= Tuq1[(Ba, © 8(’1)(]30 PP ... P P)
—0g(0)_1((Ba, 0 0))(Po PL Py ... Py Py)))]
= Tuq1[(Ba, © 0)(FPo P Py ... Py P,)
—by(Ba, (0,1 00)(Py P Py ... Py Py)))]
= Tuq1[(Ba, © 8{1)(130 P P ... P P
= Bx(Tyq-100)(Po PL Py ... Py Py))
= Bx((0;0Tyy)(Po PL P ... Py Fy))
= Px(0,(T))
= (Bx00,)(T)
Portanto, o Diagrama XXXI é comutativo para qualquer g > 0. O
Vamos agora definir uma familia de homomorfismos [H] x) : Cq(X) = Cyy1(X),

por inducao, da seguinte forma:
Definicao 10.3.
1. Se q = 0, definimos [H|( x)(c) = 0, para qualquer c € Cy(X).

2. Se [H](g—1,x) : Cqu1(X) = Cy(X) estd definido para toda (q — 1)-cadeia singular
do espago topologico X, entdo definimos [H]y x) 1 Cg(X) = Cyy1(X) da seguinte

forma:

(a) Se Ay, = |PyP1Py...P,_1P,| é um g-simplezo padrao do espago topoldgico
X, entao [H](q,Aq)(PO P1 P2 Pq—l Pq) = bq[(P() P1 PQ Pq_1 Pq) —
ﬂAq(Po P P, ... Py F)— [H](q,lAq)(@;(Pg P P ... Py P)).

(b) Se T € um gerador de Cy,(X), entdo
[Hl(q.)(T) = Typarn((Hga) (Fo Pr P o Pyy Fy))

(c) Sec= Zszz é uma q-cadeia de X, onde T; € C(A,, X) em; € Z, entdo,
ieJ
[Hlg.x) () =Y mi[Hlq.x)(T5).
icJ
Mostremos, agora, a naturalidade dos homomorfismos [H], x) dados pela definigao

10.3.
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Proposicao 10.4. Se f: X — Y ¢é uma aplicacao continua entao o diagrama

f#q
Cy(X) - Cy(Y)
l[H](q,X) i[H]({LY)
f q+1
Cooa(X) 22 Gy (v)

Diagrama XXXI1

€ comutativo.

Demonstragao. Se T é um gerador de Cy(X), entao

(fn o [H]@x)(T) = faern([Hlgx) (D))
= Jaary) Ty (Hlgay)(FPo P Py ... Pia Fy)))
(Faarr) © Tygrn) ((Hlga) (Po Pr P .. Pyy By))
= (foDpg+n([Hgay(Bo AL Py ... Py Fy))
[H](gy)(foT)
[H](q,v) (f4(T))
= ([Hl@y) o fa)(T)

]

Proposigao 10.5. Se T' é um gerador de C,(X), para todo ¢ > 0 vale a identidade

Ogr1([H](qx)(T) = T = Bx(T) = [H](q-1.x)(0,(T)) (10.1)

Demonstracao. Demonstraremos este resultado por indugao sobre g > 0.
Para ¢ = 0, se T é um gerador de Cy(X), temos que Sx(T) = T'. Isso implica que

T — Bx(T) = 0. Assim, a equacao 10.1, pode ser reescrita como:

(91([H](0,X)(T)) = _[H](fl,x)(ao(T))

Como T' € Cy(X), entao 0i([H]ox)(T)) = 0:(0) = 0, pois d; é um homomor-
fismo. Por outro lado, —[H]—1 x)(00(T)) = —[H](-1,x)(0) = 0, pois [H]_1,x) é um
homomorfismo. Portanto, a afirmacao ¢é valida para ¢ = 0.

Suponhamos, agora, que a equacao 10.1 é valida para toda (¢ — 1)-cadeia de X e
provemos que ela também ¢é valida para ¢-cadeias de X, com ¢ > 0.

Inicialmente, consideremos os seguintes diagramas comutativos:
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1. Naturalidade do operador bordo:

2. Naturalidade de 8&:

Pag
ColDg) ———>Cy(A,)
| l%
Bag
C'q 1(A ) Cq 1(A )
3. Naturalidade de S:
Bag
Cal D) ——Cy(A,)

lT#q lT#q

Cy(X) — =y (X)

Assim, temos que:

g1 ([H(qx)(T)) = Og1(Tyqr1([H](ga) (Do Pr P2 ... Py Fy)))
= (Og10 Tygr1)((Hlgap(Fo Pr Py .. Ppoa Fy))
= (Tyqo0p1)([Hlga)(Po P Py ... Ppa Fy))
= Ty (Hlgay (Do PL Py ... Pyt 1))

(1)

Note que, utilizando a defini¢ao de [H] (4 a,) € a proposicao 10.1, nesta ordem, temos
que:

(9;+1<[ ] q)(POPIPZ"'qulpq)):

= O (b[(Po Py Py ... Py P) = Ba,(Po P, Po ... Py )
—[H](q-1,29)(0(Po Pr P2 ... Py1 Fy))))

= (PP P... Py P)—Ba, Py PPy ... P,y P
~[H) (1,8 0(Po Py Py ... Pyoy Py))] = b,[0,(Py Py Py ... Py Py)
—0.(Ba,(Po Py Py ... Py Py))

[H]g-1,80(0(Fo Pr Py .. Py By)))]

(2)
(
94(
Pela hipotese de inducao, Diagrama XXXI, lema 3.1 e a naturalidade de 8; (vide

diagrama do item 2 acima) temos que:



122 Axioma da Excisao

O H)(g1.50(@(Po Py Py .. Pyy By))) =

q

= 0(Po PL Py ... Ppoy Py) = Ba,(0)(Po PL Py ... Py Py))
~[H](g—2,0,)(0,_1(0(Py Py Py ... Pyoy Py)))

= (R PP ... Py P)—(8a,00)(Po PL Py ... P
—[H) (g0 (21 00)(Py P, Py ... Py Py))

= J(PyPLPy... P,y P)—(3,08a,)(Po PL Py ... Py Py)

Substituindo (3) em (2), temos que:
g1 ((Hlgay(Fo P Py .. Py By)) =

= (PP ... Py Py) = Ba,(Po PL Py ... Py Py
—[H)(q1.0,)(0,(Py Py Py ... Pyy Py))]
~0[0L(Py Py Py ... Pyoy By) —(Ba,(Py PL Py ... Pyy P,))
—((Py Py Py ... Py P) = (8,0Ba,)(Po P Py ... Py )]
— (BRPPy,... Py P)—Ba(PyPL P, ... Py P)
~[H](g-1,2) 0Py Py Ps ... Pyy P))

Substituindo (4) em (1), utilizando os diagramas dos itens 1 e 3, o Diagrama XXXII

e, novamente, o diagrama do item 1, nesta ordem, temos que:

Og1([H] (g x)(T)) =

= Tyq(0p1(Hlgay(Fo Py P ... Pyt Fy)))

= T#q[(PO PP Py Pq) — ﬁAq(PO PP ... Py Pq)
—[H](q,l’Aq)(afz(Po P P ... Py F,))

= T#q(PU PP ... P, Pq) — T#q(ﬂAq(Po PP ...P

q—1 Pq))
~Tyq([H](q1,0)(04(Po PL Py ... Pyy By)))

= Tuy(Py PPy ... Pyy Py — (Tigo Ba)(Po PL Py ... Py P,)
—Tyo([H](g-1,0,)(0(Po P P2 ... oy F)))

— Tu(Py PPy ... Py P)— (Bx oTu)(Po Pi Py ... Py P,
—[H]g-1,x)(T(q-1) © 8&)(P0 PP ... P P)

= Tu(PoPA Py ... Py Py)— (BxoTy)(Po PA P ... Py Fy)
—[H](g-1,x)(0g 0 Tug)(Po P Py ... P,y Py)

= T = Bx(T) = [H](g-1.x)(9(T)),

demonstrando assim a validade da equagao 10.1. [
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10.1.1 Subdivisao Baricéntrica de um ¢-simplexo
Iniciamos esta subsecao com a seguinte

Definicao 10.4.

1. Dizemos que uma famidlia {a;}!_, de pontos de R ¢ independente se o conjunto

formado pelos vetores a; — ag, com 1 < i < q, € linearmente independente.

2. Considere uma familia {a;}!_, de pontos independentes de R"™! e seja A =

lagaras . .. a,| um g-simplexo singular gerado por {a;}}_,. Dizemos que By, By,

By, ..., B, sao faces distintas de A, ordenadas pela inclusio, se By = |a;,],
By = |ajal|, ..., B, = |aja;, ...a;| satisfaz By C By C By C --- C B,
com a;, € {a;}i_q, para j =0,...,7.

Lema 10.1. Sejam A um q-simplexo singular gerado por uma familia {a;}}_, de pontos
independente de R"™! e By C By C By C --- C B, faces distintas de A, ordenadas pela

inclusao. Entao os baricentros b; € B;, com 0 <1 < r, também, sao independentes.

Demonstra¢ao. Reordenando as faces, se necessario, podemos supor que By = |a;,| C

By = |ai,a;,| C ... C By = |aj, a4, - . - a;,

Como os baricentros das faces distintas B;, se encontram entre os pontos b; € B;,

com 0 <17 < r, definidos por:

bg = U,

a; + a;
bl — %

Qjy T @iy + Ay
by = —e T e

3

A;, + aiy + ai2+‘..+air 1 -

br = = Q; .
r+1 r+1 !

=0
basta mostrar que os vetores b, — by sao linearmente independentes, para 1 < k < r.

Suponhamos, entao, que existam Ay, Ag, ..., A, nao todos nulos tais que:

i Ae(br, — bo) =0 (10.2)

k

1
Substituindo o baricentro b, = E a;;, na equagao 10.2, temos:
7=0

k14
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0 = Y Albk— bo)
k=1 .
= ZT:A,C( ! > i, —bo)
k14"
k=1 7=0

. 1
= Z)\k( (ai0+ai1+ai2+---—|—aik)—bo)
k=1

kE+1

B i)\ Qig + @iy + iy + -+ a;, — (K +1)bg
£ k+1
_ )\1 (CLZ'O +CL;1 —2b0> _'_)\2 (CL,‘O +CL1'1 —gaiz - 3b0) i
A Clio—i-ail+ai2+"'+&ir—(7“+1)bo
" r+1

Como a;, = by, temos:

0 = )\ <ai1_b0) + Ao (ai1+a,~2—2b0) LA (@i1+ai2+"‘+air—rbo)

2 3 r+1
= 1A+1A+ + A(-—b)+1A+l)\+ +1>\(z—b)
= 2132 r+1r Ay 0 3243 7”+1T Ay 0
1
A C_p
+ +<T+17~)(azr 0)

= ul(ail — bo) + UQ(G/Z'Q — bo) + -+ ur(air — bo)

= ZU,]‘(CLZ‘J. — bo)
j=1

.
= Zuj(% — Qi)
j=1

d = A e Ar.
onde uy F el kT +r—|—1
Tomando mg o maior inteiro tal que \,,, # 0, ou seja, A\pg41 = Amgr2 = - = A\p =
1

0, entao uy,, = Amo 7 0. Portanto, os vetores a;, — a;,, para 1 < k < r seriam

mo + 1
linearmente dependentes. Mas isto ¢ um absurdo, uma vez que, por hipotese, a;, — a;,

sao vetores linearmente independentes. O]

Considere A um g¢-simplexo singular gerado por uma familia {a;}{_, de pontos
independentes de R"*! e By C B, C By, C -+ C B, uma sequéncia de faces distintas

de A ordenadas pela inclusao. Lembremos que o baricentro de cada face B; é dado por

1
bl:z—l—lzaj

5=0
Portanto, a partir de sequéncias de faces distintas de A, digamos By C B; C By C

-+» C By, podemos construir simplexos S = |byb1bs . .. b.|, tomando-se b; como sendo o

baricentro de cada face B;, com 0 < ¢ < r. Assim, podemos dar a seguinte
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Definicao 10.5. O conjunto de todos os simplexos S, descritos acima, é denominado

primeira subdivisio baricéntrica de A e serd denotado por SdM(A) .

Observacao 10.1. Alguns autores denotam a r-ésima subdivisao baricéntrica de um

g-simplexo singular A gerado por uma familia de pontos independentes por Sd(™(A).

Exemplo 10.1. Seja X = R e x( e x5 pertencentes a X. Assim, a primeira subdivisao

baricéntrica do 1-simplexo singular (zg x2) : A; — X substituira (zg z3) por (xg x1) +
To + X9

5 ou seja, x1 é o ponto médio de segmento |zozs|.

(x1 xo) onde z7 =

Demonstra¢ao. Considerando T : Ay — X definido por T' = (z¢ x1 z3), temos que:

2 2

0o(T) = > (1T =3 (~1)'T o g} =

=0 i=0
Togy—Tog +Togy= (21 22) — (20 22) + (20 71)
Uma vez que ((z1 x2) + (¢ 1)) — (zo 22) € Im(y), temos que (zg z2) ~ (g 1) +
(x1 z2). Lembrando que suporte é a imagem do espago através da aplicagao T', temos

que o suporte de (xg z3) coincide com o suporte de (zg 1) + (1 x2). O

Exemplo 10.2. Considere A = Ay = |agajas|. A primeira subdivisdo baricéntrica de

A divide A, C R3 em seis triangulos.

Demonstra¢ao. Como A = Ay = |agajasl, pela definigao 10.5, temos que:

1. Sendo |ag| C |agaz| C A, temos:

a0+a2 CL0+CL1+CL2
2 3

S = |a0

2. Sendo |ag| C |agai| C A, temos:

a0+a1 (10+6L1+(l2

2 3 |

Sy = ’ao

3. Sendo |a;| C |ajag| C A, temos:

a1+ ag ag+ ay + as
2 3

53 = |CL1

4. Sendo |a;| C |ayas| C A, temos:

a; +as ag+ay+ as
2 3

Sy = |al
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5. Sendo |as| C |agai| C A, temos:

as + a1 ag+ ay + as
2 3

55 = |CL2

6. Sendo |as| C |agag| C A, temos:

a2+a0 a0+a1—|—a2

2 3 |

Se = ’az

Assim, podemos representar a primeira subdivisao baricéntrica de A, através da

seguinte figura:

Figura 10.1: Primeira subdivisao baricéntrica de A = A,.

Note que o suporte de A, é igual & soma dos suportes de S;, para 1 < i < 6. O]

6
Observacao 10.2. Note que As e U S;, dados no exemplo 10.2, tém a mesma reali-

=1
zacao geométrica, ou seja, as faces de A, coincidem com a unido das faces de S;, para

1< <6.

Definigao 10.6. Se A C R™™ ¢ um g-simplexo singular gerado pela familia {a;}l_,

de pontos independentes de R"™' definimos diam(A) = sup {||z — y||}
T, YyeA

Lema 10.2. Se A = |agaias . . .a,] C R"™, temos que diam(A) = ng}i(r{ﬂai —a,l|}

Demonstragao. Como A = |agaias . ..a,| C R* tomemos z e y em A, de forma que

T T
Yy = Z A;a;, onde Z Ai=1e )\ >0, para todo 0 < i < r. Assim, temos que:
i=0 i=0

=0 =0

T
<> Az —ai
=0

Hx—yllz‘
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SXT:)\iM:MZT:)\i:M
=0 i=0

onde M = ggg}gﬂ{”x — a;||}. Logo,

[ =yl < max{[lz — a;|} (10.3)

T o0<i<r

Em particular, tomando x = a;, temos que:

L — —_a.ll < .
laj =yl = lly = a1l < ma {lla; - ail}}.

Sendo y arbitrario, podemos tomar y = x e entdo ||z — ;|| < max {lla; — a;||}-
LT

_ < — .l < .
Portanto ||z — y| < Or%aé{ﬂx a;l|} < Orgna)ér{|\a] a;||} para todos z,y € A.

Assim, desde que diam(A) = sup {||z — y||}f7 segue que
zr,yeA

diam(A) < max {[la; — ai|} (10.4)

0<i,j

Por outro lado, como a; e a; pertencem a A, temos que:

max {|la; — a;||} < diam(A) (10.5)

0<i,j<r
Pelas equagoes 10.4 e 10.5, temos que:

diam(A) < max {[la; — ail[} < diam(A)
0<¢,5<r

e portanto diam(A) = ngjpér{Haj —ai|} = Og}z]pér{ﬂai —a,l|}- O

Proposigao 10.6. Seja A = |agaias . . . a,| um n-simplezo singular de R™™ e B um
simplezo obtido de A por subdivisao baricéntrica. Se denotarmos d = diam(A) e d' =

diam(B), temos que d' < "
n+1

Demonstracao. Reordenando adequadamente os vértices de A, temos que dois vértices

b et de um simplexo da subdivisao baricéntrica de A, podem ser expressos por:

_ao—i—al—l—---—i—ap
p+1

b

ap+ar+---+ap+--+a,
q+1

V=

onde 0 <p<qg<n.
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Pela equacao (10.3),
_ / < /_ .
Ib =¥l < max ]b" — ax| (10.6)

Agora, desde que 1 < ¢ < n e usando a desigualdade triangular, temos que

[0 — ax]| =
_ a0+a1—|—~--—|—ap+---—|—aq_a
q+1 .
 Jlaotar+--tap o Fag— (g4 Dag
qg+1
L (9 — )+ —— (a1 — @)+ ——(ap — @)+ + —— (2, — )
= ag — a a; —a a, —a ag; — a
q+1 0 k q+1 1 k Q+1 D k q+1 q k
1 q
= ||—= a; —a
q+1i20( k)
ik

1 q

i=0
i#k

q

qg+1

n

< d
- n+1

n
Portant b — < —d.
ortanto, [ — ayf) <

Substituindo e comparando este resultado com a equacao 10.6, temos que:

n
b—V|| < W — ayl| < ——d
1o = b} < max ||t — axf} < ———

n
d.
n+1

Portanto, d' = diam(B) <
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Lema 10.3. (Lema de Lebesgue) Sejam X um espago métrico compacto e {U;}ics
uma cobertura aberta de X. Entao existe um nimero real d > 0 tal que se A C X e

diam(A) < d, entao existe jo € J tal que A C Uj,.

Demonstragao. Como X ¢é um espaco métrico compacto, existe {U;}icqo,1,..6) Uma
subcobertura finita aberta de X. Para cada 0 < i < k, definamos aplicacoes f; : X — R
por f;(x) = dist(z, X —U;), para todo x € X. Assim, f; é continua para todo 0 <i < k

e, além disso, para todo 0 < i < k:
1. Se z € U;, entao f;(x) > 0.
2. Se x ¢ U;, entao fi(z) = 0.

Consideremos, agora, a aplicagao f(x) = gg&}i{fz(x)} Temos que f é continua e,
pelos itens (1) e (2), f(x) > 0, para todo = € X.

Sendo X um espaco métrico compacto, pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, a apli-
cagdo f assume um ponto de minimo e de maximo em R. Chamemos d = ;Iél)f(l{f(x)}
Note que d > 0, pois f(x) > 0, para todo = € X.

Verifiquemos que este nimero d > 0 satisfaz a proposicao. Com efeito, seja A C X
tal que diam(A) < d e tomemos z € A. Como diam(A) < d, entdo ||y — x| < d, para
todo y € A. Entao A C {y € A| ||y — z|| < d}.

Por outro lado, como d = I;él)l{l{f(.f)}, temos que f(z) > d, para todo = € X.
Entao existe jo € {0,1,...,k} tal que fj(z) = olgfgi{fl(x)} e fi,(x) > d, ou seja,
dist(z, X —Uj,) > d.

Assim, se y € A, entao y € Uj,. Caso contrario, teriamos y € Aey € X — Uj,.
Mas se y € A C X, entdo dist(y, X —Uj,) > d > 0, o que é um absurdo, pois supomos
que y € X — Uj,. Logo, A C Uj,.

Portanto, d = irél)r(l{ggaé{fz(x)}} satisfaz o lema de Lebesgue. O

Exemplo 10.3. Considere a aplicacao identidade is = (Py P Py) : Ay — A,. Calcule
o operador baricéntrico Sa, e estime o diam(S;), onde S; sdo os simplexos obtidos a

partir de faces distintas de A,.

Demonstragao. Pela primeira subdivisao baricéntrica de Ag, temos a Figura 10.2:
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Figura 10.2: Primeira subdivisao baricéntrica de A = A,.

Assim, temos que o operador baricéntrico fa,(iz) serd dado por Ba,(Py Py P2) =
2

P; : .
bo[Ba,(Oa(Py Py Ps))], onde by = g 5 ¢ o baricentro de Ay = |PyP Py|. Geometrica-
i=0
mente, Sa,(Py P P,) é a soma de simplexos singulares cujos suportes sao os simplexos

criados a partir da primeira subdivisao baricéntrica de As.

Pela proposigao 10.6, como A = A, = |PByPP| C R3, temos que diam(S;) <
2
gdiam(Ag). O

Definicao 10.7. Para todo espaco topoldgico X, definimos:
1. % =Ide.(x)
2. By = Bx(B% 1) = B% 1(Bx) parar > 0.
e chamamos B% o r-ésimo operador baricéntrico de X, para r > 0.

Proposigao 10.7. Consideremos Ay = |PyPyPs ... Py| o q-simplexo padrio do espago

R4t Entdo,

1. Para todor > 0, temos que ng(Po P, Py ...P,) é uma q-cadeia de A, constituida

de simplexos lineares.

2. Dado € > 0, existe r suficientemente grande tal que ng(Pg P, Py...P,)) € cons-

tituida de simplexos cujos suportes tém didmetro menor que e.

Demonstragdo. Para demonstrar o item (1), ou seja, que 83 (Fy P ... F;) ¢ uma
g-cadeia de A,, constituida de simplexos lineares, procederemos por inducao sobre

r > 0.
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Se r =1, entao:

BA,(Po PL Py...P) = Ba,(Py Py Py... Py
- bq(ﬁAq(ﬁq(Po P1 PQPq)))

o qual é uma ¢-cadeia de A, constituida de simplexos lineares.
Suponha, agora, que ﬁg;l(Po P, P,...P,) ¢ uma ¢-cadeia de A, constituida de

simplexos lineares. Assim:

Ba,(Po PL Py...P)) = Ba,(Ba. (Po Py Py... Py))
= 0,(8a,(0,(Bx,' (Po P1 Py... P))))

o qual é uma g¢-cadeia de A, constituida de simplexos lineares, pois, por indugao
B, (Og( Z’ql(Po Py P,...P,)))) é uma (¢ — 1)-cadeia de A, constituida de simplexos

lineares.

Observacao 10.3. Note que os ¢-simplexos singulares gerados pela r-ésima subdivisao
baricéntrica de A, coincidem com os suportes dos simplexos que comparecem na soma
ng(Po P, P,...P,). Casos particulares deste fato foram observados nos exemplos 10.1

e 10.3.

Para demonstrar o item (2), vamos utilizar inducao sobre r e a proposigao 10.6, para
mostrar que dado € > 0, existe r suficientemente grande tal que ng(PO P P...P)é
constituida de simplexos cujos suportes tém didmetro menor que e.

Denotemos por Al(ll) a colecao dos simplexos gerados pela primeira subdivisao bari-
céntrica de A,, onde consideraremos A, = AE,O). Note que, com essa notagao, temos que
Agl) = (A,(JO))(”. Denotaremos, também, a colecao dos simplexos da r-ésima subdivisao
baricéntrica de A, por A = (AV™))®) . Seja d) = max{diam(A{))}. Entdo pela
proposi¢ao 10.6 e indugao mostraremos que

- ¢\

Parar = 1, temos que dmm(Agl)) < 1 ldiam(Aq). Portanto, d!) < a ldiam(Aq).

q+ ) q+
Suponha, agora, que d"~Y < (%) diam(A,) e mostremos que ele é valido
q
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para todo r > 0. Assim, pela proposicao 10.6 e hip6tese de inducao temos

qg+1
_4 ) g0

IN

diam(AY)) < gq diam(AY™Y)

I
VR
S

Q|
—_

N~
3

7N
S

+ [
—

~

5

N

L

~.

Q

3

g

N

Segue que:

Se fizermos r — +o00, entao (%) — 0, ou seja, dado € > 0, existe r suficiente-
q
mente grande tal que os suportes dos simplexos de ﬁgq(Po Py P,...P,)) tém diametro

menor (ue e. [

Proposicao 10.8. Sejam {U;}ic; uma cobertura aberta do espago topologico X e T .
A, = X um gq-simplexo singular de X. Entdo existe r = r(T) suficientemente grande
tal que B%(T) € constituida por q-simplexos lineares cujos suportes estao contidos nos

abertos da cobertura {U;}ic.

Demonstragao. Seja U] = T-Y(U;) tal que {U]}ic; ¢ uma cobertura aberta de A,.
Como A, é um espaco métrico compacto, pelo Lema de Lebesgue (lema 10.3), existe
um nimero real € > 0 tal que para todo A C A, com diam(A) < e, existe j € J tal
que A C U}.

Como o diagrama

iT#q lT#q

Cy(X) — 2~y (X)

¢ comutativo, temos fx o Ty = Tyq 0 B, para todo r > 0, e assim

By (T) = By (Bx(T))
= By (TyBa,(Po Py Ps... F,))
= (B "o Tyy)(Ba,(Po P Py... Py))
— (Tyqo B5)Ba,(Po Py Py... P,)
= Tyo(Ba, (Ba,(Po P Pa... Py))
= Ty(Ba,(Po Py Po...Fy)
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Considere, agora, (Yo y1 ¥2...Y,) um dos g-simplexos linear que comparecem na
soma /BXS(PO P, P,...P,). Pela proposi¢ao 10.7 e o lema 10.3 (lema de Lebesgue),
para r suficientemente grande, temos que (yo y1 Y2 - - - Yq) (L) C Uj, para algum j € J.

Como o namero de simplexos lineares de BX{?(PO P, P,...P,)) ¢ finito, podemos

supor 7 suficientemente grande para todos estes simplexos. Assim:

Tuq(o y1 y2---9g)(Bg) = (To(yo v1 y2---4g)) (D)
= T((yo y1 Y2 - Yq)(Ay))
c T(U;)
c T(THUy)
c U
Portanto, para r suficientemente grande temos que os suportes de ¢-simplexos li-

neares que constituem ng, estdo contidos na cobertura aberta {U; }ic . O
Definigao 10.8. Seja Q2 = {U, }ies uma cobertura do espaco topoldgico X.

1. Dizemos que um subconjunto Y de X ¢é Q-pequeno se existir um j € J tal que

Y C U

2. Um g-simplexo singular de X, T : Ay — X diz-se Q-pequeno se T'(A,) for Q-

pequeno.

3. Se Q ¢ tal que {Int(U;)}iey também € uma cobertura de X, denotaremos por
C(?(X) o subgrupo de Cy(X), gerado pelos q-simplexos singulares de X, T : A, —

X, que sao C2-pequenos.

Observagdo 10.4. Afirmamos que C(X) = (C(X), Jqlog(x)) € um subcomplexo de
C*(X) - (Oq(X>>aq)~

Com efeito, se T : A, — X ¢é Q-pequeno, pela definicao 10.8, T(4A,) C Uj;, para
algum j € J. Assim, temos que TW(A, ;) C T(A,) C U; para algum j € J. Logo
C¥(X) é estavel em relagao a 9,(T) = Zq:(—l)iT(i), ou seja, se T': A, = X é Q-

i=0
pequeno entao 9,(T) : A,_1 — X é Q-pequeno. Portanto C¥(X) ¢ um subcomplexo

de C\(X).

Definigao 10.9. Seja Q2 = {U;}ics uma cobertura do espaco topoldgico X tal que
{Int(U;)}ics, também, é uma cobertura de X. Definimos n(T) como sendo o menor

nidmero inteiro r > 0 tal que os simplexos singulares de B (T') sdo Q-pequenos.



134 Axioma da Excisao

Observagao 10.5. Note que a existéncia do nimero inteiro n(7) é assegurada pela

proposicao 10.8, aplicada a cobertura aberta {Int(U;)}ics de X.

Se Q@ = {U,;}ics ¢ uma cobertura do espaco topologico X tal que {Int(U;)}ier,

também, é uma cobertura de X entao temos as seguintes propriedades:
Propriedade 10.1. Para todo T': A, — X, temos que BUINT) e CP(X).
Demonstragao. Segue da definicao de n(T). O

Propriedade 10.2. Para todo T : A, — X, temos que n(T%W) < n(T), para 0 < i < q.

o), entdo A (TO) (A1) € BL(T)(A,) C

Demonstracio. Como TW(A, ;) C T(A
U;, para algum j € J. Assim, n(T®) < n(T) por defini¢do de n(T"). O

Propriedade 10.3. Para todo 7' : A, — X, temos que n(7) = 0 se, e somente se,
Im(T) C Uj, para algum j € J.

Demonstragao. Para todo T : A, — X, se n(T) = 0 entdao 8% (T) = T e pela proprie-
dade 10.1, T & Q- pequeno e portanto Im(7') C U;, para algum j € J. Reciprocamente,
se Im(T) C Uj, para algum j € J, T é Q- pequeno. Assim % (T) =T € C3(X). As-
sim, por defini¢do de n(7") devemos ter n(7") < 0 e portanto n(7") = 0. O

Propriedade 10.4. C$(X) ¢ estavel em relagdo ao operador baricéntrico.

Demonstra¢io. Devemos mostrar que By : CH(X) — C%(X). Com efeito, se T & Q-
pequeno, pela propriedade 10.3, n(7T') = 0. Assim, pela defini¢do de n(T") segue que
Bx(T) é Q-pequeno. ]

No préximo lema, mostraremos que o grupo C*(X) é estavel, também, em relacao

aos homomorfismos [H], x), para todo ¢ > 0 (vide defini¢ao 10.3).

Lema 10.4. O subgrupo C(X) de C.(X) € estdvel em relagio & familia de homomor-

fismos [H|(g xy : Cg(X) = Cyy1(X), para todo ¢ > 0.

Demonstragio. Devemos mostrar que [H| x) : C3(X) — C241(X), para todo ¢ > 0.

Para ¢ = 0, temos que [H](o x)(c) = 0, para todo ¢ € C}(X). Portanto, para ¢ = 0,
temos que [H] o x)(c) = 0 € C$(X) pois C}(X) ¢ o subgrupo de C;(X) gerado pelos
1-simplexos T : A; — X Q-pequenos.
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Para ¢ > 0 vamos mostrar que, [H] x)(T) é Q-pequeno se T & Q-pequeno. Com
efeito, se T : Ay — X ¢ um gerador de C{}(X), entao T(A,) C U;, para algum j € J.
Logo:

[H]qx)(T) = Tyer1((Hgapl(Po P Py Fy))
= Tuq1(bg[(Po Pr Po...Py) — fa,(Po P Py... F)
—[H](g-1,2)(0,(Po P P>...F,))])
onde ¢ = by[(Py Py Py... Py)—Ba,(Po Py Py .. P)—[H](g1.0,)(@.(Po P Py... P,))]
€ Cy1(Ay), ou seja, ¢ & uma (g+1)-cadeia de Cyp1(4,). Portanto, [H] x)(T)(Ags1) =
Tiqr1(¢)(Agi1) = T(c(Agt1)) C T(Ay) C Uy, para algum j € J. Logo [H] g x)(T) é
Q-pequeno. Portanto, o subgrupo C%(X) de C,(X) é estével em relacio a familia de

homomorfismos [H], x), para todo ¢ > 0. ]
Teorema 10.1. A inclusio i : C$(X) — C.(X) € uma equivaléncia de cadeias.

Demonstragao. Pela definigio 9.5, para mostrar que a inclusao i : C$(X) — C,(X)
¢ uma equivaléncia de cadeias, precisamos construir uma aplicacdo de cadeias A :
Co(X) — CH(X) tal que Aoi~ Ideox) e io A~ Ide, (x).

Primeiro, definimos uma familia de homomorfismos @ : C,(X) — Cy41(X) de modo

que: se 7" é um gerador de C,(X), entdo

n(T)—1

— Z [H](q.x)8%(T) , se T nio for Q-pequeno
Q) = j=0

0 , se T for Q-pequeno
e estendemos por linearidade para todo C,(X).
Assim, se T é um gerador de C,(X) tal que 7" nao é Q-pequeno, utilizando a

proposicao 10.5, temos que:

n(T)—1
(Ogr1 0 Q)T) = =04l Z [H](q.) 5% (T)
7= n(T)—1
= Oy © [H)( Y FA(T)
n(T)-1 ]:n(ET)fl . n(T)—1
= Y B+ (Y AT+ Hl @ Y AT
n(Jz)Ofl n(T)fljzol n(T)-1 =
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Se fizermos ¢ = j + 1 e utilizarmos a proposicao 10.3, temos que:

(0,01 0Q)T) = — BL(T) + ;ﬁ;;m + [H](g-1,5)( Z (9q 0 B(T)))
= T+ 83T + [H) (g1 X>(n§1(ﬁ§( 0 0y)(T))
= T+ 84T + [H]<q-1x>(n(j):( % (04(1))))
= T+ 8T + [H](q_l,m(n(j):( ig(li;(—l)’(T)(“)))
- T+ A1)+ iﬁ;-lwnil[m(q_l (B (D))

Pela propriedade 10.2, podemos escrever:

<8q+1 o Q)T) =

<
2
=3
I
—

= —T+83(T) = QO(T) + D (-1 Y. [Hgo1x0) (B (1))

i=0 j=n(T®)
Portanto (0,41 0 Q)(T) =

q n(T)-1

=T+ B(T) = QD)) + D (~1'( Y [Hgn(B (D)D) (10.7)

i=0 j=n(T)
Definamos, entdo A(T) = T + (0441 © Q)(T) + (Q 0 9,)(T). Pela equagao 10.7,
verificamos que:

q n(T)—1

AT = BT+ (=D D [Hlge1x0(B5(T)D)))

i=0 j=n(T®)

se T nao é )-pequeno.
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Pelo lema 10.4, temos que C,**(X) é estavel em relagao aos homomorfismos [H](, x),

com ¢ > 0. Por outro lado, pela definicio 10.9, para todo j > n(T®), temos que

B (T

homomorfismo de C,(X) em C%(X).

Afirmamos que o homomorfismo A é uma aplicacao de cadeias:

) e C¥(X). Como T : A, — X ¢é arbitrario, podemos considerar A como um

Se T' € Cy(X) nao é 2-pequeno, temos que:
(Og 0o A)(T) = 0y(MT))
= BT+ By 0 Q)(T) + (Q0,)(T))
= 0g(T) + 94((Og1 0 Q)(T)) + 94((Q 0 9y)(T))
= 0g(T) + (04 0 0g41)(Q(T)) + 94((Q 0 9y)(T))
= 04(T) + 04((Q 0 05)(T))
Por outro lado,
(Ao 0)(T) = MO (T
= 04(T) 4 (94 0 Q)(94(T)) + (Q 0 04-1)(04(T))
= 04(T) + 0,((Q 0 9y)(T")) + Q((0g-1 0 0,)(T))
= 04(T) + 04((Q 0 05)(T))
Se T & Q-pequeno, temos que TW(A, 1) C T(A,) C U; e, portanto, T também é Q-
pequeno. Assim, Q(T) =0 e Q(9,(T)) = Q( (—1)i(T)(i)) = Z(_l)iQ((T)(i)) = 0.

Logo, A(T) =T.

=0 =0

Agora, mostraremos que a aplicagao inclusao i : C#(X) — C,(X) é uma equivalén-

cia de cadeias:

Se T' é Q-pequeno, temos que (Ao i)(T) =

Tdep(x)-

A(i(T)) = A(T) = T. Entio (Ao i)

Por outro lado, da definicao de A, temos para todo T € C(X) que, (04410 Q)(T) +

(Q 0 0)(T)
portanto, 1 0 A ~ Idc, (x).

= A(T) — T = i(A(T))

—T. Logo 041 0Q+Qo0; =10 —Idg,(x)

e

]
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10.2 Sexto Axioma de Eilenberg-Steenrod: Teorema
da Excisao

Sejam A um subespacgo topologico de X, i : A — X a aplicagdo inclusao e
2 = {U;}ics uma cobertura de X tal que {int(U;)} é uma cobertura aberta de X.
Lembremos que o monomorfismo iy : C\,(A) — C.(X) permite identificar C,.(A) como
subgrupo de C.(X).

Considere @ : Cy(X) — Cy1(X) a aplicagdo definida no teorema 10.1. A naturali-
dade de () em relacao a aplicacoes continuas é garantida pela naturalidade do operador
baricéntrico Bx : Cg(X) — Cy(X) e do homomorfismo [H] g x) : Cg(X) = Cyuya(X),
em relacao a aplicacoes continuas.

Em particular, considerando a naturalidade da aplicacao () em relacao a aplicacao
inclusdo ¢ : A — X, temos que Q(Cy(A)) C Cyr1(A). Agora, se considerarmos a
naturalidade da aplicacdo A = Id + (0,41 © Q) + (Q 0 9,) em relacdo a aplicacao
inclusdo i : A — X, temos que A(Cy(A)) C CP(A).

A cobertura Q = {U,}icy, por sua vez, induz uma cobertura Q4 = {U; N A}icy,
mantendo as mesmas propriedades da cobertura Q. Além disso, temos que A(C,(A)) C
CPA(A).

Consideremos, agora, C}(X, A) = C}(X)/CS4(A). Assim, temos o diagrama:

0 024 (A) C2(X) C2(X, A) 0
i
0 C.(A) C.(X) C.(X, A) 0

Diagrama XXXIII

onde 7 e A sao obtidos de 7 e A, respectivamente, por passagem ao quociente.

Teorema 10.2. As aplicagies 1 : CHX, A) — C.(X,A) e A : O, (X, A) — CHX, A)

sao equivaléncias de homotopias.

Demonstracdo. Como i e A sdo obtidos de i e A, respectivamente, por passagem ao
quociente e temos que Aoi = Idgox)eio A — Ido,(x) = 0441 0Q + Q 0 0y, segue que
i e A satisfazem as relagdes A oi = Idco(x.ay e i0 A — Ide,(x,a) = Og410Q + Q0 Iy,

ou seja, 10 A ~ Idc,(x,4), donde segue o resultado. O
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Definicdo 10.10. Sejam C%(X,A) = C(X)/C84(A) subcomplezo de C.(X,A) e
5q|q§z(X7A) o homomorfismo quociente 0, restrito a CC?(X, A). Denotaremos o q-ésimo

grupo de homologia singular do subcomplezo CH(X,A), a saber H,(C$H(X, A)), por
HP (X, A).

Assim, podemos enunciar o corolario 10.1 a seguir, que nos permite calcular a

homologia do par (X, A) através de cadeias de complexos Q-pequenos.

Corolério 10.1. Se i : C*(X,A) — C.(X,A) € a aplicacdo inclusio, entio i, :
H;Z(X, A) — H, (X, A) é um isomorfismo, para todo ¢ > 0.

Demonstracdo. Pelo teorema 10.2, temos que a aplicagdo inclusdo i : C(X,A4) —
Cy(X,A) é uma equivaléncia de homotopia. Assim, pelo corolario 9.2, temos que

Gvg : H} (X, A) = Hy(X, A) é um isomorfismo, para todo ¢ > 0. O

Agora, enunciaremos e demonstraremos o objetivo principal deste capitulo, a saber,
que a Homologia Singular satisfaz o 6° axioma de Eilenberg-Steenrod. Este é essencial-
mente o corolario 10.2 que veremos nesta secao. Contudo, observamos que o resultado
que aqui enunciaremos e demonstraremos ¢ mais geral que o descrito na axiomaética
para teorias de homologia, ou seja, consideraremos o conjunto U nao necessariamente

um conjunto aberto.

Teorema 10.3. (Teorema da FEzcisao) Sejam (X, A) um par de espagos topoldgicos
e U um subconjunto de A (ndo necessariamente aberto) tal que U C Int(A). Se
k:(X—-UA-U)— (X,A) € a aplicagao inclusio, entao k., : H(X —U,A—-U) —
H, (X, A) é um isomorfismo, para todo q > 0.

Demonstragao. Consideremos a cobertura Q = {X — U, A} de X.

Desde que U é um subconjunto de A tal que U C Int(A), entdo o complementar
do Int(X — U) em X, que denotaremos (Int(X — U))¢, satisfaz (Int(X —U))* C U C
Int(A). Assim Int(X — U) U Int(A) D (int(A))° U Int(A) = X e portanto segue que
Int(X —U)U Int(A) = X. Note, também, que como U é um subconjunto de A e
AeQa={(X-U)nA A} = {A-U, A}, temos que Ci}1(A) = Cy(A).

Observemos que T': A, — X é um g-simplexo singular Q2-pequeno se, e somente se,

1. T(A;) C Aou
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2. T(A) CX—-U

Portanto,

CHX) = O)(X = U) + Cy(A) (10.8)

q
Por outro lado, T € Cy(X —U)NC,(A) se, e somente se, T'(A,) C (X-U)NA=A-U
e assim

Co(X —U)NCy(A) =Cy(A-D) (10.9)

H
HNK

~

Desde que A € Qy4, utilizando a equagao (10.9), o isomorfismo de grupos
H+ K
K

e a equacao (10.8), nesta ordem, temos:

O, (X —U) C,(X —U)
C,(A—TU) C,(X —U)NCy(A)

I

C2(X)
C(A)

Considerando-se o isomorfismo de complexos de cadeias ¥ : C,(X —U,A—-U) —

X — X — A
C(X, A) definido pela inclusao g[jf(A - g)) N Cy( CZ]()A_;_ Cy(A)
clusao i : C¥(X, A) — C.(X, A), dada pelo teorema 10.2, temos o diagrama comutativo

e a aplicagao in-

abaixo:

C.(X — U, A—U) i C.(X, A)

CP(X, A)
Portanto, ky =i o ¥ é uma equivaléncia de cadeias, e pela proposigio 9.4 , temos
que ky, : H(X —U,A-U) = H,(X,A) é um isomorfismo, para todo g > 0. O

Como resultado imediato do teorema 10.3, segue o:

Corolario 10.2. Se U € um subconjunto aberto do espaco topoldgico X tal que U C
Int(A) entdo a aplicacio de pares inclusio e : (X — U, A —U) — (X, A) induz um
isomorfismo de grupos €., : H(X — U, A—U) — H,(X,A), para todo q € Z.
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Pelo corolario, temos que o 6° axioma de Eilenberg-Steenrod esté satisfeito para a
Homologia Singular. Finalizando nossa busca por demonstrar que a Homologia Singu-
lar, realmente, ¢ uma teoria de homologia.

Antes de encerrarmos este capitulo, vejamos uma aplicacdo do teorema 10.3 e seu

corolério.

Exemplo 10.4. Sejam X = S™ a esfera unitaria em R"™' e E? e E™ os hemisférios

norte e sul da esfera unitaria S”, respectivamente. Mostremos que H,(E™, S 1) &

H,(S™, E?), para todo ¢ > 0.

Demonstracao. Pela definicao 4.3, se considerarmos R"*! com a topologia usual, temos

que:

1. A esfera unitaria é o subconjunto de R™™! dado por S™ = {(x1, 22, + , Tp, Tny1) €

RnJrl | ||(ZL’1,I’2, e 71'»,“1'”4_1)” = 1}

2. Os hemisférios norte e sul da esfera unitaria S™ sao subconjuntos de R"™! dados
por Ei - {(I’l,l’g,"' axnal‘n-i-l) S Rn+1 | ||($1,$2,"' 7$n7xn+1)|| = 1 € 'In—‘rl Z
0} e B" = {(z1,%9, * ,Tp, Tpy1) € R"T| |[(z1, 22, Tny Tpyt)|| = 1 e 2y <

0}, respectivamente.

Logo, E? N E™ ~ S™ 1.

Consideremos o par (X, A) = (", E}) e U = {N} onde N = (0,0,...,0,1) € S"
é o polo norte da esfera unitaria S™. Note que U é um conjunto fechado e portanto
U=UCcC Int(E?). Logo, pelo teorema da excisao 10.3, temos que a aplicagao inclusao
k:(S"—{N} E? —{N}) — (5", E?}) induz um isomorfismo k., : Hy(S™ — {N}, E%} —
[N}) = H,(S", EY).

Por outro lado, temos que j : (E",S"" ') — (S — {N}, E" — {N}) é uma equi-
valéncia de homotopia o qual pode ser visualizada retraindo-se radialmente os pontos
de E" — {N} sobre S"! ¢ mantendo os pontos de E" fixos, conforme Figura 10.3.
Portanto, pelo corolario 9.2, j., : Hy(E™,S" ) — H,(S"™ — {N},E? — {N}) é um
isomorfismo, para todo ¢ > 0.

Assim, concluimos que (ki 0 jig) : Hy(E™, S™ 1) — H,y(S™, ET) € um isomorfismo

para todo ¢ > 0. O
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Figura 10.3: Equivaléncia de homotopia j



11 Conclusao

A axiomatica de Eilenberg-Steenrod, proposta em 1945, estabelece que toda Teoria
de Homologia deve satisfazer os sete axiomas apresentados no Capitulo 4.

Nesta dissertacao, primeiro, demonstramos que a Homologia Singular satisfaz 5
dos 7 axiomas de Eilenberg-Steenrod (de ntimeros 1, 2, 3, 4 e 7) e assumimos que o0s
axiomas 5 (Axioma da Homotopia) e 6 (Teorema da Excisao) estavam satisfeitos. A
seguir, calculamos os grupos de homologia das esferas e mostramos alguns resultados

classicos, a saber:

1. A nao existéncia de um homeomorfismo entre R™ e R", se m # n.
2. O teorema do ponto fixo de Brouwer.

3. A nao existéncia de um campo vetorial nao-nulo nas esferas de dimensao par.

Em um segundo momento, mostramos que a Homologia Singular satisfaz os axiomas

da Homotopia e da Excisao propostos por Eilenberg-Steenrod, a saber:

e Axioma da Homotopia: Se as aplicagoes f, g : (X, A) — (Y, B) sao homotopicas,

entao f*q = G«q, Para todo q € Z.

e Axioma da Excisao: Se U é um subconjunto aberto do espaco topolégico X tal
que U C Int(A) entdo a aplicagdo de pares inclusdo e : (X —U, A—U) — (X, A)
induz um isomorfismo de grupos e, : H (X —U,A—U) — H,(X, A), para todo
q € Z.

Concluimos, assim, que a Homologia Singular ¢ uma Teoria de Homologia, comple-

tando nossos estudos.
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A Teorema do Isomorfismo de Grupos

Definicao A.1. Dois grupos G1 e Gy sao ditos isomorfos se existir um homomorfismo

bijetor de Gy em (G5. Neste caso, escrevemos G = Gb.

Teorema A.l. (Teorema do Isomorfismo de Grupos) Seja ¢ um homomorfismo de

G
grupos sobrejetor, digamos ¢ : G1 — Gs, tal que K = ker(¢). Entao ?l = Go.

Demonstracao. Considere o seguinte diagrama

onde o(g) = Kg

Gostariamos de completar este diagrama da seguinte forma:

G1*¢>G2

| A

G
K

, - , - G
Analisando estes dois diagramas, a fim de construir a aplicacdo ¢ de — em Ga,

K
devemos usar G; como intermediario. Assim, de forma natural, escrevemos o seguinte

diagrama:

147
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G
Ou seja, definimos formalmente a fungao v de ?1 em (G5 de forma que: se X € —,

Gy

K

X = Kg, entao ¥(X) = ¢(g).

Precisamos verificar que v estd bem definida. De fato, se X = Kg = K¢/, com

9,9 € G, por um lado temos que ¥(X) = ¢(g) e por outro ¥(X) = ¢(¢'). Para

que a aplicacdo v tenha sentido é necessario que tenhamos ¢(g) = ¢(¢'). Mas isto

ocorre, pois Kg = K¢, entdo g = kg’, para algum k € K. Portanto, ¢(g) = ¢(kg') =
o(k)p(g') = #(¢), pois k € K = ker(¢).

. Gy
Mostremos que ¥ é um isomorfismo de I em Gy:

1. 9 é sobrejetora.

De fato, se x € Gy, temos que x = ¢(g), para algum g € Gy, pois por hipdtese ¢
é sobrejetora. Logo, x = ¢(g) = ¥(Kg).

. 1 ¢ um homomorfismo.

De fato, se X,Y € % sao tais que X = KgeY = K¢, com g, € Gy,
entdo XY = KgKg' = Kgg'. Logo, ¥(XY) = ¢(KgKg') = ¢¥(Kgg') = ¢(99') =
¢(9)¢(g'), pois ¢ é um homomorfismo de Gy em Ga. Como ¥(X) = ¢(Kg) = ¢(g)
e (V) =9(Kg') = ¢(g), temos que P(XY) = ¢(g)e(g') = (X )y (Y).

. 1) & injetora.

Iremos mostrar que o ntcleo de ¥ é o elemento unidade de %, ou seja, ker(¢) =
K = Ke, onde ¢ € GGy é o elemento unidade de G;. Seja ¢/ € G5 o elemento
unidade de Gy, se (K g) = €, entdo Kg = Ke = K. De fato, ¢/ = ¢¥(Kg) = ¢(g).
Logo g € ker(¢) = K. Portanto Kg = K.

G
Juntando os itens 1, 2 e 3, podemos afirmar que ?1 = G,. O



B Topologia Quociente

Neste paragrafo relembraremos a definicao de Aplicacdo Quociente e alguns resul-

tados utilizados ao longo deste trabalho.

Definicao B.1. Sejam X e Y espacos topologicos e p : X — Y uma aplicacao sobre-
jetora. A aplicacao p € demominada aplicagdo quociente se dado U C Y, U € aberto

em Y se, e somente se, p~'(U) € aberto em X.

Esta condi¢do também é chamada de continuidade forte (strong continuity) e po-
demos defini-la através de conjuntos fechados, uma vez que p~ (Y — B) = X —p~}(B),

para B C Y aberto, onde p~1(Z) denota a imagem inversa de Z por p, para Z C Y .

Teorema B.1. Sejam X, Y e Z espagos topoldgicos. Sejam p : X — Y wuma aplicacao
quociente e g : X — Z uma aplicacao continua tal que g € constante sobre cada

conjunto p~*({y}), onde y € Y. Entdo g induz uma aplica¢io continua f:Y — Z tal

que fop=g.

Demonstracao. Através do enunciado, podemos escrever o seguinte diagrama:

| N
Y 5 A
Para cada y € Y, o conjunto g(p~*({y})) é um ponto de Z, pois por hipotese g é
constante sobre p~({y}). Se nos denotarmos este ponto por f(y), entao definimos uma
aplicacdo f : Y — Z tal que para cada x € X, f(p(x)) = g(x). Precisamos mostrar
que f é continua. De fato, seja V' um conjunto aberto em Z. A continuidade de g
implica que g~ (V) = p~1(f~1(V)) é aberto em X. Como p é uma aplicagao quociente,

f~HV) sera aberto em Y. u
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Vejamos, agora, um resultado envolvendo Espacos de Hausdorff e Aplicacoes Quo-

cilente.

Teorema B.2. Sejam g : X — Z uma aplicagcao sobrejetora e X* uma colegao de
subconjuntos de X dada por X* = {g7'({z}) | z € Z} de forma que X* tenha a
topologia quociente. Afirmacdao:
i) Se Z € um espago de Hausdorff, entao X* também serd um espago de Hausdorf}.
ii) A aplicagao g induz uma aplicagao bijetiva f : X* — Z. Esta aplica¢io € um

homeomorfismo se, e somente se, g € uma aplicacao quociente.

Demonstracao. Pelo enunciado, escrevemos o diagrama:

LN

X* — Z
onde p é a aplicagao quociente de X em X*, que associa a cada x € X o elemento
9 ({9(2)})

Pelo teorema anterior, a aplicacao ¢ induz uma aplicagao continua f : X* — Z e
esta é bijetora. Se Z é um espaco de Hausdorff, entao dados pontos distintos de X*
suas imagens por f sao distintas. Portanto estes possuem vizinhancas U e V' disjuntas
em Z. Entao f~1(U) e f~!(V) sdo vizinhancas disjuntas dos dois pontos dados.

Suponha que f é um homeomorfismo. Assim, f e p sao aplicagoes quocientes e
portanto g = f o p é uma aplicacao quociente. Por outro lado, suponha que g é uma
aplicacdo quociente. Dado uma conjunto aberto V' € X*, temos que g '(f(V)) =
p~Y(V) é um conjunto aberto em X, pois p é uma aplicagao quociente. Portanto f(V)
é aberto em Z, pois g é uma aplicacao quociente. Assim, f leva conjuntos abertos em

conjuntos abertos e portanto f ¢ um homeomorfismo. O]



C Breve Biografia sobre o Prof. Dr.

Carlos Benjamim de Lyra

O professor Carlos Benjamim de Lyra nasceu em 1927, em Recife, PE. Aos 15
anos, foi aos Estados Unidos estudar matematica. Além dos Estados Unidos, estudou
matematica na Franca.

Em 1958, obteve o grau de doutor em Ciéncias (Matematica) na antiga Faculdade
de Filosofia, Ciéncias e Letras (FFCL), localizada na USP em Sao Paulo. Sua tese
foi intitulada “Sobre os Espacos de Mesmo Tipo de Homologia que a dos Poliedros”,
(subarea: Topologia Algébrica), sendo esta orientada por Candido Lima da Silva Dias,
entao professor da USP em Sao Paulo.

Infelizmente, Prof. Lyra faleceu prematuramente, aos 46 anos, em 1974.

O Instituto de Matematica e Estatistica (IME), da USP em Sao Paulo, fundou a
Biblioteca "Prof.Carlos Benjamin de Lyra", em 1969, em sua homenagem.

Abaixo, seguem fotos do Prof. Lyra no 1° Coléquio Brasileiro de Matemaética,
realizado na cidade de Pogos de Caldas, MG (Julho de 1957), e em banca de concurso

de Livre Docéncia, em 1971.
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Figura C.1: Participantes do 1° Coléquio Brasileiro de Matemaética.
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Participantes do 1° Coléquio Brasileiro de Matematica, descritos conforme a Figura

C.1.

1 - Marilia Chaves Peixoto

2 - Carlos Benjamim de Lyra

3 - Mauricio Matos Peixoto

4 - Chaim Samuel Honig

5 - Domingo Pizanelli

6 - Paulo Ribenboim

7 - Ary Nunes Tietbohl

8 - Omar Catunda

9 - Lise Rodrigué (Sra. A. M. M. Rodrigués)
10 - José de Barros Netto

11 - Djairo Guedes Figueiredo

12 - Elza Gomide

13 - Francisca Torres

14 - Lindolpho de Carvalho Dias

15 - Alberto de Carvalho Peixoto de Azevedo
16 - Waldir Muniz Oliva

17 - Morikumi Goto

18 - Roberdo Figueiredo Ramalho de Azevedo
19 - Alexandre Augusto Martins Rodrigues
20 - Antonio Rodrigues

21 - Candido Lima da Silva Dias

22 - Gilberto Francisco Loibel

23 - Carlos Alberto Aragao de Carvalho
24 - Constantino Menezes de Barros
25 - Milton Carvalho Martins

26 - Francisco Cavalcanti

27 - Manfredo Perdigao do Carmo
28 - Eliana Ferreira Rocha

29 - Antonio Gervasio Colares

30 - Jonio Pereira de Lemes

31 - Nelo da Silva Allan

32 - Nelson Onuchic

33 - Ubiratan D’Ambroésio

34 - Ernesto Bruno Cossi

35 - Georges Reeb

36 - Luiz Henrique Jacy Monteiro
37 - Manoel Teixeira da Silva Filho
38 - Renzo Piccinini

39 - Artibano Micali

40 - Fernando Furquim de Almeida
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Figura C.2: Banca de Livre Docéncia, em 1971.

Da esquerda para a direita: Carlos Benjamin de Lyra, Candido Lima da Silva Dias,

Gilberto Franscisco Loibel, Chaim Samuel Honig e Nelson Onuchic.
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