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SUMARIO

0 estudo dos sistemas de controle envolve a resolugao
de sistemas de equagoes diferenciais. Para os problemas onde a
solugao analitica nao é conhecida langa-se mao do calculo nu-
mérico. Neste trabalho & apresentado um método numérico que po
de ser usado para simular em computador digital os sistemas de
controle lineares. A principal caracteristica deste método €
nao acumular erro a medida que vai efetuando a integragao das
equagoes. Isto &, o erro nao & acumulado a medida que se au-
menta o numero de iteragoes. A escolha adequada do passo e do
polinomio de integragio permite que a integragao seja feita

com grandes deslocamentos em cada iteracgao.
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CAPITULO 1

INTRODUGAO

1.1 FASES DE ESTUDO DE UM SISTEMA DE CONTROLE

O estudo dos sistemas de controle pode ser feito de a-

cordo com as seguintes fases {1} .

Elaboragao de um modelo fisico cujo comportamento seja

. - . ~ .
o mais representativo possivel do sistema real. O modelo fisico

sera tanto mais sofisticado quanto melhor representar o sistema

real.

Obtengao do modelo matematico representante do modelo
fisico. Isto &, escrever as equagoes diferenciais do modelo fi

sico.

Estudar o comportamento do modelo matematico pela re-
solugao das equagoes diferenciais.

Escolha dos parametros fisicos, baseado no comportamen
to do modelo matematico, de modo que o sistema venha a ter as

caracteristicas desejadas.

1.2 MODELO FISICO

Para construir o modelo fisico sao feitas varias sim-
plificagdes ou aproximagoes, que normalmente sao ditadas pela

experiencia do engenheiro de controle. Entre elas temos

Desprezar pequenos efeitos. E o caso do estudo do equi
librio de forgas num aviao, onde se desprezam os efeitos do ven

to solar. Ja no caso de um satélite com grandes paineis de ba-
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terias solares este efeito nao pode ser desprezado, pois € de

grande importancia para a sua estabilidade em orbita. Com isto

conseguimos reduzir o numero de esquagoes diferenciais e o seu

grau de complexidade.

E feita a hipotese de que o meio nao é afetado pelo sis
tema. Como no caso do estudo do controle da temperatura de um
forno, supomos que o ambiente (atmosfera) influencia na tempera
tura do forno, mas que o forno nao influencia na temperatura

atmosféerica.

Quando os sistemas sao continuos costumamos discreti-
za-los. No caso de uma viga oscilando podemos supor que a massa
esta concentrada em alguns pontos. No caso de um amortecedor a
gas, podemos substituir o gas por uma mola. Isto equivale a
substituir as equagoes de derivadas parciais por ordinarias.

Para simplificar o modelo matematico costumamos linea-
rizar o problema, isto &, supor que o comportamento dos fenome-
nos é linear. O que nos fornece equagodes diferenciais lineares

que sao de solugao mais simples.

1.3 COMPORTAMENTO DO MODELO MATEMATICO

Para se estudar o comportamento do modelo matematico
necessitamos resolver as equagoes diferenciais, que nos proble-
mas de controle fornece o comportamento das variaveis do proble
ma em relagao ao tempo.

Em geral, o projetista quer um sistema de controle es-
tavel. Do ponto de vista matematico este sistema deve ter a ca-
carteristica de amortecer os efeitos de qualquer pertubagao,
isto €, os termos da solugao da equagao diferencial que depen-
dem do tempo, excluidos os termos correspondentes a fungao de
entrada, tendem para zero quando o tempo tende para infinito.

Um dos métodos de analise do comportamento do sistema
consiste em usar como fungao de entrada ou a fungao impulso,

ou a fungao degrau ou a fungao senoidal, e verificar de que mo
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do o sistema atinge o regime permanente, se atingir.

1.4 METODOS USADOS

No caso dos sistemas lineares normalmente se recorre

a transformada de Laplace para se resolver as equagoes diferen-

ciais. No caso nao linear sao usados os métodos do plano de fase

e o de Liapunov.

Um outro mod» de resolver as equagoes diferenciais é
por meio de simulagao em computador analdgico. Ele tem a vanta-
gem de podermos variar com facilidade os parametros fisicos che
gando-se ao projeto de caracteristicas desejadas.

Uma das desvantagens do computador analogico € que os
parametros nao sao calculados pelo computador e sim fornecidos
pelo programador. Por outro lado ha a imprecisao dos componen-
tes eletronicos que compoem o computador.

Com o desenvolvimento do computador digital, que cada
vez sao mais rapidos e de maior memdoria central, foi possivel

comegar a simular neles os sistemas de controle.

1.5 SOLUGAO NUMERICA

A solugao das equagoes diferenciais em computador digi

tal € feita numericamente.

Sendo os problemas de controle problemas do tipo em que

as condigoes de contorno sao especificadas de um lado soOmente

do intervalo (em geral em t=0), os métodos numéricos comegam a
apresentar erro cada vez maior (acumulagiao) a medida que se a-
vanga no tempo {2}.

Neste trabalho apresentamos um método para a solugao
numérica de equagoes diferenciais lineares de ordem p, do tipo
das usadas em sistemas de controle, onde o0 erro permanece apro-

ximadamente constante com o tempo.
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1.6 METODO NUMERICO

Newmark {5} em 1959 sugere um método de integragao nu-
mérica para a resolugao de problemas dinamicos estruturais. Es
te método apresenta boa precisao e trabalha bem em problemas .

mais complicados

Chan e Firmin {3} em 1970 usaram polinomios de inter-
polagao de Hermitian para descrever o comportamento de um ele-

mento tronco-conico de torre de refrigeracao.

Argyris e Chan {4} em 1972 usaram os polinomios de in-
terpolagao de Hermitian na solugao do problema dinamico estru-
tural pelo método de elementos finitos.

Bathe e Wilson {6} em 1973 analisam o problema da pro-
pagagao de erro com o tempo (estabilidade) dos métodos de New-
mark, Houbolt e Wilson , propondo condigdes a que os métodos

devem satisfazer para serem estaveis.

Argyris, Dunne e Angelopoulos {7} em 1973 sugerem um
método para a solugao dos problemas dinamicos estruturais, que
€ uma evolugdao do método proposto em {4}. O método proposto mos
tra-se estavel para pequenos passos. O apendice deste trabalho

sugere um modo de tornar estavel o método, segundo {6}. Neste

mesmo ano & publicado pelos tres, {8} um trabalho, qus € uma

evolugao do apendice do trabalho anterior, onde é sugerido um

método estavel para sistemas lineares.

Em nosso trabalho, partindo de {8} , desenvolvemos o
método de modo a se ter um algoritimo de uso pratico e de pro-
gramagao simples para qualquer grau de polinomio de interpola-
gao, para uma equagao linear diferencial de segunda ordem.

Apresentamos uma justificativa para a estabilidade do
método, mostrando que o erro permanece aproximadamente constan-

te com o tempo.
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Desenvolvemos, também, o algoritimo para equagao di=
ferenciais lineares de qualquer ordem, interpoladas por polino-
mios de qualquer grau.

Apresentamos um programa de computador, em Algol, para
a integragao de sistemas de equagoes lineares.

Uma segunda vantagem deste método € que ele resolve
tanto uma equagao quanto um sistema de n equagoes com O mesmo
algoritimo (portanto mesmo programa de computador), sendo, por-
tanto, particularmente vantajoso para a simulagao de sistemas

de controle lineares em computador digital.

1.7 DESCRICAO DO METODO

Sejam dois instantes t, e t; , para os quais a fungao

adquire os valores ryer; . Neste método supomos que o termo

de mais alta ordem da equagao diferencial é descrito, no inter-
valo de t_ a t;, por um polinomio de grau q, e que este polino-
mio satisfaz a fungao e suas derivadas nos extremos do interva-

lo (em T2 tl). Isto permite montar o algoritimo ma forma

>+ [B (17.1)

g rén))

onde B engloba a fungao de entrada. Dada as condigoes no instan
te to’ por meio de (17.1) determinam-sz os valores no instante
tl. 3 ) ]
A condigao de estabilidade e assegurada pelas condigoes
impostas na construg3o das matrizes /A e [B , que sdo: o algori-
timo deve integrar com passo positivo ou negativo, e que a com

binag¢ao das derivadas de maior ordem do polinomio interpolante
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para os extremos do intervalo devem se anular quando O passo

tender para o infinito.

1.8 DESENVOLVIMENTO DA MATEIRA

No capitulo 2 esta desenvolvida a idéia inicial do mé-
todo, com aplicagdes ao oscilador simples. F mostrado em detalhes

a obtengao do algoritimo estavel no caso da equagao diferencial

linear de segunda ordem e a generalizagao para qualquer polino-

mio de interpolagdo. E também analisado o problema da estabili-
dade e erro do método.

No capitulo 3 e feita a generalizagido do algoritimo pa
ra a integragao de sistemas de equagoes diferenciais lineares
de qualquer ordem, com polinomios de interpolagac de qhalquer
grau.

No capitulo 4 sao dados alguns exemplos, comparando-se
a solugao numérica pelo algoritimo com a solugiao exata. Obser=
vando-se que em todos os casos, mesmo para um tempo igual a 50
vezes a constante de tempo, o algoritimo ainda fornece um valor

de regime, que coincide com o tedrico.
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CAPITULO 2

SISTEMA DESCRITO POR UMA EQUACAO DIFERLNCIAL DE SEGUNDA ORDE!M.

INTERPOLAGCAO POR MEIO DE UM POLINOMIO DO PRIMEIRO GRAU

~ - - - - - -
A equagao diferencial de um sistema em vibragao com multl
plos graus de liberdade & da forma

(2010

onde, no caso do sistema massa-mol --amortecedor

matriz contendo as massas do sistema

matriz contendo o0s amortecimentos do sistema
matriz contendo as constantes de mola do sistema
vetor das forgas aplicadas ao sisterma

vetor dos deslocamentos do sistema

equacao (1) pode ser colocada na forma

Kp = Cr + £ =R (21.2)

3 |

o | =
MalKp = MG+ M (21.3)

Suponhamos que R seja descrito por um polindomio, no intervalo
de tempo At.

No caso de ser descrito por um polinomio do primeiro grau temos

R=a + at (21:1)
Colocando em fungao da variavel admensional
(B = to)/T +: dE I=l dt/z

0 para t = =z

= +
1l para t to T

onde T é& o intervalo de tempo considerado no qual (21.4) & vali

R(E) = ag + ay Tt (21.6)
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As constantes a_ e a, sao obtidas pelas condigoes de contorno

nos extremos do intervalo T.

Entao

(21:28)

R
o

a;t = Ry - RO
Substituindo em (21.6)

R(E) ='R. + E(Ry ='R)) (21.10)
(o] O

ROE)E=ACIN=NE)ER W MU, (21:11)
De (21.2) temo

(21.12)

integrando

(21.14)

cham ndo

(21.15)
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+ Mp
0

tornando a integrar
t +1 (rt o +T t +T
[P nrat = [ ervyarzte [ Omp ar
)¢ o

i=

)t
o] o

[ [ ik et
p,?r‘! T--*Tr\] :[ if R(t)fltz <x l ”f‘odt J

ft 4T it L ) =T
o o o

Chamando

Miy = Mry= Mr -
r‘l Pi r [-tO+T "'1r10 — \‘11" t (21019)
O

M
|t 41
@]

tO+T
Hflz{ ROB)dE  +  Hi_ (21.20)

ik
o}

Mrlzl f{R(t)dtz + f M ° 4+ i (21.21)

O
onde ro e fo sao os valores no inicio do intervalo (no instan-

telit )ieinile it sao os valores no fim do intervalo (no instan
(b Resdy .
ot )

Mudando da variavel t para a variavel admensional £, te-

(21.22)

R - dR(E) _ dR(E) _d& RIS onde RY=i SRUS)E Si(o0llo3)
dt dg i T dz

Substituindo em (21. (21.21) Obtemos

E=1

L TR(FE)AE + Mp (21.24)
Jﬁ:g 2

'If12u<z)dc + {rﬁfoda | M Lo ted

Substituindo a expressao R(Z) de (21.11) em (21.2Y)

obtemos
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Ti(l'E)kg+gR1idﬁ+Hﬁo (21.286)
|
1

¥ i r2 -rr_'z
My = T 2R+ L

+ '~11"*o (21.27)
0 7

]
|
Ql!o

My R R My (21.28)

Substituindo (21.11) em (21.24) e fazendo as integragoes vem

=
=

= I[( | YR ol r ( M M
= I-J)_'i':(]_-_:).‘O + ILR;dE + jT-T}ﬁOdE-l r (21.29)

(21.30)

i
+ ™Mp |
al,

(21.31)

(21 4321)

MPy = Mp_ 4 (21.33)
Mry =i Mo + TMb ; R (2L ae)

Onde L. ue fo sao os valores nb instante to (condigoes ini

ciais) e r; e P; sao os valores no instante Tttt (a serem cal-

culados).
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APLICAGCAO AO OSCILADOR SIMPLES
Algoritimo para o oscilador simples
A equacao diferencial do oscilador simples e

r +w?r = 0 (22..00)

Explicitando o valor de R temos
R
obtemos

R = = p?yp
; o)

o]
2
Rl g (,'}ZI"i (22.u)

substituindo em (21.33) & (21.34) e observando que neste caso
i1=1, obtemos

- . T: T )
ry = — (~-~m2r0) + — (""HZI‘1) (22.4)
2 ,I.Z

6

5 T 2
+ - +
r - 3 (~w ro)

(*uzrl) (22.5)

Colocando na forma matricial temos

Tw?

5 iy bab] e i g T} r (22.6)

r, + I.’l et Y (22.?)

(225 8)
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(22°.9)

prenultiplicando a matriz de r_ it por (22.9) vem

[
il
e
)

2
—)

¢22010)

A

P e

pode ser escrito entao como

Al

(22 5125

T ]
A

(22.13)

onde /A & dada por (22.11).

A expressao (22.13) é o algoritimo para o oscilador. Da-
do os valores no instante t, (rO e fo) calculamos os valores
no instante tO+T (ry e Py ). Com estes valores, usando outra
vez o algoritimo calculamos os valores no instante to+2T s LSEO
€, fazendo os valores do instante t *T como entrada (condigoes

iniciais) no algoritimo.
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22452 Comparacao com o m2todo de Newmark

As equagoes (21.34) e (21.35) sao equivalentes ao método
de Newmark para y=1/2 e 8=z1/6, que é o caso onde foi conside-~
rada a aceleragao linear ao longo do intervalo. As expressoes

de Newmark sao

A"

Voo it (.~ Y)anh + Yan+1h (22.14)

n+l

2

X = x + v.h + (1/2 -8 Ja_h (22.15)
n n

n+l n

Fazendo a equivaléncia com a notagao que estamos usando,
temos
h=Tt : (22.18)

donde

G22..18)

No caso da aceleragao ter um valor médio ao longo do in-
tervalo, dado pela média entre os valores no inicio e no fim do
intervalo, Newmark toma +vy=1/2 e 8=1/4.

Para este caso temos

1 B
T (22.19)

(22.20)

Sdlugao exata para o oscilador simples

Analisemos agora qual seria a solugao exata. A solugao

exata da equagao diferencial

P = - wlr (22.21)
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+ B sen ot (22.22)

as condicoes iniciais (no instante

Como estas i s devem satisfazer a solugao, temos
(27 .2 3)

e - Aw sen wt_ + Bw cos wt (22240
o o} o

donde obtemos de (22.23)

r - B sen wt
Q = (22.25)

cos wt
0

Substituindo em (22.2Y4) vem

T cos wt -(r ~B sen wt _)w sen wt + Bw cos? ot
0 0 o] (@] o e}
(22.26)
r _cos wt = 9 sen wt_ + Bw sen? wt_ + Bw cos?wt
o] o} o} o o}

(22.217)

- el 0 - i
b cos wt o sen wto + wB (22.28)

Obtendo~se assim o valor de B como

r

sen ot (22.29)
o, o

- COS Wt e
: O" e

i

e, substituindo em (22.25) obtemos o valor de A, que &

r)o 1 fo
( r sen wt_cos wt_ + r_sen?wt )
cos wt cos ot Qo & 2 9 &
o) o) (2.2 .:302)

r
A - 2 _gen wt. + r_ cos wt (22:31)
7 o o o

Substituindo os valores de A e B dados respectivamente por
(22.31) e (22.29) em (22.22) podemos escrever a solugao em fun-
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condigoes iniciais como

r

sen wt. + r_  cos wt cos wt +
0w (5 o) o)

r

(=2— cos wt_ + r_sen ot ) sen wt (22.32)
w o 0 o

(cos uto cos wt + sen wto sen wt) r, +

*%—(Hsen wto cos wt + cos mto sen wt) fo (22,339

cos(wt - wto) r_ + sen(wt - wto) bl

O A o

cos Wit = & ) p # sen of{t = t ) b (22.34)
O o} o] O
Sendo o intervalo tomado de t,at+tr , a variagao de tenm
Lt € igual a t. Substituindo em (22.34) temos

r = (cos wt) r_ + L (sen wt) P (22.35)
o w 0

Para obtermos a expressao da derivada, basta derivarmos

.35), o que fornece
P = -w sen wr r_ + cosut fo (22.36)

As expressoes (22.35) e (22.325) podem ser colocadas na

forma matricial

| i = } [, j

2y | COS WwT —— sen ot | ro}
S . ‘ 5 (22.37)

by = Sen uT coSs T i (' 5

3 4
O

.f
J
|
k

W
J
Chamemos esta matriz de jﬂtj

( Cos WT

1
A, - ; ' (22.38)

| ~w sen wrt
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Matriz de erro do algoritimo, no caso do oscilador

simples

Retornando a expressao (22.12) podemos colocar a matriz
na forma

/—\=/-\O +/‘\e (:22/.38)

Onde/A\O e a matriz da solugao exata, dada por (22.38), e o erro

sera dado por

e ,;L\--/A\O (22.40)

Para calcularmos este erro desenvolveremos, inicialmente,
ﬁﬁ\o em série, para depois efetuarmos a subtragao. Considera-
remos como erro o primeirc termo da série diferencga, isto e, des
prezaremos o0s outros termos devido a (wt)n+l serem pequenos 2m

relagio a (wt)™.
0 desenvolvimento de sen wT e coswt no entorno de 1=0

(inicio do intervalo) € dado por
(22.481)
(22.42)
a) Analise do termo (1.1)

0 termo (1.1) da matriz 4\ & dado por

(22.43)

0 termo (1.1) da matrizdﬁ\o & dado por cos wT
Obtemos, entao, para termo (1.1) de
1

L 2.2 1 bk A 2.2 i M ‘Eﬂi. Ry
(1 7= W e )= (1 e (R S e S )-—5ﬁ—u T

(22.44)
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b) Analise do termo (1,2)
O termo (1,2) da matriz /L\ ¢ dado por

i 303 55
ut L e B O (22.45)
BEx2 w 6 36
] e T
3

0 termo (1,2) da matrion e -—-{'}J——( sen wTt)

1k AT wsT3
0] L 6 & 36 }

1

Jasase
= 8 el s
w ! gson T (22.46)

c) Analise do termo (2,1)
0 termo (2,1) da matriz /A é dado por

m3T3

5.5
12 = -p{ wt - 2 z (22.47)

0O termo (2,1) de /AO é ~w (sen wrt)

Portanto o termo (2,1) da matrizgﬁ\e e dado por

3.3 5.5
- T g L 1o N L) L3y L
w{wt m o } + w{ot =0 T + 5 WT k=

. 5 3.3
T }= “{‘ET%‘“} (22.48)

onde o termo w®1® foi desprezado, comparado com , NO caso

de T pequeno.

d) Analise do termo (2,2)
0 termo (2,2) & analogo ao termo (1,1)

Escrevendo o resultado obtido na forma de (22.39), temos
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COS T

| ~w senwt

8

(22.49)

24

. nalise da convergencia no caso do oscila
22.5 Analise d so d scilador simples

Conforme visto em (22.13) o algoritimo para o oscilador

simples & dado por

(22.50)

Onde, partindo-se das condigoes iniciais, obtemos os va-

lores no fim do primeiro intervalo. Estes valores sao condigoes

iniciais para o segundo intervalo. Bs valores no fim do segundo

intervalo sao dados por

G251

No fim do intervalo n, os valores serao dados, em fungao

das condigoes iniciais, por

AVA
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unespm.l 12 13 14 15 16 17

18



o

o (22.52)

it A

|
i
n; o]

)

Para que o algoritimo seja estavel é necessario que nao
haja propagagao de erro de um intervalo para outro, isto &, a

matriz /A deve permanecer estavel, ou seja
n
A = A
n
onde /)-\n

a final (por n intervalos) num unico passo. Para que esta con-

(22.53)
€ a matriz correspondente a irmos da condigao inicial

digao ocorra deveremos ter o valor proprio da matriz /A igual a

un. 0 valor proprio & obtido por meio de

| A -a2Il=0

Sendo =1 este determinante fica

| A -1 |=o0

| Al=IT! =1

(225

O que significa que o determinante da matriz /’5\ deve
unitario.

No caso do oscilador simples, a matrizjﬂ\o da solugao exa
ta (22.38) tem o determinante igual a um.

1

2

: lzcos?wtr + senfot = 1 (22.57)

- sen wTt

!

No caso de dois intervalos teriamos
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cos 20T —l—sen 20T

2 (22.58)

i""U.'l sen wt Cos WuT -w sen 2T cos 20T

— o b |

onde o passo para dois intervalos & 271

Verifiquemos agora o que ocorre com a matriZsﬂ\. Sendo
n n n T1==]! &2 2
//’\z/A\o*-Ae :onJran--le //“\e+qn-~2 o) Jé\e*'
; =] n
2 . n-2 o =0 (22.59)
s O A S A RS e T AN A A e

ou, colocando na forma
n /7. n J E .{’/sre o ’Ag /Ang /AZ
A - o o Bt
/ “\o [ n-1 ﬂﬁo

L + (1

2ﬂx2‘2 % #xg

~ — | p
nQ/:\i

: (22.60)
Sendo o valor proprio de AAe menor que um ,ﬂ\e <,¢N%

g n
a serle,ﬂ\o converge com n tendendo para infinito. Desprezando

os termos de potancia superior a dois, temos

ARYNEE: ’i _]

0 que nos mostra que O erro, apos n passos, ¢ aproximadamente

(22.61)

o0 mesmo e dado por

1 A&\e
2 Ao

Podemos usar como critério para escolha de um valor tal

(22.62)

que o erro seja pequeno, isto e
]! #xe
2
Po

(22.63)

é a matriz unitaria.’
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Mlatriz estavel para o oscilador simples

Para obtermos esta matriz, partiremos da matriz/A\do os-
cilador simples (22.38), na qual introduzimos as constantes
c; e ¢, que serao calculadas pela aplicagao da condigao (22.56).
A nova forma da matriz /A\ foi obtida comparando-se a matriz
antiga com a matriz exata ,%\O. Assim a matriz ﬁ&\deve ter a
forma

1

l-l-clmz-['2 (22.64)

Usando (22.56) obtemos

()~ 02w212)2 + w?t? = (1 + e wit?)?

2 2
1 = 2c.0%T2 + czm"'r1+ + wit? = l+2c1w212 + ciu'th

2 1

(22.66)

Igualando os coeficientes dos termos wt obtemos

(=2c, 1)w?t? = 2clm212 (22.67)

(22.68)

(22.69)

Obtemos cl = ¢y

Por outro lado, como consequencia das constantes
(22.64) toma a forma

ry = v + atR_+ BABTR
o e (22.70)

vy = r_ + td_ + at?R_ + bt?R,
o o o

AVA
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que para caso do oscilador simples e n=1 tem a forma

P ﬁo +aT(~w2ro) + 31(-wipr,)

(22571)

r r + 10 + at?®(-w?r ) + bt?(-w?r;)
o o o

Colocando na forma matricial

r 3 \ i
3tw? 1 r 1 g T
|

/
\ o)
{1

| { ) (22.,72)
2.2 el e b Yot d i
] l+bw*T OJ kr} i l-aw*Tt T: Po

Invertendo a primeira matriz e pré-multiplicando pela se-

gunda, temos

=1

4@\,___;;L____

2.2
LBl ~(1+bw?T?) Bw?T

r 22
l-aw‘t

A=

-{(a+3)w?Tt+(ab-3)w*t?} 1-(R=-b)w? T2
(22.74)

Comparando (22.74) com (22.64) obtemos

= 1/4 = b= Cy 3 =1/2

A 28 =] /D

podemos escrever (22.70) como

TR]
(22575)
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2.3 INTCRPOLAGCAO POR MEIO DE UM POLINOMIO DO TERCEIRO GRAU

Neste caso temos R descrito por um polinomio do terceiro

grau, ou seja, por

ou, na forma adimensional

r — 272 33
R(Z) A, t ajTe + a,t £E¢ + a,T £ (23.2)

Neste caso imporemos a condigac de que a equagao diferen-

cial deve satisfazer a R e sua: derivada. nos extremos do inter-

valo ( em £=0 e £=1). Isto significa que devemos usar duas con
digoes em cada extremo, o que implica que o polinomio consisten
te deva ter quatro parametros a sersam determinados, isto é, o
polinomio de interpolacao deve ser do terceiro grau.

Usando um procedimento anélogo ao do item anterior, temos

para condigoes de contorno as expressoes abaixo

2

T2 4+ a.t?

'3

3

R'| R{ a
£=1

T + 2a,1% + 3a,T

£=1 1 2

Resolvendo o sistema

(23.4)
3R! - R'+ R!
0] 1 0O

,1 + 2Ro + 2R"
o

2 3 4 5 6 7 unespm.l 12 13 14 15 16 17
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Substituindo em (23.2) temos

&y = § R - AR =R 1yr2
R(E) R+ RYECHY (3R 3R, IR CR! E IR ES DL
(Rl ~ R = QR * 2R + JRY)ES
O (@] @]
rearranjando vem
RUE) = (L ="3E2%% 253)R0+ (E - 282 + Ea)Ré ¥

(352 - 2E3)R; + (-&% + 53)R; (23.6)

Procedendo a integragao como feito no item anterior, isto
€, substituindo (23.6) em (21.24) e (21.25) obtemos

Para Mrpr

1
Mp, [T{(l - 3E% &+ 2&3)R0 ¥ (E = 28 & Ea)Ré +

(322 - 2E")R; + (-E% +&° )R;} g€ o+ Mfo

Mt LT M (23.7)

Usando (21.23) temos

LY i ._]; .
ity = M. +1{ 5 (B, + Ry) + : ) (23.8)

Comparando com

ry, =1ob + db
o

podemos dizer que

g = tM T {

AVA
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Para "Mr,; teremos

My m”‘l =13E2 E 2ERL o GE =ROER e ERO RS R
L

1
M3 3
+ TMI’OE,]O + .1100
(23.11)

Substituindo o valor de £, e considerando (21.23) obtemos
Mro = Mr. oMb AR s R f 0 LR
! o o 200, 20 20 o

Comparando com

o, * dr (23.13)

: 12 peil 3 . L T e
Th M T {(75Ro + 20R1) + T(ZORO 30R1)} (23.14)

APLICACAQ A0 OSCILADOR SIMPLES

Algoritimo para o oscilador simples

A equagao diferencial do oscilador simples é
P+ wlr =0 L OPATS 1)
Explicitando o valor de R temos

2

R=5P = -p°r

donde obtemos

AVA
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W

do osc

grau como

Ry = ~w?r, (24.3)
2.

! ~Wep

e o)

Ry ~wih,y

Substituindo em (23.8) e (23.11) obtemos

Sl S AL o g e I 2
I A 1{2( wir wér,) + 12?( wih + W ri1)}

: 27l 2 S 2
T 58 + Tro + T {(20( ) ro) + 20( wery)) +

Lo Ny Lh-o,
c(zo( W ro) + 5o 1)}

Colocando na forma matricial vem

2
2

2.2
T W T
L=

tﬁ

(24.8)
Resolvendo este sistema obtemos o algoritimo para o caso

ilador simples interpolado por um polinomio do terceiro

sy

—d a0l Loy
a0 aipt T(lﬂ%ﬁm212+7%ow“r“)
Lo i T 1
14— T +=—Ww"'"T 2.2 LU
15 240 1+T§w TS Ik T

2 AN STV 2wlg
wS Tt 5T ) 1 30

1
B

N

Y

Pl g AU L a1
w?t?+=—=w"T
80

oy
o0 T

Sileg L oIy R-2
l+15w T 455 T 1+ Ttk
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24,2 Matriz de erro

Procedendo de modo analogo ao item 22.4, temos
a) Analise do termo (1.1)

e il 1 v L 6
/Ae(l.l) {1 2LJ T +2|+UJ T 114140[‘) T } {1 U} T *240'] T 7200 & }

gl el
720  1H40

Yubt® = —L1 461 (24.10)
14140

b) Analise do termo (1,2)
1 1

, o Lt -l
’¢AE(1,2) ={ut-Fuw’T +120m T +72 Ow 7} {wt-z0dtit—o=

0
il 1
0

5_
120 i

wlTl1h = (7255 * T53 7 L LA 4T s )

Yyult
5040 0

c) Analise do termo (2,1)

(24.12)
Escrevendo o resultado na forma matricial temos, conforme

CcOoS OT L f } .'/I"
w ! { | O

|
:
)

-w sSen WT COS WT ¥ - 2?0

(24 513)
22.6 Matriz estavel para o oscilador simples

A matriz j\dada por (24.9) para ser estavel deve
forma

= 2.2 Wb sl iatis
(1 ciwitiHc,utT (1 CgwT

A= :
(l+caw‘T‘+cuw“T“)

b - 2.2 L i 44
wet(l Cow”T ) (i c LT +c2w Tih)

(24.14)
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Para que o valor proprio seja unitario deveremos ter

k)2+w2 T2(1"Cslu2T2)2=(1+C3UJ2T2+C”LUI’T“)2
2
5T5+c2w3T3+w212"2c5w

(1~clm212+02w“r

2
= 2.2 L4 b4 [
1 2clw T +2c2m T +clw T 2c1c2w T+

6.6
3cuw T

(24.15)

2 2
5 l+cgm"r"+cumsra+2cqw2T2+2cuw“T“+20

Equacionando os coeficientes de igual potencia

= 201 + 1 = 2c3

2
1

2

2c, + ¢ 3t 2Qu (24.16)

2 - 205 c

L

que sao quatro equagoes em cinco incognitas de c, a Cg- A quinta
equagao é obtida comparando-se o termo /A (2,1) com gd\52,l),

isto e

—wzr(l-c%watz)

-quoT—(cr+cq)m313+{cu"c3(c5+03)}msTSJ =
1+c3w2T2+cuw“T“ 2

(24.17)

tomando ¢ 1/5 como ultima equagao obtemos

5

= §5/12 = (24.18)

Y 112

1/14y - =

1k
donde —
szz)

LR Y SRS
L-qzw™ ™+ 17

A-

L+ qpu?
~w2 (1

De (23.8) e (23.11) temos

cm 1 2 3 4 5 6

w

(24.19)

2.2
T
12 )

que
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r, = ro+rfo+rz(aRo+erO+cR ~dTtRy) (24.20)
Ty f‘o'FT(CLRD‘i'QTRO +yR ~18dR,) (24.21)

que no caso do oscilador simples é
r1:r0+rfo+ar2(*w2r0)+bT2(—w2f0)+72c(~w2ri)"dT3(“u’fl)
(24.22)
S +aT("m2PO)+BTZ(-w2f0)+YT(”u2rl)Hﬁtz(_wzfl)
(24.23)

ou, na forma matricial
'( \

r ?
O

x 1"-5m2'r2.| ¢

YTw ~aTw? 1-3w?t?

|
{
1+w2t?c ~dwttd e h 1-aw?T? T-bw?1? { A
T (24.24)
Resolvendo o sistema e comparando com (24.9) obtemos

a=1/3 b=1/24y c=1/6 d=-1/24
a=y=1/2 B=~8=1/12

(24.25)

Logo podemos escrever (24.20) e (24.21) como

,\_ 1 TR ___!-_'
.1PO+T{('§Q0+E—R!)+T(§—HRO 214R1)} (2'4.26)

= Mr + b _+12{3(R_+R )+1z T(R R )} (24.27)
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GENERALIZAGAO PARA QUALQUER POLINAMIO

25.1 Integracao com passo negativo

0 algoritimo deve ser tal que ao efetuarmos a integra-
cao do ponto to ao ponto tl ou do ponto tl ao ponto tO o resulta
do deva ser o mesmo.Para fazer esta analise verifiquemos primei
ro o algoritimo no caso do passo negativo.Consideremos a figura

2551
N

e

28
|
I
Remscelastond bosdfe e

thor ko

Fig 25.1 Passo negativo

|
|

A integragao ¢ feita de Eoyid tomih isto e

O O
I Mrdt = J R(t)dt (25.1)
t t

o]
O

Chamando

= - (25.2)
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dR _ dR

-

aE ° ac Rit=¢=1R (25.6)

Para uma interpolagao com um polinomio do terceiro

grau em t, temos

R(E) = ag + alt + a2t + a3t

entre os pontos t_ e t -1 deveremos ter

. - 272 _ 373
R(E) 2 alTE ta,T £ a,T°%

donde, apos aplicar as condigoes de contorno

R = a T AT —Na T

o ey 2 3

s 3
Tt 2a21 3a31

(25:9)

1o - | Ep e
Ro = Rz -a

T 1

o que fornece

a = R
o}

ajii= Ry (25.10)
e _ — 1=
a,t° = 3R, 3R0 ZRO Ri

a,t® = -R' + R' + 2R; - 2R. - 2R!
1 o (0] O
e para a expressao de R temos

= ' — o T 1 2
RCE) = R, + RIE + (3R, 3RUI-N2 R iR 1) E2 e

1 T - 3
(R1 HNR 2R 2Ro)£

= (1 - 382 + 253)RO + (E - 282 + Ea)Ré +

(382 - 253)121 + (-2 +£° )R; (25.11)

que € uma expressao analoga a do caso anterior (23.6), passo
positivo.
Para a velocidade temos
tO-T to-T - =1
f Mprdt = f R(t)dt = J (-Tt)R(E)AE (25:12)
t t £=0

=]

o o
integrando

AVA
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-M { F gl‘ E E;k
t =1 r'|t- (-1) ( £+2——)R +(—2'—?-4—)R

]
(gau%—)R1+(~§-+§-)ul (25.13)

5w M L) L & (R~
b= ro+{J (=T) |\ 2(RO+R )+12(R0 R'I]} (25.14)

b= fgr (NGO FRAR I+F(-D(RRD]T  (25.18)

De modo analogo, para o deslocamento temos

- s Ml s g Al
vy = v t-TIR 4 M T(-T) [ (5ER +55R )+ (-T) (FHR, QORI)J}
Observemos que essas expressoes sao analogas as expres-

soes para passo positivo, com a diferenca que o acresScimo e -1,
e o ponto final (£=1) do caso de passo positivo corresponde ao

ponto inicial (£=0) no caso de passo negativo.

25.2 Comparacao entre os dois casos

Tanto para o caso do passo positivo quanto negativo, as

expressoes sao da forma

1"l aO(RO+R1)+al(§O—ﬁI)+..
=1 (n=1) s aan=1 s (hal)
e (R} =1 R )]
g25%17)

: ] e 58 L
o Tk e M [ b oRo*CoR, * (bR —c RI+...

n-1 (n- 1) (n -1)
.t (D TR +c IR )] (25.18)

(25.19)

No caso do passo positivo o passo e
=]

No caso do passo negativo o passo igual a -1

Estes dois casos estao ilustrados nas figuras 25.2
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s
[ ] 2
! !
! I
]

1

e e
+
tO to T

Fig 25.2 Passo positivo Fig 25.3 Passo negativo

25.3 Relagoes entre a. , b. e c,
i i i

Consideremos a figura 25.U4

fig 25.4 Base de comparagao
Para o passo positivo as expressoes sao dadas por

po= g+ Ml { [ a; i(R‘i’ + -1 REDT  (25.20)
= ST TS (i)
s ro+1ro+ﬂ Ti§0 1 )] (25.21)

Para o passo negativo, temos, para a mesma figura 25.4

A L6 ip(i)

b= B +M <«T)i§q [aiGRIBR T RR S BN (26-22)
n=l - :

T =0 +(-T)D +M "2 ) r(ﬂT)l(b.R( 2
= =00 =l

+C. P(l))] (25.23)

AYAYA"
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Substituindo estes valores de fo e r_ nas expressoes
(25.20) e (25.21) anteriores, vem, para a velocidade
n=1

bz 40 ] o, GoRB R
1 0

g E rr a; (R(l)
1=0
G (i) bl (i) (i)
E[ (= oyt (R R R,1]= E [a;T (R L) =1y R )]
= ..=0

(:2.5% 23)

+(—l)iREi))] (25.24)

e, para cada i temos

(1) (1)

a (- - 7)1 FRIP 4 1) R(l))' i cn +(=1) R(l)) (25.26)

(1Y) (1) (1))

tha, (R2V+(-1) R(l)) =a, T (R +(-1)IR (25.27)

que e uma identidade.
Para o des.ocamento temos

p o= o+(-m)p, U Le2 E [( -4) 1 (B, R\ e iy

1 1 l_

=1 -
S v b S e () IR e P (1)
t{d +M T)igc la; (-1) (RS G=1) R )}

n= 3
+M L2 { [r (b, R(l) (l))] (25.28)
iz0 i

n—l
2 ] [0 bR ue RED T+ (-12) 5 ra (-1) (R(l)
i=0 3120

+(-DIRE)] 42 e (beRE Sre RS =10
i=0

i (i) (i) G Gl
(-1)7 (bR “T4c; Ry )-[a; (- (R “74+(~1)"Rg JidEe

i (i) Gl
T (biRo +ciR1 )

(L) e (Y Rt e () Lty Sl
(~1) b R +(~-1) CiRo T biRO +T c.Rl =

1

= a. (-0 TR 4 (-1)1r(1)y
al 1 O
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e T)1R(1> R e, (PR () RED))

1

SR )
+(-1) RO )

= a, (=1) (R(l)

bi((ﬂT)iR(i) it (1))+( l) e ac= T)l (1) iRéi))

1

= a (-1 (R‘l’

Pt n ()
+(-1) RO )

e finalmente

b, (~1) (q(l’

{1 (1) (1)

s(-1)1 R yac1-)3t c; (- i (T4 (- 1)3 REE)

= a; (-1) (R(l)+(—l)lRél))
donde a relacao

L ;
b: + (-)7e; = a, Sorle ¥ (25.29)

25.4 Condigoes de estabilidade do algoritimo

Para que a soma da sequencia

a.ri(R(i) (1)
i o

+ (- 1) ) (25.30)

seja convergente para qualquer T, precisamos que

(i)

R (1)
& !

+ (- 1) R ——> 0 comt+>» para i=n-1 (2531

0O que implica em

R(n—l)
o

= -(=1) R(n D com T=c (25.32)

Do mesmo modo, para que a sequemcia abaixo seja conver

gente, devemos ter

i, Rtl) P R e (25.33)
Ly

(n 1) R(n-l} E T (25.34)

bn 1 [o} x Cn-l 4

donde vem
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svason=1rin=l) Cry= 1) S
bn*l (=1) Rl + cn_lRl (25.35)

a relagao entre os ultimos coeficientes

n-1
=19 b, *

n-1

= (1) c (25:36)

=1
devemos ter, por (25.28), para i=n-1

(=1) ¢ _. = (25.37)

(25.38)
(25.39)

Resumindo, a; b. 9 devem satisfazer a

HoH (=1)" c. J i o= o ... ,n=2 (25.40)

b =Ty - (25.41)
n-1 n

Calculo dos coeficientes a;

B - :
Fazendo foro, T=l e Mzl te R:tn,tn 1,...3t2n 1 sucessi-
vamente em (25.20) temos, para R=t"
n-1 ’ : -
N - (i) i) fobt:
Re=2) 8 [ (R4 CEL)SR ] =2
1=0
Calculando no intervalo tozo a tO+T=l vem
n=i

r i (1) .
= o = 25.43)
; iZD K= alQl ] & (

1 (25.42)

desenvolvendo

n-2 s .
+n(n 1)a2t £ - T

(25.u44)

tn—l

n
aot nal

fazendo t=1 e considerando que

AVA
AVAVAY
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3 (l
'1= f rdt = f Rdt = (25.45)

£=0 0 Jo
obtemos para a primeira equagao

o3 ¥ o sanh=l oy o
a nal+n(n 1) G =t et (=) nla _q = (25.46)

2 n+l
Procedendo de modo analogo para R=tn+l, etc., obtemos

o sistema abaixo, de n incognitas CHRL BT e e equacgoes

n=i
que nos permite calcular os a's.

n=q-. il

aj,"na;+n(n+l)a,~....+(-1)" "nla__, = =57

3 5 Sann=1in+l )i NSl
ag (n+1)al+(n+1)na2 et (=1) 5 ===

- - 1
ao-(Qn—l)al+(2n-1)(2n-~2}a2~-...+(—1)n 1(2nn%)-= %h
(25.47)

De modo resumido, podemos escrever este sistema como

1S 0Tl s s (25.48)

se 3 =0 eld=01 L n=1

(25.49)
(=1)3 (nti-pe1) s of IT1:250--0n=l
[z 05 T vann=1

1=05] s snol (25:50)
n+i+1l

Observemos que as expressoes (25.49) e (25.50) sao

mais praticas para calculo em computador.

Calculo dos coeficientes c;

0 procedimento para o calculo dos coeficientes c's é

analogo ao do item anterior até a equagao n-1. A Ultima relagao

é dada pela expressao (25.41) que expressa uma das condigoes de

AVA
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estabilidade do algoritimo.
Fazendo ro=i~O =0 5 M=1=1 e R:t?,tn+l,tn+2

em (25.21), obtemos o sistema

, _ ]!
*Ch-1 T Tn+l) (n+2)

(n+l1)! & ) 1
(n+2)(n+3)

c_*+nc +n(n=1)+.....+n

1.

co+(n+l)cl+(n+l)n02+....+—~§——— o

2n-2)! 2 1
“ =

(2n~-1)2n

co+(2n~2)cl+(2n~2)(2n—3)c2+...+Enm1%..

(25.51)

onde temos n incognitas C_,C,,...,C ~ -
8 o o] >“n-1 e n-1 equagoes. A ultima

equagao é,tendo em vista (25.41)

(25.52)

a; =0l e in=1 (25.53)

{ =1 se j=0 e i=0,1,...,n-2

| =0 se j=0,1,...,n=2 e i=n-1 (25.54)
=1 se j=i=n-1

(n+i-r) se

L

Thtat o) se 1=03;15: o, sn2

g (25.55)
(=1ynsd
an*l

Observemos que para calcular os c's precisamos primeiro

calcular os a's.
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25.7 Calculo dos coeficientes bi

Uma vez conhecidos os coeficientes a; e ¢, podemos

calcular os b. por meio das relacoes (25.29) e (25.41), ou seja

S (-1)1ci para 1=0,15= i n=2
(255.26)

a; para i=n-1

2.6 ALGORITIMO PARA UM SISTEMA DE MOULTIPLOS GRAUS DE LIBER-
DADE, INTERPOLADO POR UM POLINOMIO DO PRIMEIRO GRAU

Usanado as expressoes (25.20) e (25.21) com os coefici
entes calculados por (25.47) e observando que neste caso n=1,
temos

. i I 5
o] 2 (@) 1
=1

2
Pl L MRS (R R (26.2)
fe) o 4 (e} ]

=Ky =Ch 4+ ¢ (26.3)

. "Kro = Cfo +fO

(26.4)
==K 8 =0yl
1 1 1 i

Substituindo em-(26.1) e (26.2) vem
e T Ll a s
Mo 5 [ Kro Ct +fo Joxs Cr, +f1} (26.5)

2
- T - -~ -
I = N it i - - o — +
ke Tl g Do foKe =Co_ ~f -Kpi=Ch £t

donde ,para o deslocamento (26.6)

T2C
m

T Ll B L iy
T (M —H—)PO+(J

L

(M+ l<)11 +

para a velocidade

T K TO TK 3 £

s+ I p = -y 4 (-1 +59— + —
. : Eia e i) 2

A0 | 2 2
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ou,na forma matricial

De modo resumido podemos escrever (26.9) como

Doz =D il (26.10)

=
~
[y
-~

+
=

(26.11)

lr-i
LA

[ e e

lr—l
=~
~

(26:12)

(26.13)

)

o ' f a5 ' .'; _.! Of
r i r . %o = \ ? (26,14)
{

1/
Resolvendo (26.10) obtemos o algoritimo na forma com-
putacional como
=1

%1 1 (26.15)
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2.7 ALGORITIMO PARA UM SISTEMA COM MOLTIPLOS GRAUS DE LIBER-
DADE, INTERPOLADQ POR UM POLINOMIO DO TERCEIRO GRAU

De modo anélogo ao anterior, e observando que neste
caso n=2, temos, de (25.20) e (25.21)

‘—”1 + - —'I
rO+A T{ao(nO+R1)+alT(Ro R1)} (27.1)

i _ 1. i
rl = ro+ PO+M T {(bOR0+cOR1)+T(b1R0 C1R1)}

onde os coeficientes calculados por msio de (25.47), (25.51) e
(25.56) valem

a 12
o 1
bO 1/3 (27.3)

c 1/6
O

Sendo
R = =Kp -Cp + £ (27.4)
temos
R =—=Kr =Cpr +f
[ ] [®] o (o]
R -Kr =~ Cr +f
1 1 1
< e ol e et Wit
Kro Cro+f0 Kro c{-M Kro M
=1 =]

Ch +M 1f ] & £
O o =

oM Yk (oM le-10p ~oMTiE 4f (27.5)
o o] (o] o]

R =cM~ 1

Ke +(cM lc-0)p -
1 1 1

Substituindo em (27.2), vem

Mr = Mr + Mtpr +
1 O o]

(- Kr —Cr +f )+———( Kr ﬂCr1+f ) +

]

. =1
M o ~ M -
Ky +0CM =0 K)ro CM fo+fo}

Kr +(CM_1C-K)i —CM_lfl+fl} (27.6)

1




Substituindo em (27.1), vem

M Mp + ~(-Kp ~Cp +f -Kp ~Cp +f ) +
1 a N2 o) (s )= 1 1 1
2 1

{eM ke +eM e~y -cM"lf +£ ) -
o] Q (o] o]

1 1

(M ke s Le-)p —oM”
1

£4f ) (27.7)
1 1 1

Colocando na forma matricial, temos
r = D + IF + - 7.8
D st iD= F i i £ (27.8)

72K 13cM” 1k

i 24

T2C 78 -1
s §E(K"CM C)

xc

I“i+2

2
T =
= 1-2-(}( CME=C)

2 3 - 2
- 1§9~ T (K-CM Loy
(27.10)

(27119

(27.12)

$ (27.13)
J

: ey = M =
I[ matriz unitaria de mesma ordem que CM ~. isto e, se

o sistema tiver NV variiveis a matriz [ e as matrizes M,C,K sao

AV
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2.8 ALGORITIMO PARA UM SISTEMA DE MULTIPLOS GRAUS DE LIBER-~
DADE, INTERPOLADO POR UM POLINOMIO DO QUINTO GRAU

Usando (25.20) e (25.21) e relembrando que neste caso
n=3, temos

fO+M-lT{a (R +R )+a T(R +R )+a Tz(R +R YR (198 1))
. S i “ “
rof rO+M {(b Ritc R )+ (b R +c1R ) + (b2R0+c2R1H
(28.2)
(25.47), (25.51) e (25.56) obtemos
aO=l/2 a1=1/10 =:0/02.0
bo=7/20 b1=7/l20 =1/240
CO=3/20 cl:—l/2u =1/240

2
2
2

Sendo

R = =Kr -Cp +f
R = CM Tkr+(cM lc-K)p -CM
ﬁ ~KB -CH &+ f
“K(-Kp-Cp+£) = C M TCM™ TkpsM™ H(eM™lc-x0% -
lacl et B
= (kM tic-on" Lo iy pe (kM Le-om”

(-kM~L + oM oM Lys - oMl

Fleii b (28.14)

lCM 1C+CM K)r +

f + f
e observando que

MY = R donde r =M (28.5)
My = R donde T = :

A expressao (28.2) fica, apos a substituigao de (28.4)
e (28.5)

Mr = Mr + Mty +
1 O o}
7

§512(~Kr0~0f0+fo)+%ar2(—Kr1~0f1+fl) +




T3 {CcM lKr +(CM~ 1o K)r -CM~ f + %O} =

120

- =173{ CM lKr +(cM Lle- Ky -CM” f + f T

2y

1

1 -1 =1 -1 .,~1
2407 %)

s kM ik-cM T ien” K)r (kM to-eM oM C+CM_1K)fO+

-1 1,1 -1 =
CME) f CHuSE Nt fo} +

+(~KM “+CM

1
* 557" "{(KM™ K -CM

“lomml Kr, +(Km“lc—cm“lcm"lc+cm"lK)ﬁt

(-xM " Liom oM™ JE CM‘1f1+ £} (28.5)

A expressao (28.1) fica

S - :[_ i s Y e
Mr1_ Mro + 2{( Kro VPO+fO)+( hrl Cr1+f1)} +

Tares] -1 : -1 :
15 {CM Kro+(CM C-K) b _-CM fo+fo}

- {CM"lxpl+(CM'lc»K)f!~CM‘1

Eal -+ f fi+
1 15|

% - =l Syt =l i e B b i L
+ g [ {CKMT7K-CM77CM™ "L)r_+ (KM ~C-CM™ "CM ~C+B ~K)2_+

s(-kM LeeM Iem s - oMTif o+ £} o+
(@] o o]

=i

{(xM™ Lk-cM CM'1K)r1+(KM‘lC—CM‘lcm‘lc+CM'lK)fl+

=il ==

(G G ey £ AR CHRE B e ) (28.7)

Colocando na forma matricial temos
i, - I T gt
= [
Dor, + Rt + KE + KE,

1
12

1
22

d

d

e Bl “1y N
11 M+§6—K+2QCM 2MU(KM (CM

“lyzyy
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3
- Zm(K-CM oy - I (oM Tkecru™?

' 2uo

T M k- ——-(KM

= =212

(K eM Loy + oM Lk (kL

120

a5 !

o _ ?T = ]
ll'M K l?OCM K+§35(KM ~(CM

7t
dlz—rm VI lZO(K CM~ C)+?E§{CM <+(KM

o ~1 ~]. -
21 ?K+ CM K+120( M ~-(CM

o]

d Ly Yk

1y )k

T 1

d. =M= (K-CM~ C)+ {CM™ K+ (KM~

“I_
22 = HeziCoap 170

-1.2

(KM “loem™hH)

1

(KM”l—ccm' )2)

KM"l—(CM"l)Z)

i

I (kM t-(cMh2)

120

oM™ L

|
ort |

unesp®, ., ..

=0OM

~(cm™L

(em™

lLocem™d

14

=]

15

Y2)c}

(28:10)

y2) o}

Ly2yc)

(28.12)

i e

(28.13)

(28.14)

(28.15)

le 17

18



2.

(28.16)

;5
f

(28.17)

9 RELAGCOES DE RECORRENCIA PARA O CALCULO DA DERIVADA DE

ORDEM n DE K

Representaremos a derivada de ordem n de R por R(n)

Sabemos que

R = =Kr—Cp +f (29:1)

coloquemos na forma
o OO
o
R = a rta-btbh I
& eri e s
onde estamos usando a seguinte notagao
letra ‘a' coeficiente de r ou r
letra 'b' coeficiente de f, f, f etc
indice superior - ordem de derivagao de R
indice inferior -~ ordem de derivagao da variavel para
a qual a letra é coeficiente

(o)

como em alr‘

como 2m bgf
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Assim as derivadas de R podem ser escritas

_ .0 O. o)
=8 ar + b f

R
r¢1 £ 1y

bf+‘)f

2%
2
b3f + b;f + b f
bI}--lf(i)

1

29.1 Obtengao dos coeficientes ai

Sabemos que

=1

= (-M0r + (M lo)p + (s

que pode ser colocada na forma
P oap 4 B+ YL (29.5)

2l

a g B =-M1c y=M1

(29.6)
A partir de (29.5) obtemos as seguintes expressoes
R = a%p + a%% + bof

o} 1

a.nr + aj OCor + 370 + yf) + bgf

o
lC!.'f' + al

, O
al)r + (ao + alﬁ)r + (aly)f + (bo)f

ar+ a g4 + alyf + D f (29.7)

O,
o
o
o
a

2,0

i 1k H 1
aor + alr + bof + blf

alt + ald + blf + bif
_ o 1l
3 1 5 Tis g
ab + al(ar + Br + yf) + bof + blf
1 1 Pl s 1 Lot ik
(ala)r + (a0 + alﬁ)r + (alY)f + (bo)f + (bl)f
2 2 2 2 27

a_r + ajt + bof + blf + bzf (29.8)
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ir + bg% T bif + bgg
a‘r + az(ar + Br + yf) + b2 TE
1 s o 2
2 2 2 5 2 Pl 2
- . £ +! b
( 1a)r + (ao + alﬁ)r + (alY)f +(b0) +blf +‘2

(29.9)

a.r + a

2

£+ blf + b

T%

Resumindo os coeficientes a% temos

derivada coeficiente coeficiente
de R de r de P

r(0)

o]
o}

(:1%) o
alﬁ)

1,
alp)

als

js1]
1]

(29.10)

V]

o]
HWwHNHEFEFO

o)
o
1
o
2

Ne
3
o

29.2 Obtengao dos coeficientes b%
Observando as expressoes (29.7),(29.8) e (29.9) temos

derivada coefic’ coefic. coefic. coefic. coefig.
de R deuetd de £11! der 2t Ve £3) aepeldl

R(0)

o

OQwoO™~NMO OO

I

2%y

6

(1)

o

o

o
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29.3 Sequencia de calculo dos a bi

J
2k
o}

1 ~ Calcular a° =K a- = =C BEas o
(e} i O

onde I é a matriz unitaria de mesma ordem que f,

isto €, o dobro do numero de variaveis em r.

j-1
1

T
0= (ao + ay 2)

para cada valor de j (j=1,2,...,n-1)

Calcular a a o

]
o
J

a

Calcular bg ' para,qi= 1w? 5. ssnz]

Calcular bg bg:i fixando os valores de 1

(2=1,2,...,n-1) e calculando para cada 3 (3=1,2,..
een>1)

2.10 ALGORITIMO PARA UM SISTE!MA DE MOLTIPLOS GRAUS DE LIBER-
DADE, INTERPOLADO POR UM POLINOMIO DE SETIMO GRAU

Usando (25.20) e (25.21) e relembrando que neste caso

n=4, temos

. ! ‘ : ;
Mro + MTPO+T {bORO + COR1 + T(blRO+ clRl) +

z - - 3 -e LR
T (bzRO + cle) + T (b3RO - C3R1)} (2310751

Mro+"r{?O(RO"+ Ri) + alT(RO - Rl) +
2 3 o
a,T (RO + RI) + agrt (RO R‘) (210.2)
Substituindo R e suas derivadas conforme (29.3) em

(210.1) e (210.2) vem, para (210.1)
Mr + Mtr +
o o

2 (@] O (e} 2 o}
b (a’r + a.r + b f + T (a’r + a
pAto 0 S1=20 o o) S

AV
AVAVAY
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2L 1L
+ +
l(aor‘ a1r1+b0f

) + T c (azr +a

EE

3 1 1. 1
T bl(aorO + ajb_ + bofo

+ % ) +
1 2 2 2 :
0

.r 1

i 2 o 23
blf;) + 1'b, (aoro+alro+b £ +?lf0 2 aj 1+
b £ +b2 S8 B2 £ DD (a r, Fap +b§ +b f +bo f +b3F ) 4
)

1=
3 3 3
T c (a r +a +b £ +b1f +h2f +h3f

Para (210.2) temos

S o 0Y
Mrl— Mr +Ta (aoro+a1ro+b f )+Ta (a r +alr

1 I, o 1 (I 6] 1
T2 a, (a Srotayt +b f +blf )=i12a (aor1+alrl+bof1+blf1)+

3 igil'a)
T a (azr +a2f +b f +b f +b f y+13 a, (a2r +a2f1+b2f +b2f1+

10 10 2 1t il

3 3 ?
f Y+t a, (a g ta g +b f +b1f +b2f +b?fo) T*a (aor +

l lo}

2
2
3
aj +bofl+b1f1+b2f1+03fl)

(210.4)
Colocando na forma matricial, temos

n D, - = 7= =
forx sEE T i 1%1+ [ 2f2+ s (210.5)

O

(210.6)

1 = o 4
dy; = M~€coao T cla FTic,aceT cga
1 - o
Tl TENEoS ]
1 (210.7)

5 (s e s 254y 3
d21 Ta ao+t ala T: a2a0+1 agao

3
o]
5 3
550

d ~t3c,ar-1t%,as-1%¢c
3l 2

3

1 = Q=2 1_- 3 2 y
d22 M Taoal+r alal T a2a1+r a3al

Isto nos permite generalizar como

n-1 i
20 T

142 (210.8)
C.a




(210.8)

(o] O
dyq s,

2\’
| (210.9)
J

2 Q8 1 2 5 3
11 M+T“b ao+r blao+r b2a0+r baao
1

o oy LD g b 25 o3
d12 = Mt+t“b al+1 blal+r b2al+r b,%al

o o 1 (210.10)
d21 TaoaO+T a.a_+t az :
3

10
o
M+ ta ao+r

22 o21*tTa ay+T

& L=

azai

que pode ser generalizado como

o

dll

o

d12

(210.11)
o
dy1

dO

(210.12)
£9q

+t*b. b +15b

2 b

2 O 3
T bob0+1 blb

2 QL8
= ¥cc bi+t°c.b
00 1
O 2
Ta b _+t1tca
O 0O 1

ta b°%-12a.b
(o lle] 1

3

+t%c, . bf+1ic. b

V]
w

O WO wo Wo w

(210.13)
+T“a3b

-T aqb

b-+13a,b

2

3
+7T a2b

OHOHHOHO KM
OO N NO N
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3 4 5 6

Generalizando

3

3 e
o111 it~ 1) pno1 g

O

fll -

5 e
HO

o]
£12

= O

O

f21

[ 8
o

—
-

o

£22

e
o

H)
ol
H

IF

1

H
N
1—1

£l b bI+1*D,

i ]
£l - 13c.b

=

12 2

3 LN
f21 =T alb

L .2
22 T alb

+1la

N

f +13a

e

2

Generalizando

fl g n-1
14

[
S ne-
~

=
nes—11 e o B =8
= ut~11 ner-11
el
,_‘
H-
+
H
o)
o

[
=

b

+1*c,b

L
v

&
N
[a®]

=N N

b
b

S

M unesp ™!,

+T°b
+15%¢
+t"a

-t*a

3b

3b

3b

3b

HwkHFWwHFWRHW

AVAVAY

13

14

15

(210.14%)

(210.15)

(210.16)

(21037

(210.18)

16 17 18



2
11
2
12
2
21
2
22

f
f
f
f

t'e

= tla

= t%b,.b

2

22
b2

2

b

2

3
=T a2b2

Generalizando

3
fll
3

f21

e

o I
=N

SoHe 8o
nes=11 w11 i1t e g

(8
r

t5b

z*a.b

RN

=N

H

3

3

3
b3
3
3

5
+1°b b
+15¢c.b

+t*a.b

w

—T“aab

w
R N w N w N w

As expressoes correspondentes aos

do seguinte

modo

3
S

J
12

j
21

J
£32 =

5

S 3
el 1 M e |

S

o I o0

H

= e

6

L unesp

A
AVAVAY

1012

(210.19)

(210.20)

(210.21)

(210.22)

3 podem ser grupadas

(210:23)
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A expressao na forma matricial pode ser ainda colocada
na forma

n-=1
.t 210.24)
i ) 'Fﬁ }] ¢

£

z.

o
. . ] -~ .

] (3)
£21 \fl

(210.25)

2.11 ALGORITIMO PARA UM SISTEMA DE g GRAUS DE LIBERDADE
INTERPOLADO POR UM POLINOMIO DE GRAU g

Uma equagao diferencial linear de segunda ordem pode
ser colocada na forma

M + Ct + Kr = f(t)

e sua solugao numérica pode ser obtida por
n=1
> -1 -+ -1
7 = IDT" D 7, + DT jzo '”:j £ (211.2)

—

1 1 o

ARG d11

1 1 ”Do 1 .0

Y dq

d
(211%3)

3 o
51 32
5 J
£21. 32
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X3 € o i-ésimo grau de liberdade

n = (g+1)/2

os termos de sao dados por (210.8)

1
os termos de sao dados por (210.11)

os termos de : sao dados por (210.23)

os coeficientes que compoem os termos das matrizes sao
obtidos pelo item 29.3 .
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CAPITULO 3

SISTEMA DESCRITO POR UMA EQUAGCAO DIFERENCIAL LINEAR DE ORDEM p

3.1 EXPRESSAO GERAL

Seja a equagao diferencial linear de ordem p, na forma

Aor(p)+Alr(P-l)+......+Apr(0) =Nt (31.1)

ou entao, na forma de somatorio
0
) A._i'r(%) £If(t)
izp P

Esta equagao pode ser colocada na forma

1=0 -
R=arP =77 -a b opce) da1%a)

i=p-1 2+t

As expressoes correspondentes a (25.17) e (25.18) nes-
te caso tem a forma
p-1 ik :
S — T
O1=3 (i-j)!
=l
s P R K AR U, L R R LS o i
: fe= ik "o Jk 1
onde | 3= 0.l,:: 5p-1
No caso de j=1 temos (25.17) e no caso de j=0 temos
(25.18)
Dado um sistema de multiplos graus de liberdade regido
por uma equagao diferencial de ordem p, linear, o algoritimo pa
ra a integracao € da forma

;l =4A';O + B

A
AVAVAY
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onde r% € obtido de (31.4) como veremos a seguir

3.2 CALCULO DOS COEFICIENTES a?k E a

jk

A condigao de que o algoritimo deve funcionar integran-
do com acréscimo (passo) positivo ou negativo nos permite obter
o 1

ajk e a.

3k de modo analogo ao que foi feito

as relagoes entre
em. (25.3)%.

Para que o algoritimo seja estavel, os coeficientes de
k=n-1 devem satisfazer a certas condigoes, de modo analogo ao
visto em (25.4) .

Conhecidas estas condigoes podemos montar o sistema de
equagoes para o calculo dos coeficientes a%k (le=0i 1. vain=2)2
E, por meio das relagoes obtidas, calcular a?k .

32.1 Relagoes entre os coeficientes a?k e a%k.

A expressao para a integragao com passo negativo € da
forma, (ver fig 25.4)
p-1 1

(i)
ATy TR T )
200 O g=i (2-i)!

ﬂ*ir(l)

1 +

een=:1
PR o RYS ok ik

X=0 Ajch=s] Tlcla
(32.1)
onde, em relagao a (31.4), os indices j e i foram trocados por

i e & respectivamente.
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Substituindo (32.1) em (31.4) obtemos

: p-1 1 e p=1 1 -1
a0 S = =i on R
iz (i-9)! = (T

En=y
p-i A ] (k) 1 _(k) }
+ T e {(-1) (aik Ry + a; Ry )} +
_aon=l
+ P73 {Tk(a9 R(k) + a% R(k))} {13252
k=0 jk "o jk 1l

E facil mostrar que (desenvolvendo por exemplo)
- palssip=1 e e
arsd =7 T A =L — M ¥ D (g9
1= il22 t2=1)!
Logo temos
n-1

i-j p-i k.. 0 (1) S (1e)
—_— (-7) ¥ {(=1) Cai RY"‘“+av Ri-)} &
i=j (i=3)! k=0 kel 1k o

Disill 1

o1
+ P73 7 {Tk(a?k R 4 1 rUK) 4,

k=0 o 3k 1

(32.4)

Dividindo toda a expressao por tP73*% ¢ pearrumando os

somatorios

n-l‘jp*l (C1HERitE
+

G, 1 p(k),
o]

@]
faj, Ry7 + ajy

k=0 | izj (i-3)!
{ag’k Rék) T a%k Rik)}} = 0  (32.5)

Equacionando os coeficientes dos Rék)
de k (k=0,1,...,n-1), temos

)p~i+k

, para cada valor

p-1 (-1 1
ol
At Tag =0

i=j (i-3)!
Tomando o somatorio a partir de j+1, vem

p=1d li(=1)Britk 1

Ak

—1aP-04Kk; 1 o
L, A Hit=l) Ak tnaa s
i=j+1 (i=3)!
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donde a relagao entre os coeficientes

s D=ltkyd
{(=1) 1
ik (32.8)

=4 pol
a?k + (-1)P K a%k = a
] J izj+l (A=)
k=0,1,...,n-1
Observemos que nesta expressao estao relacionados os
coeficientes de ordem j com os de ordem p-1, P=2,...., J+1
calculados anteriormente (a sequencia de calculo e de p-1 ate j)
No caso particular de p=2 e j=1 (32.8) fica

Sk LY e
T + (~1) a x

=0 (32.9)
pois somatorio de i=j+1=2 até i=p-1=1 nao existe, sendo igual a
Zero por convengao.

Para este caso, observando-se que pela notagao usada

r(1)5 Y

anteriormente P o, (31.8) fica

n=i
== Kool SC0) L v (k)
A b= A B +Tkzo{r (ap Ry +a Ry}

o1 1k (32.10)

Considerando-se (32.9), podemos escrever (32.10) desen-

volvida como

S 5 o 1 N et
Aorl = Aoro+1{al,0(Ro+R1)+a1,1(Ro R1)+.....} (32.11)

A expressao (32.11) € analoga a expressao (23.17)

32.2 Relagoes entre os coeficientes para que o algoritimo seja
estavel

Procedendo de modo analogo ao que foi visto em (25.4)
temos, para k=n-1, tendo em vista (31.4)

2im :
A 3k =0 kil

k=n-1
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donde

S -1 Ro S,n-1 R (32.13)

Observemos que (32.13) e (32.8) sao validas para qual-

quer j, entao, para j=p-1 temos, de (32.8) com k=n-1

n+l _1

a5 3 nea (32.14)
]

o - -
e (=1)

Substituindo (32-14) em (32.13) vem

g Al (n-1) {n=1) 1 .
¢ (1) R, +iRy Jia e PRNE PR (32.15)

Como * 5, vem

al
prlin-l

(n=1) _ 4 ..\n ofn=1)
Rl = (=1) Ro

e de (32.13) venm

{ ¥ (-1)® al ) Ré“'l)

o
aj’n-l Jen-1
donde a relagao

g L e 0

a3 n-1 = para todo jJ (32.18)
3

ajan_l o
Substituindo em (32.8) temos, com k=n-1

)n+1 a1 + (_l)p-j+n-l al =

S J.n-d gan=ls

p~1l (_l)p-1+n

12341 (i-3)!

dividindo por (*1)n+1,vem
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-.'..1

pzl | G=nEE
-1yP-J-2 b -
(14 o(=1) ) A==

iz9+1 (i-3)!
(32.20)
Observemos que se p-j for par, teremos

T D=1
1 9 p~1 (-1)

Janzl vy

a ((32:321)

i=j+1 (- N7

Se p-j for impar temos as identidades

p=1 (--1)P—i_'l
(132.22)

i=y+1 Cai=101
Para o caso particular de j=p-1 temos p-j=p-p+1l=1 que
& impar. Tendo em vista (32.22) nao podemos usar (32.20) e sim

deveremos usar (32.18) o que nos da

-3y0 o1 a
AL inoy B L anty g =0 (32.23)

Para j=p-2, temos p-j=p-p+2 que & par. De (32.21) vem

4 - % (=152 (32.214)

ap_zﬁn'l P-1l,n-1 I

Para j=p-3, temos j=p-p+3 que € impar. De (32.18) vem

b =DM gl (32.25)

pP-3,n-1 p-3,n-1

Para j=p-4, temos p-j=p-p+4 que & par. De (32.21) vem

1
ap-2an-

A
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32.3 Calculo dos coeficientes a%k

Fazendo R:tn,tn+l,...,t2n_l sucessivamente em (31.4);

tomando A0=I , T=1 e o intervalo de t0=0 a tO+T=l, obtemos um

sistema de n equagoes (cada uma correspondente a R:tu,
1

u=n,n+l,...,2n-1) em n incognitas ajk g k=0l an=1,

(1) | tu|t:0 =0, em (31.4),temos

Considerando que T

(1) v 1 u, (k)
. L @y (t%) ]t:l (32.27)

Jl(j)

(tu)‘ = (td (at)? (32.28)
£=a

Jl(j)

(+%) (at)I (32.29)

(32.30)

Jep=lip=2aiai:0

usn,n+l,.....,2n~1 8se p-] par

HENLGDH]L . e g20=2 Bl p=aiims
par

Para cada j temos um sistema de equagoes. Se p-j for im
par o sistema esta completo (n equagdes e n incognitas). Se
p-j for par, o sistema comtem n-1 equagdes, e a ultima rela-
gao é fornecida por (32.21).

Como exemplo verifiquemos o caso da equagao diferencial
linear de segunda ordem, interpolada por um polinomio do quin
to grau. Neste caso p=2 e n=(q+1)/2=3.

Para p=2 temos duas expressoec do tipo (31.4), com

j=p-1=1] e j=p-2=0. Consequentemente temos os coeficientes

o

1
81k 21k

a serem obtidos
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Para j=1 e u=n,n+1,n+2 em (32.20) temos o primeiro sis-
1

l’k. .

Para j=0 e u=n,n+l pois neste caso p-j=2-0=2 e par.

tema para o calculo de a

A terceira equagao do segundo sistema € dada por (32.21).

3.3 CALCULO DOS COEFICIENTES b% E ci

( Na expressao (31.4) devemos substituir os valores de
i)
R

derivada de R. Reescrevendo (31.3) temos

. Para isto precisamos conhecer a expressao da i-esima

y ) o) 4 fee)

iZp-1

1O r(i) -

iZp-1 P73 i
=p- 1

o - -
a) bp—i = Ap—i

SITT b Ll o w ot
com a seguinte notagao:
o indice superior de b refere-se a ordem de
derivagao de R
o indice inferior de b refere-se a p-i, onde i
€ a ordem de derivagao de r
b) cg = I , que € a matriz unitaria de ordem igual a p
vezes o numero de variaveis (graus de liberdade)
De (31.3) obtemos tambem a expressao de

I1(p) £ o i A-l
O

izp-1

fit) (33:2)

que pode ser colocada na forma

tp) o ATL (i)
)

) a

i=p-1

. T
p-1
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+ 2 f (33.5)
o
Retirando o termo i=p-1 do somatorio, vem

p=2 .
RO Fy g9 _ 2 (33.6)
$201, iP5 e

(p)

Substituindo r dado por (33.2) em (33.6) temos

_1 p'—l . .
(1) p o (4) o
R. = b . - B f - f
igl p-1-i r iéo ap_lr + o } o+ co

(:33.7)

Retirando o termo i=0 do segundo somatorio e grupando,

-1 :
(1) (o) P o o (i) ., 0 o.
+ ) (bp-i—l+b1ap-iJr +b B fte f

1=1 (33.8)

que pode ser colocado na forma

e,
R -blapr

Dl .
RSt e G (33.9)
1=0 Bt 2

se i:p-}_
(33.10)

0 ) !
_i_l + blap_i sSe 1=p_2.’p-3,o.o’0

(133.11)

Procedendo de modo analogo para a segunda derivada, a

expressao (33.8) para este caso fica
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1

l. l--
1Bof+cof+clf

+b

(33312)

+c§f+c2f+c§§

(1) 2

bp-i-l

Para a derivada de ordem j, temos

s -1
R(j) :p

bj_. r(i) + f cj f(i)
Pt i=0

i=0

(133,

se 1=5p"24.e230

se i=p-1

i=p_2,oqi ,0

I e e T

Substituindo (33.15) em (31.4) obtemos
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Separando os termos em r. e r_ vem
. STy =]
Aopij) > Tp : ) 4
k=0
1

o T
=~

I
~

| ]

(33.19)

=R
nes--31 1 e

o
o

Arrumando de modo conveniente, temos

Pritk (2) iR}
T S rl + AO ry =
- 1=]
p=1 T :
= P e (i-3)!

k H= k

p- ]+k 1 Kk (%)
a3)C 2 Lo (T )f

k=0 220 L
(33.20)
Destas expressoes obtemos as matrizes IDO, | 1
como
omids e se & %3
(133.21)

oyl LItk
X=0

se %=

Badiisi 0 se & < j

(33.22)

Y71 n-1 p-jek
15

__+

(g=3)!  x=0
p-j+k ;. 0 _k (%) 1k (%)
T fas c, fO + ajk c, f }

,1,...,p_1 (33.23)
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Podemos resumir o algoritimo como

Especificar o grau do polinomio a interpolar, a ordem da

equagao diferencial e o numero de variaveis.
1
A e
d . J
Calcular bi e ci por meio de 3.3

Calcular os coeficientes a?k e " pelo item 3.2

Calcular as matrizes [31 e JDO por meio de (32.21) e
€32.22)

-1
Obter /A = [Df IDo

Especificar os valores iniciais
L
f( )
(9]

fiz) da fungao de entra

Especificar os vetores de
da.

-1
Calcular F e IB = 1D, =3
Calcular ;l por meio de (31.5) .

=+ s . . . ~ .
Usando r, como valor 1nicial da iteragao seguinte, voltar

ao item 3.
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CAPITULO 4
EXEMPLOS

4.1 SISTEMA OSCILANTE AMORTECIDO COM ENTRADA EM DEGRAU

41.1 Formulagao do problema

Para exemplificarmos e compararmos o método considere-
mos um problema simples, cuja solugao teorica € conhecida. Seja

o sistema massa-mola-amortecedor, regido pela equagao
R4 b2+ = £(t) (41.1)
Consideremos uma entrada em degrau, ou seja

10 -t
f(t) = 1ou(t) (41.2)
=1N() t <0

onde u(t) € o degrau unitario em t, =0 .

Suponhamos que as condigoes iniciais sao todas nulas.

Identificando com (21.1) a expressao (41.1) temos:
M= 1 £ =10 u(E) v o=.x (41.3)

Com a finalidade de comparagoes vamos resolver o pro-
blema nos seguintes intervalos:

a) t, 0 t; =1

DyREt E=H0 t#=83 (41.4)

i

) tO 0 tl = 20

41.2 Solugao tedorica do problema

Aplicando transformada de Laplace a (41.1) e levando

em conta que as condigoes iniciais sao nulas, temos {9} .
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X(s) (52 + Us +»8) (41.5)

donde obtemos

X(s) = - 10 (41.6)
s(s® + 4s + 8)

Desenvolvendo em fragoes parciais, e considerendo que

as raizes da equagao caracteristica sao - 2+ 2j e 0, temos:

K K_ K
X(s) = & + = + (41.7)

(s 492 = 219 (s + 2 * 23) s

Devido as raizes complexas sabemos que os dois primei-
ros termos fornecem solugao oscilante e o ultimo um degrau. A
solugao neste caso ¢ do tipo

x(t) = £ |K(a+ib)| e®Tsen(bt+a) + K (41.8)
a+ jb =-2+ 2j donde a=-2 e b=2 (41.9)

g 2v2

IX(a + 5b)] = X2 f =t:§%%3 = I h1k10)
s==2+2j

0
X 10

= =135 (41.11)

10

52 + U4s + 8

(41.12)
s=0

Substituindo estes valores em (41.8) temos, para solu-

x(t) = —%%5 e ltoan(2t — 135) + %9 (41.13)

A constante de tempo do amortecimento da oscilagao & t=1/2.

Para t+*» o sistema deve estabilizar em 10/8=1,25, va-
lor este que ja deve ter sido atingido apds cinco constantes de
tempo (98% do valor de regime), isto &, para t > 2,5 .
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Na fig 41.1 temos a solugao numérica do deslocamento do

problema formulado em t1l.1 para entrada em degrau.
Comparando a solugao exata obtida de (41.3) com a numé-

rica temos:

sol.exata sol.numérica erro %

t

6,145 925 5,830 491 E-01 5,132
1,005 106 9,873 400 E-01 1,767
1,166 574 1,156 928 0,826
12574022 1,252 804 0,335
1,286 010 1,294 926 0,693
1,302 829 1,302 407 0,032
1,295 742 1,296 159 0,032
1,282 291 1,282 643 0,027

-

-

L

N B H R B2 O o
- v
O oo O F N O m o

L

Para calculo do erro usamos a seguinte expressao

sol. exata - sol. numérica <100
sol. exata

erro % =

Uma sugestao para a escolha do passo e do grau do po-
linomio € que ambos sejam escolhidos de tal modo que o ultimo
termo das séries que compoem os elementos das matrizes de
(210.24) seja desprezivel em relagao ao primeiro termo das res
pectivas séries, para todos os elementos, isto &, em (210.8),
(210.11) e (210.23), no caso da equagao diferencial de segunda

ordem.
No caso da equagao diferencial de ordem p, as séries

correspondentes a essas sao dadas por (32.21), (32.22) e
(32.23).
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_F‘q...";"._;‘., B . b e e o e S

see ca*'co...o .

.

MR N N N N N N NN

intervalo t =0
equagio X + 4x + 8x = f(t)
entrada degrau f(t) = 10u(t)

; grafico x X tempo

+ . e
"\\ + solugdo exata interpolado com polinomioc do $? grau

* % % % % % % % % 0 B * & *b

DESLOCAMENTO CORRFCSPONDENTE A VARIAVEL NUMERO 0

3,657807c=03 2,636613E=02 6,749144E=02 1,229040E=01 ~ 1,889744f=n1
2.6252847~01 3,3081%22F=01 4,2160aTE=01 5,028669E=01 5,8304891f=01
6.603665£=01 7.353164F=01 B.0564413£~01 8.,712943F=01 9.319314f=01
2.873400E~01 . 1,.,037458C 00 1.0823-9€ 00 1.122085E 00 1.156924¢ 00,
1.1871145 09 1.,212939F 00 1.2347-3F 00 1.252804E 0D 1.267526F 00
1,279232¢ 00 1.284257F 00 1.294956E 00 1.299544AE 00 1.302407F 00
14303779¢ w0 1.303907F 00 1.3030¢7€ 00 1.301313€ 00 1.298973F 00
1.276159E 09 1,293007€ 00 1.2R9639¢ 00 1286154 00 1,282643F 00
1:279170E 0N 1.275795€ 00 1.272521€ 00 1.26950F 00 1.266644F 00
1.264001F Un - 1.2613H4F 0O 1.7593a5E 00 1.257T433E 00 1.255693F 00
142941665 00 1.2524481E 00 1.2517A7E 00 1.230747E 00 1.249951F 00
1.247301€ 0D 1.248183F 00 1.2483a2E 00 1.248089F 00 1.247R76E
12477053 00 © 1,247679E 00 1.247649¢ 00 1.247703E 00 1.247774¢

1 2U47A72E 00 1.247792F 00 1.248127FE VO 1.248272F 00 1.24b42%¢
1424685745 UN 1.,244724¢ 00 1.248871F 00 1.249011E 00 1.249144f
14289269 00 1.249384F 00 1.249409E 0O 1.249585E 00 1.,24G6T1F
14283747 09 1.2499314F 00 1.2498722g 00 1.249922FE 00 1.2449964F
1.249993¢ 09 1.250023F 00 1.2500%1E 00 1.25006°E 0O 1.,250082F
1250091 0N 1,250097F 00 1.250170€ 00 1.250101E 00 1.250099F
1.250097€ 09I 1.250092€ 00 “1,?500a7E 00 1.250082E 00 1.250075F

L J
-

*, 2 TEMPO

copsnentnlantonnsrs[wannnrnnnlanrsathaslnnnnnw dnlatbhounndltranmrannaontrrtrnslanavernra( et handheblhhbarhrba[Ohthanten]

0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 X 0,505

FIG u4l.1
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A
cm 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 unespth LY 18 189 20 21 22 23 24 25 Zb 21 28



0,5

L ]
L ]
"
-
*
L ]
*
*
L ]
*
L ]
*
L ]
-
L]
L ]
*
L
L ]
*
-
L
-
-
L ]
.
*
L ]
L ]
*
L ]
L ]
[

1’5 -c.lavco-o.oo;lt 2,5

intervalo t°=0 t

- LLd .
equagao. X + Ux + B8x

entrada

grifico x X tempo

interpolado com polinomio do 59.grau

3,0

degrau f(t)

g5

= £(t)
= 10u(t)

.

VELUCIOADE CORRESPONDENTE A VARIAVEL NUMERD 1.

2.375641£=01
1.511783€ 00
14510329 00
1.044737¢ 00
5.534R20F=01
2.0410756=01
1.406511E=V2
=5.949045¢=u2
"6e7959795=02
=5.011802¢g=02
=2.813R09E=02
=1.152184¢g=02
=1.904545£"03
2.184362E=03
3.000862£=03
2.374192E=03
1.414910E=013
64298776£=04
1.500313g=04
*7+09176RE=US

6.464090E=01
1,581809F 00
1,435395F 00
9.40087SE=01
4,702337F=01
1.543271F=01
=R, 240783F=n3
=h 490762E=02
*£4555434F=02
=4 ,560n62E=02
=2.,429949F=02
=9,054797F=03
“7.1691207=04
2.9410775-03
2,945131F=03
2.185416F-03
1,235009F~03
5.N90493F=04
A.B0S5261F=05
=9,252565E=05

9.665441E=01
1.609845E 00
1.347A02E 00
R.372309E=01
3.935356F~01
1.107733€=01
=2.h314n8E=02
=6.R13642E=02
=6.,23H621F=02
=4,1082a1F=02
=2.0674n~3E=1)2
“6.,RTS574F=03
2.667050F=04
2.7H5649E=03
2.0845220g=03
1.9908£1E=03
1.066625E=u3
4,016529¢=04
3.578605£=05
=1.084744E=04

1.213889E 00
1.603057E 00
1.251173F 00
70377624E'01
3.236155E=01
Te314313€=~02
=4 ,05966AFE=02
=6.951815g=02
=5.R6445uF=02
=3,662707E=02
=1«7T3304NE=02
=4,966520E=03
1.045472F=03
2.934137E=03
2.711193=03
1.795171E=03
9.088037E=04
3.061661E=04
=7.578290FE=06&
=1«19504HE=04

AV
o

11 12 |-||'|‘3”E;IC’ %

4,5

1.391963F 00
1.567942F 00
1.14923ng oo
6,426T20F=01
2.6U05127F=01
4,104717¢=02
=5.151752y =02
=6,936467r=02
=5.,4505549F=02
=3.23107Rg=p?
=1,427872F=02?
=3.315064f=n3
1.,698477F=03
3.001325F=03
2.5516321=03
1.,602164F=03
T.630471F=pu
24224985 =04
=4,287130F=05
*1.263133F=04

L 18 19

TEMPOD
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20
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valor de regime exata 0,5
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intervalo t°=D

tf=2ﬂ

equagdo X + 4% + 20x = £(t)

entrada

grafico x X tempo

degrau f(t) = 10u(t)

interpolado com polinomio do 59 grau

DESLNCAMENTO CURéESPUND{NTE A VARJAVEL NUMERO 0

.

5.008191£=02
S.407062FE=01
S.011925£=01
4.990A871E=01
5.001299E=01
44999946701
e 99998A~V1
5.000003%=01
H.000000E=01
H.000000E=0U1
9.000000E=01
5,00)0800 =01
S«000000E=01
5.000000E=V1
S, 000NN YE=0]
S.000000e=01
5.000009£=01
S5.000000E=01
5.000000g~01.
S.,00J)000€E=V1

6

2.759269E-01
4,976019F=01
S.043375E=01
4,993259F~01
5.000450F=01
S.000061E=01
4,9994R4F=01
5,.000002F=01
S.000000F=01
S.000000E=01
S,000000E=01
5,000000F=01
5,000000F=01
S.000)00F=01
S5,000000E=01
S.000000F=01
5,000000F=01
5., 000000FE=01
5.000000E=01

'5,000000F=01

8

©.4,938235E=01

10

4,7964n5E=01
S.0346nRE=01
4.99?&%!E‘U1
4,9997a5F=01
S.000020E=0U1
4,999901F~01
5.000060F~V1
5.0000n0F=01
5.000000E=01
5.0000n0FE=01
S.0000A0E=01
5.000000E=01
5.0000n0C=01
S, 000000E=01
5.0000p0E=V1L
5.,000000E=01
5.,0000n0E=01
5. 0000n0E=01
5,0000n0E=01

12

5.941790E=01
4,822911E=01
5,012674F=01

5.,001027g=01

4,99960 =01
S.000047E=01
4,999999E=01
4,999999g=01
5,000009E=01
5.,000000E=01
5.,00000NE=01

5,00000)F=01

5,000001E=01
5,0000UNE=01
S.000001E=01
5,00000nFE=01
5.000001F=01
5.000000E=01
S.000000E=01
S5.000007E=01

1y

FIG u4l.3

16

5.89630n£‘01
4,927364F=01
4,99622R8g=n1
5.,001901F=01
4,9977537=01
5.000007F=01
5. 00J003F=p1
4,999999¢=01
5.,000000F=01
5,000000F=01
5.,000000¢=n1
5.,000000F=n1

5,000000F=01

5,000000F=n1
5,0U0000F=01
5,000000F=01
5,000000F=p1
S.000000F=01
5,000000F=01
S.000000F=01

18

X

TEMPO

mawbnnhr(avdwnsdratannwbann]dndonhds(dnanwn dhThbbdannbnwbabbrwbnlondtdodbrn[sdabnbtnbalobrdanbbdra(draanbdddToddoantda]
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VELUCLIDADE COHRESPONDENTE A VARIAVEL

74626779£=01
=2,563856E=01

2.900332¢~02.
=2,705724E"01

=0 e854979E=04

Ba162625E=05
*5427.)59AL=U5
=5e622423E~07

18537 16E=07
“2,03523%2=01}

145519210

3.055202¢=1)
=1.013634¢~10)
=2.910383g"11
=2.,9103833:=11
=2.910383E~11
=2.910383g~11
-20911J333t"-11
=2,910343~11
=2.210383=11

intervalo t, =0

equagdo ¥ + Ux + 20x

entrada degrau f(t)

grafico

x X tempo

tf=20

f(t)
1ou(t)

interpolado por polinomio do 59 grau

8 10

1.253520€ 00

T®1.,547297F%01

3,500447F=03
?.1437196=03
=04,155624F=04
3,091237E=05
2.20532HE=06
~9,.,07906H8F=0T
1.111939€=07
=2.415618F£=09
=1.584159€=09
2.7643K4E=10

~5.8207hKE=11

=2,910343€E=11
=2,910333=11
=2,910383F=11
=2.910343F=11
=2,710393F=11
=-2,210383r=11
=?2.910383F=11

12

B8.164248E=01
-2.3?3975E-02
=9,6980n5£=03

2.098140£=03

=1.758746E=04 °

=7 HB65441E=06
4.3924-TE=VE
=5.8700aTE=0T7
1.963053g~08
T«0U3127£=09
=1.5425n3E=09
B8.73114%9-11
=2,9103n32=-11

=2,9103n3E=11"

=2.9103n3g=11
=2.9103a3g~=11
=2.9103a3¢g~11
=2.,910343g~11
=2.910323g-11
=2.2103n3g=11

1y 16

NUMERD 1

1.944379g=01
4,291401E=02
=1.050652E=02
9,800522E£=04
2+297TR48F =05
=2.1133B5=05

3.069043F=06
=1.368317FE=07
=3.143214E708

T.552440E=09
=T«421477E=10
=5.8207AAE"11
-N.000000E 00
=2.910381g=11
=2.910383g=11
=2.910383E~11
=2.910343~11
=2.210303E=11
=2.910333e~11
=2.910383E=11

FIG ul.4

10 11 12 Unesp
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18

=1,845249¢=01

S5.217461F=02
=5,369652r=03
=3,10859Rg=05

9,958490F=05
=1.589784£=05

8,733763F=07

1.353910F=07
=3,776222F=0R

3.812602E=09
=1.455192F=11
=1.018630F=10
*1,4595192F=11
=2.910383F=11
=2.910383Fr~=11
=2,9210383f=11
=2.,910383F=11
=2.910383g~11
=2.,910383F=11
=2.910383fF=11

TEHPO

20

22

23

hhbhhhhhh [ hbdd]

24

25

26

27




equagdo X + Ux + 20x = f(t)

entrada degrau f(t) = 10u(t)

grafico x X tempo
interpolado com - polinomio do 59 grau

atatansgenteandtonnae

* % + % ¢+ & & ¥

DESLOCAMENTO CORRESPNNDENTE A VARIAVEL NUMERO O

*
-
L ]
*
]
-
-
]
*
-
-
*
*
*
*
L ]
w
L
L

14340132€=01
1.077517€=01
2:95799AE=01
He6605A4E~01
SeTAROUE=U]
6.037200£=0U1
S.076402g=01
5:898228E=01
S5.126R03E=U1
4.812173g~01
Yo lf37TTTE=VL
WeAYRAZIE=01
H488:)990E=0)1
U,9A1002E=01
S.0L7572=01
5.042603g~01
S.042143(~01
5.,027922E=01
S5.010911=01
4.993015£=01

9.,A8A095E=03
1,826993F=01
3,335660F=01
h,.92%444r=n1
5.321012F=C1
6,035799%c=01

5.809675F=01

S.4179Y73F=01
5.0657830F=01
fh,851d5Tg~01
4.,780261F=01
4 ,51H439FE=-01
4,.8B978N3FE=01
4,974721F=01
5.025058F=01
5.0842116=01
S,040007F=01
S,02a0a547=01
S5.0070865C=01

h,994209F=01 -

2.5920%8E=02
1.798279g=01
3.69894BE=01

5.1649/1E=01

5.912434g=01
6.016671E=01
5.736501E~01
D 339!)?2E"01
5.0105n3E=01
H,82750~u1
4, 78IB22E=01L
“-b32515£‘0!
4,91442E=01
4,957311E=01
5.,031256E=01
5.044848g=01

-5,037423g=01

5,020959F=01
5.N005032e=01
4,994676F=01

4,831183g=02
2.13247T3F=01
4.,013261E=01
S.37540nE=01
S.977662€=01
5.942169g=01
S«697111E=01
5.264437E=01

4,961505£=01

4,509011€=01
4.7891279FE=01
4,54d169F=01
4.930694E=01
4,99B641=01
5,036204E=01
5,044675E=01
5.0344n80FE=01
5,017501E=01
5.002430E=01

A.993409E=01

7.594750F=02
2.571469F=01
4,364780€=01
5.553552g=n1
5,018560F=n1
5.934643F=n1
5¢57/9103r=n1
5,193227¢=01
4.915693F=01
4,795884ar=01
Ue7965u41F=01
4,864331F=01
4,946274g=0!
5,008780F=0n1
5.039967g=n1
5,043733F=01
5,031293F=n1
5.014136F=91
5.000092F=n1
4,992400F=n1

&% * % % % 1 % % % % % & % » &

; TEMPO
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FIG u41.5
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tf=3

% + 4% + 20x

intervalo t =0.
equagao £LT)

10u(t)’

entrada degrau £(t)

griafico x X tempo

interpolado com polinomio de 59 grau

}“!Lll"i‘}l‘"’
]

L]

.
[N R N R N NN N NN NN N] TE"FU
*ﬁOii*t*ltiii.tti*l*i****iiiI**iﬁ*il*ix*ﬁ*iit**.riti*‘i*it[ittt**i**l*ﬁi*it**tI.iﬁii***i[***ii*ii*liit*i**it[**i*tit*.[

0,30 0,60 0,90 1,20 eeslsS0 1,80 2,10 2,40 2,70 3,0

. L L

L] LN

B % % % % & % * 1 % % % % % % % % % 1 % % % % % % % % %

VELUCINADE CORRESPONDENTE A VARIAVEL

144597 31E=01
1.106A81E 00

1.264204€ VD

9.310329¢=01
2,407217€E~01
24719275E=02
=2.073979E-01
=2+,6662906£=01
=2.105717¢~01
=1.102039=u1
=1.892927e=02
3.713426g=02
554094302
4,701435£~02
2.685312E=02
6.955044¢E=03
=6.203853£=03
=1.132605E=02
=1.036644¢~02
=6.40730hE=03

4,118245F=01
1.194361E 00
1.225389F GO
8,35189dF=n1
3.4n74A6F=n1
=3.516071F=0n2
=2,318374E=01
=2 A2PHORE=Q]
-1,919643F=01
=8,9936467F=02

=U4,5372h2F=03

4,35R435¢=012
5.53h738E=-02
h,316bAR2E=02
2.2560062€=02
3.67A128F=03
=7.841216FE=03
=1.152619E=-02
=9.715251F=03
=5.503725€=03

FIG 41.6

6,402159E=01
1.251258E 00
1.1698a4F 00
Ta3772306E=01
2.5751n7E=01
-3, 978906F=02
=2.194K3g~01
‘2-5391'\?E‘Ul
=1,721733E=01
=7.05230Eg=02
Ra299540F=03
0,A5068F=02
S.8641134E=02
3.9577q4E~02
1.8363R2E=02
7Toe114UaBE=04
=9,.1562:8E=03
=1.150810r=02
=1,9724c1F=03
=h61756E=03

AYA".‘Y

unesp “

18

NUMERO 1t

B84314793E=01
1.279994F 00
1.100834AF 0O
6.377705E=01
1.,740197C=01
=1.366307E=01
=2.608064E=01
=2.421053E=01
=1.51664AE=01
=5,20634AE=07
1,992321E~02
5.210315E=02
S5.2607T09E=02
3.54U4667E=02
1+433775E=02
=~14928933E=03
=1.0153049FE=02
=1.12086U2F=(2
=3,1584603C=03
=3.744431E=03

9.865498g=01
1.283374F 00
1.019947¢ no
5.,382128F=01
9.7U5122¢=02
=1.757657e=n1
=2.663329p=p1
=2.,2T46Tag=01
=1.308779F=n1
=3,441251¢=0?
2:912850F=0n2 .
5,435410F=02
5.,010022F=02
3.,117526f=p?
"1.09195nF=02
=i, 234558F=p3
=1,007939¢=n2
=1.0089841r=n7
=T.296772g=03
=2.913759¢=n13

22 23
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" DESLOCAMENTO

3.731942F=05
3.560751E=u}
1.174006E=02
2e223T7T151=02
Je237541E~02
3.98 3048 J7
4,312072e=02
e lRA/387E=02
3465175402

2:943714=02

2.184%"2!,“02
1e36 1484p=02
1.2149015¢=~02
12063291 ~02
1.4940)5¢=02
1.974930.=02
2+262243£=02

3.061067 =02 "

3-3all‘t‘))’v__-32

3.4663387 =02,

3.31/854E=02

2,339341E=04
4,RB23N1F=03
1.374294F=02
2.1437637E=02
3.111319E=02
4,085324E=02
4,3272612F=02
h,1127336~02
3.547407F=02

tf=0,5

— —— sl

intervalo t°=0

equagao X + ux + 400x = f(t)

entrada degrau f£(t) = 10u(t)

grafico x X tempo

interpolado com polinomio do 59 grau

2.791661E=02 -

2.139573E=02
1,466342F=02
1.139055F=02
1.243143F=02
1.580921€=02
2.1073081F=02
2.671599F=02
3,142144F=02
3,415296£=02
3. A56213F=02

I E NN RN NN

CORRFSPONNENTE A VARIAVEL NUMERO 0

7701620FE=04
6.3915c1E=03
1.581341€~02
2.647940F=02
3.578581g=02
4.1693~9F=y2
4,31494p=(2
4.0238452g=02
3.405359¢=92
2.A3408a8F=02
1.9062AHE=p2
1.385225¢=02
1.173637g=p2
le291171g=02
1ah79180E=02
2.221449E=02
2.777003g=02
3.215243€g=92
3.4450n6F=02
3.432840E=02

1.486463F=03
B84047608E=03
1.793415F=02
2.852615g=02
3.728862F=02
4,235409ag=0p
44239419g=02
3.921361E=02
3.2571A3E=02
2.4797645FE=07
1.781059F=0p
1.316351g=02
1.171644ag=pn2
1.350204E=02
le779664g=02
2+336093g=07
2eBT7TS54E=p2
3.279R853F=02
3.461994g=02

‘304026635-n2

TEHPN

-

2.421182r=03
9.338573F=n3
2.0062605-02
3.049749p=02
3.868040F=pn>
4,203031c=pn>
4,24n718r=0D
]aai}ﬁaﬂ'?F'q?
3.10ﬂﬂ2);-op
r- 32’976;"’(]-2
1.665500f=pp
1.260499F=92
1. ]’1&837:--02
1,419447 =2
1,80530%¢=9p
2.8509040; -0?
209’26”UE-”?
3.3354615=p>
30“69”55;{”‘.2?_
3.364153p=57
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=0,5

IR

intervalo t°=0 te
equagao ; + 4x + 400x =
entrada degrau f(t) =

grafico % X tempo

-
L]
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-
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-
L
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-
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L ]
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-
L
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*
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L
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W

*
L
L
o
-

&

*
L]
*

£(t)
10u(t)

interpolado com polinomio do §¢ grau

0,30.

VELUCIDADE CURRESPONDENTE A VARIAVEL

s 2.483812F=02

2.4T4a043E=01
3.911510E=01
4,30)R832c=01
3.6510472=01
2.212132e~01
349523991 =02
=1,341111E=01
=2.599754£=01
=3,132904g"01
=2.8R33755=01
=1.9d49133¢~01
=7 14725702
5049307 (=02
1.654061¢=01
24224A547=01
2.219003:5=01
1:695845¢~v1
842908815702
= led929827"02
=9.797935£=02

FIG 41.8

L]
tﬁ*i]ti*t*tt*ﬁItﬁ*ititiiIﬁﬁ*it*tt*liittﬁtk*

0,35

0,40

7.356702E=02
2.836676E=01
4,97A8022E=01
4,249035F=01
3,49149y535=01
1.86u4%42F=01
2.7240859€E=03
=1,501552¢c=01
2. 7T6%076F=01
=3,144130F=01
=2,750736¢=01
=1.,751213F=01
=t ,d43A22TE=02
B, 056086E=02
1.A15133¢c=01
?2.2694%945=01
2.15132065=01
1.5440006£=01
£.38237yF=02
=3,36044T7=02

o 11 12 UNGSP "5 17 1%

.- TEMPO

o,us .

1.206072g=01
. 3416404TE=01
4,196511€=01
4,1563929g=0C1
3.149742E=01
1.505076E=01
=3,337285e=02
=1,919845£=01
=2.907649E=01
=3.124C»9F=01
=2,5919llf=p1l
=1.5065%21g~01
=1.,734Y03g=02
1.0731s6E~ul
1.95119€~01
2.290972€=01
2.064027E=01
1.378820E=01
4.370620FE=02
=5.,169592€=02

NUMERU 1

1.655228E=01
3.45367TnE=D1
84,276297E=01
4,02429uE=01
2.RA58644E=01

1.137679€=01 -

=6+.842505E=02
=2.173554E=01
=3.014715E~01
=3.,073422g=01
=2.410452€£=01
=1.248969E=01
9.299153F=03
1.245581g=01
2.05515nE=01
2423937 0E=01
1.954340F=01
1.,20334 =M
2. 374315F=02
“6.B8973I5E=02

22 23

t{*itnit*it1itttootﬁt]

0,50

2.079116¢=01
3,703382¢=01
4,31v2208~01
3.855063r=n1
2.545021r=01
T.066T62F=072
-1,02106AF=01
-2.4007b25 =01
=3.039837¢=01
2.9 341301
=2.2037235=01
=9 ,BUu922Fr=0?
3,542854F=07
1.481082f=p1
2.,15647SF=n1
2.265154p=n1
1|;‘jb?2"f-ﬂ1
1.01908576=11
4,33396%5¢=p73
=8.49985R¢=02

20, 26 27




tf=l

X + 4x + 400x = £(t)

L I I B O

intervalo to=D
equagao
£(t) = lou(t)

entrada degrau

grafico x X tempo

interpolado com‘polinamio do 59 geau

* & % & & % % W

JESLAOCAMENTO CORRESPONDENTE

A VARIAVEL NUMERO 0

*,

1.484454E=04
14273937£=02
3.326520E"02
4,314262¢-02
3.615004E=02
2.110049E=02
1. 2028576E=02
1.54107=v2
2.,617009E=02
J4UQUBIE=Y?
3,291065£=uU?
2+3542650£=02
1.8940301=02

"1.8679635=02

2+373322€~02

2.892640E=02
2.990h205=02
2:661987L=02
2¢257T930=02
24129847 E=02
2+332455€=02

1,117088E~=03
1.687193E=0n2
3,550434F=02
4,303040FE=02
3.331531F~-02
1.H431R0F=02
1.171974€=02
1.729133€g~-02
3.454035E=-02
3.1716810E=02
2+380898F=02
1.332607¢=02
1.939868F=02
2.890466F=02
2.953144F5=0n2
2.951055€=02
2.573464dp=02
2.720309%38=02
2147273 1=02

2.981005E=03
2.116041E=02
3.924375E=02
4,217942E=02
3.02667TE=02
1.6124n3E=02
1.1942~2E=02
l¢9399ﬂ?k-u2
3.017225F=02
3.468B2A2E=02
3.030501€=02

. 24230103E=02
10?09674E-02 =

2.0308n48g=02
2.611076E=02
24993526E=02
2.695415g=02
2.4859n1E=02
2.162014g=02
2 1?‘”-:95-1}2

5.632512E=03
2+543029€=02
4,128067E=02
4,069061E=02
2.7T13194E=02
1.425439FE=02
1.2665533g=072
2+.154341E=02
3.179114€=02
3.443977€E=02
248B74175E=02
2:095RU44F=n2
14775401E=02
2.1365087g=02
2-?157?’5-0?
3.01311nF=02
2.,R26503=02
2:401631E=0n2
2.135759g=02
2+221609€=02

TEMPQ

H,93684RF=01
2.951605=n?
8,260147F=0?
3.B864693; =02
2,40367T1F=n?
1.207762F=0?
1.30433%c=n?
2.393131r=02
3.30R120r=02
3.303811F=02
2.79263r=0>
1.94260%p=(2
1.814831g=02
2.252386F=02
2:.8136975=072
3.011844F=n?
2,747543Fr=0>
2+324855F=¢2
2.124751F=02
2.,21362%F=02

L S S e e S T R S Rt et e R R R R R T R R SRR R ST |

0,10

0,20

0,30

0,40

0,50

10 11 12 llr1(assi) mr6 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

0,60

0,70
FIG 41.9

0,80

AVA
AVAVAY

059N FNGSE X

0.100




intervalo t°=0 tf=1

- e
equagao X +

entrada

L]
>
L]
; »
: : | grafico x X
[ ]
L ]
-
&*

= 0,179

*
Wy

*
*
L]
*
*
* -
L] .

-

0,60 0,70

0,10 0,20 0,30

0,40 10,50

*
*
*
*
*
]
-
*
L

4,9273914gE=02
3.996330g=01
3.534531e"01
24109014£=02
=2.6%93930E"0U1
=2.817031¢~01
=5.791927¢=02
1.737623E=01
2.18000473=01
7+312584g=02
=1.069949£=01
~1.65252(£=01
‘= 7a5312069E=02
6+ 107655£=02
1421451701
7eu06649E=02
=3.u72077¢=02
=H 7H637HOL=L2
=hel29537F=02
1e144039E~02
6.134321E=02

FIG 41.10

AVA
AVAVAY

L, unesp™®

titillltll-tt"
1 ]

degrau

ux + L0OOx =
£0t)

tempo.

- - - - * 'S 2 &1 L'XE ] - - * L 2] L X ] * x LA R A ir*tt*i** *]
* -k *l LE ] I ] * I I** W S CITIZEITE AR 2 A * -
LR * ek el 'S 22222 * ST L2 Y 1

0,80

£(t)
= 10u(t)

interpolado com polinomio do 59 grau

X
.

0,90 ¢

1,431815€=01
4,2396125=01
3,005410F=01
=5,0959347=02
=2.,962771E=01
=2.502271c=01
=4,000/42=03
2.009264E=01
2.0120685~01
3.382216E=02
=1.314552=01
=1.572262¢=01
~4,730305E~02
R,211387¢F=~02
1.195428€=01
5.055597F=02
=4,802942¢=02
~8.,8409605=02
-4,814913F=02
74222595Fr=02

6 17 18

2.278114E=01
4,307671E=01
2.3795n4E=01
=1.1681929g=01
=3.112971g=01
=2.099728E~01
‘.0795946E-02
2-191?11E-01
1.767031E=01
=5.319%s2£=03
“1.0991a1F=01
=1.0337a6g=01
=1.H53529F=02
9.911730E=02
1.128449€=01
J.ocu612(=02
=6,2708219E=02
~8.646Qn6E‘02
=3,3b00n3E=02
J.748543F=02

19 20 21

TEMPO

t.***ﬁt*tI*it**i**tf‘*iii’iﬁil
.

1,00

VELOCIDADC CORRESPONDENTE A VARIAVEL NUMERD 1

3,002200g~01
4,294717€=01
1.5353028=01
=1,73184nrE=01
=3,135624E~01
=1.63097nE=~01
9.600393E=02
2.241399€"~01
1.462009E~01
=l ,271914E=02
=1.617942F=01
=1.2445510E=01
9.828633g=03
1.115805E=01
1.019034E=01
9,060593g=03
=7.450335E~02
=R,01332 =07
=1.B65423F=(2
447798689E=0?

22 23 24

3.5305633:-01
3.941489F=01
9,923R25¢~02
=2.238541r=n1
=3,034855F=01
=1,116824r=01
1.3‘]42lq|'-'-ﬂ1
2.£78377r=01
1,111792r=n1
=Te?320605=02
=1.0662830r=01
=1.914181F=01
3,48963% =02
1.19194u4f=pn1
8.760882¢=02
=1,1456195~n?
=H,285313fr~n2
=7 .72/70330F=07
=~3,373247%r~03
5.5340178=02

20, 26 27

28



4.2 SISTEMA OSCILANTE AMORTECIDO COM ENTRADA EM RAMPA

42.1 Formulagao do problema
Seja o sistema massa-mola-amortecedor

X + bk + 8x = £(t)
Consideremos uma entrada em rampa, ou seja
f(t) = at (42.2)

Suponhamos que as condigoes iniciais sao todas nulas.

Do mesmo modo que no item anterior usaremos os inter-

a) t
o
b)) +t

; o
c t0 1 20

42.2 Solugao tedrica do problema

Aplicando a transformada de Laplace a (42.1) e consi-
derando que as condigoes iniciais sao nulas, temos

X(e)l (e 4+ s & 8) = L

S

donde obtemos
10

+4s + 8)

Desenvolvendo em fragoes parciais temos

X(s) =
52(52

K K.
X€s) = L E +
(s + 2 =-23) (s + .2+ 23)

A solugao neste caso e da forma
1

x(t) = — |K(a+ib)| 2% sen(bt+a) + Ky + Kyt
b

AVA
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 lj'1(e£;FJ'm.l 12 13 14 15 1o 17 18



onde a+ jb = =2 % 2j

10

s?2 |s=-2423 |(-2+2%)

|KCa+3jb) | =

= 3 K(a+jp) = 3 =2 = &2 90
_Ll.j

-10(2s+4)
2 " 2 W
s +4s+8 s=0 S +Us+8 s=0

Substituindo (42.8) a (42.12) em (42.7) vem

o S
x(t) sen(2t + 90) - — + — t

8 8

AL
AVAVAY

3 4 5 6 7 lIIIGESSFJ ’

(42-10)

(42.11)

1 12 13 14 15 1o 17 18



- J )
L ]

*

u

L

.

L]

*

*

*

*

L]

L

-

L ]

w*

*

L]

-- 3,483
*

L]

L

L

L

*

L

*

*

-e 2,322
-

L

-

*

L ]

L]

b

*

L]

-- 1,161
*

*

*

*

L

*

*

*

- L N N1

intervalo t°=0 tf=5
equagdo X + 4x + 8x= £(t)

rampa f(t)=10t

entrada

grafico x X tempo

interpolado com polinomio
sol.exata  sol.numérica erro %
1.0 6,016 150 E-01 5,898 004 E-01 1,96
1,5 1,238 938 1,219 194 1,593
2,0 1,893 408 1,867 571 1,36
5,0 5,688 111 5,624 976 1,109
& :
+ 8olugao exata .. At
.0 /
.4.

1.954013€

-

" .8
LA
.
do 59 grau oo
oo DESLOCAMENTO CORKRFESPONDENTE A VARIAVEL
2.040854¢=04 1,551177€=03  4,971819E=03

3.409159£=02
1.6072469¢=01
3.774703E=01
6.6156K4, =01
Qe TOAARE=01
143047348 DO
1.633235¢ vo
99
29
JO
D0
J9
v

2.273645¢
2.594234§"
2.9121213¢
3.227314F,
3.542001¢
3.897625F
4.173031¢
444308580
4.504215,
5.119R8A¢

544355069F

09
0
un
[P

. 2.022847F

),

V)

5.121787¥=02
1.278605F=01
4,313427F=01
T.2232248F=01
1.042130F 00
13700377 0O
1.49851348 00
ny
00
00
no
00
no
0v
00
0o
no
0v
nn

2.342362F
2455951 1F
2.,975193F
3.290333F
3.609%4 349
3.920m9 3¢
4,235131F
4,951702F
N NAT 3ndFE
S.183924F
S H9ATOSF

*11075929¢C

7.251124E=02
243b5455%E~01
4,8652158~01
7.351?‘?“E“J1
Un)
00
D)
09
a0
00
09
0aQ
09
09
090
00
00
0o
00

1.436446F
1.763671¢
2.0847 13K
2.405948E
2.722758€
3&{]3%9JI2E
3,353346¢
J.663471F
3.9637/TE
4.997247€
he614857TF
4.,9304al1E
5.,24610¢
5.5613,41F

T

NUMERD O

1,118817E=02
F.790762E=0?
2.825462F~01
S.431833E=-01
8,438495E=01
1.173141E on
1.502162E 00
1.828623F 00
2,159435E 0n
2. 4A947S5F 0N
2+ 735893 00
3.101277E 00
3.,415352F 00
3.731515F 00
4,016B40F 00
4.362347E 00
4.,4677954€ 00
4,973A14E 00
54309297 00
S5«62497T6E 00

EHP0

2.073R860g=n2
1.273525F=n1
3,296091F=n1
6,016151F=01
9.124630r=01
1.23893R”F 00
1.567772F oD
1.873404F 00
2.,214897¢ an
?2.5328%4r g0
2,849027c 10
3.164381F 00
3,479380¢ 00
3,734567F pn
4,107934c 00
4,425452¢ po
4,74104ugr 9n
5.,0567325 no
5.372433¢ 90
5.608111F 00

—makhR kb N Il N N T R I N T e I T T I T I T I T T T T
- i

0,

50 1,0 1,5 2,0 2,5

3,0

3,5

4,0

FIG u2.1
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0.50

A
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FONCAU .

"
Ses et st aran

-
-
- sese . T N N R
*
*

- 1,086

intervalo to=ﬂ tf=5
equagdo X + Ux + 8x= f(t)
entrada rampa f(t) = 10t
grafico % X tempo

interpolado com polinomic do 59 grau

TEMPO

senbnnpTadndannan [ ovnwdant[wnbnadmnaloranad suelhohnptdtnwrotrasrelonrtotrnnlaratarenalorhosntrrloccorrnrnlabvtnasss]

0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0° 3,5 4,0 4,5 g 5,0

*
*
-
L
-
*
L]
L]
L]

1]
]

VELUCIDADE CORRESPONDENTE A VARIAVEL NUMERO 1

1.191663g=02 4,409053c=02 9,334234g-02 1.545932€=01 2.248454Fp=01
3.011565¢=01 3.3101%0F=01 4,622846E=01 S«432253E=01 6.,223950=01
698601 E=01 7.T11401F=01 8,392020E~01 9.,023BR0E=01 9.606827Rc=01
1.0131928 e 1.,060673 00 1.102941€ 00 1.140225€ 0N 1.172698F 00
1+230A57E ©1,221412F8 00 1.,244273E 00 | 1.25%50643E 00 1.273806F 00
1.2384122¢ 0. 1,2791922F 09 1.297521E 00 1.301229F 00 1.303297 00
1.304012F 1.39235939F 00 1.302273€ 00 1.30022AE 00 1.297626E 00
16294A29E Ut 1.291344F 00 1.287948E 00 ° 1.284393F 00 1.250836F 00
12778060 0f 1.274154F 0V 1,271008E 00 1.268042€ 00 1.,265290F 0o
142627535 00 - 1,2604855F 00 1.254930F 09 1.236537E 00 1.25489A8F nn
1.253074¢ 1.252247F 00 1.7512n2€ 0O 1.230327E 00 1.249605€ 00
1.249023: 0. 1.24356A% 00 1.243243¢ 00 1.247967E 00 1.247799F 00
1.2477013¢ 1.247657E 00 1.247600¢ 00 1.247734€ 0N 1.2647819F 00
1.247939F 1,244054F 00 1.24431a8F 00 1.243347¢ 00 1.248493F 00
142444859EF 1.,244793F 00 1.208942E 00 1249077 00 1.28920RF 0N
1.2493249¢ 1.269430F 0U 1.243599E 00 14249629 00 1.249710 00
14249792¢ 1.2474494F 00 1.249308E 00 1,249941F 00 1.249982F o0
1.250014¢ 1.2592030F 0D 1.25000E 00 1.25007AE 00 1,250067¢g on
1.250095¢ T 1,250099E 00 1.2501A71€ 0O 1.,250100E 00 1.,250098F 0o
14250095 V! 1,250094F 00 1.2500a5€ 00 1.250078E 00 1.250072F 00

T % % & % % & % # % 1 % &% & % % % % % &

FIG u42.2

A
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I+ + 3 & & #

* % & % % % % ¥ #»

L]
]

*

-
L4
*
L
L
*
-

intervale t°=0 tf=Jn
equagio X + ux + 20x = f£(t)
entrada rampa I(t) = 10t

grafico x X tempo

interpolagao com polinomio do 5° grau

OESLOCAMENTO CORRESPONDEMTE A VARIAVEL NUMERD ©

5.5480387E=~05
1.1043611£=03
64235597 ¢£=03
1.(’“?0-"-(}["0.’
3.5TH649¢=02
Helll1Ad4S5E=02
94245513702
12975345¢=01
1« TUYRYIE=01
2+ 144251E01
2595949F=01
JJUAIA41E~0L
3.490277E=01
3.931243E£=01
1e3532176~01
HeTHN297E=U1
5153253g=01
5¢534020E-01
5905212601
e 269661E=01
6e039134E=01

4,364286E=05
1.724236E=03
7.9UR625F=03
2.055130£=02
Ba0P7585F=02
6.,698004E=Q2
9.991557€=02
1.378978E=01
1.795514F~01
?2.235497F=(1
2.6856510F=01
3.139374¢=01
3,5583479g=01
4,01A815€=01
4,435820F=01
4,R39971F=01
5.230310F~01
S.603941F=01
5.9765549F=01
6.341991E=01

1.4499A0E=04
2.5298,5E=03
9.6208=-7£~¢3
24391943602
4,507616E=02
7.31091g=02
1-[371&-1:‘1['01
1.8059606E~(G1
l.ﬂﬁ?f‘r.SF_"l}i
2.375177E=01
2.777028F=01
J,228137e=01
3.6712n2E=01
4.1018nHhE=01
4,517d25E=01
4,9190a8€=01
5.306803g=01
S«.£E83un3F=01
6.0516n0E=U]
641410 3E=01

3.382013 =04
3.53496564E~03
1.21€6053E=02?
2.7T57T6HAE=02
5.0153H81g=02
Te947232E=02
1.145729g=01
1-541“?""E—\)|
1.9590.376=01
2.015202F=01
2+BATAUIE~ND
3.317563¢=01
3.75842ng=01
40146?0?[-01
4,599231E=01
4,9976A5FE=01
5.333024F=01
S«757707E=01
6.124507E~01
6443625901

6, 498287 F=0t
1,770059c=0n3
1.86752SE=02
3.152307F=0n2
S.55n264F=p2
Be60aTIHF=02
1.221783F=)1
14625317F=0n1
2.057533r=n1
?2.20U%4BTe~n1
2:95107TAF=01
3.4U6624F =01
3.845107¢=01
4,27u012F=01
4,680055r=01
5.075715¢ =01
5.“51?3“{“u1
SeB3iANT =
ha 1Y /ITHFE=n1L
645090234 F =01

srens TEMPO
R R A e R e s AR R A R e A R R N A R R T |

0,15 0,30 0,45 0,60 0,75 0,90 1,05 1,20 1,35 -X 0,159
FIG 42.3

B % &% % &% % & #* & % 1 % & % &% % % * #
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* * % %

EEEEEEEE N
]

1 % & % & #% & % & #

* % + % % % % % % [l .a % & & * % % ¥ ¥

1]
1

-t*itt*ilii*tt***iI*\iﬂ**t t*l****&**t*:t LA B i{tﬁ** *ﬁ&lﬁ*o******[bﬁ****ﬁ* } LR R 25X {fﬁ#*ii*wg’ IEE T ET IR EERE &L E R RN E T
* LE + * % d w ] & Y # I 1

1,05

0,15

0,30

0,45

0,60

.
.....0.".....‘

intervalo t°=0

(R RN

LR R NN

t::hb

equagao x + 4x + 20x =

entrada

grafico

rampa

-

x X tempo

£(t) =

DR

£(t)
10t

interpolagao com polinomioc do §¢ grau

0,75

10,90

VELUCIDADE CORRESPONDENTE A VARIAVEL NUMERO 1

1.102422g=013
3.35795%¢£=02
1e¢053319E=01
1Y54321¢~01
24917933¢=01
3.82939/ =01
4e0l1/7191£=01
"5.237723g=01
Set74545"0]
549331976-01
A0 34055 =01
5. 01 )AR%E=01
54635295:=01

- 5.723767E~01

9e520935¢=01
5«3303581E~01

T 5.152954¢=01

S« 0UH793E"01
B BY7PSHE=0

Tl feB20990E"=0]

49791149F=01

4,313881=03
4.730120E=n2
1.,227322¢=01
2.149384F=01

'3.106947 =01

3,999600F=01
4,755574F=01
5.3396905=01
S.7H00356=01
5.7965213E~-01

6.039093FE=01

5.99377375=01
5.8k4512r=01
S.685%512F=01
S.065900F=01
5.292483¢F=01
5.120950F=01
4,981934F=(;1
4,R30687FE=01
4,817170E=01

9.5121n6E=03
5.0320n5€~02-
1.402955€E=01
2.341723E=01
3.293248g=01
4,1624n6E=01
4.886946E=01
S5.434647E~01
5.793479e=01
5.9911g1g~01
6,038452=01
5.973%44€=01
5.931654E=01
5.646401FE=01
Se447971E=01
5.2562120E=01
5.090278g=01
44,9586 n1E~01
4.h65029€=01
4,808751E=01

10 11 12 UneSp

1.654447F=02
7.450117E=02
1.5348055€=01
2453456001
3,476093E=01
4.320339E=01
5.011207g=01
5.52193nE=01
5.H8500331E=01
6.011251E=01
64033310E=01
5.950165E=01
5.79707%E=01
5.606920F=01
Se)7T6VAE=01
S5220709€=01
S« 060990EFE=01
4.936R09E=D1
4.850891¢=01
4.8015%9€E=p1

FIG u2.4

1,20

2.527798¢=02
8,971381r=02
1.759542F=91
2.72683857=01
3.6549725=01
4,472025¢=01
5.1281508~n1
5.601!‘5&0{"01
S5.894874F=n1
6,025766=01
ha023965F=01
5.92403ﬁr‘nl
5.761035¢=01
5.567903F=01
5,36U665¢=01
5.18623AF=n1
5.033157r=p1
4,9165611=01
4,8382146=01
4,795758g=01

I/
AVAVEY

(A NN R R NNNN]

TEHPD

1,35 B

a

.

A
“y6 17 18 19 20 21 22 23 24 25




intervalo t°=0 tf=0,5

equagdo X # 4X+400x £(t)
entrada rampa f(t) = 10t
grafico x X tempo

interpolagao com polinomio do 59

¥ x * % % % & % * 1 % * & % % v ¥

* % % x.&6 % * % > | * ¥ * F ¥ ¥ ¥ ¥ *

I % & & % & & % » %

0,05 0,10 0,15 0,20 0,25

24071924¢=07
4+290995£=05
24475235€=01
649838792 =04
1.407331£=03
2¢33A210€E=03
30390375%~u3
Ae453367£~03
S5+435654£=03
He248733=013
6857553 =03
?-31?9515“03
Te649657E=03
79459 12:=03
Ha236052E=03
BeT322735~03
94317133703
l-UUJ&Ila{,"u?
1.085180¢=02
1el7.1008)p =02
14255334 =02

0,30

FIG

10 11 12 UneSp

1.646806F=06
fe7373557=05
3.1624456=04
Ra184667F=04
1.57853/F=03
2.540406F~03
3.506491r=03
4,6640u02%=03
5.513U135=03
6e 3d"‘3?2“'03
A.9715537=03
74390606F=03
7.707121=03
8.004073F=03
B4355304F=03
8.337544c=93
9.493710E=D3
1.017122F=02
1.102271=02
1.184751=02

0,40

AV
AVAYEY

S.516843E=06
9e93a4y3z~05
3.953129g~04
9.508570E"04
1.7574822=03
2.7T43Ra6C=03
3.822252£=03
4.865121E=03
S.733241E=1y3
64520143£=03
T.066875E=03
7445980 1E=03
T.76TH14E=03

- 3.0726n5¢g=03

Babu9248E=03
3.943713g=93
9.5d43541F=03
1.N0351248g=92
1.119496F=p2
1.205914g=02

0,45 o b

DESLOCAMENTO CORRESPONDENTE A VARIAVEL NUMERU 0

1.296740nE=05
1.395935g=04
448493958=04
1.073493g=03
1.943RAF=n3
2+950A51E=03
4,0366743F=03
5.051239€=03
S5.946135£=03
646441 0AFE=03
7+155937F=03
7.5257T07g=03
7.8260U%E=03
B.140165E£=013
8,538254¢=03
9e005522£=03
9.732440F=03
1.035159%g=02
1.136B05FE=02
1.222927gE=02

TEHPO
e L e R e L L L e s N R R e R SRR R P R |

0,35

42.5

0,050

2,50903% =0,
1.8B7959Fr=14
S.85un3ar=ny
le2455435~013
2.137071g=03
3,17478Rr=03
4,249001=03
5.251574c=n3
641013545=03
6., 7T6U5U%F=03
7.239221c=03
T.58A7457=03
7.885560F=03
He21114%g=03
B.6325210F=03
9.1845023r=0n13
9.,881073r=n3
1.06082735=02
1,154149r=p2
1&23??4?E'U?

A
6 1¢ 18 19 20 21 22 23 24 25 Zb 27 28
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0,05

0,10

0,20

0,25

0,30

(AR NN NN NN NN

0,35

VELUCIDANE CORRESPONNENTE A VARIAVEL NUMERO 1

1.24)675€=04
4.190092€=03
14273110E=02
2.33105%4£=02
332770162
441035A435"02
4,320103E=02
441525196=v2
3.61535 =02
2487027 15=02
24104377¢E=0?
1211901€=~02
1.2015)01=02
1.223140E£=02
12852355 ~u2
2.0508195=9y2
2.61T425¢=y2
3.102752g~02
3801859 ¢=02
3:451?&5:'J?
J+2921350E=02

4,917619F=04
5.56141355=03
1.4769157=02
2.5439847=92

©3,3984255=02

4,1290665=02
Nae321871F=02
B,0T08535E=02

3,4774235=02

?2.7130%3F=02

1.7710506=02 .

1.4212018=02
1,71733195=-02

1.265459r=02

1e631u245=92
2.1632745=02
2«725Q000E=02
3.179942E=02
3.433170F=02
J.dd0079e=02

1,094620E=~03
7.197858€=03
1.6863A5E=02
2.751242E=02
3.555301£702
4,209140E=02

-4,304704E=02

3.9744a5=02
3.332046E~02
2.5548G17TE=02
1.4422726=92
103“45795‘32
1l.170%n1E~02
1.319023g=02
1.728543e=02
2.??BELT3E-UZ
2.A28218Bg=02
3.7248878E=02
3.455023=02
3.41902%E-02

1.922023(=03
8.924359€£=03
1.900583g=072
2.952452E=02

3.79BAUAE~0?

4,2620048€E-02
4,270573E=02
3.865R30E~02
3.181357g~02
2.4032716=02
1e7217650=02
1.276437g=02
1.17524AE=02
1.364336ng=02
1.331891E=02
2.333253¢g"02
2:,926144E~07
3,309040E=02
JJU66994E=0)2
3.3%4A19g"07

FIG 42.6

unesp

o,u0

2.961340g=03
1.077570g=07
2,116058c=0n2

« 145176c=02
3,926039c=0?
4,30033Rp=p?
4,219553c=n2
3,74581ue=n?
3.02H0892c=n2
2.,253623F~2
1.611304F=07
1,23723AE~02
1.192943fF=p?
1.45739Rg=9?2
1.939606F=n2
2.506892¢=02
3,017920F=0?
3,360007F=02
3.,86916AF=0?
3,342129¢=02

A
AVAYEY

A
e 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26

srsssssesne

intervalo to

equagao

entrada
- .

grafico x X

interpolado

L]
S R S R R R e T R S R r AR AR SRR TR ¢

0,15

0,45

% + Lx + 400x =

rampa f(t) =

=0 t

f=0,5

£(t)
10t

tempo

com pélinomio do 5% grau

TEHMPD
*iti*ﬁittltt**iiii*[

0,50 &




-

I 2 % = » = % % % % 1 % % % % & & % 3§

* % % % & % % % & 1 % % % k% * &t 1% e rrr

L

intervalo t°=0 tf=1
equagdo X + 4x + 400x = £(t)
f(t) = 10t

entrada rampa

grafico x X tempo

interpolado com polinomio do 59 grau

?ESLUC&MEMTO CORRESPONDENTE A VARIAVEL NUMERO 0

1.645R808K5=04
3.162844c=04
1e573536¢=03
3¢600491£=03
56130142 =03
$5e9715542=03
TeT0Y1215=03
Ye3893)95=03
Fe449719=01
1.102271£=02
1027265702
14415935:=02
1.5217372=02
126129545=02
1e7252925=02
1855589 ¢=92
2e4UU2195%E=02
2.1460125=902
24256451 F=2
2.374003g=02

2.485553E=07

1.296740c=05
4.349899F=04

h,03A6T7T8F=03
5.9461355=93
7.1599375=03
783260098 E=n3
B,538256£=93
9.,732484r=03
1.1364055=02
1.30%372r=02
1.4397860=02
1.54011dr-02

1.632355F=02

1.745236F=02
1.885117F~02
?2.03urnir=02
2.171746g=02
?e2305485¢c=02
2.395483g=-02

G.2909u5E-U5
6.965879E=04
24336210€E=03
4.458347FE=03
6.24B8T7~9E=93
7.3172c4¢=03
7.945992E=03
8.732273E=03
1.003412€6=02
1017t“"0E‘02
1. 33“675E—U2
1.0620850F=02
1+455811%¢6=02
1.652647TE=2
1.771325g~02
1.915009E=02
2.063655g=02

2.1966125=02 -

243101a7g-02
241727302

9.9344817F=05
9.528590F=04
2.T4BRIAKE~Q3
4,865181E=01
6.920115£03
7T«459881E=03
Be0l2644FE=03
8.943871°g~03
1.035194g=02
1.205914g=02
1.3583415¢g=02
1.4433012E=02
1¢5750Fuwg=0p
1.67403ug=02
1.738531g=02

1.945177€=02 ,

2.091914g=n>2
2.220R20E=02
2¢231467E=~02
2443945 | E=02

TEMPO

1,887959F=0u
1-2“5963'—'-03
3:1?“??‘“‘[’-(}3
5.251574c=n3
647505037 =03
7-5’:“.'.5-“.?!-.‘"(_‘.3
8.,211145r=023
4133023 =023
1.068273r=02
1.239747g=02
1.390508g=p2
1.50%8495=p2
1594227 1g=pn?
1.5bjﬁb“{-0?
1.826645¢=n2
1.9?529?r-09

2e119390c=9>

E.i);‘::(;i.‘; -z
2.352717r=p>

2,4562223¢=02

-iﬁﬁ**i**!****iit*iI**t*i**i*I*********I*i*******!‘***ii*i*I**&**ﬁiﬁ*li****iﬁiiI*i**i*t**[t*ﬁ*iﬁi*ﬂli*iit***tI****tt*ttr

0,10

0,20 0,30 0,40

0,50

0,60

10 11 12 UneSp

0,70
BEIG 4297

0,80

AV
AVAYEY

0,90 X

0,100

A
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intervalo t°=0_ tf=1

1
L]
(=]
o
H e
@

-

equagdo % + ux + 400x = £(t)

f(t) = 10t

rampa

entrada

grifico X X tempo

interpolado com pollnomlo do 59 grau TEMPO
“t*t.i*ﬁIﬁthti*if'tiiitﬁﬂittltitﬁ*i*tél**qttiﬁitIttittttt*It**i***t*!0*0***&“f**q.**it*[t***t‘liﬁt**ﬁiifﬁ**[i*i.it*it[

0,10 0,20 0,30 0,u0 0,50 0,60 0,70 0,80 0,90 1,00

*l-‘l-"'!i-b
-
-

VELUCINADE CORRESPONDENTE A VARIAVEL NUMERD 1

Ne917614:=0n
1.476915e=02
3499425, =07
4e3210711=02
3e4/7714235=u2
1.97135)=02
1.17931%¢=02
1e0310245=02
2723000 =02
3.43317 )F=y»
3.235325¢"v2
2¢46:)5337=02

BEEEE S
s

* % % & % 2 * ¥ ¥

1649007575 =02
2e43422525=0
249208096¢=02
2:973434¢=02
2:6179015=02
2+223561¢:=u2
2+135934c=y2
24353550E=02

> * % *

1.853791116=02

1.922023€c=03
1.700583F=0n2
FJ.T9590804F=02
A,27T0593r=02
3.131357€=02
1,721766C=02
1.17%286¢=02
1.331601E=02
2.9261U00=02
3.4669965=02

“3.1032715=02

2.303139r=02
1.3118215=0n2
1.7232004c=02
2:553/92F=02
2.976451F=0n2
2.9254505=02
2.529159F=02
2.180395F=02
2.161198¢=02

4.,198092€=03
2.331044E=02
4,0366n8E=02
4,152514€=02
2.A70274E=02
1.511941¢=02
1.273120E=02
2.U50819E=02
3.102752g=02
3.4617A6F=02
2.9541%6F=02

2.1601'{3E'08 5

1.7932752"[)2
2.0818455=02
2.666548F~02
3.00h4n1FE=Q2
2.862718F=02
2.842700E~02
2.14660BE=02
2.1966=1g~02

7.19785ag=03
2.751268F=02
4.205114g=02
3.974485€=02
2+556917E=02
1.348370F=02
1.31909%€E=02
2.278803FE=02
3.24887RF=02

" 3.419039g=02

2.7T32485F=02
2.035767E=02
1.803042g=02
2.193348F=02
2.768412FE=02
3.01556ng=0?
2.7088271E=02
2:361954F=pn2
2,127954F=02
2:.2464812E=02

FIG 42.8

AYA"AY

10 11 12 Unesp

3.145176¢=07

4,30033°8g=~n2

3.7T45814F=n2
2.4253623c=02
1.237236F=07
1.457398F=02
2.506492¢=n2
3.360007g=¢2
3.,342129F=p2
2.625713=0n2
1.934400F=02

1.8397377=02

2e312456F=n2
2485577 3g=0p2
3.0U4125¢g=02

«705478F=07
2.299734g=p2
2012457 0F=02
2.3u2210p=n2

18

19 20 21

22

23

24

25

26

27
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L]

0,15

.

intervalo t°=0' tf=1,5

equagdo X + 4x + 400x = f£(t)
entrada rampa f(t) = 10t
grafico x X tempo

interpolado com polindmio do 59

0,30 0,45 0,60

0,75

DESLOCAME

54516870E=05
?.508590¢=04
3.822222£=03
64520115L=03
?.?f;?l}ir;.._--gj y
BaQ48718E=03
1.119494€g=02
14353415¢g=0
1¢531012¢=02
1e674034£=02
1e8702482g=02
2.071913z=02
24277523802
2¢439491¢=0)
2+6249516=02
2+d31095g=02
3.\.’?(’61(5"‘02
3. 19584?&_‘02
3437 589p=02
3e570959 =0,
3.754534E=02

0,90 1,05
FIG 42.8

4,290995€=05
1.,407831E~03
4,458367F~03
7.945912E=-03
9.314133F=03
1.171480E=02
1.4034285=02
1.558119€=02
1.708273g=92

"1.915049F=n2

2.132811F=02
2.310107F=02
2.473814E=02
2.6656695=02
2.871382¢=02
3-05”109E-02
3.232012¢6=02
3.41R25uc=q2
3.615657Tg=02

1,20

A
6 17

18

1,395945€=04
1.943823g~=03
5.061249g=03
7.155947£=03
8. 1“91‘55'03
9.732444E=03
1.222957¢=02
1-&39?q6[—02
1.585128g=92
1.78522Ag=02
1.96024BF=02
2.1717n6g=02
2.382007¢~y2
2.5095n9F=02
2.707088E=02
2.910?165-‘)2
3-0930!&["02
3.267T729g=¢2
3.4574 :|l"-l€‘\j2

- 3.65u641FE=02

NTO CDRRESPUNUENTE A VARIAVEL NUHERD 0

3.1A2444F=01
2.540444F~03
S«613013g=n3
Ta 3'}{}‘)U£E";13
84355304F=93
1.019122g=02
1.272657g=02
1"‘“’26‘57(-09
1-51295u[-02
1474431 1F=02
2.003195g=pn2
242087 12g=07
2.374003F=02
2.540652fg=02
2,748607g~02
2,94905S2e=92
3.12?5”1‘5-;‘\2-

 5.854034r=na

3.3']”2"?1_{:"”? 5

3-0;69?nE-32
3'6931?“E-32

TEMPO

1,35 X

19 20

0.150

21

2z 23

24

3-1?'“?5"""'03
ﬁ-l?l3bkf‘ﬂ3
7.555?&55*33
3-63252&;‘-{‘,1
1-06':\2?'!L-;Jp
1-319?11;-5?
1.502842¢=)7
106"23b?£-ﬂ?
1.8¢566Sc=97
2e 089257 c=n2
224337 0p=y>
24806331 r=0>
20585190p=17
2.790075F=92
24986318 ¢c=1>
2,1621175=92
3,3%156 =77
.:.‘-i}.":"‘\i'd"_r:-ﬂ?

3.731135g=97

L R e S R e R R R R PR AR R R R R R A R A T I T I I T I LTI

25

27
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0,15

0,30

0,u5

0,60

0,75

VELUCIDADE COHRESPONNENTE A VARIAVEL NUMERD 1

1.094620£=03
2.751263£=02
4,3047945=02
2¢556917£=02

1el70641g=02"

22734R03E=0?2
3.455023£=02
2el92485¢=y2
1ed31892E=072
2.1933445=y2

2+953649E=02

2.784271E=02
24202752E=02
24245411E=92
2¢036054F=02
2.712929g=02
24370843E=02
2¢3275K4FE=02
24357A035=02
24635507 =02

.2.4?55Q6E'02

4,193092r=03
3.,327701c=02
4.152514F=02
2.107377c=02
1.223180F=02
2.617425FE=02
3.461706F=02
2.542527F=02
1.793278r=02
2,373317E=02
3.006491F=02
2.652061F=02
2.14A608c=02
2.739221F=02
2.h5hd16E=02
2.343B46F=02
24363094E=0Q2
2.597244F=02
2.,6145195=02

8.924358g=03
3.7988n48g=02
3.865840E=02
1.721746E=02
1.383340F=02
2.92611"65'02
3.384649¢=02
2:303429g=02
1.8181pbE=02
2.5537’}2&'02
3.012314g=02
2.529150F=02
2.124372g=~02
2.02781TE=02
2.768551F=02
2.569641FE=02
24313195g=02
2-“06“95[‘02
2.6251n8g=02
2.5b4854F=02

10 11 12 Unesp

1.476915F=02
4,129864E=07
3.477423E=02
1.4248201F=0?
1.631021¢=02
3.179942E~p2

3.235325%¢=02

2.095314¢=02
1:9007576~02
2.71909ar=02
2.973u437F=02
2,401085 =07
2.13599ur=02
2+523944g=02
2.772890F=02
24518918 3=p>
2.300395¢=02
2.459055F=02
2.692357F=y?
2+549505€=02

FIG u2.

1,05

tessvane tseve
cee a0 ssee
. shetenae

intervalo t,s0  te=1,5

equagao X + 4% + L0Ox = £(t)

entrada  rampa f(t) = 10 t
grafico x X tempo

interpolado com polinomio do 59 grau

TEMPD
-‘tiiiﬂiiI*ttt*&ﬁ**I*ﬁi***tt*Itbti*ﬁibtIO‘.**#;Q*IQ****Q*Q‘I*i&**tttiI*it#tﬁi**Iﬁ*gﬁ.t*iiIiiitt*i*b]tit.t**t.I*Ql.ttﬁt'v

0,90

1,20 1,35 1,50

.

2.11605%¢=02
4,300338F=p2
3,026892g=n2
1,237235¢c=p2
1.9396041=p2
3.360007c=02
3.039972c~02
1.934800¢=p2
2403047 0F=p2
2.855773g=p2
2.899Ta7,=qg2
2,289730c=n2
2,173535¢=92
2.612472r =02
2.75331A¢=n>
2.450794Fp=q2
2.305712F=p?2
2.51u2371 =02
2.645317F=n?
2.311950r=¢2
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COMENTARIOS E SUGESTOES

0 método aqui exposto mostrou-se com boa precisao nos pro

blemas resolvidos. O erro apresentou-se constante como tinha sido’
previsto tedricamente. Em um dos exemplos o erro foi reduzindo a
medida que a solugao se aproximava do regime permanente.

A entrada em degrau foi escolhida devido a descontinuida-
de da fungao forgante. Como era de esperar o erro para os valores
proximos a descontinuidade foram maiores, mas mesmo assim pequenos
e com pouca diferenga dos erros dos pontos mais afastados.

A entrada em rampa foi escolhida para se verificar se o
erro aumentaria com um sistema que nao estabilizasse, mas também
0 erro se manteve aproximadamente constante.

Tendo em vista as justificativas teoricas e os exemplos,
este método mostra-se adequado para simulagao de sistemas lineares
de controle.

Um desenvolvimento natural deste trabalho seria desenvol-
ver o programa de computador para obter automaticamente o passo e
o grau do polinomio por comparagao entre o primeiro e ultimo ter-
mo da série de cada elemento das matrizes.

Outro desenvolvimento seria extender aos sistemas nao li-

neares.
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dEGIN

FILE ESCHREVER (KINDasPRINTER,MAXRpCSIZE=22)}

PRJUCEDURE COEFICIENTESENTRADA (KsClsM)3
ARHAY K,Cl,M[%,n]}

JEulN

AdLTE (ESCREVER,<"COEFICIENTESFNTRADA™»)}
M{UsV =13

C1l0s0)2=4;

K[Uued)i=2n;

ENU CIEFICIFENTESENTRANAG.

PRUCEDURE CNNDICUESINICIAIS (K7EROD)3
ARRAY AZERD [#);

AEuTu

WHITE (ESCREVER,<"CONDICOESINIAIAISTS):
RZeru(vli=u;

RZFANC1)t=0:

ENJ CONDICUESIMICTAIS)

PRUCEDURE FIINCADENTRANA (FJsK2,12,TAUSRL)}
ARHAY Fyl+,%13"

INTEGER K2:123

KREAL Tauj

37uLEAaN BL;

FEGIw

REAL TZERD,TUMsN}

TZERUt=K2«TAUS
TuAt=(n2+1)%TAUS

IF BL THEM REGINM

Vizly;

FJ(D»2)t=N«TZERDS}
FJIOrl)i=MaTyM;
FJl1s2])t=N;

FJllelli=Ng

FJ[?:nJ:fﬂa

FJl2s1):=0;

Exv

ELSE

HEGIw

FJluer)li=103

IF K2 =0 THEN FJU[0,01:=0}
FJlOs1)i=103
FUl120)2=FUL1,1122FJ(2,0182FJ(2»111303
ENUS

ENJ FJNCATEITRADAZ

PRJCEIURE PROUN (A1,A2,A3,12)}
ARRAY Al,A2,A3([#,%1}

INTEGER 12

REGWIN

INTEGUWER 1sJdek;

unesp .,

000:000V20
B, 0000 IS SEGMENT V0003
003:000010
NATA 1S V009 L.ONG
no3:o0nu0
n03:n0nu:0
oudinouui0
NO3t000ue0
nU3:00059:5
003:000811
003:000A:4
Qu3inouusl
0031000ut2
003:0000u:2
guitognu:2
003100002
nN3:001<:5
003:0014:2
003:001>:5
003:0016:0
003:0010:0
n03:0C16:0
D03z 001020
003:0010:0
003:0010%0
- 003:001020
FUNcADENTRADA IS SFGHEMT v(006
2 y 006K:0000VI0
b NGAIDON12
0062000310
0Ubt0NNILtS
0063000414
00htO0OMLY
N06:000A14
a06:00nUs 1
GOARIQONH LY
006:001231
QUAIO01H4Y
006:0014:4
N0AIODLuL Y
n06:0015:1
0063001724
006:00121
nok:ONLLEA
© Q06:002015
3 00A:G020%5
FUNCAOENTRADA(O006) IS (LN29 LONG
2 : 003:001610
0033001010
n03:06G16:0
00G3:0016:0
003:6016:0
PRODN IS SEGHEMT UGOOT
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FOR 1Li=0 STEF 1 UNTIL IZ2 Un
FOR Ji1=0 STEP 1 UNTIL I2 Nn
BEuWIN

AtLIsdl2=0,

FOR K1=0 STEP 1 UNTIL 12 DU

ALCTPJ)32A101,01+44201,K1%A30Ks 413

ENUS
ENU PRUDN1

PRUCEDURE [NVERMATRIZ (A2,A1,19)3
ARAAY "A2,A1[w,e]s

INTEGER [2;

HEGIN

INTEGER T,oU,KeJd1,X2,K3,1XsJX swt,KS53

REAL 31GA:
AHITE (ESCREVER,<"INVER MATRIZw>)}
For 1:=0 STEP 1 UNTIL I2.D0
ACuIN
FNX J1=0 STEP 1 YNTIL 12 0N
A2(I»J12=0;
A2(T1sT)8=1,;
Eils

FOR Jt=0 STEP 1 UNTIL I2 DO
HESIN
BIvA:=A1(J,J]3
FO< Ki=0 STEP 1 UNTIL 12 DO
HES [N
ALLJsXK)I=A1[JsK)/BIGA?
A2(JeX1t=A20JsKI/BIGAS
Evus
IF J=12
THEN
HEGIN
FOR J13=[2<1 STEP =1 UNTIL 0 Dn
FOR A21=12 STEP =1 UNTIL Ji+1 nO
Far 3320 STEP 1 UNTIL I2 DO

A20J1eK3):282001,431=02(K2,K3],A1TJ1.K21;

ENd

ELSE

HEGIN

FN< IXi=J+1 STEP 1 UNTIL I2 DO
BEuIH =

BloAi=A[Ix, )3

FNu JXt=0 STEP 1 UNTIL 12 DO
HEGIN 2
A20TXsdX)t=n2(1X, XI=A2[JsJXI*n]1GAS
ALLIXedX)2=A10IXsJXI=ALLJsJX]%*aIGA}
ENU ‘

[T H

ENJD

Eus

END INVERMATRIZ:

PRJUCEDURE pROUIL (A1,K1sA24115A2512)7
ARRAY Al,A2[a,w,*#1,A3[4,4]3

l'\le\iEﬂ Il.lZn\ll

HEGLIA

INTEGER 1»s)sK;

unesp

PRODN(OOT)

INVERMATRIZ(008)
2

QUTEIN0NS: 3
NC7s000RE0
007:G0NE:3
00700643
no7:001131
nurioolsg
007:001F10
nov:0on2UL0

IS 0022 LONG

n03:0016:0
003:0010610
ou3dinnletd
003:00106:0 -
003:0016:0
0n3innieso

INVERMATRIZ IS SFGHENT v0008
2

N0AIO0NUE0
O0HIO0LI0
ngAa:0NnNo: 3
0083000420
00AR:I000AL0
noB:nCcne:3
nos:0on1ly
QUB:CO01D:1
ocd:001o1t4
00B8:0014:1
00E:001AL]
nobinO1ILEY
008:0021:1
Q0&EsNQ21:1
NORIC0DZ2611
00b:00eL

00Bt10021:4 .
N06:002C3E0
noBiINo2L13
00bi002V:0
oub:o03l:2
004:0035%5
GUAs0034A:2
WGHUOETER
0UB:004us 4
QuB:n0h4t Y
00BIOQuS ]
00AR:00NY 23
00HICQL4Y 3
00b:i00abl:0
00hi00SVE3
008:0050L13
WWLHIETEY
0UKRIDOSE:S
NCni0QSF:2

"noB:inQSk:S

00%3005F 5
003:006Uz2

TS 0063 LONG

003:0016:0
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003:NG1I6:0Q
003:0010:0
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WHLTE LEOUNEYE e <" HULL™> )

FOR 120 STEP 1 UNTIL I2 Np
FUR Ji=0 STEP 1 UNTIL I2 DO
AEGIn
A1(K1.1sJ01=0,3
FUR Kt=0 STEP 1 UNTIL I2 0O
ALLK1s1oJ)2=A1(K1oTsJ)+A2011s] KI*HIK-JII
EnNUS
Ev) PARUDl1:

PRUCEDURE PROUMV (A3»AL1,A2,13),
ARRAY Al[%s#]oA3,A2(%]);

INTEGER 133

gEGIn

INTEGER [»J3

FAr 1%=0 STEP 1 UNTIL I3 DO
BEuId 3
A3(Il:=03

FOR J:=0 STEP 1 UNTIL I3 0O
A3(T3s=A3r11+8101,01%A2001
EnJ3

EHY PRUDMV

PRUCEQUKE CALCULOCNEFTICTENTE2 (AZERD,AUMsBIJ,12,
ARRAY AZERDsAUMI %ok o ® )BT L *s* *pk]oKoCloM[hon]}
INTEGER I2,M3

AEGIN

NoKsClsM)3

ARKAY ALFA,BETA-GAMA[DII2,08129,BETAT(021,0212.0172);

INTEGER I+,JsK2sK33

WRITE (ESCREVFER,<"CALCULO COEFTCIENTES 27»);
INVERYATITIZ (GAMAY,12)3

PRUDH (ALFA.GAHA,K,12)3 . ;-

PROUN (BETA,GA1A,C1,12);

FO/R T:=0 STEP 1 UNTIL I2 DD FOo Jt=0 STEP 1 UNTIL T2 DO
HEGIN

AZERU(OU»I+sJ13==K[1,J]3

AUACU, 1o J12==Cl1 1505

ALFALTI»JYt==ALFA(L,J)}

HETALT,J)t==BETA[T.J]):

ENi3

FNR l:=0 STEP 1 UNTIL I2 DO FOe Ji:=0 STEP 1 UNTIL 12 DO
IF 1 = J THEN d1J00,0,1,J7:=1: FI.LSE BIJ[O,0, I;J]lsol

FOd J:=1 STEP 1 UWNTIL N=1 DO

HEGIN

PRUDL (AZFRN»JrAUMs J=1sALFALTI2y}

PRUDL (AUM, JsAUMsJ=1sRETA,I2)}

PaUDl (BETAT,1,AUM,J=1,GAMA,T2;

FOR K2:=0 STEP 1 UNTIL IZ2 DO FnR K33=0 STEP 1 UNTIL 12 DO
Hruld

AUALJ»K2,K3)1=AZERO[JI- 1.K2.KJ]+aUNtJ-K2.K31:
HIJIJsU»K2,K3)$=8BETAT(1,K2,K3]

ENUS

EnUS

FAR I1=1 STEP 1 UNTIL N=1 DO FnR JsaI STEP 1 UNTIL N=1 DO
FOA4 K231=0 STEP 1 UNTIL 12 0D

FO h3t1=0 STEP 1 UNTIL 12 vO

ﬂ“ﬂ

10 11 12 Unesp“

2
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003:0016:0
n03:00106:0
003:0016:0-
0033001610
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n03:001010
SFGMENT UVOOOA
DOAIOQOVEQD
00400V &:3
00A:OCNY:3
(AR TV R |
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IS UN13 LONG
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END CALCULNCOEFICIENTEZ) 00810094z 43

" PRUCENURE RESNLUCANGAUSSPTVOTAWENTU (A,BsCoN)3

INTEGEKR N3

ARRAY Afwpv],BoC[w]}
REGIN
REaAL TOL+HIGA»SAVE;

RESOLUCAOGAUSSPIVOTAMENTO IS SEGMENMT L00OC

INTEGER IoJs IMAXSK,TXsJXsJ1}
LadEL L1 ;
WRITE (ESCREVEK,<"RESOLUCAD GAnSS PIVOTAMENTOM>)3
TAL:=03
FIx Ji=0 STEP 1 UNYIL N=1 DO
HEGT ¥
AlGhi=03
FUur T:=yg STEP 1 UMTILN=1 DO
IF AusS(RIGA) < ARS(ALI»J))
THE® HEGIN BIGA:=A[T»J13 IMAyi=l; END}
IF AWS(WIGA) <= TUL
THEN BEGIN
. WHITE (ESCHREVER,<XS5,"0 SISTeMA NAO TEM SOLUCAO POR TER ZERD
HA UIAuUNAL PRINCIPAL">)}
Gu TG L2
END3
FUR K:=J
REGIN
SAVE:=AlJrK]}
A[JsRT3=AlIHMAX,K]S
A[IMAX+K]1t=SAVE}
ACIMAX,K)t=SAVES
AfJ»K12=A[J,K])/BIGA}
ENUS
SAVE:=rt[IMAX]:
BCIMAXJt=R[J)3
AlJ)i=SAVE/RIGA}
IF J = N=1 THEW
FUR Jli=N=2 STFP =1 UNTIL © Dp
FOR Kei=l=1 STEP =1 UNTIL J1+1 nO
BlLJ1):s=n(J1]=A0J1»K1+B([K]
ELSE
Fit IXi=J+1 STEP 1 UNTIL W=l Dn
BEGIMN :
FNO JX3=J%1 STEP 1 UNTIL N=1 Dn
ACIXe XYt =alIXs JX)=ALJrIXInA[IveJd])}
BLIX)t=RITXI=BLJUI*A(IX,J]
END
ENUS
L1
ENU HESOLUCAUGAUSSPIVOTAMENTOS

SIEP 1 UNTIL N=1 DO

PRUCENURE CALCULOCNEFICIENTES rAsBsCeN)Y3
INTEGER N3

ARHAY A,B,CL#)}

HEGIN

INTEGER JeJsRells123

AHRAY CL1[0IN=1),E»GLUSN=1,08N=13} .
REAL Q13

A".LYAY

unesp .

ChLCULaanFICIENTES IS SFGMENMT UO0OD
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2
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2
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ru~ fI= STeEr & UNTIL N=1 uvUn
HEGIN
E(T1,0]2=1,:
Nlr=n+T+1;
AlT1)1=1,/013
FUR Jt=1 STEP 1 UNTIL N=1 Dn
BEGIN
E(T,J)t=21,}
FUR R:=1 STEP 1 UNTIL J DD
ELTrJlt=El]sdla(=1)wsJa(N+laRel)}
END;
EHND
FESULUCATIGAUSSPIVUTAMENTO (reAsClsN)
FUR Ti=0 STEP 1 UNTIL N=2 Dn
HEGIN J
GLTs012=1,2
Qlts(H+I+1)*(N+T+2)}
Clrle=1,/01;
FlOr J:=1 STEP 1 UNTIL HNel Dn
BEGIN
GLI»J12=1,}
FUR R:=0 STEP 1 UNTIL J=1 DOn
END 3
EHD;
GEN=lsn=172=1,3 i
CLi~11ia(=1)++(H=1)+A[N=11/2,3
FAOR 1:=0 STEP 1 UNTIL N=2 DD GrH=1,1)5=03
RESULUCANGAUSSPTIVOTAMENTD (rsCoClsMN)3
FUR Ri=0 STEP 1 UNTIL N=2 Dn BIRIi=A[R]I=(=1)#+R+«C[R]};
ALN=111=A[N=11/2.3
ENU CALCULNOCOEFICIFNTESS

PROCEDURE DRFR (F1sD13,DRsTAU,I2»NsKsC1oMs13)1
AHKAY D13,KsCloMoDRL#se]sFlrhon,s*]d
INTEGER Y2,M,13; .
REAL TAU;
BEGI

GLIsJ1taGrIsJle(N+I=R)}

CALCULOCOEFICIENTES(OQOD)
2 .

ARHAY AsbiaCLOTH=~1),BTJ[08N=1,0,N=1,0812+0112)»D10,D11(082%*12+41,032x12

+1)sAZERO-AUM[UEIN=1,02]12,03121]1,
INTEGEKR ledeK2sKAsKH ,KS
WRITE (ESCREVEN,<"DRUF™>};
CALCULJCUEFICIENTES (A#sHBsCaN)3
Fult I1=0 STEP 1 UNTIL N=1 0O
ARITE (ESCRCVEKR,<"ARC",2E15,6>,AL11.B011,C(12)1:
CALCULUCUEFICIENTE2 (AZERO,AUM,BIJsI2,4sKsClpoMy; -
WRITE (ESCREVEH,<™  AZERUM™>);
WRITE (ESCREVER,<4F15,6>»FOR Kot=0 STEP | UNTIL N=1 DO
FOR K3t=0 STEP 1 UNTIL 17 Dn
FUR Kfit=0 STEP 1 UNTIL I2 Un AZERO[K2,K3,K471);
WHITE (ESCHEVER.<™ AUM ">);
WRITE (ESCREVFH,<AF$5.6>,FR Ko:=0 STEP 1 UNTIL N=1 DO
FOR K3t=z0) STFEP 1 UHNTIL 12 Un
FUR Ké&t=0 STEP 1.UNTIL 12 Dn AUM [K2,K3»K41)3
HRITE (ESCREVER,<™ BIJ ">):
WRITE (ESCREVER,<4E1S5,.63,FnR 1+=0 STEP 1 UNTIL N=1 DO
FOWR K2:=0 STEP ) UNTJL K=1 DO
FOR K31=0 STEP 1 UNTIL J2 DO FpR K&3=0 STEP 1 UNTIL I2 0O
BIJILIsKEsKI, KU1

DRFR IS SEGMENT 0JO0OF

AVAYAY
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FOH K2:=0 STEP 1 UNTIL I3 DO

FOR K3t=0 STEP 1 UNTIL I3 DO

F1lJsK2sKA)2=03

FOR 1t=J STEP 1 UNTJL N=1 DO

FOR K2t=0 STEP 1 UNTIL 12 DO

Faut KYe=0 STEP 1 UNTIL 12 DO

BEGIN ;
F1lJrk2sK3)i2F1TJsK2,KIV+TAUR#¢T+2)#BITINBIJIT,.JsK2,K3]3
K4i=K24+412+1;

KS51=h3+4]2+13 :
FLLJrK2sK511=F 1T JsK2oKS)+TAUR*[+2)*CLII*BIJ[(T.JsK2,K3]1}
FI(JrKUsKIIt=FI[JoKUsKIT+TAUw*T+1)wALTI*BIJCI,JsK2,K3]3
FI0Jr Ko K5 )=FITJoKA»KS)+ (=1 )% [*TAU**(I+1)*A[T)*BIJLI»JrK2,K3]3
ENUS ;
ENUS

FOR Ji1=0 STEP 1 UNTIL N=1 DO

WRITE (ESCREVERs< ™ F1 m,UFE15.4>,F10Js0,0),F10U,0,11,F1[Jr1,0),
FilJsls1l1)3 N

FOR K2:=0 STEP 1 UNTIL I2 DO

FOR K33=0 STEP 1 UNTIL 12 DO

BEaTH

Kaulzn2+12+11

KS1=h3+12+1;
D1LIKR2,r31:=D11CKALKS13=N10lK2,K3)32D10CKA,K5)e=M[K2,K3)3
DI1(K2,KS)3=D110K4,K3T1:ic010(KE,KI12m03
DIUlR?2sKST1s=TAl*MNIKZ2,K3];

ENDZ

WAITE (FSCREVER,<™ D10 D11v>)s

WRITE (ESCRFVER.<AE15,6>»FN0R Ko2:=0 STEP 1 UNTIL I3 DO

FOR R3:=0 STEP 1 UNTIL I3 00 D10O(K2,K31)3

WRITE (ESCREVER,<4F15,6>,F0R Knot=0 STEP 1 UNTIL I3 DO

FO/ R3:=0 STEP 1 UMTIL 13 00 D11[K2,K3))3

WRITE (ESCREVEH, <™ TESTE D0 LOnP%>):;

FOR 1i=0 STFP 1 UNTIL N=1 DU

Fir h2t=0 STEP 1 UNTIL 12 0O

F K3t=0 STFP J UNTIL 12 DO

Hruald

Kgiz=h2+12+13

K9t=ni+12+1;
D11In2,K31:=D11K2,K31=TAU»#(142)%CLI)+AZEROCI,K2,K3)}
DUII(R2,K5)s=D11[K2,KO)=TAUnw ([, 2)«ClI)#AUHCI,K2,K31}
DI1CKAsK3T2=D11 KA, K31+ (=1 )*w(r+1)%TAU+w(I+1)*ALTI«A7ERDCI»K2:K33
DILENGsKS I =11 (KU, KOT+(=1) %% (v+1)*TAVU&a(I+1)*ALT)+AUMTITsKZ2,K3]}
DIUIR2sK37:=010TK2,KIV+TAYwn (142)%8[I)#AZEROLI.K2,K3]}
DIVLR2,KS 1 3= 1OIK2, KO »TAUa* (1, 2)*BLIT+AUM[I,K2sK313
DIJlRGsK3T12=D10CKE, K31+ T Allwe* (I 1) *AL[I*AZFEROCI-K2,K312
DIJIKAsKS T s=0IUKY,KS I+ TAUR* (1 1) *ALTIIxAUMLI-K2,K3]3

ENUS

WARITE (ESCREVEK,<AF15,6>,F0OR Ko1=0 STEP 1 UNTIL I3 DO

FOA KR3t=0 STEP 1 UNMTIL I3 00 Dy10(K2»K31)3

WARITE (ESCREVER,<8F15,6>,F0R Ko:=0 STEP 1 UNTIL I3 DO

FOrR n33=0 STEF 1 UMTIL T3 N0 D011(K2.,K3))3

INVEHAATRTIZ (D13,011,03)3

PIUD (NRD13010,13)3

WRITE (ESCKEVER,<"™ DR",8E15,6>,FUR K2:=0 STEP 1 UNTIL 13 VO
FOR K3i=0 STEP 1 UMTIL I3 DO Dp(K?2sK31)3

ENO FRUCEDURE URUF3

AVA
AVAYAY

4 5 6 7 8 9; 18 A1 12 ;ll'1€3£;F) u'6 17 18 48 20 21 22 23 24 25 26 27 28

NRFR(OOF)

DUEF §)0UM T 3 U
O0F 00470
QOFs00gB 23 -
Q0F:00CV:0
NOF100C4 4y
nOoF:nnCcHb:s
nUFinQCcui2
NUF:HDNL S
QUF::NOnlts
00F:nohUL:1
NOF:000r 20
NOF:N0CL:S
OQUFIONEL: L
NAFtDOF 22
00F:01nu:2
00F:n1a5:5
NOFinInGe:2
nNFi0lnobl
0OFi01211:0
Q0F:012Y:4
00F:012E1:1
00Fi0132:8
00Fi10132:4
00F:01341:3
0NF:in136:2
NUF:0l3L:2
NNFinindd
NOF:NLariy
NNF:N110:0
00F:014L:3
0OFin1G9Al
O0F:N1AL:l
N0F:017£15
O0F:017F:1
OOFt0134ey
O00F:N1AY13
NDOF:D1wE 20
O0F:n192:3
00F3019£:3
QUF:N1%4:2
O0F:n1961l
0CF:0lou:2
QOF:01a42:3
QUF 01 ALY
O0F:0146135
00F:D19L:0
00F:01CO:1
QUF:01CCL:L
NOF:n1N3zl
Q0F:01h4:4d
DOF:iNIEL:2
O0F:01EweY
OOFIN1IFmAL2
OUFi10206:4
0OFI020Y:S
QOF:020E:1
00F:021A:5
nnF:nz2rotl

1S u2a2? 1.0NG

Q03:0010;:0




BOULEAN BL;

AHAY 12T *,a%]}

INTEGER JU,13.173

REaL TAUS

HEGWIN

ALPHA ARKAY GRAFU [0150,0t1201,

ARKAY K137=21120,015113

INTEGER K2,1sJedlelV}

REalL AIGA»INTER:

FOR Ji=0 STEP 1 UNTIL (I3=1)/2 DO

Sculw

WITTE (ESCHEVER [SKIP 171):

WRITE (ESCHEVEN,<X20,"DESLOCAMFNTO COKRESPONDENTE A VARIAVEL NuHERn"
13//>:,J)%

WAITE (ESCREVER,<X10s5E15,.6>sFnR I3=0 STEP 1 UNTIL I4 00 R12([I,J1)}
Eni:

FNR Ji=(I3-1)/2+1 STEP 1 UNTIL I3 DO

HE‘JIH G

ARLTE (ESCREVER [SKIP 11)3

AR ITE (FSCHEVFH, <\2P,nuELUcIDAnE CORRESPONDEMNTE A vARIﬂvEL NUMERDO",I3
/f>rJ>:

WALTE (ESCREVENR, <X10,5E15,6>sFnR 1320 STEP 1 UNTIL 14 00 R12(1,J7)3
ENW3

For 1Vi=0 STEP 1 UNTIL 13 uuU

wealn

J(uAt=V

Fox h?.-u STEF 1 UNTIL I& 00

IF ALS(RTAA) < ABSCRIP[K?,1IV1)

THEN 3L1Gai=H12(h2.TIV]:

TATERI=(1G+1)2100:

J1s=llFn:

FOR T:=0 STEP J1 UNTIL T4 DO R13CI/J1+IVItaR12[I,1IVTs
FNr I3=0 STEP 1 UNTIL 50 nNn

Frt J1=0 STEP 1 UNTIL 120 DO GoAFOLI»Jls=m "3

IF IV > (T13=1)/2 THEN . "

BEG i

TVIEnm:=2]101/24,3

FOR. h2i=0 STEP 1 unTlL T4/J1 Dn,

REaln :
11=R13[(K2,[VI/IMTER;
GRAFUC25=T,K2]1t=",";
NG
FOx

.

STEP 1 UNTIL 50 DO GRAFOLIA0)t=%a";

STFP ) UNTIL 120 D0 GrAFD [25,1):i="a";

STEP 10 UMTIL 120 N0 ARAFO [25,1)i=nIn;

9 STFP 10 UrTIL 50 00 -GpAFO[I,03:= GRAF(CLI,1)ian=m;
GUuFOL24s100)8=mT";

GAKFLLEa,10102="E";

2

o
L T Y
<L

U HNRRN

GUAFLLZ24, 002 2N,
GAAFUL208.103) =P
GRAFU[ 2491yl )t=m(I";
£ny

FLSE

dE0In i
INTERI=IGA/49,3

Firt ®2:=0 STEP 1 UNTIL 14741 Dn
AT R
11=R13{XK2,[VI/INTERS
GAAaFU [d9=*].K2])t=" "}

i““"

unesp ™.

18

003:n016:0
no3:n016:0

NO3:NGbsED"

003:0010:0
NO3:0016:0
003:10010:0

GRAFICO IS SEGHMLNT 02010

19

20

010:000310
0102000630
010:00701:0
010:0006:0
010:0004:2
0101000012
p1030ND1IU:3
o10i1GQ12:2
010:nOIE:4
0l0100p33:4
oin:inpi4sl
Nn1O:D03v:3
010:003%:3
N10:003¢c:4
N10:0040:3
010:N0aL:4
N10:0051:4d
010:00n2]
010:00406:4
010:00AbS
010:006(:2
010:N0AYtS
010:00AL Y
Ql:00730
01010074134
nlo:0075:2
niG:00414
nl0:00ne:2
010:004Y:3
010:nQul
[WIUHELEE]
N10:00~UL:Y
nininpuesy
Qlosppesd
610:0092:2
nlusour:y
010009011
010:0990:S
010:C0a1:4

N10:00A61:5
010:00A0:1
010:002k:0
ni0:0QpnuS
01030024
019:050n4:3
0lui00e:2
0l1ut0D:ib:2
clro:n0n6:2
01030010625
010:0014Y:4
010:001L14
610:C0-L:24
010:00QCL:2

21. 22

23

24

25

26

27

28



i

|

te f

1

YiINDNL
YIHVYHNION3 30 3dvaiNOvd

FUn as=uUu QIR r 4 UTIIL AFVYU WU uTRArU LTER L ge= = 3
FIR 1120 STEP 1 UNTIL 50 DN GRAFOCI»0)i="w"}

FNA l:=9 STEP 10 UNTIL 120 N0 aRAFO [49,1)i=nIn;
FOR I:=9 STFP 10 UNTIL SU DU GeAFO[I»0)3= GRAFNCIL1)1t
GRAFUC4B,100)2="T"™}

GRAFL[48s101)2="E"}

GRAFUC4B,1D2)8="M";

GHaFUT4Ds103)2="pm;

GRaF0(4R,10a):="Q"y

Enus

GRAFULUs213="F";

GRAFU[Us312="Uy";

GAAFULO, 4 g="mting

GRAFULU,51t="C";

GRAFU[Us6T =AM}

GHaFUutusT1g=" g

ARITE (ESCHFEVER [SKIP 1333

ARITE (ESCREVER,<X1,"X"sFB8,3>»TNTER*10);

wALTE C(ESCREVER,<X3,120A1>,F0R T#=0 STEP 1 UNTTIL 49
FOx{ Ji=0 STEP 1 UNTIL 119 DO GrAFOCI»J))s

WRITE (ESCRFEVERS<X100smX"sFB,35»TAU*J1#10)3

Ev DE TV

ENU GRAFICO:

PUJCEOURE ALGNRITING (12,13,Nstl4,TAULRZERO,R12,RL)}
HOJLEAl KL

INTEGER I2,13ems143

REAL TAU;

AHAAY KZERN[*)sR12T#sw);
AEGTH

AdatAY F1L0:N=1,0213,0113], F2,DFsR10C0:TI31,FJLOS
[(0:13,0813)sKsC1»M[0212,0212)3

INTEGEH K2,K3sKUsKS5,1,J3

ARITE (ESCREVEH,<™ALGNRITIMU™>y;

CHEFICIENTESENTRANA (KsClaM);

DARFR (F1aM13sDRsTAUS[2sNsKsClerinl3)s

WilThk (ESCARFVER,<4F15,85,FNR Kp2:=0 STEP 1 UNTIL I2 DO
FO a3:=0 STEP 1 UNTIL 12 00 K [K2sK31)3

W ITE (FSCREVER,<AE15,6>»FOR Koi:=0 S1Ee 1 UNTIL I2 DO
FOR n3i=0 STEP 1 UNMTIL 12 L0 Cy [K2,K33)3

WALTE (ESCREVER»<AF15,65sF0kk Kot=0 STEP 1 UNTIL 12 DO
FOR K33=0 STEP 1 UNTIL I2 DO M [K2+,K31)3

FOR K23=0 STEP 1 UMTIL T4 DO

SEGIN :

FUNCAIETRADA (FJeK2,12,TAU»8Ly}

FI4 K3:=0 STEP 1 UMTIL T3 DU FalK3)1=0;

FOR Ji=0 STEP 1 UNTIL N=1 nO

Fidn Rd3=0 STEPM 1 UMTIL T3 pO

FOR K5:i=0 STEP 1 UNTIL I3 00
FP(K41:=F2(K41+F 10U, Ka4»KSIwFJ[ 1»KS53

PRUVIMY (UF+N13,F2+13);

PHIDMY (R1u,JRPHRZERDSI3):

FOa/ 12:=0 STEP 1" UNTIL I3 DN

R12(M2» [12=RZ2ERDLTT2= R10[TI4VFCI)S

[ H

ENU ALGORTFIMO}

vo

N=1,03T131,DReD13

3 .
GRAFICO(010)
2

ALGORITIMO IS SFGMELMT 00011

2

3
ALGORITIMO(O11)
2

VAVIUUL=i
oro:cony:o
010:09CUYL
010:000€:5
p1us00lY:l
010t00"b:0
n10:00nC:5
010:000k34
010:00FU:3
nInINQFEe: 2
nin:opré:2
010300F4:0

010:00FD: 4

nininp=sr:2
010:00FY:0
nlU:nQiay
010:00FL12
010:0N0F1:3
0l10tCOFE 4
0l0:01033
010:0114:4
niuint 3ty
olutnyaasg

IS U137 LONG

NO3:n0n16:0
003:0010:0
nU3:0010:0
0U3:00163:0
NU3:n010:0
no3:0016:0
QU3:N0160
Q03001520

p11:000ULe3
n11:0017:0
n11:001/7:0
n11:001¢:3
nli:o0r:g
nll:0027:3
011:0034:1
011:00Quv:l
nllinQut:s
011:n05Y:1
n11:00£5:5
nll:nore:l
011100701314
011:200761:4
0111007431
nll:oQru:2
011:00=5:1
'0113"}0;9”4
0il:00nE:]L
n11:0094:0
o11:004/7:2
011:009A:5
011:009t:2
N11:0045:2
011:0045:5

1S UuNR? LONG

0031001630




ANV TG Tt LGP LR YR L TR T U MY AU NI YA Y AR YL PV ML VAN LAYLAD

ARITE (ESCRFEVERs<"PRINCIPAL">):
TWSTANTEINICT L=
IvaTANTEFTyALt=0,01
GRAUPILTHIMTID =5
NUAERIDIVISOES:=1103
NMUAERIVARTAVELSS =21
[23=) ERDVARTAVEIS=13
13:=2+«12+1;
NI=(LAAYPALINUATID+1) /23
[43=0ynERNDIVISNES=12
RELHIN

HAUILLEAY HL;

ARRAY HZEROCO3I3),R12[0214,0213])3

DEFIHE SOLyCcAN =
TAUS=S(INSTANTEFINAL=INSTANTEINTCIALY/ 1
CIWDICUESTIUICIALIS (RZERN)}

Jl_ 8= AJE

AL TTIHD ([2013aM,10,TAYsRZEDD,R12.8L)3
GRAFLICO (R12s14513,12s TAUWRL):

WAITE (ESCREVER (SKIP 11)
CONDICUESTNICIALS (RZERD):

HL:=F\LSE?

ALSORITIND (12,13sMs[4+sTAU,RZERN,R12,BL)3
GAAFLICYU (R12,14,13,12, Taus»HL);

1}

[ASTAITEFTAAL:=0,1;

SOLUCAY

TASTAGTEFTUAL:=0,5;

SALUCAY

E i3

Eau,

"B 0001 1§ SFG‘:”T vi012

B,0001(012)
2

AV AV LR A ]

noi: 001"0
003:0013:3
003:001011
N003:001L13
003:001r:2
o03:002us]
0?1-“r2u=5
QR3:NG21:5
003:0023:4
003:C075:3
EH AT S
003:0076:5

ni2:0600us0
014:P,ﬁr.u
012:00ur0
niz2:0007:0
012:000/71t0
012:000¢130
012:0007:0
012:0007:0
012:00457:0
o12:002/7:0
012:06071:0
nl2:n00(:0
012:0049720
0N12:000/7120
012:0C0Y:3
n12:002¢€13
012:0027:5
012:00u4&tS

1S Gnaa LONG

003:1002/7:3

B.0000O(003) 1S U0OG4= LONG
DATA 1S U08O LONG
E=SEE3IEESI=sSZS=ES=CSE =======_==========S======3====‘IﬂgR-ﬂIS:=z==-=‘===-=I-="B“S=n===========:====================::===========:====:====
NUMBER 0OF ERANRS OFRTECTED = J000,
"NUMBER UF SEGHENTS = ulo, TOTAL
PROGRAM SIZE = 000439 CAWS.
PHOGRAM FILE NAME: EIR.
COMPILATIAON TIME = 90,717 SECUNDS ELAPSED: 6,921 SECUNDS PROCESSTNG: tv,481 SECONDS 1/0,

EEEESEESE =S ESIESSESC oSS SS S E S oo SIS RS ESS R EE S S eSS SIS SRS EESaS IS EESsEEI S ECSEs IS S ES== SR SO SN S S ESCSCS S =S IESSSSDEISEEEIISER

SEGZFNT SIZE = 0n1979 WORNS, CORE ESTIMATE = 005075 WORDS.
JN4A6T SYNTACTIC. ITEnS, 000132 DISK SEGMENTS,

STACK ESTIMATE=0UOQU/Y

9 18 41 12 unespm 18

19

20

21 22 23 24 25

26

27

28






