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SUMÁRIO

O estudo dos sistemas de controle envolve a resolução

de sistemas de equações diferenciais. Para os problemas onde a

solução analítica não éconhecida lança­se mão do cálculo nu­

mêrico. Neste trabalho é apresentado um método numérico que po
de ser usado para simular em computador digital os sistemas de

controle lineares. A principal característica deste mêtodo é

não acumular erro à medida que vai efetuando a integração das

equações. Isto é, o erro não é acumulado a medida que se au­

menta o número de iterações. A escolha adequada do passo e do
polinômio de integração permite que a integração seja feita

com grandes deslocamentos em cada iteração.
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CAPÍTULO 1

INTRODUÇÃO

1.1 FASES DE ESTUDO DE UM SISTEMA DE CONTROLE

O estudo dos sistemas de controle pode ser feito de a­
cordo com as seguintes fases (1) .

Elaboração de um modelo físico cujo comportamento seja
. O O e Oo mais representativo possível do sistema real. O modelo fisico

serã tanto mais sofisticado quanto melhor representar o sistema
real.

Obtenção do modelo matemático representante do modelo
físico. Isto é, escrever as equações diferenciais do modelo fi
sico.

Estudar o comportamento do modelo matemático pela re­
solução das equações diferenciais.

Escolha dos parametros físicos, baseado no comportamen
to do modelo matemático, de modo que o sistema venha a ter as
características desejadas.

1.2 MODELO FÍSICO

Para construir o modelo físico são feitas várias sim­
plificações ou aproximações, que normalmente sao ditadas pela
experiência do engenheiro de controle. Entre elas temos

Desprezar pequenos efeitos. É o caso do estudo do equi
líbrio de forças num avião, onde se desprezam os efeitos do ven
to solar. Já no caso de um satélite com grandes paineis de ba­
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terias solares este efeito não pode ser desprezado, pois é de
grande importância para a sua estabilidade em órbita. Com isto
conseguimos reduzir o número de equações diferenciais e o seu

e

grau de complexidade.

É feita a hipótese de que o meio não é afetado pelo sis
tema. Como no caso do estudo do controle da temperatura de um

forno, supomos que o ambiente (atmosfera) influencia na tempera
tura do forno, mas que o forno não influencia na temperatura
atmosferica.

Quando os sistemas são contínuos costumamos discreti­
za­los. No caso de uma viga oscilando podemos supor que à massa
estã concentrada em alguns pontos. No caso de um amortecedor a
gas, podemos substituir o gas por uma mola. Tsto equivale a
substituir as equações de derivadas parciais por ordinárias.

Para simplificar o modelo matematico costumamos linea­
rizar o problema, isto é, supor que o comportamento dos fenome­
nos é linear. O que nos fornece equações diferenciais lineares
que são de solução mais simples.

1.3 COMPORTAMENTO DO MODELO MATEMÁTICO

Para se estudar o comportamento do modelo matemático
necessitamos resolver as equações diferenciais, que nos proble­
mas de controle fornece o comportamento das variáveis do proble
ma em relação ao tempo.

Em geral, o projetista quer um sistema de controle es­
tâãvel. Do ponto de vista matemático este sistema deve ter a ca­
carterística de amortecer os efeitos de qualquer pertubaçaão,
isto é, os termos da solução da equação diferencial que depen­
dem do tempo, excluidos os termos correspondentes a funçao de
entrada, tendem para zero quando o tempo tende para infinito.

Um dos métodos de análise do comportamento do sistema
consiste em usar como função de entrada ou a função impulso,
ou a função degrau ou a funçao senoidal, e verificar de que mo
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do o sistema atinge o regime permanente, se atingir.

1.4 MÉTODOS USADOS

No caso dos sistemas lineares normalmente se recorre

à transformada de Laplace para se resolver as equações diferen­
ciais. No caso não linear são usados os métodos do plano de fase
e o de Liapunov.

Um outro modo de resolver as equações diferenciais é
por meio de simulação em computador analógico. Ele tem a vanta­
gem de podermos variar com facilidade os parâmetros físicos che
gando­se ao projeto de características desejadas.

Uma das desvantagens do computador analógico é que os
parametros não são calculados pelo computador e sim fornecidos
pelo programador. Por outro lado há a imprecisão dos componen­
tes eletrônicos que compoem o computador.

Com o desenvolvimento do computador digital, que cada
vez são mais rápidos e de maior memória central, foi possível
começar a simular neles os sistemas de controle.

1.5 SOLUÇÃO NUMÉRICA

A solução das equações diferenciais em computador digi
tal é feita numericamente.

Sendo os problemas de controle problemas do tipo em que

as condições de contorno são especificadas de um lado somente
do intervalo (em geral em t=0), os métodos numéricos começam a
apresentar erro cada vez maior (acumulação) à medida que se a­
vança no tempo (2).

Neste trabalho apresentamos um método para a solução
numérica de equações diferenciais lineares de ordem p, do tipo
das usadas em sistemas de controle, onde o erro permanece apro­
ximadamente constante com o tempo.
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1.6 MÉTODO NUMÉRICO

Newmark (5) em 1959 sugere um método de integração nu­
mérica para a resolução de problemas dinâmicos estruturais. Es
te mêtodo apresenta boa precisão e trabalha bem em problemas.
mais complicados

Chan e Firmin (3) em 1970 usaram polinomios de inter­
polação de Hermitian para descrever o comportamento de um ele­
mento tronco­conico de torre de refrigeração.

Argyris e Chan (4) em 1972 usaram os polinômios de in­
terpolação de Hermitian na solução do problema dinâmico estru­
tural pelo método de elementos finitos.

Bathe e Wilson (6) em 1973 analisam o problema da pro­
pagação de erro com o tempo (estabilidade) dos métodos de New­
mark, Houbolt e Wilson , propondo condições à que os métodos
devem satisfazer para serem estáveis.

Argyris, Dunne e Angelopoulos (7) em 1973 sugerem um
mêtodo para a solução dos problemas dinamicos estruturais, que
& uma evolução do método proposto em (4). O mêtodo proposto mos
tra­se estável para pequenos passos. O apêndice deste trabalho
sugere um modo de tornar estável o mêtodo, segundo (6). Neste
mesmo ano é publicado pelos tres, (8) um trabalho, que é uma
evolução do apêndice do trabalho anterior, onde é sugerido um
método estável para sistemas lineares.

Em nosso trabalho, partindo de (8) , desenvolvemos o

método de modo a se ter um algoritimo de uso prático e de pro­
gramação simples para qualquer grau de polinômio de interpola­
ção, para uma equação linear diferencial de segunda ordem.

Apresentamos uma justificativa para a estabilidade do
método, mostrando queo erro permanece aproximadamente constan­
te com o tempo.
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Desenvolvemos, também, o algorítimo para equação  di­
ferenciais lineares de qualquer ordem, interpoladas por polino­
mios de qualquer grau.

— Apresentamos um programa de computador, em Algol, para
a integração de sistemas de equações lineares.

Uma segunda vantagem deste método é que ele resolve
tanto uma equação quanto um sistema de n equações com o mesmo
algoritimo (portanto mesmo programa de computador), sendo, por­
tanto, particularmente vantajoso para a simulação de sistemas
de controle lineares em computador digital.

1.7 DESCRIÇÃO DO MÉTODO

Sejam dois instantes t, e t, ; para os quais a função
adquire os valores r, er, . Neste método supomos que o termo
de mais alta ordem da equação diferencial é descrito, no inter­
valo de t, a t,, por um polinômio de grau q, e que este polino­
mio satisfaz a função e suas derivadas nos extremos do interva­
lo (em t, 2 t,). Isto permite montar o algorítimo ma forma

"1
+ BB

(ro vn)
onde(À engloba a função de entrada. Dada as condições no instan
te t,, por meio de (17.1) determinam­se os valores no instante

17
­ ­ ­

A condição de estabilidade e assegurada pelas condiçoes
impostas na construção das matrizes Ac B ; que são: o algori­
timo deve integrar com passo positivo ou negativo, e que a com
binação das derivadas de maior ordem do polinômio interpolante
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para os extremos do intervalo devem se anular quando O passo

tender para o infinito.

1.8 DESENVOLVIMENTO DA MATÉIRA

No capítulo 2 estã desenvolvida a idéia inicial do mê­
todo, com aplicações ao oscilador simples. É mostrado em detalhes
a obtenção do algoríitimo estável no caso da equação diferencial
linear de segunda ordem e a generalização para qualquer polino­
mio de interpolação. É também analisado o problema da estabili­
dade e erro do método.

No capítulo 3 é feita a generalização do algorítimo pa
ra a integração de sistemas de equações diferenciais lineares
de qualquer ordem, com polinômios de interpolação de qhalquer
grau.

No capítulo 4 são dados alguns exemplos, comparando­se
a solução numérica pelo algoriítimo com a solução exata. Obser*
vando­se que em todos os casos, mesmo para um tempo igual a 50
vezes a constante de tempo, o algorítimo ainda fornece um valor
de regime, que coincide com o teórico.
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CAPÍTULO 2

SISTEMA DESCRITO POR UMA EQUAÇÃO DIFERENCIAL DE SEGUNDA ORDE!1.

2.1 ­ INTERPOLAÇÃO POR MEIO DE UM POLINOMIO DO PRIMEIRO GRAU
­— « e . .

­ bat

A equação diferencial de um sistema em vibraçao com multi
plos graus de liberdade é da forma

Mr+Cr+ Kr=£f (21.1)

onde, no caso do sistema massa­mol. ­samortecedor

matriz contendo as massas do sistema

matriz contendo os amortecimentos do sistema

matriz contendo as constantes de mola do sistema

vetor das forças aplicadas ao sistema
vetor dos deslocamentos do sistema

equação (1) pode ser colocada na forma

“KP­Cr+f=R (21.2)

1 —­1 . ­1
M Kr­M Cr+M f£f (21.3)

Suponhamos que seja descrito por um polinômio, no intervalo
de tempo At.

No caso de ser descrito por um polinômio do primeiro grau temos

R=a,tat (21.4)

Colocando em função da variavel admensional

E (t ­ t )/t + dE = dt/t
E O para t t,

|

(21.5)

E 1 para t = t. + T
onde 1 E O intervalo de tempo considerado no qual (21.4) é vali
do. Assim

R(5) = a, + a1TE (21.6)
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As constantes a, e a) sao obtidas pelas condições de contorno
nos extremos do intervalo Tt.

Então

Substituindo em

De (21.2)

integrando

cham­ ndo

(21.6)

R
£o

temos

5

R(t)

6

R(t)dt

Ava
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(21.13)

(21.14)
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MP 2 | R(t)dt + MP (21.16)
t, jo

tornando a integrar

ft +T Et FT t +T

j MPdt = /J R(t)dt? + | MP dt (21.17)

t, t, to
f f TE FTMr] ­ Mr] | " R(t)dt? + j MP dt ] (21.18)

EZHT t, t,

Chamando

Mri= Mp +Mri= Nr [tt Mr, = Mr |, (21.19)
O

temos

t +71[fre ae? + S MP dt | o, "Pr, (21.21)

ESE R(t)At + MP, (21.20)
t

(O)

Mr =
1

t
fe)

. . e . . .onde r, e ro sao os valores no início do intervalo (no instan­
te t ) er e? são os valores no fim do intervalo (no instan
te E + ett )

Mudando da variável t para a variável admensional £, te­

TE z t­ t, dt = Tdf£ (21.22)

R 2 ARC) — dROE) dE RR onde Ri= PUD (21.23)
dt d dt T az

Substituindo em (21.20) (21.21) Obtemos

MP, R(E)Ar + MP) (21.24)

f se
Mr, = jT RODA! | TP as ' Mr, (21.25)

Substituindo a expressao R(X%) de (21.11) em (21.24)
obtemos
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Mr 1

Mt)

Mr,

Mr 1

Mr 1

Mr)

MP,

Mr 1

Onde r, e 7 são os valores nb instante t,

! i= S 1) (175DR +ER1| dL+ND
o

0 fo)

1

1

­

| TCs e
to

TT (15),|
il)

Mp + IMPfo) fo)

(9)
(condições ini

(21.26)

(21.27)

(21.28)

(21.29)

(21.30)

(21.31)

(21.32)

(21.33)

(21.34)

ciais) e rn, e ph, são os valores no instante tt. tt (a serem cal­
culados).

Sr
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APLICAÇÃO AO OSCILADOR SIMPLES

Algorítimo para o oscilador simples

A equação diferencial do oscilador simples é

PP +wº*r = O (22.1)

Explicitando o valor de R temos

R

obtemos

2R = ­>­ Jur
fo)(o)

substituindo em (21.33) é (21.34) e observando que neste caso
il=el, obtemos

Ss. = Io (o? — (6?me Pts (Cow rr.) ts (­wºr1) (22.4)

2 2

(Cco?ro) + ET
r rr +tTÓP +.: o ro 3 (wir) (22.5)

Colocando na forma matricial temos

invertendo a matriz de r, , 7; temos (22.8)

Ava
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



!
7

1
(22.9)

2,,2
­

TÊM(1+———)"| E
N

M

[
A

O
|

D
O

)

premultiplicando a matriz de r DP, por (22.9) vem

*
mw?|
2 |

a.

O

2

1
TW

2

7? w?T 1º EE
|
|
L

|

(22.10)

(22.11)

XY

Í o)
(22.12)

VE

")
Â | (22.13)

o!

onde /AÀ & dada por (22.11).
A expressão (22.13) é o algorítimo para o oscilador. Da­

do os valores no instante t, (r, e [2 calculamos os valores
no instante t+tTt (11 e 71 ). Com estes valores, usando outra
vez o algoríitimo calculamos os valores no instante tNt27 2 isto
e, fazendo os valores do instante t,tT como entrada (condições

O O e ­ e .iniciais) no algoritimo.
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22.2 Comparação com o método de Newmark

As equações (21.34) e (21.35) são equivalentes ao método
de Newmark para y=1/2 e 8&8=1/6, que é o caso onde foi conside­
rada a aceleração linear ao longo do intervalo. As expressoes
de Newmark sao

v vo * (1 ­ Y)a,a + Ya, (22.14)
n+l

x + vo h*+ (1/2 ­8 ah + 8a .hº (22.15)x
nt+lnt+l

Fazendo a equivalência com a notação que estamos usando,

a=r=R/M (22.16)

(22.17)

(22.18)

No caso da aceleração ter um valor médio ao longo do in­
tervalo, dado pela média entre os valores no início e no fim do
intervalo, Newmark toma 7y4=1/2 e 8=1/4.

Para este caso temos

R R1
o 2

1 O "
r1 ro, + => val + x (22.19)

1 R '

: E tyr1 T mn (22.20)

Sdlução exata para o oscilador simples

Analisemos agora qual seria a solução exata. A soluçao
exata da equação diferencial

(22.21)
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é do tipo
r= A cos ut + B sen wt (22.22)

Sejam r, e Ph, as condições iniciais (no instante t=t,).
Como estas condiçoes devem satisfazer a solução, temos

A cos wWt, + B sen ut, (22.23)

Pr ­ Aw sen wt + Bá cos uwt (22.24)
o o fo)

donde obtemos de (22.23)

r ­ BsSen mt
o fe)

cos wt,

Substituindo em (22.24) vem

P cos wt “(pr ­B sen wt J)w sen + Bw cos? wt
o o ( o o)U sen mt, o

(22.26)
:

­
2 2P.cos wt, ro sen wt, + Bw sen wt, + Bmw cos wt,

(22.27)

tp, cos WwWt, = ­r,0 sen wt, + OB (22.28)

Obtendo­se assim o valor de B como

r
O .

­ cos ut + ­r­sen vt
wW.. " [ST O, O

+

­.
”

ro

e, substituindo em (22.25) obtemos o valor de A, que é

ro 1 Po
( : sen Qt cos wt + r senºut )

cos wt cos wt
. o º o º

o o (22.30)

r

A ­ —L­ sen ut + r cos wt (22.31)
R

fe) fe) fo

Substituindo os valores de A e B dados respectivamente por
(22.31) e (22.29) em (22.22) podemos escrever a solução em fun­
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condições iniciais como

fo)
“—— sen àot + r cos wt cos wt +(

(7) fo) fo) o?
r

|

(——­ cos ut + r sen ut ) sen wt (22.32)
W fe) fe) fo)

(cos ot, cos wt + sen wt, sen ut) ro +
1

.—=—E sen Wwt, cos wt + cos wt, sen ut) P, (22.33)

e.

1
n e. ,

rcos (wt wWt,) Pr + a sen(­wt wt,) PrO O

1
o+ — sen wW(t ­ t.) P (22.34)cos w(t ­ ty) r oo

Sendo o intervalo tomado de t, a t,tT , a variação de tem
po trt, E igual a 1. Substituindo em (22.34) temos

= (cos ut) rp + — (sen àT) ? (22.35)
o uW fo

Para obtermos a expressao da derivada, basta derivarmos
(22.35), o que fornece

DP = ­!wWsenwTr,*+coswr E, (22.356)

As expressoes (22.35) e (22.36) podem ser colocadas na
forma matricial

1
—— sen uWuT rr : wW o! cos WwT

Voz (22.37)

O
E [o sen uT cos wuT ] P

Chamemos esta matriz de A o
cos wWT

1

Ao = | ; (22.38)

| ­WwW sen wWT
[2
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22.4 Matriz de erro do algorítimo, no caso do oscilador
simples

Retornando à expressao (22.12) podemos colocar a matriz
na forma

AZAtAÃo (22.39)

onde À é a matriz da solução exata, dada por (22.38), e o erro
será dado por

Axe " A­A,. (22.40)

Para calcularmos este erro desenvolveremos, inicialmente,

Açv em sêrie, para depois efetuarmos a subtração. Considera­
remos como erro o primeiro termo da série diferença, isto €, des

: n+l
prezaremos os outros termos devido a (ut) serem pequenos em
relação a (ut).

O desenvolvimento de sen ut e coswutT no entorno de 1=0

(início do intervalo) é dado por

(22.41)

= or = o otra E es (22.42)

a) Análise do termo (1.1)

O termo (1.1) da matriz /À é& dado por

­ — 1 2,2 1 NR= 1 Fo BIT ovo OUT too (22.43)

O termo (1.1) da matriz À é dado por cos ut
Obtemos, então, para termo (1.1) de

——l 2,72 1 424 dl 2,2 1 toh E SODA(1 = WTI To O T)­ (1 —— "TU Tm Ens T
(22.44)
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b) Análise do termo (1,2)
O termo (1,2) da matriz À é dado por

uT 1 wW"*T WI1º2.2 " W twt­ 6 + 36
+ ———.

O termo (1,2) da matrizA, ê —=—. sen ut)
wi*13 5,751

­

ww? T
­o t DT 6 + 36 ) Fá (ut ­ Ent r+

­

dl T 5.5CT ação 1)

c) Análise do termo (2,1)
O termo (2,1) da matriz /À é dado por

w?1?
QT A 3.3 5.512 nf ot = 82 U + RT (22.47)
. Y 74

6
1 +

O termo (2,1) de VAN E ­w (sen wT)
Portanto o termo (2,1) da matriz /A, € dado por

­ —l 13173 2dlJ) + wlot ET? t So2h

WIT? a, w? 1?
+ LI) QI) (22.48)

onde o termo w"1* foi desprezado, comparado com w*Tº , no caso
de T pequeno.

d) Analise do termo (2,2)
O termo (2,2) é anãálogo ao termo (1,1)

Escrevendo o resultado obtido na forma de (22.39), temos
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cos MT

“wW sSsenuwuT

L

(22.49)

24

22.5 Análise da convergência no caso do oscilador simples

Conforme visto em (22.13) o algorítimo para o oscilador
simples é dado por

(22.50)

Onde, partindo­se das condições iniciais, obtemos os va­
lores no fim do primeiro intervalo. Estes valores são condições
iniciais para o segundo intervalo. Bs valores no fim do segundo
intervalo são dados por

r2) ri “ol A “o (22.51)

NEN(9) (6)
1

No fim do intervalo n, os valores serão dados, em função
das condições iniciais, por
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r.
n Po

nj (e)

)
Í (22.52)

|

Para que o algorítimo seja estâãvel é necessario que não
haja propagação de erro de um intervalo para outro, isto é, a
matriz /À deve permanecer estável, ou seja

A = A, (22.53)

onde An é a matriz correspondente a irmos da condição inicial
à final (por n intervalos) num único passo. Para que esta con­
dição ocorra deveremos ter o valor próprio da matrizÀ igual a
um. O valor próprio é obtido por meio de

IVA ­rTl=0

Sendo =] este determinante fica

IA ­Til=o

ILAI­IT = (22.

Doses : :
/O que significa que o determinante da matriz À deve

unitário.

No caso do oscilador simples, a matrizAN, da solução exa
ta (22.38) tem o determinante igual a um.

7
—— sen uT

wWw

“ Izcos?wr + senºwr = 1
­u sen uT

"

No caso de dois intervalos terlamos
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=

cos 2uT —l—sen 207T
­. (22.58)

­“uw sen uT cos uWT ­y sen 2uT cos 2wWT

La —. Le —

onde o passo para dois intervalos é 21
Veri fiquemos agora o que ocorre com a matriz À. Sendo

AFAÇAS CAS RAAS Act noÃo Ac?
ra A?AA AA USAR (22.59)

ou, colocando na forma
2 n­2 n

n nn d. Ae , Az Ac Are
A = /Ao VÃon­l Ao ]tn2 At "o ETNSE A”

(22.60)

Sendo o valor próprio de Ac menor que um Na < Ne
= n Seiosa série À, converge com n tendendo para infinito. Desprezando

os termos de potência superior a dois, temos

ANS n AeAA [E 3­O]
o que nos mostra que O erro, apos n passos, ê aproximadamente

(22.61)

o mesmo e dado por

re
Po

Podemos usar como criterio para escolha de um valor tal

(22.62)

que o erro seja pequeno, isto é

Ae T (22.63)

do

onde | é a matriz unitária.”
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22.6 Matriz estável para o oscilador simples

Para obtermos esta matriz, partiremos da matriz/ÂÀ do os­
cilador simples (22.38), na qual introduzimos as constantes

c, e c, que serão calculadas pela aplicação da condição (22.56).
A nova forma da matriz /À foi obtida comparando­se a matriz
antiga com a matriz exata Av” Assim a matriz A deve ter a
forma

l

Tre ot (22.64)

Usando (22.56) obtemos

(1 ­ e Wit?) + wiT?º = (1 + o, QêTº)? (22.65)
2 1

2wW'T* + Wet? = l+20,w?71? + cíw'itTt­ 12.2 2
1 2C,W"TÍ tece j" "2 2

(22.66)

Igualando os coeficientes dos termos ut obtemos

+ 1)0º1T? 20 0? 1? (22.67)

(22.68)

(22.69)

Obtemos e = Cc,
Por outro lado, como consequência das constantes ce, E Cos

(22.64) toma a forma

Pv, = r tatR + 8TR)
o o (22.70)

rny=Zr +TP + at?º*R + bTºR
o o o
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que para o caso do oscilador simples e n=1 tem a forma

dia =P +oat(í­wolr ) + Bt(CO? TI)
O O

: 2 2 2 2
r rr + TD + aTº(­W“r + bTº (Cor1

o o ( ” ( 1)

Colocando na forma matricial

B8tTwW? “QaWwW2T
(22.72)

L1+bwº T? f 1­aw?1?

Invertendo a primeira matriz e pre­multiplicando pela se­
gunda, temos

“(1+5w0?º21º)

­((art3)wW2 T+ Cab­B3)wW"tT?º] 1­(B8­b)WÁ?ºTT?
(22.74)

Comparando (22.74) com (22.64) obtemos

b = 1/4 3 ­ b:= Cs 3 =1/2

a 1/4

1 ­

| 1 ­ 1/2 = 1/2

Logo podemos escrever (22.70) como

: 1
MPy= MP + <= TR TR)

o A? o À? (22.75)

­
. 1 2 1 2

Mr,1= Mr, + TMP, + Amt Ro tt R1
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2.3 INTERPOLAÇÃO POR MEIO DE UM POLINÔMIO DO TERCEIRO GRAU

Neste caso temos R descrito por um polinomio do terceiro
grau, ou seja, por

(23.1)

ou, na forma adimensional

ry ­
272 373R(5) a, + ajTW + a,tTibEi + at E (23.2)

Neste caso imporemos a condição de que a equação diferen­
cial deve satisfazer a Re sua: derivada nos extremos do inter­

valo (em £=0 e E=1). Isto significa que devemos usar duas con
dições em cada extremo, o que implica que o polinoómio consisten
te deva ter quatro parâmetros a serem determinados, isto ê, fo)
polinomio de interpolação deve ser do terceiro grau.

Usando um procedimento análogo ao do item anterior, temos
para condições de contorno as expressoes abaixo

R

R'| Rj
E=lE=1

Resolvendo o sistema

R
o

tRo (23.4)

a. ­­ t .­ 1t 13R1 = 3R = 3R3 "= RI+ R)
Ri = Ric 2R + 2R

o 211 o + 2R'
O
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Substituindo em (23.2) temos

= U —­ ­— Tt ' 1 2R(E) = Ro + RE + (3R 3R, 3Rº R' + RE
(R'— Rº'= 2R + 2R + 2RIE*?

o O O

rearranjando vem

R(E) = (1 ­ 36? + 28?)R+ (E ­ 258º + EMRI +
(3E2? —» 2EÍDR, + (E? + ER

Procedendo a integração como feito no item anterior, isto
é, substituindo (23.6) em (21.24) e (21.25) obtemos

Para MP

1MP fica ­ 36? + 2E?)R, + (E ­ 258? + EÓIRI +
(352º ­ 255)R, + (E? 48? RI) ag + MP)

1 74. R,

(E? = ZEMRIA (23E?
EMP) Tí z R, * TR *t7

fo)

Usando (21.23) temos

MA l
MP, = MP, +TÍ 7 (R, + Rj) +

Comparando com

+ dr

podemos dizer que

ol 1 101,3
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Para Mr, teremos

Mr, [ffeta ­ 382 + 256 R, + (5 ­ 2E? + EJRL +
L

(3E? ­ 25E)R,+ (­E? + E?I)RÍ) de +
1

E=1for ar + Mro r=0 fo)
>

2101r2 — L17­» 3 — Lp 1 r5561ES EE?+ ER,(EE? = EE + FÇEDRL
1

17» 4 7, 1 ps .(TE T5E JR1+ (­= t 3 RR + mese) + Mr,
(23.11)

Substituindo o valor de E, e considerando (21.23) obtemos

= MA + 2 l. ” EMr, = Er, + TP, + T (Ro + SR) + TÚ 5 3071) )
(23.12)

Comparando com

r, + dr (23.13)

1h + MOT2?((/AR + SR) + 10d37Ro. O ZgR1)) (23.14)20ºo

APLICAÇÃO AO OSCILADOR SIMPLES

Algorítimo para o oscilador simples

A equação diferencial do oscilador simples é
(24.1)

Explicitando o valor de R temos

donde obtemos

Sr
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­Wºr)
22

E. ut,
R1 mw?)
Substituindo em (23.8) e (23.11) obtemos

. : lr 2 Ne 1 20123 2ra Po * TZ wir, Wir) + Tt DPF O D1))
3s 210] 12 2,2r1 r + Th, +T 5. Ww ro) + 2. wi r)) +

t(FZ(­o2P) + Igu?ta)) (24.5)

2 1. 2= Pr d16 PL" TO pod 2Ç?
O 2 15 o To Pt TT 0? P, (24.6)

2,,2 3a e dl ­ 2 72,2 — 1 3,2: 1 23,2,Po + TP 60" uW r, ao! W"'r], 20º! [5 Pt 36 ww" r

(24.7)

Colocando na forma matricial vem

wi T 12ott?
2 12

3.2
W"T

39

(24.8)

Resolvendo este sistema obtemos o algoritimo para o caso
do oscilador simples interpolado por um polinômio do terceiro
grau como

—

13 272,41 gt173ge Tt too 7 T(1­dgo? Tt +adço tt)
1 2 2, 1 soh1+==Ww"Í T+ T 1 2 2 1
15 240 L1t+Tgu T+ TR4.

T

2 —l 2,72wi T(l Tout )
—L 2,2, 2 aos1+—su T tango T
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24.2 Matriz de erro

Procedendo de modo analogo ao item 22.4, temos

a) Análise do termo (1.1)

1, 2.22 ah 1 6767 s7..1/ 272,4] una 1 6,6ALI = AorotTiAaço E caeççoS Tt ­ (1 TO TO tóÇO Ti cEsÃO TO)
1 1

­
6

720 1440
( Tê = (24.10)jw

b) Análise do termo (1,2)
; ­ —1 3.3, 1 57.5, 1A 12) = (ot E TIRO Tt tao 777%. —l 3.37 1 5w'"t'"I­[lot gu TIRO Tó

LonnN ol Lo v7o17 7... T') = Goo + cnmiao T' = soToÇÃo t (24.11)

c) Análise do termo (2,1)

AR) = (nt Fo tado Tt J­ lato tido ts
l 5.5

Fo t (24.12)

Escrevendo o resultado na forma matricial temos, conforme
(22.39)

(e) “w Sen àT COS UT
%

ba

(24.13)

22.6 Matriz estável para o oscilador simples

A matriz /Adada por (24.9) para ser estável deve ser da
forma

­ 2,2 4h 2 nd?(1 cr Tº te w'T ) T(1 cow T )
­

1Ás: (lt+ezw" Tre w'T")
j wtT(1­cfw?T?) (17 0? Tite wW'T*)

(24.14)
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Para que o valor próprio seja unitário deveremos ter
e. 2,2 454 LQbr2 272/77. 2(1 cut STE TT) +WÍTÍÓ (1 Ce 1º) t=(l+e. wi Tº2+e

[À

3 Qw Tt?
2 2

1­20 0? T?+20, wW'T" te w'T"­20, o, wW' Tº row" Tt +wW2Tt­20 wW'T*+
676­eçw T

2 2L1tcazw'T"+e wºTº+20 0? T *+20 wW'T*+2c 6­6
3º 4º T
(24.15)

Equacionando os coeficientes de igual potência

­ 20, + 1 =
1

. 2Cr =

2cC
3

2ez + ?C,

202C

(24.16)

que são quatro equações em cinco incognitas de ec, ac A quinta
equação é obtida comparando­se o termo /À (2,1) com AL)
isto é

­w2T(l­cç w?T?)
1+ew?T?+o, wW"T*

tomando So + cz

2 *? 5/12 Cc,

donde

A = 1 wW'T?Dn, 2 42,2 tt1550 TU

De (23.8) e (23.11) temos que

1 2 3 4 5 6

s.57 ­= ­wWwr­(ete,)wWºTi+íe"cz (cftez)HW"Tº | =

= QT, 207 +

1/6

ce? 1/144

5 2 2, 01º110 Tt toi

2,2
2 2 TOw* T(l DP )

7 unesp”. 12 13 14 15 16 17

Sd)
1 5.5

1pOP Tt +

3

T(1­

2d21 190

rir et

Ava
AVAVAY

= ef * 1/12

e... (24.17)

como última equação obtemos

(24.18)

wW21?12 )
(24.19)

"E
2,W T

T FA

devem ter à forma

18



: 2 . atr) r tTE tt (aR +tbtTR tcR dtTR1) (24.20)

Pi; PQtT(aR +3TR, +yR ­TSR1i) (24.21)

que no caso do oscilador simples é
­

: 202,2 202,2 2nfenda voar torir tip tat (Co r )tbT (mw PIT corri Adr (o D,)
(24,22)

ss 2 201,23 22 LAT 2/2,2sPi=P?, +atT(ooO r )+BT (Cow PI) FYTC Wr,) GT (rw PP)
(24.23)

ou, na forma matricial
—

— —

YytTwW? 1­s7wÀ2 7? ­oatwW? 1­8À9º1?

1+w?º T?c ­dw27? t 1­aw? 1? tT­bw273
—  (QU.24)

Resolvendo o sistema e comparando com (24.9) obtemos

a=1/3 b=1/24 c=1/6 d=­2/2h4

a=y=1/2 B=­6=1/12
(24.25)

Logo podemos escrever (24.20) e (24.21) como

R 1 1 1 1.Me. Mr tTt(GR HER ItTUGERo AÇÃO (24.26)

se 2,1 1 oMr, Mr, + TIP +T (FRHR IA T(R, R,)) (24,27)
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2.5 GENERALIZAÇÃO PARA QUALQUER POLINÔMIO

25.1 Integração com passo negativo

O algoríitimo deve ser tal que ao efetuarmos a integra­

ção do ponto t, ao ponto t, ou do ponto ta ao ponto t. o resulta
do deva ser o mesmo.Para fazer esta analise verifiquemos primei
ro o algorítimo no caso do passo negativo.Consideremos a figura
25.1

A

Fig 25.1 Passo negativo

A integração é feita de t, a t,­T , isto ê
tH7T

| MBdt = | R(t)dt (25.1)
t

tO
O

Chamando

te ­ (25.2)

(25.3)

(25.4)

dR (25.5)
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R. dR
de * dE R' = ­TR (25.6)

Para uma interpolação com um polinômio do terceiro
grau em t, temos

= +R(t) a, a,t + at + at

entre os pontos t, e tH7Tt deveremos ter
­ ­

272 373R(E) = a, a,TE + at E azt E

donde, apos aplicar as condições de contorno

2 ­ 3Ry= a a ­ a,T + atfo fo e:
(25.9)

to
­ 2. 3Ro = ­aA.Tt a. T + 2a,T 3azTl 1

o que fornece

(25.10)

= ­R' + R' + 2R, ­ 2R ­ 2R'
1 fe) o fo

e para a expressao de R temos

= t —­ —
ft t 2R(8E) = R, + RE + (SR, ­ 3R, ­ 2R' ­ RODE? +

t t 3(R) + R 2R, + 2R,)E
= (1 ­ 3E? + 2E”)R, + (E — 26? + EÓIRL +

(38? ­ 2E?)R, + (­E? +E? DRI (25.11)

que E uma expressão analoga a do caso anterior (23.6), passo
positivo.

Para a velocidade temos

ty7T tH77
| MrPdt = S R(t)dt (­T)R(E)AE (25.12)
t tfo) fo

integrando

Ava
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



: Mt ­fs(­ 28?EpMl MP =((­t1) (E­E? +3)R+ E=+ IR,+
O

(EE Ra(ENEDR (25.13)2 1 3 4 1
º

TDRAR IHEZ(RI­RO]) (25.14)ADt (MTDE Z(R,RFaenddo) (25.15)
De: modo anãlogo, para o deslocamento temos

rv1 = Pr t(rIIPA MUDE GR 13gR, DOADA(*Doe,IRDIS,o 20 20 O 4ã

Observemos que essas expressoes são análogas as expres­
soes para passo positivo, com a diferença que o acrescimo é ­7,
e o ponto final (£E=1) do caso de passo positivo corresponde ao
ponto inicial (8­0) no caso de passo negativo.

25.2 Comparação entre os dois casos

Tanto para o caso do passo positivo quanto negativo, as
expressoes são da forma

VN a (R+R )+ta, (R­R )t....O O 1 o

e... +ta + (­1)1 gín­1) nº­l gn)
o 1n­1"

(25.17)
NS EM ort Th, +M"t [>Roth, t DaRreRI+t..

­ 1ro lba RODaoaRRO” » (25.18)

(25.19)

No caso do passo positivo o passo é igual a 1
No caso do passo negativo o passo é igual a ­1
Estes dois casos estão ilustrados nas figuras 25.2

Sr
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t

Fig 25.2 Passo positivo Fig 25.3 Passo negativo

25.3 Relaçoes entre a; > Pb: ec
Consideremos a figura 25.4

Àre

A 2
71

|

1
!

i

U

)

U
> t

t t +17
O [()

fig 25.4 Base de comparação

Para o passo positivo as expressoes sao dadas por

n­l : . : .

; ­l irnti)
17,

t p(i)D+ M Tt. hall at (RS + (1) ROO] (25.20)
“n­1l1 : . :

­
: ­l > i (1) (1)r* r tt +M tl T T (D;R. +e;R, ] (25.21)

Para o passo negativo, temos, para a mesma figura 25.4

NO

PERNNIAE, NE LL (1)poe by COL fa; ota acDIRAA] (25.22)
i ­1 2rr +(­1)P +M “tr É i (1) (i)io [(T) (DR resR ID] (25.23)1
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Substituindo estes valores de P, er,nas expressões
(25.20) e (25.21) anteriores, vem, para a velocidade

n­l : . :

D =P +M bh[a, (1) RAR] +
1."o ES a;Rcn1)iRO (25.24)

1=0
nl

(i) (i) (i) (i)Fla, (­n)t (R) 2) ,(­­1)iRé1371:aTa," (Ro1) (­ 19'R 22517+= +? (25.25)
e, para cada 1 temos

(i)a,(­7) (Ré +(=1) RO) za, tr (RUC­1) RO) (25.26)
1a. (RI CniRD Oca ticRD aço) RE) (25.27)

l O 1 1 (o)

que é uma identidade.
Para o des.ocamento temos

r = pi­oA, Ml?"Ter21); RePPaesRotI
1 1 sºo

ei x, é)
—ltíb+MLo)" la; RMACDIRA))

1=0

­l. 2 i (1) (i)+M Tt io |T(OBR + e; 1] (25.28)

vo"fenv,RUre RO T+C(­12) »Ta, (1)RD
1=0 1=0

+19 RD] +? "spai (b,R$ teRO = 0
i=0

i (i) (i) 1,/p(i) ip(i)(1) (BR? te. Ro [a ­DNRI +(­1)7RSH] +
tcp. Ro. RO)

1 O 5» A |

(­1)1Db.ir CDIo Rab. Ro AT? e;RO =
(1) iR$),= a. (­1) “(RÁ +(­1)

Sr

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp”. 13 14 15 16 17 18



Db, CCnIIRATiR ao, (TIRAR)
1

l

= a,(t) RDPaCIDIRO)
(1),+ReI4(­­1)Í e; ((­TR:TR)

(1)

b. ((­TR
= a,(­7)?(RH)RO)

e finalmente
Na |

b, (1)RE CDIR A ra e cota19)
= a,(—1) NiNseiO­1) RO)

donde a relação
i ­ ;

25.4 Condições de estabilidade do algorítimo

Para que a soma da sequência

(1)at (Ro + 1)7R) (25.30)

seja convergente para qualquer 1, precisamos que

R$) + (1) RO) ——> O comtT+m para i=z=n­l (25.31)

O que implica em

RenTl) = =(­1) Ro1) som t=m (25.32)

Do mesmo modo, para que a sequemcia abaixo seja conver
gente, devemos ter

b; Ro —> 0 com T —— > (25.33)(1), e,R
ou seja

Rín­1), e pín­ 1) = O T
(25.34)Pn­=1 fo) nlR

donde vem

Sr
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(­1)PT7Ig(N­1) to Rín­1)bn­1 " 1 nl,
= O

a relação entre os últimos coeficientes

DUB, + c
b = (­1)97] e

n­1l nl

Como devemos ter, por (25.29), para i=n­1l

b + (­1) Cnn­1l ­1 “ “n­l

Dn=1 za
2 (oa DTn­1 7 OD ea

nl

Resumindo, a: > b: i devem satisfaze

b; + (­1)* e. za i = 0,1,...,n­2

b = (­1)ºLt
n­l n­1 *

Cálculo dos coeficientes a;

Fazendo PO, 1271 , Mzl e Reto, APP. o:
vamente em (25.20) temos, para R=t”

nl : eos

R= [a, (RS) scn9iRiDI] = a,
1º=

Calculando no intervalo t,=0 a t tT=l vem
n­l

R= 5 [CutlaRO] cz
i=0 +21

desenvolvendo

at'"­na tr lintn­1)a +24... (1)nx1
1 2

'

fazendo t=1 e considerando que

Ava
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14

ra

2n“l

15

(25.35)

(25.37)

(25.38)

(25.39)

(25.40)

(25.41)

sucessi­

(25.43)

(25.44)
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t=l. 1
n 1S rdt = S Radt t dt = TI (25.45)

t=0 [o

obtemos para a primeira equação

­ . ­ NES

s E ­ Ll)a, na,tn(n 1)a,­.....+(­1) n'aà, *? (25.46)
2 n+l1

nt+1. etc., obtemosProcedendo de modo analogo para R=t

o sistema abaixo, de n incógnitas A apa rrsãàno E E equações
que nos permite calcular os a's.

n­l
"nel n+l

­
La nTl(n+1)! 112t(nNnt+l1)na, ca. t(­1) 7 = =D

a "na, tnín+l)a,­....+(­1)
a,r(n+l1)a

a,­(2n­1)a,+(2n­1)(2n­2)a,­...+(­1)2ND:2 n. 2n

(25.47)

De modo resumido, podemos escrever este sistema como

i = O,1,...,n­l (25.48)

se 3 = O e 1=0,l,...,n­l
(25.49)

(Cid nsicrrl) se f3712)23...5NTl
( 1=0,1,...,n­l

n+1+1

Observemos que as expressoes (25.49) e (25.50) são
mais práticas para cálculo em computador.

25.6  Câáleulo dos coeficientes e.
O procedimento para o cálculo dos coeficientes c's é

anâãlogo ao do item anterior até a equação n­l. A última relação
é dada pela expressão (25.41) que expressa uma das condições de

­
­.

moROTONÇ.
Tot not NO

Ava
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estabilidade do algoritimo.
Fazendo r =h =0O , M=t=1 e Ret, Hot? Pt2 o ÃO?

o “o =D '

em (25.21), obtemos o sistema

1
Sn­1 ? TAFDCA+D

(n+1)!
­

"
Fo —— e ­? =n (n+2) (n+3)

Cc +nNce,+ ­l1)+.....+niStnReo, nín­1) n

e tíntl)c,+(n+l)nc,t....

202n­=2)! "
(n­1)1* " (2n­1)2nNe *tl2n­2)0,+(2n­2) (2n­3)o, t+...

(25.51)

onde temos n incógnitas C ,C ...,C ­ PN8 o? 1? *“"n­1 e n­l equaçoes. À ultima
equação é,tendo em vista (25.41)

nlCn? (­1 3 ano (25.52)

De modo resumido, este sistema pode ser escrito como

n­l

ih 83 e; = i = 0,1,...,n­l (25.53)

=0 se j=0,1,...,n­2 e i=n­l

=1 se j=l=n­1l

­l iz0,1,...,n­?
NM (n+i­r) se

r=0 jr1,2,...,nºl

j

“=1 se j=0 e 1=0,1,...,n­2

)
|
|
1

Í

L
(Nn+1+1)(n+1+2) se i=0,l,...,n­2

­

(25.55)
(=­1)97À

In]

Observemos que para calcular os c's precisamos primeiro
calcular os a's.

Ava
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25.7 Câáleulo dos coeficientes b:

Uma vez conhecidos os cosficientes a. e CC.) podemos
calcular os b.; por meio das relações (25.29) e (25.41), ou seja

­ (25.26)
a. para i=n­1

= a. ­ (­1)*c, para i=0,1,...,n­2
b. 2

2 "1is

ALGORÍTIMO PARA UM SISTEMA DE MÚLTIPLOS GRAUS DE LIBER­

DADE, INTERPOLADO POR UM POLINÔMIO DO PRIMEIRO GRAU

Usanado as expressoes (25.20) e (25.21) com os coefici
calculados por (25.47) e observando que neste caso n=l,

e ­I1T
M +Pp + M 2(R +R)) (26.1)

1 1?
yGF (R+R)) (26.2r + p+ Mfe) fe)

­Kr ­CP + £ (26.3)

o? ­Kr, ­ cr. +f.
R =­Krp ­CP + ff

1 1 1 1

Substituindo eéem3(26.1) e (26.2) vem

o NM Tr. = . esMP,= ME, + T Kr, ­ CP, +f, kr, ­ Ch, +£f) (26.5)
2

Mr, = Mr, t+ MTP + E (­Kr ­Ch, ­f TKr1­CPh, +f,)
(26.6)

O

donde ,para o deslocamento
2 2 2T TC­ (MILK TEAT P = (M Tm Ir +(Mmn

para a velocidade
TX TC. 2 2TK TCs.mon t(MrI DR, = cor t+ (Me) Do+

(M+
2

K)r +
1
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ou,na forma matricial

(O)
ffo

|
:vo

(26.9)
De modo resumido podemos escrever (26.9) como

r,+ E, É, (26.10)

(26.11)

(26.12)

(26.13)

f

Tr j ;
o (26.14)

f
1

| J
Resolvendo (26.10) obtemos o algorítimo na forma com­

putacional como

5 D+o DES
O

AAA
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2.7 ALGORÍTIMO PARA UM SISTEMA COM MÚLTIPLOS GRAUS DE LIBER­

DADE, INTERPOLADO POR UM POLINÔMIO DO TERCEIRO GRAU

De modo anâãlogo ao anterior, e observando que neste
caso n=2, temos, de (25.20) e (25.21)

al ­ LJ at1 + Tla (R+R )t+aT(R, RR»)
: 1, ar rot Po +tM T ((DR te R )+T(D]R, fe R))1 1

onde os coeficientes calculados por meio de (25.47), (25.51) e
(25.56) valem

1/2

1/3

1/6

Sendo

R = ­Kr ­Crh + f

temos

R =­Kr +CP +ffe) fo o “o

R =­Kp ­ CÉ +f
» 1 1 1

­KP Tor +f, = ­KP ­C(­M
1 1 1

1 1 1
F

Kr “M “Ch +M “*£ ) + É
Fº o fo fo) fo)

CM Kr +(CM' C­K) rr, ­CM f+f, (27.5)

1 1R z=CM Kr +(CM
1 1

C­K)R = CMf sf
1 1 HH

Substituindo em (27.2), vem

Mr = Mr + MTP +fe fe)

1? 2
: T :( Kr, CP Ff + Kr CP +f) +

[CM IKr +(CM te­K)P CMte 4E ) ­
(*) (O) (6) O

1 1— (OM XP +(CMTTC­K)P, CMF +f )

ES
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



Substituindo em (27.1), vem

MP MP + 2(­Kr “CP +f ­Kp “CP +£ ) +
1 o 2 £o) fonte) 1 11

o (CM kr +toM le­k)a ­coM leaf )­
o” fe) o “O

­ LOM FKP +(CM CID CMT +f, ) (27.7)

Colocando na forma matricial, temos

+ >
= + | +DJ, PJ, & É, FR f,

2 3nMTd 3
TºK TCM “K

<­
TeenM+ 6 + En — a (K CM C)

TK, Tê nl A oevTl

L. —

MIR,E mlk
3 28

(27.10)
2 —­É + E CMOK

TT? Tl
25O

(27.11)

(27.12)

3 r=2º) = = | (27.13)
O . ?r ! fi

[ON 1

r

r|
­ " . ­ . ­l . 2

il matriz unitária de mesma ordem que CM “. isto e, se
o sistema tiver NV variáveis a matrizJ e as matrizes M,C,K são

ES
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2.8 ALGORÍTIMO PARA UM SISTEMA DE MULTIPLOS GRAUS DE LIBER­
DADE, INTERPOLADO POR UM POLINÔMIO DO QUINTO GRAU

Usando (25.20) e (25.21) e relembrando que neste caso

n­3, temos

NEN 2,5PÇ +M Tía (R+R )raT(R+R )ta,t (RAR )) (28.1)
| 2, : . . .

rot PL +M T (CBR te R )+t (DIR to R )*+ (BAR te, R
(28.2)

(25.47), (25.51) e (25.56) obtemos

a =1/2 a =1/10 =1/120

77/20 b,=7/120 =1/240

ec .=3/20 e =71/24 =1/240

Sendo

R = ­Kr ­CP +f

R = CM IKr+ (CM
R ­KPF “CV + f

1,71 1, nl :­K(C­KPr=Chrf) ­ CM CM lKr+M tcoMTto­K)A ­

Mel fgaMNitf + E
= (KM lK­CM temo tr (KM le­cm

(KML + CMlembe ­ cmo

le­K)Pp ­CM Ff + Ff (28.4)

lvl
CM

f + E
C+CM SEN+

e observando que

MB = R donde — BE = MR
ME = R donde — E = MR

(28.5)

A expressão (28.2) fica, apos a substituição de (28.4)
e (28.5)

Mr =Mrp + MTE, +1 O

57? (­­Kr, “Chi,+fItágTt KrO,+f. ) +

AAA

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp”. 13 14 15 16 17 18



1T?º(CM Kr,+(CM to­Dr,­CM"f, + f )­
­l ­lTC CM “Kr +(CM “C­SE ­ CM f. + E ) +

=lk­emleon"?!K)r+ (KM“lo­cmIoleem!0 P+
"Len le) ff, ­ cem fo +f) +
"leemten!K)r, +(KM te­cm tem"!

+(­KM

1 +*º750! (COXM C+CM IPA
­l ­—l 12(KM lion tem! ff ­ CM £+ £) (28.6)

A expressao (28.1) fica

NM tre. MPT ­ nsMP = MP, + 7 C Kr, Ch Ff + Kr) Cr +f )) +
T? ­1 ­1 : ­1 :To | tem Kr + (CM C­K) Pp, ­CM ff) ­

­ (om xP +(CM TO­K)BR CM TE, + E 1.
3

­ ­— ­— = ­— ­ ­+ COKxMPIK­CMT TOM TLD+ (KM TO­CM TOM POrNTTIO RS
+(­KMI+oM"tom?+CM “CM )f, ­ cm '£, + ff) +

LCKMIKSOMT TOMO + (KM PO­CM TOM POrOMTIIO A +
(KM OMTTOM DA ­ cf £ 1 (28.7)

Colocando na forma matricial temos

D r = D, r, + FR t, + F f, + lh f, (28.8)

1
12

1 1
221 >

D " ã"
d

1 37? "lt 1 ­l=M+>——K+TCM K Fog (KM (CM 2

11 tao Ko OKd

AAA
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Til ­lÕ a K CM “O) Fgm Lica (KM
­l,. 1. ­l.2ÁS CM K E KM” (CM )IK (28.10)

­(CMD)2)C)

IK+2—2 TO

T* ­1 ­l ­lM+2C­E(x­CM"ori(CM “K+(KM *­(CM *)2)C)2 [

o. IT? ­l1
d7 Atos

771?d52?TM5o ET
O ==tlk+ ­l 1.2 1 º7oÉtTom ço (CM

2
O ME Col (K­29 *M 5 Cc TB (X CM” lo)+E

Tt oloo Tt? ­1———— CM K+amp| KM “­(CM >) JK
(CM IK+ (KM Lo comby2)C)IT (x­ CMis
­l

d ) OK (28.12)

d (CM t+ cxkMO to como hy2po)120

(28.13)

(28.14)

(28.15)
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(28.16)

(28.17)

2.9 RELAÇÕES DE RECORRÊNCIA PARA O CÁLCULO DA DERIVADA DE
ORDEM n DE R

Representaremos a derivada de ordem
Sabemos que

R = ­Kp­CPr +f

coloquemos na forma

fo) Os OR = a pta­ P+b rffe 17*Po
onde estamos usando a seguinte notação

letra 'a' coeficiente de r ou 7?

(n)
n de R por R

letra 'b' coeficiente de £, £, f etc

Índice superior ­ ordem de derivação de R
Índice inferior ­ ordem de derivação da variavel para

a qual a letra é coeficiente

(o)

O;

como em a”

como em pf

ES
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Assim as derivadas de R podem ser escritas

R= a'pt at + bof
R (1) atr + atr + b ff F

O

O

ar + aTp+ b £f b f + bo f
1
2.
1

:
|

r+ air + b?f + DIF + DE + pD3f
n­1,(1)

29.1 Obtenção dos coeficientes a?
Sabemos que

3 = CMOOr + CM lo + (We

que pode ser colocada na forma

Pr ar + BP + yf (29.5)

­lMk =x (29.6)

partir de (29.5) obtemosas seguintes expressoes

= ab + a É + bof
a Pp + a,(ar + 3P + yvf) + nºOf
arta

(

fo2797 + a7s? + avf + bsOr (29.7)

o.4)r + (a? + a78)? + (ay) f + (by)

O.

O

O

Oo

a
1

1 l. 1 1:
ar + ar + bz f + b7f

alhp + alva pf + vlrel
. 1 . 1º 17

ab + a7 (ar + BE + yÊ) + bof + b7f
1 1

(a7a)r + (a,
Y

­= ap + alb+bºf+b2E+b if (29.8)
fo 1 fo) 1 2

las 1 l., 1,2
+ a73)r + (az) É + (DE + (DDf

AAA
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2 2us
2 + DJf

Pr + a,(ar + BP + yf) + pº 2
1 fo! 2

2 2 2nº> 2 2.2 2 2”( 7º)r + (as + a7s)? + (af +(DO)É +D7 f +b, f
(29.9)

a r+ air + vês + Db
2

2
o

2 s ...

a f + bj f + bZf
a

Resumindo os coeficientes a temos

derivada coeficiente coeficiente

de R de r de

no)

gl)
(2)

mM D

pe
t

Fe

R Fe
l

pe

(3)

­”
P

o
L

N
H

P
H

O

fo)

fo)

1
O

2
fo

3
fo)

29.2 Obtenção dos coeficientes b]
Observando as expressoes (29.7),(29.8) e (29.9) temos

derivada coefic' coefic. coefic. coefic. coefic.
de R de :£ (0) de £() de £(2) de £(3) de so
Ro) [­

O
W

w
O

N
m

M
N

O
H

rH
O

O = [1

ay
1

NGS
(2)

Es
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29.3 Sequência de cálculo dos

1 ­ Calcular as = —­K
onde I é a matriz unitária de mesma ordem que £,
isto é, o dobro do número de variáveis em r.

j j­l1
fo) 97
ij. j­ j­l

is 1

para cada valor de j (3=1,2,...,n­l)

Caleular a a

3)

Calcular bº ad, para j = 1,2,...,n­l

Calcular bi pio? fixando os valores de 1
(E=1,2,...,n­l) e calculando para cada j (j=1,2,..
..nºl)

2.10  ALGORÍTIMO PARA UM SISTEMA DE MÚLTIPLOS GRAUS DE LIBER­

DADE, INTERPOLADO POR UM POLINÔMIO DE SÉTIMO GRAU

Usando (25.20) e (25.21) e relembrando que neste caso
n=4, temos

: 2
: .

Mr, + MTb tt tb R, + es + T(b,R,* eR) +
so.

2
e. ..

3
ese

T (DAR, + eR)) + Tt (b3R, + e3R »! (210.1)

Mp + TÍa (R + RR) + a,T(R, ­­ R) +
2 3

­a,T (R, + R) + azt (R, R (210.2)

Substituindo R e suas derivadas conforme (29.3) em

(210.1) e (210.2) vem, para (210.1)

Mr + MTP +
Oo fo)

2 fo) O. fo) 2 o O. fe)T“b r +ar+b ff + TT ar tap + b f) +ota, fe) lo fe) o? eta, 1 11 o
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13 1 .

T b,lazr, + oplf ) + Tb
1a,

b2f +D2f +Db
O 1 171
5 3

T c(ayr ta
Para (210.2) temos

Mr,+Ta(asrta2.
MP =

1

1
2.2 (aêr +a Po.+bfo) ”2 I+T* a.2(a?ota,+b“o+b $$+brSA+bD>3+58 f 1 3s +D2 E +5ºf )

1 2 1 31
a

1 O] 1

+ D'f,
2

3
3;
1

3.

1º
3ofo+b) f,+52 £, I+T? a, (aºrESE +15?f28+

+ bIf, J+T *e, (atr ta 1 +b,le +
2

Pr +b'de +b­ f +b dg +b
1 O 2 279

:

1f, )­:tT?a1687”, tar +b,

l.
1 o1 1 1

2.2º 2(aêrtoofPAES?£,J+T e, (a,rME +3.E ) + Tb (a?rtal,tb,“E.+b “sf.+b?£+b do ) +13" £.) (210.3)

O.1%o*Poof. )t+TtTa(ao, +ta P+b.o )+

1?atiro PHbIf tb
1 A, . FE +Dif, +

2. 2:
2 fo)E )"T “as (ar +

11 2 fe)

(210.4)

Colocando na forma matricial, temos

NmMP=D 2DT, 7 o ro

|
1nn MT ca
1 222di, T ca
l 2 O 2
21

1
22 ol

d

d

d

"To

­tTºc

­“TaA +oo T a,aãà

+ F, É,

ab
78 TC

7
1
o

­tT*e

­T*a

2

2

2,8 3
+Tº:a tt aza

a

à

rÊ:Ir FÉ*

(210.6)

5­T Cc

“T*c.a

2
fo)

2
1 3

(210.7)

3 o

­

o, 7? 1 3 2,74 3M­Ta a­+t aart a a tt aza,

Isto nos permite generalízar como

1
11"

1
12

d

d

cm 1 2 3 4 5 6

(210.8)
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FÊ, (210.5)

18



(210.8)

11 12
(210.9)

O

do, 922 |
fo) 2 O,.3 1,24 2 311 M+T“boo+T bras+T PED+T *bzãao

1o 2 3 4 2 5 312 MtT+TºbDatt byaztt b.att b3za,
o fo) 1 2 3 (210.10)27 7 Tazaçtt *ajaçtt "a, att” a. a
fo 1 3

3 Oo

O 2 222 M+tTa att ajaztt a att”aza)

que pode ser generalizado como

(6)

17

O

di,
(210.11)

(­ ­SE

(9)

do7

(210.12)
Oo Oo

£77 £72

TºD bo+Tib. bb +TºDb. bÍ+Tib.b
oO O 2 3

tT?c bOtt?c b+t'c bí+tT'c,b

N
M

O
N

M
O

M
M

O
N

Om
Mm

M

o
o

O
W

O
W

O
MV

WO
wWw

(210.13)
oTa bytt?a b +1'a,bí+1t1"a.b

io
)

[O
S]

b+t1?ºa,b ­tT*a,bE
pE

p
H

E
À

O
F

W
H

O
P

o
r

o
r

Oo 2Ta b"­T“a
feno) 2
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Ceneralizando

ro P
p

N
T

c
i

u
d

O

f11
P

o

O

fi?
(210.14)

­
N

p
o

u
D

c
a

n
r
]

4"

o

£1 "

N
e

pr
O

(*)

£72

P
p

o
O

En
a

E p
+

DO
)

F (210.15)

H
F

H
h

.
.

[9
]

ps Nm
|

N
M

1
11
1 3f1º = T*c.b

f = tT?b. bo+tT*b.b +T*b,3b

rp
F

­

p
p
L
p
p
H

P
p
H

H
O

2

+tT*c,b +1*e.b

pe
NO

pe
MM

[9
9]

P
O

P
W

P
O

P
O

(210.16)

3

NO T ab

1 ­ 22 =T a,b
l 222 77T ab

+7?a +1T*a

+T?a,bf 2

N
O

P
R

O
PN

M

Generalizando

11

pp
.

o
u

c
A ­

HH
P

D
A

S
u
D

A
|

(210.17)

­
N

P
E

p
e

po

nm
HH

[ac
o]

pp
. u
m

1
Pp

(210.18)

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



2
1
2
12
2
21
2

f

f

f

f

Generalizando

to| pÀ
p

H
p

o
p

e

Hm
h

P
N

M
N

M

V
D

e
p

8
2
p

E
U

D
AE

U
D

A|
H

D
D

E
u
m

a
P

N
p

e
N

E
N

P
p.

L
o
]

3 Ssfi, T”*b
3271 T*af

NS72 7 T'D3b;
47 neaç5T cabatT c.b

3

­— 3 2 4T a, b,+t a,.b
2322 7 T*a,b,

b

b

2475b b

­T"a,.b

3

3

3

M
o

N
O

W
O

M
N

O
M

N
C

O

3

3
£12
fi, =­1"a,b

22 3

As expressões correspondentes aos
do seguinte modo
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A expressão na forma matricial pode ser ainda colocada
na forma

n­—l
E. 210.24+; F. ; ( )

£(3
Oo

f. =
(3)E

(210.25)
j£77

2.11. ALGORÍTIMO PARA UM SISTEMA DE g GRAUS DE LIBERDADE
INTERPOLADO POR UM POLINÔMIO DE GRAU q

Uma equação diferencial linear de segunda ordem pode
ser colocada na forma

MB + Cb + Kr = f(t) (211.1)

e sua solução numérica pode ser obtida por

Fa ­1 > ­7 n­l

(211.4)
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x. eo i­esimo grau de liberdade
n = (q+1)/2
os termos de são dados por (210.8)1

os termos de são dados por (210.11)

os termos de 3 são dados por (210.23)
os coeficientes que compõem os termos das matrizes são

obtidos pelo item 29.3 .
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CAPÍTULO 3

SISTEMA DESCRITO POR UMA EQUAÇÃO DIFERENCIAL LINEAR DE ORDEM p

3.1 EXPRESSÃO GERAL

Seja a equação diferencial linear de ordem p, na forma

(p) (p­1) (0)Ar +A r tas... tAr = f(t) (31.1)

ou então, na forma de somatório
fo

JJ Asi POE) e EC) : (31.2)
1=p

Esta equação pode ser colocada na forma

i=0 “cs

R= APP! = TJ ­a in fem) (31.3)
i=p­12 P*

As expressoes correspondentes a (25.17) e (25.18) nes­
te caso tem a forma

; p­l 1NESSES SEDE
i=j (i­j)!

: nl

+ 1) (1(aº, RO , al R)Y (31H)
.

­ xº2 j fe) 3k “1onde 3 = 0,1,..“78B­1
No caso de j=1 temos (25.17) e no caso de j=0 temos

(25.18)

Dado um sistema de múltiplos graus de liberdade regido
por uma equação diferencial de ordem p, linear, o algorítimo pa
ra a integração é da forma

r, = AT, + IB
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on de r é obtido de (31.4) como veremos a seguir

3.2 CALCULO DOS COEFICIENTES aº
jk jk

A condição de que o algorítimo deve funcionar integran­
do com acréscimo (passo) positivo ou negativo nos permite obter
as relações entre ax e ax ;
em (25.3) .

Para que o algorítimo seja estável, os coeficientes de
k=n­1 devem satisfazer a certas condições, de modo analogo ao
visto em (25.4) .

Conhecidas estas condições podemos montar o sistema de

equações para o cálculo dos coeficientes air (k=0,1,...,n­2).
E, por meio das relações obtidas, calcular ask

32.1 Relações entre os coeficientes ask e ai
A expressao para a integração com passo negativo é da

forma, (ver fig 25.4)

p­li 1Ari ca EPO 225 (4­1)!
n­l

—, pri — k, O (k) 1 (k)+ (=) ko ((­t) (as, Ro + as Rg 2)
(32.1)

onde, em relação a (31.4), os Indices j e i foram trocados por
1 e % respectivamente.
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Substituindo SS (31.4) obtemos
=

­ar Pr ão) faA, otai=3 (i­j3)!' ”=j (4­1)!1)!
te­1) (al, RE + aiRDI

(Kk) 1 RU)(T* (asx Rs + az, R7 )) (32.2)

É fácil mostrar que (desenvolvendo por exemplo)

+ PO?

IA
N

3
M

E
I
I
N

D
I

o
r
o

m
r

+ 1P7)

­

p­l p­l sos ­Aro to A EL dO co? i pt)
ol i2j 421 O (2­1)! .

(32.3)

Logo temos

p­l1 1 sos —­; n­ºl——— O (Pt ro qe çad ROO
123 (i­3)! k=0

1 ,(Xk)+aixKRo » +
« nl

P­j (k) 1 24)
­+ Tt ko (1º (as Ro + ax R )) = O

(32.4)

Dividindo toda a expressao por 9P7I+K e rearrumando os
somatórios

n­1 (p­l1 (­1)P7i+HKj ta? ROO 4 al ROO)1 ik
+

kx=0 [123 — (i­3)!

ta R$) + ai RO) = O (32.5)
(k)Equacionando os coeficientes dos Ro

de k (k=0,1,...,n­l1), temos

p­1 (­1)P7t+K

; para cada valor

1 oO .a:k + 23x = O (32.6)
1=3 (1­3)!

Tomando o somatório a partir de j+l, vem
=1+kp­1 (­1)P* À p­j+k al O .as, + (­12) ax + ax = Oiz23+41 (1­3)! 1k

AAA
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donde a relação entre os coeficientes
­

—7 Dr i+k+1a? + (­1)P7Itk al = PT? OD al

Observemos que nesta expressão estão relacionados os
coeficientes de ordem j com os de ordem p­l, p­2,...., j+l1
calculados anteriormente (a sequência de câlculo é de p­l até j)

No caso particular de p=2 e j=1 (32.8) fica

o 4 ta co (32.9)97 ,k 1,k

pois somatório de i=j+1=­2 até iz=p­l1=1 não existe, sendo igual a
zero por convenção.

Para este caso, observando­se que pela notação usada
re;anteriormente = DP, (31.4) fica

n­l
e . k, o n(K) 1 n(Kk) :AP]I= AJt, 17 Lt (anexo tai RR] )) (32.10)

Considerando­se (32.9), podemos escrever (32.10) desen­
volvida como

as , o 1 DrAP = At ttTla, Q(RHRy)+az j(R, Rj) +...) (32.11)
A expressão (32.11) é análoga a expressao (23.17)

32.2 Relações entre os coeficientes para que o algorítimo seja
estável

Procedendo de modo anãlogo ao que foi visto em (25.4)
temos, para k=n­1, tendo em vista (31.4)

p­jtk (o ROO ll ROO yoRim 7 3k “o 3k “1
T— >
k=n­1
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o (n­1) 1 (n­1)
ai, n­1 R t az nol R, =oO (32.13)

Observemos que (32.13) e (32.8) são válidas para qual­
quer j, então, para j=p­1 temos, de (32.8) com k=n­1

fo) 2 ra DHLI 1An­1,n­1 = (­1) A5­1,n­1 (32.14)

Substituindo (32­14) em (32.13) vem

2a ntl (n­1) (n­1) 2
­( (1) R, + R ) An­1,n­1 =

1
Como Aan­1,n­1 * , vem
(n­1) — , 4,Nn p(n­1)

R = (­1) R,

e de (32.13) vem

o 274,Dn 1 (n­1)
t 2a; nl + (­1) a3 n­1 ) Roy

donde a relação

fo) 274,PR dl ­

.

23 n­1 + (­1) a% n­1 = O para todo j

Substituindo em (32.8) temos, com k=n­1l

2a,D+1 1 27 pritn­1 1 ­(­1) a: n­1 + (­1) as nº1 ?

p­l (­1)P7HHO 1
= A. ­izj3+1 (4­3) AsNIL

n+1
(32.19)

dividindo por (­1) , Vem
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(1 + (­1)P7Íº2) 22 =

p­l (­1)P7tRl
Intl jis42 (dj

Observemos que se p­j for par, teremos

­
27 pri­l

7 7 P 1 (­1)
as. =

.juntl 2 ;iã9 (dos)! i,n­l

Se p­j for impar temos as identidades
­

2­7 pri­lp­1l (­1) j"
i,n­l = 0i2j+2 —(i­j)!

Para o caso particular de j=p­1 temos
é impar. Tendo em vista (32.22) não podemos
deveremos usar (32.18) o que nos dãá

O n 1l
p­1,n­1 * )­. ip­1,n­1a = O

Para j=p­2, temos p­j=p­p+2 que é par.

l ! 1
n=2,n­1

­ 1 (275º := 3 (1) I­1,n­1

)'

(32.20)

(32.21)

(32.22)

p­j=p­ptl=1 que
usar (32.20) e sim

(32.23)

De (32.21) vem

(32.24)

Para j=p­3, temos j=p­prt3 que é impar. De (32.18) vem

n 11
­+ (­1) An­3,n­1 * jo)aº?

p­3,n­l

Para j=p­4, temos p­j=p­p+!4 que ê par.

1 " 1
­ ­lAy,n­21 * Z fâp­an­2 7 ? 1

p­2,n­1
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132.3 Cálculo dos coeficientes ix
Fazendo Reto, 2otl  42nN2 sucessivamente em (31.4);

tomando A =I 2; T=zel e o intervalo de t.,=0 a t,tT=1, obtemos um
sistema de n equações (cada uma correspondente a Ret",
uzn,n+l,...,2n­1) em n incógnitas ax » k=0,l,...,n­l.

Considerando que ro = t +20 =0, em (31.4),temos
n­l

rio) ­ al (32.27)

= (+) cat)) (32.28)ft
(+) cat) (32.29)qo

o

(32.30)

jIP­l1,p­2,.­..,0

uzn,nt+tl,.....,2n7l se p­j par
u?mn,n+l,.....,2nN­2 se p­j im.

par

Para cada j temos um sistema de equações. Se p­j for im
par o sistema estã completo (n equações e n incógnitas). Se
p­j for par, o sistema comtem n­1 equações, e a última rela­
ção é fornecida por (32.21).

Como exemplo verifiquemos o caso da equação diferencial
linear de segunda ordem, interpolada por um polinomio do quin
to grau. Neste caso p=2 e n=(q+1)/2=3.

Para p=­2 temos duas expressoes do tipo (31.4), com
j=p­1=1 e j=p­2=0. Consequentemente temos os coeficientes

a? al a? a1,k * ,k ok *ok

a serem obtidos
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Para j=l1 e uzn,n+1,n+2 em (32.20) temos o primeiro sis­
tema para o cálculo de az k*

. 3
­

Para j=0 e uzn,n+l pois neste caso p­j=2­0=­2 e par.
A terceira equação do segundo sistema é dada por (32.21).

3.3 CÁLCULO DOS COEFICIENTES bi E e?

'
Na expressão (31.4) devemos substituir os valores de

1)
R

derivada de R. Reescrevendo (31.3) temos

. Para isto precisamos conhecer a expressão da i­êsima

) rr em)

com a seguinte notação:
o Índice superior de b refere­se a ordem de

derivação de R |

o Índice inferior de b refere­se a p­i, onde i
E a ordem de derivação de r

b) ec = I, que êa matriz unitária de ordem igual a p
vezes O número de variáveis (graus de liberdade)

De (31.3) obtemos tambem a expressao de

1=1 ­ .

­rip) = ATÉ A Pb, ATÉ fCt)
izp­1 po

que pode ser colocada na forma

1=1 .

rr Do ana ria Bo, EC)izp­17P
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Ptitl), 2º (33.5)o

o

Retirando o termo i=p­1 do somatório, vem

1+1 fo)
r + b (p) fe) |

71” + Co f (33.6)

Substituindo r(P) dado por (33.2) em (33.6) temos
­l : pl

; .(1) Pro (i) OoR = ih) Do­1­i 12 Ani +Bff) + o) f
(33.7)

Retirando o termo i=0 do segundo somatório e grupando,

(1) 1º, 2º,Sa (pº +bºa Tr(1),,º8,f+cºfR 2ºp"” E p­i­l 2ºp­i 1
(33.8)

que pode ser colocado na forma

p­rl :

Rn) ­ E, pl NNE) +

se irp­l
(33.10)

o
SA

­

+ bja,, Se i­p­2,p­3,...,0

(33.11)

Procedendo de modo anãlogo para a segunda derivada, a
expressao (33.8) para este caso fica

Sr
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q"1 f(1) 2122
­;r +b,B f+ezftro,1º*p

(33.12)

(1), 2 2"
r +c

2º
pftefro, f (33.13)

(33.14)

b se I=p­2,p­3,...,0ºp­i­l p­l

Para à derivada de ordem j, temos

. p­Rn) = J
1=

1 ;

jo

0:Doi ri, ; c? si) (33.15)
O iz=o

(33.16)

(33.17)

1=p­2,. .. no

j= li...,prl

Substituindo (33.15) em (31.4) obtemos

. p­l 1A ro z A
E o

127) NS.
O

————— +

1=3 (1­3)!

—4s nel k o p­l+17? TE+ f(as( IT Db
k= J* 220
p­l

( b
2£=0

+ à.
(4) PT

JK + LK r
pt l 4%
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Separando os termos em r. e r, vem1

A Nes — poi Mk PS pk RO
.o

Yrol
o 229 PP 1

n­l — p­l+71” + +P") Y tr ask Y b
k=0 =

)I
O

.
U

I
U

A
I

pp
o

O

k

Y > st) ,
£=0 o

». 1 k k (2%)A3k o Sz É

o
q

(33.19)

Fe

Arrumando de modo conveniente, temos

o rP

p
v

U
A

I
H

A PS 21 no”
" 1 + A, r1 SÊ

p­l 1+7]) .+P”7 j+k,fe) ". yrão y y (1)(A PT +kopre i2j one O

HE
O

k=0

kn­1 n­l k

+ 5 y (<P7 jk.o okEta +53 y (+Pp­j+k 1 e etas:

K=0 4=0 x) k=0 4=0 jk
(33.20)

Destas expressões obtemos as matrizes DD D.
Como

PT 3+K ai boo se £ É j
(33.21)

­ nl p­jtk 1 oseo T asp Pp­2 Se £=3

se £ < j
(33.22)

Kk £º,

(33.23)
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Podemos resumir o algoritimo como

Especificar o grau do polinômio a interpolar, a ordem da
equação diferencial e o número de variáveis.

Calcular os coeficientes ax e ai, pelo item 3.2J

Calcular b3 e e? por meio de 3.3
Calcular as matrizes DP, e DP, por meio de (32.21) e
(32.22)

Ss

Obter A = DA D,
Especificar os valores iniciais

(2) e £(º)
fo 1

Especificar os vetores de da função de entra
da.

­”Calcular |F e ([B=1D P

Calcular Tr por meio de (31.5) .
>

e e «
=

.Usando r, como valor inicial da iteração seguinte, voltar
ao item 3.
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CAPITULO 4

EXEMPLOS

4.1 SISTEMA OSCILANTE AMORTECIDO COM ENTRADA EM DEGRAU

41.1 Formulação do problema

Para exemplificarmos e compararmos o método considere­
mos um problema simples, cuja solução teórica é conhecida. Seja
o sistema massa­mola­amortecedor, regido pela equação

R+4k+8x= f(t) (41.1)

Consideremos uma entrada em degrau, ou seja

10 t

f(t) = 10u(t) (41.2)

= O t <oO

onde u(t) eo degrau unitário em t,=0 .
Suponhamos que as condições iniciais são todas nulas.

Identificando com (21.1) a expressão (41.1) temos:

M f=2047(t) F=x (41.3),

Com a finalidade de comparações vamos resolver o pro­
blema nos seguintes intervalos:

a) t, = O = l

b) t,=0 = 3 (41.4)

c) t, = O = 20

41.2 Solução teórica do problema

Aplicando transformada de Laplace a (41.1) e levando
em conta que as condições iniciais são nulas, temos (9) .
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X(s) (sº + us +. 8) eo SG (MILL5)C O
donde obtemos.

x(s) = 19
(41.6)

s(sº + 4s + 8)

Desenvolvendo em frações parciais, e considerendo que
as raizes da equação caracteristica são ­ 2+ 2je(0, temos:

K, K.. K
X(s) = + + (41.7)

(s + 2 ­ 23) (s + 2 + 253) Ss

Devido as raizes complexas sabemos que os dois primei­
ros termos fornecem solução oscilante e o último um degrau. A
solução neste caso é do tipo

x(t) = IKCat+jb)| eºtsentbtra) + K (41,8)

a + jb = ­2 + 2j donde az=­2 e bz=2 (41.9)

10 20 10

2/2
(41.10)|IK(a + jb)| = 5285=) s=­2+23 2+2]

o

K(a + jb) = 35x = ­135 (41,11)
10

10

sº + 4s + 8
(41.12)

s=0

Substituindo estes valores em (41.8) temos, para solu­.

x(t) = TI e ttaen(2t ­ 135) + = (41.13)

A constante de tempo do amortecimento da oscilação é 1=1/2.
Para t+» o sistema deve estabilizar em 10/8=1,25, va­

lor este que já deve ter sido atingido após cinco constantes de
tempo (98% do valor de regime), isto é, para t > 2,5 .
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"

2

Na fig 41.1 temos a solução numérica do deslocamento do
problema formulado em 41.1 para entrada em degrau.

Comparando a solução exata obtida de (41.3) com a numêé­
rica temos:

sol.exata sol.numerica erro %t+

6,145 925 E­01 5,830 491 E­Ol 5,132
1,005 106 9,873 400 E­O01 1,767

1,166 574 1,156 928 0,826

1,257 022 1,252 804 0,335

1,286 010 1,294 926 0,693
1,302 829 1,302 407 0,032

1,295 742 1,296 159 0,032

1,282 291 1,282 643 0,027

L
o

s
s

m
M

N
rH

p
rE

re
E

p
P

p
p
y
|g

p
p

O
LO

o

O
mM

M
EF

NAN
O

O
À

Para calculo do erro usamos a seguinte expressão
sol. exata ­ sol. numerica

erro $ =
sol. exata

x 100

'Uma sugestão para a escolha do passo e do grau do po­
linômio é que ambos sejam escolhidos de tal modo que o último
termo das séries que compoem os elementos das matrizes de
(210.24) seja desprezível em relação ao primeiro termo das res
pectivas séries, para todos os elementos, isto é, em (210.8),
(210.11) e (210.23), no caso da equação diferencial de segunda
ordem.

No caso da equação diferencial de ordem p, as séries
correspondentes a essas são dadas por (32.21), (32.22) e
(32.23).
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­ MTE CTCOS ro TCC AE o mn Aug 2 reco Cm aaa IR CIT AL o am e *
e. ft : esticcçoos, . '

2

.
.

.

e 040000000 000000000000000040000080680000900000000900000000000

intervalo t,=0 tÊ=5
equação X + 4X + 8x = f(t)
entrada degrau f(t) = 10u(t)

gráfico x X tempo
+

: oJAN + solução exata interpolado com polinomio do 5º grau

EJ
S

e
aa

us
a

e
e

us
a

E
er

Nr
o

NM
NS

NM
E

== 0,7980,"uc, DESLOCAMENTO CORRESPONDENTE A VARIAVEL NUMERO O

6.,7T4914 E=02
4,2160n7E“"01t
8.NS64193ETO01
1.082359E 00
1.234753E 00
1.2949756E 00
1.303017E 00
1.289629E 00
1.772541E 00
1.759395E 00

2,636613E=­02
3,1091922E­01
7.3531648E=01
t1.N37458L OO
1.212939E 00
1.294257F 00
1,.303907E 00"
1.293907E 00
1.775795E 00
1.241544F 00

3.657407[=03
2.625279480?
6.603665E"V1
9.37 340INE”VL
124197114E 0)
1,2792396 00
14303779E vVO
1.2970159E DI
19279170E O
1.2464N017 09

1.,2290641A€=O1
5,028669F=01
8.712959F=01
1.122085E 00
1.252804E 00
1.299544E 00
1.301311€ 00
1.256154E 0O

1.26950?E 00
1.257833E 00

1.889744çen1
5,830491çFe61
9,319314çeo1
1.1569284F 00,
1.,267526E 00
1.302407F 00
1.2945973E OO
1.252643F 00
1,266644F 00
1.255693rF 00
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VELUCIDADE CORRESPONDENTE A VARIAVEL
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intervalo t5=0 tet=5
­ LÁ ”equação. XxX + 4X + Bx

entrada degrau f(t)

gráfico X X tempo

= f(t))

= 10u(t)=

interpolado com polinômio do 5? .grau
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intervalo t,=0 te=20
f(t)

10u(t)

equação X + 4% + 20x
entrada degrau f(t)
gráfico x X tempo

interpolado com polinômio do 5? grau

DESLOCAMENTO CORRESPONDENTE A VARIAVEL NUMERO O
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intervalo t,=0 tg=20
f(t)

|

10u(t)

equação %X + 4X + 20x:

entrada degrau f(t) =
gráfico X X tempo
interpolado por polinômio do 59 grau

4
A

A
mM

A
E

A
A

+
30

6
+

2
+

+
+

é
e
o

L

. :

o TE“XPO :

LEE ESA AS) Fa sanea aaseteçoo aadocatos [asadno aa adbaçaoaa doadas da adadadoco [asaoaoada [Adega ones hagah ocan (RARA HAAT
2 4 6. 8 10 12 4 16 18 20

— VELOCIDADE CONRESPONDENTE A VARIAVEL NUMERO |

*

*

*

*

*

*

*

*

*

..

*

*

E

*

x
*

*

*

*

B
E

A
A

A
A

A
A

A
A

7.626779€=01
=2,54385S6001

2.90)3322­0U2.
=2.7057266"U1,
“1,6549/9FH"08

B.16264795E"05
5,29) 594ÇOU5
“5,.622423E”V7

148537 16ó€"07
“2.0359397T"0)

3405579020"1I
“1013634010
=­2.910903843E"11
2.91393832711
­2.910343E­11
­2.,91938AIE"11
­2.919383CL"11
=2,91090383E"11
2.91103BIE"11

1,253520E 00
“e 1,547297E*01

3,5004447 F=0N3
P.143/19F=“03

“h 1556246=­04
3.091237E”05
2.?2053?28E=­06

"9,,0)7956BE=“07
1.111939E=07

="2.415618F=09,
“1.586159E€=­09
2.764 364E=­10

=5,820766E=11­
“2,91103H3E=11
=2,910333E€="11
=­2,9103893F=­11
"2.710383E=­11
"2,9710343 E=11
“2.,910383Fe11
­?7,91038A3E=11

9 10 11 12 unesp ”. 17

BII642ABECOL
=2.h73975E="02

*9.6980n5E=“03
2.098 140E=03

=­1.7587/6E="04'
=7.865441E*06

4.39244A7TE”V6
5,87 00n7E=07

1.963053E=08
7T.043197E=09

=1.542503E=09
B.731149E"11

=2.,9103n3E=11
­2,91]03n3E"11"
=2.9103a3E"11
“2.9103a3E"11
=­2.910323E”"11

“2,9103743 E"11
=2.910323E"11
=“2.,91030A3E="11

1.9394371E=01
4.291401|1E“"02

=1,050652f=0?
9,8BuUV05S22E=04
2+297RARE"O0S5

“2.103385E"05
3.069043F“”06

“1.368317F"07
=­3,143214ÇE"08

7.552444Çe0O9
=7.421477E"10
­“5,820744E"11
“N.000007E 00
­2.9103872E"11
­2.910383E"11
“2.9110383E"11
=­2.9103A3E"11
­2.910393E"11
=2.910383E"11
=­2.91)0383]FE"11

FIG 41.h

Ah
AVAVAY

=1,645249E=01
. 5.217461r=02
=S5,369652rE=03
“3,110859AÇeÇS5

9,95469NF=05
“1.,58989784E"05
8.7 337/68ç=07
1.353910E*07

­3,776222E“0R
3.812602F=09

“1.455192EÉE"11
=“1,018634AF“10
1,4551927E "11
"2,910383E"11
=“2.910383FE 1)
­“2,910383E"11
“2,91 U383E="11
“2,910383çeç(1
“2,9110383Fe11
=2,9)0383rfF=e11

18 19 20



intervalo rto"o. ct...
f(t)
10u(t)

equação X + 4X + 20x
entrada degrau f(t)

gráfico x X tempo
interpolado com polinômio do 59 grau

eo 020çÇ000000000060

+
Mm

4
A

A
mo

+
+

+
O

oe
e

o
o

e
o

e
c
o

*

*

*

*

*

*

*

*

*

DESLOCAMENTO CORRESPONDENTE A VARIAVEL NUMERO O

1,3401329 €=073
1.077517E=01
2.95/99AF“J1
4. 66I564E“01
5.7 IO1RQ4E"OL
64037 2008E"V1
5.876402E="01
S4YAD24ETVI
S5.1726R09AE=01
4.B32173E="01
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5.017572E=01

* 5.042693E“"01
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.5.027922E="V1
S.0199110[=01
4.99 3N15E"0%

9,AB64095E=03
1.526993F=01
3.335665E=01
h,92R4HAFrNA
5,821012F=01
6.035799E=01

5.899675F=01,
5,417973E=01
5,0657ROE“"QO1
NBSIO57E=01
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5,0400507 E=­01
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th .32P7540E“"01
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4,99U6076F“"01
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intervalo t,=0 teã3
equação

entrada

%X + 4X + 20x

degrau f(t)

gráfico X X tempo

f(t)

10u(t)”

­ interpolado com polinômio de 59
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interpolado com polinomio do 59 grau
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TF UNGAD " "
us ' . EC

" ”s e intervalo t,=0 tçf=0,5
* . : ­ e ND .

a o º equação xXx + 4X + 400x = f(t)

: º º entrada degrau f(t) = 10u(t)
* nn.

" " º grafico x X tempo
|
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CORRESPONDENTE A VARIAVEL NUMERO O
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4,2 SISTEMA OSCILANTE AMORTECIDO COM ENTRADA EM RAMPA

42.1 Formulação do problema
Seja o sistema massa­mola­amortecedor

XxX + 4X + Bx = f(t)

Consideremos uma entrada em rampa, ou seja

f(t) ­ at (42.2)

Suponhamos que as condições iniciais são todas nulas.
Do mesmo modo que no item anterior usaremos os inter­

a) t,
b) t

fe)
c) t 20

o

42.2 Solução teórica do problema

Aplicando a transformada de Laplace a (42.1) e consi­
derando que as condiçoes iniciais são nulas, temos

10

sº
X(s) (s? + 4s + 8) =

donde obtemos

Xx(s) =
10

+4s + 8)

Desenvolvendo em frações parciais temos

sº(sº

K K. 1X(s) = Ss +
­

+ +

(s + 2 ­25) (s + 2 + 23) = =

2
2

A solução neste caso é da forma
1

x(t) = — |KCa+jb)| e?*t sen(bt+a) + K, + K,b

Ava
AVAVAY
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on de a + jb=­2+ 23

10

sº s=­2+2] (­2+23)
|K(a+jb)|=

= 3 K(arjb) = 3 MR = 22 0 (42­10)

— (42.11)
ss +4s+8

d 10
­10(2st4) 5

ds Ss +us+8 s=0 sº+us+8 s=0 8

(42.12)

Substituindo (42.8) a (42.12) em (42.7) vem

5 10
2t sen(2t + 90) = =+——t

8 8
x(t)

Ava
AVAVAY
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3495277E" 01
3.931243E"O01
4.353217E"V1
4.7 61)297E"V1
5.153253E"01
54534920 E"01
5490957126E"01
64 2696461E”VI1
6.031 33E=­01

0,90 1,05

FIG 42.3

4,364286E=­05
1.721/236E=“03
7.941R925E=03
2.055130EF­02
n.027585FE=02
6,,6990N4E=“Q02
9,9915557 E="02

1.795513E­01
P.23549/F"01
2.6BOOS1Ç0E=01
3.13353706E8=“01
3.553479çE=01
4 ,016815E=­01
A 4 35BI0E="01
4 ,R39Y971F=O1
5.230310EF“01
5.604941E“"01
5.975549FE=­01
6.341991E"01

1,20

ES
AVAVAY

1.,449904n0E="v4
2.5798r,5E"03
9.970877E"03
2.3971943E=02
4,507626E*02
7.310º51g=02
1.07 1494 E"01
1./9596796E“01
1.8R2045E=*"01
2.375177E"U1
2.7770N8E"Ul
3.2728137E"01
3.6712n2E“"01
4,1018nN6E=01
4,517895E=“01
4,9190a8FE“=01
5.3068503E"01
S.EBL3403E"01
6.N516nDE"OL
6.4141A3E"01

21,35 AS

3.35 20123 ­04
3.539656E"03
1.21605238“"0?
2.757 65nE"02
5.015341E“02
7.947 232E=02
1.1457279E"01
1.5414759E"01
1.959437E“"01]1
2.4152707E="08
2.867 AUÇE"ON1
3.317 56?E=01

4,146207E=01
4,599237E="01
4,997 6ASE=O1
5.33 3024E=01
5.757707E"01
6.124507E="01
6,1456259E"01

TEMPO
RARA ANE RC RA MA NARA RA NDA DA ANbAhd AA [HARNA RNA UA [RANA AdNAA [Hand aa dA [ah dhadtaa [ARA GANA A [AA AA dA AA [HA AaNAd dA [ARE RANAHT

0,159

6,4899267 E=QU
4,77U059E"03
1.46/525E="02
3.152307E=n2
5,5500264 p=02
8.6067 I4ç= 0672
1,2217853F“ 01
14625317 FO
2.057533gpeo91
?Pa4DU5SAB7 EpeAd
2.9 INO7TAF"Ol
3.4V6b2tFOl
3.845107rE="01
4 ,27U01?F=nN1
4 680055 Fen
540757156"01
S.45Í73nçeo!
DBIJIADS Amas
6,,19/174Fni
6,5549239 çeo1

9 410 11 12 unesp ”. 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28
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intervalo t =0 t1.=h5
o f

equação X + NX+ 20x= f(t)

+
+

3
4

4
4

+
+

entrada rampa f(t) = 10t

gráfico X X tempo

interpolação com polinômio do 5% grau

4
4

RA
A

+
4

+
A

e... ' TEMPO
edhRatho AREA AAA [AA RAA RA MM DAR AA AA AA TR AA AAA ER TA AREA AAA DER aa a o a Dee tea Da det dedo doa, [e tda doi or [docs a rt rca Ditos a oro

0,15 0,30 O,45 0,60 0,75 0,90 1,05 1,20 1,35 1,59 o

VELOCIDADE CORRESPONDENTE A VARIAVEL NUMERO

+

*

*

*

*

*

*

*

4%
­

*

»

*

*

*

*

*

*

*

1.102422E=“03
31557959 12=02
14053319 E"0]
1953321 É"UL
2.917933É”"01
348293) /0"07
Aebl/191C"O01

942377 2IE"01
Seb7ISASE"0
5.933197E"0]

S.U1I6RSE"O01
5.8753950T01

* 5.723769E"01
545209 35E"01
5.33)38 16801
54152954 c*01
5: 0906793E"01
4.59/P56E"01

"LAB LOGNINE"O]
a y791149E=0]

a 319BA1Ç=O03
4,730120E=N2
1,227 322E=01

2.14938BdE=01
3I.106947E "NL
3.º 99400E=01
4.755574E=01
5.33909)E=“O01
5.710035E­01
5.965213E=­01

6.039093F=01
5,.99377 37=091]
5.8645)206=01
5.68555120=01
SK485900E=01
5.292483F=­01
5.129950F=­01
4 9819 34E=G1
4 ,A30D687E=01
4,817 170E=01

9.5121nóE=03
5.0320n5E=02"­
1.402955E="01
2.3491773E=“01
3.293218E=01
4,1624n6E"01
4 ,8869466E"03
S.4346:47E="01"
5.798479E="01'
5.9911901E"01
9,0384820"0O1

5.5931654E"01

5,447 071E"01

5.090278E"01
4,958641E"01
4.K65029E="0t
4,AGB791E=01

1.654442E=02
7. 450117E="N2
1.53540565E=“01]
2.534560E=01
3.476093E"01
4,32033)E“01
5.011207/E=01
5.52193nNE=014
5.8B500371E=01
6,10112511F“ 01
64033314 E=01
5.950165E=01
5.797074E"01
5.60692nNFeO1
54407609 E=01
5.220709E=01
54056099" F"O1
4,936BRUYE=01
4,8508911É" 01
4,0601599 E"01

FIG 42.4

2.527798F=Ç2
8,971381£=02
1.759542E"01
2.726885çÇoo]
3.654977çÉeot
4 47 2025E"01
5S.128150E"01
5.,6U18860ÇE=01
5.894B74çeçk
6,0257656 F"01
6,023965F=o1
5.924036F=01
5,761035F=01
5.567003F="01
5.364665çg=01
5.185? 346çg" nt
54033157 Çe01
4,916561t"01
4,83821ar"01
4,7957568"01
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intervalo t,=0 “tg70,5
equação X + 4X+400x = f(t)
entrada rampa f(t) = 20t

gráfico x X tempo

4
4

A
q.

A4
O

A
4

D
O '

4
4

A
A

+
+

+
A

+

interpolação com polinomio do 5? grau

DESLOCAMENTO CORRESPONDENTE A VARIAVEL NUMERO O

24071924E" 97
442909795 E"V5
2:475239E=0A
6496387983
19497A31E"03
2+336219E"U3
3.3903769"V3
4453367 E=U3
S.435654E03
6424570 IL"V3
68675530"V3
7.317 954E=03
7T.649657E"J3
79959120"U3
8.236752E“"03
BT 32273603
9243141330?03
10034 120"v?
1.08518AIL*02
1º 17.1483,="02
1º255335E=V2

1.64680/56F=06
6.737 35352­005
3.162445E=03
A.1B84667Ç="04
1.578534F=03
2.5404/N6F“03
3I.4064911=03
4 ,6640027=03
5.5139135E=03
6.339 37268=­03

6.9715538=03
7.390605F=03
7.70?91216=03
8,,0I3dVU7IF=03
A.355304E=03
8437544093
94197 1NE=03
1.019 122F=02
1.410?271É­02
1.185751reÇ2

S.516843E”"06
9.934443g­05
349531439 E="04
950859 0E"04
147574120“03
2.743R96C=03
3.82227526=­03
4,86353121E""03
S.7893241E*03
6.52011935EÉ­03
T.V6S8T6E"03
T.anS9ANtE="O3
T.7T6THRI14E=03

­ d.0726nóc="0o3
B.úu924BE““03
3.9497,3 E"03
9.50d03541E"03

14119496 E"*02
1.2059 /4g=02

1.395935E"04
4.B49BIGEPNA
1.093493E"03
1.943RAIÇºO03
2.956046571E“03
4.,03667rE=03
S.051239E"03
5.946135E“03
6.644 10AÇ 023
7T.155937E=“03
75257 07E“03
7. R264VtE"03
B.149165E="03
8.535254E”03
9.095522F"03
9.7 32444E"03
1.051595E=0>2
1,1368059 E=02
1.222927E=02­

TEMPO

2,5090903"
1.88B7959rfenaá
S.8S54034çpend
142455963"03
2.13/0716“ 03
3.17478Rr=o3
4,24979001E"0?
5,2515740"03
6410135rf 03
6.,76)5V0?F=O03
7.239221E“ 03
7. 55A745çÇeÇ3
7.80 5560rf"03
9,211 145EcE" 03
8.63252/Ff“ 03
9I195023r=03
9,881073r=en3
1,065 273E=02
1.154 149r= 92
1.239747ÇE=02

coca eetalauesaçeoaos ado doet aadvaodaso  hoadas oo hoo dad Arado oao [andado daa [aaa thaoadao Tudaaaodos aaa tada [tdakdaasaaT
0,05 0,10 0,15 90,20 0,25 0,30 0,35 0,40

FIG 42.5

ES
AVAVAY

0,45 . x 0,050

9 410 11 12 unesp ”. 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28



*

*

co.

*

+

*

*

»

*

”e

*

»*

+

*

*.

*

*

+

t

b. o

4
+

A
2

É
E

+
T+

O
T

A
O

IAU
NE

A
E

A
A

ar
4

+
+

LU
*

.
*
.
.
.

0,10 0,15 0,20 0;25 0,30

VELCUCIDANE CORRESPONNENTE A VARIAVEL NUMERO 1

4.1909992E­03
1.2731 109E="02
2.331) 542" 02
332770916"V2?
4,0903544 c*V?2
4,3291038"?
4152511?VU?
3.615A5S(Er Y?
2.87927 "02

2 2.1U0737TE" VU?
1.4911911ÉE"02
1.2915912=02
1.223130ÉE*07
145402358"Y2
2.050919E=V2
2.617425E*vV2
31027 52E=902
3.40)/458E"072
3.3617 951770?
3,2921535 9E"02

4,917611F=04
5S.5614613568=­03
1.47679157=­02
P.434B4TA92

*3.3934252=02
4,1290667­02
n.321471E=­=02
asITUA5SSE=02.
3.14774238=02
2.713093F=­02

971050 F=02­
1.424 2)91E=02
1,1179319 r=­02
1.2595459/­02
1.ó31023E8=02
2.16427i£=02
2.7250)JUE="02
3.17991n2E=02
3.1433170F=02
I244NO7IC=N2

1.094650E=03
T.197854E=03
1.6868n5E­02
2.75124BE=02
3.655991E=02
4,90514 E=02
4,3047004E 02
3.97 44RASE=02
3. 332046E="02
2.556, 7E=­02

1.3448079E=02
1.179511E"V2
1.319073E=02

2.277BBn3F=02
2.82828 E=02
3.?248B878BE“­Q2
3,4155079 3EÉE=02
3.4190279E="02

10 11 12

1.922023F=­03
8.924359E="03.
1.9U05S83E=02
2.952452E=02

3.798R0IE=02
4,2620074 E“"02
4,2705792 E=02
3.8658A3nE="N2
3.1381357E"O0?2
2.40327|É=­02
147217 64E=02

1.175234E="02
1.343350E=02
14531891 E=02

. 2.3293259E”02
2,926] AEF=O?
3.309N40)E=02
3IQN66994E"02
3.394619E*02

FIG 42.6

0,35 0,40

2.961340ç=03
1.077570E“0?7
2,1160584? Ff=Çn?
«4517400?

3.926039=07
4, 300338t=­07
4,,219553r=n>?

"3.,745814Eº*Ç2
3.029892rF"*02
2.253623çE*09?
1,6113449 E=­027
1.,237236ágÇrO?
1.192943ç=n?
1.457 39Rçf=9?
1.9396064r=*n?
2.5U6492çe”?
3.,017920F*072
3.360007F"="0?
3,869 164rF=02
3.382129f"0?

PV
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unesp ”. 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27

0,45

intervalo t.=0
equação %X + 4% + 400x

tr

entrada rampa f(t)

gráfico X X tempo
interpolado com pálinomio do 59 grau

TEMPO

0,50

=0,5

= f(t)

20t

estacas lanaesaoes [toada saah [ aduaçadao [sau oa alados s [doado aada andante a  aoutaos da ado aadaer TRA AGRADA A A [UNA SAS ADAT
0,05
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= 0,005
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intervalo t,=0 tel
equação X + 4X + 400x = f(t)
entrada rampa f(t) = 10t

gráfico x X tempo
interpolado com polinômio do 59

DESLOCAMENTO CORRESPONDENTE A VARIAVEL NUMERO O

1.695AAhHE=064
3.162444r"Q1
1457535 36ó2=03
3.6!)0491K=0U3
546139142"03
60971554 ETV3
77 OV12ALE”"U3
9.3653)94E“03
I44497 1190­023
141022716E­02

12272657 i=V2
14415935 02=02
145217372=02
146 12954E=07
147259928=02
185059390
2005195 E="07
2.11460122=02
2.2596hN51F=Q>
2374098 E"V2
2.485553E="V2

8.,A49399E=04
. 1.9493d83E=N3
4,0356678 E=“03
5.9441358=093
7.1559378=­03
7.32605 E=N3
B.538256E=­93
9,7 32444AÇe03
1.136505r=02
1.302? 372r=02
1.46397465E=02
1.,54011dçeo2
1.632356FE­02)
1.745236F=­02
I1.BB5117E­02
P.03u4U7N3çc=02
2.17 17/46E=­02
2.23h485E=­02

4.2790905E=05
6.,965879E“04
2.33621 0E"03
4,4583147 E“03
6. 2487 r9E=“y3
T.317254çÇ=03
794591 2E=“03
8.732273F=03
1.0034 26­02
1.417140 0E=“"02
1,334675E=02
1.462050E=02
1.558119 E"02
1,4652647 E“"Q02
14771315 E"02
1.9150n9E=02
2,0636045 E="02

24310107 E"02
241727 3E=02

—9.93441AÇeOS5
9.5985909E“"048
2.7488B96E“”03
4,855181Ç“03
6.520115E="03
7T.459881çE 03
B.0/2644E"03
8.943719E“"03
1.035194E=02
142059 14ÇE*02

1+57ó07“E“02
1+46740348"02
147955 31E“0?2
1.945177E=“02.
2.0919 14r=e6>
2.22062?2nE=n?
2.331467E"02
2.4 3949 | p“02

TEMPO

1.88795595Ffena
1.245963r=03

5.25 1574 "03
6,7 6U50SF=o03
TSIA7USEDOI
8.211i4SFena
9.13d02?E"0a
1,0635327 3r=02
1.239747E=0>2
1,3995048 Eg=0>2
1.5902842E=02

146965597= 02
1.826665g=02
1.97/5297r=0>2

2a 114397E=0>
2,24 I4TNÇ=o>
2. 3527)7r"on7
2,4956222? FO?

sado RA [add biaa a [A ARRREADR TAN AA RNA [AARA AA AA [HAN DARMA A DNA AAA A AA DA RARA RA AA [ARA AA AAA [HAN AAR ARA [ARA A RENAN [ARM HAA AAA
0,10 0,20. 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70

FIG 42.7
0,80
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0,20 0,30

intervalo tt,
.....

tsº
equação %X + 4X + 400x = f(t)
entrada rampa f(t) = 10t

gráfico X X tempo
interpolado com polinômio do 5º grau

0,40 0,50 0,60 0,70

VELUCINADE CORRESPONUENTE A VARIAVEL NUMERO 1

4QY176LIÇO ON
144769191* 07
I 494252"0?
4,3214711"?
344//423]8E*V2
1497125 )1=02
1417743190"?
1.06310240=02
7725000802
343317 IE"UI
342353256" 02
2.4h6)558 IO
14865711) E"02"'
149997572=02
2.4434927ó[*y>
2.9258I6E"02

2.97 3435£=02
2.61/9916=*0>

22? I561 "VV?
2135994002
2. 363550E=V2

1.927)23E=03
1.900583F=nN2
3.794504E=02
1 .7705937­02
3I.181357 E=02
1.721766C=02
1.175286£=02

2.925 146F=­02
3.46n996F“=02

3.1037771r=02
2.30)3139 ren?
1115218=O02
1.4983>250946=02
2.553/92F“02
2.9/ó45]E=02
2.9254500=­02
?.579150F=­02
2.1803957=02
2.161199E=02

4,198092E=03
2.331044 E=02
4,0366nbE=02
4,1525 4E=02
2.8B70?74Ç“02
1.5119141EÉ=v2
1.,?2?3120E=02

3.102752E*02
3,4017 n6E="02
2.954 1<6E“02

7T.197858E=03
2.751268E=02
54,205114F=02
3.9T7T4UBSE“ OR
2.556917E“02
1.348870gçg=07
1.319095E“02
2.27 B8B803E"O02
3.248B67RE=02

3.419039F=02

2.160153E="02.
1.79327BE=02

2.666546Er"02
3,0064791 E=“02
2.85627 1BE=02
2.4427 n0E=02
P.1466n0nBE="02
2.19867­71g­02

2.792485E=02
2.035767E=N?2
1.803NR2E=02
24193344E" 02
2.7 684 12E 02
3.015560E=02
2.79627E "02
2361954F 02
2.127 954F“02
2.724681] 2E=02

FIG 42.8

ATA
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1.077570g=n2
3.145176F=02
4,30033AÇe0N?S
3.,745814F02
2.253623çr=0o
1.23/236fF=02
1.457 39RÇF=02
2.506492çErno
3,3600007 F="02
3.342129F="02
2.625713F=02

A1.9344800ç=02
1.839737fen?
2.31] 2456çf=gn2
255577 3çg=02
3.0U4125ç=02
2.7 05478Rtf=06>7
2.2597 34g="02
2.124571E"0?2
2. 302210F"0?

TEMPO
assauaa adota asoa  taabiohaa Tanuoaddao Tl hadadad hu ktocaaota [danoso do [adorado [aoaoasaoa [than a [aaascdenas [ttodesaraoT

0,80 0,90 1,00

28
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intervalo t.=0"' te1,5
equação X + 4X + 400x = f(t)

entrada rampa f(t) = 10t

gráfico x X tempo

interpolado com polinômio do 59

DESLOCAMENTO CORRESPONDENTE A VARIAVEL NUMERO O
S5.516870E=05
9F.5055908E="08
3.8722222E=­03
645201 15E"03
fet5óTBINCPO3
BAIIB7TL1AÇOO3
1 119494E=02
14353415 E=02
14531012É=02
1:67 40934E="02
1486709259E= 02
2:0?19131=02
22775231= 02
2:493949 10 07
2.624951E*02
2.0 31N9IG5E=Y2
3.02/2617E=02
3. 196AR47 c=02
337158) E"0>2
3570259"072
3.7TóM534E=Q2

4.290995E=05
1.507031E=03
4 A5B367E=O3
6,8695586 FE=03
7.945912E=03
9.316133E=03
1.1714B0OF=02
1.40332AE=02
1.553119E=02
1470827 3F=en2

“1.915049F­n?

2.310107FE=02
?P.I73814E=“02
2.665669F=­02
2.871382E=02
3.058 109F=02
3.232012E“­02
3.4182546=02
3.615657p= g2

1.395925E=008
1.943Bn3E="03
5.061229E=03
7155927 E"03

9.7324/,4E=03
1.222957E“02
1.4397 6E=02
1.585158E=y2

1.96020BEÉ=02
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COMENTÁRIOS E SUGESTÕES

O método aqui exposto mostrou­se com boa precisão nos pro
blemas resolvidos. O erro apresentou­se constante como tinha sido
previsto teoricamente. Em um dos exemplos o erro foi reduzindo a
medida que a solução se aproximava do regime permanente.

A entrada em degrau foi escolhida devido a descontinuida­
de da função forçante. Como era de esperar o erro para os valores
próximos a descontinuidade foram maiores, mas mesmo assim pequenos
e com pouca diferença dos erros dos pontos mais afastados.

A entrada em rampa foi escolhida para se verificar se o
erro aumentaria com um sistema que não estabilizasse, mas também
o erro se manteve aproximadamente constante.

Tendo em vista as justificativas teóricas e os exemplos,
este mêtodo mostra­se adequado para simulação de sistemas lineares
de controle.

|

Um desenvolvimento natural deste trabalho seria desenvol­

ver o programa de computador para obter automáticamente o passo e
o graudo polinômio por comparação entre o primeiro e último ter­
mo da série de cada elemento das matrizes.

Outro desenvolvimento seria extender aos sistemas não li­

neares.
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Ql:=s(N+1+1)4(N4142))
CLIT28=1,/013
FOR J:=l1 STEP 1 UNTIL Nel Do
BEGIN
GLIPJII=1,5
FOUR Ri
END)
END;

GLN"laN"13:E1,3

=0O STEP 1 UNTIL J­1 Dn GLIsJItHGfIaJIACNH+I1"RI

CLI1)1a(e]1)4+(He1)4ACN=11/20)
FOR 1:=0 STEP 1 UNTIL Ne? DO GrN=1s1)8=03

RESULUCANGAUSSPTVOTAMENTO (CarCrCisN)Z
FUR Ri=0 STEP 1 UNTIL Nº+2 Dn BLRIISAÇR)T (= 19asRaCCRISBEN" 1I8=AÇN=1 1/2043

ENU CALCULNCOEFICIFNTES:S
* CALCULOCOEFICIENTESCOOD)

2 "

PROCEDURE DRFR (F1»DiI3»,DR.TAU,I2ANoKsC1oMA13)s
ARNAY
INTEGER Y2,N,IT33
REAL TAU;
BEGIU

ARRAY AsbsC[OITN=13),BIJ[OsSN=1,0,N=1>» 0112.0112)» D10­Di1[0124 1241, 03212

DIZ KCLeNS DRC asa FIÇGA ESA)

41) AZLROs AUMCUSIN=1,0:12,0:12];
INTEGEK
HHRITE CESCREVEN,<"DRUVE">)3
CALCULUCUEFICIENTES (A­BsC,
Fi I1=60 STEP 1 UNTIL Nel

Io II K2oKI9KM4K53

Ny
DO

WRITE (ESCREVENsS<"ARC",3E15,6>,ALCIJABLIIACL1I)3CALCULUCUEFICIENTE?R CAZERO,AUM,BIJsI2sNaKeCloM)S'
WRITE (ESCREVENDO AZERU">)3
WRITE C(CESCREVERS<AFIS.6DFOR K =0O STEP 1 UNTIL N=1 DO

FOR K3t=0 STEP 1 UNTIL 1? Dn
FUR K4it=0 STEP 1 UNTIL 12 Un AZEROLK2sK3rK4971))

WRITE CESCREVER.<" AUM ">);3
HRITE (ESCREVERAS<AFPIS.6>;FOR Kota0 STEP 1 UNTIL Nei DO

FOR K3àts0 STFP 1 UNTIL 12 Un
FUR K4t=sO STEP 1. UNTIL 12 Dn AUM [K2sK3sK41)B

WHITE CESCREVER,S<" BIJ ">);
WHITE CESCHEVER,<4E15,6>»FOR I;=0 STEP 1 UNTIL Nº1 DO
FAR K2teG STEP 1 UNTIL li PO

FOR K3t=sO STEP 4 UNTIL 12 NO FpR Ks120 STEP 1 UNTIL12 DO
BIJECIAKNEAKI/K5IDR

Mr

9 10 11 12 unesp ”.; 18

DRFR IS SEGMENT V0900F

19 20

NULTNONESO

000:0N12:5
OUDtND12:5
0D0D:0015:1
00DN:0016:5
DODLNNI A:
000:001tt:3
0N0VINO1tt:3
000; 0NN22:1
00LU:1N0O26:4
NODNsNNAVI2
ONV1NO2QUIS5
NVNtONNIALAO
00DENN31:5
00V36036:5
09002:0039:5
00D:003Y:1
00UITOO3L:2
O00U:0G3Fi:A4
OOD:ENCASIA
0NDiNNadta3
000:N0A4/1
ODOD:6USVUI3
0N0D:NO0S5S1:0
0NVINQAS1:3
OODINQSStA4
NONTONS5b:2

NOOD:NO4S2AtS5
0)V2N06O0:2
OO0DtNoO7I1:4
00D:N076:2
1S O0N7C LONG
003:0016:0
NO3I:0016:0
003:00161t0
003:N016:0
003:0016:0
NO3:N016:0
003:ND0D16:0

0OO0FtNONPALI2
OCF:OC16:3
0QUF:N0O16:3
O0F:OO01t:0
OOF:NO1F<EI
0O0F30024:0
OOFIGO3/:4
O0F1004U:0
OUFitNONS:13
DOF:NOS213
NOF1N05/:0

OUFIND4SA
OUFINOAYIA
0NF:NE/Ot4
NOF:NN7HBI:
OVFINOMX0:1]
O0F:ONOXULIA
OCFINOQUAITA
0O0FtNQUIti3d
OUFINOAVI3
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FOR KarsO.STEP 1 UNTIL 13 DO
FOR K3tsO STFP 1 UNTIL [13 DO
FIJA K2,K3 ISO)
FOR 1:12) STEP 1 UNTJL Neli DO
FOR K2tsO0 STEP 1 UNTIL 12 DO
FOR KIi=sG STEP 1 UNTIL 12 DO

“BEulIV
F1lJ­K2» KI )IEFIDUAK2oK3J+TAUSACI] +2AIABITICBIJEI, JoK2AK3IS
Ka 1=K2+12+13
K5Stsk3+1?2+13FLILJ:K2sK51EF If Jo K2»KS)4TAUSsÇI+2)S CL II 4BIJC Io JeK2sK31)
FICJrKIsK3J:=FI[JoKUoK31+TAUSnÇI+1)mACTIABIJCIo JAK2AK313
FICJAKasK5]:2FI1[JsK4sK5]+(­ISA IA TAUSA CD DSALTISBIJCIS Jr K25K375ENUS
ENV3

i

FOR J:I=ZO STEP 1 UNTIL N=1t DO '

HRITE (CESCREVER»< " F1 ",4E1l5.ADAFICSAOsOIoFICIsOs1I9,FICJI1A071,
FL1CJIA1911)3 ­

|

FOR K2t20 STEP 1 UNTIL 12 DO
FOR K3:=0 STEP t UNTIL 12 DO
BESTN
KateNIHI2A+13
KS1=k3+12+1;
DILLIHKIPK3TI=DILEKNO.K5 13=N10LK2,K3)saDtotK4»K5]:EM[K2,K3]3
DIICK2sK5I8=DL10K4,KITISO10[K4,K3)1803
DLULK2sK5 I:sTAUAN[K29K3];
ENVU3
WRITE (ESCREVENDS<" DIO 011º">)3
WRITE (ESCRFVENA<IEI5S 6>FNR Ko:=0 STEP tº UNTIL 13 DO
FOR N3%=O0 STEP 3] UNTIL 13 DO D1OCK2sK31)3
WRITE (CESCREVENDS<AFIDÇ6S,FOR Ko:ts0 STEP 1 UNTIL 13 DO
FOR K3:1=O0O STEP 1 UNTIL 13 DO VEAIJCK2/K31)3
WRITE CESCREVERsS<" TESTE DO LOMP!>)3
FOR 1:20 STFP 1 UNTIL Net DOU
FNK h2t=0 STEP 1 USTIL 12 DO
FR Kit=sO0 STFP J UNTIL 12 DO
BEI
Kyaish2+12+13
Ki:sAnd+ 12413
DItCn2sK31:=D11[K2,K31­ TAUSsCTa2)MCLIIHAZEROCI,K2sK3)!
DIICK?PsK5I:=DIl[K2,K5)eTAU&X (D,2)HCEIJAAUMEILAK25K333DIICKAPK3I=DIITKA, KIT+(" Vas Ciara TAUss CISI DALI JIAZEROUL» K2.x311
DIL1ENGAK5SISSDIICKa,KbJI+("1)AS(T41)4TAVA (IT+1)XA[I])aAUMEIAK22K3]3
DIVClhA?PAK3]IEDAO([K2,K3)+4TAUAa CLA 2 )INBEII+AZERO([ D.K2)K31)
DIOCA2,K5 1:sDL1u(K2,K5J+TAVA (I20)ERLCIIAAUMELN,K24K313
DIVERGAK3I=DIO[K4,K3I+]AUS * (T,1)INALIIHAZERO(C Is K24K373
DIVEKISKDIE=AVIV[K4,K5I+TAUSH(T41)XACIIKAUM[LIaK20K3]3
ENJ3

WRITE (ESCREVENDS<UAFIO 6>DAFOR Ko:1=0 STEP 1 UNTIL 13 DO
FOR A3t=0 STEP 1 UNTIL Sã DN DIOCK2AK31)3
WRITE (ESCREVER S<UFI5S 6D,FOR Kot=sO STEP 1 UNTIL 13 DO
FOR A33=O0 STEP 1 USTIL 13 PO DIL1EK2AK3));
INVERAATRIZ (D13)D11»13);3 i

PRAUDN (NRAI13»D10T323WRITE CESCREVER,<" UR",4AE15,6>,FUR K2:x0 STEP 1 UNTIL 13 vo
FIR K3s=zO STEP 1 UNTIL 13 DO DACK?»K3I))
EvVO PRUCEDURE VRVUF3

Mr
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NRFRÇOOF)

19 20

OUFSIOU4T IV

NOFINNAT IO
OUFI00G033
OOF:NOCUIO
ONFINOCAtA
NOFi1NNCÕiS
OVUFiN"QCUI2
OUF3ONNL:S
O0UFINQONL15S
O0OF:NODUL]
NOFI00NrtO
NOFINNCUtS
QUFLNONEÇIA
NOF:NOF/2
NOF:1N1654;:2
DOF;N105:5
00FtON1N6tA
00F10160611
0DOF:0121tO
0OOF:0129:4
NOF:N12E1
00F:1013224
OOFinN132:4
00F:0134:3
0NFiN136:2
NOF:N13t:A
NNFIN14A31O
NOFINL14/iO
NIFIN1qUDIO
ODOF:IN14Us3
OOF:N15SA?t1
NOFINtHOGIA
NOF:1017215
00F:017Ft1
NOF1N134:4*
OOUOFtN1AVY1I3.­
ODOF:OL1WEO
O0F:01592t3
00F:N19I2t3
OVF:N144;32
OOF:N19611
OOFtONlQuUi:2
OOFIOLAS:3
OUFINtYAUIA
0O0FI0146;55
OOF:NIºEO
OOF:N1C5:1
OUF:O1CUALl|
NOFIN1ASAA

“OOFi:O1h4ta
ODOFSON1FL:?
NOOFI0O1ELVA
OCVFIO1FAIR

O0F102N5O0:4
DOFIN2INYS
OUFI02I9E1
ONOFi:N21A:S
NOFtN27081
TS 0V?42 1,ONG
003:0016;0
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BAIULEAN AL;
ARRAY NI ah)
INIEGER 14,13. 1?3
REAL TAUS
HEGIM
ALPHA ARRAY GRAFU [0150,0t120];

ARRAY RI3C=21120s501511)
INTECER K2sTaoJoJloIVS
REUal AIGASÍINTER:;
FOR J:=sO STEP 1 UNTIL (13=­1)/2 DO
acoes
WRITE CESCREVER [SKIP 17);
WRITE (ESCREVENA<X20s"DESLOCAMPNTO CORRESPONDENTE A. VARIAVEL NUMERO",
13//>sJ))WIITE (ESCREVERA<X1I0s5SE15.,6>»FNR I:e0 STEP 1 UNTIL Tá DO RI20T­J39)
EXJ3
FoR Jts(13e1)/2+1 STEP 1 UNTIL13 DO
BESTIGS ­

WRITE CESCREVER [SKIP 13) :

WRITE (ESCREVE NÇA<X2O, PVELNCIDAnE CORRESPONDENTE A VARIAVEL NUMERO",13
11>23)3nALTE (ESCREVER C<XIOSSEI5,6>rFHR 1:80 STEP à& UNTIL 1á DO R12615JIU])3
EN

FOR IV:zO STEP 1 UNTIL 13 vU
ueal:
31 6A%=For R2:20 STEF 1 UNTIL 14 ÀO
TF ALSC(RIGA) < AGSCRIP[K?oIVI])
THEN AlGAt=KNI2[R20TVIS
ITNTERISÇIO1)/100)
J1TEalUfTENS
FOR 1:=0N STEP Ji UNTIL 14 PO R93CI/JlseIVItRaR120I»1V1I3
FNx 1:=O0 STEP 1 UNTIL 50 DO
FUN J:=sO STFP 1 UNTIL 120 DO GoAFOLI»JIta” ";
1F IV > (13­1)/2 THEN . .

EG
TWlEn:t=2162/248,3
FOxw. h2:=0 STEP 1 UNTIL J4/J1 Dn,
REGIS '

1:=2R13[(K2»s]1VI/INTER;3
GRAFUfAS"T,K2J=","3
ENO)
FIR 11:29
FOR Il:=O

STEP
STFP

1 UNTIL 50 DO GRAFO£I­OI 2x";
1 UNTIL 120 DO GRAFO (25.1 ):=a"s")

FIM ij:t=9 STEP 10 UNTIL 120 DO ARAFO C[25.,I):s="TIT";
FAR lt=x9 STFP 10 UNTIL 50 O0­GPAFOLI,OIs= GRAFOLI,iggçane"s
GRAFO CZGASIOOJ L=2N" TM
GARFUÇÃA,OL ICA=A”PEN;
GRAFOUÇZG,IN2]I3TENNTZO:

GRAFUÇLAGA1U3JIAZOPO;
GRAFUÇZSAIA] ENO";
ENO
FLSE
EGINS '

INTEMIAHICA/ÇÃO0,3
FR A2:sO0 STEP 1
IFGTKN
1t2R13LK2s 1VI/ZLINTER;3
GRAFU [AG [,K2]tETO)

UNTIL 14/31 Un

Sr

unesp”, 18

0031N0169:0
NO3J:NÇt6:0
NO3:NGÃOROT
003:0010:0
NO3Jt1NN1610
NO3ItNNI1OtO

GRAFICO IS SEGHENT 09010

19 20

010:0003:t0
010:00096:0
010:00709:0
010:0056:0
O010:00958:2
010t0940:2
010,1N01V:3
010N:6012:t2
010:N0J£E:4
01010072 3:4
0C1NtNDRAIL
N10:003Y;3
Q10:0N034:3
010;N03e:4
N10:00a4V:3
010:NOaAL:4
N10:ND4ALiaA
010:Ã0n2:1
010:0050:4
010:0046:5
010:006/:2
010:NOnutS
010:NO6nL3A4
019:0073:0
O10:0074:4
NI1N:NN7OI2
N10:0031:4
NIVINOREZI2
N10:004Y:3
010:0094U11
010:C0O 02d
NI1I0CINO4ALIA
01N:1NQ922A4
010004 2:d
610:NN95;:2
Ol0:009/14
010:0090;:1
010:00941t5
010:00411:4
O10U:00460:5.
010:060AJ:1
010:NO0r­Hi:O
DIO:COTU:5
DI0:00x2:4.Ó19:00,4i3
O010:0C0%o:?2
01010039:2
C10:NAANA6:2
010:004%6:5
010:004Y4:4
010: 00L1A4
G1USICO4L:4
010: NOCL:2
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no
30

U
V

V
Y

2I
N

O
N

A
S

FIA Se"v oIrr  vVTOI1L AEV UU uMATU QTFOLNer" =" p
FIR l1t=0­SfFP 1 UNTIL 50 ON GRAFOCIOJA" 4"
FOR l:=9 SfEP 10 UNTIL 120 NO «RAFO (49,I):anIº%;
FOR Jt=9 STFP 10 UNTIL 50 DU GpAFOLI»O]s= GRAFNCIAIJimP=")
GRAFUÇAGBA1UO0It=a"T"
GRAFUÇ49s101)1="E"3SRAFUÇAB, 102] t="N")
GRAFUÇAOS103 1:="P";3
GRAFOC4A,NA I1t="0";
ENJ3
GRAFUCUAA PANE!
GRAFUCÇUS3IIIEAZ”U";
GRAFUÇO,ÇA Piantiv;z
GRAFUÇOSS112" CC";
GRAFUCLUVS6GIE2"A";3
GuaFUÇos 7 Ia"
WRITE (ESCREVER [SKIP 1))3
WRITE (CESCREVENA<UIAMX" sFB,3>DATINTER=10);
WAÍITE CESCREVENDS<X3,)120A1>,FOR JiseO0 STEP 1 UNTIL 39 DO
FOR J:=0 SFEP 1 UNTIL 119 DO GRAFOCIsJIIDNI
uRITE (ESCNEVERC<X100s"X"sFAQ3.o TAUS IICA 10)
ENY DE IV!
Enu GRAFICO;

PRUCENURF ALGORITIMO (CJ?) I3oNotT4» TAVUsRZEROs.RI2,AL)J
BIJLEAN 4Lj
TNTEGER 12.13srna193
REAL TAU;3
ARRAY KHZERNCK)oR1?fasaldz
ses
ARRAY FILOIN"10 01273,0113],» F2sDFoR10C0SI13]»FIUCLOLN=1203T3I,DR.D1L3

fOSTIAVEI3JAKoC1oM[0812,0112)])3
INTEGER K?.,K3sKúsK5s1sJ;
WRITE (ESCREVENS<"ALGNRITIMUONS?DAS
CNOEFICIENTESENTRANA (KsClaM);3
DRFR (F14N13)DnsATAUAÍ?2oNoKaC1ono13)3
WIiTt (ESCAFLVENS<IFIDA6D,FNR Koisa

FOR aA3s=O0 STEP 1 UNTIL 12 DO ÀWRITE CFSCREVER,</NEI5 6DAFOR

O STEP 1 UNTIL 12 DO
[K25K371)3
=0 $S1EP 1 UNTIL 12 DO"FOR N33=sO STEP 1 UNTIL [2 DO ci [K29K3]))

nWRITE (ESCREVER <9F15, 6>sFORK Ko:s=O0O STEP 1 UNTIL 12 DO
FOR K3t=0 STEP 1 UNTIL 12 DO NM [K2rK37)3
FOR K?:=0 STEP 1 UNTIL [4 DO
BEGINFUNCAIENTRADA (FJoK2s12,TAUsBLA3
FIT N3s=sO STEP 1 UNTIL 13 NU FoLK3]1t=O;
FOR Ji=a0 STEP 1 UNTIL Nel NU
FOR K43sO STEP 1 UNTIL 13 DO
FOR K58=O0 STEP 1 UNTIL 13 DO
FILK4 Pa=sPOCKa I+F LIC JIsK5AK5S IJaF JE a K5I3
PAJUNAJY (DF.NI3sF2013);3
PRIDMV C(RIUsJRARZERDO»sTI3)3
FOR 1:=0 STEP 1º UNTIL 13 DO
R12[N2s EII=sRZEKOCTI]8= R10CTJ+UPCIIS
EO)
ENO ALGORTIFIADS

Sr

unesp ” 6 17

3 . .

GRAFICOÇOÕ1O)
2

ALGORITIHMO ITS SFGNMENT UOO11
2

3
ALGORITIMOUÇO11)

2

18 19 20

UVAVIVULTTIA
010: CNCYtO
010:;0N9CU:4
010:00nNdt5
O1UtNONIYV:1
N10:1NQNb:O
N10:NONt*tS5
010:009EL;:A
010:00FU:3
010:NUFdAta
nN10:N0Fe:l
0103N0F4:0
010:N0F25;4­
N10:N0E/t2
010: 0O0FY:O
NIVINOFAIA
010:600FL:2
010:00Fi:3
010:00FtHti4
010:N1633
01N:0114:4
NIVUIN1231A4
O1U?N124s1
1S 6137 LONG
NO3BTNG16:O0
NA3Z:0010;0
NU3:0010:0
OU3:N016:0
NU3:6016:0
NO3:0016:0
OU3?NO16:0
O0U3:0015:0

011:00nLt:3
N11:0017:0
N11:NO0O1/:0

011:001C6: 3N1t1:0601t:0N11:0027: 3
011:0034:1
011:004v:]

N11:004C6:S
011:N059:1
N11310065:5
0N11:N074td
011:0070:4
011:0070:4
01110N07A:1
N11:00nVU:2
011:00X5:1

D11:900Y54
011:00nEt1
N11:COY4O
011: 009/:2
N11:1N09294:5
011:009t?t2
0N11:N035:2
0112004 51:5
15 vOR? LONG
003:100109:0
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sto tres

csESPEII2STLS2II2NTO

NUMBER DF ERRORS VFTECTEDN =
"NUMBER UF SEGHENTS
PROGRAM SIZE =
PRNOGRAM FILE NAAES

COMPILATIOS TIMNE =
O0JI439 CAUWS,»

aerao

aARITE (ESCREVENS<"PRINCIPAL">)
ISSTAVIELTICTAÇãAOINSTAVTEFT VALAdRAUPILIMNAIÕ SS)
NUMERIODTIVISDESt=1003
NUMENIVARIAVEIStal;
123=NYHERNVARITAVEIS=13
13:=24«12+41;
NtS(GRAAUPILINVATOS1I1)/2)3
I1iisNJInERNDI/ISOES=13

13

RESTABIVLEAS BL;

ARRAY HZERJIÇO!SI3)»npt2Ç0s4,01177)
NEFINE SOLUCAN =
TAJi=S(INSTANTEFINAL=INSTANTEINtCIAL)/Ia;
CINDICUESTNICIAIS (RZERN)I3
BL IEIVRAUES
ALHINTTIMO (Cl(2oT3eN9IAoTAI, RZEDO,R12000L))
GRAFICO (R12»L4s[3912o TAUSRL);
WAITE (ESCREVER CS<TIP 171);
CONWICUESTNICIAIS (RZERO);
RLSSFALSES
ALSIRIÇIAS (1?5130.0N
GAAFICU
*s

INSTAITEFTAALIZO,13
SOLUCAO
INSTAGTEFTHAALIZO5;
SILUCAY
Ev)

to I4oTAU,RZENDsR12:BL)I3
(R12A14)13,12,» TAUs EL);

ENY,.

==02Z=2s929sSs2s22919S929O2CZRSIC92SS EE" LEI
9000.

TNTAL SEGJ­ENT SIZE =
IN44M7 SYNTACTIC., ITENS,

= vulo, O0nr1979 wORDS.

EIR.
99.717 SECONDS ELAPSED:

CORE ESTIMATE =
000132 PDISK SEGMENTS,

6,921 SECUNDS PROCESSTNG;
EXQITSIEZSIITIEZCSSIZAICTOZANDIIZIOEINZSBCI22INIZ

POTP AL TST UM A ITUIM A YATVONNAVWVWS VAVULUIPNUMEMNIVANAAVELAOS

ssTLgIECINBSRASTEEIOCISCNSDSZ32DT

18

005075 WORUS,

10,481 SECONDS 1/0,

2

UVIIVUWIUCIV

0N03:0018tO0
NO3:N01:333
003:001L11
003:001t13
0903:00)r:2
003:002U11]
003:0N02U:5
003:0G21:5
003:0023:84
00N3:0672513
003:007615
003:00?06:5' 8. 0001 158 SEGUENT vcoIa

8B.,0001(012)

8B.0000(003)

n1i2?: GoOtUuvtO
N12:NGO/O
01?:6G0U/20
Ni2:N007;O0
012:N0N/tO0
012:0087t0
012:0007/;:0
012:N0N/£O
012:000/:0
012:000/20
012:0606710
012:009/:0
012:006/t0
012:N09/10
012:00)9:3
N12:002613
012:0N27/:5
012:004&4:S5
TS UN4A LONG
003:0027/:3
TS V04º LONG
1S 6080 LONG

STÃCK ESTIMATE=00007/7,

esg2esECcrEISZ2Z2fFIIICOCIIS!CIDCASSISOIIDCOZASIESPFIZCOINIODEEISOED
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