UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA “JULIO DE MESQUITA FILHO”
Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas

Campus de Rio Claro

Modelos Matematicos em Epidemiologia

Moébnica Helena Ribeiro Luiz

Dissertacao apresentada ao Programa de
Pos-Graduagao — Mestrado Profissional em
Matematica Universitaria do Departamento
de Matemética como requisito parcial para a

obtencao do grau de Mestre

Orientadora

Profa. Dra. Renata Zotin Gomes de Oliveira

2012



511.8 Luiz, Moénica Helena Ribeiro

L953m Modelos Matematicos em Epidemiologia/ Monica Helena Ribeiro
Luiz- Rio Claro: [s.n.], 2012.
75 f. : fig., tab.

Dissertacao (mestrado) - Universidade Estadual Paulista, Instituto
de Geociéncias e Ciéncias Exatas.

Orientadora: Renata Zotin Gomes de Oliveira

1. Anélise de Estabilidade. 2. Modelagem Matematica. 3. Epi-
demiologia. 4. Funcgoes de Lyapunov. 5. Modelos SIS, SIR e SIRS. I.
Titulo

Ficha Catalogréfica elaborada pela STATTI - Biblioteca da UNESP
Campus de Rio Claro/SP




TERMO DE APROVACAO

Monica Helena Ribeiro Luiz

MODELOS MATEMATICOS EM EPIDEMIOLOGIA

Dissertagao APROVADA como requisito parcial para a obtengao do grau de
Mestre no Curso de Pos-Graduacao Mestrado Profissional em Matematica
Universitaria do Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas da Universidade
Estadual Paulista “Jilio de Mesquita Filho”, pela seguinte banca examina-
dora:

Profa. Dra. Renata Zotin Gomes de Oliveira

Orientadora

Profa. Dra. Suzinei Aparecida Siqueira Marconato

IGCE - UNESP - Rio Claro

Profa. Dra. Sidineia Barrozo
IQ - UNESP - Araraquara

Rio Claro, 30 de Novembro de 2012



Aos meus pais, Sebastiao e Maria Helena.

Ao meu marido, Paulo Sérgio.



Agradecimentos

Em primeiro lugar agradeco a Deus, que me concedeu o dom da vida, minha in-
teligéncia, familia e amigos.

A minha familia, em especial aos meus pais, Sebastido e Maria Helena, que sem-
pre acreditaram em meu potencial e me incentivaram em todos momentos, sem eles
nao teria conseguido. E também ao meu marido, Paulo Sérgio, pela compreensao e
paciéncia nos momentos de minha auséncia, pelo amor, carinho e cumplicidade.

Aos amigos que estiveram presentes e que, direta ou indiretamente, fizeram parte
do desenvolvimento deste trabalho.

A Prof*. Dr*. Marta Cilene Gadotti por estar presente na banca de qualificacdo.
Também a Prof*. Dr®. Suzinei Aparecida Siqueira Marconato e & Prof*. Dr* Sidineia
Barrozo, que se dispuseram a compor a Banca Examinadora desta dissertacao.

A minha orientadora, Prof*. Dr*. Renata Zotin Gomes de Oliveira, pela paciéncia
e dedicacao, por ter me dado oportunidade de desenvolver o conhecimento, por estar
sempre disposta a me ajudar, e pela confianca em mim depositada.

Ao Prof. Dr. Geraldo Pompeu Junior, pelo apoio e incentivo, desde a graduacao.

Aos professores do Programa de Pos-Graduagao em Mateméatica Universitéaria, pelos
ensinamentos.

A todos que, de alguma forma, contribuiram para a execucao deste trabalho.



O Ensino deve permitir que brilhe, com o maximo
de intensidade, a luz que cada ser humano porta dentro de si.

Paulo Freire



Resumo

Esse trabalho tem por objetivo o estudo de alguns modelos mateméticos em Epi-
demiologia através da analise de estabilidade de pontos de equilibrio dos sistemas de
equagoes diferenciais envolvidos. Sao estudados os modelos classicos SIS (Suscetivel -
Infectado - Suscetivel), SIR (Suscetivel - Infectado - Removido) e SIRS (Suscetivel - In-
fectado - Removido - Suscetivel). Variagoes desses modelos, considerando a populacao
total nao constante, sao apresentadas e analisadas por meio de fungoes de Lyapunov

e, em particular, uma variagao do modelo SIR para a gripe Influenza A HINT.

Palavras-chave: Analise de Estabilidade, Modelagem Matemética, Epidemiologia,
Funcoes de Lyapunov, Modelos SIS, SIR e SIRS.



Abstract

This work aims to study some mathematical models in Epidemiology, through the
stability analysis of equilibrium points of systems of ordinary differential equations. We
analyze the classic models SIS (Susceptible - Infected - Susceptible), SIR (Susceptible
- Infected - Removed) and SIRS (Susceptible - Infected - Removed - Susceptible).
Variations of this models, considering that the total population is not constant, are
presented and analyzed through Lyapunov’s functions, in particular, a variation of SIR
model to the HIN1 influenza.

Keywords: Stability Analysis, Mathematical Modeling, Epidemiology, Lyapunov Func-
tions, SIS, SIR and SIRS Models.
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1 Introducao

H&a muito tempo, um dos problemas mais preocupantes da populagao em geral é
o fato de doencgas infecciosas se alastrarem, causando um grande ntimero de mortes.
Quando essas doencas se espalham muito rapidamente em um curto periodo de tempo
temos uma epidemia.

A peste negra foi uma das maiores epidemias ja registradas, tendo inicio na China
e se alastrando pela Europa durante o século XIV, matando cerca de um terco da
populagao. Ainda na Europa, outras doencas também foram registradas, como variola,
sarampo, gripe, dentre outras trazidas por estrangeiros, as quais também causaram
muitas mortes.

Devido a existéncia dessas doencas, estudos comegaram a ser realizados com o
objetivo de caracterizar cada tipo de epidemia, determinar os fatores causadores e
buscar formas de controle das mesmas. Uma ferramenta que auxilia esse estudo é
a modelagem matematica. Esta consiste em transformar situagoes reais em modelos
matematicos que, apos analisados, fornecem resultados que podem ser interpretados e
aplicados na realidade.

A modelagem matematica em Epidemiologia é feita através do estudo de equacoes
que descrevem a interagao entre a populacao e o ambiente, resultando numa anélise
detalhada a respeito da doenca. A importancia desse estudo se da ao fato de quanto
mais se conhece a respeito da doenca e o modo como ela se propaga, mais eficazes serao
os métodos para impedir sua transmissao, e até mesmo o estudo de agoes preventivas,
como por exemplo, campanhas de vacinagao.

Deste modo, o objetivo principal desta dissertacao serda a analise qualitativa de
alguns modelos mateméticos epidemioldgicos descritos através de equagoes diferenciais
ordinérias.

Para isso, no capitulo 2 sao definidos conceitos de estabilidade, estabilidade assin-
totica e instabilidade de sistemas de equacoes diferenciais, assim como condi¢oes para
que um sistema nao linear seja considerado sistema localmente linear. Além disso, sera
estudado um teorema que permite analisar a estabilidade de sistemas localmente line-
ares através do calculo dos autovalores do sistema linearizado. Também é apresentado
o Segundo Método de Lyapunov, conhecido como método direto, que permite analisar

o tipo de estabilidade do sistema em questao a partir da aplicacao de um teorema.
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No capitulo 3, sao discutidos trés modelos matematicos cléssicos em Epidemiologia:
SIS, SIR e SIRS. Uma analise de estabilidade de pontos de equilibrio desses modelos
aplicando conceitos estudados no capitulo anterior sera apresentada.

No capitulo 4 é estudada a estabilidade de uma variacao desses modelos através de
fungoes de Lyapunov.

Por fim, no capitulo 5, é feito um estudo de um modelo SIR para a Influenza A

HIN1, baseado do trabalho de Alcaraz|[1].



2 Sistemas Nao Lineares e
Estabilidade

Neste capitulo serao apresentados conceitos de estabilidade de sistemas de equacgoes
diferenciais de primeira ordem auténomos, ou seja, sistemas cujas equagoes nao depen-
dem explicitamente da varidvel independente. Serao tratados os casos bidimensionais,
pois estes permitem visualizar o comportamento das trajetorias no plano de fase; os

casos de ordem n sao analogos.

2.1 Estabilidade, Estabilidade Assintética e Instabi-
lidade

Seja o sistema bidimensional

dx

E = F(ZE,y), I’(to) = o

g (2.1)
7 = Gy ylt) = w

Suponha F' e GG fungoes continuas, com suas derivadas parciais de primeira ordem
continuas definidas num dominio D do plano zy. Se (xg,y0) € D entao, pelo Teorema
da Existéncia e Unicidade!, existe uma tnica solugao x = ¢; (t) e y = ¢ (t) do sistema
(2.1) satisfazendo as condigoes iniciais dadas.

Escrevendo esse sistema na forma vetorial, tem-se:

dx
— =1f(x), x(ty) ==xo (2.2)
dt
T T T

sendo x = (I,y) ) f(X) = (F (l’,y) ) G (J?,y)) € Xo = (anyO) :

A solugao do sistema pode ser escrita como ¢ (t) = (¢1 (t), P2 (t))T, a qual sera
interpretada como um ponto se movendo no plano zy.

Uma caracteristica importante de sistemas como esse — auténomo — é que, no plano

de fase, existira apenas uma trajetoéria que passa pela condigao inicial xq, ou seja, todas

Wer Boyce|2]
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as solucoes que satisfazem a condicao inicial dada tém a mesma trajetoria, e assim, o
plano de fase permite observar qualitativamente a estabilidade do sistema.
E chamado de ponto critico ou de equilibrio do sistema auténomo (2.2) o ponto
0 dx

x% = (29,9%) que satisfaz % = 0, ou seja, x = wg e y = yo ¢ uma solugao constante

desse sistema.

Definicao 2.1. Um ponto critico x° € dito estavel se, dado qualquer ¢ > 0, existe
§ > 0 tal que toda solugao x = ¢ (t), que satisfaz || (ty) — x°|| < 0, existe para todo
t >0 e satisfaz || (t) — x°|| < ¢, para todo t > 0.

Isso significa que toda solugao que comega préxima ao ponto critico x° (raio )

permanece proxima a ele (raio €).

Definicao 2.2. Um ponto x° € dito assintoticamente estavel se ¢ estdvel e ainda,

se existe §g, 0 < 8y < 0, tal que se uma solugio x = ¢ (t) satisfaz || (to) — x°|| < do,

entdo lim ¢ (t) = x°.
t—00

Isso significa que uma solucao que comeca préxima ao ponto critico x°, ndo somente

permanece proxima a este ponto, como também tende a ele quando t — oo.
Definicao 2.3. Um ponto critico que nao € estdvel é dito instavel.

Isso significa que ao menos uma solucao que comeca proxima ao ponto critico x° se

afasta do mesmo.

Exemplo 2.1. Considere o sistema

dx

— = 142

dt ey
dy

—~ = 1-3a?
dt ’

3 1 3 1
Os pontos criticos sao P, = —%, —§> e P, = (%, —§> e o plano de fase

desse sistema é dado pela figura a seguir:
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Figura 2.1: Plano de fase para o FExemplo 2.1.

_ T
tavel, j4 que as trajetérias que comecam proxima a esse ponto se afastam dele. No

V3

entanto, o ponto P, = (— —— | parece ser estavel, pois as trajetorias que comecam

. 3 1 .
E possivel observar, graficamente, que o ponto P, = <—£ —3 parece ser ins-

37 2

proxima a ele, assim permanecem.

Exemplo 2.2. Considere o sistema

dx

= - _r—y—1
dt Ty
dy

= 2r—y+5
7t r—y—+

O ponto critico ¢ P, = (—2,1) e o plano de fase desse sistema ¢ dado pela figura a
seguir:

L7

—

Figura 2.2: Plano de fase para o Fxemplo 2.2.

Neste exemplo, o ponto P, = (—2, 1) parece ser assintoticamente estavel, ja que as

trajetorias que comecam proxima a ele, assim permanecem, e ainda, tendem ao préprio
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ponto.

O teorema a seguir caracteriza, através da natureza dos autovalores?, o tipo de

solugao para o caso do sistema ser linear bidimensional.

Teorema 2.1. O ponto critico x° do sistema linear x' = Ax, Asyo, €: assintoticamente
estavel se os autovalores N1 e Ao sao reais e megativos ou tém parte real negativa;
estavel, mas nao assintoticamente estavel, se os autovalores A\ e Ay sao imagindrios
puros; instdavel se os autovalores A1 e Ay sao reais e um deles € positivo, ou se ambos

tém parte real positiva.

Demonstracao. Esses resultados seguem das analises feitas no Apéndice A para os
sistemas de ordem 2, e podem ser estendidos para os sistemas de ordem n de forma

analoga. [

Lema 2.1. Seja x° = (0,0) ponto critico do sistema linear

dx .

—Q = an -+ any

at (2.3)
dx ta

— = a9T

i 21 22Y

Dizemos que x°:

(a) € assintoticamente estdvel se tr (A) <0 e det (A) >0
(b) € estdvel setr(A) =0 edet(A) >0
(c) € instavel se tr (A) >0 ou det (A) <0

onde A € a matriz de coeficientes.

Demonstragao. A matriz de coeficientes do sistema (2.3) é dada por:

air a2
A=
Q21 (22
sendo que o traco e o determinante da matriz A sdo, respectivamente:

tr (A) = a1 + axp
det (A) = ai1a — apan

Os autovalores \ associados a matriz A, sao dados por:

(@11 + age) £ \/(au + a22)2 — 4 (aj1a29 — ajaas)
2

tr (A) £ \/tr (A)? - 4det (A)
2

2Ver Apéndice A.
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Do teorema 2.1, note que:

(a) Para ocorrer estabilidade assintotica os autovalores devem ser complexos com
parte real negativa ou reais negativos.

O primeiro caso ocorre se, inicialmente, tr (A) < 0 e tr (A)* —4det (A) < 0, ou seja,
tr (A)* < 4det (A). E como tr (A)* > 0, entéo

0 <tr(A)? <ddet(A) = 0<ddet(A) = det(A)>0

Para o caso dos autovalores serem reais negativos é necesséario que tr(A) < 0 e
det (A) > 0, e ainda,
Sedet(A)=0 = A =0e X\ <0, e nada podemos afirmar.
Se det (A) <0 = \/tr (A)? — ddet (A) > |tr (A)], e existira A > 0.

Logo, se tr (A) < 0 e det (A) > 0 entao z° ¢ assintoticamente estavel.

(b) Para ocorrer estabilidade os autovalores devem ser imaginarios puros, e para
isso & necessério que tr (A) = 0 e tr (A)* — 4det (A) < 0, ou seja, det (A) > 0.
Logo, se tr (A) = 0 e det (A) > 0 entao z° ¢ estéavel.

(¢) Para ocorrer instabilidade os autovalores devem ser complexos com parte real
positiva ou reais com ao menos um autovalor positivo.

No primeiro caso, inicialmente deve ocorrer tr (A) > 0 e tr (A)* — 4det (A) < 0, ou
seja, tr (A)* < 4det (A). E como tr (A)* > 0, entéo

0 <tr(A)? <d4det(A) = 0<ddet(A) = det(A)>0

Para que ao menos um autovalor seja positivo, inicialmente deve ocorrer tr (A)2 —
4det (A) > 0. Note que

Se det (A) < 0, entao \/tr (A)* — 4det (A) > [tr (4)|, independente do
sinal de tr (A). E com isso sempre existird ao menos um autovalor positivo.
Se tr (A) > 0, entao tr (A) + \/tr (A)? — 4det (A) > 0, independente do

sinal de det (A), e assim sempre existird um autovalor positivo, ou entao autovalores

complexos com parte real positiva, e novamente ocorre instabilidade.
Dessa forma, se tr (A) > 0 ou det (A) < 0 entao 2° é instével. O

2.2 Sistemas localmente lineares

Todo o estudo feito até o momento diz respeito a pontos criticos de sistemas
autonomos lineares. No entanto, quando sao considerados sistemas auténomos nao
lineares nem sempre isso é possivel, principalmente por existirem, em alguns casos,
muitos pontos criticos, o que permite que o comportamento de uma solugao proxima
a um ponto critico possa ser influenciada pelo fato de também estar proxima a outro

ponto critico. Por exemplo:
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Exemplo 2.3. Considere o plano de fase do sistema abaixo

dx

— = 2+2)(y—=x)

jt w (2.4)
o= U-nw+e

Figura 2.3: Plano de fase para o sistema (2.4).

Esse sistema possui trés pontos de equilibrio: P, = (—=2,2), P, = (0,0) e Py = (4,4).
Na figura 2.3, podemos observar o comportamento de varias trajetorias proximas aos
pontos de equilibrio. Por exemplo, se forem tomadas condigoes iniciais préoximas de
P, = (0,0), algumas trajetorias se aproximam do equilibrio P; e outras se afastam,
inclusive de P;.

Considere agora um sistema autéonomo nao linear bidimensional

Cfi_); =f(x) (2.5)
O objetivo é analisar o comportamento das trajetorias de (2.5) proximo a um ponto
de equilibrio z°. Isso sera feito procurando “aproximar” o sistema (2.5) por um sistema
linear adequado.
Seja entao
x = Ax + g (x) (2.6)

onde x% = (2% 4°) é um ponto critico isolado desse sistema, ou seja, existe alguma
vizinhanca de centro 2° dentro da qual nao ha outro ponto critico isolado do sistema
x' = Ax, ou seja, detA # 0.

Para que o comportamento do sistema (2.6) esteja proximo do sistema x’ = Ax

deve-se ter g (x) suficientemente pequeno, ou seja,

g (o)l

x| —0 quando x—0 (2.7)
X
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onde g (x) = (91 (2.9), g2 (,9))" e x = (x,y)".

Disso, & possivel escrever ||x|| = /22 4+ 32 =7 e |g(x)| = V97 (z,y) + g2 (z,y), e
assim, a condigao (2.7) ¢ satisfeita se, e somente se:

N, 0, 2 50 quando 7 —0 (2.8)
r r

Deste modo, um sistema da forma (2.6) que satisfaz as condigdes (2.8) é chamado
sistema localmente linear na vizinhanga do ponto critico (z°,¢°).

Voltando ao sistema (2.5), é possivel reescrevé-lo na forma escalar:

dx
i F(x,y)
(2.9)
Y Gy
dt - 7y

Reescrevendo F' e G como um polindémio de Taylor de ordem 1 na vizinhanga do
ponto critico x° = (29, 4°), tem-se:

dx
= = F )+ Fo (@) (2 =2 + F, (2°8°) (y = ") + i (2)
dy
L= Gy + Gy (2= 20) + Gy (20,9°) (5 — 1) + 11 (2, )
onde:
m (z,y) —0 quando (z,y) — (1707 yO)
\/(m —29)” + (y — y°)"
2 (7, y) —0 quando (z,y) — (2% 4°)
\/($ — IEO)2 +(y — y0)2
Note que:
F(2%y°) =0=G (%",
de _d(z— 2?)
¢t dt
dy _d(y—y°)
dt dt

Com isso, o sistema (2.9) pode ser escrito como:

4 < r—a’ ) _ ( Fy (2%y°) Fy(2°y°) ) (fc—fco ) N ( m(z,y) )
dt y_y() Ga: (ZEO,yO) Gy (ZL,O’yO) y_yo T2 <x7y>

Em notacao vetorial, tem-se:

du  df (x9)

T T
onde u= (v — 2%y —y°) en=(m,m) .
Se I' e (G tiverem derivadas parciais de segunda ordem continuas, essa aproximacao

de Taylor ¢ valida e, consequentemente, o sistema seré localmente linear, ja que n — 0.
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Logo, o sistema (2.9) é localmente linear na vizinhanga do ponto x° = (2°,¢") se F e
G forem de classe C?. E ainda, o sistema que aproxima o sistema nao linear (2.9) na

vizinhanca de x° é dado por:

d (uw) [ F(z%y°) F, (29" U
dt < v > B ( G, (29" G, (a°4°) ) ( v ) (2.10)

onde u = (z — 2% e v = (y —1°).
Observagao: A matriz de coeficientes em (2.10) é a Matriz Jacobiana de F e G

em relacao a x e y, calculada no ponto critico x°.

Exemplo 2.4. Considere o sistema

dt (2.11)
dy e B
dt

Tem-se F (z,y) = 1 —y e G(z,y) = 2* — y* de classe C', ja4 que sao fungoes
polinomiais. Logo, o sistema ¢é localmente linear, e assim é possivel determinar os
sistemas lineares que aproximam esse sistema nao linear na vizinhanca de cada ponto
critico.

Os pontos criticos sao P = (1,1) e P, = (—1,1), e a matriz jacobiana é dada por:

g Fe By _ (0 —1
G, G, 20 2y

Com esses dados, é possivel encontrar os sistemas desejados.

No ponto P; = (1, 1), o sistema linear correspondente é:

a6 2)0)

Cujos autovalores sao A = —1 4 ¢. Portanto, o ponto critico P; é um ponto espiral

assintoticamente estavel desse sistema linear. Veja os planos de fase a seguir:
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Figura 2.4: Plano de fase do sistema linear (2.12) e do sistema nao linear (2.11).

No ponto P, = (—1, 1), o sistema linear associado é:

d 0 -1
L L N (2.13)
dt \ v -2 =2 v

Os autovalores sdo A = —1 + /3 e portanto, o ponto critico P, é um ponto de sela

(instével) desse sistema linear. Veja seu plano de fase a seguir:

-
k" "
= ey Fal

- 3
4 & er F
. iy = m

-

= e =k ¥
==
o . - T T

Figura 2.5: Plano de fase do sistema linear (2.13) e do sistema nao linear (2.11).

Nesses dois exemplos parece que as trajetorias de x’ = Ax sdo boas aproximagoes
do sistema nao linear x’ = Ax + g (x) na vizinhanga do ponto critico x°. Entretanto,
nao é possivel afirmar isso em todos os casos. Veja a seguir um teorema que estabelece
o tipo de estabilidade de um ponto critico de um sistema nao linear a partir do sistema
linear correspondente.

Observagao: A partir de agora sera considerado o ponto critico x® = (0,0). Isso sera
feito para facilitar os célculos, mas nao ha perda de generalidade, pois se x° # (0,0),
¢ possivel fazer uma mudanca de varidveis u = x — x°

, e u satisfaz um sistema cujo
ponto critico é a origem.
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Teorema 2.2. Sejam A\ e Ay 0s autovalores do sistema linear X' = Ax correspondente
ao sistema localmente linear x' = Ax + g (x). Entao o tipo de estabilidade do ponto

critico (0,0) do sistema localmente linear x' = Ax+g (x) sdo como descritos na tabela

abaizxo.
Sistema Linear Sistema Localmente Linear
AL, Ao Tipo Estabilidade Tipo Estabilidade
AL > A >0 N Instével N Instével
A< A <0 N Assintoticamente N Assintoticamente
Estéavel Estavel
Ao <0< N\ PS Instével PS Instavel
A=X>0 NP ou NI Instéavel N ou PE Instéavel
A=A <0 NP ou NI Assintoticamente | N ou PE Assintoticamente
Estéavel Estéavel
A, A =atib
a>0 PE Instavel PE Instéavel
a<0 PE Assintoticamente PE Assintoticamente
Estavel Estavel
A1 =1b, Ay = —1b C Estavel C ou PE Indeterminado

Tabela 2.1: De Boyce[2] Propriedades de Estabilidade e Instabilidade de Sistemas Li-
neares e Localmente Lineares, onde N: no; NI: no improprio; NP: nd proprio; PE:

ponto espiral; PS: ponto de sela; C: centro

Demonstragao. Ver Boyce|2| e Bessa|3|. O

Sabe-se que os autovalores de um sistema, os quais sao determinados pela matriz de
coeficientes, dizem muito a respeito do ponto critico e de sua estabilidade num sistema
linear. Entretanto, é possivel que pequenas perturbagoes em alguns desses coeficientes
alterem significativamente as caracteristicas desse sistema. Da tabela 2.1 podemos
observar que essas alteracoes ocorrem quando os autovalores sao imaginarios puros e
quando sao iguais. Analisemos esses casos.

Quando os autovalores sao imaginarios puros, A\ = +bi, o ponto critico é um centro

estavel, e a matriz de coeficientes ¢ da seguinte forma:

0 b
( o ) (2.14)

E possivel perceber que se for feita uma perturbacao em algum elemento dessa ma-
triz o sistema passa a ter autovalores complexos e, consequentemente, o ponto critico
pode continuar a ser um centro ou passar a ser um ponto espiral, e com isso, a estabi-

lidade fica indeterminada. Por exemplo:
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Exemplo 2.5. Considere o sistema

, (02
X—<_2 O)X (2.15)

O ponto critico é (0,0) e os autovalores sao A = £2i, ou seja, o ponto critico é um
centro estavel.
Se uma perturbagao for feita nos campos onde o coeficiente da matriz (2.14) é zero,

o sistema (2.15) pode ser, por exemplo,

, (12
X —(_2 1>x (2.16)

Neste caso, os novos autovalores sao A = 1 £ 2i, ou seja, o ponto critico (0,0) é um
ponto espiral instavel. Por este motivo, nada se pode afirmar a respeito desse ponto

nem de sua estabilidade para o sistema linear (2.15).

IO

Figura 2.6: Plano de fase do sistema linear (2.15) e do sistema linear (2.16).

Agora, quando os autovalores sao iguais, isto é, o ponto critico é um no, se houver
uma perturbagao em qualquer um dos elementos, os autovalores podem deixar de ser
iguais. Se eles forem diferentes, mas ainda forem reais, entao o ponto critico continua
sendo um no, contudo, se eles forem diferentes complexos, entao tem-se um ponto

espiral. Com relagao a estabilidade, neste caso, nao ha alteragoes. Por exemplo:

Exemplo 2.6. Considere o sistema:

, (=2 0
X—( 0 _2>x (2.17)
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O ponto critico é (0,0) e os autovalores sao iguais, A = —2, ou seja, o ponto critico
é um no assintoticamente estavel.
Se uma perturbacao for feita nos campos onde o coeficiente da matriz do sistema

(2.17) é zero, esse sistema pode ser, por exemplo,

, (-2 1
X_<—1 _2>X (2.18)

Neste caso, os novos autovalores sdo A\ = —2 + ¢, ou seja, o ponto critico (0,0) é
um ponto espiral assintoticamente estavel. Portanto, novamente nada se pode afirmar

a respeito desse ponto no sistema linear (2.17).

Figura 2.7: Plano de fase do sistema linear (2.17) e do sistema linear (2.18).

Nos demais casos as perturbacoes nao influenciam no comportamento das tra-
jetorias do sistema.

Para esses casos, em que as caracteristicas dos pontos criticos sao indeterminadas
para o sistema localmente linear, é necessario o uso de outras técnicas para se decidir

o tipo de estabilidade. O método a seguir pode ser ttil nessa etapa.

2.3 O Segundo Método de Lyapunov

Considere o sistema autoénomo

dx
(2.19)
Y = Gy
T Y
A principal ideia presente no método de Lyapunov, é determinar como certas
funcoes a valores reais variam ao longo das solucoes de fli—’t‘ = f (x). Assim, seguem

algumas definicoes.
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Definicao 2.4. Seja uma funcao V definida num dominio D C R?, com valores em
R. A fungao V € dita definida positiva (negativa) em D se V (0,0) =0 e V (z,y) >0
(V (z,y) < 0) em todos os outros pontos de D.

Defini¢ao 2.5. Seja uma funcio V : D — R, onde D C R%. A funcio V ¢é dita
semidefinida positiva (negativa) em D se V (0,0) =0 e V (z,y) >0 (V(z,y) <0) em

todos os outros pontos de D.

Considere V a taxa de variacio dessa funcdo V ao longo da trajetoria do sistema
(2.19), sendo:

. dx

Vi(e,y) = Ve (e,y) o +Vy (2,9)
Se x = (¢1 (t), ¢2 (t)) é uma solugao de (2.19), entdo:

dy

- (2.20)

av
S0 (0),6:(0) = Va1 ()62 (0) T 4V, (01(1), 02 (1)
¢

Vi (61 (1), @2 (
= V:v (@1 (1), 02 (1) F (1 (), 02 (1) + Vi (91 (1) , 02 (1) G (61 (1), 2 (¢))
= V(1 (t),02(t))

Definicao 2.6. Seja V' uma fungao continuamente diferencidvel definida num dominio

N

D. EntaoV é uma funcao de Lyapunov se:
1. V(0,0)=0
2. V (x,y) € definida positiva
3. 'V satisfaz uma das sequintes condigoes:

(a) V (z,y) € semidefinida negativa
(b) V (z,y) € definida negativa
(¢) V (z,y) € definida positiva

Teorema 2.3. Segundo Método de Lyapunov: Considere o sistema auténomo
(2.19) e x° = (0,0) ponto critico desse sistema. Se existe uma fungao de Lyapunov V
satisfazendo uma das condicoes (a), (b) ou (¢) da definicao (2.6), entdo o ponto critico

x% serd, respectivamente, (a) estdvel, (b) assintoticamente estdvel ou (c) instdvel.

Demonstragao. Caso (a).

Ideia geométrica:

Considere V (z,y) = ¢ uma curva fechada no plano zy, e também uma trajetoria
x=¢1(t), y= ¢ (t) de (2.19).

Seja (¢1 (1), ¢2(t1)) = (x1,71) um ponto de interseccdo dessa trajetéria com a
curva fechada V (z,y) = c¢. Nesse ponto, ¢ (t1) = F(x1,y1) e ¢4 (t1) = G (x1,y1).
Logo, de (2.20), é possivel escrever:

Vi) = V(o) @) (0) +Vy (21,91) ¢ ()

= (Va(zi,m1), Vg (z1,01)) - (91 (1), 95 (t1))
= VV(z1,1) T (t)
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que é o produto escalar entre o vetor gradiente VV (x1,y1) e o vetor tangente 7" (t1) a
trajetoria (¢q (t), da (1)).

Com relagao ao vetor gradiente VV', sabe-se que é normal a curva V (z,y) = c e que
aponta na dire¢ao do crescimento da curva. Logo, aponta para fora, pois V' aumenta
quando se afasta da origem. Quanto ao vetor tangente 7', sabe-se que é tangente a

trajetoria x = ¢1 (x,y), y = ¢2 (x,y) (Veja figura 2.8).

Figura 2.8: Esboco da demonstragao do caso estavel.

Como, por hipotese, V é semidefinida negativa, isto &, V (0,0) = 0 e V (z,y) <
0, tem-se que, se x # 0, entdo o produto escalar (2.19) é menor ou igual a zero
e, consequentemente, o angulo entre os vetores VV e T esta entre 7 e 37“, ja que
VV -T = |[[VV|||T|| cos® < 0, onde 0 é o angulo entre VV e T'. Por este motivo, as
trajetorias movimentam-se para dentro da curva fechada V' (z,y) = ¢, e la permanecem.

Formalmente:

Seja € > 0 suficientemente pequeno, de modo que a vizinhanga da origem seja de
pontos x € D, tais que ||x|| < €. Seja m o menor valor de V' na fronteira ||x|| = € dessa
vizinhanga. Como V' é definida positiva e ||x|| = € é fechado e limitado, segue que
m > 0. Agora, tome §, com 0 < § < ¢, tal que V (x) < m para ||x|| < . Segue que §
sempre existe porque V é continua, com V (0) = 0. Se ||x°|| <, entdo a solugao x (t)
de ||IX|| = f (x) com x (0) = x° satisfaz ||x (t)|| < € para t > 0, desde que V (x (t)) <0
implica em V (x(t)) < V (x%) para t > 0. Isso prova que a origem ¢é estével.

A demonstragio de (¢) é analoga, assim como a de (b) segue da mesma maneira,
acrescentando o fato de que as trajetorias que comegam suficientemente proximas a

origem tendem a ela, logo a origem é um ponto critico assintoticamente estavel. O

Com esse teorema, é possivel estudar as caracteristicas de um ponto critico com re-
lacao a sua estabilidade, porém, nem sempre é facil encontrar uma fungao de Lyapunov

adequada. Uma solugao em alguns casos, é recorrer ao seguinte teorema.

Teorema 2.4. A funcdo V (z,y) = ax® + bry + cy? é:
(a) definida positiva se, e somente se, a > 0 e dac — b* > 0

(b) definida negativa se, e somente se, a <0 e 4ac — b* > 0
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Demonstracao. Ver Boyce|2] e Bessal3|. O
Exemplo 2.7. Serd mostrado que a origem é um ponto instavel do sistema
d
d_x — Py
dt (2.21)
d—i = 2xy® + 422y + 23

Considere a fungao de Lyapunov V (z,y) = ax? + bxy + cy>.
Entao:

Viz,y) =VoF (z,y) +V,G (2,y)
= (2az + by) (23 — 33) + (bx + 2cy) (22y? + 42y + 2y3)
a (2z) + b (523y + 22%y* + 22y — y*) + ¢ (82%y? + 4y*) + (2¢ — a) (2zy?)

Note que, tomando b = 0 e 2¢ —a = 0, o sinal de V depende apenas de a e ¢,
e pelo Teorema 2.4, é necesséario ter a > 0 para que V seja definida positiva. Deste
modo, considere a,c¢ > 0 e a = 2¢. Assim, a funcdo V também é definida positiva, e
consequentemente, pelo Teorema de Lyapunov 2.3, a origem é um ponto instavel desse

sistema. Veja seu plano de fase na figura a seguir:

Figura 2.9: Plano de fase do sistema (2.21).

Apos a apresentacao de teoremas que determinam o tipo de estabilidade de um
ponto critico de um sistema autéonomo, estudaremos, no proximo capitulo, trés mo-
delos matemaéticos classicos em Epidemiologia: modelo SIS (Suscetivel - Infectado -
Suscetivel), modelo SIR (Suscetivel - Infectado - Recuperado) e modelo SIRS (Suscetivel

- Infectado - Recuperado - Suscetivel).



3 Modelos Matematicos em

Epidemiologia

Um dos primeiros estudos que se tem conhecimento acerca de doencas epidemi-
ologicas foi feito por Daniel Bernoulli, em 1790, que teve como objetivo estudar a
transmissao da variola. Apos esse inicio, juntamente com um estudo mais aprofundado
na area de medicina, outros casos puderam ser analisados com mais detalhes.

Hamer, em 1906, analisou casos nos quais a taxa de transmissao da doenca ocorria
por meio de contato entre individuos suscetiveis e individuos infectados, conhecido
como Lei de Agao das Massas. Na mesma época, Ronald Ross fez um estudo sobre
a malaria, para mostrar que sua transmissao se dava pela picada de um mosquito
contaminado, e mais adiante, em 1908, elaborou um modelo matematico mais detalhado
para o estudo de tal doenca. Contudo, um dos modelos de maior relevancia e que mais
influenciaram no desenvolvimento de modelos matematicos foi o modelo SIR (Suscetivel
- Infectado - Recuperado), estudado por Kermack e McKendrick, em 1927, os quais
concluiram que um nimero pequeno de individuos infectados, mesmo em contato com
individuos suscetiveis, nao geram uma epidemia.

A partir dai, diversos outros modelos matematicos em Epidemiologia passaram a
ser estudados, os chamados modelos compartimentais. Recebem esse nome devido ao
fato da populacao ser dividida em compartimentos (ou classes), que indicam em qual

estado se encontra o individuo. Como exemplo, podem ser citadas as classes:

e Imunidade Passiva (M): individuos que nascem imunes, pois receberam anticor-

pos pela mae;

e Transmissao Vertical (T'):individuos que ja nasceram com a doenga, adquirindo-a

através da mae infectada;
e Suscetiveis (5): individuos sadios que estao suscetiveis a contrair a doenga;

e Infectados (/): individuos que contrairam a doenga e podem transmiti-la aos

individuos suscetiveis por transmissao direta;

e Portadores (P): individuos portadores da doenga que estao em periodo latente,

isto é, foram infectados, mas ainda nao transmitem a doenca;

29
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e Removidos (R): individuos que foram infectados, mas nao sdo mais portadores
da doenca, por motivo de isolamento, cura (adquirindo ou nao imunidade) ou

morte.

Assim, pode-se escrever a populagao total N como a soma dos individuos das classes
acima citadas, ou seja, N =M +T+ S+ 1+ P+ R.

Em geral, o estudo de modelos matematicos tem como objetivo principal analisar
a taxa da forca de infeccao e a taxa de reprodutibilidade basal. A forca de infecgao é a
taxa de propagacao da doenca, e determina a dimensao da transmissao. Esta depende
apenas do namero de individuos infectados.

Ja a taxa de reprodutibilidade basal é o nimero de infec¢oes causadas em individuos
suscetiveis a partir de uma primeira infeccao, e esté relacionado ao crescimento ou
decrescimento da epidemia.

As doencas infecciosas podem ocorrer por transmissao indireta ou transmissao di-
reta. A primeira é aquela que depende de um vetor transmissor infectado, como por
exemplo, um mosquito. Ja a transmissao direta se d4 por meio do contato fisico ou
proximidade entre individuos sadios e individuos infectados. Essa relacao ¢ baseada
na Lei da Acao das Massas, principio estudado em cinética quimica que afirma que a
velocidade de uma reac¢do € diretamente proporcional as concentragoes dos reagentes,
ou seja, desde que uma particula se movimente, ela tem a mesma chance de encontrar
com as demais. A aplicagao dessa Lei a modelagem matemaética é que, como a trans-
missao ocorre com o encontro entre individuos suscetiveis e infectados, a variagao de
individuos suscetiveis é proporcional ao ntimero de individuos infectados.

Nesse capitulo, serao consideradas as doencas de transmissao direta, com nasci-
mento de individuos sadios e suscetiveis (T'=0 e M = 0) e um periodo latente muito
curto, podendo ser desprezado (P = 0). Do mesmo modo que, em alguns modelos nao

ocorrera nenhuma forma de isolamento (R = 0).

3.1 Modelo SIS

O modelo SIS ¢ utilizado para descrever doengas nas quais os individuos suscetives
a adquirem, tornando-se infectados e, apds a recuperacao, nao adquirem imunidade,
tornando-se suscetiveis novamente. Neste caso nao ha periodo latente nem isolamentos.
As condigbes iniciais sao:
1(0) = Io,
S(0) =Sy

Serao estudados trés casos de modelos SIS, os quais seguem.
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3.1.1 Caso 1: SIS com N constante (sem dinamica vital)

Neste caso, a populacao total N é constante e nao ha dinamica vital, isto é, na
populagao estudada nao sao considerados nascimentos nem mortes.

Seja « a taxa de transmissao da doenca. Como essa transmissao se da com o encon-
tro entre individuos suscetiveis e infectados, entao a variacao de individuos suscetiveis
em relacao ao tempo pode ser modelada por aSI. Seja § a taxa de recuperacao da
doenga. Considere a variagao dos individuos infectados com relagao ao tempo propor-
cional ao proprio niimero de individuos infectados, entao o retorno a classe de suscetiveis
serd modelado por $1. Com isso, neste caso o modelo SIS pode ser representado pelo

diagrama a seguir:

i

et

Figura 3.1: Diagrama compartimental para Caso 1 do modelo SIS.

Note que, uma fragdo dos individuos suscetiveis, por meio do contato com os indi-
viduos infectados, adquirem a doenga e passam para a classe de infectados. Do mesmo
modo, os individuos infectados, ao se recuperarem, nao adquirem imunidade e retornam
a classe de suscetiveis.

Com isso, a dinamica de uma doencga com essas caracteristicas pode ser descrita
pelo sistema de equagoes diferenciais:

C;—S = —aSI+p3I
d; , (3.1)
— = 1 —pI
7 aSI —p
onde o, 3 >0e N =95+1.
Entao:
F(S,I) = —aSI+p1

G(S,I) = aSI— I
Os pontos de equilibrio, encontrados fazendo F (S, 1) =0 = G (S, I), sao:

Pl - (N,O)
P o= @N-2)

Observe que, como a populagao total N é constante, os pontos P, e P, estao sobre
areta S+ 1=N.
A analise de estabilidade desses pontos seré feita através das carecteristicas do trago

e do determinante da matriz de coeficientes do sistema localmente linear, conforme
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resultados apresentados no capitulo anterior. Para isso, é preciso determinar a matriz

jacobiana, a qual segue:
g Fs Fr\ ([ —al —aS+p
T\ Gs G/ )\ al aS-8
e P, =(N,0)

O sistema localmente linear que aproxima o sistema (3.1) na vizinhanga do ponto

(N,0) é:
dfu) [0 —aN+p u
d\v )] \0o aN=-8 v |’
cuja matriz de coeficientes é
A 0 —aN +4 .
0 aN-—-p4

Logo, o traco e o determinante sao:

tr(A) = aN —pg,
det (A) = 0.

Portanto, como os coeficientes sao valores positivos, e a populacao total N é su-
ficientemente grande, segue que tr (A) > 0, e pelo lema 2.1 e Teorema 2.2, o ponto
P, = (N,0) é instavel.

« =GN0

O sistema localmente linear que aproxima o sistema (3.1) na vizinhanga do ponto

(ﬁN—é)é:
d [ u —aN+p§ 0 U
alo)-Camrn) ()

a’ «
cuja matriz de coeficientes é dada por:

A —aN+p 0
B aN—-p5 0 )

O trago e determinante sao dados por:

tr(A) = —aN+p<0
det(A) = 0

Com isso, através do lema 2.1, nada se pode afirmar a respeito do ponto P, =
(g, N — g) Entao, sera feito um estudo de %.

Como N ¢é constante, e N = S (t) + I (t), segue que S = N — I.
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Resolvendo 4

o segue:

ﬂ = aSI—-pI

dt
= a(N=1)I-BI

- af(e2)

Usando separacao de variaveis, obtém-se:
aN —f3

I =
a+ [(aN —B) 7 — a} e~ (aN=p)t

Entao, quando t — oo, [ — N — g E consequentemente, S — g Logo, o ponto
b= (g, N — g) é assintoticamente estavel.

Do sistema (3.1) segue que se S > g el #0entdo 4 >0e % <0 Assim, o
ponto (5, I) se aproxima de (g, N — g) sobre a reta S+ I = N. Do mesmo modo que
se § < g, com [ # 0, entao % <0e % > 0. E novamente o ponto (S, ) se aproxima

de (g, N — g) sobre a reta S + I = N. Veja a figura a seguir:

TI

L
R

Figura 3.2: Plano de fase para o Caso 1 do modelo SIS.

3.1.2 Caso 2: SIS com N constante (com dindmica vital)

Neste caso ha dinamica vital, isto é, na populacao considerada hé nascimentos e
mortes, contudo, como a populacao total N é constante, considera-se que o ntimero de
nascimentos é igual ao niimero de mortes, e ainda, que os nascimentos sao de individuos
sadios.

Seja v a taxa de natalidade, que ¢ igual a taxa de mortalidade. Entao, o modelo

SIS neste caso pode ser representado pelo diagrama a seguir:
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Figura 3.3: Diagrama compartimental para Caso 2 do modelo SIS.

Note que a saida de individuos da classe de suscetiveis ocorre por morte ou por
aquisicao da doenca, passando para a classe de infectados. Ainda na classe de suscetiveis,
a entrada de individuos ocorre com os nascimentos (que sao proporcionais a populacao
total), assim como os individuos que eram infectados e se recuperaram, nao adquirindo

imunidade. O sistema de equagoes diferenciais que descreve esse modelo é dado por:

as
o = —aSI+ Bl +~yN —~S
o 7 (3.2)
— = I —pBI—~I
i aST — I —~

onde o, B,y >0e N =S+ 1.

Como N = S + I, entao

F(S,I) = —aSI+pl+~1

G(S,I) = aSI—pl—~l.
Fazendo F' (S,I) =0 = G (S, 1), os pontos de equilibrio obtidos sao:

P = (N,0)
P o= (22,8 -2

«

Note que, novamente os pontos P; e P, estao sobre a reta S+ 1 = N, pois N é

constante.
A anélise de estabilidade desses pontos também seré feita através das carecteristicas

do traco e do determinante da matriz de coeficientes do sistema linearizado. A matriz

jacobiana ¢ dada por
7o Fs Fr\ ([ —al —aS+p8+7y
T\ Gs G/ )\ al aS—-p—+~
0P1:(N,0)

O sistema linear que aproxima o sistema (3.2) na vizinhanga do ponto (N, 0) é:

dfu)_ [0 —aN+B+y u
d\v /) \o aN — [ —~ v )’
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cuja matriz de coeficientes é dada por:
A:(O —aN—i—ﬁ—i—”y).
0 aN—-p—~v
Logo o trago e o determinante sao:
tr(A) = aN—-p—7>0
det (A) = 0,
e pelo lema 2.1 e teorema 2.2, o ponto P; = (N, 0) é instavel.

o D= (2 N - £2)

a ) a

)

O sistema linear que aproxima o sistema (3.2) na vizinhanga do ponto (%, N — =

dfuw)_ [ —-aN+p+7y 0 u
da\ v | aN—-p—~v 0 v

A matriz de coeficientes é dada por:

A —aN+ B+~ 0
\ aN=B=—~ 0

Logo, o traco e o determinante sao:
tr(A) = —aN+p+7<0
det(A) = 0
E pelo lema 2.1 nada se pode afirmar sobre o ponto P, = (M, N — %Y) Entao,
serd feito o estudo de %.
Novamente ocorre S = N — I. E resolvendo %, segue:

dl

- = I— Bl —~I
0 aST — BI —~

= a(N—-1)I—-pI—~I

()

Usando a separagao de variaveis, segue que:
aN —f—~
a+ [(&N —B=1 - a] e (aN=B-)t

I =

Entao, quando t — oo, I —+ N — % Consequentemente, S — Baﬂ Logo, o ponto
(%, N — %) é assintoticamente estavel.

Deste modo, segue a mesma conclusao do Caso 1. Isto é, se S > g e I # 0 entao
% >0e Ccll—f < 0. Logo, o ponto (S,I) se aproxima de (g,N— %) sobre a reta
S+ I = N. Conclusao andloga é obtida para S < g el =0.

Pode-se observar que ao considerar dinamica vital no modelo SIS, quando a popula-
¢ao é constante, a magnitude de cada coordenada do ponto de equilibrio P, é alterada,
mas o tipo de estabilidade permanece o mesmo para os dois pontos de equilibrio exis-

tentes.
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3.1.3 Caso 3: SIS com N variavel

Neste caso é considerada a populacao total N variavel. Ainda assim, é valida a
equagao N (t) = S (t) + I (t) em cada instante de tempo.
Seja v a taxa de natalidade e p a taxa de mortalidade, onde v # p. Deste modo, o

diagrama que representa este modelo é o seguinte:

Figura 3.4: Diagrama compartimental para Caso 3 do modelo SIS.

E o sistema de equagoes diferenciais é dado por:

ds
— = —aSI+ Bl +~yN —puS
dt
I (3.3)
— = aSI—-pI—pul
onde o, 8,7y, >0,v>pe N(t)=S(t)+1(t).
Como N = S + I, entao:
F(S,I) = —aSI+pl+~S+~I—puS
G(S,I) = aSI—pI—pul
Os pontos de equilibrio obtidos sao:
Pl = (an)
A
Note que, P, = (0,0) é um ponto de equilibrio que nao faz sentido estudar do

ponto de vista biolégico, e também que no ponto de equilibrio P, = (%, %) ocorre
1= _’%E < 0. Assim, observa-se que nao hé ponto de equilibrio. Bassanezi|4| observa
que “para qualquer valor Iy > 0 a trajetoria atinge o valor mdximo para S quando
intercepta a iséclina (curva onde % = 0) I = S0 enquanto I — oo quando

dt aS—(B+7)’
t— 00’

3.2 Modelo SIR

Neste modelo ha individuos suscetives que adquirem a doencga, tornando-se infec-
tados e, apOs a recuperacao, adquirem imunidade. Neste caso nao sao considerados
periodo latente nem isolamentos.
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Considere a populagao total N constante, sem dindmica vital e que a variacao da
populagao removida é proporcional a populagao infectada. O diagrama compartimental

que representa este modelo é o que segue:

s el | A R

Figura 3.5: Diagrama compartimental para o modelo SIR.

E o sistema de equacoes diferenciais pode ser escrito como:

(dS
dt
dI
dt
dR

[ dt

= —aST

= aSl—pI (3.4)

= BI

onde a, 3 >0e N=S+1+R.

As condigbes iniciais sao:

R(0)
1(0)

S(0)
as

Observe que % e 4 dependem apenas de S e de I. Neste caso:
at © dt

0,
[07 (35)
SO =N — [0

F(S,I) = —aSI
G(S,I) = aSI— 3l

Os pontos de equilibrio sao P, = (N,0) e P, = (0,0). No entanto, do ponto de
vista biolégico s6 hé o ponto P, = (N, 0), pois N é constante.
Esse ponto sera analisado através das caracteristicas do traco e do determinante da

matriz de coeficientes do sistema linearizado. A matriz jacobiana é dada por
7 Fs Fr\ [ —al —aS
-\ Gy Gy al aS—3

O sistema linear que aproxima o sistema (3.4) na vizinhanga do ponto (V,0) é:

a0 ) (),

cuja matriz de coeficentes é dada por:

A:<O —aN )
0 aN—-p

e P, =(N,0)
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Logo, o traco e o determinante sao:

tr(A) = aN—-/>0
det (A) = 0

Assim, pelo lema 2.1, segue que o ponto (N, 0) é instéavel.

Note que, de (3.4), no instante ¢t = 0, tem-se:

dl >0 So >
7 = aSoly — By o 0
dt|,_, <0 se Sy <

QlmR ™

E ainda, como % < 0 e S < Sy, entdo, se Sy < 2, tem-se S < 2, e disso segue que:
dt « «@

ﬂz[(aS—ﬁ)SO, vI>0
dt
Nesse caso, I (t) — 0 quando t — 0o, e ndo ocorre uma epidemia.
Por outro lado, se Sy > g, I (t) aumenta e a doenga se propaga, ocorrendo assim
uma epidemia, ou seja, I (t) > Iy para algum t > 0.
Assim, se Sy > g tem-se uma epidemia, e se Sy < g a epidemia nao existe. Essa
razao g ¢ chamada de taxa de remocao relativa.

Considere, agora,
0% S()

B

Desta forma, numa populagao total constante, Ry indica se havera ou nao a propa-

R():

gacao da doenca. Observe que:
Ry >1 = epidemia se propaga
Ry <1 = epidemia é extinta
Ry é chamado de Valor de Reprodutibilidade Basal.
Outros resultados importantes podem ser obtidos através do estudo da variagao de
I com relagao a S.
dI.  aSI—pI  f

S~ sl " aS ! (36)

I (So) = glnSo —Sy+c (37)

onde ¢, é a constante de integragao.

Usando as condigoes iniciais (3.5), para t = 0, segue que:
c=N — élnSO
a

Voltando em (3.7):
I=N-S+ élni
« SO
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Ainda, de (3.6):

dl aST — B1 o 6]
E>OseTSI>O,1stoe75<a
dl aST — (1 I6]

ﬁ<OSeTS’I<O,lStOG,S>E

Com isso, o sistema pode ser esquematizado pela figura a seguir:

f\j-

Figura 3.6: Plano de fase SI para o modelo SIR.

Além disso, também é interessante comparar a populagao de suscetiveis com a
populagao de removidos.

Deste modo:
F(S,R) = —aSI

H(S,R) = plI,
E como I = N — S — R, segue que:
F(S;R) = —aS(N—-S—-R)
H(S,R) = B(N—-S—R).
O ponto de equilibrio obtido ¢ P, = (0, N).

Esse ponto sera analisado através das caracteristicas do traco e do determinante da

matriz de coeficientes do sistema linear. A matriz jacobiana é dada por

J— FS FR B —aN + 2aS +aR oS
Hs Hpg —B —B

O sistema linear que aproxima o sistema (3.4) na vizinhanga do ponto (0, N) é:

a(1)=(55)0)

cuja matriz de coeficentes é dada por
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Logo, o traco e o determinante sao dados por:

tr(A) = —p<0
det (A) = 0,
e assim nada pode ser afirmado sobre a estabilidade. Analisando ST%, temos:

dsS aST B —aS

e portanto,

R==(=InS+¢),

Ll

onde ¢ é a constante de integracao.

_ B, (5

De (3.4), S é sempre decrescente, ja que % < 0, assim como R é sempre crescente,
ja que % >0

Note que, é esperado, quando ¢ — oo, que S (t) — 0 e R(t) — N, pois quando o

Das condi¢oes iniciais (3.5):

nimero de suscetiveis diminui, consequentemente o nimero de infectados aumenta, os

quais, em seguida, passam a ser removidos, e a epidemia ¢é extinta.

3.3 Modelo SIRS

Neste modelo ha individuos suscetives que adquirem a doencga, tornando-se infecta-
dos e, ap0Os a recuperacao, nao adquirem imunidade, tornando-se suscetiveis novamente.
Neste caso nao ha periodo latente nem isolamentos.

Consideraremos a populacao total N constante e que nao ha dindmica vital. Seja
0 a taxa de perda de imunidade. Entao, como a perda de imunidade é proporcional ao
numero de individuos removidos, a modelagem é dada por d R. Assim, segue o modelo

compartimental:

Figura 3.7: Diagrama compartimental para o modelo SIRS.

Deste modo, o sistema de equagoes diferenciais, que representa essa dinamica, pode

ser escrito como:

( dS
= _aST
o aST+0R
dl
i T — BI 3.9
= aSI-p (39)
dR
> B —
\ dt B oR
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onde a, 3,6 >0e N=S+ 1+ R.

As condigbes iniciais sao:

R(0) =0,
1(0) = I,
S(0) =Sy =N — I

Note que, como R = N — S — I, e N é constante, as fungoes Cfi—f e % dependem

apenas de S e I. Entao, esse caso sera analisado.

Segue:
F(S,I) = —aSI+0N —05—41

G(S,I) = aSI—pI
Os pontos de equilibrio obtidos sao:
Po= (N> 0)

(B i(aN-p)
Po- (3255)

O ponto P; = (N, 0) serd analisado através das carecteristicas dos autovalores do

. . . S (aN- . . .
sistema linearizado. Enquanto o ponto P, = <§7 D‘(ZM B)) serd analisado através das

caracteristicas do traco e do determinante da matriz de coeficientes do sistema linear.

Para isso, é preciso determinar a matriz jacobiana, a qual segue:
7 Fs Fr\ ([ —al—-0 —aS—9
Gs Gy al asS —f

O sistema linear que aproxima o sistema (3.9) na vizinhanga do ponto (N, 0) é:

()00

Os autovalores podem ser obtidos fazendo:

e P, =(N,0)

—5—XA —aN -9
0 aN — [ —\

=0

M4 (—aN + B+ )M+ (—adN +36) =0

. —(~aN + B +8) £ /(~aN + B +8)° — 4(~adN + )
- 2

—(—aN+ 5 +6) £ (aN - 5+0)
2

Com isso, os autovalores sao Ay = —d e Ay = aN — (.
Assim, A; < 0 < Ay. Portanto, P; = (N, 0) é instavel.
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S (qN—
o P, = (g’ a(5+55)>

O sistema linear que aproxima o sistema (3.9) na vizinhanga do ponto P, =

8 2(aN-p)\ ..
(E’ B+ ) ¢
dt \ v s 0 v

cuja matriz de coeficentes é dada por:
—adN+6* g
A= ( B+o B—o )
adN—6 0 :

Logo, o traco e o determinante sao:

tr(d) = 22X <

det(A) = 6(aN—-p8)>0

S (aN—
Portanto, do lema 2.1, segue que o ponto P, = (ga a(;ﬁé ﬁ)) ¢ assintoticamente

estavel.
Compararemos agora a populacao de suscetiveis com a populagao de removidos.

Deste modo,
F(S,R) = —aSI+JR

H(S,R) = pI—-4R
Como I = N — S — R, segue que:
F(S;R) = —aS(N—-S—-R)+IJR
H(S,R) = B(N—-S—R)—0R
Os pontos de equilibrio obtidos sao:

P, = (N,0)
Z(aN-p)

B o= (g’aﬁw >

A matriz jacobiana é dada por:

g Fs Fr \ [ —aN+2aS+aR aS+90
Hs Hpg —p —B—=9

e P\ =(N,0)

O sistema linear que aproxima o sistema (3.9) na vizinhan¢a do ponto P; = (N, 0)

S()-(r ()
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cuja matriz dos coeficientes é dada por:
. aN aN +9
8 —f—6

O trago e o determinante sao:
tr(A) = aN—-p—-0>0
—0(aN —5) <0

det (A)

Assim, pelo lema 2.1, segue que o ponto P; = (N, 0) é instavel.

B alaN-p)
B+4
O sistema linear que aproxima o sistema (3.9) na vizinhanga do ponto Ps

e (2 122)

Z@aN-8)\ ..
B+o )e.
i u _ —cxﬁN—giﬁ(SJN-l—ﬁﬂ B + ) U
dt \ v —B—46 v |’

—p
cuja matriz dos coeficentes é dada por:
—aSN+2B6N+52 B4 )

B

(&

B+6
Sy —

(=

O traco e o determinante sao:
tr(d) = 22X <
det (A) = §(aN—-p8)>0
g B(N-3)
o’ B+o

) ¢ assintoticamente

Assim, pelo lema 2.1, segue que o ponto P,
Note que, para todos os casos em que se tem (N, 0) como equilibrio ocorre a insta-

estavel.
bilidade. Isso significa que a doenga tende a permanecer endémica na populagao.
Nesse capitulo foram apresentados alguns modelos classicos de Epidemiologia e a

anélise dos pontos de equilibrio dos mesmos. A seguir, serao apresentadas algumas
variagoes desses modelos, baseadas em Leon[5], onde o Segundo Método de Lyapunov

é utilizado para analise de estabilidade.



4 Variacoes dos Modelos Classicos -

Estabilidade via Lyapunov

No capitulo anterior apresentamos alguns modelos classicos em Epidemiologia, bem
como a analise de estabilidade local de pontos de equilibrio desses modelos. No entanto,
um problema classico envolvendo modelos epidemiolédgicos é o estudo da estabilidade
global de equilibrios.

O Método de Lyapunov tem sido bastante utilizado para o estudo de estabilidade
global. Wake|6] apresenta um estudo da estabilidade global de pontos de equilibrio
nao triviais de modelos epidemiologicos nao classicos, embora a estabilidade global
desses modelos ja foram estabelecidas usando o teorema de Poincaré-Bendixon e outros

critérios. Wake utiliza a funcao de Lyapunov logaritmica

(o1aseen) = S (0 o i) (4.)

i=1 i
onde z}, 7 =1, ...,n, sao as componentes do ponto de equilibrio do sistema
dx;
dtZ = fz (33'1, ,SCn) .
Neste capitulo apresentaremos um estudo da estabilidade local de variagoes de

modelos classicos SIS, SIR, SIRS, onde a populacao total é considerada nao constante,
segundo o trabalho de Leon|5|, que utiliza composi¢oes adequadas de alguns tipos de

funcéo de Lyapunov, além de (4.1), como

C; %
Vi(x1, 29, ... x,) = Z ) (z; — at)?

&
W (xlux% 7xn) = 5 Z (‘rl - x:>2

i=1

Para o estudo de estabilidade global veja Leon|5].

4.1 Modelo SIS

No modelo SIS aqui apresentado sera considerado um recrutamento na classe de

suscetiveis, devido a nascimentos e imigragoes, além de mortalidade natural nesta

44
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classe. Além disso, na classe de infectados, seré considerada a possibilidade de morte
natural e morte devido a doenca. Este modelo pode ser esquematizado pelo diagrama

a seguir:

Figura 4.1: Modelo compartimental SIS.

onde:

A é a taxa de recrutamento de suscetiveis, correspondente a nascimentos e
imigracoes;

« € a taxa de infeccao;

[ ¢ a taxa de remogao;

1 € a taxa de mortalidade por causas naturais;

¢ é a taxa de mortalidade devido & doenca;

N (t) =S (t) + I(t) é a populagao total variavel no tempo.

Na classe de individuos suscetiveis hé a saida dos individuos que morrem por causas
naturais, e daqueles suscetiveis que adquiriram a doenca e passaram para a classe de
infectados, bem como hé a entrada através de nascimentos e imigraccoes. Na classe de
individuos infectados, ha a saida dos individuos que morrem, tanto por causa natural
como por causa da doenca, e a saida dos individuos que se recuperaram, nao adquirindo
imunidade, e retornando a classe de suscetiveis.

Em termos de equacoes diferenciais, o modelo é representado por:

C;—S = A—aSI—uS+pI
t (4.2)

A sr- B+p+o)l,
dt
com as condigoes iniciais:
S (0) = Sy,

Os pontos de equilibrio sao:

P= (S1.1) = (2,0)

P = (5'2712) — 6+Z+¢’ ozA—;éi—&(—;)t-l-d’)) )
Seja Ry = u(ﬁi—ﬁ-&-@' Em termos de P, e Ry, P, pode ser reescrito como:

Py = (50.1) = (s Mottty
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Note que, como N (t) = S (t) + I (t), de (4.2), segue:
N'=A—puN — ¢I (4.3)

E na auséncia da doenca (I = 0), a solu¢do da equacao (4.3), obtida pelo método

do fator integrante, é dada por

A
N (t) = — +ce ",
I

onde ¢ é a constante de integracao.

A

Entao, N converge para e assim, sera considerada a regiao:

Q:{(S,])ERQ:SZO,IZO,SJrISé}
W

[ P1 == (Slall) - <%,0>
Seja a funcao de Lyapunov U definida por:
U:{(S,1)eQ:5>0} >R

U(S,I):%[(S—Sl)JrI]QJr@I

Entdo U é de classe C! no interior de Q e P, ¢ um minimo global® de U em , e
ainda, U (S, ;) = 0.

Segue que a derivada de U em relagao a t é dada por:

v d(S+1)  (¢+2p)dl
— = (S-S +=— =+

= S-S0+ A -p(s+ D -+ 2 s (5461

Fazendo A = uS;, tem-se:

dU

= s o - o (V) s )

E reescrevendo Cfi—[tj em funcao de Ry, segue que:

av- 2 s (0+20) (B4 p+0)
= (S =S~ (n+ o) P - .

(1—Ro)I

dU

5 € definida negativa, e com isso, pelo Teorema 2.3,

Deste modo, se Ry < 1 entao

P, ¢é assintoticamente estavel.

!Seja uma fungao f e o ponto P € Dy. O ponto P ¢ dito minimo global da fungéo f se, para todo
x € Dy, f(z) = f(P).
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o D= (S5, 1) = (g_%)

Seja a fungao de Lyapunov V' definida por:
V:A{(S,1)eQ:S51>0—R
1 2
V(S.D) =5 [(S =)+ (I = )] + w (1 - Iglné)
Entao V ¢ de classe C! no interior de Q e P, é um minimo global de V em 2, e

ainda, V (S, I5) = 0.

Segue que a derivada de V' em relagao a t é dada por:

dav d(S+1) (¢o+2p)(I—1)dl
prl [(S = Sa) + (I — I2)] T T
= [(S—=52)+ (I —-DL)][A—-pu(S+1I)— ¢l

(¢ +2p) (I = 1Ip)

+ Qo I

(ST — (B + ¢+ p) 1]

Fazendo A = p(Sy + Iy) + ¢Ir e aSy = (B + ¢ + ), tem-se:

= (5= 8+ (I~ L) {~ul(S )+ (I~ )] ~6(I 1)
F(O+20) (S — S (I~ I)

= —u(S—5%)" = (n+¢) (I - D)

Deste modo, % é definida negativa e, pelo Teorema 2.3, P, é assintoticamente
estavel. Ou seja, se Ry > 1, P, é biologicamente viavel e é assintoticamente estéavel.
Neste modelo SIS (com populacao total variavel), observa-se que, na auséncia de
infectados, o ponto de equilibrio agora existente é assintoticamente estével, enquanto
que no caso do modelo SIS com populagao constante apresentado no capitulo anterior,

o ponto de equilibrio deste tipo é sempre instavel.

4.2 Modelo SIR

No modelo aqui apresentado sera considerado um recrutamento na classe de suscetiveis,
assim como a possibilidade de mortalidade natural. Para a classe de infectados considera-
se mortalidade natural e devido & doenga e para os removidos, mortalidade natural.

Este modelo pode ser esquematizado pelo diagrama a seguir:
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Figura 4.2: Modelo compartimental SIR.

As constantes sao as mesmas do modelo anterior, acrescentando a taxa de recupera-
¢ao k. Ou seja, na classe de individuos infectados, nao existe a saida dos individuos que
se recuperaram, pois estes adquirem imunidade permanente, nao retornando a classe
de suscetiveis.

Agora a populagao total é dada por N (t) = S (t) + I (t) + R ().

Em termos de equacoes diferenciais, o modelo é representado por:

(dS

— = A—aSI—uS
dt ol
dl
5 = aSI— (k+p+9¢)1 (4.4)
dR
— = kIl —uR
[ ar TR
com as condigoes iniciais:
S(0) = Sy,
[ (O) - Io,
R(0)=0

Os pontos de equilibrio sao:

Po= (S1.0,R) = (£.0,0)

_ _ [ rtuto abD—p(ptptd) rwlaA—p(st+pte)]

Py = (81, Fo) = (5075 Tiiing) 0 antetntd) >
Considerando Ry = u(ni—ﬁw)’ podemos reescrever P, em funcao de P; e Ry como:
_ _ (51 pRletutd)(Ro—1)  prlrtpute)(Ro—1)

Py = (Sl Ry) = (5, e, e gl )

Novamente, como N (t) = S (t) + I (t) + R (t), de (4.4), segue:
N' = A — uN — oI

A

Na auséncia da doenca, N converge para o assim, sera considerada a regiao:

A
Q:{(S,I,R)GRS:SEO,IEO,REO,S+I+R§;}
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o« PL= (8,11, B) = (£,0,0)
Seja a funcao de Lyapunov U definida por:

U:{(S,I,R)eQ:5>0} >R

U(S,],R):%[(S_Sl)+I+R]2+(¢22H)I+(¢;K2H)R2

Entao U é de classe C! no interior de Q e P; é um minimo global de U em (2, e
ainda, U(Sl,flRl) = 0.

Segue que a derivada de U em relagao a t é dada por:

v d(S+I+R) (p+2pu)dl ¢+2u dR
- = (S —=51)+1+R] 7 LI i RE
= [(S—Sl)+I+R][A—M(S+[+R)—¢I]+w[aS[—(/{Jrngr,u)]]
+¢J;2MR[/£I— (u+7v)R]

Fazendo A = p51, tem-se:

v 2 s M(o+20) L,
o = THIE=S)F R = () P = ————R

— (¢ +2u) W_Sl I

E reescrevendo Cfl—({ em funcao de Ry, segue que:

O = hls =S+ R (g 12— T2 e
MU TICETED VY

U

Deste modo, se Ry < 1 entao dd_t é definida negativa, e com isso, pelo Teorema 2.3,

P, é assintoticamente estavel.

_ _ [ 81 #(stpte)(Ro—1) pr(stuteé)(Ro—1)
© B = (5D, 1) = (R_lo’ i ey T ) )

Seja a funcao de Lyapunov V' definida por:

V:{(S,I,R)€Q:S,I,R>0} >R
V(ST = (8~ )+ (- B+ (RBP4 O (1)

(¢ +2p)

2
2K (R RQ)

+

Entao V é de classe C! no interior de Q e P, é um minimo global de V em Q, e
ainda, V (SQ, IQ) = 0.
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Segue que a derivada de V' em relagao a t é dada por:

dv d(S+I1+ R 2u) (I — 1) dI
o~ (554 (1~ 1)+ (R my) TELTEI) O B0 T B)d]
O+ 2u dR
2L gy OE

= [(S=9)+{[I—-L)+(R—Ry)][A—pu(S+I1+R)—oI]

- ; R — Ry) (kI — uR)

Fazendo A = p (S5 + Is + Ry) + ¢l e aSy = (kK + ¢ + 1), tem-se:

Cil_‘t/ = —[(8=5)+ U - L)+ (R=R)[{u[(S—5)+(R-R)]+ (¢+p) (I - I2)}
+(@0+2u) (S =8S) (I — L)+ (R—Ro) [k (I — L) — n(R— Ra)]

u(¢+2u)(

= —ul(S=8)+(R—=R)— (u+9¢)(I - L) — R — Ry)?

%
Deste modo, s ¢ definida negativa e, pelo Teorema 2.3, P, é assintoticamente

estéavel.

4.3 Modelo SIRS

Consideramos aqui a possibilidade de perda de imunidade e assim o modelo SIR

apresentado na se¢ao anterior é modificado segundo o diagrama a seguir:

Figura 4.3: Modelo compartimental SIRS.

As constantes sao as mesmas do modelo anterior, acrescentanto a taxa perda de
imunidade 7. A populagdo total continua sendo N (t) = S (t) + I (t) + R ().
O sistema de equacgoes diferenciais é dado por:

(dS
— = A—aSI—-
0 asS wS +~vR
dI
il aSl —(k+p+o¢)1 (4.5)
dR
el
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com as condigoes iniciais:

S (0) = So,
1(0)=1I,
R(O)zO

Os pontos de equilibrio sao:

Po= (S10,R) = (£,0,0)

_ _ [ stpto (wtD[eA—p(st+pt+ed)] _ klaA—p(ktp+e)]
Py = (D, Bp) = (555 ’a[(u+7)(fi+u+¢)—m]’a[(u+v)(f€+u+¢)—m]>

Seja Ry = u(ni—ﬁw)' Entao P, pode ser reescrito em fungao de P, e Ry como:
_ _ (51 plet)(stpte)(Ro—1) pr(st+pté)(Ro—1)
Py = (5D Ip) = (R; al(p+) (ptd)+ps] a[(u+v)(u+¢)+uﬁ]>

Analogamente aos casos anteriores, na auséncia da doenca, N converge para %.

Deste modo, sera considerada a regiao:

A
Q:{(S,I,R)ERS:SEO,IZO,RZO,SJrIJrRS;}

o« PL= (8,1, B) = (£,0,0)
Seja a fungao de Lyapunov U definida por:
U:{(S,I,R)eQ:SI,R>0} >R

U(S T R) = 5[(S )+ T+ R+ (6+20)

2K
Entdo U é de classe C! no interior de Q e P; é um minimo global de U em (2, e

ainda, U (S1, I1, Ry) = 0.
Segue que a derivada de U em relagao a t é dada por:

I+ R?

(¢ +2p)

v B dS+1+R)  (p+2u)dl  ¢+2u dR
- = [(S—S1)+1+R] o te Rdt
= [(S—Sl)+I+R][A—u(S+I+R)—qﬁ]]—i—@[aé’]—(%—i—gﬁ—i—u)l]
P2 R 61— () B

Fazendo A = 1Sy, tem-se:
au

—r = —nlS=S)+ B — (u+ ) I - (¢+2M,1(M+7)RQ
+p+
— (¢ +2p) (/{Z—@_Sl ;
. reescrevendo em fungao de Ry, segue que:
(il_(t] = _M[(S—S1)+R]2— (H‘i‘d))[Q . (¢+2MI)€(M+,V)R2

_(¢+2u)(f~’v+u+¢)(1_RO>[

Deste modo, se Ry < 1 entdo ¥ ¢ definida negativa, e com isso, pelo Teorema 2.3,

dt
P, é assintoticamente estével.
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— _ (S ety (Etpte)(Ro—1)  pr(stpute)(Ro—1)
o Pr= (S, Ro) = (55 Mgt )

Seja a fungao de Lyapunov V' definida por:

V:{(S,I,R)eQ:SI,R>0} -R
V (S, 1) :%[(S—SQ)JF(I—IQ)+(R—R2)]2+@ <[—IQ—12lné>

Entdo V ¢ de classe C! no interior de Q e P, é um minimo global de V em €, e
ainda, V (S, I5) = 0.

Segue que a derivada de V' em relagao a t é dada por:

v d(S+I1+R) (¢p+2u)1—1dl
P (S —S2) + (I — 1)+ (R~ Ry)] 0t + o T a
+¢J;2” (R—Rg)%
= [(S=8)+([I—-L)+(R—Ry)][A—pu(S+I1+R)—oI]
—l—ww[aS]—(/ﬁ—i—gb—i—,u)l]—i—@(}%—}%g)[nl—(7+M)R]

Fazendo A = p (So+ I + Ry) + ¢ls e Sy = (K + ¢ + 1), tem-se:

= ~[S=$)+ (I~ 1)+ (R~ R {ul(S ~ 8+ (R~ R + (6-+ ) (I - )}
H(O+20) (S = 8) (T = 1)+ (R—Ro) [5 (I = b)) = (1+7) (R Ry)]

= —pu[(S=8)+ (R=R)> = (u+0¢)(I - L) — (v+u)(¢+2u)(

R—R,)’
K

Deste modo, 2¥

, G ¢ definida negativa e, pelo Teorema 2.3, P, ¢ assintoticamente

estavel.

E possivel perceber que, nos modelos analisados, os pontos P; (aqueles onde uma
das componentes é nao nula) é sempre assintoticamente estavel se Ry < 1. No entanto,
os pontos P, (aqueles onde as componentes sao nao nulas) s6 existem do ponto de vista
biologico se Ry > 1 e sao assintoticamente estaveis.

Neste capitulo foram apresentadas variacoes dos modelos SIS, SIR e SIRS, nos quais
a populacao total é considerada nao constante. A anélise de estabilidade dos pontos
de equilibrio via Teorema de Linearizagao dos modelos SIR e SIRS envolve o calculo
de autovalores de uma matriz 3 x 3. Com as fungoes de Lyapunov aqui apresentadas,
essa analise ¢ mais direta e pode ser estendida para modelos com um ntimero maior de

compartimentos.



5 Um Modelo SIR para a Influenza A
HIN1

5.1 A Influenza A H1IN1

A Influenza A HIN1 é um virus da gripe de origem suina que, por meio de mutagoes,
deu origem a outros tipos de virus do tipo influenza, transmitidos para humanos, suinos,
aves, entre outros. A letra H refere-se a proteina hemaglutinina e a letra N & proteina
neuraminidase.

Sabe-se que o virus HINT1 existe desde 1918, quando deu origem a gripe espanhola,
que matou entre 50 e 100 milhoes da populacao mundial. E, embora tenha sido erradi-
cada em 1919, nao deu o fim ao virus, pois este passou por mutagoes dando origem ao
virus H2N2, causador da gripe asiatica de 1957, tao grave quanto a gripe espanhola,
também matando milhoes de pessoas no mundo inteiro. O virus HIN1 também foi
causador da gripe suina, de 1931. Em 1968, com uma nova mutacao, deu origem ao
virus H3N2, que fez surgir a gripe de Hong Kong. Mais tarde, em 1977, o virus HIN1
voltou a circular na populagao, originando a gripe russa.

Tanto o virus HIN1 quanto o virus H3N2 circulam até hoje, isto pelo fato da
populagao mundial ser muito grande e isso dar condi¢oes para manter a transmissao
de virus.

O virus HIN1 que circula atualmente é o causador da gripe comum, que embora nao
cause graves consequéncias em individuos saudaveis, tem o poder de infectar muitas
pessoas, o que ainda gera preocupacao com relagao a esta gripe. Por este motivo, é
preciso tomar os cuidados necessarios, como as medidas de prevengao (vacinagdo) e o

tratamento com drogas antivirais.

5.2 O Modelo

O modelo proposto para a Influenza A HIN1 é uma variagao do modelo classico SIR
visto anteriormente, envolvendo medidas de controle, tais como vacinacao, tratamento e

isolamento. Contudo, pela dificuldade em se trabalhar com um modelo que se aproxime
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ao maximo da realidade, sera estudado um modelo apresentado por Alcaraz [1], cujo
diagrama compartimental é o que segue:

Figura 5.1: Modelo compartimental SIR para Influenza A HINI.

onde:

S representa a classe de individuos suscetiveis;

I representa a classe de individuos infectados;

(s representa a classe de individuos suscetiveis que foram isolados;

R representa a classe de individuos recuperados;

(1 representa a classe de individuos infectados que foram isolados;

V representa a classe de individuos suscetiveis que foram vacinados e estao
imunes a doenca;

T representa a classe de individuos infectados que estao em tratamento;

A ¢é a taxa de recrutamento de individuos suscetiveis, que representa nasci-
mentos e imigracoes;

a ¢ taxa de transmissao da doenca;

D

a taxa de recuperagao;

[N

a taxa de mortalidade por causas naturais;
taxa de mortalidade devido a doenca;

taxa de vacinagao de individuos suscetiveis;

=S X © =T =
> > >

a taxa de isolamento, tanto de individuos suscetiveis como de individuos
infectados;

p ¢ a taxa na qual os individuos que estavam isolados retornam para alguma
classe de individuos nao isolados;

o é a taxa de tratamento para os individuos infectados;

Segue que na classe de suscetiveis (S) entram os individuos recrutados a uma taxa
A, que representa nascimentos e imigracoes. Ainda nesta classe, ha a saida dos in-
dividuos que foram vacinados (v5), e dos individuos que foram isolados por suspeita
de infecgao (ngS). Os individuos suscetiveis que foram isolados (()g) podem retornar

a classe de individuos suscetiveis (ps@s), uma vez que foram identificados como nao



O Modelo

55

infectados. E, por meio do contato com individuos infectados (/), adquirem a doenga
(awST), tornando-se infectados. Nesta classe, os individuos infectados podem ser isola-
dos (n;1I), passando a pertencer a classe de isolamento de infectados (Q;), ou podem
entrar em tratamento (o7), passando a pertencer a classe de tratamento de infectados
(T'), ou ainda, podem se recuperar (kI), passando a pertencer a classe de individuos
recuperados (R). E por fim, os individuos infectados que foram isolados podem se
recuperar (p;Qr), passando a pertencer também a classe de recuperados.

Os individuos de todas as classe podem morrer de causas naturais (uS, pl, pR, uV,

uQs, uT, uQr), e ainda, os individuos infectados (I) podem morrer devido & doenga

(¢1).
Com esses dados, o sistema de equacoes diferenciais para esse modelo é dado por:

(dS
n = A—aSI—(u+v)S—nsS+ psQs
dl
g = aSI—(k+p+o+o+mn)l
d
% = 155 — (1 +ps) Qs
dR
- = kI 4+ prQr — pR (5.1)
d
% = il — (u+pr) Q1
av
% = vS— /LV
dr
— = ol —uT

L dt o /’L Y

Sendo S (0) = Sy, I(0) = Iy, Qs(0) = 0, R(0) =0, Q;(0) =0, V(0) =0e
T (0) =0, e a populagao total
Nt =St +T#t)+Qst)+R(t)+Qr(t) +V (t)+T(t) (5.2)

Os pontos de equilibrio encontrados! sao P, e P, sendo:
Py = (51,11,Qs1, R1, Qn, V1, T1), com:

S, = (ptps)A
1 (utps)(ptv)+uns
Il = O
_ nsA
Qs1 = (u+ps)(pt+v)+uns
Rl - O
Qn =0

Vi = v(ptps)
L pulutv) (utps)+nsp?

T1:O

1O ponto P; aqui apresentado difere do artigo citado, pois, no artigo, o autor apresenta V; nulo, o

que nao satisfaz o sistema.
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Py = (83, I, Qs2, Ra, Qr2, Vo, T3), com:

Sy = ktputototns

«

a(ptps)A—(ktptd+o+nr)[(utps)(p+v)+uns]

= it ps)
_ ns(ktptétotns)
@s2 = a(p+ps)
R, — slten) tornr{olptps) A= (ktptétotnn) [(utps)(utv)+ums]}
2 ap(p+ps)
Qo = ni{o(ptps) A—(k+ptototnr)((utps)(ptv)+unsl}
2 a(ptps)(utor)
V, = Ystptétotn)
2 ap
T, — olelptps)A—(ktutdtotnn)(utes)(ptv)+pnsly
2 ap(ptps)
a(ptps)A

Considere R, = [((u+v)(p+ps)+nspl(k+p+ot+o+nr)

Assim, Py = (S, s, Qs2, Ra, Qr2, Vo, T) € reescrito da seguinte forma:

Sy =5

=2 (1-4)
Qe = 15

Ry = o (kI + p1Qra)
=M
TQ:Usz

De (5.2) segue que N’ = A—uN —¢I, e na auséncia da doenga (I = 0), N converge

para %. Assim sera considerada a regiao:

0= {(SaI7QSaR7Q17‘/7T> ER?{-

N < —

o

Para a anélise de estabilidade através de fungoes de Lyapunov sera considerado um

subsistema do sistema (5.1):

\

cujas equacoes independem de R, Q;, V e T.

Para este sistema (5.3) tem-se:

(5.3)

¢ dS
- = A—aST—(p+v)S —nsS+ psQs
dI
{ o = aSI—(s+ptototm)l
d
% = 73S — (1+ps) Qs
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o P = (SDIDQSl)

onde
| =
(1 + ps) (p+v) + uns
[1:()
A
Qs1 = s

(1 + ps) (p+v) + uns

Considere ; = {(S,I,QS) € Ri S+ 1T+Qs < %} e U a funcao de Lyapunov

definida por:

UZ{(S,],QS> 691:5,Q5>0}—>R
Qs

S
U(S,1,Q) = (S _ G- Slzn—> gt (Qs Qe - Q51ln—>
S1 U+ pg Qs1

Observe que a funcao U é de classe C! no interior de Q;, e P, é um minimo global
de U(S,1,Qgs) em Qy, e U(S1,11,Qs1) = 0, ou seja, U é definida positiva. E sua

derivada com relagao ao tempo ¢ é dada por:

aUu as 1dS dI ps dQs Qs1dQs
— (S, 1 = — —=—+ — -
ar (51 Qs) dt Sdt+dt+u+ps(dt Qs di
S1\ dS  dI Ps Qs1) dQs
- (1-2)2 & 1 st des
( S>d75+dt+/~6+,05( Qs) dt
S
= (1—§1>[A—QSI—(M+V+US)S+PSQS]
+[aST— (k+pu+¢+o+n)l
Ps QSI)
+ 1— S — (u+
e ps( 0s [nsS = (n+ ps) Qs
Fazendo A = (4 v +ng) S1—ps@si1 ens = (1 + ps) QS—S;, obtém-se A = (p+ v) S1+

Qs e assim, % é reescrita como segue:
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L0 = (1-5) [+ 051+ 0Qes —aST = (u+ )5 = (o ps) L2 + s

+[aSI—(k+pu+¢+o+n) I
+P5 (1 QSI) [(wrps)@ —(u+ps)Qs}

p+ps ®@s S
() poree)s
= —— | (p+v)S1+uQs1 —aSI — (p+v+pu——1|S
S S1
—f—(l—%){ SQS—?S-i-,Ost} [@ST — (k+pu+od+o+n)l]
QRs1) |5 Qs
e (1-52) [ - 2]
_ Qs1 Sy S S1 Qs Qs1
- (’””“%)(2‘§‘§1)+”Q“(2_FQ31 stl)

+laS = (k+p+o+o+n) 1

2
— @ i_ E _ Sl&_ SQSI
— S1<M+V+,UQS)<\/§ \/;> PSQSI(\/SQSI \/S1Qs)

Ole
—(kK+pu+o+o+ 1-— I
(ktpu+o+o 771)( I€+M+¢+0+771)

Reescrevendo em funcao de R.:

dU - Qs1 Si S Qs [SQs\
E(SaijS) - S (M+V+N )(\/:_\/;> pSQSl( g%_\/‘gl QS)

—(k+p+o+o+n)(1

E com isso, segue que se R. < 1, U’ é definida negativa, e, pelo teorema 2.3, P; é
assintoticamente estavel.
O namero R., é chamdo de Valor de Reprodutibilidade Efetiva, pois o modelo sofre

agoes como vacinagao, tratamento e isolamento.

o Py =(5,1,Qs)

onde s
Sy = i
AR 1
I ) [ —
2 Ole < Rc>
S
Qs 71502
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Seja a funcao de Lyapunov V' definida por:
vV {(5717625') € Ql : SaQS > 0} — R

V(S,1,Qs) = (S — Sy — SQ[TL%) + <I — I — blné) + p isps <Qs — Qs2 — ngln%>
Segue que a funcao V é de classe C! no interior de 4, e P; é um minimo global de
V(S,1,Qs) em Qy, e V (S, I, Qs2) = 0, ou seja, V' é definida positiva. E sua derivada
com relacao ao tempo t é dada por:

av B _ 52\ dS L\ dI ps _ Rs2) dQs
ar (5 10s) = (1 S)dt+(l I)dt+u+p5<1 Qg)cﬁ

— (1_%) [A—aST—(p+v+ns)S+ psQs]

+(I—%)m5—m+u+¢+a+mﬂ]

ps Qs2
+ 1- S —(u+
Lt s ( Qs> MsS — (1 + ps) Qs]
Fazendo A = (4 v +ng) S — psQs2 + aSelo, (k+p+ ¢+ 0 +n1) =aSy eng =

%, segue que A = (u+ v) Sy + uQs2 + Sz 1y, assim:

av S
%(Sa-[?QS) = (1_5) [(M+V)SQ+MQSZ+0452]2_@SI

—<M+V+M)S+p5'@5:|—f—(]—Ig)[OZS—OZSQ]I
2

Ps Qs2\ [ (1 + p2) Qs2
p 5 (1o 82 (@ g

S,
() o) (o)

-S Qs Sy Qs S
+psQs2 (— S, + Os +1- 5 QSQ) + (1 — S) (wSaly — aST)

S Qs 5SQs n 1)

+a (I = 1) (S = S2) + psQs2 <S_2 T 0% S 05

= S <u+u+u@> <2—§—%>+a52[2 (Q_é_ﬁ)

So Sy S S 5,
Sy Qs S Q52>
+ g 2%s D ks
p2Qs: ( S Qg2 52 Qs

2
= =5 (M+V+M% +Oz52]2) (\/%— \/%)
00 ( [% Qs EQ_>
2 S Qs2 So Qs

Entao % é sempre definida negativa, e com isso, pelo teorema 2.3, P, é assintoti-

camente estavel.
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Note que P, s6 ¢é valido, do ponto de vista biologico, se R. > 1.

Este modelo aqui apresentado inclui por exemplo, o processo de quarentena como
uma maneira de reduzir o periodo médio de infecgao, isolando infectados para que
nao transmitam a doenca. Uma analise mais detalhada deste modelo se faz necessaria,
tendo em vista que uma fracao dos individuos isolados, retornam a classe de suscetiveis,

caso nao estejam infectados. Se estiverem infectados, deveriam ser tratados.



6 Conclusao

Nesta dissertacao, foram apresentados, inicialmente, conceitos de estabilidade para
sistemas de equagoes diferenciais lineares e nao lineares. Para determinar o tipo de
estabilidade foram apresentados dois importantes teoremas: o primeiro e o segundo
método de Lyapunov. O primeiro método permite estudar a estabilidade do sistema a
partir das caracteristicas de seus autovalores, enquanto o segundo método permite um
estudo por meio de fungoes de Lyapunov.

No capitulo 3, foi feito um estudo de trés modelos classicos em Epidemiologia:
SIS, SIR e SIRS; o primeiro com populagao constante e variavel, e os dois tultimos
com populacao constante. A analise de estabilidade desses modelos foi feita através do
primeiro método de Lyapunov, ou seja, pelas caracteristicas dos autovalores do sistema.
O primeiro modelo — SIS — envolve duas equacgoes diferenciais. Ja os modelos SIR e
SIRS, os quais envolvem trés variaveis, foram estudados através de combinagoes dessas
variaveis, duas a duas, para facilitar nos calculos, pois com isso, obtém-se também um
sistema de duas equacoes diferenciais, ja que a populagao é considerada constante. Em
alguns momentos, quando nada se podia afirmar a respeito da estabilidade do sistema,
foi necessério fazer um estudo da variacao da variavel em questao com relacao ao tempo.
Devido a essas indeterminacoes, o primeiro método acaba sendo um procedimento mais
trabalhoso.

No capitulo 4, variagoes dos modelos classicos SIS, SIR e SIRS apresentados no
capitulo 3, foram consideradas. Uma entrada constante de recrutados e o niimeros de
nascimentos diferente do ntimero de mortes foram incluidos, ou seja, a populacao é
variavel. Neste capitulo, a analise foi feita utilizando o segundo método de Lyapunov.
Foi possivel perceber que esse método é mais direto, pois nao foi necesséario estudar as
varidveis duas a duas, e ainda, foi possivel considerar uma populacao nao constante.
Para os resultados finais dos modelos desse capitulo, tomou-se como base o Valor de
Reprodutibilidade Basal, Ry. Concluiu-se que, dos dois equilibrios endémicos encon-
trados, P, e P, o primeiro é sempre assintoticamente estavel se Ry < 1, e quando isso
ocorre, P, nao existe, do ponto de vista biologico. Caso Ry > 1, entao P, existe, e é
assintoticamente estavel.

Por fim, no capitulo 5, foi estudado um modelo SIR para a gripe HIN1, proposto

por Alcaraz[l]|, para obter medidas de controle para evitar surtos epidémicos. No
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modelo apresentado, ha isolamento de suscetiveis e infectados, tratamento de infectados
e vacinagao de suscetiveis, somando um total de sete varidveis. Porém, o estudo foi
feito sobre um subsistema, com somente trés variaveis, devido a dificuldade de encontrar
fungoes de Lyapunov adequadas. Foi feito um estudo qualitativo, com base no Valor
de Reprodutibilidade Efetiva, R., e os resultados obtidos sao analogos aos dos modelos
do capitulo 4.

Vale ressaltar que nos modelos do capitulo 3, quando a populacao total era cons-
tante, o equilibrio (N, 0) era sempre instavel, visto que a populagao de suscetiveis era
igual a populacao total, e nao havendo infectados, a epidemia nao se estabelece. Ja

nos demais modelos, quando a populagao era variavel, o equilibrio <%, 0) e (%, 0, 0>

do capitulo 4 e ( o +p(S“)J(r: iz)/)A+uns 0, oo (Zsﬁ) —-a ) do capitulo 5 eram sempre assin-
toticamente estaveis, mas nao se deve confundir esses fatos, pois no segundo caso, na
populacgao de suscetiveis entra uma taxa constante, A, de imigragoes e nascimentos, e
ainda, a populagao de suscetiveis nao € igual a populagao total.

Foi visto também que, nos modelos estudados, o Valor de Reprodutibilidade Basal
e Reprodutibilidade Efetiva dizem muito a respeito da estabilidade dos pontos de equi-
librio encontrados. De fato, esses valores determinam se a epidemia se espalhara ou
se sera erradicada, ja que sao o numero de infec¢oes secundérias, causadas por um
primeiro infectado na populacao.

Analisando de uma forma geral os dois métodos utilizados, tem-se que o segundo
método é mais pratico, e permite um estudo num sistema com mais de duas variaveis.
Em contrapartida, nao é tao facil encontrar funcoes de Lyapunov adequadas, o que faz
com que nem sempre esse método seja utilizado.

Muitas outras variagoes dos modelos epidemiolégicos aqui apresentados sao encon-

tradas na literatura, principalmente em Capasso|7|.
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A Sistemas de Equacoes Diferenciais

Lineares

Equacoes diferenciais de ordem n em geral sao escritas na forma:

y" =F (ty,y, ...y )

onde y™ & a derivada de ordem n de y = y ().

Entretanto, é possivel facilitar o estudo transformando essa equagao em um sistema

de equagoes diferenciais de primeira ordem. Para isto, faz-se:

1 Y
/
T2 = Y
x3 !
— n—1
Tn =Y
Disso, segue que:
4
/
)
/
X3
x/

Ly

T

/

= X

/

CC'I’L
T2
xs3
Xyg

F(t,zy,...,x,)

X2
xs

Xy

que é um sistema de n equacoes diferenciais de primeira ordem.

De uma forma geral, pode-se escrever um sistema de n equagoes de primeira ordem

comao:

Fl (taxlwx% axn)
F2 (t, T1,T2y ..., xn)

Fy (t, 21, T, oy Tp)

F, (t,x1, 29, ..., Ty)

Aqui serao apresentados alguns resultados para sistemas de equagoes lineares ho-

mogéneas de primeira ordem com coeficientes constantes, os quais sao da forma:

dx
X _ 4
a0
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onde )

e R

dt "
a1; a2 -+ Aip
Q21 Q22 -+ QA2

A= ) ) ] , com a;; €R
an1 Ap2 - Ann

o T
| x= (x1 2 -+ Tp)

At

Se forem procuradas solugoes na forma x; = £e*, entao a seguinte equagao deve

ser satisfeita

(A= X)E=0 (A.2)

ou seja, A é um autovalor e & um autovetor, ambos associados a matriz A. Uma vez

obtidos os autovalores através da equacao
det (A— M) =0,

autovetores sao determinados substituindo-se em A.2 os autovalores encontrados.

Para o caso de n autovalores reais distintos, a solucao geral ¢ dada por
x(t) = c,€MeMt 4 6@ et e, gMeMt (A.3)

Se existirem autovalores iguais ou complexos, ap6s algumas manipulagoes algébri-
cas, ¢ possivel obter um conjunto fundamental de solugoes e a solucao de aspecto
caracteristico ao de (A.3).

Como uma solugao do sistema (A.1) é uma funcdo vetorial x = ¢ (t), entao essa
fungao pode ser considerada como uma representagao paramétrica de uma curva no
espago n—dimensional z1x5...x,.

Como nem sempre é possivel efetuar os célculos necessarios para se ter uma boa
analise de um sistema de equagoes diferenciais de ordem n, uma alternativa para esse
problema é fazer uma analise geométrica, que muitas vezes permite uma abordagem

satisfatoria. Assim sendo, essa curva serd vista como uma trajetoria percorrida por

da
dt>

E para que seja possivel visualizar essa trajetoria, sera tratado somente o caso bidi-

uma particula em movimento com velocidade especificada pela equacao diferencial.
mensionall. Deste modo, o plano x;x5 e o conjunto de trajetérias serao chamados de
plano de fase.

E claro que, dependendo da natureza dos autovalores de A, diferentes retratos de

fase sao obtidos, os quais serao analisados a seguir.

1O estudo do caso n x n ndo nos permite uma visualizacio grafica para o estudo qualitativo que

desejamos, contudo é anélogo ao caso 2 X 2, sendo feito através de combinagoes desses ultimos.
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A.1 Autovalores Reais
A.1.1 Caso \i <)X\ <0
A solugao geral é da forma
x(t) = ¢ €tleMt 4 ¢ gt (A.4)

Fazendo t — oo, segue que, se ¢; = 0, entao x(t) — 0 na diregao de & 2. Do mesmo
modo, se ¢co = 0, x(t) — 0 na diregao de 5[1]. E, independente das constantes c; e co,
x(t) — 0 sempre que t — 00.

Além disso, escrevendo a solugao (A.4) da seguinte forma

x(t) = ehat Cl&[lle(h—)\z)t + 025[2]

segue que, como A\; — Ay < 0, entdo quando t — oo, x(t) — 0 seguindo a trajetoria de
& 2 ou seja, dada qualquer condigao inicial a solugao tende a solugao identicamente
nula na direcao do autovetor & 2l a menos que esta condicao inicial esteja na direcao

do autovetor €%, como ja descrito acima.

Exemplo A.1. Considere o sistema

dx_ -2 1
i\ 2 —3 "

Figura A.1: Plano de fase para o exemplo A.1.

Neste caso, a solugao é dita assintoticamente estavel, e o ponto (0,0) é chamado no6
atrator ou sorvedouro.

A figura A.1 é caracteristica para exemplos em que os autovalores sao negativos.
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A.1.2 Caso \{ > X\ >0

A solucao geral é da forma
x(t) = 1 gMeM? + cgPlet (A.5)

Quando t — oo, se ¢; = 0, entdo ||x(t)|| — oo, com o sinal dependendo apenas da
constante ¢o. Da mesma forma, se co = 0, entdo ||x(t)|| — oo, com o sinal dependendo
apenas da constante ¢;. Ja no caso de ¢y, ¢y # 0, a solugdo (A.5) sera analisada como
segue:

x(t) = Mt | e g+ ¢ gPlePart

Como Ay —\; < 0, entdo quando ¢ — oo, €221t g6 torna desprezivel, fazendo

com que a solugao tenda a infinito, numa trajetoria com direcao do autovetor & .

Exemplo A.2. Considere o sistema

dx_ 5 —1
i \3 1)

1 -1
cuja solucao geral ¢ x(t) = ¢ ( ) et + ¢y ( ) e?t,

Figura A.2: Plano de fase para o exemplo A.2.

Neste caso, a solugao é dita instavel, e o ponto (0,0) é chamado no6 ou fonte.

A figura A.2 é tipica para autovalores positivos.

A.1.3 Caso \i <0< )\

Novamente, tomando a solucao geral na forma

x(t) = e €Mt 4 ¢ gllehat
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segue que, para t — 00, tem-se ||x(t)|| — oo, dependendo apenas do sinal de ¢;. Ainda

mais, como ¢, &M et

se torna desprezivel, segue que, qualquer que seja a condigao ini-
cial, ela tendera a infinito numa trajetéria na direcao do autovetor 5[2}, exceto se a
condicao inicial estiver na direcao do autovetor & [1], pois neste caso, co = 0 e, conse-

quentemente, x(t) — 0.

Exemplo A.3. Considere o sistema

dx_ 3 =2 N
a  \ 2 —2 ’

Figura A.3: Plano de fase para o exemplo A.3.

Neste caso, a solugao é dita instavel, e o ponto (0,0) é chamado ponto de sela.

A figura A.3 é tipica de autovalores de sinais contrarios.

A.1.4 Caso A = )\ = Ay < 0, com autovetores independentes

A solugao geral é da forma
x(t) = c;€MeM 4 ¢ PN (A.6)

Fazendo t — oo, se ¢; = 0, segue que x (t) — 0 numa trajetoria de diregao 5[2}, e
se co = 0, segue que x (t) — 0 numa trajetoria de dire¢ao 5[1]‘ Para a analise do caso

1,9 # 0, a solugao (A.6) serd escrita como segue:
x (t) = e [015[1] + 025[2]]

Observe que ¢;€M + ¢, = ¢€, com ¢ € R, ou seja, quando ¢ — oo, x(t) = 0
na direcao do novo autovetor &, e como &M e ¢ sio arbitrarios e independentes, é
possivel ter diversos €. Logo, o plano de fase sera formado por retas que passam pela

origem.
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Exemplo A.4. Considere o sistema

dx [ -1 oX
dt 0 —1 ’

1 —2
cuja solucao geral é x(t) = ¢; ( ) et + ey ( ) et

Figura A.4: Plano de fase para o exemplo A.4, com autovetores independentes.

Neste caso, a solugao é dita assintoticamente estavel, e o ponto (0,0) é chamado n6

proéprio ou ponto estrela.

A.1.5 Caso A = )\ = Ay > 0, com autovetores independentes

Este caso é andlogo ao caso anterior e difere apenas no sentido da trajetoria, pois

neste caso, quando t — oo, ||z (t)|| — oo, dependendo apenas do sinal de ¢; e cs.

Exemplo A.5. Considere o sistema

dx (30 N
dt \ 0 3 ’

1 -2
cuja solugao geral é x(t) = ¢; ( ) ) e + ¢ ( | ) e3t.
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Figura A.5: Plano de fase para o exemplo A.5, com autovetores independentes.

Neste caso, a solucao ¢ dita instavel, e o ponto (0,0) também é chamado n6 proprio

ou ponto estrela.

A.1.6 Caso A = )\; = Ay < 0, com autovetores dependentes

A solugao geral é da forma
X(t) = c1€eM + ¢y (ﬁte)‘t + ne) (A.7)

sendo 1 o autovetor generalizado associado ao autovalor repetido & (ver Boyce[2]).
Deste modo, fazendo t — oo, segue que, se ¢; = 0, entao x(t) — 0 na dire¢do do au-
tovetor &, ja que o termo e tende a zero mais rapidamente que te ( lim e /te = O) :
T—r00

se co = 0, entdo x(t) — 0 na dire¢ao do autovetor €. E, se ¢y, ¢y # 0, segue que x(t) — 0

na direcao do autovetor &, pois o termo &te* se torna dominante.

Exemplo A.6. Considere o sistema

dxi 1 —4
at \ 4 -7 )

4
cuja solugdo geral é x(t) = ¢4 ( ) e 3t 4 ¢y
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Figura A.6: Plano de fase para o exemplo A.6, com autovetores dependentes.

Neste caso, a solugao ¢ dita assintoticamente estavel, e o ponto (0,0) é chamado no6

improéprio ou degenerado.

A.1.7 Caso \; = Ay > 0, com autovetores dependentes

A solugao geral é da forma
x(t) = c1€eM + ¢y (Ste’\t + ne’\t) (A.8)

sendo 1 o autovetor generalizado associado ao autovalor repetido &.

Quando t — oo, segue que, se ¢; = 0, entdo x(f) — 0o na diregao do autovetor &,
ja que o termo &teM ¢ dominante, como no caso anterior; se ¢, = 0, entao x(t) = oo
na direcao do autovetor &. E, se ¢1, ¢y # 0, é necessério uma anélise mais detalhada.
Se c1,c9 > 0, entdo x(t) — o0; se ¢1, ¢y < 0, entdo x(t) — —oo; ambos na diregao de
¢, pois o termo &teM ¢ dominante.

Quando ¢ e ¢y tém sinais opostos, é possivel escrever a solugao (A.8) como segue:
x(t) = [(c1€ + cam) + c2€t]

x(t) = [eap + co€t] M

Note que existe uma nova constante c3 e um novo autovetor g, mas mesmo assim,

o termo dominante continua sendo £te, ou seja, ||x(t)|| — oo na diregao de €.

Exemplo A.7. Considere o sistema

B0 )
(1) ()]

2
cuja solucao geral é x(t) = ¢; ( . ) el + ¢y
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Figura A.7: Plano de fase para o exemplo A.7,com autovetores dependentes.

Neste caso, a solugao é dita instavel, e o ponto (0,0) também é chamado n6 im-

proprio ou degenerado.

A.2 Autovalores Complexos

A.2.1 Caso N=axb:

Para este caso, sera feita uma analise a partir do sistema, em vez de fazé-la a partir
da solucao. Para isto, considere os autovalores na forma A = a + bi, com a,b € R.

Isto significa que o sistema de equagoes diferenciais pode ser visto como segue:

dx a b
Ez(_()@)x (A.9)

e escrevendo na forma escalar, tem-se:

] = axy + bxs (A.10)
xh = —bxy + axy

A partir de agora, serao utilizadas coordenadas polares r, @, ou seja:
2 _ 2 2
r°=1x]+ T3

x
tgh = =2
T

(A.11)

Derivando as equagoes (A.11) em relagao a t:

rr’ = 112 + w91,
1T — o (A.12)
0'sec?) = —2 =1
T
E substituindo as equagoes (A.10) em (A.12), tem-se:

r = ke®

0= —-bt+ 0,
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que sao as equagoes paramétricas em coordenadas polares do sistema A.9, onde k € R
e 0y é o valor de 0 quanto ¢t = 0.

Pode-se observar que, como ¢é considerado b > 0, a medida que ¢t aumenta, tem-
se que 6 diminui, isto é, a trajetoria é no sentido horario; do mesmo modo que, se
b < 0, a medida que ¢t aumenta, ¢ também aumenta, isto é, a trajetoria é no sentido

anti-horario.

Também segue que, quando ¢t — oo, |r| — oo, se a > 0, da mesma forma, se a < 0,
entao r — 0.

Portanto, a trajetoria é espiral, e o sentido e a direcao dependem apenas do sinal

de a e b, se a > 0, a solucao ¢ dita instavel, e se a < 0 a solucao ¢ dita assintoticamente
estavel.

Exemplo A.8. Considere o sistema:

dx 2 =25
—_— X
dt 4,5 -1

Figura A.8: Plano de fase para o A.S.
Temos os autovalores A = % + +V11i. E como a = % > 0, a solucao é instavel.

A.2.2 Caso \ = +bi

Ocorre algo similar ao caso anterior, a diferenca é que agora os autovalores sao da

forma \ = +ib, com b € R, e consequentemente o sistema de equacoes diferenciais é

CcOomo Segue:
dx 0 b
o A.13
dt ( b0 ) * (A.13)

Seguindo os mesmos passos utilizados anteriormente, obtemos as seguintes equagoes
paramétricas do sistema A.13:

r==k
0 =—bt + 6,
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Neste caso, como r é constante, as trajetorias serao circulos com centro na origem, e

o sentido (horario ou anti-horario) depende apenas do sinal de b, como no caso anterior.

Exemplo A.9. Considere o sistema:

dx 1 2
dt -5

Figura A.9: Plano de fase para o exemplo A.9.

Neste caso, a solugao é dita estavel, e o ponto (0,0) é chamado centro.

Analisando todos esses casos, é possivel concluir trés possiveis situagoes:

1. Estabilidade Assintotica: Quando ¢t — oo as trajetorias tendem ao ponto
critico x = 0. Este é o caso em que os autovalores sao reais negativos ou com-

plexos com parte real negativa.

2. Estabilidade: Quando t — oo as trajetorias nao tendem ao ponto critico x = 0,
mas permanecem limitadas. Este é o caso em que os autovalores sao imaginérios

puros.

3. Instabilidade: Quando ¢t — oo as trajetérias, exceto x = 0, tendem a infinito.
Este é o caso em que os autovalores sao reais positivos, ou ao menos um autovalor

é real positivo, ou os autovalores sao complexos com parte real positiva.
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