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VERDADE

“A porta da verdade estava aberta,

mas s6 deixava passar

meia pessoa de cada vez.

Assim nao era possfvel atingir toda a verdade,
porque a meia pessoa que entrava

86 trazia o perfil de meia verdade.

E sua segunda metade

voltava igualmente com meio perfil

E os meios perfis nao coincidiam.
Arrebentaram a porta. Derrubaram a porta
Chegaram ao lugar luminoso

onde a verdade esplendia seus fogos.

Era dividida em metades

diferentes uma da outra.

Chegou-se a discutir qual a metade mais bela.
Nenhuma das duas era totalmente bela.

E carecia optar. Cada um optou conforme

seu capricho, sua ilusao, sua miopia.”

Carlos Drummond de Andrade



Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo detalhado da abordagem de Schwinger para
a Mecanica Quantica, fazendo sua generalizagao para sistemas com escalares perten-
centes ao conjunto dos quatérnions. Analisamos, em especial, a estrutura da Algebra
de Medida e sua relacao com as propriedades fisicas observaveis.

Estudamos ainda o problema da liberdade de gauge relacionado a quantizagao do
campo eletromagnético livre, e implementamos uma solucao alternativa para este pro-
blema utilizando o Principio Variacional de Schwinger, e o campo auxiliar B (z) intro-

duzido por Nakanishi.

Palavras Chave: formulagao variacional da Mecanica Quantica, formalismo de B-field,
quantizacao de Sistemas Singulares.

Area de conhecimento: 1.05.03.01-3



Abstract

In this work we have presented a detailed study of the Schwinger s approach to the
Quantum Mechanics, making its generalization for systems with scalars which belong
to the quaternion set. In particular, we have analysed the structure of the Algebra of
Measurement and its relation with the observable physical properties.

We have also studied the problem of the gauge freedom related to the quantiza-
tion of the free electromagnetic field and implemented an alternative solution to this
one employing the Schwinger’s Variational Principle and the B-field introduced by
Nakanishi.

Keywords: variational formulation of Quantum Mechanics, B-field formalism, quanti-

zation of Singular Systems.



Introducao

“Fausto (ofuscado):
A noite parece adentrar-se profundamente,

Somente no interior resplandece clara luz...”
Goethe, Fausto.

Este trabalho busca estudar os fundamentos da cinematica e dindmica quanticas de
Schwinger, para sistemas elementares. Por “elementar” deve-se entender aqui o escopo
principal da mecéanica quantica nao-relativistica aplicada aos mais simples sistemas
fisicos. Procuramos ao longo deste trabalho, sempre que possivel, fazer um estudo
cuidadoso de questoes dificeis concernentes a interpretacao fisica da mecanica quéantica.

Essas questoes de interpretacao tém sido fontes de dificuldades desde o estabeleci-
mento da teoria ha cerca de oitenta anos, permanecendo em aberto até os dias de hoje.
Elas tém sido assunto de numerosas controvérsias e continuam a dar dores de cabeca
em estudantes contemporaneos do assunto (como o autor e alguns de seus amigos bem
o sabem!).

A despeito dessas dificuldades, a Mecanica Quéantica é indispensavel para as mais
modernas pesquisas em Fisica. Por esta razao, qualquer um que trabalhe com Fisica
deve saber como usar um minimo da linguagem quantica. Em muitas formas de tra-
balho, um uso apropriado da linguagem é mais do que suficiente. Um conhecimento

profundo do significado de uma teoria nao é, portanto, absolutamente indispenséavel.
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A tendéncia pragmatica da fisica moderna tém obscurecido a diferenca entre uso
apropriado de uma linguagem e compreensao do significado de seus conceitos. Muito
daquilo que ¢é ensinado na grade curricular de um curso regular de Mecanica Quéantica,
aborda somente técnicas particulares de aproximacao (tais como teoria de perturbagao,
diagramas de Feynmann e relagoes de dispersao), dando uma énfase tao grande a tais
assuntos, que muitos sao levados a acreditar que estas técnicas tteis sao, de fato, as
bases conceituais da teoria. Esta tendéncia reflete-se, claramente, nos indices de venda
de certos livros texto, e é largamente encorajada por alguns proeminentes fisicos.

Este texto, ao contrario, nao concentra-se sobre aplicagoes ou aproximagoes, mas sim
sobre os fundamentos conceituais da Mecanica Quéantica. Restringiremo-nos a aspectos
gerais da teoria nao-relativistica e a uns poucos exemplos de sistemas relativisticos
com infinitos graus de liberdade. Neste trabalho, exceto quando explicitamente citado,
utilizaremo-nos do sistema de unidades natural, h = ¢ = 1.

A Mecanica Quantica envolve dois conjuntos distintos de hipdteses - o esquema
matematico geral de operadores lineares e vetores de estado, junto com a sua inter-
pretacao probabilista, e as relacées de comutacao e equagoes do movimento para um
sistema dinamico especifico. E justamente este ultimo aspecto que pretendemos desen-
volver, conforme o espirito original dos trabalhos de Schwinger [?, 7, ?], substituindo
por um tnico principio dinamico quéntico, o esquema tradicional de premissas baseadas
na dindmica classica hamiltoniana e no principio de correspondéncia.

O que pretendemos aqui é estabelecer uma teoria fundamental da dinamica dos mais
elementares sistemas fisicos, baseando-nos, exclusivamente, nos conceitos de medida e
num principio variacional fundamental.

Devido ao fato de que a nossa linguagem do dia-a-dia, em geral, peca por uma im-
precisao que nao temos como evitar, apresentaremos no capitulo ??7 um arcabouco da
definicao de uma linguagem precisa, que obedega a certos esquemas légicos (para uma

idéia matematicamente mais clara dos conceitos envolvidos nesse capitulo, recomen-
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damos que se leia as primeiras partes do artigo de Birkhoff e von Neumann [?]), em
plena conformidade com os resultados experimentais. Neste mesmo capitulo, tratare-
mos também das razoes heuristicas e epistemoldgicas para tomar o conceito de medida
como base dessa teoria, bem como a teoria algébrica que ela fundamenta. Em seguida,
no capitulo 77, discutiremos os conceitos da geometria de estados que podem ser deriva-
dos, de maneira consistente, dessa formulacao. No capitulo 77 tentaremos estabelecer
os elementos essenciais que determinam a evolugao dinamica de um sistema. Esses el-
ementos servirao de base para o Principio Variacional que serd formulado no capitulo
7?7. A passagem para sistemas relativisticos com infinitos graus de liberdade serd feita
no capitulo 7?7, enquanto que alguns exemplos de sistemas singulares serao tratados no
capitulo ?7?7. A seguir, voltamos a discutir a Algebra de Medida de Schwinger com o
intuito de construir uma teoria quantica que utilize como ntmeros quatérnions. Por
fim, no capitulo 8, apresentaremos algumas observagoes mais sobre o contelido exposto.
Ao final deste texto, encontram-se também alguns apéndices que visam torna-lo mais

claro e autocontido.

Os textos estudados, basicamente, para as discussoes acerca da filosofia da Mecanica
Quaéntica, e de como os trabalhos de Schwinger se encaixam dentro desta, foram [?, ?].
Uma discussao interessante acerca dos fundamentos materiais da filosofia da ciéncia,

em geral, encontra-se na referéncia [?].

Este trabalho foi escrito, originariamente, com o intuito de ser transformado em
notas internas que auxiliem a outros estudantes interessados na obra de Schwinger?.

Isto justifica® a extensdo do mesmo. Além disso, ha de se levar em conta que a ciéncia

2Grande parte dos trabalhos de Schwinger acerca da utilizacdo do Principio Variacional foi desen-
volvida e exposta numa série de cursos de verdo entre 1952 e 1964 [?, ?, 7, 7, ?, ?]. Estas referéncias
incluem a localizacao desses volumes nas bibliotecas do Institutos de Fisica da USP, e de Fisica Tedrica
da Unesp, as quais o autor teve acesso.

3Pelo menos em parte!
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é um processo in fieri. Newton ressaltou-o de modo apropriado, referindo-se a sua
prépria obra: “Se eu consequi ver mais longe do que outros, isso se deve ao fato de
me haver colocado sobre ombros de gigantes”. Num trabalho de estudo, como este,
precisamos compreender em cada etapa o que pensavam os gigantes, de Planck até
Schwinger, e avaliar a evidéncia de que dispunham. Se parecer demorada a colimagao
do nosso objetivo e, em especial, se tardar a apresentacao de aspectos sensacionais, isso
se devera ao prazer com que encaramos as partes da Fisica, classica ou moderna, e a
necessidade de subir uma escada percorrendo todos os seus degraus.

Para resumir o estado de espirito ditado por tudo que foi dito nesta introducao até
este ponto, que foi o espirito que procuramos manter ao escrever estas notas, citamos

um poema de Brecht*:

NADA E IMPOSSIVEL DE MUDAR (Bertold Brecht)
”Desconfiai do mais trivial,

na aparéncia singelo.

E examinai, sobretudo, o que parece habitual.
Suplicamos expressamente:

nao aceiteis o que € de habito

como coisa natural.

Pois em tempo de desordem sangrenta,

de confusao organizada,

de arbitrariedade consciente,

de humanidade desumanizada,

nada deve parecer natural,

nada deve parecer impossivel de mudar.”

S6 nos resta, desse modo, remeter ao proprio trabalho, repetindo antes, contudo,

4 Apesar deste poema ter sido escrito com uma contextualizacio mais socioldégica, acreditamos que

0 seu conceito bésico pode ser traduzido para a pesquisa em Fisica, sem grande esforgo.
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um pedido que tantos autores ja fizeram sem éxito, e que o leitor contemporaneo, em

especial, raramente considera:

“Se conheces algo melhor,

perdoa minha candura; se nao, desfruta comigo.”

Horacio, Epistola I, 6.



1. Teoria Algébrica de Medida

“O que é pois a ciéncia, sendo apenas uma forca da vida? Vocés ndo engendram a vida. A
vida deve antes dar a vida.”

Goethe, Zahme Xenien

De acordo com uma crenca muito generalizada, a ciéncia (ou, pelo menos, a “boa
ciéncia”) é necessariamente quantitativa. Segundo um coroldrio muito difundido, e tao
duvidoso quanto difundido, fazendo-se estudos quantitativos faz-se “boa ciéncia”. Se
um campo de estudos nao se desenvolveu de maneira segura e rapida, afirma-se que
isto se prende a falta de métodos quantitativos. A afirmagao é familiar aos socidlogos,
lingtiistas e gedlogos. Ja foi até mesmo discutida por especialistas em historia ou ética.
Tao comum é a idéia de que uma ciéncia necessita de procedimentos quantitativos,
que estes foram tomados, as vezes, como panacéia para todos os males de que podiam
padecer as mais diversas investigagoes.

Nao obstante, certa cautela se impoe. Ampliando o significado da palavra “medir”,
aproximamo-la de “observar”. Em verdade, qualquer procedimento que conduza a uma
classificacao, por meio de atributos ou relagoes, é uma espécie de mensuracao. Se medir
¢é entendido nesse sentido amplo, a ciéncia é, efetivamente, métrica - o que nao ocorre
se o vocabulo for apreciado no sentido estreito que usualmente se lhe atribui.

De modo genérico, medir é realizar observagoes - diminuindo a margem de opgao

entre certo nimero de alternativas. Assim considerada a no¢ao de medida, cabe, real-
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mente, asseverar que a ciéncia se vale da mensuracao e nao pode dispensé-la. Dis-
pensaveis sao, em muitos casos, as escalas precisas, as unidades, os sofisticados proces-
sos de associacao de nimeros a conceitos. Sem embargo, é acerca de tais processos que
se discorre, quando se considera a medida e muitos sao os itens de relevo, ao cogitar-se
da mensuracao, sob esse prisma. Nao serd possivel, aqui, dar atencao a todos os aspec-
tos de interesse, o que nos leva a limitar estes comentarios, focalizando apenas alguns

pontos importantes da questao.

1.1 Mensuracao e Quantificagao

Mensuracao, em termos amplos, é um processo que permite a utiliza¢ao de simbolos (em
geral nimeros) para a representagao de conceitos. Em principio, os simbolos estariam
relacionados entre si da mesma forma pela qual os conceitos se relacionariam. Nesse
caso tem-se, efetivamente, a medida (ou uma medida particular) do conceito.

A nogao de isomorfismo é delicada e podemos imaginar que esta “mesma forma” de
relacionamento de simbolos e conceitos nao pode ser estabelecida sem arduas pesquisas
e demorados ensaios.

Faltando meios para estabelecer o isomorfismo, ha que adotar critérios mais frouxos
para a associacao de simbolos a conceitos. A quantificacdo é um aspecto essencial
da mensuragao - a associacao de ntimeros a conceitos, sem que, obrigatoriamente, as
condicoes rigidas de mensuracio se vejam satisfeitas!. Esta quantificacdo, como é facil
perceber, nem sempre é frutifera ou interessante. Associacoes de valia dependem dos
propésitos da investigagao, dos conhecimentos existentes, da matemaética acessivel - e
sao fruto de longas andlises e da integracao de amplas areas de estudo.

De fato, a quantificacdo é importante porque, entre outras coisas,

!Falamos aqui, claro estd, do conceito ldgico de mensuracéo e, portanto, das restricées que a légica

classica lhe impoe.
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1. Permite melhor caracterizagao de certos conceitos (“40 graus Celcius” é expressao

muito mais precisa que o termo “quente” );

2. Leva, com freqiiéncia, a descri¢Oes precisas que seriam impraticaveis sem a quan-
tificagao (o uso de uma medida fractal sobre o genoma, como método de estabe-
lecer a classificagao na escala evolucionaria das espécies, é um exemplo moderno

disso);

3. Conduz, em geral, a classificagbes mais acuradas (note-se como, por exemplo,
a funcao de distribuicao descreve a maneira pela qual as pessoas reagem a cer-
tas drogas - permitindo distribui-las em “resistente”, “normais”, “sensiveis” e

“hipersensiveis”);

4. Contribui, de maneira decisiva, para a formulacdo de hipdteses, estabelecendo

nexo mais preciso entre variaveis e férmulas, com o auxilio da matemaética;

5. Permite, enfim, confronto mais meticuloso de hipdteses ou teorias rivais (o que

auxilia, por exemplo, no estabelecimento dos critérios de falseabilidade de Popper).

A quantificacio precede a mensuracdo. Existem, com efeito, varias teorias “quantifi-
cadas” em que a mensuragao nao aparece. Isto se constata, por exemplo, na matematica.
Para nao aludir a exemplo tao extremado, sublinhe-se que é preciso dispor de conceitos
antes de associar-lhes nimeros. Os conceitos sofrem, de inicio, uma espécie de “andlise

Sgi 5 qu rminara a idas. i a
16gica” e esta é que determinard a correcao das medidas. A quantificacao precede a
mensuragao, porque medir é atribuir valores concretos a varidveis numéricas associadas

a um conceito, com base na observacao.

1.2 Simbolos de Medida

“Figuras, descrigdes, medidas, nimeros e desenhos ainda ndo expéem um fenémeno.”
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Goethe, Maximas e Reflexdes §157.

A teoria fisica classica de medida esta baseada no conceito de uma interacao entre o
sistema de interesse e o aparato de medida, que pode ser feita arbitrariamente pequena
ou, pelo menos, precisamente compensada, tal que pode-se falar realmente em uma
medida idealizada que nao perturba nenhuma propriedade do sistema. Entretanto,
a experiéncia demonstra que a interacao entre os sistemas fisicos microscépicos e os
instrumentos, nao pode ser arbitrariamente pequena, e nem o distirbio produzido pela
interacao pode ser precisamente compensado uma vez que, em certa extensao, isto
é incontrolavel e impreditivel. O fato dessa interagdo nao poder ser arbitrariamente
pequena ¢é expresso de maneira mais clara pelo carater finito da constante de Planck,
enquanto que o carater incontroldvel da interacao é expresso pelo principio de incerteza.
Dessa forma, uma medida de uma certa propriedade pode produzir uma mudanga
significativa no valor previamente medido de uma outra propriedade, de modo que nao
faz sentido falarmos em um sistema microscépico possuindo valores definidos para todos
os seus atributos. Isto contradiz a representagao classica de todas as quantidades fisicas
por ntmeros. As leis de um sistema fisico fundamental devem ser expressas, portanto,
em uma linguagem matematica nao-cldssica que constitua uma expressao simbdlica das

propriedades de uma medida microscépica.

Iremos desenvolver na préximas linhas o arcabougo fundamental desta estrutura
matematica discutindo sobre sistemas fisicos simplificados, tais que qualquer quanti-
dade fisica A assume somente um ntimero finito de valores distintos, a',a?,a® ... . No
tipo mais elementar de medida, um ensemble de sistemas similares independentes é divi-
dido pelo aparato em sub-ensembles, distingiiidos pelos valores definidos da quantidade
fisica que estd sendo medida. Vamos denotar por M, a medida seletiva que aceita os
sistemas possuindo o valor a da propriedade A e rejeita todos os outros. Definiremos a

adicao de tais simbolos como significando uma medida menos especifica que produz um
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sub-ensemble associado com quaisquer dos valores na soma, nenhum destes podendo

ser distingiiido pela medida.

A multiplicagao dos simbolos de medida significa a realizagdo sucessiva de medidas

(lida da direita para a esquerda). Segue do sentido fisico destas operagoes que a adigao

é comutativa e associativa, enquanto que a multiplicacao é apenas associativa. Com 1 e

0 simbolizando as medidas que, respectivamente, aceitam e rejeitam todos os sistemas,

as propriedades da medida seletiva elementar sao expressas como

M,

M,

>

a

ACl
My
M,

2

(1.1a)

(1.1b)

—> [}
=

(1.1c)

De acordo com o significado das medidas denotadas por 1 e 0, estes simbolos tem

as propriedades algébricas

> —> =
:> §> —+ — O
IS IS (@) [} [} —>

=
+
([@n)}

=1

=0
=01=0
=1

= M,1 = M,
=M,0=0
= M,

o que justifica a nossa notacao. As varias propriedades de 1, 0 e M, serdo consistentes

2De fato, estas propriedades caracterizam os simbolos de medida como projetores dentro do espaco de

estados fisicos. Exploraremos a geometria projetiva que decorre desse conjunto completo de projetores

no capitulo seguinte.
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contanto que a multiplicacao seja distributiva,
S NNty = Ny = N = 31, 0,
a a

A introducéo dos simbolos 1 e 0 como multiplicadores, com definicées evidentes,
permite que as leis de multiplicagao dos simbolos de medida sejam combinadas numa
expressao simples,

NI, = 6%,

onde

0, a#d
é o conhecido delta de Kronecker.

Destas definicdes, vemos que os simbolos de medida formam um anel ndo-comutativo>.

1.3 Propriedades Compativeis

Duas quantidades Ay e Ay sao ditas serem compativeis quando a medida de uma nao
destréi o conhecimento ganho por uma medida anterior da outra. As medidas seletivas
Mal e Maz, tomadas nesta ordem, produzem um ensemble de sistemas para os quais
pode-se simultaneamente? atribuir os valores a1 a A e as a Ay. O simbolo para esta
medida composta é

Malag = MalMag = MCLQMCU

3Uma breve introducio aos conceitos algébricos relevantes para a teoria fisica da medida, é feita no

apéndice B.

‘B importante notar aqui que estamos utilizando a palavra simultaneamente sem fazermos qualquer
referéncia a uma definicdo de simultaneidade, e também sem qualquer referéncia sobre qual o papel do
tempo na teoria. Neste ponto, estamos admitindo que, de uma maneira intuitiva, fique claro para o leitor
o sentido em que esta simultaneidade esta sendo tomada. Mais adiante discutiremos o papel especial que
o tempo desempenha nesta teoria, definindo dai o conceito de simultaneidade, para entdo verificarmos

a consisténcia do que foi dito aqui acerca de medidas sucessivas de propriedades compativeis.
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Desta definicao, fica facil ver que a compatibilidade de duas quantidades é uma relagao
de equivaléncia.

Por um conjunto completo A, de quantidades fisicas compativeis A1, ..., A, deve-se
entender que todo par dessas quantidades é compativel, e que nenhuma outra quanti-
dade, além daquelas formadas por funcoes do conjunto A, é compativel com todos os
membros desse conjunto. Com efeito, podemos dizer que A é uma classe de equivaléncia.

O simbolo de medida
M, = [ [ M.
I

descreve entao uma medida completa, que é tal que os sistemas escolhidos possuam
valores definidos para o maior nimero possivel de atributos; qualquer tentativa de de-
terminar o valor de outra quantidade fisica independente destas, ird produzir mudancas
incontroldveis nos valores previamente medidos. Assim, o estado 6timo de conheci-
mento concernente a um dado sistema é realizado sujeitando-o a uma medida seletiva
completa. Os sistemas admitidos pela medida seletiva completa M, sdo ditos estarem
no estado a. As propriedades simbdlicas das medidas completas sao as mesmas que

discutimos antes para uma medida seletiva simples, ou seja, (?7?), (?7) e (?77?).

1.4 Medidas que Alteram o Estado do Sistema

Um tipo mais geral de medida incorpora um distirbio que produz uma mudanga do
estado do sistema. O simbolo MJ' indica uma medida seletiva completa na qual os
sistemas sao aceitos somente no estado a; e emergem no estado a. O processo de

medida M, é o caso especial para o qual nenhuma mudanca de estado ocorre,
A
M, = Mg
As propriedades de medidas sucessivas do tipo Mg ? sao simbolizadas por

M22ME = §92 Mo (1.2)
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pois para ag # as o segundo estagio que compde o aparato nao aceita nenhum sistema
que emerge do primeiro estigio, enquanto que se az = as todos os sistemas que saem
do primeiro estagio sao aceitos pelo segundo e a medida composta serve para selecionar
sistemas no estado a4 deixando-os em seguida no estado a;. Note que se os dois estagios

sao trocados de ordem, temos
Jras \raz2 _ sa4 | a2
MgsMg? = 634 M
o que difere em geral de (?7). Entao, fica explicito que a multiplicagdo dos simbolos de
medidas completas nao é comutativa.

As quantidades fisicas contidas em um conjunto completo ndo compreendem a to-
talidade de atributos fisicos do sistema. Podemos formar outros conjuntos completos,
B,C, ..., que sao mutuamente incompativeis, e para cada escolha de caracteristicas
fisicas nao interferentes, ha um conjunto de medidas seletivas referindo-se aos sistemas

nos estados apropriados, Mé)f, Mg, ... A medida seletiva mais geral possivel, envolve

c1
dois conjuntos completos incompativeis de propriedades. Simbolizemos por Mé’ 0 pro-
cesso de medida que rejeita todos os sistemas que nao estejam no estado b, e permite
que somente sistemas no estado a emerjam do aparato. A medida composta MCIZMCd
serve para selecionar sistemas no estado d e produzi-los no estado a, isto é, é uma
medida seletiva do tipo MZ.

Os exemplos que temos considerado até aqui envolvem a passagem de todos os
sistemas ou de nenhum sistema entre os dois estagios, como representado pelos simbolos
1 e 0. No entanto, de maneira mais geral, podemos admitir apenas que medidas da
propriedade B realizadas sobre um sistema no estado ¢ que se refere a uma propriedade
incompativel com B, ird nos fornecer uma distribuigéo estatistica dos valores possiveis.

Entao, somente uma determinada fragao dos sistemas emergentes do primeiro estagio

sera aceita pelo segundo estagio. Podemos expressar isso pela lei de multiplicacao geral

MM = (b] |e) M (1.3)
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onde (b| |¢) é um nimero caracterizando a relagao estatistica entre os estados b e c. Em

particular,

(al|a)y =6%  a,dC A

onde [ significa que a e a sao valores definidos da propriedade A.

O conjunto de sfmbolos de medida M?, dotados das operacoes de adicdo e multi-
plicacao aqui definidas, e acrescido do anel escalar de elementos (b||c) forma o que,
em matematica, denominamos uma dlgebra, doravante denominada Algebm de Medida.
Observe que, até o momento, nada foi dito acerca da natureza dos nimeros (b| |c) asso-
ciados a esta dlgebra. De fato, para que a consisténcia das operacoes de multiplicacao e
adicao de simblos de medida, com os seus respectivos significados fisicos, seja mantida,
basta que os (b||c) formem entre si um anel escalar.

De fato, a ordem em que os esclares (a| |b) aparecem na lei de produto (?7) é im-
portante, pois de acordo com ela e com a lei de multiplicacdo do anel podemos definir
diferentes dlgebras de medida. Assim, talvez a maneira mais correta de indicar a lei
de produto acima seja MPM? = M2 ((b||c)), ndo obstante, continuaremos a manter os
escalares a esquerda dos simbolos de medida, e com isso podemos entender que estamos
lidando com um tipo bem definido de dlgebra sobre um dado anel. Futuramente, estare-
mos interessados em verificar se a natureza deste anel impoe algum tipo de restricao

sobre a teoria fisica construida a partir dele.

1.5 Funcoes de Transformacao

Casos especiais de (?7?) sao

Mo M = (a] [b) M

Mg M. = (bl |e) M



Capitulo 1. Teoria Algébrica de Medida 17

Da propriedade (??) do simbolo de medida fundamental, inferimos que

> (al[b) Mg =" MMy = M

a

e similarmente,

> (blle) Mg = My

C

0 que nos mostra que os simbolos de medida de um tipo podem ser expressos como
combinacoes lineares dos simbolos de medida de outro tipo. Isto, em outras palavras,
expressa a total equivaléncia entre dois conjuntos completos distintos de medidas de

propriedades fisicas compativeis. A relacdo geral entre estes simbolos é entdo da forma?®

M =" My MIM, =" (al|c) (d] |b) M (1.4)
a,b a,b

Do seu papel em efetuar tais conexoes, o conjunto de nimeros (a| |b) é chamado a
funcdo de transformacdo relacionando as descrigoes a e b, onde a frase “descricao a” sig-
nifica a descricao de um sistema em termos dos estados produzidos pelas medidas sele-
tivas de um conjunto completo A de quantidades fisicas compativeis. Uma propriedade

fundamental de composicao das fungoes de transformagao é obtida comparando-se

S ML NN = S {al b) (0] 1¢) VS
b b
com
M, (Z Mb) M. = MM, = (a| |c) M¢
b
isto é,

> (al[b) (bl [c) = (al )

b

50bserve que, em virtude de nio sabermos a natureza do anel escalar sobre o qual a &lgebra da
medida estd definida, devemos tomar muito cuidado com a ordem em que se aplicam as relagoes

previamente deduzidas.
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Identificando as descrigoes a e c¢ isto nos da

> {al[b) (bl |a) = 5%

b

e similarmente,

> (blla) (al o) = %

a

Como uma conseqiiéncia, observamos que

al |b) (b |a 1=N
bl |a) {al |b

1=N

N N N
22! V=2
a b a
N N N
221 =2
b a b
Por outro lado, se o anel escalar formado pelas quantidades (a||b) for comutativo,

temos que

(al [b) (bl |a) = (bl |a) (al ) = N = N’

o que significa que N, o nimero total de estados obtido numa medida completa, €é
independente da particular escolha de quantidades fisicas compativeis que sao medi-
das. Isto nos dd, com efeito, uma medida dos graus de liberdade fisicos que o sistema
possui. Portanto, o nimero de simbolos de medida de qualquer tipo especificado é N2.
Multiplos numéricos arbitrarios dos simbolos de medida numa combinacgao aditiva for-
mam os elementos de uma algebra linear de dimensionalidade N? - a dlgebra de medida.

Os elementos da dlgebra de medida sdo chamados de operadores.

1.6 O Traco

O numero (a| [b) pode ser interpretado como um funcional numérico linear do operador

M?. Chamamos essa correspondéncia linear entre operadores e nimeros de traco. H
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trés tipos de traco que podem ser associados a cada operador, denominados tracgos a

esquerda, direita e central, e dados respectivamente por

TraM; (q) = q(b| |a) (1.5)
TrpM; (q) = (bl |a) g (1.6)
TreMy (q) = (el |a) q (b]|e) (1.7)

onde’

e q ¢ um escalar qualquer da algebra de medida. No caso do anel escalar ser comuta-
tivo, todas as trés definicoes coincidem, de forma que podemos falar simplesmente do

funcional trago
trM? = (b |a) (1.8)

Neste caso, observe que, da relacio linear geral (??) temos’

rME =3 tr <<a| ) (d] [b) Mb) Ztr( (d] |b) M? (a | >)
a,b
= > (dl byt (M2) (al le) D" (dl 8} (bl |a) Cale) = (alle) — (1.9)
a,b

a,b
o que verifica a consisténcia da defini¢ao (??7). Em particular,
t’l"Mg/ = (5?1/

trM, =1

5Esta representacio para os simbolos de medida ficard mais clara ao estudarmos a geometria dos

estados, no capitulo seguinte.
" Aqui, utilizamos a propriedade de ciclicidade: tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB) que serd provada

a seguir.
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O trago de um produto de simbolos de medida é
tr (MIZNE) = (dl o) trAEY = (d] |a) (Bl |e)

Entao, a despeito da nao-comutatividade da multiplicacao, o traco de um produto de
dois fatores é independente da ordem em que ¢é feita a multiplicacao. Isto se aplica a

quaisquer dois elementos X, Y da algebra de medida,
tr <XY) =tr (YX)

Desta tltima relagdo podemos ver que, para anéis escalares mais gerais, nenhum dos
funcionais trago (?7), (??) ou (??) definidos acima sao ciclicos.

Um exemplo especial do uso de (77) é

tr (MMb) — (b]|a) (a| |b) (1.10)

1.7 Interpretacao Estatistica

Podemos ver que a definicao de traco e a lei geral de multiplicacao se preservam se

fizermos a substituicao

MP — \T1M0N, (1.11a)

a

(al [b) = Aa (al [B) Ay ! (L11b)

onde os numeros \,, Ay sao nao nulos. Os simbolos de medida elementares M, e
as fungoes de transformacao (a||a’), por sua vez, ndo sao alterados. Em vista desta
arbitrariedade, uma fungao de transformagcao (a||b) ndo pode, em si, possuir uma in-
terpretacao fisica direta, mas pode figurar em alguma combinacao que seja invariante
sob a substituigao (?7).

A base apropriada para a interpretagao estatistica da funcao de transformacao pode

ser inferida considerando-se a seqiiéncia de medidas seletivas MyM,M;, que difere de
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M, em virtude do disttrbio causado pela medida intermediaria do atributo A. Somente
uma fracao dos sistemas selecionados pela medida inicial do atributo B é transmitida

através do aparato completo. Dessa forma, temos a equagao simbdlica
MyMy My = p (a|b) M,
onde o ntimero

p(alb) = (0] |a) (af |b) (1.12)

¢ invariante sob a transfomacao (??). Se tomarmos uma medida do atributo A que
nao distingue entre dois ou mais estados, teremos expressa a aditividade dos niimeros
p(alb),

Ny (Vo + Mo ) ¥y = (p (alt) + p (a'16)) My

Assim, para uma medida do atributo A que nao seja capaz de distinguir entre qualquer

dos seus estados, temos
M«ZM&MZM
a
o que implica em:

> plap) =1

Estas propriedades qualificam p (a|b) para o papel de uma medida de probabilidade® de
que se observe o estado a numa medida realizada sobre um sistema reconhecidamente
no estado b. Porém, uma medida de probabilidade é um nimero real definido-positivo.
Entao, devemos impor uma restricao sobre a classe de niimeros que aparecem sobre a
algebra de medida. Até o momento, nada dissemos a respeito desses niimeros. Com
efeito, ndo havia nada em nossa teoria, até agora, que nos desse um indicio sequer

sobre qual a natureza de tais quantidades, a nossa unica imposi¢ao (feita de maneira

8Vide apéndice A para maiores detalhes.
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implicita) era a de que esse nimeros formassem um anel escalar, de forma a termos
realmente a estrutura formal de uma &lgebra entre os simbolos de medida. Assim,
quaisquer corpos, tais como R ou C, por exemplo, sdo candidatos naturais ao papel de
escalares em nossa teoria, mas também outros anéis escalares que nao sejam corpos,
como os quatérnions e os octonios, nao podem ser descartados previamente sem uma
andlise mais detalhada. A questdo da equivaléncia entre as teorias definidas sobre
esses diferentes anéis é sutil, e serd objeto de uma discussao um pouco mais precisa no
capitulo ??. Por ora, estaremos supondo que (a| |b) e (b| |a) formam um par de nimeros

complezros conjugados,

(al[b) = (0] |a) (1.13)

p(alb) = (] [D)]* > 0

Uma das motivagoes para esta escolha, além da sua simplicidade, é que com isso a

probabilidade p (a|b) torna-se simétrica,
p(alb) = p(bla)

De forma a preservar a relagao entre os complexos conjugados (?77), os nimeros A,

e Ay devem obedecer a relagao

Representando A\, na forma exponencial, vemos que a condi¢ao acima implica em
Ao = AP s Aemi0l@) = A=l A2 =1 5 A= 41

A escolha do sinal é arbitraria, e nenhum efeito fisico pode ser distinguido pela partic-
ular escolha que fizermos aqui. Tomaremos entao, por simplicidade, o sinal positivo.
Uma vez que A\, é um nuimero nao-nulo arbitrario, fica claro que a sua fase ¢ (a)

pode assumir um valor real arbitrario.
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1.8 O Adjunto

Outro aspecto importante da interpretacao probabilistica de (??7) é a sua propriedade
de simetria
p(alb) = p (bla)

Relembremos a convencao arbitraria que acompanha a interpretacao dos simbolos
de medida e seus produtos: a ordem dos eventos é lida da direita para a esquerda
(sestramente). Porém, qualquer equacao envolvendo os simbolos de medida é igual-
mente vélida se interpretada no sentido oposto (destramente) e nenhum resultado fisico
poderéd depender de qual convencao é adotada. Introduzindo a interpretacao destral,
(a] |b) adquire o mesmo significado que (b| |a) com a convengao sestral. Concluimos,
portanto, que a probabilidade conectando os estados a e b, numa dada seqiiéncia, deve
ser construida simetricamente a partir de (a||b) e (b||a). De fato, esta é a razao pela
qual p (a|b) deve ser simétrica. A introdugao da convengao oposta para os simbolos de

medida serd denominada a operacao adjunta, e serd indicada por . Assim,

il = i
e
Ml = g
Em particular,
M} = M,

o que caracteriza M, como um operador auto-adjunto. Para o produto entre os simbolos

de medida temos
g A NT ~A A N N
(et = gty — sy
O significado da adicao nao é alterado pela operacao de adjuncao, o que nos permite

estender essas propriedades para todos os elementos da algebra de medida:

Nt e Nt N
(X+Y) — Xtyvt (XY) —ytxt ()\Y) —vix
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onde \ € C.

1.9 Algebra Conjugada

O uso dos ntmeros complexos na &dlgebra de medida implica na existéncia de uma
algebra dual na qual todos os nimeros sao trocados pelos seus conjugados. Nenhum
resultado fisico pode depender de qual algebra é explorada. Se os operadores da
algebra dual forem representados como X *  a correspondéncia entre as duas dlgebras

serd governada pelas leis,

(x+7)=X+v  (x7)=XV @:x?

A formacao do adjunto dentro da dlgebra conjugada é denominada transposicao,
ST —t =
X' =X =Xt

e possui as propriedades,

~ AN\NT N R ~ N\NT R R N\T ~
(X i Y) — XT 4 yT (XY) —yTXT (AY) — VT

1.10 Matrizes

Os simbolos de medida de uma dada descricao nos fornecem uma base para a repre-
sentacdo de um operador arbitririo por N? niimeros, e as propridades abstratas do
operador sao obtidas através de leis combinatoriais desses arranjos de nimeros, que

sdo o que denominamos matrizes. Assim,

X = a| X |a) M*
a

a,a
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define a matriz de X na descricdo a, ou representacdo a, e o produto

XV =3 (@Y X|a®) M (a®] Y |at) MG =
al,a?,a3,a4

- Y (@

al,a?,a4

A~

X a2> <a2‘ Y |a4> 19

al

nos mostra que

(a'| XY |a*y = (d!

a2

X [a2) (a2

Y |a*)
Os elementos de matriz que representam X podem ser expressos como
<a1’ X ‘a2> =tr (X AC‘Z’21>

e em particular,

(a] X Ja) = tr (X D1, )
A soma dos elementos na diagonal de uma matriz é o trago do operador. A base
correspondente na algebra dual é Mgf *, e as matrizes que representam X* e X7 sdo as
conjugadas complexas e transpostas, respectivamente, da matriz que representa X. 0
operador X=X T " que pertence & mesma algebra que X , € representado pela matriz
transposta e complexo-conjugada, ou matriz adjunta.

A matriz de X na representacao mista ab é definida por
X = "(a| X |b) M}
a,b

onde

(a] X |b) = tr (XM};)
A regra para a multiplicacdo de matrizes na representacao mista é

(al XY |e) =) {al X |b) (0] Y |e)
b
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Tomando X =Y = 1 encontramos a propriedade de composicao das funcoes de trans-
formacao, uma vez que
(ol 1]a) = trd1g = (b]|a)

Se um dos conjuntos, X ou Y, for igual a 1, temos exemplos da conexao entre as
matrizes de um dado operador na varias representacoes. O resultado geral pode ser
derivado de relagoes lineares entre os simbolos de medida. Assim,

(d] X Ja) = tr (X087) =t | 37 (0l1a) X AL (dl|e) | =D (dlle) (el X |6} (bl |a)

b b
O adjunto de um operador X , na base mista, aparece na base ba como representado

pela matriz

(o] X a) = (a| X [b)

1.11 Variacoes Infinitesimais das Funcgoes de Transformacao

Como uma aplicagao das representacoes mistas, apresentamos um operador equivalente
as propriedades fundamentais das funcoes de transformagao:
> (al[b) (bl le) = (al |e)

b

(al |b) = (b] |a)
que sera dado por uma caracterizacao diferencial das funcoes de transformacao. Tomando
variagoes infinitesimais das duas propriedades acima, temos
> [5¢al [B) (0] [e)) + (al [B) & (b] )] = 6 {al |) (1.14)

b

d(al |b) = 6 (b] |a)

Podemos interpretar o arranjo de ntmeros 0 (a| |b) como a matriz de um operador na
representacao ab. Assim,

8 {al [b) = i (a] 6Woy b)
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que serd a nossa definicdo de um operador infinitesimal 0Wp. Se definirmos similar-
mente os operadores infinitesimais §Wp. e §W,,, a propriedade diferencial (??) implica

na seguinte equacgao matricial,

(al 6Woae le) = > ((al 6Woa [8) (8l ) + (al [B) (b] 6WWre |c})
b

da qual inferimos a equagao operacional
Wae = Wap + 0Wpe (1.15)

Assim, a lei de composicao multiplicativa das func¢oes de transformacao é expressa pela
lei de composicao aditiva dos operadores infinitesimais.

Identificando as descrigdes a e b na equagao (?77), vemos que
Waa =0

ou ainda,

0 {a|la) =0

0 que nos mostra a natureza fixa dos valores numéricos da fungao de transfomagao:
_ sa
(ala) = 07

De fato, esta ultima equacao nao é uma condicao independente sobre as funcoes de
transformagao, mas sim uma conseqiiéncia da propriedade de composicao e do requer-
imento de que as fungoes de transformacao, enquanto matrizes, nao sejam singulares.

Se identificarmos as descrigcoes a e ¢, vemos que
MWpe = =W

Por outro lado,

5{al [by = —i (b W}, |a) =i (b] W, |a)
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que deve ser igual a

5 (b a) = i (b 6Wa |a)
e portanto,
Wy = SW1,
A propriedade de conjugagao complexa das fungoes de transformagao é, portanto, ex-

pressa pelo fato de os operadores infinitesimais serem auto-adjuntos.

1.12 Valor Esperado

O valor esperado da propriedade A para um dado ensemble de sistemas no estado b é
a média dos possiveis valores de A, pesada pelas probabilidades de ocorréncia que sao

caracteristicas do estado b. Usando (?7) para escrever essa probabilidade como
p(alb) =tr (MbMaMb>
o valor esperado se torna

(A, = plalp)a = tr (ANL,) = (bl AJb)
Zp (alb)a = Ztr (MbMaMb) a=1tr (Mb (Z aMa> Mb> =

el

podemos entdo representar o operador A por
A= E aM,
a
A correspondéncia assim obtida entre operadores e quantidades fisicas é tal que uma

funcao f (A) da propriedade A é representada pelo operador f (fl), e os operadores

associados com um conjunto completo de quantidades fisicas compativeis formam um
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conjunto completo de operadores auto-adjuntos comutantes. Em particular, a fungao
de A que exibe o valor unitario no estado a, e zero caso contrario, é caracterizada pelo

operador M,.

1.13 A Esséncia da Teoria Algébrica de Medida

“Nunca se reflete suficientemente sobre o fato de que a linguagem é propriamente apenas
simbdlica, figurada, e de que jamais exprime diretamente os objetos, mas somente por reflexos.
Tal é especialmente o caso quando se trata de seres que apenas se aproximam da experiéncia e que
podem ser chamados antes de atividades do que objetos, estando no reino da doutrina da natureza
em continuo movimento. Nao podem ser fixados, embora devam ser descritos; é por isso que se
tentam todos os tipos de férmulas, para se aproximar deles ao menos alegoricamente.”

Goethe, A Doutrina das Cores §751.

Cabe agora fazermos algumas observacoes sobre a teoria desenvolvida até aqui.

Até o momento falamos sobre o que se poderia denominar a cinemdtica quantica,
porém, dentro em pouco, estaremos também interessados na dindmica. Além disso,
uma vez que toda a nossa cinemética estd fudamentada no conceito fisico de medida,
devemos falar também acerca do papel do tempo nessas medidas. Toda medida é
um processo dinamico, e portanto o tinico conceito de tempo que pode ser utilizado
¢é aquele primitivo, ligado ao sentido de ordenamento. Uma formulacao detalhada da
dinamica quantica deve satisfazer a condicao de consisténcia de que essa descricao das
interagoes que constituem o processo de medida, reproduza a caracterizacao simbdlica
que emergiu neste estagio elementar. O processo de medigao possui, em uma teoria geral
de processos elementares, uma particularidade muito especial - ele sempre exerce uma
acao no sistema submetido & medicao, e esta agdo, com dada precisao, nao pode ser feita
pequena o quanto se queira. Esta propriedade das medigoes estd naturalmente ligada

ao fato de que as caracteristicas dinamicas do sistema surgem apenas como resultado
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da propria medicao. Claro estd que se a ag@ao do processo de medicao sobre o objeto
pudesse ser feita tao fraca quanto desejavel, isto significaria que a grandeza medida
tem um valor determinado por si mesma, independentemente da medicdo. Assim, em
uma teoria fundamental de interagOes elementares as medidas de observaveis fisicos
devem ser interpretadas como relacoes que o sistema guarda com o processo de medida
efetuado sobre ele.

Uma vez que a experiéncia demonstra também que a acao é um observavel quan-
tizado possuindo uma unidade fundamental A, torna-se evidente que A é a quantidade
minima de acao que o aparelho de medida pode exercer sobre o sistema medido. Este
é, de fato, o significado do quantum de acao tendo em vista uma analise dos fenémenos
fisicos que toma por base os processos de medida.

Uma analise mais detalhada da algebra de medida nos leva a uma geometria as-
sociada com os estados do sistema, na qual o isomorfismo entre diferentes descricoes
de um mesmo sistema fisico, é estabelecido através de transformacoes unitarias, como
veremos no préximo capitulo. Antes, no entanto, vamos ver como o desenvolvimento
l6gico-abstrato da Teoria Algébrica de Medida se encaixa nas duas interpretagoes mais
difundidas da Mecanica Quantica.

Os seguidores da escola de Copenhague consideram a experiéncia comum como
sendo a realidade fundamental, nao analisavel, em cujos termos eles explicam os dominios
dos quanta. Para eles, a teoria quantica nao é uma representacao da realidade em si,
mas sim da relagdo entre a realidade que nos é familiar e o totalmente “inumano”
dominio dos quanta.

De acordo com a interpretacao de Copenhague, a teoria quantica nao descreve o
sistema quantico nem a aparelhagem de medicao. Ela se aplica ao relacionamento
existente entre esses dois tipos de “seres” conceitualmente opacos. Como o aparelho
de medi¢ao nao pode, em principio, ser analisado, ele constitui o lugar perfeito para

ali se colocar a solugdo do problema da medicdo. Assim, dentro da interpretacao de
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Copenhagen, o reflexo dos simbolos de medida s&o os aparelhos de medida.

Por outro lado, de acordo com von Neumann, um sistema quantico obedece, nao a
uma, mas a duas leis do movimento. Em todo o universo as fun¢ées de onda estao se
expandindo através de uma evolugao unitéria (processo do tipo II). Contudo, no ato
da medicao, e em nenhum outro momento, as funcbes de onda se contraem em um
resultado definido (processo do tipo I). Apds a contragao, essas entidades ainda sao
fungoes de onda; elas nunca se tornam objetos classicos.

E comum se denominar o processo do tipo I de von Neumann de colapso da fung¢ao
de onda, também conhecido como salto qudantico. Assim, dentro da descricao todo-
quantica de von Neumann, o colapso da funcao de onda faz o papel do nosso simbolo
de medida.

Cada uma dessas abordagens da medi¢ao quantica tem as suas desvantagens; nen-
huma fornece uma imagem completamente satisfatéria do ato de medir. A interpretacao
de Copenhague confere ao instrumento de medida propriedades peculiares - por exem-
plo, a capacidade de reduzir uma possibilidade a uma realidade - a0 mesmo tempo em
que, em principio, retira esses instrumentos da andlise 16gica. von Neumann restitui
ao instrumento de medida um status igual ao do resto do mundo, mas transfere suas
propriedades peculiares para um misterioso e evasivo evento: o colapso da funcao de
onda. Vemos aqui uma das caracteristicas mais marcantes da teoria quantica: a relacao
descontinua entre a representacao de um sistema fisico e os valores experimentais me-
didos, relacao esta que se encontra no amago do que poderiamos chamar um ato de

medicdo ou, talvez de maneira mais apropriada, um “ato de Métis”?.

9Métis é a representacio da inteligéncia pratica. De seu nome deriva a raiz verbal que significa
medir. A deusa é a representagdo da prudéncia e do conhecimento exato. Nossa lingua herdou, do
nome da deusa, as palavras medir e medida. Métis é filha de Oceano e Tétis, e é da primeira geragdo
das entidades olimpicas, sendo a primeira amante de Zeus.

Crono, pai de Zeus, engoliu os seus filhos por temer ser destronado por um deles. Foi Métis que

ofereceu ao titd uma droga que o faria devolver todos os seus filhos engolidos.
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Portanto, podemos ver que a proposta de tomar como base para uma teoria dinamica
fundamental um sistema proposicional 16gico baseado univocamente nos resultados ex-
perimentais, abarca os procedimentos adotados por von Neumann e pelos membros da
escola de Copenhagen.

A razao pela qual o nosso procedimento abarca o de von Neumann e o de Copen-
hagen, é que a natureza descontinua do ato de Métis foi incorporada na forma dos
simbolos de medida. De fato, pensando em termos de espagos vetoriais, os simbolos de
medidas seletivas completas constituem projetores entre as diferentes representagoes.
Essa caracteristica dos simbolos de medida ficara mais evidente no capitulo seguinte, e

seréd de importancia fundamental no estabelecimento da Mecancia Quantica Quaternionica.

Métis, gravida de Zeus, foi por ele engolida e, mais tarde, nasceu Atena, saida das meninges de seu

pai.



2. A Geometria dos Estados

“Pode se exigir do fisico, que procura tratar de toda a doutrina da natureza, que seja matematico.
Durante a Idade Média, a matemaética foi o 6rgao principal pelo qual se esperava apoderar dos
segredos da natureza e, até hoje, a geometria prevalece com razao em certos dominios da doutrina
da natureza.”

Goethe, A Doutrina das Cores, §722.

Os simbolos de medida podem ser decompostos em bases duais de vetores e cov-
etores, o que nos permite identifica-los entdao com projetores que atuam sobre esses
espacos vetoriais. A partir dessa caracteristica, é possivel construir uma geometria
projetiva entre as diferentes descrigoes de um mesmo estado, ou de diferentes estados,

de um sistema.

2.1 O Estado Nulo

O incontrolavel distirbio que comparece a toda medida implica que o ato de medida
¢é indivisivel. Isso é o mesmo que dizer: toda tentativa de seguir a histéoria de um
sistema durante um processo da medida muda geralmente a natureza da medida que
estd sendo realizada. Entao, o conceito de uma dada medida seletiva Mg como uma
medida composta, é desprovido de significado fisico. O tnico significado que podemos
atribuir a isso, ainda que apenas operacional, é que o primeiro estagio seleciona sistemas

no estado b, e que o ultimo os produz no estado a; os estados intermedidrios sao sem
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significado para a medida como um todo. Além disso, podemos sempre inventar um
estado nao-fisico para servir como intermediario. Iremos chamar a este construto mental

de estado nulo 0, e escrever
MP = MONE (2.1)
O processo de medida que seleciona um sistema num estado b e o produz no estado
nulo,
N = &b
pode ser descrito como a aniquilacao de um sistema no estado b; e a produgdao de um

sistema no estado a seguindo esta selecao do estado nulo,
0
M, =Y,

pode ser caracterizado como a criagdo de um sistema no estado a. Assim, (?7?) expressa
a indiscernibilidade de Mg do processo composto de aniquilacao de um sistema no

estado b seguido pela criacdo de um sistema no estado a,

MP = 0,0 (2.2)

Doravante, os simbolos de medida ¥ e ® serdo denominados operadores de criacdo e
aniquilacdo’, respectivamente.
A extensao da dlgebra de medida para incluir o estado nulo exige certas propriedades

dos simbolos ¥ e ®. Assim,

B=d0 e =,

U, 0, = $29b =0 (2.3a)

MP®C = W, ME =0 (2.3b)

'Esta terminologia foi introduzida por Schwinger [?], e adquire um significado de semiGtica mais

relevante dentro do contexto da Teoria Quantica de Campos.
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entretanto,
MY, = 0, (0] |c)
bUMy = (af [b) &
Wy, = (al [b) My
Algumas propriedades de M, sao
U, My =V,
Myd? = ¢°
N, = &1 = 0
além disso, na algebra de medida extendida,
1= Z Ma -+ MO
a
Deste ponto em diante, portanto, sempre que escrevermos uma soma sobre todos os
estados possiveis, tal como M,, fica implicito que esta soma é extendida também

ao estado nulo.

A arbitrariedade fundamental dos simbolos de medida expressa pela equacao,

~

= ¢ ivla) Mgew(b) (2.4)

a

implica a substituicao

~

U, = e Wy,

b = Hbeiv®)

na qual nés efetivamente eliminamos ¢ (0) expressando todas as outras fases com relagao
a esta.
Vamos tentar analisar qual o significado fisico dessa liberdade. Observe que esta

arbitrariedade muda tao somente a direcdo de um dado vetor de estado, mas nao a sua
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2. Assim,

norma, que podemos entender aqui como sendo proporcional a forma trago
podemos interpretar o ultimo par de equacgdes como constituindo tdo somente uma
mudanca na escala em que é medida a norma desses vetores, e a equagao (??) pode ser
lida como sendo o simbolo de medida M? avaliado nas novas escalas de medida para as
propriedades B (ew(b)) e A (e_w(a)). Isso nos mostra entao que a liberdade de escolha
de uma escala para as diferentes propriedades fisicas mensuraveis implica que neces-
sariamente s6 podemos fazer uma descricao estatistica de tal sistema, se admitirmos

que tudo que podemos supor sobre esse sistema é que ele possui uma estrutura légica

proposicional baseada unicamente nas medidas realizadas sobre esse sistema.

2.2 A Reconstrucao da Algebra de Medida

As caracteristicas dos operadores de medida Mé’ podem agora ser derivadas daquelas

que atribuimos aos simbolos U, e &, Assim,
NP = M — b — A
trNIE = tr (\ifbiﬂ) = tr (ciw\izb) = (a| |b) trMo = {a] |b)
MM = 0,809 = (b] |¢) T, = (b] |¢) M?

As vérias identidades equivalentes contidas nas equagoes (??7) nos mostram que
somente os produtos da forma \iﬂi), fi>\il, X \if, X <i>, além dos X Y, que nao sao identi-
camente nulos podem figurar entre os elementos de uma algebra de medida fisica. De
acordo com a construcao dos operadores de medida expressa pela equagao (?7), todos
os operadores sao combinacoes lineares de produtos U,

X =) T, (a| X [b) D
a,b

2Isso vem do fato de a forma traco, para algebras definidas sobre anéis escalares comutativos, possuir

em si todas as propriedades relevantes de uma norma.
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Assim, em qualquer manipulacao algébrica, os produtos da forma &V sao efetivamente
iguais a um nuimero,

&0y, = (al b)

em particular,
P4, = 6% (2.5)
Podemos observar ainda que, em qualquer aplicagao do operador identidade, temos
i =Y 01, = Y b
a a

Portanto,

0 que nos mostra que

Os simbolos bra e ket, respectivamente,
(a| =d* |y =1,

sao designados de forma a tornar isso uma consequéncia direta da notacao. As vanta-
gens em se utilizar uma linguagem semioticamente ativa sao evidentes. Em particular,

o operador unitario pode ser expresso como

1=2"la){al

2.3 Algebra Vetorial

Nos associamos até o momento um simbolo ¥ e um ® a cada um dos NV estados fisicos de

uma dada descricdo. Agora, os simbolos de uma descri¢do sdo linearmente relacionados
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aos de uma outra descricao qualquer,
Uy = 0,00, = > ¥, (al |b)
a a
= "(al|p) D"

b

o que é uma decorréncia direta da relacao linear existente entre os operadores de me-
dida de vérios tipos. Miultiplos numéricos arbitrarios dos simbolos U ou & formam
assim os elementos de duas dlgebras mutuamente adjuntas com dimensdao N. Estas
algebras devem ser dlgebras vetoriais lineares, uma vez que nao ha nenhuma operagao
de multiplicacao significativa dentro de cada algebra, ou seja, qualquer produto entre
elementos de uma mesma algebra resulta no vetor nulo. Somos levados assim, a uma
geometria N-dimensional, denominada geometria dos estados, da qual a algebra de
medida pode ser derivada expressando-se as suas propriedades caracteristicas em uma
linguagem geométrica.

Esta geometria é métrica, uma vez que o niimero ®U define um produto interno.
De acordo com (??) os vetores ®* e W, de uma descricdo a nos fornecem uma base
de vetores ortonormais, de forma que podemos entender as transformacoes lineares
expressas acima como mudangas de base. O produto de um operador por um vetor

expressa o mapeamento de um vetor em outro, dentro de um mesmo espago,
XUy =Y 0, 0°XT, => T, (a| X |b)
a a

X =" (a| X |b) @
b

O efeito do operador que simboliza a propriedade A,

A=Y byad
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sobre vetores no sistema de coordenadas a, é dado por

o que caracteriza ¥, e ®* como autovetores a direita e a esquerda, respectivamente, do
conjunto completo de operadores comutantes A, com autovalores a. Associada a cada
algebra vetorial linear ha uma dlgebra dual na qual todos os niimeros sao trocados pelos

seu conjugados.

2.4 Funcgoes de Onda

Os autovetores de uma dada descricao fornecem uma base para a representacao de um
vetor arbitrario por N numeros. As propriedades abstratas destes vetores sdo expressas
por esses conjuntos de nimeros, que sao conhecidos como fun¢des de onda. De maneira

mais explicita,
U= "a)(a| ¥ =2 la)¢(a)
P = Zq) la) (a] = Zqﬁ

Se U e  estdo na relagao adjunta entre si, gt = <i>, as fungoes de onda correspondentes

sao relacionadas por

O produto interno de dois vetores é

@@:Zéﬂa) <a|¢lzz¢(a)¢ a

3As somas expressas aqui devem ser tomadas no sentido dado pela medida caracteristica desses

espagos vetoriais, de forma que se estivermos tratando de espagos de dimensao infinita isso se extende

a uma integral funcional.
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e em particular,
V=3 ¢ ()¢ (a) 2
a
0 que caracteriza a geometria dos estados como uma geometria unitaria.

O operador U ¢ representado pelos elementos de matriz
(al W [b) = (a) ¢ (b)
e as fungoes de onda que representam XU e &X sao
(a] XU = Z (al X [0} (b)
dX |b) = Z ¢ (a) (a| X |b)

Tomando X = 1 encontramos a relacdo entre funcoées de onda de um mesmo vetor em

duas representacoes diferentes,
w(a)=2<a| [b) 1 (b)
Z<z> (al [)

Esta notacao conveniente nos assegura, em principio, que todo operador auto-
adjunto simboliza uma quantidade fisica, e que todo vetor unitario simboliza um estado.
Entao, o valor esperado da propriedade X no estado ¥ é dado por

(X)g = VIXT = "¢ (a)(al X |a) ¢ ()
a,a

Em particular, a probabilidade de se observar o valor a numa medida da propriedade

A realizada sobre o sistema no estado ¥ é

p(al¥) = (0), = V') (al & = [v ()]
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2.5 Transformacoes Unitarias

O automorfismo da geometria dos estados é produzido por transformagoes unitarias

=0 T=0"0 X=0

=U XU

S

aplicadas a todos os vetores e operadores, onde o operador unitario U obedece & relacao
Ut=0""!

Todas as relagoes algébricas e conexoes adjuntas entre vetores e operadores sao preser-
vadas por esta transformacgao. Duas tranformagoes unitarias sucessivas formam uma
outra transformacao também unitdria, e a inversa de uma transformacao unitéaria é
unitaria, ou seja, transfomacOes unitdrias formam um grupo. A aplicacdo de uma
transformagao unitaria a uma base de vetores ortonormais na descri¢cao a, os quais sao

caracterizados pela equacao
(al (A — a) =0
leva aos vetores ortonormais

(al = {a|U

que a seguinte equacao de autovalores,
@(A—a)zo

Portanto, os (a| sao os estados de uma nova descrigao associada com as quantidades
A que possuem o mesmo espectro de autovalores que as propriedades A. Uma vez que
todas as relagoes entre operadores e autovetores sao preservadas pela transformacao,

temos
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As formas equivalentes

(a X |a) = (a] UXU~! |a) (2.6a)

@V =(a|U¥  dla)=dU !la) (2.6b)

nos dao as representacoes, na descri¢cdo a, de operadores e vetores em fungao dos oper-
adores e vetores associados na descricao a.

Os vetores de base de duas descrigoes quaisquer, cada qual tomado num ordena-

mento definido, estdo conectados por transformagoes unitarias. Assim,

%) = O 05)
(8] = ("] O

o= 3 )

Dessa ultima expressao é facil ver que
0l =32 (o) (#])" = () (1)) = 2t o] = 0 = 2

A funcao de transformacao relacionando as descrigoes a e b pode portanto figurar como

ke{l,.,N}

uma matriz que se refere totalmente a representacao a ou b,

(" o) = (] O p7)

Uma vez que os conjuntos ‘ak> e ‘bk> formam bases distintas do mesmo espago veto-

A

Uab

) = ]

rial, todas as quantidades representadas numa base possuem seu equivalente na outra, e
temos portanto que os equivalentes de operadores e vetores sao obtidos fazendo-se sim-
plesmente uma mudanca de base, o que equivale & uma transformacao de semelhanca
na linguagem de matrizes.

Se dois conjuntos completos de propriedades compativeis A e B possuem o mesmo

espectro de autovalores (ak = bk ), os seus operadores associados A e B também estarao



Capitulo 2. A Geometria dos Estados

43

ligados por uma transformacao unitaria. Com o ordenamento dos vetores de base

estabelecido pelos autovalores correspondentes, vemos que
B=%" ‘b’“> b <bk‘ =3 O |a*) o <ak) Uny =
k k
= Uba (Z ‘ak> ak <Cbk‘> 0ab = UbaAUab
k

Temos portanto que, dentro da geometria dos estados, as transformagoes unitarias

desempenham um papel fundamental, uma vez que sao elas que relacionam as diferentes

bases equivalentes desse espaco vetorial ou, equivalentemente, os diferentes conjuntos

completos de propriedades compativeis.

2.5.1 Transformagoes Unitarias Infinitesimais
A defini¢do de um operador unitario pode ser expressa como
(0-1) (0 -1)+ (0 -1)+ (0-1) =0
Veja:
(0-1)" (0 -1) = (01 1f) (0 - 1) =010 — 011~ 110 4111 =
t

:UTU—UT—U+1:—<U—1) —(U—i>

a ultima identidade é verdadeira se, e somente se, UtU = 1, portanto a identidade (?7)

serve como defini¢do alternativa de operador unitario.

Por outro lado, a expressao (??) se assemelha muito a uma identidade entre op-

eradores infinitesimais onde sao desprezados termos de ordem superior. Assim, se

impormos que U — 1 = ¢{G onde G é um operador infinitesimal, temos que

(0-1) (0-1)+(0-1)+(0-1)' -

= —iGTiG +iG — Gt
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usando ainda que, por construcao, todo operador infinitesimal é auto-adjunto, temos

GG +iG —iG = G? ~

Portanto, isto nos mostra que todo operador unitario difere infinitesimalmente do op-

erador identidade, o que pode ser expresso como

U=1+iG Ul=0"1=1-iG

A transformacio de coordenadas® descritas por um operador deste tipo é indicada

por

0 {al = (a| — {a] = {aliG
8ala) = |a) — |a) = ~iG |a)

Agora, de acordo com (?7?), uma mudanga no sistema de descri¢ao é equivalente, no
seu efeito sobre operadores e vetores de uma dada representacdo, a uma mudanca
correspondente de vetores e operadores pelos seus analogos no sistema de coordenadas

original. Portanto,
by (a| X a") = (a| X |a") — (a| X la") =i{(al 6X |a")

bq (a| U = (a| 60 5P |a) = 6@ |a)

onde

4Por coordenadas devemos entender aqui o conceito generalizado de um conjunto completo qualquer

de observaveis que serve para descrever o sistema fisico de interesse.
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5X = —i [X G} — {GX} (2.8)
onde os colchetes representam o comutador entre os operadores,
[4,B] = AB - BA

A expressao (77) é andloga a expressao classica da variagao induzida numa varidvel
mecanica por uma transformacado canénica infinitesimal. Isto é um indicio de que,
dentro do contexto variacional que pretendemos explorar mais adiante, as tranformacoes
unitarias terao um papel fundamental para o estabelecimento da lei dinamica que deve
reger as interagoes fundamentais da teoria, papel este que serd, de certa forma, andlogo
aquele desempenhado pelas transformagoes canonicas na Mecanica Classica.

Uma vez que todas as relagoes algébricas sao preservadas, as variagoes de operadores

e vetores serdao governadas por regras do tipo
6 (XV) =0% (V) + X (o7)
6 (X¥) =X (9) + X (s0)
ou seja, o operador de variagao d construido acima preserva caracteristicas de lineari-

dade, tais como a da regra de Leibniz.

Deve-se fazer distingdo entre o operador X+6X=UXU"1e

S
I
P
.
N)
I
S
o
d
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Este 1ltimo é o operador que exibe as mesmas propriedades relativas a descricao a que
o operador X possui na descrigao a. Assim, podemos interpretar os vetores de base (al

como sendo os auto-vetores de A — §A com autovalores a.



3. A Estrutura Dinamica

“O mundo objetivo simplesmente é, ele ndo acontece. E somente o olhar da minha consciéncia,
rastejando acima e ao longo da linha da vida do meu corpo, que traz uma segdo deste mundo &
vida como uma imagem flutuante no espago que muda continuamente no tempo.”

Hermann Weyl

A estrutura dindmica de um sistema fisico contém a lei que governa a evolugao no
tempo dos estados. Para sistemas conservativos, veremos que esta lei é um homomor-
fismo de um grupo abeliano de nimeros reais sobre automorfismos de um sistema de
proposicoes. A aplicacdo dos resultados obtidos nos capitulos precedentes nos permi-
tird derivar, com a ajuda de algumas premissas fisicas bastante razodveis, a equacao de
Schrodinger que é apresentada num contexto diferente, ainda que equivalente, aqueles

correspondentes as abordagens de Schrodinger, Heisenberg e Dirac.

3.1 Evolucao dos Estados e Causalidade

Para compreender a relagdo entre os estados de um sistema, em diferentes instantes
de tempo, serd 1til que consideremos as possiveis propriedades que essa relagao possa
exibir. O caso mais simples possivel seria o de uma mera sucessao temporal, sem
nenhuma conexao com o que quer que seja e onde nao houvesse a probabilidade, por
menor que fosse, de que o estado inicial especificavel, tivesse por seqiiéncia, no correr

do tempo, um estado futuro também especificivel. David Hume, filésofo do século
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XVII, oferece-nos razoes para crer que a relagdo entre estados de fenémenos naturais
imediatamente percebidos pelos sentidos seja desse tipo. Isso dirige a nossa atencao
para o fato de que, nesse caso, nao se sente qualquer relacao de conexao necessaria e
nem, tampouco, se sente diretamente a probabilidade da sucessao. Tudo que a sensacao
nos traz, no que diz respeito aos sucessivos estados de qualquer fenomeno, é a mera
relagao de sucessao temporal.

Esse é um ponto de importancia fundamental. Ele significa que se pode chegar a
uma teoria causal da relacao entre estados sucessivos de qualquer sistema, tao-somente
por meios especulativos, através de um teoria cientifica e filosofica, axiomaticamente
construida e formulada dedutivamente, a qual é testada, nao diretamente em face aos
dados sensoriais e experimentais, mas s6 de maneira indireta, via as conseqiiéncias que
dela se deduzem.

Uma segunda possibilidade que diz respeito ao carater da relacao entre os estados
de qualquer sistema fisico, em diferentes instantes de tempo, é a de que a relacao é
necessaria, mas s6 se podera saber qual conexao seja essa pelo conhecimento do estado
futuro. O conhecimento do estado futuro, ou final, podera ser obtido, seja esperando
que ele ocorra, seja por ja ter sido ele observado em sistemas do mesmo tipo. Quando
esse é o caso, a causalidade é teleoldgica. As mudancas do sistema, com o correr do
tempo, sao determinadas pelo estado final do sistema.

Outra possibilidade é que a relagao entre os estados de um sistema, em diferentes
instantes de tempo, seja uma relacao de conexao necessaria, tal que se possa deduzir
o estado futuro do sistema, suposto isolado, do conhecimento do seu estado inicial.
Em linguagem matematica mais técnica, isso pressupoe a existéncia de uma teoria, ax-
iomaticamente construida e verificada indiretamente, cujos postulados propiciem uma
funcao de estado, cujas variaveis independentes especifiquem por completo o estado do
sistema, a qualquer instante de tempo, e fornecam uma equacao temporal, que rela-

cione os valores numéricos empiricos dessas varidaveis independentes, em um instante
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t1 inicial qualquer, aos seus valores numéricos empiricos, em qualquer instante to ulte-
rior, e isso de tal maneira que, introduzindo-se o conjunto de valores operacionalmente
determinados, no instante ¢1, na equagao temporal, os seus valores no instante futuro
possam ser obtidos por mera resolugao da equagao. Quando esse for o caso, diremos
que a relagao temporal exemplifica a causa mecanica.

Deve-se notar que essa definicao de causalidade mecanica deixa em aberto a questao
de quais variaveis independentes sao requeridas para se definir o estado do sistema em
um instante de tempo qualquer. Isso confere a teoria assim descrita, a possibilidade de
possuir o que costumamos denominar liberdade de gauge ou de calibre.

Nao podemos, contudo, concluir que, devido ao fato de a causalidade mecéanica,
ainda que em uma forma mais fraca, persistir na mecanica quantica, tudo estd no
mesmo na fisica moderna, no que diz respeito a sua causalidade e ontologia, como
ocorria antes do advento da mecanica quantica. O que ocorreu foi que, com a teoria
quantica conseguimos combinar, consistentemente, algumas das pressuposicoes basicas,
de natureza causal e ontolégica, que os pensadores medievais e modernos nos legaram. E
bom ressaltar que usamos aqui o termo “ontoldgico” para denotar qualquer conceito de
teoria cientifica, experimentalmente verificado, que se refira ao objeto do conhecimento
cientifico em si, ao invés da relagdo epistemoldgica entre o cientista, como conhecedor,
e o0 objeto que ele investiga. Uma tal sintese filoséfica experimentalmente verificada, da
potencialidade ontolégica com a causalidade mecanica ontoldgica, no sentido mais fraco
desse ultimo conceito, ocorre quando estendemos o conceito de probabilidade de seu
papel meramente epistemoldgico da teoria de erros que especifica quando a teoria é ou
nao confirmada experimentalmente, ao seu papel ontoldgico (especificado, em principio,
nos postulados da teoria, ou deles decorrente, como no caso da teoria fisica de medida
aqui apresentada) de caracterizar o préprio objeto do conhecimento cientifico.

Resta-nos chamar atengao para uma conclusao deveras importante que podemos

tirar acerca da relacao entre o objeto, o evento de observacao, e o resto do universo.
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Podemos relembrar que, em algumas defini¢des de causalidade mecéanica, foi acrescen-
tada a expressao limitativa “para um sistema isolado”, enquanto em outras instancias
ficou ela implicita. Essa condicao limitativa pode ser satisfeita, em principio, na fisica
classica e, também, na pratica, fazendo-se observagoes cada vez mais cuidadosas e novos
refinamentos nos equipamentos experimentais utilizados. Todavia, a introducao do ob-
jeto cientifico em uma teoria fisica de medida, elimina, em certo sentido, em principio (e
nao meramente na pratica, devido as imperfei¢oes que provém da observacao humana
e de seus instrumentos) a possibilidade de se satisfazer a condi¢ao de que o objeto do
conhecimento do cientista seja um sistema isolado. Em conseqiiéncia, somente se todo
o universo for incluido no objeto do conhecimento cientifico, poder-se-a satisfazer a
condicao limitativa expressa na palavras “para um sistema isolado”, mesmo na acepc¢ao
mais fraca da causagao mecanica.

Assim, vemos que a filosofia da fisica contemporénea é tao nova em sua epistemologia
quanto em sua ontologia. De fato, é da originalidade de sua ontologia que emana a

novidade da epistemologia.

3.2 A Evolugcao no Tempo de Um Sistema

Até o momento consideramos apenas os aspectos cinematicos do sistema de interacoes
fundamentais. Estes aspectos referem-se a propriedades que podem ser medidas em
um particular instante de tempo. Noés até agora temos ignorado completamente a
evolucao no tempo do estado de um sistema. Esta evolugao no tempo contém os
aspectos dinamicos do sistema.

Quica nao seja supérfluo apontar que a referéncia a propriedades “em um instante
de tempo” é uma abstracao que nao poderd nunca ser satisfeita por observagoes reais
de sistemas fisicos reais. Todas medidas tomam tempo; algumas medidas podem até

levar um tempo bastante longo. Para tais medidas, a nocao de “estado em um dado
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instante”, ou nogdes similares (que se referem a um certo valor definido do tempo),
podem vir a ser muito dificeis de se definir. Em tais casos, a distingao pratica entre a
cinematica e os aspectos dinamicos de um sistema pode ser obscurecida. No entanto,

esta distingao pode ser mantida como uma idealizacao.

A segunda dificuldade na aplicacdo da nocao de evolucao temporal é encontrada
em acepcao aos conceitos relativisticos, onde nao é possivel dar um significado abso-
luto & nocao de simultaneidade de eventos espacialmente distantes. Esta é uma das
dificuldades de uma teoria de interacoes fundamentais relativista para sistemas nao-
triviais, e que somente pode ser tornada consistente dentro do escopo de uma teoria
de campos onde o tempo é um parametro local e nao uma varidvel global como no
caso nao-relativistico. Esta é uma das razoes porque fomos forcados a restringir nossa

discussao, até o momento, a sistemas fisicos nao-relativisticos.

A evolugao dinamica de um sistema fisico deve ser expressa como uma transformacao
do estado em algum instante ¢ = 0 para o estado em algum outro instante de tempo

t # 0. Mas, o que podemos dizer sobre a natureza desta transformagao?

Na Mecanica Classica de sistemas conservativos, o estado evolui de acordo com a
solucao de alguma equagao diferencial de primeira ordem nas varidveis canonicas. Para
tais sistemas, o estado em um dado instante de tempo determina o estado em qualquer
outro instante. Seria, portanto, bastante razoavel assumir um aspecto similar para os
sistemas quanticos, modificado somente quanto ao siginificado de “estado” num sistema

de interagoes fundamentais, tal como descrito por nds anteriormente.

Esperamos entao que, um dado estado qualquer p = pg em um instante ¢ = 0

determine univocamente o valor esperado’ de um outro estado p; em um instante ¢ # 0,

!Perceba que aqui utilizamo-nos da probabilidade de se encontrar o sistema num dado estado, de

acordo com o que foi discutido nos capitulos precedentes.
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e que a transformacdo p — p; seja continua na topologia induzida pelos estados?.

Denominaremos um determinado sistema de conservativo se a transformacao p — p;
nao depender do valor inicial do tempo (que estd sendo escolhido, por conveniéncia
como t = 0). Para tais sistemas, podemos dizer mais explicitamente: a correspondéncia
Pt — pi+r depende somente de 7, e nao de t.

Esta propriedade geral nao é, no entanto, suficiente para determinar o carater da
evolugdo no tempo dos sistemas fundamentais. Assim como uma curva continua no
espago de fase é um objeto muito mais especifico que a solugao de uma equacao difer-
encial, o mesmo se da com a evolugao no tempo dos estados de um sistema fundamental:
a continuidade sozinha nos dd muito pouca informacao a respeito do carater da trans-
formagao p — p;.

Suplementaremos, conseqiientemente, a continuidade com uma suposicao adicional
muito importante mas também um tanto distante de se alcancar: a evolu¢do no tempo
de um sistema fisico € induzida por uma transformacao de simetria do sistema de
proposi¢coes. Entendemos por uma transformacao de simetria do sistema de proposicoes
aquela transformacao do sistema de descricao dessas proposigoes que preserva as proposicoes
em si. Analisemos isso com um pouco mais de detalhes. Vimos que o maximo de in-
formagao fisica experimental que pode ser coligida a partir de medidas efetuadas sobre
um determinado sistema forma um sistema de proposicoes. Esse sistema de proposicoes
leva-nos a relacionar as proposicoes umas as outras através do que denominamos um
célculo proposicional [?], cuja base de descri¢ao sao os simbolos de medida. Assim,
todo o conjunto de proposicoes pode ser escrito como um sistema de equacgoes lin-
eares entre os simbolos de medida. Os diferentes conjuntos completos de observaveis
fisicos definem diferentes descricbes do mesmo sistema fisico, e sao as transformacoes

unitarias que preservam a estrutura da geometria de estados entre as diferentes de-

2De fato, a existéncia e a definicdo de uma tal topologia ainda sdo assuntos de intensa pesquisa e

controvérsia [?].
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scricoes. Portanto, a transformacao de simetria do sistema de proposicoes deve ser
uma transformacao unitaria entre as descricées de um dado sistema fisico, tomadas em
diferentes instantes de tempo, e que preserve ainda o sistema de proposigoes colocado
acima. Em outras palavras, essa transformacao de simetria deve ser uma transformagao
unitaria entre duas descricbes tomadas em instantes distintos de tempo, que preserve
toda a informacdo fisica contida nesse sistema.

Tentaremos agora verificar qual o significado desta suposicao do ponto de vista fisico.
Se a evolugao no tempo é uma transformacao de simetria, entao a estrutura fisica do
sistema de proposicoes € indistinguivel em dois instantes distintos de tempo. Isso nada
mais é, do que outra forma de se expressar a homogeneidade do tempo. Para sistemas
isolados esta propriedade é equivalente a existéncia de leis dinamica imutdveis. Em
tais sistemas nao deve ser possivel, portanto, determinar através de qualquer medida
fisica, um valor absoluto do tempo; somente intervalos finitos de tempo estao acessiveis
as medidas. Se existem, ou nao, tais sistemas que sao, neste sentido, absolutamente
homogéneos no tempo, é naturalmente uma matéria a ser investigada pela experiéncia,
e esta é certamente uma das experiéncias fundamentais sobre o mundo fisico.

Estas consideragoes levam-nos, portanto, a seguinte formulagao da lei dinamica

bésica para um sistema de interacoes fundamentais conservativo:

A evolugdo p — p; de um estado é induzida por uma transformacdo continua de
simetria da rede de proposi¢des. Isto significa que existe um automorfismo a — o’ da
rede £ de proposicoes, tal que
pe(d) =p(a)
Além disso, este automorfismo é uma funcdo continua do pardmetro t.
Gostariamos de enfatizar aqui que esta especificacao da lei de evolugao é certamente

correta para uma certa classe de sistemas, os quais correspondem classicamente aos sis-

temas conservativos; até o momento, nada mais podemos dizer acerca de um tipo mais
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geral de sistema fisico. E de se esperar que sistemas que durante a sua evolucao este-
jam sujeitos a influéncias externas possam se desviar do comportamento dos sistemas
conservativos principalmente em dois importantes aspectos: eles podem se envolver
com o sistema externo de uma maneira que dependa do wvalor absoluto do tempo, e a
sua evolugao no tempo pode nao ser necessariamente induzida por uma transformacao
de simetria do sistema de proposi¢oes, mas sim por algum outro tipo mais geral de
transformagao. Este ultimo caso deve ser considerado mais seriamente, uma vez que
podemos encontrar facilmente exemplos de sistemas fisicos bem conhecidos em que ele
se aplica (uma particula sujeita a uma forca externa constante, por exemplo). Em
sistemas de interacGes fundamentais, é de se esperar que isto ocorra sempre que a
magnitude da agdo minima que o sistema interagente externo exerce sobre o sistema

estudado, nao possa ser negligenciada.

Comegaremos analisando, portanto, os sistemas conservativos, que constituem uma
classe bastante grande e certamente muito importante de sistemas fisicos. Para tais
sistemas, veremos que a descricdo da lei dinamica que demos acima pode ser feita de

maneira muito mais clara e especifica.

3.3 O Grupo Dinamico e A Equacao de Schrodinger

Iremos assumir nesta secao que estamos tratando apenas com um sistema fisico con-
servativo descrito por um sistema de proposicoes que podem ser representadas como
subespacos de uma espacgo de Hilbert. A evolugao no tempo de tais sistemas pode ser
descrita por um homomorfismo continuo de um grupo uniparamétrico de niimeros reais
sobre automorfismos do sistema de proposi¢coes. Como é bem conhecido da teoria de
algebras e representacoes de grupos, um tal homomorfismo pode ser induzido por uma

transformagao de um vetor unitario do espaco de Hilbert H que mapeie a reta real
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continuamente em um grupo uniparamétrico de operadores unitarios Uy, t € R:
e e
Utl Ut2 - Ut1+t2 Ut =U_¢

sendo ainda o produto interno (| )Utw> uma fungdo continua da variavel real t. Sob

este grupo, observaveis, e em particular projecoes, se transformam de acordo com a lei
A — UAU! (3.1)
O estado transformado é definido por

n (5407) = ()
Em particular, se o estado é puro e se é representado por um vetor de estado no

dominio de A, entao a evolucao no tempo do estado ¥ — ¥, é dada pela transformacao

unitéria
i) = Uy ) (3.2)

Chamamos ao particular homomorfismo t — U; o grupo dinamico do sistema. O
grupo dinamico é portanto mais que um mero grupo abstrato. Como grupo abstrato
ele seria meramente um grupo aditivo de ntimeros reais. Como homomorfismo ele é
uma particular familia de transformagoes uniparamétricas do espago de Hilbert. Pode-
mos caracterizar melhor o grupo dindmico expressando-o na sua forma infinitesimal: a

variedade diferencial linear densa de vetores |¢) € H para a qual

N TS -

ilim (Ut - 1) ) = Ay (3.3)
existe, é o dominio do operador linear auto-adjunto H definido pela operacgao do lado

esquerdo de (??). O operador H é denominado o operador de evolugao ou Hamiltoniano

do sistema. Em termos deste operador podemos escrever

U, = o—ift
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A equagao (?7) pode agora ser posta numa forma infinitesimal usando-se a expansao

formal de U, = e_im, de modo a se obter

U = e*”:” ~1—itH Ut_l = eth ~1+itH

A A

Ay = U AU ~ (i — z’tH) A (i + z’tﬁ[) ~ A+ itAH —itHA + *HAH
A expressao do lado esquerdo é rigorosamente valida apenas no limite de pequenas
variagoes do parametro ¢, o que nos leva a concluir que

(i)

Similarmente, podemos obter da equagao (?7?) que
) = Uiy == (1= it ) )

(Ithe) — 1)) ~ H [)

N

ou ainda,

)
dt

=H |¢t>

i
Esta é a denominada Equacdo de Schridinger do sistema.

As duas descricoes sao totalmente equivalentes. A ponte entre elas é fornecida pela

medida espectral associada ao operador auto-adjunto H.



4. O Principio Variacional

“Seria, entretanto, mais desejdvel que a linguagem com a qual se designam as particularidades
de uma dada esfera fosse extraida dessa prépria esfera, que o mais simples fené6meno fosse tratado
como férmula bésica, dai se derivando e desenvolvendo as mais diversificadas férmulas.”

Goethe, A Doutrina das Cores, §755.

O estudo precedente nos fez perceber que as transformacoes unitdarias devem de-
sempenhar um papel de grande importancia na dinamica de um sistema de interacoes
fundamentais, e também que o processo de evolucao temporal de um sistema dindmico
desse tipo pode ser encarado como uma seqiiéncia de transformacoes auto-adjuntas
infinitesimais.

Nés agora propomos reexaminarmos esses conceitos sob a luz de um principio varia-
cional que deverd ter ensejo a partir da teoria cinemética desenvolvida até aqui. Uma
formulagao deste tipo, devida a Schwinger [?], é logicamente preferivel aos hoje tradi-
cionais procedimentos de quantizacao por diversas razoes.

Todos os procedimentos candnicos de quantizagao de uma teoria possuem, aparte
os seus principios basicos subjacentes, dois postulados distintos: relacées de comutacao
entre operadores correspondentes a observaveis incompativeis e as equacoes de movi-
mento. A questdo que se coloca entao é: seria possivel obter a formulacao de uma
teoria de interacoes fundamentias que reproduzisse os resultados desses procedimentos

de quantizacao, e mais ainda, que dependesse somente de um wunico principio basico?
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Foi com este intuito que desenvolvemos até aqui toda a teoria baseando-nos simples-
mente naquilo que poderia sempre ser tomado como uma sequéncia légica de definicoes

extraidas das medidas realizadas sobre os sistemas fisicos.

4.1 Medidas e Evolucao Temporal

Uma medida deve ser vista, dentro do contexto de uma teoria de interagoes fundamen-
tais, como uma operagao fisica no espago e no tempo. As propriedades de um sistema
sdo descritas com respeito a medidas feitas em um dado instante de tempo!, e por
sua vez, nenhum valor do tempo ¢ intrinsecamente distingiiido de qualquer outro pe-
los resultados de medidas feitas sobre sistemas fisicos isolados. Portanto, os conjuntos
de operadores que simbolizam propriedades analogas em diferentes instantes de tempo
devem estar relacionados, mas essa relacao deve ser tal que preserve a estrutura logica
existente entre esses operadores, e as transformacoes que preservam a estrutura da ge-
ometria dos estados sao as transformacoes unitarias. Por outro lado, a propagacao no
tempo do distirbio causado por uma medida implica que quantidades fisicas que se
referem a dois intantes distintos de tempo sao, em geral, incompativeis. Dessa forma,
conjuntos completos de propriedades compativeis devem possuir todos os seus elemen-
tos avaliados em um mesmo instante de tempo, e a caracterizacao de um estado requer
a especificagao dos valores destas quantidades concomitantemente com a de um referen-
cial. A funcao de transformagcao relacionando duas descri¢oes arbitrarias pode portanto
ser simbolizada por (as,||bt,). Casos especiais disto sao (a:||b) ligando dois diferentes
conjuntos de quantidades em um mesmo instante de tempo e (a,| |at, ), que relaciona
propriedades andlogas em dois instantes distintos de tempo. A conexao entre estados
em dois instantes diversos envolve o conhecimentos de toda a histéria dinamica do sis-

tema neste intervalo. Conseqilientemente, as propriedades de sistemas especificos devem

1A palavra instante toma aqui o sentido discutido no capitulo anterior.
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estar completamente contidas em um principio dindmico que caracteriza a funcao de

transformagao geral.

4.2 Os Operadores Acao e Lagrangeano

Qualquer alteracao infinitesimal da fungao de transformagao (ay, | |b, ) pode ser expressa
em termos de um operador auto-adjunto infinitesimal que possui a propriedade de ser
aditivo sob transformagoes consecutivas. Iremos entao definir o operador acdo através

do seguinte postulado dindmico fundamental:

Existe uma classe especial de alteracdes infinitesimais para a qual os operadores asso-
ciados 65y, t, sdo obtidos por variagdes apropriadas de um tinico operador, o operador
3(1:50 St1,t2,

8 (aty| [bey) = i (asy| 54 45 |bry)

onde

5844, =0 [Stm}

Se a transformacao que liga as descricoes at, e by, for vista como uma sucessao
continua de transformacoes entre descri¢oes diferindo infinitesimalmente, a propriedade

de aditividade do operador acao no assegura que
to
Stl,tg = E St,t+dt
t1

onde S;; = 0 uma vez que (a,| |by,) possui valores numéricos fixos.
Uma vez que a evolucao gerada por S, t, € vista como um processo continuo ao
longo do tempo?, o operador acdo conectando dois instantes de tempo que diferem

entre si apenas infinitesimalmente, deve ser proporcional a um operador auto-adjunto

2Como dissemos na secdo 3.2, o problema de se especificar qual a topologia sobre a qual esta con-

tinuidade estéd definida é ainda um assunto bastante controverso.
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calculado em um 1nico instante de tempo vezes a magnitude da variagao do parametro

temporal, ou seja, podemos escrever
Siivar = dtL (t)

e o operador acao adquire a forma geral

A t2 A

Sty e = dtL (t)

t1
na qual o operador Lagrangeano ﬁ(t) é um operador auto-adjunto que possui de-
pendéncia funcional nas varidveis dindmicas ¢’ (t) nas vizinhangas do tempo t. Nao
h4 perda de generalidade em tomarmos os operadores ¢* (t) como sendo auto-adjuntos
e, por ora, iremos ainda admiti-los em ntimero finito. Os objetos concebiveis de variacao
no operador acio sdo: os instantes terminais t; e t2, as varidveis dinamicas ¢’ (t), e a
estrutura do operador Lagrangeano.
E importante notar que o Célculo Variacional efetuado aqui é de natureza diferente

daquele tradicionalmente utilizado em Mecanica Classica [?], pois de acordo com a

defini¢ao acima, a acao é um funcional a valores de operadores.

4.3 O Principio da Acao Estacionaria

Para um dado sistema dinamico, mudancas na funcao de tranformacgdao podem ser
produzidas somente por uma alteracao explicita dos estados aos quais ela se refere.
Tais variacoes dos estado s@ao oriundas de mudancas nas propriedades fisicas, ou no in-
stante de tempo, envolvidos na definigao do estado, e os autovetores das transformagoes
infinitesimais sao gerados por operadores auto-adjuntos que dependem somente das

variaveis dindmicas em um dado instante de tempo,

0 <at2‘ = <at2‘ ié?

8 |be,) = —iG1 |by,)
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onde

Portanto,

6 {aus| [bry) = 8 ({aes]) o) + (] (6]66)) = i {ans| (G2 = G ) by)

e, conseqlientemente, a variacao da agao se escreve
to
0844 =0 [ / dtL (t)] =Gy — Gy (4.1)
t1
Denominamos a isso o Principio da A¢do Estaciondria, ou Principio de Schwinger®.
Assim, vemos que o Principio da Acao Estaciondria, na forma de operadores, nos asse-
gura de maneira clara que a variacao da integral de acao envolve somente as variaveis
dinamicas em seus tempos terminais. Este principio implica em equacoes do movi-
mento para as varidveis dinamicas e também em formas especificas para os geradores
de transformacoes inifinitesimais. No entanto, devemos tomar muito cuidado aqui
com a ordem em que sao feitas essas variacOes, uma vez que estamos tratando com
operadores e as derivadas de operadores em relacao a outros operadores também de-
vem ser operadores, mas que nao necessariamente pertencem ao conjunto completo de
operadores compativeis tomado como conjunto de coordenadas generalizadas. Assim,
faz-se necesséario especificar que tipo de derivacao estda sendo executada na aplicagao
do principio variacional. Utilizaremos sempre aqui, para efeito de computarmos alguns

resultados heuristicos, derivadas que mantém os operadores de variacao infinitesimal

3Este principio inspira-se nos principios variacionais cldssicos bem conhecidos, tal como o Principio
de Hamilton. Entretanto, observe que aqui a variagdo da agdo se escreve como a diferenga de dois
termos, que correspondem a termos de superficie, como veremos mais adiante, e portanto esta nao é
minimal e nem mesmo precisa ser estaciondria. Assim, o nome “estacionaria” mantém-se apenas como

uma lembranga dos principios cldssico originais [?].
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A direita, e portanto denominadas derivadas & direita*. Note ainda que o operador
Lagrangeano nao pode ser especificado completamente pela natureza dinamica do sis-
tema, uma vez que devemos ser capazes de produzir uma variedade de transformacoes
infinitesimais para um dado sistema. Além disso, uma vez que o tempo opera aqui como
parametro independente, se dois operadores Lagrangeanos diferirem por uma derivada
no tempo,
e

dt

il

os operadores acao serao relacionados por
§t1,t2 = Stl,tg + (AQ — A1)
e as variagoes diferirao por
354, 45 = 084, 4, + (5A2 - 5A1) — -G

que também satisfaz o principio da agao estacionaria mas implica em novos geradores

das transformagoes inifinitesimais nos instantes t; e to, dados por

5A1 = 51 - Gl (4.2&)
SRy = Go — Gy (4.2b)

No sentido estrito da palavra, este principio nao deveria receber a denominacao de
“variacional”, no sentido em que a mesma se aplica as demais areas classicas da fisica
(6tica, mecanica, eletromagnetismo, termodinamica, etc.). Entretanto, veremos que,
dentro dos limites em que estas abordagens cldssicas prevalecem, esta nova formulagao

se reduz ao Principio da Minima Acao, portanto ndés sempre podemos pensar nesta nova

4Representaremos esta escolha por uma flecha sobre os operadores diferenciais. H& vérias outras
notacGes e denominagdes de derivadas a direita e a esquerda na literatura, mas para o que pretendemos

esta é bastante adequada.
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teoria como sendo o andlogo do Principio de Hamilton para um sistema de interacoes
fundamentais.

Vamos agora tentar explorar um pouco mais o Principio da Acao Estaciondria ex-
presso por (?7?) de forma a extrair dai mais algumas informagcoes de relevancia para o

estudo da dinamica de um sistema.

4.4 Relagoes de Comutacao e as Equacgoes do Movimento

A definicdo de uma simetria do sistema de proposicoes que fundamenta a teoria, con-
forme exposto anteriormente, nos mostra que, no contexto de um sistema descrito por

coordenadas generalizadas q (t), devemos fazer uso da equagao
Yl 5t ~ ~
L(dat) = %L (adt)
ot

que é valida seja a transformagdo uma simetria ou nao, e da equagao

—A
-~

L (q,a,t) —L (q,a,t) 4 94
dt
que implica necessariamente numa operacgao de simetria.

Em contraste com a discussao de variacao funcional feita tradicionalmente nos tex-
tos de Célculo Variacional, agora consideraremos transformagoes que mudam funcional-
mente nao somente a varidavel dependente q, mas também a varidvel independente t para
alguma funcao t (t) dela mesma. Devemos exigir ainda que esta fungao seja inversivel,
% # 0, e continua, ou seja, que constitua um difeomorfismo entre ¢ e t. Convencional-
mente, exigiremos ainda que % > 0, sendo que esta escolha do sinal positivo significa
apenas o incremento monotoénico do nosso parametro tempo desde um estado inicial
até o final através do mapeamento t.

A forma das equacoes de Euler-Lagrange é determinada pela forma do funcional

acdo S [@(t)]. Denotaremos uma variacio funcional infinitesimal de § (t), onde tanto
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q quanto t variam, pelo simbolo § que difere do operador variacional ordinario dg no

qual t nao é variado (dpt = 0). Assim,

t—t=1t+0t

Estas variagoes, e todas aquelas oriundas de qualquer quantidade que dependa somente

de t, estao relacionadas com dg por

@) g, (43)

e, correspondentemente,

= [~

das quais podemos notar que, diferentemente da agao de (Soa (1),

4
dt

34 (t) = doa (t) +

3G.(t) # — (34 (1))

Na verdade, derivando (??) e subtraindo (??) encontramos que

d . o ad
7 (64 (t)) —oq(t) = q(t) Z

A diferencial do tempo dt no integrando da acao S nao terd mais variagao nula,

(91)

sendo esta ultima determinada em termos do seu Jacobiano pelo Teorema Fundamental

do Calculo,
dt = d—fdt =11+ d—ft dt
dt dt

mostrando que .
_ dot
dt
Podemos resumir a diferenca entre os dois tipos de variagao, dg e 9, agindo sobre t,

q ou {, através da identidade operacional

6 =0d0+ d—p5t
dt
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Temos, portanto, que uma variacao geral numa dada quantidade pode ser construida
variando-se tanto a forma &y, quanto o ponto %575.

Podemos agora determinar diretamente a variacao de primeira ordem da agao que
¢ induzida pelas variagoes dq (t) e 0t, para uma Lagrangeana com uma certa forma
funcional nao especificada, mas fiza. Lembrando que agora também o dominio de
integragao é variavel, temos que a variacao da acao sera dada por

A 2~ t2 ~
5§ = [ ail (q,q,t) — /t dtl, (q,q,t>

7?1 1

onde a primeira Lagrangeana ¢é ainda L, e nao L. Desenvolvendo,

A t2 - N . t2 J(I:(St) .
65 = [ [t +dar) (L+5L)—dtL}:/ at | N0 s -
g t1 dt
to 7 R — A N -
:/ at | L (Lot + 2% o ) + 28 (5q—q5t) =
t1 dt 04 5q
e 2 N
~ L t2 T . ) .
— (Lot ma| - [ (sa-dot) = Ga - G (4.5)
aq t t1 (5q

O primeiro termo na penultima linha é um termo de contorno, que depende nao s6 dos
valores de 9, mas também dos de dt.

A condicdo necessaria e suficiente para que a ultima igualdade seja satisfeita, é
que o segundo termo da pentltima linha seja identicamente nulo. Agora, isto deve ser
satisfeito para toda a classe de transformagoes {0, t} que correspondam a alteragoes
infinitesimais de um estado fisico do sistema com uma estrutura funcional fixa. Assim,
dentro dessa classe de transformacoes, podemos tomar as variagdes 04 e 6t como ar-
bitrarias®, o que implica que a condicio necessiria e suficiente referida acima pode ser

expressa como

| &

= =0
0q

5As variagdes 6 ndo sdo independentes de 5§ e 6¢, uma vez que ¢ (t) = 4 6gq(t)) — 4 (t) d% (6t)
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Vamos tentar interpretar fisicamente este resultado. Em primeiro lugar, supomos
que a forma da funcao L contém toda informacao fisica do nosso sistema, e que as
equacgoes de movimento podem ser obtidas utilizando o Principio da Acao Estacionéria.
Aplicado a uma variagdo dg que nao afeta a varidvel independente nem a sua regiao de

integragao, e para a qual as varidveis dependentes estao fixas nos pontos extremos,
oot =0 YVt € [tl, tg] e doq (751) = pq (tQ) =0

os termos de superficie referentes a essa variacdo dg devem portanto se anular. A
exigéncia de que 508 = 0, de acordo com o Principio de Hamilton, implica entao nas
equagoes de Euler-Lagrange.

Em termos de uma variacao mais geral, podemos generalizar o Principio de Hamil-

ton da seguinte maneira:

A “trajetoria” dindmica sequida por um sistema Lagrangeano no espago de con-
figuracao € aquela para a qual variacoes gerais nas varidveis dependentes e inde-

pendentes levam somente a variacdo do funcional acdo nos pontos extremos.

Ou seja, o principio variacional mais geral® se escreve

onde G; é um termo de superficie dado por

. i
G—ist+ 2L 54
q

Em termos de uma variacao geral isto se escreve

(;:87.561— g.a—ﬁ ot (4.6)
dq dq

5E interessante notar que essas observacbes aplicam-se também & Mecénica Cléssica. De fato,

diversas aplicagdes do Principio de Schwinger tém sido encontradas em sistemas analiticos [?, ?].



Capitulo 4. O Principio Variacional 67

Por brevidade, vamos escrever

~
A~

P=—=, H=p-q-L
Temos entdo que o Principio da Acao Estaciondria assume a seguinte forma:
. ~ -~ kel t2
6 (ass] b)) = i aus| (B~ 5a—Hot) " [br,)
1

Alternativamente, o estado final pode ser tomado como fixo, e podemos olhar entao
como um operador A muda sobre a transformagado unitaria gerada por G. Vimos

anteriormente que a variacao desse operador pode sempre ser escrita na forma
§A=-i A,

Agora, se tomarmos esse operador como sendo uma das coordenadas generalizadas,

temos que
85G° = —i [cjs,]ﬁj&jj—ﬁét} = —i[¢°, ;04 +i [q ﬁét}

Fazendo uso das identidades

encontramos
= i@ byl 6 F ib; [4° 6] +i |0 H] o
Se nos retringirmos a alterar somente a coordenada ¢" num particular instante de

tempo,
6G7 =696G" St=0 (sem soma) (4.7)
isto se reduz a

64° = ~i[d*.pr)y 64 F ipr [°.64");  (sem soma)
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Por outro lado, a alteracao infinitesimal sofrida pelo operador momento sera
5 = —i [ps, brly 06" F ir [P, 00').  (sem soma)

Estas duas ultimas equacoes nos fornecem, portanto, a variacao infinitesimal que
os operadores ¢° e ps sofrem ao se variar infinitesimalmente apenas um dos operadores
coodenada generalizada.

Podemos ainda utilizar as equagoes (??) escolhendo o operador adicional A =
—P - 4, sem que isto altere o principio variacional. O novo gerador infinitesimal gener-

alizado sera

~ ~

A=—(6p-a+p-9q)

o9

~

Q

=G+ 6A=—6p-q—Hét

Podemos agora calcular qual é a alteracao que GG causa sobre os operadores ¢° e ps.

Utilizando uma restrigdo andloga a (?7) encontramos que
6G° =1 [G°, 6prl+ @ £10pr [¢°,¢"]+  (sem soma)

Sﬁs =1 [ﬁsa 5ﬁr]:|: qr + '55]57’ [ﬁsa qr]q: (Sem Soma)

Estas sao entao, variagoes infinitesimais induzidas pela mudanca de um wunico p,.. Pode-

mos comparar estes resultados escrevendo
8,0° = —i[d° br)s 04 F ipr [8°,04")
5qﬁs =—1 [ﬁs»ﬁr]q: 5@7’ + Zﬁr [ﬁm 5qAT]:|:
5,0° = i[d°, i), @+ i0p, [d°, "]+

5}7138 = Z [ﬁsv 5ﬁr]$ (jr :l: Zéﬁ"“ [ﬁsv qAT]:F

Se agora impusermos a condicao de que os operadores ¢° e ps sejam cinematicamente
5 S
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independentes, temos que

53° = —i1d° Pl 03" F iy [4°, 64"+

[en)

— —i[ps, Bl 06" F iy [Bss 0]
0=14[q",0p ) 4" £i0pr [3°,4)+
8ps = i [ps, 6r) 4" = iy [ps, G+
Isto corresponde a um sistema de equagoes entre os operadores de variacao infinitesimal,

cuja solucao formal constitui um problema em aberto. Uma das possiveis solucoes, é

escolhermos as variagoes infinitesmais de forma que
[qs’éqr]q: = [ﬁsa 6‘.7]:‘: = 0
[(js’ 5]51“] = [ﬁsa 6]37“] = O

- F

0 que nos leva as relagoes

[ﬁS?ﬁT]:F == ()
@), =0

[ésvﬁT]¢ = Zéi

Vemos entao que as relagoes de comutagao e/ou anticomutacao podem ser extraidas
como uma conseqiiéncia do Principio de Schwinger.

Da mesma forma, podemos extrair a equagao que governa a evolugao temporal
de um operador escolhendo uma variagao na qual somente o tempo ¢ é variado. Tal
variacao transforma o estado inicial, que é um auto-estado, simultaneamente, do con-
junto de operadores q (t), em um auto-estado dos operadores q (¢t + dt), preservando,
no entanto, o espectro de autovalores, de forma que podemos tomar dq como sendo

zero. Desta maneira, a variacao do operador poderd ser denotada por
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@:¢[A,ﬁ}+i
dt ot

que é a equacao de Heisenberg para a evolugdao temporal de um operador. Assim,
nao podemos deixar de perceber como este Principio Variacional expressa as leis da

Mecanica Quéntica de uma maneira exemplarmente elegante.

Um aspecto particularmente interessante desses resultados, é que as regras de co-
mutacao sao automaticamente parte do esquema dindmico completo. Elas seguem
a partir de uma particular variacao, assim como as equagodes de movimento seguem
de outra variacao. Se as regras de comutacao tivessem sido artificialmente incluidas,
estritamente falando, nds deveriamos, antes de mais nada, provar que elas seriam
compativeis com as equagoes de movimento. Com o Principio de Schwinger isto é

desnecessario.

’

E imporatante destacar ainda que as diferentes variacoes que podem ser induzidas
pelos diferentes geradores, @, 5, etc., devem ser interpretadas de maneira apropri-
ada. Em particular, para sistemas com operadores Lagrangeanos de primeira ordem,
as variagoes induzidas devem corresponder a 1/2 daquelas consideradas acima. Com
efeito, é facil construirmos um gerador desse tipo, basta usarmos o termo de superficie
A=— (D-4q) /2. A nao observancia desse uso criterioso do Principio de A¢ao pode
levar a sérios erros de interpretacao quanto aos resultados obtidos pela abordagem
de Schwinger, como bem ilustra a controvérsia entre Burton e Touschek e o préprio
Schwinger” [?, ?, 7, 7).

E interessante notar também que em sendo t um mero pardmetro da teoria, e nao
operador, a diferenca entre derivadas a direita e a esquerda com respeito a este, desa-

parecem, de forma que podemos falar simplesmente nas operagoes ‘2—(2 e %—(t).

"De fato, os comentérios 4cidos de Schwinger acerca dos artigos de Burton e Touschek ilustram bem

algumas caracteristicas marcantes da sua personalidade!
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4.5 Equacao de Schrodinger e a Representacao das Coor-

denadas

O Principio Variacional de Schwinger permite-nos ainda obter de maneira direta a

equacao para evolucao de um estado fisico. Segue deste principio que

N to
6 ((ars] b1,)) = i (ary | (B~ 0G—H3t) " Jbn,)
1
Variando entao apenas o estado final, ou seja,

S|be,) =0 —8q(t)) =0 6t =0

5 (ag,| # 0 — 6§ (t2) £0 6ty £ 0

teremos

8 ({agy | |bey)) = i {asy| Do - 562 —Hits |byy)

Se agora identificarmos a descrigdo a como sendo a descrigdo das coordenadas, i.e., a
descrigao na qual os operadores § sao diagonais, e o estado |b;, ) como sendo um estado

arbitrario |¥) , segue das relagoes de comutacao deduzidas anteriormente que

6 ((qra] W) = i (quy| 662 - B2 [ V) —i {qr,| Ht2 | V) =

= i6qs - (g1, | P2 [¥) —idta (qr,| H |T)

Entretanto,
0 \ 0 v
L
de modo que
O, | 19) _ .
Z Ml 7 ]
9 i (qr,| P2 [¥)
2l ) (g, 1 1)

Oto
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A primeira destas equagoes estabelece a representacao do operador momento na base
das coordenadas, enquanto que a segunda tem uma interpretagao similar com re-
speito ao operador Hamiltoniano, entretanto, em decorréncia do carater especial que o
parametro temporal desempenha na teoria, ela se torna independente da base escolhida
para descrever o sistema, e recebe o nome de equacdo de Schrédinger. Vemos entao que
o principio variacional pode ser utilizado para obter nao sé as relacoes de comutacao
e equacao de evolucao temporal para os operadores, mas também os seus equivalentes

para as fungoes de onda na abordagem de Schrédinger.

4.6 Solucao Formal do Principio Variacional

Algumas das principais quantidades que estamos interessados em avaliar numa teoria
quéntica sdo os elementos de matriz da forma (b|O |a) onde O = O (fl, B) Estes
elementos de matriz podem ser calculados de maneira direta, em conseqiiencia das

propriedades dos seus simbolos de medida associados, apenas em alguns casos simples,
e. g.,
(bl f (A) la) = (bl]a) f (a)
(bl (B) la) = g () (o] |o)
13 (B) f(A) la) = g (5) (bl Ja) f (a)

Na)y

Em casos mais complicados, nao ha nenhum método geral de como avaliar de maneira
direta um elemento de matriz. Entretanto, caso o comutador dos operadores AeB
seja suficientemente simples, podemos utilizar essas relagoes de comutacao de forma a
reordenar os operadores dentro do elemento de matriz de maneira que este se reduza a
uma combinacao dos casos simples listados acima.

Utilizaremo-nos deste conceito para encontrar uma solucao formal do Principio de

Schwinger para a funcao de transformacao entre dois estados. De acordo com este
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principio, temos que

62 11) =1 (2|85 1)

onde 2 e 1 representam dois conjuntos de niimeros quanticos que descrevem completa-
mente os estados inicial e final. Uma vez que 69 representa um operador infinitesimal
obtido a partir da variagao infinitesimal do operador agao, esta equacao deveria estab-
elecer, em principio, uma equagao diferencial cuja solugao seria a amplitude de transicao
entre os estados inicial e final. No entanto, como esclarecemos anteriormente, nao ha
nenhuma maneira simples de calcular, em geral, o lado direito dessa equacgao, a menos
que as relagoes de comutacao entre os operadores que descrevem os estados inicial e
final sejam suficientemente simples.

Vamos entao supor que S possa ser colocado numa forma bem ordenada )7\/\, que
denominaremos operador principal de Hamilton, e ao ordenamento chamaremos orde-
namento cronoldgico. E importante notar que, ainda que S seja auto-adjunto, W nio

necessariamente o é, entretanto, devemos ter sempre
08 = oW

Com isso, temos que

§(2[1) =i (2] 6W|1) = i6W (2| |1)
§1n (2] [1) = i6W
(2[[1) = exp (iIW)

onde a constante de integragao foi aditivamente incorporada a V. Este é o resultado
originariamente buscado por Dirac [?] e que forneceu a Feynman a inspiragao para a
sua formulagdo da mecanica quantica via integracao funcional, entretanto, aqui, em
lugar de uma soma sobre todas as trajetorias, temos a exponencial do autovalor de um

operador ordenado cronologicamente.
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Agora que possuimos uma solugao explicita para a amplitude de transi¢ao entre dois
estados, podemos fazer a seguinte pergunta: sabendo que as amplitudes de transicao
respeitam a equacao de Schrodinger, qual a equagao correspondente para o operador

W 7 Tentaremos responder a esta pergunta na proxima se¢ao.

4.7 A Equacao Operatorial de Hamilton-Jacobi

Sabemos que o Principio de Schwinger implica na equagdo de Schrédinger para a
evolucao temporal das amplitudes de transicao. Por outro lado, como vimos na secao
anterior, a funcao de transformagao entre dois estados pode ser construida a partir dos

autovalores do operador principal de Hamilton, assim,

. 5 0 (qt| |¥ 0 . OW
ity = P00 o iy = i g )

(ol B 10) = (i) 7 1)

Similarmente, temos que

. d(ql|®) 9 . OW
il p1w) = HUL - () =0 )
oW
b |0 = 2w
(@] P|¥) = (g 8q| )
Ou seja, .
. OW
oW oW .
g2 )+ 2 =
(q’aq’)+at 0

Esta tltima é denominada equagao operatorial de Hamilton-Jacobi. Uma vez que
esta foi derivada a partir da equagao de Schrodinger, poderiamos também té-la derivado
do principio variacional variando apenas o estado final. Veremos a seguir alguns exem-

plos simples de como aplicar estes resultados.
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4.7.1 Aplicagao 1: Particula Livre

A acdo classica para uma particula livre é dada por

S:T($_x0)2:m(x2+$%_2$$o) At =t —t
2 t—1tp 2 At

onde aplicamos o ordenamento temporal.

Vamos utilizar como ansatz que o operador principal de Hamilton seja da forma

~ ~

W (#,40,1) = 8 (&,%0,1) + 6 (t)

onde
A2 A2 A A
A . m(a: +:n0—2:n:n0)
S (&, &0,1) = — At=1t—t
(&, 20,t) = 3 Al 0

O operador momento serd entao, por definigao,

oW 9SS -

P=%: “ax " AL (4.8)

Utilizando entao a relagao de comutacao canonica entre momento e posi¢ao podemos

derivar a relacdo de comutagao entre os operadores de posicao em diferentes instantes

de tempo,
[Z,p] = ih
IS [i'vi'] - [i‘,i‘o] _ [anx]
N 1hAt e 1hAt
[Z0, 2] = — Zo% = Txo +
m m

O operador Hamiltoniano serd dado por
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Podemos agora utilizar a relacao de comutagao deduzida anteriormente para ordenar

isto temporalmente, tal que

ﬁ:

AL
(552+§c(2)—25592=0— ! >

2 (At)?
Por outro lado, temos que

oW B a8 =~ m (2% + 8% — 2220) =

ot "o T T ()
Entao, a equagao operatorial de Hamilton-Jacobi podera ser escrita como
.~ OW
H+—=0
M
N ih - ih
= YN o(t) = Eln(AAt)

onde A é uma contante de integracao a ser determinada.

Com isto, temos que a amplitude de transigdo entre os estados inicial e final sera

2|11} = exp (;W> — exp (;S) exp <;¢ (t)>

= <ﬁ>w o <%S) - <ﬁ>m P <_ 21‘?7?& (== x°>2)

A constante de integracao A serd determinada pela condigdao de normalizacao:

lim (2]1) =8 (& — 20)

Usando um limite conhecido

R
Jim T =4 (y)
e a transformacao
s m
" T 2inAt

Yy=x—20

encontramos

2ih \'/? 22 (2mih\ '
i = _— 1 -y = -
AI%m0 (2| |1) ( ) nhm ne < - > 0 (x — o)
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ou seja,
2mih
m

A

Assim, encontramos finalmente que a funcao de transformacao entre os estados

inicial e final serd dada por

_ m __m N2
211 = 27rihAteXp( Sinas * 5”0))

4.7.2 Aplicacao 2: Particula Sujeita a uma Forca Constante

A acao classica para este sistema é dada por

m (2% + a3 — 2z20)  FAt F2 (At)?
S=7 + -

r+x
At g (@t ==
Assim, vamos supor que o operador Hamiltoniano do sistema quantico correspon-
dente seja
p

H=-—-F#
2m

onde F' denota a magnitude escalar da forca considerada, e que o operador principal

de Hamilton, como no exemplo anterior, seja da forma

A ~

W(iijat) = S(j7£07t) +¢(t)

de modo que o operador momento pode ser escrito como

A_8W_8S_m§:—:%0 FAt
P="%: "oz =" At 2

Usando entao as relacoes de comutagao candnicas, podemos obter as relagoes de
comutacao em instantes de tempo distintos,
A mo.. . . A A “ A .
[z, p] = AL [0, 2] = ih — ToZ = o + G
Temos entao que o quadrado do operador momento pode ser escrito como

= (E) (x2 + 32 — @39 — Tok) +

FAt)?
( n ) + Fm (% — &)
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Usando a relagao de comutacao deduzida anteriormente temos que

2 RAt FAt)?
p%(%) <£2+£8—2££0—im>+( 4) + F'm (& — &)

portanto o operador Hamiltoniano pode ser escrito como

2
P .hAt) AT F L

(42 4+ 42 — 2250+ +=
2 (At)? 0 m 8m 2

Uma vez que a derivada temporal da acao cronologicamene ordenada é dada por

ow 9SS =

o o W=
_ om (#2443 —23d0) F (FA?® =
=-5 7L + 5 (@ tzo) - =+ ()

vemos que a equagao operatorial de Hamilton-Jacobi implica uma equacao diferencial

a ser satisfeita pela funcao ¢ (t):

. OW
H+Z—_ =0
T -
~ ih

~ 50 = g = d(1) = D in (4a)

A constante de integracdo A pode ser determinada pela condi¢do de normalizacao

Al%r_rzo (2[]1) =0 (x — z0)

sendo que a amplitude de probabilidade é calculada utilizando o valor esperado para o

operador acao cronologicamente ordenado,

(2]]1) = exp (%W) _ (ﬁ)m exp (%5)

O argumento da ultima exponencial é dado por

i im ( F(At)2>2 F(A1)? (F(At)2 )
-5 =- — | (z —x0) + - +2 — Zo

m 12m?
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de forma que, exceto pela constante de normalizagdo, a amplitude de probabilidade

pode ser escrita como

lg) = L . )+F(At)2 i CiFAt (F (A8
xp h - 2ihAt T 2m exp i 1212 o

Vemos entao que, no limite At — 0, teremos

1\ 12 m )
Al 2111 = Bim, (AAt) exp (=537 (0 = 70)°)

utilizando entao a mesma transformacao do exemplo anterior, encontramos

2in\'? a2 (2mik\'?
] = 1i _— Nty — —
Alimo (2]11) nhm ( m> ne < - ) 0 (z — xo)

o que implica que a constante de normalizacao sera

2mih
m

m /)
@I =\ ominar &P <£S>

A=

e obtemos, finalmente,

onde S é dado por (77).
4.7.3 Aplicacao 3: Particula Sujeita a uma Forca Dependente do
Tempo

Vamos analizar agora, com base na nossa experiéncia anterior, o caso mais geral de uma
particula sujeita a uma forca que depende exclusivamente do tempo. A agéo classica

para este sistema pode ser escrita como [?]

2 —|—:C0—2:cx0—2 :U—xo/dt/ tf_tl)+</ttdt//:’dtf%(f)>2
tLﬁF)__i4ﬁ<AﬁFm> (4.10)

S:2A
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. ver - . i
Supondo, mais uma vez, que o ordenamento cronolégico possa ser devidamente com
pensado por um operador que dependa exclusivamente do tempo, encontramos que o

operador momento pode ser escrito como

oom [ L E ) L
p—Kt[x—:co—/tOdt/todtT]—i—/toth(t)

A relag@o de comutagao da coordenada em dois instantes distintos de tempo serd entao

dada por

O quadrado do operador momento é, neste caso,

P = <m>2 [@M:eg—2:&:&0—2(:@_;;;0)/tdf/fdtw] N

Kt to to m
t t 2
( / o / i (t)) _ihAt
to to m m

+(5)

o [ . L X Lo 2
—i—E[:r—:co—/todt/todtT] /toth(t)—i-(/tOth(t))

de forma que o operador Hamiltoniano sera

~2
A p R
H="_43F(t) =

2m v ()

t t
S [£2+:E3—2:E:?:0—2(:E—£0)/ dt’/ dt’F—(t)] +
to to m

2 (At)?
¢ p 2.
o ([ [a o) i
2(At) to to m m

I tort R
J— — — —7
b [0 [ )

t t 2
dEF (1) + % < dtF (t)) A0

to to

Usando um conhecido teorema do Célculo,

az(u)
F(a,u) = / f(z,u)dx
a1 (u)
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ar das doyy /a2<“> of
du o

podemos calcular a derivada temporal do operador acao cronologicamente ordenado,
ow

o 2 (Zt)2 [562 + & — 280 — 2(% — &) /t: dt’/t:dtl%ﬂ] +
T (/tt dt’/t:dtf%f FEF () - 5 ( /tt arF (t)>2 () +

Sl [ara- [arc]

Com isso, temos que a equacao operatorial de Hamilton-Jacobi implica na seguinte

equacao a ser satisfeita pela funcao QAﬁ,
0 ih - ih
t = — = — 1
¢(t) = 55, — @) = 5 In(AA?)

Novamente, a constante de integracao A serd determinada pela condigdo de nor-
malizacao
lim (2|]1) =4 (x —
Jim (2/]1) =6 (& — o)
sendo a amplitude de probabilidade calculada uzando-se o valor esperado para o oper-

ador acao cronologicamente ordenado,
. 1/2 .
1 1 1
el =ew (1) = (55) o (55)
Calculando explicitamente o limite, encontramos

li 2111 =
dim, 11D

2

1\ m tort R
= dim, <m> exp (‘m {“’”‘fo)‘ / dt / dt?} *

0 0
t 1 t t 2
-l—x/ dt’F(t)——/ dt’(/ dt’F(t)) -
to 2m to to
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1\ /2 m ,
= lim [ — ex (— T —x >
At (AAt) P~ ginas (w0
obtendo entao, exatamente como nos exemplos anteriores,

_ 2mih
m

m /)
@Y =\ 2rima; &P <ﬁ5>

A

com S dado por (?77?).

4.7.4 Aplicacao 4: Oscilador Harmoénico Livre

Passemos agora ao estudo de um sistema que interage com um potencial nao-linear
do tipo oscilador harmoénico livre. Seguindo o mesmo roteiro utilizado nos exemplos

anteriores, obtemos a partir da agao cldssica

mw

5= Sen (WAD [(¢” + 5) cos (wAt) — 2qqo] (4.11)

o operador momento
mw

sin (WAL (g cos (wAt) — Go]

p=

sob a hipétese que

A ~

W(gt) =5(qt)+ ¢ ()
As relacoes de comutacao candnicas implicam entao que

mw

[,p] = sin (WAL (14, g] cos (wAt) — (4, Go]] =

mw
—m[%,ﬂﬂ—m

ihsin (wAt)

[do, 4] = o

de forma que o quadrado do momento sera

2 .
h
P2 = (%) [(12 cos? (wAt) + G2 — 244y cos (wAL) — h sin (wAt) cos (wAt)
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A partir dai podemos escrever o operador Hamiltoniano na forma

2 2
. p mw? o
H:— B — =
2m+ 2 q

2
m w R A A A
) (m) [ cos® (wAt) + 4 — 2ddo cos (wAL) +

th mw?
—— sin (wAt) cos (WAt — ¢
——sin (wAt) cos (w )] + 5 4

Usando
oW _ om WP
ot 2 sin? (wAt)
mw?

—7TWQ+@@+;@)

[(6* + ) cos® (wAL) — 24do cos (wAL)] +

encontramos que a equagao operatorial de Hamilton-Jacobi sera

ihw cos (WAt) = =
2 sin (wA?) +ot)=0

Isolando ngb e resolvendo a equacao diferencial,
N i Fw - ik
o(t) = 27 cot (WAL) — ¢ (t) = % In (Asin (wAt))

Com isso, temos que a amplitude de probabilidade desejada sera dada por

o o (1)~ (i) 1)

onde é o valor esperado (?7?) da agao do sistema. Aplicando a condi¢ao de normalizagao,

encontramos

1 1/2 mw 9
lim (2|[1) = 1 S — "
A%ril0< L) A0 <Asin (wAt)) P < 2ihsin (wAt) (4= ) )
Usando a transformacao de varidveis

9 mw

" T Qihsin (wAt)

Y=q—qo (4.12)
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obtemos

n—o00 mw Amw

. . 2ih \ /2 omih \ />

A 2mih
mw
mw 1/2 )
20 = ————— — 4.1
@) <27rihsin (wAt)) P (hS> (4.13)

E interessante notar que no limite de baixas freqiiéncias todos os resultados para a
particula livre sdo recuperados. Por outro lado, olhando para o limite At — 0 e indo

até O (AtQ), vemos que

N m m RY
(2[1) ~ \ 2minat P <2hAt (7= ) > x

mw? At
X exp (——m;;; (¢* + 4§ + qq0) 5 +0 (At2)>

A primeira exponencial do resultado acima representa a amplitude de transicao
para a particula livre, enquanto que a seguinte nos dé o fator de fase de interacao com
o potencial do oscilador harmoénico. De fato, vemos que esse fator é igual ao potencial
integrado ao longo da “trajetéria” livre da particula, ¢ = qo + (¢ — qo) t/At,

. At . At 2
i i mw’
_ t| =
exp <__h ; V (q) dt) = exp ( i), 5 4 (t)d > =

imw? 5 o At
= exp (—7 (¢ + a5 + aq0) ?>
Isto nos mostra que, para intervalos de tempo suficientemente pequenos, a trajetéria
da particula pode ser considerada como aproximadamente livre, sendo o potencial ex-
terno responsavel apenas por uma pequena mudanca de fase.
Para finalizar esta aplicagdo, vamos mostrar como calcular o espectro de energia

do oscilador harménico livre a partira da amplitude de transigdo (?7?). Isso pode ser
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feito calculando-se o trago da fungao de transformacao, porém, para isto, vamos evi-
denciar melhor a referéncia dos estados inicial e final com respeito aos autovalores da
coordenada generalizada,

(2[11) = (g, At[|q0,0)
Temos entao que

tr (g, At| |qo, 0) Z/Q dqo (qo, At |qo,0)
q

Uma vez que estamos tratando com um sistema conservativo, podemos relacionar
os estados final e inicial através de uma transformacao unitaria dada pelo operador de

evolucao temporal,
— i (AL AL (1)
(g0, At[ o, 0) = (qo, 0] e~ 7 /o |90, 0)
Introduzindo entdo um conjunto completo de auto-estados de energia, encontramos

i At 2
tr (g, At| |0, 0) = /Q dqo (g0, 01> |En) (En| e o™ 10 gy, 0) =
q n

= et [ gy (Bl 0) fan, 01| ) =
n Qq

_ —iZn A _ —iZn A

=Y e TEANE,| By =) e i (4.14)
n n

Por outro lado, da expressao (??7) temos que

tr {q, At||qo,0) =
1/2 ,
= / dqo (mw> exp <me [qu cos (wAt) — 2q(2)]> =
Q4 2mihsin (wAt) 2h sin (wAt)

- (rtoian) (ntisnn) = (rwisn=n)

Usando a identidade trigonométrica cos (24) — 1 = —2sin? A, obtemos
1 1 e 42"

tr <q7At| |q0’0> = 2 sin (wTAt) = T oAt _inAt = 1— —iwAt
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Uma vez que a exponencial no denominador é limitada, podemos usar a expansao

geométrica de modo a reescrever este resultado como

o0 o0
tr {q, At||qo, 0) = o1t o—inwAt _ Z o—i(n+3)wat
n=0 n=0

Comparando este resultado com (?7), encontramos que o espectro de autovalores

de energia do oscilador harmonico livre é dado por
1
E, = <n + —) hw
2
4.7.5 Aplicacao 5: Oscilador Harmoénico Forgado

Para finalizar esta gama de exemplos, passaremos ao estudo do oscilador harmonico
sujeito a uma forga externa dependente do tempo. E interessante ressaltar que o método
que temos empregado até aqui para obter a funcao de transformacao, embora bastante
trabalhoso, ¢é eficaz. Ha na literatura intimeras outras formas de se obter o mesmo
resultado, algumas mais simples, outras mais complexas, dependendo do caso. Para
este sistema, em particular, o método que estamos empregando constitui verdadeiro
tour de force, razao pela qual deduziremos apenas a sua amplitude de transigao.

Da agao classica para o oscilador harmoénico for¢ado [?], propomos que seu operador
acao seja da forma

2 b 25 [t - -
(QQ +q3) coswAt — 24qo + U 2 (t)sinw (t — ) + _q/ ditF (t)sinw (f — to) +
mw Jy, mw Jy,

G- mw [

2sin wAt

9 t t ~
_W/t diF (t)sinw (t — 1) | diF (t) Sinw(t—to)] (4.15)

0 to
O operador princiapl de Hamilton serd, como nos exemplos anteriores,

W (4, do,t) = S (4,do. t) + & (t)
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O operador momento pode entao ser calculado como

oW a5

P="0g ~o0q ~
_ e AcoswAt—A—kL tdfF(ﬂsinw(f—t)
= sinwAt |? O o to 0

Da relacao de comutagao canodnica

mw [[d, 4] coswAt — [§o, q]] = — mw

b, 4] = [Go, 4] = —ih

sin wAt sin wAt

encontramos a relacdo de comutacao entre os operadores coordenada em instantes dis-
tintos de tempo,

o thsin wAt . thsinwAt
[QO7(I] = —— =G = —— 1+ 49
mw mw

A partir dai, podemos calcular o quadrado do momento generalizado,

h? 2 2wAt At [t -
. ( w ) .9 COS” W _CoSw / JiF (D) s iy
"\ sinwAt [q 2 +4a mw Sy, (1) sine ( o) +

~2 t
q 1 ~ ) - IR
+30_q0% \ dtF (f) smw(t—to) — (qo cos wAt +

2mw 2

7ihsinwAt coswAt . 1 1 /
mw J¢

i (1) sinw (7 - t0)>2]

0

Temos portanto que o operador Hamiltoniano sera dado por

o) 2
A D mw? o R
H=2 4+ @2 _F()§=

2m+ 2 q (t) 4

2 2 t B B
=m () {cfcos WAtJquOSWAt/ diF () sinw (f — to) +
t

sin wAt 2 mw o
a 1ot ;
+ 2 —Go— [ diF (f)sinw (£ —to) — Gdo cos wAt +

2 mw Jy
thsinwAtcoswAt 1 1 b - 2
- - — dtF (t) si t—1t
2mw * 2 <mw /to (~) smw( 0)) +
mw? 2
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Por outro lado, a derivada temporal do operador principal de Hamilton pode ser

expressa como, X .
oW _05 5
ot ot a

w 20, on COSZWAL
=-m ( ) {(q2 + qg) —————— — (4o cos wAt+

sin wA¢ 2
coswAt [t _ coswAt [t . ~
1 dtF (t) si t—1 q dtF (t) si t—1
i [ sine =)+ 4“2 [ () sin (T 1)
cos wAt

b : g : - mw’ o o
72/t th(i)smw(t—ﬂ/t diF (t) sinw (f — to) —T(q + d5) +
0 0

(mw)

1 b
] dtF (t t—1 ] F(t)si t—1
+qosinwAt /to (f)wcosw _)+qsinwAt (t)sinw o) +
~ 1 b t -
- dtF (t t—1t dtF (t) si t—1t
¢ mw sin wAt /to () eosw (t =1) to (t)sine (7~ to)

Assim, encontramos que a equagao operatorial de Hamilton-Jacobi sera

a2 g
* o

~

t
. w —
+ 4 F (1) — 1)+
10) qosin t/todt (t)cosw (t —t

t ¢
—Q0+ [coswAt/ dtF (t)sinw (t — t) —/t diF (t) sinw(to—f)] +
0

sin” wAt to

thw 1 b ~ 2
— —cotwAt+ ———— dtF (t) si t—t
2 cotw +2msin2wAt </t0 (~)smw( 0)) +
t t
— At [ dtF (t)sinw (t —1) | dtF (t)sinw ( —to) +
oA S /to (t)sinw (t —t) ; (¢) sinw (£ — to)

! /t GEF (D cosw (t— 8) [ diF (1) sinw (F— to) = 0

msinwAt f;, to
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Fazendo uso da identidade,

sinw (to — 1) =sinw (t — ¢ — At) =

= [coswAtsinw (t — ) —sinwAt cosw (£ — ¢)] (4.16)
podemos reescrever a equagao acima como:

> i hw
¢ — ZT cot wAt+

2m sin® wAt

L <_ /tt 4EF () sinw (to — ﬂ>2 T

1
T2 AL At tht t—1t) | dtF (¢ to —1
msinwAt " (t) sinw ( j/ (¢)sinw (to — t) +
m/ dF (7) cosw (£ —1) | dfF (7) sinw (fo —7) = 0

Fazendo novamente uso da identidade (??) encontramos
-~ i hw
¢ — 27 cot wAt+

cot? wAt
+ -
2m

/tdfF(i)sinw(t—f)/tdfF(t_)sinw(t—ﬂ—i—

to

2 A t t
—M/ th(f)sinw(t—f)/ diF (t)sinw (t — ) +
m to to
twAt [T - b _
_ O diF (t)sinw (t —t) [ dtF (f)cosw ( —1t) +
m to to
twAt [t L i
+CO u / ditF (¢)sinw (t =€) | diF (¢) cosw (t —1t) +
to

S i @y ) [ b im0+

to

COt / F(t)cosw ( t—ﬂ/th (t)sinw (t —¢) +
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¢ t

-l-L diF (t) cosw(f—t)/ dtF (t)cosw (t —t) +

2m to to
1 t t B B

- diF (t)cosw (t — 1) | diF (¢)cosw (t—t) =0

to to

Usando entao o fato que

tdfF (t)sinw (t —t) tdfF (t) sinw (t —to) =

to to

t t
= 2/ diF (f)sinw (t — 1) | diF (t)sinw (£ —to)
to to

encontramos finalmente,

% — % cotwAt =0
cuja solugao é
b(t) = % cot (wAE) — & (t) = %m (Asin (wA?))
Assim, a amplitude de transicdo para o oscilador harmonico forcado serd

o -om () () "o 3

Aplicando a condig¢ao de normalizagao para At — 0 encontramos
1 1/2 mw 9
1i 2111 = 1i _ - (g —
Ag}o< L) A0 <Asin (wAt)) P < 2ihsin (wAt) (4= ) )

2= (srsg) o0 (35)

onde S é o valor esperado do operador (??) entre os estados (2] e |1).

4.8 Transformagoes Canonicas

Vimos anteriormente que o gerador das variacoes infintesimais GG pode ser escrito numa
forma canodnica,

G = p;6g' — Hot
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que implica nas relagoes de comutagao canonicas entre os operadores que descrevem
o sistema, e também em equagbes de movimento canOnicas para os operadores na
descricao de Heisenberg, ou na de Dirac.

Por outro lado, vimos também que podemos alterar esse gerador por um termo de
superficie, de tal forma que o contetdo fisico do principio de acao nao muda. Agora, se-
ria interessante encontrar qual a forma de alteracao do gerador que preserva as relacoes
de comutacao,

G =5.04 — Hét

Quando mudamos da descricio em termos dos operadores §* para 61 temos que o

operador acao deve se alterar por

~ .
A~

08 =G — G = pidG — Hot — 5,65 + Hot

Assim, em termos de uma funcdo S <<ji,§i, t), obtemos o conjunto de equacéoes

.95 . 88
bi=%- —Pi==5
q' 0q
~ .35
ot

definindo uma transformagao canonica, desde que seja possivel resolvé-lo sem excessoes
para todos os qq e pp.

Um exemplo simples disso é dado por

cuja variacao,
55 =3 (700" + 357
i

é tal que

. o~
~1 ~

¢é a transformacao canodnica que troca gg com pp.
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4.8.1 Transformacoes Lineares

Uma transfromagao canonica linear geral é gerada por
& 1 A~ ~ =] ~i=j
S=3 (aijq ¢ + Bij {q q } + 74 q ) (4.17)

onde a, 3 e v sdo matrizes cujos valores pertencem ao anel escalar da teoria. Derivando

a expressao acima encontramos

bi = i@’ + Biq

~ i ~7
—D;i = Bji¢ + viq
ou ainda, em notacao matricial,

p=aq+33, -p=p"a+1a

de forma que

—flaq+ 7P =7

p=-0"4-~ (-6 taa+p7'p) =

= (v ra-p")a-~+8""p

ou seja,
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Em termos da transformagado explicita, as matrizes que aparecem em S podem

portanto ser escritas como
a=-b"ta, B=0b"t, y=—db!

Agora, as relacoes de comutacao restringem o espaco de transformacoes lineares.

Assim, impondo

encontramos
akey [@', @] + dbd] [6' p;] + O¥ey; [pin @] + 0¥ d] [pi, ) = ihok
atal [qi7in] + akpli [di,ﬁi] + bRigl [ﬁ“q@] + RBY [y, pi] = 0
cwjery [0, 4°] + engd] [, 55] + dfey [py. &) + did] [p;.5;] =0
usando entao as relacoes de comutacao canonicas, vemos que
ad’ — b =1

ab®’ = ba®T  cd” = dc”

Além disso, uma vez que as matrizes « e 7y sdo necessariamente simétricas, temos
também

b la=at (b_l)T — ab? = baT
dbt = (b)) d" = bTd = d"b

Para uma agao da forma (?77?), temos que o ordenamento temporal torna-se muito
simples,

08 =6¢' (Oéijfij + ﬁiﬁJ) + (ﬁij(?i + 'Yij/qﬂ) 57 = oW

o1 i1 i
W = 5aiquq] + 837 + i’yijqzq] + const.
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Assim,

(l12) = C (e, B,7) exp -

1 o o1
5 <—aiquq1 +B8i4'7 + §%‘quqj>

2

A condicao de normalizacao desta funcao de transformacao implica que
[ @liadatallo -

= !C(a,ﬂ,v)IQeXp% (5%- "7 — q’”q’”]> /dleP% Bij (¢ =) @) =

o2mh)"
~1C (e o) Pt (a=a) = 3 (@)
Temos entao que
i 1 2
C(p) = [(m)n det ﬁ]

onde a fase ¢ pode ser determinada impondo que essa funcdo de transformacao possa

representar também a transformagao identidade. Neste limite, vemos que

Oé—>—ﬁ,’)/—>—ﬂ,ﬁil—>0

<q| ‘(j) — e'® |:(27r1h)n det ﬂ] ’ exp % (ﬁ” (qvi _ qn) (qvj _ q’j))

Para que esta tltima expressao se aproxime do limite 6 (q’—q”) desejado, devemos

ter o = ¢, o que implica que
B i n % i /1 Ny i 1 i
(qllq) = K%) det ﬁ} exp — <§aijq ¢+ Bid' @ + 574 qj)

4.8.2 Aplicagao 1: Trocando Coordenadas por Momentos

Para o caso especial de uma transformacao do tipo
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nos temos a =y =0, 8 =1, de tal forma que

{allp) = (2371) 2 exp% (¢'pi)

Dada a lei de composicao das fungoes de transformacao, vemos que uma expressao
deste tipo é muito 1til quando desejarmos fazer a passagem de uma descrigao em ter-
mos de auto-estados de coordenadas, para a descricao em termos dos auto-estados dos
momentos. Veremos a seguir como obter este mesmo resultado utilizando o operador

acao e o processo de ordenamento cronolégico.

4.8.3 Aplicacao 2: Descrevendo o Estado Inicial

Em diversos casos de importancia pratica, o estado inicial do sistema é melhor descrito
em termos do seu espectro de momentos, e. g., feixes incidentes em problemas de
espalhamento. Assim, seria interessante saber como podemos escrever a amplitude de
transicao em termos de um estado inicial cujo espectro de momentos é conhecido.
Isto pode ser implementado utilizando o operador agao que conecta as descrigoes

dos estados em termos de coordenadas e em termos de momentos,

1, ;
Sfioﬁo = ) {qk (tO) » Pk (to)}

a propriedade de aditividade do operador acao,

e uma transformacao canonica.
Por exemplo, para o caso de uma particula livre unidimensional estudado anterior-

mente, temos que
g _ m(d*+ 5 — 2ddo)

Usando a equacao de movimento

1., .
+§{qO,po}

R R JANAR
q(t) =do+ —po
m
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encontramos,

P
Sipo = 514,Do} — %At

N =

Uma vez que o operador momento é conservado, p(t) = po, encontramos para o

operador principal de Hamilton a seguinte expressao:

/\2 .
* A Do h )
Wipo = o — 2OAt+ ln (-
a0 = AP0~ 5 Bt o (27rh>

onde reconhecemos a forma (??) com a =0, F=1e~vy = —QA—nfL.

Desta forma, temos que a amplitude de transicao serd dada por
1
. E . 2
Wasg — [ )" exp © _ P A
<27rh> PR\ o

4.9 Limite de Correspondéncia e o Carater nao-Hermitiano

St|e.

(q,t]|p,0) = e

da Acao Cronologicamente Ordenada

Uma vez que o operador principal de Hamilton é obtido a partir de um ordenamento
cronoldgico do operador agao, é de se esperar que o seu significado fisico esteja intima-
mente ligado ao limite de correspondéncia entre as Mecanicas Classica e Quéantica, e
portanto aos valores relativos da acao do sistema de interesse e do aparato de medida
usado para estudé-lo. Lembrando que a menor acao que o aparato de medida pode
exercer sobre o sistema é h, podemos estudar o limite classico variando o valor desta
relativamente a agdo S do sistema. Assim, a caracterizagdo diferencial da funcao de

tranformacao dada pelo Principio de Schwinger nos diz que

, S o 1
521y =i (2|6 <ﬁ> 1) =2 8]1)6 <ﬁ)

92 _ o4
W_Z<2|S|l>

contanto que S nao envolva explicitamente.



Capitulo 4. O Principio Variacional 97

Entretanto, o processo de ordenamento temporal introduz A na estrutura do op-

erador acao, pois é equivalente a uma mudanca no processo de medida, mas também

IBRIGEG

a(W/n ) i
2 s

define que

Isto nos indica que no limite A — 0 os valores esperados da agao e do operador
principal de Hamilton devem coincidir,
()= (5) _ ol
lim ———- =lim({ — ) <
hi—0 h h—0 \ Oh
ou seja, nos processos classicos ordinarios o ordenamento entre os operadores nao €
importante, de forma que os observaveis podem ser considerados como niimeros comuns.

Assim, apesar de W nao ser auto-adjunto, o termo h%—vf‘{ o corrige.

4.10 Simetrias, Invariancias e o Teorema de Noether

Quantidades conservadas sdo um dos aspectos mais importantes envolvendo sistemas
dinamicos. Como sabemos, o seu uso permite-nos resolver diversos problemas sem um
conhecimento detalhado da dindmica e podem ainda ser de grande ajuda na procura
pela solugao geral do conjunto completo de equagoes de movimento.

As dez quantidades externas bésicas que se conservam num sistema isolado estao
intimamente ligadas a forma invariante das leis fisicas com respeito a transformagoes
de simetria. Na busca por uma teoria unificada de todas as interagoes da fisica, um
dos principais motivos para se pesquisar o “alargamento” dessas simetrias é a compat-
ibilizagao de todos os subsistemas a serem incorporados. Nem sempre tais extensoes

das simetrias permanecem validas sob circunstancias gerais, o que nos obriga entao a
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incluir a propriedade de que essas simetrias sao quebradas num estagio posterior. Isto
pode ocorrer dindmicamente através de um termo explicito nas equacoes de campo ou
na Lagrangeana, ou espontaneamente como um fendomeno afetando as propriedades de
um estado.

Por esta razao, é muito importante saber em que constitui uma simetria de um
sistema, seja ela geométrica ou dinamica, e quais sao as quantidades conservadas asso-
ciadas a elas. Para uma grande classe de simetrias, as quantidades conservadas podem
ser determinadas por um processo bem automético que analisaremos nas préximas
linhas.

Uma simetria de um sistema de equagoes (sejam elas estdticas ou nao) é uma
transformacao das suas varidveis dependentes e independentes que mapeia solucoes
em outras solugoes dessas mesmas equacoes. As simetrias de sistemas Newtonianos
estaticos, como as teorias da eletrostatica, magnetostatica e gravidade Newtoniana, por
exemplo, estao relacionadas a simetrias geométricas da distribuicao de cargas, correntes
ou massas no espaco Euclideano E3.

Se um sistema nao € estatico, mas dinamico, como por exemplo uma funcao de onda
governada pela equacao de Schrodinger, entao tais transformagoes estao intimamente
relacionadas com quantidades que sao conservadas durante a evolucao do sistema, e
seu uso pode facilitar muito a resolucdo das equagoes dindmicas do movimento. As
simetrias estarao, neste caso, fortemente ligadas com as propriedades geométricas do
espaco definido pelas varidveis dindmicas. A incorporacido do principio de relativi-
dade Galileano na forma das nossas leis dinamicas, nos garante que as transformacoes
Galileanas (que afetam tanto as varidveis dependentes quanto as independentes de um
determinado sistema) sao simetrias de um certo sistema isolado. Tais sistemas podem,
contudo, ter ainda muitas outras simetrias de interesse fisico.

Se o sistema é descrito por um operador Lagrangeano, ao qual a aplicagdo do

Principio de Schwinger leva as equagoes de evolugao do sistema, nés podemos deter-
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minar as condigoes que esse operador Lagrangeano deve satisfazer de forma que tais
operagoes sejam transformacoes de simetria para as equagoes de Euler-Lagrange. Entre
essas transformacoes do espaco de configuracao, devemos escolher todas aquelas que
mantém a forma das equacoes de Euler-Lagrange inalterada, de modo a nos conduzir
a solucoes que sao também solugoes das equagoes nao transformadas.

As transformacoes de simetria estdo, portanto, intimamente ligadas com as mu-
dancas na forma funcional do operador Lagrangeano de L (d,&,t) para I:’(Q’,&’,t).
Para assegurar que esses dois conjuntos de equagoes sao inalterados na sua forma, de-
vemos também impor que o Lagrangeano seja invariante (ou covariante, como preferem
alguns) com respeito a essa transformacao. A covariancia implica simplesmente que o
novo e o antigo Lagrangeano devem diferir apenas pela derivada total com respeito ao
tempo de algum operador que é fungao exclusivamente do tempo e das coordenadas gen-
eralizadas. Para efeito de clareza na escrita, no que segue todas as quantidades, exceto
o pardmetro temporal, serdo consideradas como operadores, mesmo que o simbolo” néo
seja explicitamente indicado. Além disso estamos sempre nos utilizando da convencéao
de derivadas que mantém as variacoes dos operadores a direita.

A invariancia de S [q] sob t'=t'(t), ¢’; (") = ¢’ (qi, t) equivale a
dA (¢, t)

dt

dt’ o o
EL/((]?Zaq,Z?t’) =L (ql7qlat) +

(4.18)
Quando dA (qi,t) /dt = 0 diz-se que L ¢ invariante, do contrario é dito ser quasi-
invariante.

Um dos mais importantes teoremas da Fisica, formulado por Amélia Emile Noether,

nos diz que, sob transformacgoes infinitesimais
t=t+6t; ¢()=q¢ )+ (t); A=A (4.19)

a expressao (17) reduz-se, até primeira ordem em §, a

6L o o, d
: 5—qi[5q—6tq}+%J_0
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onde % € a derivada funcional e
q
oL . . oL
J = —0q¢" — —¢"— L | 6t — A
S~ (S50 -1)
Passemos a demonstracao deste teorema.
Do enunciado, temos que:
¢ (1) = ¢ (1) + 64" (¢) (4.20)
O mapeamento t — t’ da transformagao em (??) tem como jacobiano
o) dt d (dt)
J = =— =14 —= 4.21
o @ T a (421)
O jacobiano inverso sera
o (t) dt d (dt)
Jo — S e S 4.22
2T o) ar dt (422)
Facilmente vemos que estes jacobianos respeitam a propriedade
JiJo = JoJ1 =1 (4.23)
Portanto, a derivada dq'/dt’ serd
dg' _ dg' dt _ dg'
e~ dt dv dt 7’
dg' ., ..d(3t)
— =q' — ¢ —= 4.24
Da mesma forma, para a derivada de dg’ teremos
d[og'] _d[oq'] dt _ d[dq']
dt dt dt e ?
d[sq'] dléq’]  d[6q'] d (ot

v dt dt  dt
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O segundo termo em (??) nao contribui, pois é de segunda ordem em ¢. Logo,

d[dq'] _ d[oq]

= 4.26
ar’ dt (4.26)
Derivando (??) em relagao a t’
dgi _dg'(t) | d[oq (t)]
= 4.27
ar’ at’ * ar’ (427)
Substituindo (??) e (??) em (?7) obtém-se:
dg; .,  d(st)  d[oq (t)]
=4 -4 4.28
aw T T T a (4.28)
Quando variamos ¢ sob a transformagao (??) temos
i dgi  dg'
0¢" = - — 4.29
Substituindo (??) em (?7)
G d(0) dsgt ()]
St = ¢ — & o
q qa —q dt + dt q
. d[ég"(t)]  ,d (o)
0¢" = —q' 4.30
q 7 q'— (4.30)
Lembremos agora da expressao (?7),
ar o dA ()
—L(qi,¢) =L (¢4
@ d) (¢'.¢") + pm
Sob a transformacao (?7) ela pode ser reescrita como
e iy, dI0A(d
Multiplicando por Js obtém-se:
o P d [6A (¢’
Jo 1 L(q'i,¢i) = J2L (¢',4") + J2 194 (¢)] (4.32)

dt
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Aplicando a propriedade (??) em (??) e substituindo Jo pela sua expressao em (?7)

vemos que
L(qsd) = L(d,q") - dgit)L (¢".d") +
d[6A(q")]  d(5t)d[sA (¢)]
dt o dt dt (4.33)

Na equacdo (??) o tltimo termo pode ser desconsiderado, pois é de ordem 62,

Portanto
, . P d (dt) . d[dA (ql)]
L — L ’i, ,i _ L ’L’ 2 _ L 17 7
5 (¢4 —L(d¢") = 5 (¢'.¢") + 7
w0, 4[5 (q)]
L(dt. ¢ L= 4.34
o Ldd)+o = (4.34)
Porém
oL oL oL
6L = Z [a ~0q" +a—5q +8t§t] (4.35)
dL oL oL ., OL
= = i — 4.
di Z [8q Tagd T 815] (4:36)
Temos entao que:
d(otL) d(ét) 575%
dt  dt dt
d(ot)  d(dtL) dL
I L= T ot % (4.37)
Substituindo (??) em (?7)
d(ét) 5tL 8L i OL
dt Z&[ 2l t Ot}

Ot~ GOt + — Ot
di di Taal ottt

d(ot) . d(&L)—ZBLz gLZ %’; ] (4.38)
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Assim, de (?7?) e (77) %L + 0L pode ser escrito como

d (6t)
—L L=
gt +4
4 (8tL) OL s i OLs, 0L 0L

Substituindo (??) no tdltimo termo da somatéria em (?7) teremos

oL .. . d(5tL oL (d(dq" — ¢'ét
- [fg -]+ 252 (1052)

Se observarmos a ultima somatoéria em (?7) vemos que temos qui multiplicado por

(4.40)

uma, derivada temporal total. Desta forma, podemos escrever

5‘1_‘11&) oL ; 9
S | - [

{4 (@)

Substituindo (??) em (?7) teremos

_l’_

d((stL—F(SL Z[ i—q'i(st)]+d(gzL)+

s -00] -2 {5 (39 o)
[ ()] o)

d oL ,
o |OtL + ; a5 (8¢° — otg )] (4.42)
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Mas lembremos da definicao da derivada funcional para um funcional de primeira

ordem, ou seja,

5L 9L d <aL>

AN
Portanto (??) torna-se
d (0t)
——L+0L =
o +6
oL d 8L J 8L i
(4.43)
Substituindo (??) em (?7?) obtemos
5L d oL _ d[oA ()]
51[5q_q5t] dt _<§i:a_qiq_) T
6L
d oL _ ; oL ;
— —4q' — —q¢" —L|dt—-056A(q")| = 4.44
+dt[i8q'zq ( 81(1 ) (Q)] 0 (4.44)

Chamando o objeto dentro da derivada temporal de carga de Noether J obtemos

oL _ OL .. ,
J=Y —0¢" — —¢"'— L | 6t — oA (¢
E assim, (??) pode ser reescrita como

Gond]
Z(;z o — '3t + G =0

que € o Teorema de Noether para um sistema quantico com um ntmero finito de graus
de liberdade. Desta deducao, vemos que este teorema é independente do principio
variacional, e portanto independente do fato de a transformacao infinitesimal preservar

ou nao as equagoes de Euler-Lagrange.
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Se, por outro lado, tomarmos transformagcoes infinitesimais dos operadores coor-

denadas generalizadas que preservem o Principio de Schwinger, ou seja, variacoes que

pertencam a classe descrita no enunciado do principio variacional, (g—qLi = 0), teremos
que

dJ

-0

dt

Assim, vemos que a cada transformacdo infinitesimal que preserve o Principio de
Schwinger, estd associada uma lei de conservagdo, ou ainda, a cada tranformacdo in-
finitesimal de uma varidvel dinamica que mantém o operador Lagrangeano de um sis-
tema tnvariante variacionalmente, corresponde uma lei de conservagdo da sua carga de

Noether associada.

4.11 A Esséncia da Formulacao Variacional

Desta breve analise da formulagao variacional de Schwinger para a dinamica quéntica,
podemos notar que este trabalho representa um avanco do nosso conhecimento e com-
preensao dos principios subjacentes ao assunto em questao. Além disso, como bem
sabemos, qualquer formulacdo variacional de uma teoria é automaticamente covari-
ante desde que adotemos um operador Lagrangeano que seja invariante sob as trans-
formacgoes entre diferentes referenciais. Assim, o Principio de Schwinger abre-nos as
portas para uma teoria quantica que seja manifestamente covariante. As tradicionais
prescricoes de quantizagao nao estao postas numa forma manifestamente covariante,
e deve ser verificado para cada caso, separadamente, que a teoria satisfaz os requeri-
mentos de invariancia impostos pelos principios relativisticos. Isto raramente apresenta
grandes dificuldades para o desenvolvimento da teoria, mas seria de grande vantagem
construir uma teoria na qual fosse imediatamente conspicuo o fato de que os postulados
da relatividade sao satisfeitos. Numa teoria variacional, a covaridncia da teoria depende

somente da invariancia relativistica do operador Lagrangeano. Isso sera explorado um
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pouco mais adiante.

O principio variacional é o postulado bédsico que nos permite construir equagoes
diferenciais cuja solucao nos fornece a amplitude de transicao para o sistema de inter-
esse. H& diversas formas de se aplicar o principio variacional com este intuito. Neste
capitulo, vimos apenas um desses métodos, baseado no uso do operador principal de
Hamilton e do principio de correspondéncia. De fato, uma vez que as variacoes in-
finitesimais dos operadores acao e principal de Hamilton coincidem, e o valor esperado
desses operadores no limite classico, deve ser igual ao valor da variagao inifinitesimal da
acao classica, podemos dizer que um dos aspectos do Principio de Schwinger é estab-
elecer uma correspondéncia entre o gerador de uma transformacao candnica classica e o
gerador de uma transformacao unitaria do sistema quantizado equivalente. Em termos
praticos, podemos considerar isto quase como uma nova prescri¢ao de quantizacao para

sistemas cldssicos, conforme os exemplos dados demonstram.



5. Sistemas com Infinitos Graus de Liberdade

“Por mais que pensem de modo diferente, observadores da natureza dignos de crédito concor-
dam que tudo o que aparece, tudo o que se manifesta como fenémeno, deve indicar ou expor uma
cisdo origindria, que pode ser unificada, ou uma unidade primordial que pode ser cindida. Cindir
0 que esta unido, unificar o que esta cindido é a vida da natureza, eterna sistole e didstole, eterna
sincrese e didcrise, inspiragdo e expiracdo do mundo, no qual vivemos, criamos e somos.”

Goethe, A Doutrina das Cores, §739.

Discutiremos agora como podemos fazer a transicdo de um sistema nao-relativistico
com um numero finito de graus de liberdade, para um sistema relativistico com um
numero infinito de graus de liberdade.

Sistemas com infinitos graus de liberdade sao de interesse, principalmente, quando
lidamos com situagao mais energéticas do que aquelas que consideramos até aqui. A
medida que o nivel de energia do sistema cresce, cresce também, ainda que de uma
quantidade finita, o nimero de particulas envolvidas no processo de interesse e, por-
tanto, faz-se necessdrio um numero finito, porém alteravel, de varidveis para descrever
este sistema. O problema da obtencao de um limite continuo a partir de um espectro
discreto, na abordagem de Schwinger para a Mecanica Quantica, encontra-se tratado
de maneira mais cuidadosa na referéncia [?].

De acordo com os principios relativisticos, nao é possivel nenhum interferéncia entre

duas regioes espacialmente distintas em um dado instante de tempo. Isto significa que
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os varios graus de liberdade que caracterizam o sistema de particulas proposto acima,
sao exatamente os diversos elementos de volume no espaco tridimensional. Isto nos leva
a conclusao de que em lugar do operador Lagrangeano devemos nos utilizar de uma
densidade L que represente uma medida intrinseca das propriedades fisicas do sistema
e dependa somente das condigoes locais, ou seja, £ descreve as circunstancias fisicas
nas vizinhangas de um ponto do espaco-tempo. Seguindo o programa de descri¢ao
analitica do sistema, temos que o operador densidade Lagrangeano deve ser construido
a partir de quantidades dindmicas fundamentais. Podemos entao nos perguntar: qual
a natureza destas varidveis dinamicas? Elas devem descrever a evolucio temporal’ do
sistema, e portanto sdo funcoes do tempo. Por outro lado, como foi observado acima,
os elementos espaciais correspondem aos varios graus de liberdade fisicos, portanto
as variaveis dinamicas fundamentais devem também ser fungoes das trés coordenadas
espaciais, como forma de rotular os varios graus de liberdade. Assim, somos levados
a conclusao de que as variaveis dinamicas fundamentais sao fun¢ées do espago-tempo,
i.e., campos. Este argumentos nos mostram que a no¢ao de campo é inescapavel a
uma generalizacao natural da Mecanica Quantica que incorpore as idéias da teoria da
relatividade.

Denotando as varidveis fundamentais por x, () onde o indice a representa ou-
tros graus de liberdade além daqueles devidos ao espago quadridimensional, podemos

representar o operador acao por

5= /Q 4L (xa (2) ,2)

sendo df) o elemento de quadrivolume invariante.
Em geral, as equagbes de movimento e demais condigoes suplementares, tais como
vinculos e quantidades conservadas, que sao derivadas a partir do operador densidade

Lagrangeano, usando, ou nao, o principio variacional, sao manifestamente covariantes,

'Em um sentido relativistico.
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desde que esse operador seja invariante sob as transformagoes requeridas.

Por outro lado, as relagoes de comutagao usuais (ou seja, para o caso nao-relativistico)
sao, essencialmente, uma expressao da independéncia cinematica das quantidades dindmicas
fundamentais, mesmo que incompativeis, em diferentes pontos do espago num dado in-
stante de tempo. E evidente que a descricao covariante apropriada desta propriedade
geral deve envolver os campos em dois pontos do espago-tempo que nao possam ser
conectados por sinais luminosos, i. e., dois pontos sobre uma superficie do género espaco.

O estado de um sistema fisico é definido em termos do niimero maximo de medidas
compativeis que podem ser feitas sobre um sistema. Se o estado for definido sobre
uma superficie do género espaco, entao uma medida feita sobre um dado ponto desta
superficie é compativel com outra medida realizada sobre um outro ponto qualquer
da mesma superficie, uma vez que o disturbio introduzido pelo ato de medicao nao
pode se propagar mais rapido que a velocidade da luz, e portanto as duas medidas
nao podem se interferir mutuamente. Assim, um estado pode ser especificado como um
autovetor |a, o) de um conjunto completo de operadores A (que representam observéveis
compativeis), associados com uma dada superficie o do género espaco. Sempre ha, ao
menos localmente, um sistema de coordenadas no qual esta superficie do género espago
pode ser descrita por trés coordenadas espaciais ortogonais a um quadrivetor do género
tempo que define o tempo local. Neste referencial particular, o vetor de estado pode
ser escrito como |a,t). Temos entao que o problema da dindmica quantica relativista é

2

determinar a fungao de transformacao <a2, 02‘ ’al, 01>, onde o' e 02 sdo duas superficies

distintas e a' e a? sdo os autovalores do conjunto completo A, associados a cada uma
destas superficies.

Com isto, temos que o principio variacional de Schwinger pode ser escrito na forma

5<a2,02‘ |a1,al> = 2‘<a2,02‘ 68 ‘a1,01> =

_¢<a2,02\5[/9d95(><a (:r),x)] lat, o) = ([,‘/,) do, G (o)



Capitulo 5. Sistemas com Infinitos Graus de Liberdade 110

Em implementacoes praticas da expressao acima pode ser necessario a utilizacao de
condigoes de contorno para os campos na borda das superficies do género espaco ou,
equivalentemente, sobre uma superficie do género tempo ligando as duas superficies o,
de forma a delimitar o volume de espaco-tempo de interesse.

Extensoes dos resultados obtidos anteriormente na Mecanica Quantica pontual,
seguem de maneira natural, embora a demonstracao de algumas das propriedades gerais
da teoria seja trabalhosa. Particularmente, pode-se mostrar que as relagoes de co-
mutacao canonicas obtidas através do Principio Variacional sdo covariantes, além de
fornecerem também os geradores infinitesimais das transformagoes de Lorentz [?, ?].
Em lugar de repetir aqui estas demonstracoes, partiremos para a exemplificacdo do uso
dos métodos variacionais através de exemplos simples, porém de grande importancia.
Uma vez que nos exemplos a seguir o que figura sempre é o operador densidade La-

grangeano, denotaremos este simplesmente por L, em lugar do caligrafico L.

5.1 Aplicagao 1: Campo Eletromagnético Livre

Nos exemplos que seguem todas as quantidades envolvidas sao operadores, nao ob-
stante, omitiremos o simbolo ™ com o intuito de nao sobrecarregarmos a notacio e
permitir uma leitura mais clara dos resultados.

Suponha entao que o campo eletromagnético livre seja descrito pelo seguinte oper-

ador densidade Lagrangeana

1
L:AVOBMF‘“’fF‘“’oauA,,JriF“”FW:

1 v 17 v v v
= 5 (A0, — O, F™ A, — F*0,A, + 0, A F" + F*F,,) (5.1)

onde encontra-se implicita a hipétese de que os campos A, e F* sao independentes

entre si. A operacdo o deve ser entendida como a melhor simetrizagao possivel entre os
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operadores em questao, tanto na ordem quanto nos indices.
De acordo com o Principio de Schwinger, as equagoes de Euler-Lagrange para os

Apg sao dadas por

oL 1
af _ _ - Bex af
T 90aAs) 2 (Fo = 7e7)
oL 1
=z wB _ By
DAz 2 (a“F O F )
OL 5 9L _,

045 "0 (9aAp)

% (aﬂFuﬂ _ 8VF5V) _ % (aaFﬂa — aaFo‘ﬁ) = (‘)MF/M —9,F% =0 (5.2)

Analogamente, temos que os F*? satisfazem

oL 1
A _* A oA
Was =75 (5FoB) ~ 2 (A55 o0 ﬁAa)
oL 1 1
oL oL
gFas ~ Ngaypen) — 0 7 Fas = adds = 9pda

o que nos mostra que o tensor Fy,z é anti-simétrico. Usando este fato, a equagao (?7)
pode ser reescrita como

O, F» =0

Por outro lado, o gerador das transformacoes infinitesimais dos campos pode ser
obtido substituindo-se alguns dos resultados acima na expressdo geral (77?), ou real-
izando explicitamente o processo de varia¢ao do operador densidade Lagrangeana (77).
Adotando-se este 1ltimo método, encontramos que o termo de superficie na variacao

de L sera dado por
1
G= /dau§ (6A F"" — FFY§ A, + ALOFH —0F"MA,) +

1
- / doada® S F" Fy
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O gerador das variagoes funcionais dos campos presentes na teoria pode ser encon-

trado fixando-se o ponto do espaco-tempo para o qual olhamos,
0x* =0

Este gerador, por sua vez, deve nos conduzir a relagoes funcionais entre os comutadores
dos campos fundamentais, isto €, a dlgebra que os campos fundamentais satisfazem sob
a operacao de comutagao.

Usando entao o gerador para as variacoes funcionais,
G Campos = %/daﬁ (0A, (z) F*" (z) — F* () §A, (Z) + Ay (T) 0FM (z) — 6F"* (z) A, (2))
encontramos que a variacao induzida no operador Ay é dada por,
0A) (z) = —i[Ax (z), Geampos)
onde (z — z)? < 0. Com isso, temos que

§Ay (z) = —i [AA (z), / daf;% (GA,FY" — FM§A, + A,6F" — §F"MA,)| =

_ _Zé / do® ([Ax (x) ,6A,) F7 — F¥¥ Ay (z) ,0A,] +

+5A, [Ay (x), FYM] — [Ay (z), F*™] 5 A, +
+ [Ax (2) , Ay (2)] 0OF (Z) — 6FF (Z) [Ax (2) , Au (Z)] +
+A4, (2) [Ax (), 0F" (2)] — [Ax (2) , 6F"™ (2)] Ay (2))

Analogamente para F°:

SFB () = — [Faﬂ (x) ,GCampos] _
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_ —zé / o, ([0 (@) .64, @)] P (2) — F# (@) [P (2) 64, ()] +
+ 64, (7) [Faﬂ (z) ,F”“] ~ [F@ﬁ (), FH (ai»)] SA, (7) +

+[Fo7 (@), Ay (3)] 6P (2) — 6P () [F*7 (x), A, (3)] +

+A, (7) [Faﬁ (), 6FH <:z~)} . [Faﬁ (), 6 FVH (:z)} A, (a‘c))

Usando a hipdtese usual de que as variagoes sao proporcionais ao operador identi-

dade,

[Ay (2),8A4,] = [F@ﬂ () ,5,4”} = [Ay (z),0FM] = [Faﬂ () ,5FW} ~0

(5.3)
temos que as expressoes acima se reduzem a
Ay (2) = —i / do” ([AA (), FlvH (:7;)} A, () +
+[Ar (), A, ()] 61 (2)) (5.4)
SFOP (z) = — / do,, ([F"‘ﬁ (z), Flval (g-c)} 5A, (%) +
+ [F8 (@), 4, (2)] 6P (3)) (5.5)

Uma vez que na expressao (?77?) sé a parte antisimétrica do tensor F'*¥ contribui, em
virtude das relagoes (77), vemos que é razodvel esperar que as partes simétrica e anti-
simétrica desse tensor tenham variagoes induzidas distintas e independentes umas das

outras. Separando entdo o tensor F®? em partes simétrica e antisimétrica, encontramos
SFOP () = / do,, ([FW) (z), Flv (@)} A, (7) +

n [FW) (), A, (f)} gFlm (:z«)) (5.6)

S () = —i / do, ([FO7) (@), P ()| 54, (@) +

+ [Fed) (2), 4, ()] 650 (2)) (5.7)
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Fazendo entao uma escolha de referencial tal que o elemento diferencial da hiper-

superficie do tipo espaco possa ser escrito como
do,, = nydxdydz , n, = (1,0,0,0) — dog = dxdydz

teremos que z° = z°. As equacdes (??), (??) e (??) formam um conjunto de equacoes
funcionais entre os campos e suas variagoes. Explorando entdo a hipétese de que os
campos A,, Fl*Al ¢ F(@B) g30 cinematicamente independentes entre si, vemos que a
Unica solugao possivel para a primeira destas equacoes, é que os campos satisfacam,

sobre a hipersuperficie o, as identidades:
Ay (x), F" (x) =00 (x = %) (5.8)
[Ax (%), Ay (X)]g = 0 (5.9)
onde o sufixo 0 no comutador serve para indicar que os operadores envolvidos sao ambos

avaliados num mesmo instante de tempo fixado pela hipersuperficie do tipo espago.

Além disso, das relagoes (?77) encontramos

PO (z) = —i / doo (|F1* (2), I (2)] 64, (2) +

+i6 (x — %) §Fle0 (:7;))

Assim, vemos que para estas componentes do tensor FI* uma das possiveis solucdes
para as relagoes funcionais é

Flotl () FPO (z) =0 (5.10)

Por outro lado, da equagao (?7?) vemos que a unica soluc¢ao possivel para as relagoes

funcionais entre os operadores de campo é

F©B) (y), F0l (:7;)} :[FW) (z), A, (z)] =0 (5.11)

0 0
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O conjunto de equagdes (?7,77,7?) constitui as relagoes de comutagao canénicas
para o campo eletromagnético. De fato, estas relagoes habilitam-nos a interpretar
FI — 77 como o momento canénicamente conjugado ao operador A,, o que carac-
teriza o par (A,, ") como as quantidades dindmicas fundamentais para a descrigao da
interagao eletromagnética. Com esta interpretagao, vemos que, pelo lema de Schurr,
as relacoes (?7) implicam que a parte simétrica do tensor F*% deve ser proporcional
ao operador identidade. O uso das equagtes de movimento, permite-nos entao fixar o

valor da constante de proporcionalidade como sendo zero.

5.2 Aplicacao 2: Campo Livre de Dirac

O campo de Dirac, como bem conhecido da literatura, pode ser descrito, no sentido do
estabelecimento de suas equagoes do movimento, por duas densidades Lagrangeanas,
rotuladas pelos nomes de simetrizada e nao-simetrizada, consistindo esta denominacgao
uma referéncia a forma da Lagrangeana com respeito ao campo de Dirac 1 e seu
conjugado 1.

Estamos agora interessados em estudar qual a dependéncia das relagcées de co-
mutac¢ao, obtidas via Principio de Schwiger, com respeito a forma funcional da densi-
dade Lagrangeana que descreve os campos de interesse. Para tanto, concentraremo-nos
na Lagrangeana

A—1
2

A+

1-
L=1 5 Yo +i

Optbyt'p — mapi) (5.12)

onde A é tomado como um parametro livre a ser determinado posteriormente. Salien-
tamos que para A = 0 temos a densidade Lagrangeana de Dirac simetrizada, enquanto
que para A = 1 obtemos a densidade Lagrangeana nao-simetrizada. Dessa forma, o
estudo da Lagrangeana acima, com parametro livre A, pode ser considerado como um

estudo mais completo dos campos fermionicos, dentro do escopo de nosso interesse aqui.
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Seguindo o formalismo geral desenvolvido previamente, podemos calcular as quan-

tidades,
o OL A +1- .,
@) 2

utilizamos aqui os simbolos Wg apenas por brevidade de notacao, nao implicando neces-

sariamente que estes sejam canonicamente conjugados ao campo de Dirac. Prosseguindo,

podemos ver ainda que

oL  A—-1_ - -
@ = ZT@L?M” —ma
de modo que a equagao de movimento assim obtida se escreve
oL oL - _
— — Op—— = —10, " — =0
Demaneira andloga para o campo 1 obtemos,
oL A—1
a_ = a
Y B
oL  A+1 ,
8_7E =1 9 i 8;ﬂ/} my
oL oL o B
%—(%W—w Oap —myp =0

Aqui, duas caracteriscas nos chamam a atencdo. Em primeiro lugar, vemos que
as equagoes de movimento sao completamente independentes do valor assumido pelo
parametro \ e, por outro lado, vemos qua as variacoes relativas a um campo acabam por
determinar a equacao de movimento do seu campo conjugado. Assim, vemos que, em
termos da evolugao dindmica, a densidade Lagrangeana (?7) de fato descreve o campo
de Dirac, como esperado. Nao obstante, sabemos que a natureza de um sistema quantico
nao pode ser completamente especificada apenas pelas suas equacoes de movimento, é
necessario ainda conhecer como os campos conjugados relacionam-se entre si sobre a
hipersuperficie do tipo espaco que caracteriza o fenémeno em si. Em outras palavras,

faz-se necesario conhecer as relagoes de comutagao entre as componentes dos campos.
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Com este intuito, calculamos a variacao geral do operador densidade Lagrangeana,

que pode ser expressa por

A+1 1_
. D5 (D)) +

Dbyt ) — mbypyp — mapdep

5L = i 5y “aWHAJF

/\

+i 5 (9,0) “wﬂA

Explicitando a variagao em termos de uma variagao funcional e da variagao devida

a mudacga de ponto de observacao, encontramos

A+l - A+l
SL = i Soin B + iy D00 +
A

-1 _ A —
HTa“ (600) Y"1 + i

L 0,80 — mdodup — midSow+

+62%0, <i)\ DY + z)\ Oy — mww)

Utilizando a identidade de Leibniz, essa variagao do operador densidade Lagrangeana

pode ainda ser escrita na forma,

L = Sotb (in*8,1p — map) + (=i, by™ — mad) b +

+ 0, (i)\ 1501&7“1/1) +

+0x%0, <i)\

) “50¢+i)\_

byt w—l—z)\

Apibyt' — WW)

Reescrevendo o termo de superficie em termos da variagao geral,

8L = both (i Db — map) + (=iByuby* — mab) bt +

A+1 - A—1_ -
+a, (z ;r Bop i 5¢7“¢> n
— (Sl’aa,u <Z)\ Ma w + Z/\ oﬂﬁ’Y“ﬂ))
A )\
+6x2%0,, (z “8“1/1 +1 ;ﬂﬂ’}’“lﬁ mi/”’b)
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Assim, variando-se a forma dos campos a ponto fixo, encontramos que, de acordo
com o Principio de Schwinger, o gerador infinitesimal associado a esta variagao tem a

forma
A—1
2

A+1- . -
G= /dau (z 5 Yyt +i 51/}7’%)

O que desejamos agora € saber se este gerador pode, de fato, fornecer-nos as relagoes
de comutacao adequadas para a descricao de campo fermiodnicos. Escrito em termos
das componentes dos campos em questao, o gerador acima serd dado por
A—1

2

)\ _ —
G = /dau <Z —21_ I@Z’B (") Be S +i 5P (") Be ¢C>

A variacao infinitesimal gerada por este em uma das componentes do campo de

Dirac é entao?®
1 .
§5¢A =—1 [¢A,G} =

=i o (5 {0 0w M o 2 (1 (w00 + )
A— A
2

-1

FiA L (w6} (B0 — i

s {0, (87} )
onde lancamos mao da identidade
[A,BC]|={A,B}C — B{A,C}

Agora, impondo, como usual, que as variacoes dos operadores de campo sejam propor-

cionais ao operador identidade,
{4, 00°} = {9,605} =0

encontramos,

gout = =i [[do, (1252 {w 0w ()2} 00 = 2 60w {u (20}

2Vide final da secéo 4.4.
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Uma das possiveis solugdes desse sistema de equagdes é
O+ 1) {6 ()0 () (1) } 56 (x =)
{0100, 08 30 ()0} = 57540 (x =
{#1 60, (1) v} =0

Explicitando esses resultados em termos do campo adjunto,

5 (x) =vh () (')

{1 00,0l (9} = 7080 (x—x) (5.13)

De maneira analoga, obtemos para o campo conjugado,

5004 = i [$4,G] =

—(WA = /dau < {TZ_)Aa (7”)5 %Z)C})

e temos mais uma vez que uma das possiveis solugoes desse sistema é dada por

@/)AﬂlJB( "o }CWC—

== {Ba ), () o v ()} =086 (x = x)

{469, (02w ()} =~ 685 (x %)

{40, (1) 08 (9} =84 () (1) 0 ¥ () + (1°) 0 ¥ () 4 ()
{#a,im ()8} =0

Podemos ainda colocar isto em termos do campo adjunto,

D

D (x) = ¥h (x) (1) 4

{07 ()0} (0} =~ 085 (x— %) (5.14)
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— - B D
{04 (). (1)} = {vh ) (1)) vk )} =0
Agora, para que os resultados (?7?) e (??7) sejam compativeis entre si, faz-se necessario

que
1

A—1 A+l

—1-A=X4+1-A=0

Este resultado nos mostra, de maneira bastante direta, que a Lagrangeana mais

simétrica possivel é, em certos casos, a mais adequada para a descricao do sistema.



6. Sistemas Singulares e Simetria de Gauge

“Que experiéncias sejam apresentadas sem nenhum vinculo tedérico e que se deixe o leitor
ou estudante tirar como quiser suas conclusoes, eis uma exigéncia estranha, que jamais pode
ser cumprida mesmo por aqueles que a fazem. Pois apenas olhar para as coisas ndo pode ser
um estimulo para nds. Cada olhar envolve uma observagao, cada observacao uma reflexao, cada
reflexd@o uma sintese: ao olharmos atentamente para o mundo ji estamos teorizando. Devemos,
porém, teorizar e proceder com consciéncia, autoconhecimento, liberdade e - se for preciso usar uma
palavra audaciosa - com ironia: tal destreza é indispensavel para que a abstracido, que receiamos,
e o resultado empirico, que desejamos, nos seja util e vital.”

Goethe, A Doutrina das Cores, Prefacio.

Neste capitulo pretendemos analizar em mais detalhes o problema dos sistemas com
vinculos entre os seus graus de liberdade e a relagao destes com a simetria gauge. Em
particular, vimos no capitulo anterior que o Principio de Schwinger foi capaz de nos
fornecer relacoes de comutacao para os campos fundamentais, aparentemente, “a gauge
livre”. Nao obstante, dado a existéncia de problemas com outras quantizagoes a gauge
livre [?], certa cautela se impoe.

De fato, uma forma mais geral de se colocar este problema, é nos indagarmos se
hé uma equivaléncia completa entre a formulagao variacional de Schwinger e outros
procedimentos de quantizacao de sistemas singulares. Apesar de podermos encontrar

na literatura algumas “provas” dessa equivaléncia |7, 7|, nossa opinido é de que o assunto
b )
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ainda nao foi estudado com o devido cuidado para que uma conclusao definitiva possa
ser estabelecida. A motivagao para esta opinido pode ser encontrada num estudo mais

atento do campo eletromagnético livre, como faremos a seguir.

6.1 Um Estudo de Caso: O Campo Eletromagnético Livre

No capitulo anterior deduzimos as equagoes de movimento e as relagoes de comutacao

para o campo eletromagnético livre. Nao obstante, a equagao de movimento,
Fop = 0aAg — 0344

implica que o tensor Fi3 ¢ puramente anti-simétrico, de forma que podemos escrever

o gerador das variacOes funcionais nos campos como
<1 [k0) [k0]
G = [ dog; (5Ak () FIRO) (1) — §F101 (29) A, (x)) (6.1)

e isto implica que somente seis componentes dos campos Ag e Fi,3 podem ser variadas
independentemente.

As equacoes de movimento para estas componentes s&o
80Ak = 8kA0 — FkO (62)
80Fk0 — —81Fkl

Agora, ndés devemos examinar o restante das equagdes de campo para ver se as

componentes dependentes estao, ou nao, determinadas:

Frp = O, Ay — 01 Ay
OLF* =0 (6.3)
Assim, vemos que Fj; estd determinado, uma vez que pela equacao (??) podemos

determinar os Ag. Entretanto, Ag nao estd determinado, e temos em consequéncia um

vinculo (?77?) sobre as componentes do campo elétrico.
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Por outro lado, hd uma liberdade na escolha das componentes de Ag em virtude da
transformagao de gauge
Ag — Ag+ 03P
Podemos agora empregar um conhecido teorema do calculo vetorial, devido a von
Helmbholtz [?], que diz que qualquer vetor pode ser decomposto em uma parte longitu-
dinal (que é o gradiente de um escalar) e uma transversal (que é o rotacional de um
pseudo-vetor),
A = AL+ AT
AT =0 opAF — Ak =0

Se fizermos entao uma transformagdo de gauge, encontramos

Ay = Ay + 0@
AL = AL 4 0, @
Al = AL

Assim, vemos que a transformacao de gauge afeta somente a parte longitudinal de
A t FRO ¢ te t 1 tem divergéncia nul
k, enquanto que é puramente transversal, uma vez que tem divergéncia nula.
Com isto, as equagoes de movimento para as componentes independentes também

podem ser decompostas em suas partes longitudinais e transversais,
Oo Ay = 80A£ + 80AT = O Ag — Fio
(%Aﬁ = 0L Ag (6.4)
DA} = —Fro
Utilizando uma escolha de gauge apropriada, podemos fazer

AF = 9@

Ag = 0p® (6.5)
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de forma que (??) pode ser interpretada como uma condigao de integrabilidade sobre

a funcao de gauge P.

Com esta escolha, temos que o gerador das variacoes funcionais pode ser escrito

Ccomo
Ay = ® + AT

G = / do %(5 00 (2] P (2) — 6P () 940 (2)) +
i’y

o

Se somarmos o termo de superficie

(6AT (@) FIRO1 () — s prlkO] (3) AT (xj)

0, = %ay (Fi1,®)
a0 operador densidade Lagrangeano (?7) original, temos que o novo gerador serd
G—— / ot FI (o) 5 [0, ()] + / dots <<5AT (a) P (2) — 578 (2) AT () =
_ / ooy [P () 60 (2)] + / o2 9 FIF) () 5 (2) +
/ dog - (5AT (@) FIEO (37) — s IO (37) AT (33'))

Na penultima linha acima, a primeira integral se anula em virtude das condigoes de

contorno sobre o campo elétrico no infinito espacial, enquanto que a segunda se anula

devido & lei de Gauss (?7?).

Obtemos assim, um gerador que é puramente transversal:
G / do s (SAT () F (2) — 5149 (2) AT (a)

Este gerador nos leva entao a relacoes de comutacao canonica para as componentes

transversais dos campos,

(AT (). A7 ()], = [FP o), F1 (39| =0
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[Ag (x), FliO) (X)):|O =6}6T (x — )

onde §7 (x — x) indica a componente transversal do funcional delta.

De acordo com o teorema de von Helmholtz, temos
61T (x —x) = 6}6 (x — X) — I'E), (x — %)
onde Ej é um vetor puramente longitudinal, ou seja,
Ei (x — %) = 04D (x — %)

Assim,

5L (x — x) = 6}6 (x — x) — 9'0,D (x — X)
Porém, o lado esquerdo dessa identidade tem divergéncia nula, portanto,
) (5,55 (x — x)) ~ 989D (x—x) =0
—03,0 (x — X) = 03,0,0'D (x — X)
90D (x —x) = =0 (x — X)

Usando uma representacao integral para o funcional delta, encontramos a solugao

dessa equacao,
D( ) 1 !
X—%X)=—
4m |x — X]

0 que nos mostra que a parte logitudinal de Ay estd intimanente ligada ao potencial de
Coulomb.

Essa ligacao foi evidenciada pela escolha de gauge! que fizemos ao tomar a equacio
(?7) como uma condicao de ingrabilidade sobre a funcao de gauge.

De fato, a decomposicao de von Helmholtz mostrou-nos que hé uma escolha de

gauge implicita ao derivarmos as relagoes de comutagao. Uma vez que apenas seis das

'Esse gauge é conhecido na literatura como gauge da radiacéo, pela sua utilidade na resolucio de

problemas envolvendo a propagacao de ondas eletromagnéticas.
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vinte componentes originais dos campos A, e F},, sao independentes entre si, como nos
mostra o gerador (?7), foi necessario esclarecer em que etapa foram estabelecidos os
vinculos entre esses graus de liberdade. O que a anélise dos graus de liberdade fisicos
nos mostrou é que ao tomarmos (??) como uma condi¢ao de integrabilidade, ou seja,

ao fazermos a escolha de gauge (77?), realizamos, de fato, a fixagdo de gauge do sistema.

6.2 O Formalismo de B-Field

Vimos na secao anterior que é possivel, através de uma escolha de gauge apropriada,
fixar o gauge do campo eletromagnético livre?, na formulacio de Schwinger, para o caso
do gauge da radiacdo. Entretanto, ainda ndo esté claro se as relacdes de comutacio®
(77,27, 77) sdo, de fato, relagdes de comutagao a gauge livre. Nao obstante, sabemos
que o gauge da radiagao pertence a uma classe muito particular de gauges, a dos gauges
lineares®. Desta monta, podemos imaginar se nio seria possivel flezibilizar a escolha de
gauge (?7), de maneira a incluir os demais gauges lineares como outras possibilidades.
Entretanto, sabemos que uma dada escolha de gauge afeta nao somente as relacoes
de comutacao, mas também as equagoes de movimento para os campos, e dado que o
formalismo de Schwinger nos fornece, em todas as suas etapas, expressoes covariantes,
seria muito interessante que esta implementacao da classe de gauges lineares se desse
também de maneira covariante.

Para implementar a fixacao de gauge do campo eletromagnético livre covariante-
mente, introduzimos um campo escalar hermiteano B (x), denominado B-field, seguindo

um formalismo originalmente introduzido por Nakanishi [?]. Em termos desse campo,

a densidade Lagrangeana proposta por Nakanishi [?] para descrever o campo eletro-

2E, portanto, também a forma explicita das relacées de comutacéo.
3 Antes de fazermos a escolha de gauge (?7).

*Outros exemplos de gauges lineares sio o gauge de Lorentz e o de Fermi.
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magnético é

1 1,
L=~ FM"Ey +B0"A, + SoB

Esta densidade Lagrangeana e o método de variacao de Palatini [?] podem ser utilizados
para propor um operador densidade lagrangeano que serve de ponto de partida para a
abordagem de Schwinger.

Analizaremos em primeiro lugar o caso do campo vetorial de massa nula, para em
seguida ver se o modelo de Proca constitui de fato a sua generalizagao natural, ou seja,
fornecendo-nos um bom limite de massa nula. As linhas gerais do que pretendemos

expor a seguir podem ser encontradas nas referéncias [?, ?].

6.2.1 Campo Eletromagnético Livre

Suponha o seguinte operador densidade Lagrangeana para o campo eletromagnético
com um campo escalar hermitiano auxiliar, B (z):

1

L=
2

1 1 1 1
{F‘“’, > (OuAy — BVAM)} + ZFWF’“’ + 3 {B,o"A,} + 50432

onde {a, b} expressa o anticomutador dos operadores de campo a e b, a é um parametro
escalar fixo, e encontra-se implicita a hipétese de que os operadores de campo her-
miteanos A, , F*¥ e B sao independentes entre si, como proposto pelo método de
Palatini [?].

Considerando apenas variagdes a ponto fixo temos
1 " Jp—
0L = 1 {0F"  (0,A, — 0,A)} — 1 {F* (0,04, — 0,0A,)} +
1 1
+ Z (5FMV) nu'ynaVF’YE + ZF’“’UW%V (5F’y€) +

1 1 1 1
+ 5 {0Bn",0,4,} + 5 {Bn™.0, (0A.)} + 50 (0B) B+ 5aB (3B)

Realizando as contragoes com a métrica de Minkowski, e renomeando indices mudos

temos:
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1 1
OL = L0, {F"" — F" 2By ,6A,} — L {6F™, (9, Ay — 0,A,) = Fiu} +

1 1 1
+ 1 {0, (F" — F"') J0A,} + 3 {6B,n"0,A, +aB} — 3 {0,Bn"",6A,}

Integrando a variagado de d L num volume vemos que o primeiro termo do segundo
membro pode ser transformado em uma integral de superficie com o uso do teorema de

Gauss.
/ SLd*z = ja{ do, H {F"' — F*™ 1 2Bn"" 6 A, }| +
- / i {6F™ (9,A, — 0,A,) — Fup}d'a +
- / i {0, (F*™ — F"M) 6 A, } d*x +
- / % {6B,n"8,A, + aB} — % {0,Bn™ 5A,} d*x

Os termos restantes nos fornecem as equagoes de movimento para os campos,

9, FM — "B =0 (6.6)
O, A, — 8,A, = Fy (6.7)
A, +aB =0 (6.8)

Sabemos que é exatamente o termo de superficie que nos fornece o gerador das

transformagoes infinitesimais dos campos, G. Usando uma notacdo mais compacta,

Gr-ai= ([ - [ Jam L e mnn)]

onde usamos a condi¢do de contorno de anulamento dos campos no infinito espacial.

temos:

Usando entao o gerador para as variagoes funcionais sobre uma das superficies, encon-

tramos que a variacdo induzida no operador Ay é dada por,

5AN(2) = —i[A) (2),G]
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onde (z — x)? < 0.
Supondo que §A, é proporcional & identidade, o que implica que A, comuta com

todos os outros operadores temos
5 Ay (z) = —i / do¥ [Ay (x) , 77 ()] 6 A, ()

onde 7 (1) = FI"M () + B () .
Fazendo entao uma escolha de referencial tal que o elemento diferencial da hiper-

superficie do tipo espago possa ser escrito como

do, = nydxdydz , ny, =(1,0,0,0) — dog = dedydz

teremos que z° = z°. Vemos que a tnica solucdo possivel para a primeira destas

equacoes, ¢ que os campos satisfagam, sobre a hipersuperficie og, as identidades:
A (), (F () + 7B ()| = 0,03 (xx =)

onde o sufixo 0 no comutador serve para indicar que os operadores envolvidos sao
ambos avaliados num mesmo instante de tempo fixado pela hipersuperficie do tipo
espaco. Esta expressao nos indica que o momento canonicamente conjugado a Ay deve
ser FI'0l 4 0B,

Usando entao o gerador para as variacoes funcionais encontramos que a variagao

induzida no operador F*% é dada por,
SFB (z) = —i / Ao [F*7 (2) 5% (2)] 64, (2)

Podemos ainda escrever a expressao acima considerando a independéncia das partes

simétrica e anti-simétrica de F*P:

SFOD) (2) = —i /

o

do? [FW/@) (z), 7" (:v')] 5A, () (6.9)

SFIP (z) = —i / do? [F["“ﬁ] (z), 7" (xﬂ 5A, (2) (6.10)
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Usando o gerador para as variagoes funcionais encontramos que a variagao induzida

no operador B é dada por
5B (z) = —i / do® [B (z) , 7 ()] 6 A, () (6.11)
Multiplicando (??) pela métrica de Minkowski e somando a (??) obtemos
578 (2) = —i / o [0 (2), 7% (29) 64, (2)

FEsta expressao nos mostra que as variagoes no momento canonicamente conjugado a
A, sdo induzidas pelas variacoes dA,,.

Por outro lado, somando-se o termo de superficie
Lo [ pivn) vu
A== ¢do30 {F + By ,Al,}
temos que o gerador das variagoes funcionais se torna
G= do, s {5FW 4 5By A, — do,+ {57, A
—_— Uu§ + 6Bn"H, ,,}—— Uﬂﬁ{ﬁ JALY

de forma que as variagoes induzidas nos campos serao
Sar () = [ do (4 (@), A4, (2 577 (2)

5P (3) = i /0 Ao [F% (2), 4, ()] % (a9

0B (x) = z/ daz/ [B(z),A, (2)] on"H (2 (6.12)

Separando o tensor F' em suas partes simétrica e anti-simétrica, e supondo as

variagoes destas independentes entre si,

SFD) (2) =i /

[

do? [F@ﬁ) (), A, (x)} St ()

SF () — / o [FIo9) (@), 4, ()] o7 (@)
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Somando-se esta ultima com (??) multiplicada por n®? obtemos
518 () = i / do” [waﬁ (z), A, (x)] St ()
Ficamos entdo com o seguinte sistema de relagoes funcionais,
§Ay (z) = —i / dof [Ay (z), 70 ()] 64, (2)
518 () = —i / o’ [waﬂ (z), 70 (w’)] SA,
FA(2) = i / do? [Ax (z) , A, (2] 67 (2)

onP () = i/Udo*S, [W“ﬁ (x),A, (:B)] om0 (2)

Se considerarmos apenas as componentes 3 = 0, e impusermos uma independéncia

cinemética entre ¥ = 770 = FI'0 4 B0 ¢ A,,
S Ay (z) = —i / do' [Ay (z), 7 (2] 0 Ay (2)

0= —i / do?’ (7% (z) 7 (2] 6 Ay (2)
0=i / do?' [Ay (), Ay (2)] 67 ()

o (z) = z/ dagl [ (z), A, (2)] én” (2)

Uma das possiveis solugoes deste sistema de relacoes funcionais é

[ (), 7" (2)]g = [Ax (2) , Ay (2)]g = O (6.13)

[Ay (z) , 7" (2)], = iy 0 (x — %) (6.14)

Isto nos fornece entao um conjunto covariante de relagoes de comutagao canonicas para
qualquer gauge linear covariante, mostrando que a escolha implicita de gauge feita
na segao anterior na forma da condigao de integrabilidade (?7?) pode ser generalizada

através do uso do formalismo de campo auxiliar.
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6.2.2 Campo de Proca

O termo massivo do operador Lagrangeano pode ser escrito como
2
m
Lp=—A,A"
9 Hw

2 m2
(OALA" + AOAM) = == {A*,54,)

m
2

onde m é o parametro de massa do campo de Proca.

SLp =

Somando a isto a variagao do operador lagrangeano do campo eletromagnético livre,

encontramos®

0Lgy +0Lp = iau {FV” — FH + QBT]V”,(SAV}
1
4 {oFH, (auAV o 8VAM) - FW} +
1 [nv] vu 2 AV
+§{8MF 110, B + mP A", 5A, | +
1
t3 {6B,n"0,A, + aB}

Assim, temos que as equagoes de movimento para o campo de Proca sao dadas por

O, FM) — 9"B + m?A” =0 (6.15)
A, — DA, = F,, (6.16)
A, +aB =0 (6.17)

enquanto que o gerador das variagoes funcionais nos campos sera
G= / do, (F) 4 By ) 64,
g

uma vez que as variagoes nos campos sao proporcionais ao operador identidade.
Como o gerador acima é o mesmo que no caso do campo eletromagnético livre, as

relagoes de comutagao para o campo de Proca sdo também as mesmas, ou seja, (77) e

(?7).

SEstes sdo os mesmos resultados obtidos na referéncia [?] para descrever o campo de Proca no

formalismo de B-field.
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6.3 Andlise de Cauchy®

Vamos agora tentar determinar as quantidades dinamicas para os dois sistemas estu-
dados anteriormente fazendo esta anélise dos dados de Cauchy [?]. O problema de
Cauchy é uma das mais poderosas ferramentas para se separar os setores dinamicos e
de vinculos de uma teoria, baseando-se tao somente nas equacoes de movimentos do
sistema, e portanto pode ser aplicado mesmo a um sistema de campos de operadores
lineares, como neste caso.

6.3.1 Campo de Proca

Retomemos as equagoes de movimentos para o campo de Proca. Substituindo (??7) em

(?7), temos
0" AY — 9,0" A* — 0V B + m*A” =0 (6.18)
Agora, substituindo (?7) na equagao acima,
OA” + m?A” —(1—a)8"B =0 (6.19)

onde 0,0" = L.

Tomando-se a quadridivergéncia da equagao (??) encontramos
OB — m?9,A" =0 (6.20)

Se tomarmos o gradiente da equagao (?7?) e substituirmos em (??) multiplicada por

« teremos

a (OA” + m*A”) + (1 — ) 0"9, A" =0 (6.21)

5Uma breve descrigio de como se d4 a anélise dos dados de Cauchy de um determinado problema,

encontra-se no apéndice C.
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2

Multiplicando (??) por m* e substituindo em (?7),

OB+ am?B =0 (6.22)

Desta ultima equacado, podemos ver diretamente que o campo auxiliar B é uma
quantidade dinamica. Por outro lado, temos que a componente 0 da equagao (??) pode

ser escrita como
0A° = — (1 — ) °9;A" — o (09, A° + m* A°)

Uma vez que a equacao acima envolve tanto as derivadas temporais de segunda
ordem do campo AY como as derivadas das componentes A’, é preciso verificar se estes
sao ou nao quantidades dindmicas.

Tomando-se entao a componente k da equagao (?7), temos:
0AF = —0'9; AF — m? AF — %ak (80 A” + 9;A")
0 que nos mostra que, para a # 0, podemos determinar os A¥ como quantidades
dinamicas.

Uma vez que as componentes A* estdo determinadas, encontramos que também a
componente A° é uma quantidade dindmica. Assim, fica explicito o fato de que para
o campo de Proca todas as componentes de A* sdo dinamicas, ou seja, trata-se de um
sistema sem vinculos. Este resultado poderia também ter sido obtido de uma maneira
mais direta (vélida inclusive para a = 0) utilizando-se as equagoes (??7) e (?7). Uma
vez que (?77) nos diz que o campo auxiliar B é uma quantidade dindmica, podemos

isolar a derivada temporal de ordem dois de A” em (?7):
A" = —0'0;AY + (1 — @) 8B — m>*A”

e uma vez conhecidos B, AY, e suas derivadas temporais de primeira ordem num dado

instante, podemos determinar esses campos em qualquer instante futuro.



Capitulo 6. Sistemas Singulares e Simetria de Gauge 135

6.3.2 Campo Eletromagnético

A partir das equagoes de movimento, vemos que substituindo (??) em (??),
0,0"A” —0,0"A" —0"B =0 (6.23)
Tomando a quadridivergéncia desta equacao, obtemos
0B =0

0 que nos mostra que o campo auxiliar ¢ uma quantidade dinamica.
Se tomarmos agora o gradiente da equagao (??) e substituirmos em (??) multipli-

cada por a encontramos
aldA” + (1 —a) 0”0, A" =0 (6.24)
Para a componente zero, temos
Y9y A° = o (80Ai - 8iA0) — %9, A

Desta equacdo vemos que a evolucdo temporal do A° sé pode ser determinada se

determinarmos também os A’. Assim, tomando a componente k da equacao (?7?):
0AF = —9'9; AF — %a’“ (00 A° + 9; A"

Este sistema de equacoes nos mostra entao que a evolucao temporal de qualquer
uma das componentes de A* estd acoplada a evolugao das suas demais componentes,
fruto do vinculo fornecido pelo campo auxiliar B.

A exemplo do que foi feito para o campo de Proca, podemos também obter as
derivadas temporais de ordem dois de todas as componentes de A, em funcao das

derivadas de B, diretamente a partir da equacao

04 —(1—-a)8"B =0
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Desses resultados, vemos que o formalismo de Nakanishi nos fornece um bom limite
para o campo de massa nula a partir das equacoes de Proca, tendo-se em vista que todos
os resultados para o campo eletromagnético livre podem ser obtidos do caso massivo

fazendo m = 0.

6.4 Vinculos, Simetrias e o Teorema de Noether

Neste item pretendemos determinar a ligacao entre a natureza singular de um sistema
e as suas simetrias de gauge. Faremos a analise para um sistema com um ntmero finito
de graus de liberdade, sendo natural a sua generalizacao para um sistema de campos
[?]. Para tanto, consideremos inicialmente transformagoes de gauge cuja forma é dada

por

ot=e(t) dq=e(t)d(aqt)+é(t)d(al)

Devido a essa dependéncia em t as transformgoes acima sao ditas locais, ou de gauge
de sequndo tipo. Em principio, essas transformagoes podem conter derivadas de € (t) de
ordem arbitrdria, entretanto, ateremo-nos aqui ao caso acima.

Com esta transformacao, a variagao na forma pode ser escrita como

doq = 6q—0tq =€ () p(q,t) + ()P (q,t) —e(t) q(t) =

=e(t)(@(at) —aq(t) +e(t) ¥ (q,t)

Por outro lado, o Teorema de Noether nos diz que

0L . d
onde (%i ¢é a derivada funcional e

J:L6t+%~(6q—6tQ)—5A.
0q
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Integrando (??), usando o fato de que J é um integral primeira e aplicando a expressao

acima para dpq, encontramos
2 §L 2 §L
d v = [ S (@ - @)+ ey =0
/t1 5q t1 6q
Integrando por partes o segundo termos entre colchetes obtemos

t2 5L . d (6L 5L
[, el5aroma-G (5o g v

1

to
=0

t1

Como as funcoes € sao arbitrarias, podemos escolhé-las de tal maneira que elas se
anulem nos pontos extremos, ou seja, tais que €(t;) = €(t2) = 0. Ora, mas com tais
funcoes arbitrarias, temos necessariamente que
fo@-a - g (Gew) =0 (6.26)

Observe que estas identidades devem valer independentemente de o sistema estar numa
trajetéria estacionaria. Estas relacoes sao conhecidas como relagoes de Bianchi gen-
eralizadas, e indicam que as equacoes de Euler-Lagrange nao sao independentes entre
si.

Consideremos agora as derivadas de Lie escritas explicitamente em termos das acel-
eracoes generalizadas,

5L 8L doL 9L L , 0°L . L
5q  0q dioq  oq oqoq Y ag Y ataq

Substituindo isto na expressao (??) temos

5L .. df[foL 9*’L ., 0°L 9’L
5o -0~ | (56~ 7aq 4~ 105~ o ) ¥ =

(6.27)

Na expressao acima, apenas o ultimo termo deve conter derivadas terceiras de q, e
essas derivadas aparecem linearmente, conseqiientemente esse termo deve se anular de
maneira totalmente independente dos demais. Assim, devemos ter

o 0L

q .a_élz.wzo
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Entretanto, isto deve ser valido para uma “trajetéria” q qualquer, de modo que devemos

ter entao
9*L
—— =0
04
Para que esse sistema tenha solucoes nao-triviais, é necesséario que
d9*L
det <—2> =0 (6.28)
9q

o que implica que os ¥ devem ser os autovetores da matriz Hessiana do nosso sistema
fisico. Porém, o mais interessante disso tudo é que mesmo que ¥ = 0, ainda assim

teremos que a condicao (??) deve ser satisfeita. Veja, se 1 = 0, entao a expressao (?7)

se reduz a
5L 5L oL L L 9L
- . —q) = ——— . 4 [ . - — e . frd 0
bq (P = g A <8q oqoq 1 or0q ~ 9P q) ¢

Apenas o ultimo termo da identidade acima contém derivadas de segunda ordem
em q, e novamente a sua dependéncia nessas derivadas é linear, portanto esse termo

deve se anular de maneira independente, e temos que

oL
02
Como essa expressao deve ser valida para qualquer um dos operadores coordenada
generalizada, temos necessariamente que
L 0

8_612 . ¢ =
o que implica novamente numa condigao da forma (??) para que nao tenhamos apenas
a solucao trivial. Observe que, neste ultimo caso, uma solugéo trivial implica também
numa transformacao que leva numa variacao nula, ou seja, uma transformacao de iden-

tidade sem nenhum significado fisico.

Os resultados acima mostram que o fato de uma acao ser invariante, ou de maneira

equivalente, de a Lagrangeana ser quasi-invariante sob transformagoes de gauge lo-

cais, implica na singularidade da matriz Hessiana, ou seja, na existéncia de vinculos
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dinamicos no sistema fisico. Isso nos diz entao que sistemas invariantes de gauge sdo
necessariamente sistemas singulares. Contudo, é importante ressaltar que a inversa
dessa afirmacao nao é verdadeira, pois existem sistemas com vinculos cuja Lagrangeana

nao é quasi-invariante sob transformagoes de gauge locais.

6.5 Mais Algumas Observagoes

Vimos acima que ha uma escolha implicita de gauge na construgao das relagoes de
comutacao para o campo eletromagnético livre utilizando-se o método variacional de
Schwinger. A implementagao da condigao de integrabilidade (??) e da transformacao
de gauge (?77), em conjunto, equivalem & imposi¢ao das condigoes de Coulomb e do
Gauge Temporal, ou seja, ao estabelecimento do gauge de radiacdo [?]. Esta fixacdo
implicita visa, em ultima andlise, separar o setor dos estados fisicos da teoria, e ocorre
também no método de Dirac [?].

Por outro lado, pudemos flexibilizar esta escolha particular de gauge através do
método de campo auxiliar. A unido entre os formalismos de B-field, Schwinger e Pala-
tini, mostrou-se bastante frutifera uma vez que uma forma equivalente a condicao
de Lorentz da Eletrodinamica Classica pode ser encontrada como representando uma
identidade entre operadores (?7), o que implica numa equagao de onda para os valores
esperados do operador A" nos estados fisicos [?]. Vimos também que as equagoes de
movimento, assim como as relagoes de comutacao para os operadores de campo, podem
ser obtidas, covariantemente, a partir de um tnico principio variacional, sendo portanto
automaticamente autoconsistentes entre si

Além disso, o campo eletromagnético livre pode ser obtido a partir do limite de
massa nula da sua generalizacao natural, que é o campo vetorial massivo de Proca, e
todos os resultados da eletrodinamica a “gauge livre”, podem também ser obtidos a

partir do limite B — 0.
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Outra vantagem é que este procedimento se generaliza de maneira natural pela
inclusao de termos de fonte e/ou campos espinoriais no operador densidade lagrangeana,
de forma a se construir a teoria da Eletrodinamica Quantica num gauge covariante linear
geral.

Existem ainda outras formas de se contornar o problema da fixacao de gauge
fazendo-se andlises diferentes dos vinculos de uma teoria. Entre esses outros métodos
de andlise” podemos citar o formalismo de Hamilton-Jacobi [?], o de integracio fun-
cional [?], o de Dirac [?], o de Fadeev-Jackiw [?, ?] e o simplético [?, 7], ndo obstante,
como comentado acima, o formalismo de B-field apresenta algumas vantagens.

Por fim, seguindo uma argumentagao apresentada por Bergmann [?], mostramos de
maneira direta a existéncia de uma relacao entre a simetria de gauge de um sistema e
a sua natureza singular.

Restam ainda mais algumas observagoes a serem feitas sobre o formalismo de campo
auxiliar e a simetria de gauge de um sistema, mas deixaremos isso para os comentarios
finais. A seguir, vamos voltar ao estudo da Algebra de Medida e tentar estabelecer,
de maneira mais clara, como podemos construir uma teoria quantica quaternionica a

partir dai.

"Podemos encontrar descricbes mais ou menos detalhadas de quase todos esses métodos nas re-

feréncias [?, ?].



7. Mecanica Quantica Quaternionica

“Nao se pode exigir do fisico que seja filésofo, embora dele possamos esperar que tenha su-
ficiente formagcao filoséfica para ser capaz de diferenciar-se radicalmente do mundo e associar-se
de novo a ele numa esfera superior. Deve elaborar um método adequado & intuicao, evitando
transformé-la em conceito e o conceito em palavras, agindo ou procedendo como se tais palavras
fossem objetos; deve ainda ter conhecimento dos esforcos do filésofo, a fim de elevar os fenémenos

até a esfera filoséfica.”

Goethe, A Doutrina das Cores, §716.

Birkhoff e von Neumann [?] mostraram em 1936 a existéncia de um célculo proposi-
cional que fundamenta a Mecanica Quantica (MQ) com base nos resultados a serem
extraidos de medidas. Esse calculo proposicional ndo supée nenhum sistema numeérico
ou espaco vetorial particular, e contém caracteristicas fundamentais da MQ, tais como
relacbes de incerteza e propriedades de complementariedade. De fato, esse autores
mostraram que sao possiveis trés diferentes realizacoes desse célculo proposicional, cor-
respondendo aos sistemas de nuimeros reais, complexos e quaternionicos. Octonios e
demais extensoes de dimensao superior dos niimeros complexos, forma descartadas em
funcao de nao admitirem uma lei de conservacao da corrente de probabilidade [?].

Podemos entao nos perguntar: qual dessas trés representacoes da “mecanica quantica
geral”, de Birkhoff e von Neumann, é a mais adequada para a descricao do mundo

fisico real? Nesta pergunta encontra-se entdao implicita a hipdtese de que, assim como
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o célculo proposicional (ou no nosso caso a Algebra de Medida), o sistema numérico
de uma determinada teoria reflete parte da informacao empirica que temos sobre a
Natureza. Enquanto as diferencas entre as mecanicas quanticas nos dominios real
e complexos s@o relativamente simples e bem conhecidas [?], a mecénica quantica
quaternionica tem diversas caracteristicas novas, o que a torna uma teoria muito mais
rica e complexa. Pode parecer entao supreendente, a primeira vista, que uma pos-
sibilidade tao promissora seja tao pouco conhecida da comunidade geral de fisicos.
Na verdade, exitem fortes razbes por tras disso. O problema de como escrever a
equacao de Schrodinger no caso quaternionico, por exemplo, nao é nada trivial, de-
vido ao aparecimento da unidade imaginaria na sua versao complexa. Além disso, a
representacao de sistemas compostos por um produto direto torna-se mais dificil devido
a nao-comutatividade das funcoes de onda no dominio dos quatérnions.

Neste capitulo pretendemos implementar uma formulagao quaternionica da Algebra
de Medida de Schwinger, e a teoria quantica resultante. Exploraremos sempre a analo-
gia com o teoria quantica usual e tentaremos sempre ressaltar quais peculiaridades
emergem da nao comutatividade intrinseca do anel quaternioénico. As principais re-
feréncias que nos serviram de base neste assunto foram a série de artigos originais de
Finkelstein, Jauch, Schiminovich e Speiser, [?, 7, ?].

Sera de suma importancia pratica para os calculos que seguem, o reconhecimento de
que os simbolos de medida funcionam como projetores entre diferentes estados possiveis
de dois conjuntos completos de observaveis. Assim, adotaremos agora, preferencial-

mente, uma notacao que destaque estas caracteristicas, ou seja,

MM = |a) (8l |e) (d] = Mg ({b]|c))

Vemos portanto, que a forma mais geral em que um simbolo de medida pode apare-
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cer é

onde ¢ € Q é um quatérnion qualquer.Quatérnions sao definidos por

3

q = qo+ qie1 + qaea + gzes, e;ej = —d;; + Z&‘jkelw qn € RVn € {0, ..., 3}
k=1

No caso de ¢ = 1 denotamos simplesmente M? (1) = M?. A notagio acima é Titil
principalmente por manter separados de maneira explicita as partes do simbolo de me-
dida que correspondem ao espaco de Hilbert dos estados fisicos e o seu dual, ou, na
linguagem de segunda quantizagao, fazer alusdo direta aos processos de aniquilagao
(direita) e criagdo (esquerda) de particulas (ou flutuagoes do campo) envolvidas no
ato de medida. E importante ressaltar que, uma vez estando definidos sobre um
anel nao-comutativo, os produtos por escalares nesses espagos vetoriais s6 tém sentido
num ordenamento bem definido, que serd adotado como sendo a direita para os kets
(la)q, V]a) € H(Q), Vg € Q) e & esquerda para os bras (¢ (b|, V (b] € HT (Q), Vg € Q),
onde H (Q) é o espago de Hilbert dos autoestados de um determinado conjunto com-
pleto de observaveis.

Quatérnions sao uma realizacao particular de uma Algebra de Clifford. Uma
6tima introdugdo a este assunto encontra-se na referéncia [?], onde podemos encon-
trar também diversos teoremas uteis sobre quatérnions. As primeiras idéias sobre a
construcao da Algebra de Medida de Schwinger sobre um anel quaternionico podem ser

encontradas em [7].

7.1 Funcoes de Transformacao

A lei fundamental de transformacao dos simbolos de medida nao é, em esséncia, alterada

pelo uso de anel nao-comutativo. De fato, com o uso da notacao introduzida acima, a
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equacao (?7) se torna
M = |e) (d] =Y MMMy =" |a) (a] |} (d] [b) (] (7.1)
ab ab
De fato, preservando cuidadosamente a composicao de produtos, podemos interpre-
tar a relagdo acima como um duplo mapeamento dos vetores |c¢) e (d| nas combinagao
lineares ), |a) (a||c) e >, (d||b) (b]. Com isto, temos que a lei de composicao das
fungoes de transformacao também nao se altera no anel quaternionico,

> (al [b) bl [e) = (al |e)

b

de modo que obtemos novamente as relacoes’

N N
DD (allb) (bl la
v
YD (blla) {al b
b a

Entretanto, uma vez que quatérnions, em geral, nao comutam, a preservacao dos

1=N

1=N

N
)=
a
N
)=2.
b
graus de liberdade impde uma restrigdo a ser cumprida pela fungao de transformacao,

o o
ZEb: (al [b) (b] [a) = Ebjz (0l |a) {al [b) (7.2)
(o[ [1) 0] o) + ('] [6%) (B[ [a®) + o+ (al | o) (07 |a') +
(a2 [1) (01| |a2)+a?] [62) (03] [a2)-+ot (] [0 (N a2t (@] o) (B | =
= (8] |a') ('] [6) + ('] a2) Ca?| o) + .+ (o' [ ™) (@] [61) +
(0 [a) ([ [62) 482 [a2) (2] [82)-4e 02 [ ) (@] [02)-4 b (0] o) (0] [0Y)
o que nao implica necessariamente que devemos ter (a||b) (b||a) = (b |a) (a||b) para dois

quatérnions quaisquer. Assim, a relagdo (?7) deve representar, de fato, uma restrigao,

nao obstante uma interpretacao dessa restricao seja extremamente dificil de se realizar.

!Compare com a segio 1.5.
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7.2 O Traco e a Interpretacao Estatistica

Uma das propriedades mais importantes da Algebra de Medida que é alterada pela
nao-comutatividade dos escalares, é a definicao de trago. Como vimos, ha trés tipos
de trago que podem ser associados a cada operador, denominados tracos a esquerda,
direita e central

TraM. (q) = q (b] |a)
TrpM? (q) = (b] |a) q

TreM? (q) = Z (e] |a) q (b] le)

€
Esta indefinicao acerca do funcional traco dificulta um pouco a justificacao do uso

do traco em uma interpretacao estatistica, uma vez que nao possuimos uma lei de
invariancia para o traco. Nao obstante, a invariancia da lei de multiplicacao de simbolos
de medida (??, ??7) ainda é preservada, quando devidamente interpretada com respeito

a ordenacgao de seus fatores,

MY = |a) (b] — |a) A\g "N (b = M5 (A" ) (7.3a)

a

(al |b) — Aa {al [B) A (7.3b)

onde os quatérnions \;, Ay sd@o nao nulos. Os simbolos de medida elementares ]\Zfa e
as fungoes de transformacao (a||a’), por sua vez, ndo sao alterados. Em vista desta
arbitrariedade, uma fungao de transformagcao (a||b) ndo pode, em si, possuir uma in-
terpretacao fisica direta, mas pode figurar em alguma combinacao que seja invariante
sob a substituicao (77).

A base apropriada para a interpretacao estatistica da funcao de transformacao
deve entao ser inferida considerando-se a seqiiéncia de medidas seletivas elementares
MbMaMb, que difere de Mb em virtude do disturbio causado pela medida intermediaria
do atributo A. Da mesma forma que no caso complexo, somente uma fracao dos sis-

temas selecionados pela medida inicial do atributo B ¢é transmitida através do aparato
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completo. Dessa forma, temos a equagao simbdlica
MyMo M, = M, (p (b))
onde o numero
p (alb) = (b][a) (al |b) (7.4)
deve ser invariante sob a transfomagao (??). Isto implica que devemos ter
Ab (bl a) {al [b) Ay = (b] |a) {al |b)

Agora, para que p(alb) seja adequadamente interpretada como uma medida de
probabilidade, devemos ter p (alb) > 0. Além disso, a arbitrariedade da convengao de
leitura dos simbolos de medida exige que essa probabilidade deva ser simétrica. A forma
mais simples de cumprir todas essas exigéncias no caso quaternionico é se tivermos que
Q= N (b]|a) e @ = (a|[b) \; ' formem um par de quatérnions conjugados. De fato,
neste caso temos que

QR=QQ=1QI">0
o (0] a) (al [b) A = (al [b) Xy A (b [a) = (al [b) (8] |a)

Por outro lado,

Q = (% (b]]a)) = (b]]a)Xs = (al [b) ;"

Temos entao o seguinte sistema de equacoes:

(bl ]a) (al [b) = (al b) (B] |a) =0

(ol a)xs = (al [b) A,

Novamente, a maneira mais simples de resolver esse sistema é tomarmos

(bl a) = {al [b)
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Com esta escolha, podemos recuperar todas as boas qualidades de uma medida de
probabilidade para p (a|b)?.
Representando A\, na forma exponencial [?], vemos que a primeira das condigoes

acima implica em
Ny = Aetre@) _ ge—exea) — g=lo—exv(@) _, 42 — 1 4 — 41

onde

4] = Al = [0+ (A1) + (02)" + (3] 2

)\(1161 + )\362 + )\363
1/2
(A1) + (2% + ()]

o (a) = arctan <‘io ) o (a) € [0,7]

A escolha do sinal é arbitraria, e nenhum efeito fisico pode ser distinguido pela partic-
ular escolha que fizermos aqui. Tomaremos entao, por simplicidade, o sinal positivo.

Uma vez que A, é um ntmero nao-nulo arbitrario de norma unitdria, fica claro que
a sua fase ¢ (a) pode assumir um valor real qualquer.

Assim, sendo, vemos que apesar dos problemas relativos & definicdo de um funcional
trago adequado, nada nos impede de construir uma interpretacao estatistica clara para
a Mecanica Quantica Quaternionica. Com efeito, este resultado parece indicar que as
raizes da interpretacao estatistica estao no calculo proposicional (Algebra de Medida) de
Birkhoff e von Neumann, e nao no particular sistema de ntimeros usado para construir
a teoria. Falaremos um pouco mais sobre isso nos comentarios finais deste capitulo.

Entretanto, vimos que também foi de suma importancia para o estabelecimento
da interpretagao estatistica o automorfismo (al||b) — A, (a||b) )\b_l do anel escalar Q.

Agora, o que significa fisicamente esta identificacdo? Sabemos que os elementos do

2As propriedade de aditividade e normalizacio dessas probabilidades seguem da mesma forma que

no caso complexo.
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anel escalar representam relacoes logicas entre possiveis estados do sistema fisico sob
consideracao. Evidentemente, é sempre possivel dizer quando duas de tais relacées sao
“a mesma coisa”, para estados de sistemas fisicos distintos, sem ir além dos conceitos de

3. ou seja, sem que seja necessario utilizar os conceito de redes estruturadas

légica pura
introduzidos por Birkhoff e von Neumann [?]. Porém, isto nos define esse nimeros
somente a menos de automorfismos [?]. Para a Mecanica Quantica real, isto é suficiente
para determinar estes nimeros completamente [?]. No caso complexo, permanece uma
ambigiiidade, que se manifesta sob a existéncia da algebra conjugada (vide segao ?7).
Em Mecancia Quantica Quaternionica, esta ambigiiidade é infinitamente maior. Isto
requer, entdo, a introducio de mais elementos de estrutura na teoria’. Tentaremos

delinear a seguir quais sao estas estruturas.

7.3 Variacoes Infinitesimais das Funcgoes de Transformacao

Assim como no caso complexo, podemos definir variacoes infinitesimais das fungoes de
transformacao de tal forma que
> [5¢al [B) (0] [e)) + (al [b) & (b] )] = 6 {al |) (7.5)

b

d(al |b) = 6 (b] |a)

Naquele caso, definfamos o arranjo de nimeros 0 (a| |b) como representando os ele-

mentos de matriz de um operador infinitesimal,

8 {al [b) = i (a] 6Wey b)

30 papel da légica matemética abstrata na Fisica, encontra-se discutido de maneira muito interes-

sante em [?].
1De fato, tais observacdes podem ser de importancia crucial para se construir a representacio de

sistemas de muitas particulas.
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onde a constante i foi escolhida de tal forma a assegurar que o operador W seja
auto-adjunto.

No caso quaternionico temos a questao: qual constante multiplicativa deve ser es-
colhida? Afinal, temos trés unidade imaginarias. No caso mais geral, podemos supor
que a generalizacdo da unidade imagindria seja entdo um operador ¢, onde il = ¢ pode
ser considerado um caso particular para o corpo dos complexos, C.

Aplicaremos entao o seguinte procedimento, no caso quaterniénico definiremos
8 {al |b) = (al 26Wap |b) (7.6)

onde ¢ é um operador quaternionico que tentaremos fixar posteriormente sob a exigéncia
de que o operador W seja auto-adjunto. Com esta defini¢ao, podemos ver facilmente
que a aditividade e a anti-simetria de ordenamento dos operadores infinitesimais se
mantém,

5Wac = 5Wab + 5Wbc
6Wba = _6Wab

Por outro lado, temos que
§(al by = (b] oW1,if |a) = (b] i6W, |a)
o que nos leva a identidade operatorial,
SW It 4 16Wap = 0
Impondo as condicoes

SWap = SWI, (7.7)

[z, 5Wab} =0 (7.8)
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encontramos:

Esta tltima identidade pode ser interpretada como uma generalizacao da conjugagao
complexa em C, e nos mostra que , em um certo sentido, o operador 7 comporta-se,
de fato, como uma “unidade imagindria”. A condigao (??) nos assegura a realidade do
espectro associado aos operadores infinitesimais. Quanto a condic¢do (?7?), hé diversas

formas de satisfazé-la:

1. todo operador infinitesimal comuta com a unidade imaginaria;
2. a unidade imaginaria comuta com qualquer operador;

3. um operador infinitesimal comuta com qualquer outro operador.

Embora a nossa experiéncia com o caso complexo sugira a terceira escolha como a
mais apropriada, nao hé porque descartar nenhum das outras duas. No trabalho origi-
nal de Finkelstein, Jauch Schiminovich e Speiser [?], é adotado um caso particular da
segunda escolha, que passa entdo a ser interpretada como uma regra de superselecao®.
Por ora, iremos apenas exigir que pelo menos uma das trés condigoes acima seja satis-
feita, isto é, iremos nos ater ao caso geral da relacao (77?).

Com estas escolhas, temos que os operadores unitarios infinitesimais passam a ser

eXpressos como

A ~ A ~

U=1+G, Ul=0"'=1-G, G=-G'=iWw

As variacoes infinitesimais dos operadores, induzidas por esses operadores unitarios

sao dadas por

§X = — [XG} - [G X] (7.9)

5 ~ . . . . ) ’ ~
°Na referéncia [?], o operador unidade imaginéria é denotado por 7).
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Estes sao todos os ingredientes que precisamos para descrever completamente os
estados fisicos de uma unica particula. Nao abordaremos aqui o problema da rep-
resentacao de sistemas compostos, embora julguemos ser possivel uma generalizacao
adequada dos simbolos de medida para tal fim. Estamos prontos entdao para analizar

quais caracteriscas dinamicas sao alteradas pelo uso de quatérnions.

7.4 O Principio Variacional

Com estas consideracoes em mente, podemos passar para a analise da dindmica de um
sistema quantico quaternionico. Nosso ponto de partida sera, como antes, o Principio

Variacional de Schwinger, agora expresso na forma
8 (ary | [bty) = (at,| 65, 1 [bry)

3Sinse = [p-sa-riot] 4 [ 'L (54-3) = Go— G4

t 1 561
. IL . s
p=—=, H=p-q-L
09

Os operadores H e L sao auto-adjuntos.

7.5 Relagoes de Comutacao e a Evolugao Temporal dos
Operadores

As relacoes de comutacao ou anticomutacido podem ser obtidas pelo mesmo processo

utilizado no caso complexo® utilizando-se agora como gerador infitesimal,

G = iprdq"

5Vide secdo 4.4.
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no entanto o sistema de relagoes funcionais resultante aqui é

56° = —[@°, 1) pr0d" — i [d°, v 64" F b, [4°, 64+
0 = — [ps, i] pr6G" — i [pss Prl 0" F iy [Ps, 04" )
0= 1[q° i 6prq" + 2 [G°, 0] 4" £ 6Py [4°. 4]+
5ps = (Do, 1] 0prd” + i [P, 0Py ] @+ 00p [P, 0]
Isto corresponde a um sistema de equacoes entre os operadores de variacao infinitesimal,

cuja solugao formal é desconhecida. Uma das possiveis solugoes, é escolhermos as

variagoes infinitesmais de forma que

o

6%, = [ps 00" ). =
[q87 6137']$ - [ﬁ57 6137"]; - 6
Entretanto, vemos que os termos envolvendo o (anti)comutador de i ainda per-

manecem, o que nos daria um “desvio” das relagoes de comutagao canodnicas. Este é o

motivo pelo qual na referéncia [?] adota-se a regra de superselegao

[§°,7] = [ps, 7] = 0 (7.10)
que nos leva as relagoes
[ﬁs7ﬁ7’]:,: - 6
[qs’ qAT]:F = O
i (¢, Pl = 6

De forma a obter uma expressao mais parecida com a do caso complexo, vamos

impor a condi¢ao de que o operador anti-Hermitiano ¢ seja também wunitdrio. Assim,

)

[ﬁsaﬁr]:,: =
[As AT

¢4 =0

[(jsaﬁr]q: = Zéi
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Isto nos mostra que, para que possamos obter relacdes de comutacao canonicas entre
os operadores ¢ e p, precisamos exigir que ambas as condicoes 2 e 3 da secao 77 sejam
satisfeitas simultdneamente’.

A equacao de movimento para os operadores da teoria também pode ser obtida a
partir do Principio Variacional realizando-se variagoes puramente no parametro tem-
poral,

W ian]+ 2
ot
7.5.1 Aplicagao: O Oscilador Harmoénico Quaternionico

Suponha que o oscilador quaterniénico seja descrito pelo operador Lagrangeano®

L=

3
(qTq — wq! ) . q=> ¢
a=0

DO | =

Fazendo variacoes funcionais infintesimais desse operador, encontramos
o= (6 1) 02 () ] -
3 (M50 1) (o) o] -

_1 (Cz(d—(ﬂq) —5qti + d(q—T(SQ) —{16qg — W? [<5QT) Q+CJT5CI]> =

2 dt dt

B <d (6q'q + ¢'dq)

7 - [5(1T (G +w’q) + <(f + quT) &JD

Temos entdao que o gerador das variacoes funcionais nos operadores fundamentais

"E interessante notar que essa exigéncia dupla nos assegura também que condicéo 1 seja cumprida.

Portanto, no que segue, estaremos supondo sempre que todas as trés condigles sdo satisfeitas.
8Para simplificar a notacfo, estaremos omitindo o simbolo~dos operadores coordenada, momento

e velocidade. Conservaremos seu uso na unidade imagindria apenas para destacar o seu carater

operatorial.
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pode ser escrito como

G = %z (5qTq + qTéq)

G = —§L< 16 4 a4 q)

cujas variacoes induzidas sao”

300" = 5 ([0 800 + [ ator]) -

L ] o] o)

5¢” = =i (6q*7 [qﬂ,q'a] + [qﬁ,fﬂx} 5qa)
5% = —i (5an [qm,qa} + [ BT,%} 5q° )
() + [ )
50 = (8o [0, 01| + [°1,4°] 64} )
Impondo a condicio de que os operadores ¢°, ¢%, ¢°1 e ¢P' sejam cinematicamente

independentes entre si, encontramos diretamente as relagoes de comutacao canonicas

[qm,qa] [qﬁ QH = i6?

7.6 Equacao de Schrodinger e a Representacao das Coor-

denadas

Variando apenas o estado final,
§lby) =0—3G(t1) =0 6t; =0

§lag,| #0 — 68 (ta) £0 Sty £0

9A disposicdo dos indices acima, ou abaixo de qualquer operador é absolutamente arbitriria aqui,

uma vez que estamos lidando com o espaco cartesiano ordindrio cuja métrica é trivial.



Capitulo 7. Mecanica Quantica Quaternionica 155

encontramos
6 ((aral 1b0,)) = (ara i (B2 - 82— Hot) Ibr,)

Se agora identificarmos a descri¢do a como sendo a descricao das coordenadas, i.e., a
descrigao na qual os operadores q sao diagonais, e o estado |b,) como sendo um estado

arbitrario |¥) , segue das relagoes de comutacao deduzidas anteriormente que

8 ((qe,] 19)) = (qro| 062 - Poi |W) — (gu, | iH5t2 |¥) =

= 0qs - (g, | iD2 |¥) —6ts (qu, | iH | T)

Entretanto,

<Qt2‘ ’\I’>

5 (] 1)) = btz - & 3 {ar,| W)

a(
dqs 0tz Oto

de modo que

Olanll¥) _ o

bl L 1 Bl A U
b= = (gl P2 V)

9 {as,||¥) .

—_— = H |V
e — ] i)

Inserindo-se a relacdao de completeza para os auto-estados das coordenadas nestas

duas expressoes, encontramos

0 g o o ) o
%21’2' - <Qt2“|‘ﬁ2>/dq (@ra| B2 [W) —/dq (91>] 71Gt5) (@1, D2 | W)

0 {(qe,| |V o . ) o

7@&'2' ) <qt2|L|qt2>/dq (@, | H |¥) = —/dq (G| £ 1) (G, | H | )

A primeira destas equacdes'? estabelece a representacio do operador momento na base
das coordenadas, caso o espectro do operador i seja conhecido nesta base, enquanto

que a segunda ¢é a equacao de Schréodinger.

100bserve que na tltima das passagens acima fizemos uso explicito do fato de que o espectro das

coordenadas deve ser real.
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Se fizermos entao a hipétese simplificadora de que o operador assume sempre o

mesmo valor em qualquer ponto do espaco e em qualquer instante de tempo, encon-

tramos
9 (q1,| |V) .
IAMTT) g | Do | O 7.11
o = 1 as| B2 ) (7.11a)
0an| V) _ — o (qu,| H |W) (7.11b)
Ity

onde ¢ representa o valor esperado do operador i. De fato, se analisarmos com mais
cuidado, vemos que esta ultima hipdtese leva-nos a concluir que o operador ¢ é, com
efeito, um quatérnion imagindrio puro, constante, ou seja, que nao depende do ponto
do espaco-tempo, de norma unitaria. E mais ainda, isto significa, em particular, que
quatérnions a direita de bras ((¥|q), ou & esquerda de kets (¢|¥)) podem ser consid-
erados como operadores agindo sobre esses espacos vetoriais. A forma mais simples de
se ver isso é empregando a representacao simplética dos quatérnions. Nas referéncias
[?, 7] pode-se encontrar uma descri¢ao mais detalhada acerca desta curiosa propriedade

do espaco de Hilbert quaternionico.

7.7 Comentarios

A Mecénica Quantica Quaternionica, tal como construida aqui, assemelha-se muito (ao
menos na forma) a Mecéanica Quantica Complexa, entretanto ha diversos aspectos que
ainda continuam em aberto. Esperamos que a construcao acima tenha deixado claro
quais os diferentes tipos de generalizacao sao possiveis e os diferentes pregos cobrados
por essas generalizagoes.

Em particular, vale destacar que, apesar das dificuldades associadas com a con-
strugdo de um funcional linear entre operadores e valores na algebra dos quatérnions,
ainda podemos associar uma interpretagao estatistica, com um sentido bem definido, a

Mecéanica Quantica Quaternionica. Os elementos indispensaveis para esta construgao
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foram: a nao-compatibilidade (nao-comutatividade) de medidas sucessivas, em geral,
que nos forneceu a lei fundamental de multiplicacao dos simbolos de medida, e o au-
tomorfismo (a| [b) — A, (a| [b) \; ' do anel escalar da teoria. Assim, a principio, qual-
quer teoria com estas caracteristicas bdasicas poderia ter também uma interpretacao
estatistica. Nao obstante, para que esta interpretacao seja satisfatoria, algumas outras
propriedades, nao listadas acima, devem ser satisfeitas pela medida de probabilidade
p(alb), tal como a conservacao da sua corrente de probabilidade associada para um
sistema fechado. De fato, esta é a caracteristica essencial que Adler [?] usa para provar
a nao-extensibilidade da Mecancia Quantica para outros hipercomplexos de dimensao
superior, tais como os octonios.

Gostariamos ainda de ressaltar que hé diversos problemas que nao foram abordados
aqui, mas que se encontram presentes nas deducgoes acima, como o efeito das regras de
superselecao (?77?) sobre as representagoes explicitas dos operadores p e ¢, ou os efeitos

fisicos dos novos graus de liberdade quaternionicos.



8. Comentarios Finais

“J4 que uma dedugado como a presente tem de ser propriamente legitimada perante a intuicao
do investigador, pedimos a todos que se familiarizem, nao superficialmente, mas a fundo, com o que
foi exposto até aqui. Signos arbitrarios, letras e o que quer que seja ndo substituem o fenémeno.
Nao se trata aqui de transmitir férmulas retdricas, que podem ser repetidas centenas de vezes sem
que se reflita ou sem que levem & reflexdo. Ao contrério, aqui se trata propriamente de fendmenos
que devem se tornar a visdo do corpo e do espirito, a fim de se poder reconstruir com clareza, para

si e para outros, sua origem e desenvolvimento.”

Goehte, A Doutrina das Cores, §242.

Faremos a seguir alguns comentarios finais acerca de tudo que foi discutido até este
ponto, com o intuito de destacar pontos importantes e introduzir outros que nao foram
contemplados no corpo principal.

Comecaremos por destacar mais alguns pontos importantes da Mecanica Quantica
Quaternionica. Apesar de nao termos tratado aqui, explicitamente, de sistemas com-
postos (i. e., sistemas de muitas particulas) é possivel adiantar algumas de suas carac-
teristicas que devem ser decorrentes da nao-comutatividade do produto entre quatérnions.
Sabemos que na fisica classica nao existem relagoes de fase a serem consideradas entre
subsistemas de um sistema maior (particulas ndo interagentes), ao somarmos ou mul-
tiplicarmos (através de um produto cartesiano) os seus espagos de fase. Em Mecénica

Quantica Complexa ha relagoes de fase entre estados que sao importantes quando procu-
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ramos somar seus espagos de estado, mas nao quando compomos produtos (neste caso,
produtos tensoriais, que possuem um sentido mais geral que o produto cartesiano,
vide apéndice B). Em Mecanica Quantica Quaternionica, essas relagoes de fase sao im-
portantes tanto quando somamos, quanto quando tentarmos compor um produto de
espagos.

Esta nova caracteristica da Mecanica Quantica Quaternionica pode ser expessa
de outra maneira em termos de complementariedade. Na fisica classica, nao existem
relactes de complementariedade, todas as medidas podem ser feitas, em principio, com
precisao infinita. No caso das mecanicas quanticas real e complexa, existem relacoes
de complementariedade entre propriedade fisicas de um mesmo sistema, mas nao en-
tre propriedades de sistemas diferentes. Em Mecanica Quantica Quaternionica, existe
uma complentariedade entre algumas propriedades de quaisquer sistemas fisicos. Isto
se deve, em esséncia, ao fator de fase e#(? que ndo se compde aditivamente quando
multiplicamos quatérnions, e também nao comuta com outros quatérnions, conforme
vimos na se¢ao 77.. Nao hé, portanto, nenhum maneira razoavel de se formar sistemas
compostos, tal que, todos os observaveis associados com um desses sistemas, comute
com todos os observaveis associados com os outros sistemas. Este deve ser, com efeito,

o maior empecilho para a descricao de sistemas compostos.

E importante destacar ainda que, apesar da no¢ao do espaco de Hilbert quaternionico
ter ficado um tanto vaga aqui, é possivel desenvolver os conceitos da Geometria de Es-
tados de Schwinger para o anel dos quatérnions, de onde a idéia e as propriedades
desse espaco vetorial emergem de maneira natural. Nao implementamos este tipo de
estudo aqui apenas por uma questao de espago e de conveniéncia, uma vez que nos
interessava investigar também os aspectos dinamicos da teoria quaternionica, e nao
apenas aqueles cinematicos. Para o leitor interessado na teoria espectral do espaco
de Hilbert quaternionico, recomendamos a leitura da referéncia [?], onde as principais

idéias e teoremas sao introduzidas, com uma explicacao bastante didatica de como se
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implementam os calculos num espaco vetorial de escalares em Q.

Com respeito & Mecanica Quantica Quaternionica de uma unica particula, pode-
mos observar ainda que os pontos nos quais o operador 7 aparece, sao essencialmente
0s mesmos nos quais a constantes de Planck deve aparecer. De fato, nao fosse pelo
sistema de unidades natural que adotamos, perceberiamos imediatamente que o oper-
ador i deve tomar o lugar da combinagao i/h, de acordo com a analogia utilizada na
nossa construcao. Dessa forma, a introdugao de operadores que nao comutam com ¢,
no caso quaternionico, pode ser entendida como equivalente a tomar a “constante” de
Planck como uma nova variavel dinamica da teoria. seria interessante examinar, em
particular, as flutuagoes quanticas no quantum de agao. Por outro lado, a regra de
superselecao expressa pela segunda condicao da secao 77, juntamente com a hipdtese
feita ao final da secao 77, d@o um sentido mais cldssico a i, excluindo a interferéncia
entre os seus diferentes valores, o que “congela” o seu valor e suprime essas novas pos-
sibilidades. Desse modo, encontramos que uma extensao natural das equagoes (77)
é admitirmos que o operador ¢ seja um novo campo fundamental, isto é, uma nova
varidavel dinamica dependendo do ponto do espaco-tempo no qual é observada. Esta
idéia foi desenvolvida na referéncia [?], onde é proposto um principio geral de co-
variancia quaternionica, uma teoria para o transporte paralelo de quatérnions sob uma
dada variedade, e uma equagao de campo para o operador ;. Um dos resultados mais
interessantes dessa visao da Mecanica Quantica Quaternionica, é que as as equacoes
de campo resultantes sao muito semelhantes as do eletromagnetismo, no entanto sao
encontrados trés bésons vetoriais fundamentais, um neutro e sem massa, e outros dois
massivos e carregados. Assim, podemos considerar a Mecanica Quéantica Quaternionica
como uma das primeiras propostas unificadoras das interacoes fraca e eletromagnética

(1963) e que ainda se encontra como uma possibilidade em aberto.

Com respeito ao estudo de sistemas singulares, discutiu-se o problema de se determi-

nar a fixacao de gauge na qual as relacées de comutacao obtidas pelo método variacional
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de Schwinger estao determinadas. A proposta de se utilizar o formalismo de B-field
para se fazer esta fixacdo de maneira covariante dentro da classe de gauges lineares
covariantes, foi bastante satisfatéria, nao apenas em resolver o problema acima posto,
mas também por fornecer generalizacGes naturais da teoria do campo eletromagnético
livre, tais como o campo de Proca e a interagao com o campo espinorial (QED,). Nao
obstante o sucesso obtido pelo uso uso conjunto do Principio de Schwinger e do formal-
ismo de Nakanishi, devemos ressaltar que ainda estamos muito distantes de estabelecer
a equivaléncia completa proposta nas referéncias [?] e [?], entre o método variacional
de Schwinger e o de Dirac para o tratamento de sistemas singulares. De fato, é impor-
tante notar que as refréncias acima citadas verificam esta equivaléncia apenas em um
particular gauge, o da radiacao, enquanto que a nossa proposta é mais geral, uma vez

que se aplica a toda a classe dos gauges lineares covariantes.

Para concluir, gostariamos de destacar que amplitude e generalidade do Principio
Variacional de Schwinger nos permitem considerar diversas possibilidades mais a serem
exploradas, nao apenas nos assuntos citados no titulo desta dissertacao e discutidos
aqui, mas também em diversas outras teorias. Por exemplo, como perspectivas para
futuros trabalhos, estamos desenvolvendo um estudo da Mecanica Quantica Variacional
aplicada a espacgos de geometria nao-comutativa, que encontram aplicacoes desde sis-
temas simples como o caso de uma particula carregada em interagdo com um campo
magnético externo, até teorias mais complexas como o limite de baixas energias de
supercordas e anomalias. Outra perspectiva ainda, é a aplicagdo desse principio ao es-
tudo do campo gravitacional quantizado, onde acreditamos que, dadas as semelhancas
formais com teorias de gauge, o formalismo de B-field possa também ser aplicado com

sucesso.
Esperamos, sobretudo, que este trabalho possa servir de inspiragao para que outros
continuem a explorar as riquezas da formulagdo variacional de Schwinger, e que tais

investigacoes possam trazer nova luz a assuntos hoje esquecidos ou obscurecidos.
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Acreditamos que para onde quer que inclinagdo, acaso ou oportunidade levem o
homem, quaisquer que sejam os fenomenos que lhe despertem a atencao e prendam
seu interesse, isso sempre trarda vantagens a ciéncia. Pois qualquer relagao nova que
vem a luz, qualquer nova técnica, mesmo inadequada, e até mesmo o erro sao tuteis,
estimulantes e indispensédveis para o futuro.

Neste sentido, o autor pode rever o seu trabalho com alguma trangiiilidade e, a
partir dessas consideragOes, criar coragem para, num futuro préximo, fazer o que resta.
Com confianga, embora nao inteiramente satisfeito, pode recomendar o que ja realizou
e o que resta por realizar aqueles que, agora ou no futuro, venham a se interessar por

1sso.
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Neste apéndice faremos uma breve explanacao sobre os conceitos basicos de probabili-
dades que sao necessarios para uma compreensao mais clara da interpretacao estatistica
da Mecanica Quantica. Como nao estamos interessados na teoria geral dos processos
aleatérios, nao sera necessario uma teoria da medida em espagos de funcoes.

Daremos aqui apenas os conceitos basicos sobre o que é uma teoria da medida,
tanto em espagos (enumeraveis) Euclideanos de dimensao finita, quanto em espacos de
dimensao infinita, comecando por construi-los. Esta teoria é muito simples de exten-
der para espacos mais gerais, no entanto, como ja dissemos, pretendemos dar apenas
uma introducao, e portanto nos limitaremos aos espacos Euclideanos. As principais
referéncias utilizadas na construgao deste apéndice foram [?, 7, 7, ?]. Uma discussao
muito interessante acerca do papel da matematica, dentro da fisica, e em particular do

conceito de probabilidade, encontra-se na referéncia [?].
Espagos Euclideanos

Um espaco Euclideano n-dimensional, R™, é definido como consistindo de todos os
conjuntos de n nimeros reais (x1, ..., ,), 0s quais denominamos como as coordenadas
de um ponto X. A distincia, d (X,Y"), entre dois pontos X e Y = (y1, ..., yn), é definida

como a quantidade nao-negativa d (X,Y’) que satisfaz

n

[AX Y= (@i — )

1
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Neste espaco, consideraremos conjuntos de pontos definidos de varias maneiras.
Denotamos o conjunto de pontos consistindo de todos os pontos do espago por €2, e
os demais conjuntos por letras capitulares tais como A, B, ... Para classes, usaremos a
notacao { A} para expressar a “classe dos conjuntos equivalentes a A”.

Dados dois conjuntos A e B né podemos definir o seu produto, AB, como o conjunto
que consiste dos pontos presentes em ambos, e a sua soma, A + B, como o conjunto

dos pontos contidos em A, ou em B, ou em ambos. Essas operacoes sdo associativas?,

(AB)C' = A(BC) (A+B)+C=A+(B+C)

comutativas,

AB = BA A+B=B+A

e distributivas,

A(B+C)=AB+ AC

Podemos também extender as defini¢oes de somas e produtos & sequéncias enumeraveis
(A1, A, ...) tal que
o0 oo
[T4 > 4
1 1
sejam os conjuntos consistindo, respectivamente, daqueles pontos que estejam contidos
em todos os A;, e em, no minimo, um dos A;.

Se B é um conjunto contido em A, denotamos B C A, ou A D B, e entao definimos
A— B como o conjunto de todos os pontos de A que néao estao contidos em B. Portanto,
) — A esta sempre definido, ainda que possa ser vazio (o conjunto vazio sera denotado
por 0). Iremos denotar A para 2 — A e o chamammos o “complemento de A”.

Dada uma sequéncia infinita de conjuntos Aq, As,... temos entdo definidos o seu
produto infinito e a soma infinita, no entanto ha ainda mais dois conjuntos dependentes

da classe A; que sao também importantes.

'Em alguns livros essas operacdes sdo também denominadas interseccdo e unidgo de conjuntos,

respectivamente.
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O limite superior de um sequéncia de conjuntos Aj, As, ... é escrito limsup A4;, e é
definido como o conjunto de todos os pontos que estao contidos num ntimero infinito

de A;. Podemos de fato escrever

limsup 4; = ﬁ iAi

n=1i=n
. 00
uma vez que qualquer um destes pontos deve estar contido em ) ° A; para um n
qualquer, e se um dos pontos nao estiver contido em nenhum destes A;, ou pelo menos
num numero finitos destes, tomamos um valor de n tal que este ponto nao esteja contido
e}
em 2%, A
O limite inferior de uma sequéncia A; é definido como consistindo de todos os

pontos que estao contidos em todos os A;, exceto possivelmente em um nimero finito
destes, e assim podemos escrever

o0 oo

n=1i=n
e portanto

liminf A; C limsup A;
Campos de Conjuntos

Um campo de conjuntos F' é uma classe de conjuntos que é fechada sob todas
as operagoes descritas acima. Esta nao é uma definicdo muito precisa, assim podemos
definir um o-campo como uma classe de conjuntos que é fechada sob todas as operacoes
de conjuntos enumeraveis.

Os termos “campo” e “o-campo” nao sao utilizados em todos os livros. Seguimos

aqui a terminologia das referéncias [?] e [?].

Funcoes de Medida



Apéndice A: Probabilidade e Teoria da Medida 166

Uma funcao de conjunto é uma funcao a valores numéricos que é definida para todo
conjunto em uma classe de conjuntos, isto é, ela associa a cada conjunto um nimero.
Tais fungoes sdo usualmente (mas nem sempre) definidas para todos os conjuntos em
um o-campo. Uma funcdo de conjunto, ¢ (A), é dita ser o-aditiva sobre um o-campo.se,

e somente se,
¢ (Z Az-) = 6 (4)

para todo conjunto finito ou enumeravel de conjuntos A; nao repetidos tal que ¢ (> ; A;)

¢é limitada.

Se além disso ¢ (A) é sempre nao-negativa, ela é dita ser uma medida. Isto pode ser
tomado intuitivamente como a “massa” do conjunto A. Se um conjunto B estd contido
em A, entdo ¢ (A) = ¢ (B)+¢ (A — B) > ¢ (B). Entao, se ¢ (2) é finito, todo conjunto
no o-campo.possui uma medida finita. Se ¢ () # 1 podemos dividir todos os valores

por ¢ (€2) e obter uma nova medida

para a qual P(2) = 1, e 0 < P(A) < 1 para todo A no o-campo. P (A) é entao
denominada uma medida de probabilidade, e constitui uma generalizacao da definicao

axiomatica cldssica de probabilidade dada por Kolmogorov [?]:

Iremos supor em todo o texto que isto estd sempre definido sobre um o-campo, ex-
ceto quando citado explicitamente o contrario. O o-campo e sua medida correspondente
sao conhecidos como um espago de probabilidades, e os conjuntos {A;} sao chamados

de eventos.
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Figura: Fragmento do livro original de Kolmogorov, onde encontramos a definicao de

probabilidade. O leitor interessado pode consultar a referéncia [7].
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Enunciaremos a seguir alguns conceitos importantes para o embasamento da teoria

fisica de medida.
Admitiremos a nocao de par ordenado como conceito primitivo?. A cada elemento

a e a cada elemento b estd associado um terceiro elemento indicado por
(a,b)
e denominado par ordenado, de modo que
(a,b) =(c,d)<=a=c AN b=d

Diremos ainda que a é o primeiro elemento e b o segundo do par ordenado (a,b).

Note que:

a # b= {a,b} ={b,a}, (a,b)#(b,a)
a = b= {a,b} ={a}, (a,b)=(b,a)

portanto, os conceitos de conjunto e par ordenado sao distintos.

Produto Cartesiano: Chama-se produto cartesiano de um conjunto A # ) por outro

B # ) ao conjunto de todos os pares ordenados (a,b) : a € A A b € B.

2Em lugar disso poderiamos ainda defini-lo utilizando-nos da composicéo de trés conjuntos, mas tal

grau de sofisticacdo analitica ndo é necessario aqui.
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Indicaremos o produto cartesiano pela notagao A x B (lé-se: “A cartesiano B”);
portanto,

AxB={(a,b) Jae A AN beB}

Exemplo: A ={1,3} B={1,2,3}

AxB={(1,1),(1,2),(1,3),(3,1),(3,2),(3,3)} L AXB#BxA
2

BXA:{(171)7<173)7(271)7( ,3>,(3,1),(3,3)}

Relagdo: Sejam E e F' dois conjuntos. Todo subconjunto R de E x F' é denominado
relagio de E em F (ou relacao entre elementos de E e elementos de F'). No caso

de F = F diz-se, simplesmente, que R é uma relagdo sobre F.

Se R é uma relagao de E em F usaremos a notacao aRb (leia-se: “a estd na relacao
R com b”). para indicar que (a,b) € R. A negagao sera indicada algb.

As primeiras estruturas da Algebra que comparecem de maneira destacada nas
teorias fisicas, sdo as chamadas classes de equivaléncia. Classes de equivaléncia sao
conjuntos caracterizados por um tipo especial de relagao denominada de relacao de

equivaléncia.

Relacdo de Equivaléncia: Diz-se que uma relagao R sobre um conjunto E é uma rela¢do

de equivaléncia se, e somente se, sao validas as seguintes condigoes:
E1 Propriedade Reflexiva: Va € E  aRa

E2 Propriedade Simétrica: Va,b € E aRb = bRa

E3 Propriedade Transitiva: a,b,c € E aRbAbRc = aRc

Veremos a seguir alguns exemplos de realagoes de equivaléncia e ao mesmo tempo

mostraremos que, em geral, as condigoes E1, E2 e E3 sao independentes.
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Exemplo 1: Considere o conjunto E de todas as retas de um plano « e seja R a
relacao

XRY <= X=YVvXNY =0

A relagdo R é, simplesmente, a relacao de paralelismo da Geometria Plana, e sabemos
ser uma relacao de equivaléncia sobre FE.

Exemplo 2: Com as notagoes do exemplo anterior, considere R definida por
XRY <= X 1Y

Esta é a relacao de perpendicularismo da Geometria Plana, e sabemos que R sé satisfaz

E2, logo, R nao é relagao de equivaléncia sobre E.

Classe de Equivaléncia: Seja R uma relacao de equivaléncia sobre E # (). Va € E o
conjunto

a={re€FE |/ zRa}

é denominado classe de equivaléncia de a sob R, e a é chamado representante da

classe de equivaléncia a.

Exemplol: Em sua breve, porém eloqliente, discussao acerca do sincronismo de dois
M )
relégios posicionados em pontos distantes A e B feita no “Sobre a Eletrodinamica dos

Corpos em Movimento” de 1905, Einstein conclui que:

1. “Se o relégio em B é sincrono com o relégio em A, também o relégio em A é

sincrono com o relégio em B.”

2. “Se o relégio em A é sincrono com o relégio em B e também com o relégio em C,

entao os relégios em B e C sao sincronos entre si.”

Uma vez que o sincronismo de um relégio consigo mesmo é um fato fisicamente

Obvio, vemos que o conjunto dos relégios relacionados pela operacao de sincronismo
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formam uma classe de equivaléncia, ou, o que d4 no mesmo, que o conjunto dos relégios
sincronos forma uma classe de equivaléncia.

Exemplo 2: A Lei Zero da Termodinamica assegura que, se um sistema termodindmico
A estd em equilibrio térmico com outros dois sistemas B e C, entdo os sistemas B e
C estao em equilibrio térmico entre si. Isso, juntamente com outras propriedades fisi-
camente evidentes do equilibrio térmico, nos assegura que o conjunto dos sistemas ter-
modinamicos relacionados pelo equilibrio térmico formam uma classe de equivaléncia.
Com efeito, podemos trocar a expressao da Lei Zero, destacada no inicio deste exemplo,
por esta ultima frase enfatizada, que nenhuma alteracédo se verifica em nossa teoria.

Exemplo 3: A relacdo de movimento relativo uniforme é claramente simétrica e
reflexiva. Além disso, a experiéncia demonstra que essa relacdo também é transitiva,
ao menos enquanto admitirmos uma lei linear de adigao de velocidades. Assim, temos
que o conjunto dos referénciais inerciais, mais a relacao de movimento relativo uniforme,
formam outra classe de equivaléncia, de suma importancia em teorias relativisticas, a

classe dos referenciais inerciais.

Anéis: Um anel é um conjunto A junto com duas leis de composicao chamadas de
adicao e multiplicacao, e escritas como uma soma @ e um produto o respectiva-

mente, satizfazendo as seguintes condigoes:

A1 Com respeito a adicao, A é um grupo abeliano.
A2 A multiplicacao é associativa e possui elemento identidade.
A3 A multiplicagao é distributiva, ou seja,
Vr,y,2€ A (rdy)oz=x0zPyoz A zo(r@y)=zoxdzoy

Observe que, em geral, a multiplicagao nao é comutativa. Assim, é comum fixar-

mos a nossa atencao em um elemento da multiplicacao de nosso particular inter-
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esse, e falarmos em produto a direita e produto a esquerda. Por exemplo, x o0z é o

“produto a direita de x por z”, ou ainda o “produto a esquerda de z por z”.
Um anel cuja operacao de multiplicagdo é comutativa, ou seja, tal que
Ve, y € A roy=yox

¢é dito um anel comutativo.
Um anel cujos elementos nao-nulos formam um grupo sob a multiplicacao, é chamado
de anel-quociente. Um anel quociente comutativo é chamado de campo, ou corpo.
Como é usual, nés denotaremos o elemento identidade da adicao por 0 e o da
multiplicacao por 1, e a partir daqui j4 podemos notar o aparecimento das regras de

operagao bésicas a que estamos acostumados. Os teoremas a seguir ilustram bem isso.

Teorema 1: Ve € A 0oz =0. Prova: Doz @ =(0d1)ox=1loz=0=002r —
OQox=0

Teorema 2: Sejam z,y € A, (—z)oy = —(zxoy). Prova: zoy® (—x)oy =
(@ (-2))oy=00y=0—(-z)oy=—(zoy)

Outras regras de operagdo usuais tais como (—z) o (—y) = x oy sdo também facil-

mente provadas.

Médulo: Seja K um anel. Um mddulo sob K ou K-mddulo, é um tripleto ordenado

M_??

(E,+,-) tal que (E,+) é um grupo abeliano e é uma funcao K x £ — E

satisfazendo as condigoes:
ML X-(z+y)=X-xz+A-y

M2 AN®dp) - z=Nz+pu-x

M3 Ap-x=X(p-x)
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M43dleK /1l z=x

Ve,ye E N V), ue K.

Os elementos de K sao chamados de escalares, e K em si é chamado de anel es-
calar. Observe que aqui tivemos o cuidado de explicitar todas as diferentes operacoes
envolvidas, representando de maneira diferenciada a adigado em K (@) e a adigao em E
(4+), bem como os produtos (denotado em K pela justaposi¢ao e em E por “”). Esse
cuidado justifica-se para que tenhamos uma nog¢ao muito clara da natureza de todas as
operagoes envolvidas. Entretanto, uma vez que tenhamos os conceitos claros em mente,
torna-se desnecessario sobrecarregar a notagao utilizando-se de tantos simbolos. Uma
vez que todas as operagoes de adi¢do tem as mesmas propriedades bdsicas (formam
grupos abelianos nos conjuntos que as definem), e todas as operagoes de multiplicacao
sao associativas e distributivas, onde nao houver risco de confusao, denotaremos todas
as adicoes pelo mesmo simbolo, +, e também as multiplicagoes entre escalares e por
escalares simplesmente pela justaposigao.

Agora estamos prontos para definir a mais rica das estruturas algébricas que nos

interessam, a dlgebra:

Algebra: Seja K um anel comutativo. Uma K -dlgebra, ou uma dlgebra sobre K é uma

K-estrutura algébrica (A, +,-,0) com trés composigoes tais que

Al (A, +,-) é um K-mdédulo.
A2 (A,+,0) é um anel.
A3 a-(zoy)=(a-z)oy=z0(a-y) Ve,ye A AN YVae K
Observe que, apesar da algebra ser definida em termos de um anel comutativo

isso ndo implica que estamos tratando apenas com &dlgebras comutativas. As tnicas

operagoes assumidas comutativas aqui, sao as somas e a operacao de produto dentro
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do anel escalar, ou seja, somente a operagao de produto entre os escalares é admitida
ser comutativa, e esta nada tem a ver com a operacao de produto da dlgebra.

Alguns K-médulos sdo também muitas vezes denominados espacos vetoriais lin-
eares. Esta é, talvez, a estrutura mais largamente utilizada pela Fisica, entretanto, é
importante enfatizar que nem todos K-mddulos sdo espacos vetorais lineares, e também,
nem todos os espacos vetoriais sao K-maodulos. Para compreender bem essa diferenca,

vejamos a definicdo de espago vetorial linear:

Espaco Vetorial Linear: Seja F' um campo e V um grupo abeliano (sob +) tal que
Vs € FF A Yz € V 3 um tnico elemento y € V : sz = y. Entao, V' é chamado de

espaco vetorial sobre F' se, e somente se,

V1 s(x+y) = sz + sy
V2 (s+t)z = sz +tx
V3 s(tx) = (st)x Vs,t € F N Ve,y eV

V43dleF:lx=zx

Observe que aqui ja nos utilizamos extensivamente do abuso de linguagem que
denomina as estruturas matematicas pelos conjuntos sob as quais elas estao definidas.
Portanto, apenas como observagao, é sempre bom lembrar que espaco vetorial linear
nao é o grupo V, mas sim o tripleto (V, ., F') onde o ponto estd denotando o produto
entre os elementos de V e os de F', ou seja, o produto por um escalar, tal como definido
acima.

No caso mais geral de um espago vetorial nao-linear, as propriedades V1, V2 e V3
que garantem que a operacao de produto por um escalar é uma aplicacao linear, sao
suprimidas. Assim, para formar um espaco vetorial, bastam um campo, um grupo
abeliano e uma aplicagao injetora f : F' x V — V que possua um elemento identidade

associado em F'. Atente ao fato de que, uma vez que esta aplicacdo define o produto por
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um escalar, basta que ela seja injetora, entretanto, muitas vezes é mais 1til trabalharmos
com produtos por escalares que sejam também sobrejetores, ou seja, definidos como
aplicagoes bijetoras. No caso desses produtos serem definidos como fungoes, estaremos
pensando neles como homeomorfismos.

Assim, caso a aplicagao f seja nao-linear, nao poderemos identificar o espaco vetorial
com um K-médulo. Da mesma forma, caso o anel K, na definicao de médulo, seja nao-

comutativo, ndo poderemos idenficar o K-mddulo como um espaco vetorial linear.
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Consideremos uma equacao diferencial de segunda ordem da forma:
&= F(x,,t)

onde F' é uma funcao das quantidades dentro do parénteses. Por & entenda-se primeira
derivada de x com relagdo a varidvel ¢t (que no contexto serd chamada de tempo), e
por & entenda-se a segunda derivada temporal. Se conhecidos os valores de x e & num

instante fixo tg, ou seja, de posse das informacées:

xr (to) = X0
z (to) = vo
o que pode ser dito sobre a evolucao temporal de 7 Este é conhecido como o Problema
de Cauchy [?].
De posse de tais informacoes podemos saber os valores das fungoes x e & num

instante infinitesimalmente posterior, tg + dt, usando expansao de Taylor e tomando

termos de primeira ordem:

z (to + 6t) = x (to) + @ (to) 6t + O (5t?)

& (to + 0t) = & (to) + & (to) 5t + O (6t%) =

= (to) + F (z (to) , 2 (to) . to) 6t + O (6t%)
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O mesmo procedimento pode ser usado para deteminar os valores de x e & no instante
to + 26t, e novamente para o instante ty 4+ 3dt, e assim sucessivamente, de forma a se
construir a evolugao temporal de = para qualquer instante ¢, o que nos mostra que o
conhecimento de z (o) e & (t9) nos determina univocamente, para o caso de uma fungao
F' linear, a evolugao temporal de x. Em casos como estes podemos dizer que a funcao,

no caso x, ¢ uma quantidade dinamica.
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