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RESUMO

Fazemos uma revisao detalhada de alguns fundamentos bésicos do formalismo de Duffin-
Kemmer-Petiau (DKP). Analisamos as consequéncias sobre o potencial matricial V' para
fornecer uma quadricorrente conservada. Também analisamos o comportamento das in-
teracoes vetoriais minimas e nao minimas sob as transformacoes de paridade, conjugagao
de carga e reversao temporal. A ambiguidade do acoplamento eletromagnético (interagao
vetorial minima) também é revisada em detalhe. Algums conceitos errados sobre her-
miticidade e valores esperados na teoria de DKP difundidos na literatura sao discutidos.
Além disso, neste trabalho desenvolvemos uma forma alternativa de procurar solugoes
analiticas da equacao de DKP tridimensional (setor spin-0) para o caso de acoplamen-
tos vetoriais (minimo e ndo-minimo). Considerando potenciais com simetria esférica, o
problema pode ser mapeado num problema de Sturm-Liouville (da mecanica quantica nao
relativistica) para um dos componentes do espinor de DKP. Neste processo a quadrico-
rrente, a condicao de normalizacao e valores esperados também podem ser expressos em
termos desse componente do espinor de DKP de uma forma simples. Como uma aplicacao

do método desenvolvido, consideramos uma forma linear para os acoplamentos vetoriais.

PALAVRAS - CHAVE: Equacao de Duffin—-Kemmer-Petiau, Equagao de onda rela-

tivistica, Estados ligados.
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ABSTRACT

A detailed review of some basics fundamentals of the Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) for-
malism is made. The consequences on the potential matrix V' for furnish a conserved
four-current are analyzed. We also analyze the behavior of minimal and nonminimal vec-
tor interactions under parity transformation, charge conjugation and time reversal. The
ambiguity of the electromagnetic coupling (minimal vector interaction) is also reviewed
in detail. Some misconceptions about the hermiticity and expectation values of the DKP
theory widespread in the literature are discussed. In addition, an alternative way to search
for analytical solutions of the DKP equation in (3+41) dimensions (spin-0 sector) in the
case of vector coupling (minimal and nonminimal) is developed. Considering potentials
with spherical symmetry, the problem can be mapped into a Sturm-Liouville problem
(nonrelativistic quantum mechanics) for one of the components of the DKP spinor. In
this process, the four-current, normalization condition and expectation values can also
be expressed in terms of that component of the DKP spinor in a simple way. As an

application of the developed method, we consider a linear form for the vector couplings.

KEYWORDS: Duffin—-Kemmer—Petiau equation, Relativistic wave equation, Bound

states.
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Capitulo 1

Introducao

O formalismo de primeira ordem de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) [1]-[4] tem sido utili-
zado na andlise de interacoes relativisticas de hadrons com ntcleos como uma alternativa
para analise baseada nos formalismos de segunda ordem convencionais de Klein-Gordon-
Fock (KGF) e Proca. O o6nus da equivaléncia entre os formalismos representou uma
objecao a teoria DKP por um longo tempo e somente recentemente foi mostrado que eles
fornecem os mesmos resultados no caso das interagoes vetoriais minimamente acopladas,
sob a condi¢ao de interpretar corretamente os componentes do espinor de DKP [5]-[6].
No entanto, a equivaléncia entre DKP e o formalismo de Proca ja tinha um precedente
[7]. A equivaléncia ndo é mantida se considerarmos correntes parcialmente conservadas
[8] nem com interacoes escalares [9]. Por outro lado, existe uma ambiguidade a res-
peito do acoplamento vetorial minimo que tem sido objeto de algum debate. Podemos
introduzir o acoplamento minimo na equacao de movimento ou na forma hamiltoniana
da teoria DKP, mas essas duas formas nao sao equivalentes [4]. O formalismo de DKP
mostra ser melhor do que o formalismo de KGF na analise dos decaimentos K3, na razao
I'(n — v7)/T(7°® — ~47), e nos deslocamentos de niveis e larguras em atomos pionicos
[10]. Além disso, o formalismo DKP goza de uma riqueza de acoplamentos incapazes de
serem expressos nas teorias de KGF e Proca. Os acoplamentos sao classificados depen-
dendo de como se comportam com respeito as transformacoes de Lorentz. Para o setor
escalar (spin-0), as interagdes sao constituidas por dois escalares, dois vetores e dois ten-
sores [11]|, emquanto que para o setor vetorial (spin-1) sao constituidas por dois escalares,
dois vetores, um pseudoescalar, dois pseudovetores e oito termos tensoriais [12]. Os ter-
mos tensoriais sao evitados em aplicacoes porque fornecem efeitos nao-causais [11]-[13].
Um certo ntimero de diferentes acoplamentos no formalismo de DKP, com acoplamen-
tos escalar e vetorial em analogia com a fenomenologia de Dirac para o espalhamento
de proton-ntucleo, tem sido empregado no tratamento fenomenologico de espalhamentos
elasticos méson-nicleo em médias energias com uma melhor concordancia com os da-
dos experimentais quando comparado aos formalismos de KGF e Proca [14]-[19]. Por

outro lado, a teoria de DKP experimentou uma nova retomada devido a descoberta de



uma nova corrente vetorial conservada [5], [20]-[25], cujo componente temporal positivo-
definido poderia ser um candidato a uma corrente de probabilidade, e como b6énus uma
esperanga para evitar o paradoxo de Klein para os bosons [25]. No entanto, foi mostrado
que a nova corrente proposta nao pode ser associada a uma corrente de probabilidade [26].
Um esforgo para consertar essa nova corrente foi feito em [27] mas em [28] foram mostradas
algumas inconsisténcias. Na referéncia [28] também foi mostrado que o paradoxo de Klein
pode existir na teoria de DKP com interacoes vetoriais minimamente acopladas. A teoria
de DKP também experimentou um novo folego no contexto de aplicacoes em cromodi-
namica quantica [29], dindmica hamiltoniana covariante [30], espago de fase relativistico
[31], espaco-tempo curvo [32], abordagem causal [6], [33], tunelamento superlumial [24],
modelo de Bohm [22], |25], [26], matriz S |34], invaridncia de Galileu em cinco dimensodes
[35], mecéanica pseudoclassica [36], condensado de Bose-Einstein [37], campos magnéticos
homogéneos [38], fase de Aharonov-Casher [39], potencial de Aharonov-Bohm [40], massa
dependente do tempo e o potencial degrau vetorial [41], massa dependente do tempo e
campos vetoriais dependentes do tempo [42], oscilador tensorial de DKP (acoplamento
tensorial com um potencial linear) [43]-[50] e suas propriedades termodinamicas [51], os-
cilador vetorial de DKP (acoplamento vetorial ndo-minimo com um potencial quadratico
[44] e acoplamentos vetoriais minimo e nao-minimo com um potencial linear [46]), os-
cilador de sexto grau (acoplamento tensorial com um potencial linear mais um cuabico)
[52], potencial degrau [25], [28], [53]-|55], potencial vetorial de Woods-Saxon [56], poten-
cial vetorial de Hulthen deformado [57|, pogo quadrado vetorial |58|, potenciais vetoriais
coulombianos [47], [49],[58]-[60], degraus vetoriais nao-minimos [61]-[62] e acoplamentos
vetoriais ndo-minimo com um potencial linear [63].

Um dos objetivos desta tese é rever algums fundamentos basicos da teoria de DKP.
Para esse proposito, impomos condicoes sobre o potencial matricial para obter uma quadri-
corrente conservada. Focalizando o caso de interac¢oes vetoriais (minimas e nao-minimas),
analisamos o comportamente sob as transformacoes de paridade, conjugacao de carga e
reversao temporal. A ambiguidade a respeito do acoplamento eletromagnético (vetorial
minimo) também é revisada em detalhe, e usando a conservacao da quadricorrente e a
interpretacao correta dos componentes fisicos do espinor de DKP tentamos clarificar essa
discrepancia. Algums conceitos errados sobre hermiticidade e valores esperados na teoria
de DKP difundidos na literatura sao discutidos. Ademais, nesta tese desenvolvemos uma
forma alternativa de procurar solucoes analiticas da equacao de DKP tridimensional para
o setor escalar da teoria. Considerando acoplamentos vetoriais (minimo e nao-minimo)
com simetria esférica, o problema pode ser mapeado num problema de Sturm-Liouville
(da mecanica quantica nao-relativistica) para um dos componente do espinor DKP, dessa
forma a procura de solu¢oes da equacao de DKP torna-se mais clara e transparente. Nesse
contexto analisamos a conservacao do momento angular total e as condicoes de contorno.

Como uma aplicacao do método, consideramos uma forma linear para os acoplamentos
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vetoriais. O problema reduz-se & procura de solucoes de uma equacao diferencial bicon-
fluente de Heun [64]. As solugbes exatas e o espectro sao encontradas de uma forma
analitica. O caso de um potencial linear nado-minimo, ja difundido na literatura [65], é
obtido como uma caso particular. Deve ser mencionado que grande parte do método
desenvolvido valeu-se de um recente trabalho [66] que foi apresentado no XXX Encontro
Nacional de Fisica de Particulas e Campos em 2009.

Esta tese esta organizada da seguinte forma. No capitulo 2 apresentamos uma breve
revisao de algums fundamentos béasicos do formalismo de DKP, a algebra DKP ¢é discutida
na secao 2.1, a covariancia de Lorentz é discutida na secao 2.2, a equacao DKP conju-
gada e a equacao de continuidade sao discutidas nas secoes 2.3 e 2.4, respectivamente. A
condicao de normalizacao e os valores esperados sao discutidos nas secao 2.5. Os projetores
de Umezawa e interacoes na equagao de DKP sao discutidos nas segoes 2.6 e 2.7, respecti-
vamente. O acoplamento eletromagnético e a forma hamiltoniana da equacao de DKP sao
discutidos na secao 2.8. No capitulo 3, desenvolvemos um método para procurar solucoes
analiticas da equacao de DKP tridimensional com acoplamentos vetoriais que apresentam
simetria esférica. Na secao 3.2 aplicamos o método desenvolvido e consideramos uma
forma linear para os acoplamentos vetoriais. As solucoes exatas sao apresentadas de uma
forma fechada e o espectro apresenta, além da degenerescéncia essencial onipresente para
qualquer campo de forca central, uma degenerescéncia acidental. Finalmente, no capitulo

4 apresentamos as conclusoes.



Capitulo 2

Formalismo de Duffin—- Kemmer—Petiau
(DKP)

Tentando resolver o problema dos estados de energia negativa da equagao de Klein-
Gordon-Fock (KGF) [67], Dirac [68] propos uma equagao relativistica de primeira or-
dem, quer dizer, derivada de primeira ordem no tempo, assim como a propria equacao de
Schrodinger. Entretanto, as equacgoes relativisticas devem tratar as coordenadas espaciais
e temporal de uma maneira simétrica, dessa forma as derivadas com respeito as coorde-
nadas espaciais também deveriam ser de primeira ordem. A partir dessas consideragoes

Dirac considerou a seguinte forma
(99, — m) () = 0 (2.1)

invariante pelas transformagoes de Lorentz, onde o campo 1(x) tem quatro componentes
e cada componente de ¢ deve satisfazer a equacao de KGF. Os fatores y* sao matrizes

que obedecem a algebra
Y+ =20 (2.2)

onde 7, = diag(1l, —1,—1,—1) é a métrica de Minkowski. A equagao (2.1) passou a ser
conhecida como a equacao de Dirac. Com o sucesso da equacao de Dirac para a descricao
de particulas relativisticas de massa m e spin 1/2, aparece o interesse em direcionar
esforcos na busca de equacoes relativisticas de primeira ordem que descrevam particulas
de spin-0 e spin-1, que possam ser usadas como uma forma alternativa as equagcoes de
segunda ordem de KGF e Proca, respectivamente. Essas investigagoes tiveram inicio com
de Broglie [69] e prosseguiram com Petiau [1] e, independentemente, com Kemmer [2] e
Duffin [3]. A forma final foi apresentada por Kemmer em 1939 [4] e passou a ser conhecida
como a equagao de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP). A equagao de DKP pode ser vista como
uma direta generalizacao da equagao de Dirac em que as matrizes vy sao substituidas por

matrizes que satisfazem uma algebra mais complicada, conhecida como algebra de DKP.
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A equacao de DKP é expressa por
(189, — m) (x) = 0 (2.3)

onde

B3 B+ BB = B + B (2.4)
A algebra DKP das matrizes (" tém trés representacoes irredutiveis: a representac¢ao
unidimensional é trivial, a representacao de 5 dimensoes esté associada com particulas
de spin 0 (setor escalar) e a representacdo de 10 dimensdes com particulas de spin 1
(setor vetorial). O estado dindmico ¢ para uma particula de spin 0 tem um espinor
de 5 componentes e para particulas de spin 1 tem um espinor de 10 componentes. De
fato, as equagoes de Dirac e DKP sao casos particulares da equagao conhecida como
equagdo de Bhabha [70]. As quatro matrizes quadradas que definem o spin sdo dadas
pelas representacoes da algebra so(5) e fornece uma equacao de onda para cada spin.
A representacgao 4-dimensional R5(1/2,1/2), por exemplo, fornece a equacao de Dirac,
enquanto as representacoes 5-dimensional R5(1,0) e 10-dimensional Rj(1,1) fornecem a

equagao de DKP para spin-0 e spin-1, respectivamente [71]-[72].

2.1 Algebra DKP

A principal diferenca entre as teorias de DKP e Dirac é a algebra satisfeita pelas matrizes
que aparecem na equacao de movimento. As matrizes B satisfazem a relagdo (2.4). A
partir dessa relacao podemos obter uma série de propriedades tuteis.

Fazendo 1 = v = A em (2.4), obtemos
(8")° = g, (2.5)

Por outro lado, um conjunto de matrizes que complementam as matrizes 5 pode ser

definido por

= 2(0")? — (2.6)
que satisfaz

(n")* = (y"™)* =1. (2.7)
A comutatividade entre as matrizes " e as " pode ser estabelecida a partir de (2.6).

Multiplicando (2.6) por 8” a direita

B = 2(8")8" — B, (2.8)
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o primeiro termo no segundo membro de (2.8) pode ser obtido a partir de (2.4). Fazendo

= v em (2.4) obtemos

(828" + B"(8")* = B + 30"

(2.9)

A partir de (2.9) podemos obter outra relacao util. Fazendo p # v em (2.9) podemos

obter

(B")2(8")* = (BY)*(8")?, para p+#v

Assim, substituindo (2.9) em (2.8) obtemos
(3 = 2.

De tal forma que

", By =0, p#v

{n, BV} =20 pr, p=v

Por outro lado, multiplicando (2.6) por " a direita

Nt = 2B B —
= 2(0") —
— ﬁunw

e analogamente, multiplicando (2.6) por 8" a esquerda

[BHpt = BHphe
logo,

nher = Byt
ou seja,

[, 6] =0.

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

A rela¢ao de comutagao entre os n* pode ser obtida diretamente, multiplicando (2.6) por

n” a direita
= 0" [2(8) =]
= 2 (8°) =
= 2("B") 8" ="

(2.17)
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usando (2.8) em (2.17), obtemos

— 2089 — B B —

= ApHpIyY = 28" (0" B7) — 0"t

= ABrB — 28Y (28" — B'n") —

= AptSTY =457 267 670" — 0™

= A" (B"B" = BYB") + (288" — ™) n*

= dn"[B", B"] +n"n" (2.18)
de forma que

[, n"] = 4n [B*, B] (2.19)

para o caso em que j # U temos
[7*,m"]=0. (2.20)

Outra relacao 1til entre as matrizes §* é quando A\ = p. Fazendo A\ = p em (2.4), temos
prEr e = Byt (2.21)

Se escolhemos uma representacao para as matrizes J tal que
(B = (2.22)

as matrizes n* tornam-se hermitianas, ou seja, (n*)" = nt.
E possivel determinar uma matriz D que atue sobre as matrizes 5" e forneca seu
conjugado hermitiano
DD = (") (2.23)

onde D? = 1. Desta forma

Dp'D = (B
= e (2.24)

multiplicando (2.24) por D a direita temos
Dpt =ntpED (2.25)
multiplicando (2.24) por D a esquerda temos

3D = i D" (2.26)
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de forma que
(6%, D] =" D, "] (2.27)

ou seja,
(" +1)[D, 5] =0 (2.28)

De (2.28) vemos que se u = 0, entdo [D,3°] = 0, e se u = i, obtemos que [D, 3] é
arbitrario. Precisamos obter uma condicao vélida para todo u, nesse sentido a tnica

possibilidade vélida para todo u é considerar que [D, 5*] = 0. Mas, de (2.16) temos que

et = prpt
n*D(Dp*) = (8"D)Dn" (2.29)

uma vez que D? = 1. Como DB* = *D , temos
gD (Dnt —n*D) =0 (2.30)
e concluimos que
D, = 0 (2.31)

Como, de (2.20), [n*,n"] = 0, em principio D pode ser escolhida como D = n#, onde se
verifica que D? = (n*)* = 1. Com (2.22) e (2.23) temos que (6*)f = DD = nrepr,

Pode-se enxergar que esta ultima expressao é satisfeita se e somente se
D=7’ (2.32)
Desta forma
(8" =" = o (2.33)

Portanto, a matriz responsavel pela conjugacao hermitiana das matrizes 3* é a matriz n°,

ou seja, as matrizes 3 sao hermitianas com respeito a n°.

2.1.1 As representacoes irredutiveis da teoria DKP

O conjunto das matrizes " mais o operador unidade geram um anel consistente com a
algebra de spin inteiro [71]. A &lgebra expressada por (2.4) gera um conjunto de 126
matrizes independentes. Esta adlgebra deve possuir entao trés representacoes irredutiveis

(pelo teorema de Frobenius-Schur)(ver Kemmer [4])
126 = 1* + 5 + 10%. (2.34)

Temos entao uma representagao de primeira ordem (trivial) sem significado fisico, uma

representagdo de quinta ordem que descreve particulas de spin 0 (também chamado de
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setor escalar da teoria de DKP) e uma representagdo de décima ordem representando
particulas de spin 1 (ou setor vetorial).

O espinor de DKP apresenta um excesso de componentes e a teoria deve ser suple-
mentada por uma equacgao que permita a eliminacao dos componentes redundantes. Esta
equacao é obtida multiplicando a equagiao de DKP (2.3) por 1 — 3°43°

(1 =p"8%) (ip" 0y —m) ¢ =0
(1—3°8%) (if°00 + i8'0; — m) ¢ = 0
. . i . 3 . 2 2
iB3°00) + i3 0;) — map — i (50) O — i (ﬁo) B0 +m (ﬁo) =0 (2.35)
de (2.5) temos, para o caso em que p =0
3
(8% =p° (2.36)
analogamente, de (2.9) temos, para u=0e v =1
2 i i i 2
(8°)" 8 =p"=05(8) (2.37)

e reescrevemos (2.35) como

. . i . . i i 2 2
B0 + 1300 — map — B0 — i |8 = 5 (8°)°] O+ m (8°)" v = 0
. i 2 2
i3 (%) 0b +m (B°) ¢ —my =0 (2.38)
ou seja,
iB'3°B" 0 = m (1 - B°8°) v (2.39)
Como veremos a seguir, a equagao (2.39) expressa trés (quatro) componentes do
espinor pelos outros dois (seis) componentes e suas derivadas espaciais no setor escalar
(vetorial) de forma que os componentes supérfluos desaparecem e restam somente os com-

ponentes fisicos da teoria de DKP. As equacgoes de KGF e Proca sao obtidas selecionando

os setores de spin 0 e spin 1, respectivamente, da teoria de DKP para um bdson livre.

2.1.2 Uma representacao explicita das matrizes (3

Para o setor escalar da teoria DKP (spin-0) usaremos a representagao dada por [59],[73]

0 0 : 0 p .
30 — <6T 0) 7 Bt = (_pT 0) ., 1=1,2.3 (2.40a)
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onde

, _ (01 (-1 00
1o/ T 1o 0o
(o -1 0 (o0 -1

P2 o 0o o/ " \oo o

em que 0, 0 e 0 sdo matrizes nulas de 2x3, 2x2 e 3x3, respectivamente, enquanto o

(2.41)

sobrescrito T designa a matriz transposta. Nessa representacao temos que

= ( 6IT _61 ) : (2.42)

em que I e I sio matrizes identidade de 2 x 2 e 3 x 3, respectivamente.

Para o setor vetorial da teoria DKP (spin-1) usaremos a representagao dada por [58]

0 000 0 0 e O
T =T .
0O 0TI O A 0 0 0 —is;
0 7 K3
= | _ , = 2.43
& 0 100 b —f 0 0 0 (2:43)
00 000 00 —is;, 0 O
onde s; sa0 matrizes 3x3 em que (Si>jk = —ig;jk, €; sAo matrizes 1x3 em que (ei)u = 0,

e = (0 0 O), enquanto 0 designa a uma matriz nula de 3x3. Nessa representagao

temos que

-100 0
=T
O I 0 O

0

= _ 2.44

n 0T 01 0O ( )
00 00 -I

2.2 Covariancia de Lorentz na teoria DKP

Vamos estudar a covariancia da equacao de DKP sob transformacoes de Lorentz. A

covariancia expressa que sob as transformacoes
= A", 2, 0,=N",0, (2.45)

(1) =UMN)p(z),  m=m (2.46)

a equacao de DKP permanece invariante, ou seja

(i39, —m) ¥(z) =0 (2.47)
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além disso as matrizes 3 devem satisfazer as relacoes da algebra DKP, i.e

BIP  PB = P+ (249

Para lograr isso devemos encontrar a forma explicita das transformagoes U(A) e (.
Substituindo as transformagoes (2.45) e (2.46) em (2.47), obtemos

iYL U(A)B(x) — mU(A)p(z) = 0 (2.49)
logo, multiplicando (2.49) por U~! a esquerda temos
i (U'BMUANY ) 0,0 (x) — map(z) =0 (2.50)

que comparando com a forma da equacao de DKP, vemos que as matrizes § devem-se

transformar como

U Y A)B U(AN) = A", B”. (2.51)

Agora construamos o operador U(A) para as transformagoes de Lorentz proprias infinite-

simais, dadas por
AP, ="+ Aw”, + O(Aw?), Aw,, = —Awy, (2.52)
para isso expandimos U(A) em potencias de Aw*”
U(A) =1+ iaAw,, S™ + O(Aw?). (2.53)
Substituindo isso em (2.51) obtemos
B 4 iaDwag S = B 4 Awh, B + ialAwapS™P B + O(AW?). (2.54)

Igualando os coeficientes dos polindémios (em Aw) de ambos termos de (2.54), obtemos
que
g =p" ialwag [B, 5] = Awt, 87 (2.55)

A primeira destas relagoes estabelece juntamente com a transformagao (2.51) que as ma-
trizes S devem ser independentes das coordenadas escolhidas no espaco de Minkowski. A
segunda equacao pode ser usada para determinar a forma explicita do gerador infinitesimal

S* e o valor do coeficiente «, e eles sao dados por

sw =38 e a=—z, (2.56)

respectivamente.
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A partir das transformacoes de Lorentz proprias infinitesimais podemos gerar uma
transformacao propria finita, isto pode ser obtido pela aplicacao sucessiva das transfor-
macoes infinitesimais. A transformacao de Lorentz propria finita fica completamente

determinada por

U(A) = exp G AwWS’“’) . (2.57)

E importante destacar que isso nos da a lei de transformacdo do campo DKP e das

matrizes S sob a acao de transformacdes continuas.

2.3 A equacao DKP conjugada

Pode-se definir um campo 1 correspondente ao conjugado de 1/, no sentido de respeitar
uma equagao de movimento analoga a (2.3), isso sera tutil para construir a equagao de
continuidade na teoria DKP. Aplicando o conjugado hermitiano sobre a equacao de DKP
(2.3) temos

(i8"0, —m)¥]" = 0
—i@uwTﬁ“T—mwT — 0
10,0 B +myt = 0 (2.58)

multiplicando (2.58) por n° & direita

0,000 + my™n® = 0
10,0 B +mytn® = 0 (2.59)

definindo o espinor adjunto ¥
o =iy’ (2.60)
obtemos a equagao de DKP conjugada

i0,0B" +mip = 0. (2.61)
Podemos agora olhar para a lei de transformacao de 1 sob uma transformacio de Lorentz

W' =y = tUT = g0 Uhy° (2.62)

mas n°UTn? = U~L, portanto
Y =pU! (2.63)

que é a lei de transformacao esperada para um objeto conjugado, ja que o produto ma-

tricial 17 gera uma quantidade escalar (invariante sob transformacoes de Lorentz).
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2.4 A equacao de continuidade na teoria DKP

A equacao da continuidade na teoria de DKP é obtida através do processo padrao. Mul-

tiplicando a equacdo de DKP (2.3) por % a esquerda
WO O, — miep = 0 (2.6

e multiplicando a equagdo de DKP conjugada (2.61) por ¢ a direita

10,0 8"Y + miph = 0 (2.65)
somando (2.64) e (2.65)
VB O + B = 0 (2.66)
ou seja,
DubB*b = 0 (2.67)
desta forma é possivel definir a densidade de quadricorrente
1 -
JH = 3 W) (2.68)

onde o fator % (sem implicagoes na lei de conservagao) é necessario para que se obtenha
uma densidade de quadricorrente em conformidade com aquela usada na teoria de KGF
e seu limite ndo-relativistico (ver e.g. [75]).

De (2.68) obtemos que

1 -
P o= =
) 1 - .
J= 508 (2.69)
e a equagao (2.67) se torna
0, J" =0 (2.70)

que possui a forma da equagao da continuidade. No entanto, o componente temporal de
J" (ou seja, J°) nao ¢ positivo-definido, o que impede que J° seja interpretado como uma
densidade de probabilidade. Todavia J° pode ser interpretado como uma densidade de

carga.
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2.5 Condicao de normalizacao e os valores esperados

A condicao de normalizacao f drJ® = 41 é expressa na teoria de DKP como

/dnzﬁozp =42 (2.71)

em que o sinal positivo (negativo) deve ser usado para uma carga positiva (negativa). O

valor esperado de qualquer observavel O é dado por

oy Larvin (0) ¢
[ dr 1P

(2.72)

onde $°O deve ser hermitiano com respeito a 1°, ou seja, [1° (3°0)]" = n° (3°0), para

assegurar que (O) seja uma quantidade real.

2.6 Os projetores de Umezawa

Do estudo das representacoes irredutiveis da teoria de DKP na subsecao 2.1.1, foi ob-
servado que o espinor de DKP apresenta um excesso de componentes e que o uso da
equagao (2.39) exclui tais componentes supérfluas do espinor, restando apenas seus com-
ponentes fisicos. De forma a facilitar a identificagao dos componentes fisicos do espinor
DKP, Umezawa |76] formulou um conjunto de "projetores" que selecionam componentes
do espinor ¥ que se transformam sob Lorentz de acordo com as leis de transformacoes
usuais de escalar, vetores e tensores de ordem 2. Portanto o uso desses projetores ajudam

na identificacao do setor fisico da teoria DKP.

2.6.1 Setor escalar

Define-se os operadores [11]

P=-(8"8,—1), P‘=Pp" (2.73)

Wl

que satisfazem as seguintes relagoes algébricas

P =P (2.74)

PHB” = PBMBY = Pyt (2.75)
PSW = SWP =0 (2.76)
PHSA = v PA A pr (2.77)

Dadas as transformagoes de Lorentz, (G*) = g*, P' = P, (P*)' = (Pp")" = P* e usando
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a propriedade (2.76) pode-se mostrar que
1
(Py) = Py = PUY =P (1 + 5 Aw,, S + O(AwQ)) = P (2.78)

Pode-se ver que P transforma-se como um campo escalar (invariante sob transformacoes
de Lorentz).

Analogamente, para o projetor P, temos que
(Prp) = P*Up = P* (1 + % Aw,, 5" + O(Aw2)> 0 (2.79)
usando a propriedade (2.77) obtemos que
(PH) = (68 + Awl + O(Aw?)) PMp = A* \ P (2.80)

concluimos assim, que P*i transforma-se como um vetor de Lorentz. Portanto, esses
operadores que foram definidos de forma independente da representacao, sao chamados
de projetores do setor escalar da teoria DKP. Esses operadores selecionam as componentes
do espinor 1 que se transformam como um campo escalar e como o seu vetor gradiente
associado.

Por outro lado, aplicando o operador P & equagao de DKP (2.3) temos
iPB9,0) — mPip =0 (2.81)
como P(" = P* podemos reescrever (2.81) como
i0, Pp = mPy. (2.82)
Aplicando P” a equagao de DKP (2.3)
iP”3"9,h — mPY = 0 (2.83)
usando PYf* = Pn*”, (2.83) torna-se
Py = Lor Py (2.84)
m

substituindo (2.84) em (2.82)

i, (%aﬂpw) —mPy =0 (2.85)
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logo
9, 0" (PY) +m?* (Py) =0 (2.86)

que é a equacao de KGF para um boéson livre. Portanto, quando o operador projecao P
é aplicado a equacao de DKP, imediatamente o setor de spin 0 da teoria é selecionado,
fornecendo apenas o componente fisico do espinor que obedece & equacao de KGF livre.

Na representagio explicita das matrizes 5" dadas por (2.40a), P é escrito no setor
escalar como

P = diag (1,0,0,0,0) (2.87)

assim, ao aplicarmos P ao espinor DKP dado por ¥ = (41, 19,3, 14, 15) obtemos

(2.88)

donde é possivel inferir que o componente fisico do espinor ¥ para o setor escalar é dado
por 11, de forma que os quatro componentes restantes do espinor (s, V3, ¥4 € 15) podem

ser escritos em termos de ¢; usando (2.84).

2.6.2 Setor vetorial

Analogamente ao caso escalar, podemos definir projetores [76]
R = (51 (8%)° (8%)° (88° — ), R™ =Rrp" (2.89)

das definicoes temos as seguintes propriedades

RW = — R (2.90)

RM(* = Rfn”™ — R'nf*® (2.91)

R'S™ = " RN — R (2.92)

RS = R — RV — P RE 4 O R (2.93)

As propriedades anteriores nos permitem mostrar que sob uma transformacao de Lorentz

temos que
(Rfap)' = A"\ RMp (2.94)
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se transforma como um vetor de Lorentz, e que
(R™9) = A* \ A 5 R (2.95)

se transforma como um tensor de segundo ordem.
Novamente, por meio da aplicacao dos projetores do setor vetorial & equacao DKP
(2.3) obtemos

0, R* 1) = —imRM (2.96)
e aplicando R* a equagao de DKP (2.3) e usando (2.91) temos
N (2.97)
m
onde
UM = MRV — 9" R™) (2.98)

Substituindo (2.97) em (2.96)

d, (iUW> —  _imR"y

m
o,U™M = —m>RMy) (2.99)

temos, portanto

{ o iy (2.100)

O,U"" = —m2RM)
que sao as equacoes de Proca para um boson livre. Combinando as equacoes de Proca

temos que

0, (0" R*p — 0" R"1p) = —m>RFp
0,0" R*p — 0,0"R"1) + m*R") = 0 (2.101)

aplicando d,, a (2.101) obtemos

9,0,0" R*p — 8,0"0, R*b + m*9, R = 0
9,0" 0, R — 0,0"0, R*b + m*9, R = 0
m?0, R'"p =0 (2.102)

portanto
O R =0 (2.103)
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aplicando (2.103) em (2.101)
(9,0" +m*) R*p = 0. (2.104)

Portanto, a equagao (2.104) satisfaz a equacao de KGF para R*¢ com um vinculo dado
por (2.103).
Aplicando R* ao espinor 1, na representagao das matrizes " dadas por (2.43),

temos

s
|
&
|
<
9%
|
S
N

R%) =

S O O O O o o o o
S O O O O o o o o
S O O O O o o o o
o O O O O o o o o

(2.105)

Logo, os componentes do espinor ¥, ¥s, ¥3 e 14 sao os componentes fisicos do espinor

do setor de spin 1 da teoria de DKP. Desta forma, os quatro primeiros componentes do

espinor obedecem a equacao de KGF livre, ao passo que os outros seis componentes do

espinor (Vs, ¥g, 7, s, g € 11g) sdo escritos em termos dos quatro primeiros componentes
do espinor usando (2.97).

E util definir o operador projecao P para o setor vetorial. Neste caso usando a

representagao das matrizes 5 dadas por (2.43) P é escrito como
P = (8"8, — 2) = diag(1,1,1,1,0,0,0,0,0,0) (2.106)

quer dizer que P aplicado ao espinor DKP 1) seleciona as quatro componentes superiores.

2.7 Interacoes na teoria DKP

A equacao de DKP com interagoes pode ser escrita como
(iB'0y —m —V) =0 (2.107)

onde o potencial matricial geral V' é escrito em termos de 25 (100) matrizes linearmente

independentes que pertencem a representagao irredutivel de quinta (décima) ordem asso-
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ciada ao setor escalar (vetorial) da teoria DKP. Na presenca de interagoes a equagao de

DKP conjugada se torna

(iB"Op — myp — Vp)T = 0
gt — myt — iV =0
0,0 80" + myt + V=0
10,00 0" n° + my™n® + T’V = 0
0, 0" 8" + mtn® + i’ Vin® =0 (2.108)

como ¥ = 1n° temos que
10,03 +mip + Vi’ =0 (2.109)

A equacao da continuidade na teoria de DKP com interacoes gerais é obtida de
maneira andloga ao caso livre, multiplicando (2.107) por % a esquerda, (2.109) por ¢ a

direita e somando ambas as equacoes resultantes, obtendo
0,08+ (°Vin® = V) =0 (2.110)

mas J* = 1¢3"; logo
2i0, " + ¢ (°Vin® = V)¢ =0 (2.111)

que pode ser reescrita como
Ol + 50 (V= nVi) v = 0 (2.112)

e a quadricorrente sera conservada apenas quando V for hermitiano com respeito a n°.
O potencial matricial geral V' pode ser escrito em termos de estruturas de Lorentz bem
definidas, estas estruturas sao classificadas dependendo de como se comportam com res-
peito as transformacoes de Lorentz. Para o setor escalar, as interagoes sao constituidas
por dois escalares, dois vetores e dois tensores [11], emquanto que para o setor vetorial sdo
constituidas por dois escalares, dois vetores, um pseudoescalar, dois pseudovetores e oito
termos tensoriais [12]. Os termos tensoriais sdo evitados em aplica¢oes porque fornecem
efeitos nao-causais [11]-[13].

No presente estudo serdo tratadas as interagoes vetoriais para o setor de spin 0 (setor

escalar) da teoria de DKP, de forma que o potencial matricial V' de (2.107) ¢ escrito como
_ N 2
V =prAY +i[P, prAD (2.113)

onde P é o operador projegao definido por (2.87) no setor escalar e definido por (2.106) no
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setor vetorial, de tal forma que ¥ Pt comporta-se como um escalar e ¢ [P, 3] 1) comporta-
se como um vetor. A,(}) e Af) sao as funcdes do potencial quadrivetor. E interesante notar
que AS‘) é acoplado minimamente, mas nao ALQ) . Por tal motivo convencionaremos chamar
de acoplamento vetorial minimo e vetorial ndo-minimo. Substituindo (2.113) em (2.107)

obtemos
(13", —m — B* AW —i[P, A ) = 0 (2.114)

Um ponto muito importante a notar é que o potencial matricial (2.113) leva a uma
quadricorrente conservada, mas o mesmo nao acontece se em lugar de [P, 8] for utilizado
Pp" ou P como em [14]-|15], [17], [19].

A partir do estudo da simetria PCT na teoria de DKP (ver Apéndice A), observamos
que Aff) é invariante sob conjugacao de carga, o que significa que ele nao acopla com a
carga do boson. Em outras palavras, ALQ) nao distingue particulas de antiparticulas e
assim o espectro destas interacoes ¢ simétrico com relacao a £ = 0. Portanto, estas
interacoes nao minimas nao podem exibir o paradoxo de Klein. O célebre paradoxo de
Klein é um fendémeno em que o coeficiente de reflexao excede a unidade e é interpretado
como sendo devido a criagao de pares pelo potencial. Este paradoxo surge para potenciais

suficientemente intensos.

2.8 Acoplamento eletromagnético e a forma hamilto-

niana na teoria DKP

Do estudo da secao 2.7, foi observado que as componentes fisicas da teoria DKP livre
obedecem a equacao de KGF no setor escalar e a equacao de Proca no setor vetorial
da teoria. O 6nus da equivaléncia entre os formalismos representou uma objecao a teoria
DKP por um longo tempo e somente recentemente foi mostrado que eles fornecem os mes-
mos resultados no caso das interagoes vetoriais minimamente acopladas, sob a condicao
de interpretar corretamente os componentes do espinor de DKP [5]-[6]. No entanto, a
equivaléncia entre DKP e o formalismo de Proca ja tinha um precedente [7]. A equivalén-
cia ndo é mantida se considerarmos correntes parcialmente conservadas [8] ou interagoes
escalares |9]. Por outro lado, existe uma ambiguidade a respeito do acoplamento vetorial
minimo que tem sido objeto de algum debate. Podemos introduzir o acoplamento min-
imo na equacao de movimento ou na forma hamiltoniana da teoria DKP, mas essas duas
formas nao sao equivalentes |4]. O principal inconveniente é quando se constroi a forma
hamiltoniana a partir das equagoes de movimento minimamente acopladas, em tal caso
aparece um termo extra chamado de termo anomalo, e adicionalmente o tensor energia-
momentum nao é conservado. Este termo aparentemente nao tem significado fisico, pois

desaparece quando selecionamos os componentes fisicos do espinor de DKP [5]-[6].
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Devido & descoberta de uma nova corrente vetorial conservada [20]-|25], dada por
St = ©hry, (2.115)

onde u,, é a quadrivelocidade (u”u, = 1) and ©* & o tensor energia-momentum, cuja com-
ponente temporal S = 1) > 0 no referencial de laboratorio, é tentador interpretar esta
corrente alternativa como uma corrente de probabilidade e como bonus uma esperancga
para evitar o paradoxo de Klein para bosons [25]. Criticas sobre S* ja tem precedente.
Struyve et al. [26] mostraram que S* nao é conservada quando a interagao eletromag-
nética é introduzida na equaciao de DKP e assim S° nao pode ser interpretada como uma

densidade de probabilidade. Os autores de [26] encontram que
v € 17
0,0M" = = F*J,, (2.116)

onde F), = 8,“41(,1) — 8,A) ¢ o tensor campo eletromagnético. Na referéncia [26], argu-
mentaram que o tensor energia-momentum nao é conservado porque a particula carregada
troca energia e momentum com o campo eletromagnético. Recentemente, Datta [27] ten-

tou consertar a nova corrente considerando
e

S =St — [ da"FN Ty, (2.117)
m

com 09,5"* = 0. Alias, Datta tentou cuidar da observacao feita na referéncia 26| sobre
as trocas de energia e momentum da particula com o campo externo incluindo o campo
eletromagnético como parte do sistema. De (2.117) pode-se ver que ha um fator 4 esptrio
no segundo termo de S’#* devido ao proceso de soma de quatro termos idénticos (quatro
usos do teorema fundamental do calculo envolvendo F ’\”J,\u,,) por considerar o termo de
fonte em (2.116) como um termo de corrente adicional, ndao apenas isso, mas também
0,S"" # 0. Na referéncia [28| argumenta-se que a nova corrente conservada deve ser
escrita como
1e

St =8+ —— [ da"F Jyu, (2.118)
4 m

de modo que S* sem duvidas satisfaz @Lg" = 0. Vale a pena notar, que S° carrega uma
dependéncia temporal até mesmo para o caso de uma equacao de DKP independente do
tempo e é infinita nos pontos do espaco onde o potencial sofre descontinuidades finitas
como foi mostrado em [28|. De fato, Sk ¢ uma quantidade conservada, ela nao pode ser
associada a uma corrente de probabilidade.

Na referéncia [26] analisa-se a ambiguidade de introduzir o acoplamento minimo e
os autores sugerem que devemos introduzir o acoplamento minimo via a forma covariante
das equacoes de DKP, a fim de obter a teoria de KGF minimamente acoplada. Por outro

lado, na referéncia [25] os autores sugerem que devemos introduzir o acoplamento minimo



29

na forma hamiltoniana da teoria DKP. Portanto, esta discrepancia ainda nao encontrou
uma conclusao definitiva. Uma tentativa para clarificar esta discrepancia pode ser encon-
trada se analisarmos a densidade de quadricorrente nessas duas formas de introduzir o
acoplamento minimo. A teoria DKP livre expressa em uma versao hamiltoniana é dada
por [4]

10yt = Hp, H=1i[#, 3 0; + mp°. (2.119)

a qual, em conjunto com o vinculo
i3 6°3°0 = m (1 - 5°6°) ¥ (2.120)

sao equivalentes & equagao DKP livre (2.3). Note que neste contexto podemos mostrar

que H' = H. A equacdo de DKP com acoplamento vetorial minimo é escrita como
18" Dy —map =0 (2.121)

. . , . 1 ~ . .
onde a derivada covariante é dada por D, = J, + ZGAL ), e a versao hamiltoniana tem a

seguinte forma
i = Hip, H=i[B, 3] Dj+eAy) +mp + % Fl, (8"8°3" + 8"n™)  (2.122)

com o tensor campo eletromagnético dado por F), = (9MA£1) — 8,,A,(}). O 1ltimo termo
em H é chamado de termo andémalo e aparentemente nao tem significado fisico. Por este
motivo os autores de |25] sugerem que devemos introduzir o acoplamento minimo na forma

hamiltoniana da teoria DKP. Visto que
(iFy;#3°8°)" = — (iFy; 3 3°8°) + i Fo; (2.123)

H nao é igual a HT, em contradicdo do que foi indicado em [5|. Devido a isso, o método
de invariantes de Lewis-Riesenfeld (LR) para estudar potenciais dependentes do tempo
nao é diretamente aplicavel como foi feito na referéncia [77|, e ja criticado em [78|. Neste
estagio é importante notar que a hamiltoniana dada por (2.122) deve ser hermitiana com
respeito a 7 e nao com respeito a 3° como foi indicado por Zeleny [79]. Zeleny indica que
um operador, e em particular a hamiltoniana devem ser neo-hermitianos (506 = OTﬁO).
Além disso, Zeleny afirma que a hamiltoniana livre e com interagao eletromagnética nao
sao neo-hermitianas, por tal motivo ele tenta construir hamiltonianas neo-hermitianas.
Pode ser mostrado de forma fécil que tanto a hamiltoniana livre quanto a hamiltoniana
com interacdo eletromagnética sao hermitianas com respeito a n° (ver Apéndice B), e
portanto (H) é uma quantidade real.

Retomando a questao da ambiguidade com a interacao eletromagnética, vamos

comecar com a equacao de movimento. Do estudo da secao 2.7, foi mostrado que a
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equacao de DKP com acoplamento vetorial minimo fornece uma densidade de quadrico-
rrente conservada. Por outro lado, usando o método padrao para obter a lei de conservacao

para J#* a partir da forma hamiltoniana (2.122) obtemos

80" = [(D;) 9] B°8° 3 + ¢ 3°° Dy
(2.124)
= (9;0) B°B8°F + 937 3°3° (9;0) + ie AV (3, 32301y

Neste caso podemos enxergar que surge um termo de fonte na lei de conservagao para J*.
Este resultado contraditério pode ser resolvido seguindo a sugestao apresentada nas
referéncias [5] e [6]. Em vez de trabalhar com a representagao especifica para as matrizes
(" adotada nesta tese, escolnemos um caminho alternativo.
Para o setor scalar (spin-0) usaremos a algebra-P (ver Apéndice C.1), a partir desta

algebra podemos mostrar que
3B =PI, FRB° =P (2.125)
portanto (2.124) pode ser escrito como
Ot = [(Dy)" W] PPy + [ (P)] Dy

1

_ E{[(Dj)*(%)q D (P¢)—[(Dj)*(P¢)*] D, (P¢)} (2.126)

este resultado pode ser visto como algo natural, ja que sao teorias equivalentes.
Agora concentremos nossa atengao para o setor vetorial (spin-1). Neste caso usare-

mos a algebra-V (ver Apéndice C.2), a partir de esta algebra podemos mostrar que

P = 5O )~ (R) ()~ (°R) ()
(2.127)

AP = SR (1) - () () - () (7°)

A
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de modo que (2.124) resulta em

0, J" = 9 (R®) Di(R") + [D; (“R)] (R%)

= — ") D;(R"y) — [Dj (R%)q (R°) (2.128)

novamente, os componentes fisicos do espinor DKP fornecem uma quadricorrente conser-
vada se usamos as equagcoes de movimento ou a forma hamiltoniana. Portanto, nao existe
nenhum problema em introduzir o acoplamento minimo nas equacoes de movimento ou

na forma hamiltoniana, pois essas duas formas fornecem uma quadricorrente conservada.



Capitulo 3
Solucoes analiticas da equacao de DKP

Solucoes analiticas de equagoes relativisticas sao importantes nao apenas porque elas
fornecem as correcoes relativisticas para as teorias nao-relativisticas quando as particu-
las estao sujeitas a potenciais suficientemente intensos, mas também pela importancia
intrinseca de se obter novas solucoes. Conseguimos obter algumas solugoes analiticas da
equacao de DKP para bosons sujeitos a potenciais unidimensionais considerando misturas
dos acoplamentos escalar, vetorial minimo e vetorial nao-minimo que recentemente foram
difundidas na literatura [9], [28], [54]-[55], [61]-[63], [78].

Neste capitulo desenvolvemos uma forma alternativa de procurar solugoes analiticas
para o setor escalar (S = 0) da equacdo tridimensional de DKP para o acoplamento
vetorial (minimo e nao-minimo). Esta forma alternativa refere-se ao uso do projetor P
para selecionar o setor escalar da teoria de DKP, nesse processo obtém-se uma equacao
efetiva tipo KGF. Neste caso, o problema é mapeado num problema de Sturm-Liouville
para o primeiro componente do espinor e os demais componentes podem ser expressos
em termos do primeiro de uma forma simples. Deve ser mencionado que grande parte da
retorica empregada no desenvolvimento do formalismo valeu-se de um recente trabalho
[66].

3.1 Setor escalar (S =0)

O operador projecao P dado por (2.73) satisfaz as relacoes P2 = P e PT = P. Definindo
Pt = Ppt e PP = "P, podemos obter as seguintes relagoes |11]

Bt = Pt 4+ MP, PHBY = Py

(PH)P = P("P) =0,  (P*)(P")=("P)("P) =0 (3.1)

Logo, aplicando P e P” a equacdo de DKP (2.114) e usando as relagoes (3.1), obtemos

i (D, — AD) (P'p) = m(Py) (3.2)
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i(Dy + AD)(Py) = m(P)) (3.3)

respectivamente. Aqui, D, = 0, + Z'ALI). Combinando essas equacoes obtemos
2 2 2 2)\H
DD+ m? 4 (97AP) = (AD) (AD)"] (Py) =0 (3.4)
Por outro lado, usando (3.1), a quadricorrente J* pode ser escrita como

=~ Tm [(Py) DH(Py) (3.

Nota-se que, na auséncia do acoplamento vetorial nao-minimo, (3.4) é reduzida a equagao
de KGF com acoplamento vetorial minimo. Podemos enxergar que A,(f) nao intervém
explicitamente na corrente. A equacdo (3.4) pode ser vista como uma equagao de KGF
generalizada.

Usando a representacao das matrizes S para o setor escalar dada por (2.40a) e
se os potenciais vetoriais sao independente do tempo, o espinor pode ser reescrito como
V(7 ,t) = ¢(7 ) exp(—iEt), onde E é a energia do béson. Neste caso (3.3) torna-se

1 .
G2 = (E AP 4 2A82)> o1 (3.6)
¢ = (? iAW Z@)) o1 (3.7)
onde
— m
¢ = 7(¢3,¢4,¢5)T (3-8)
e (3.4) fornece
- — 2 — —
{(N + A(1)> 4V A L 4@, A(ﬂ b1 = K2y (3.9)
onde ) )
k2 = (E - Aé”) —m?+ <A(()2)> . (3.10)

Enquanto isso,

‘ E— AW —
==l J=

1
m m

[Im (gb’{ %1) ~AWg2] (3.11)

E importante ressaltar que j° torna-se negativo em regides do espaco em que E < Aél)
(circunstancia associada ao paradoxo de Klein).

Se considerarmos potenciais com simetria esférica

(A)" (7) = (AgC*)(r),Aga)(r)f) , com a=12 (3.12)
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entao a equacao de DKP permite a seguinte fatoragao

Ux(r)

¢1(7) = Vi, (60, ) (3.13)

onde Y}, sdo os harmonicos esféricos, com ! =0,1,2,...,my = =1, —=I+1,...,1, [ dQ Yo Yvm, =
01 0mym, € K representa todos os niimeros quanticos que podem ser necessarios para ca-

racterizar ¢;. A funcao radial U obedece a seguinte equacao radial

d 2 AD gAY 141
[(%JFAS)) 22—+ ——+ <:; )+(A§?>)2 U= kU (3.14)

a forma id/dr + Af}) em (3.14) sugere que o componente espacial do acoplamento vetorial

minimo pode ser suprimido através da redefinicao do espinor em

dA
U =exp(ih)u, A =— (3.15)
dr
Sem qualquer duavida
L LAY U = ex (z’A)d—u i A 2U——ex (iA)d2—“ (3.16)
dr ! - e dr’ dr " B P dr? '
de tal forma que para r # 0 a equagao radial torna-se
d*u AP aA? a4 2
—_— E2—21 — S — (A® = 1
dr2+ r dr r2 ( " ) u="0 (3.17)
e porque V2 (1/r) = —4mw5(7"), a menos que os potenciais contenham uma funcio delta

na origem, deve-se impor a condigao de Dirichlet homogénea u (0) = 0 [80]. Além disso,

da condi¢do de normalizagdo [ drj° = £1 vé-se que u deve ser normalizado de acordo

00 Jo A(l)
/ dr |u|* —2 = +1 (3.18)
0 m

Portanto, para o movimento em um campo central, a solucao da equacao tridimensional

com

de DKP pode ser encontrada resolvendo uma equagao tipo-Schrédinger. Os outros com-
ponentes sao obtidos através das equagoes (3.6) e (3.7). Note-se que o espinor de DKP ¢é
um autoestado do operador de paridade e como n° =diag (1,1, —1,—1,—1) a paridade de

é
¢ & oposta aquela de ¢; e ¢o. Além disso, o operador de spin Sy, = iy, 3 8™ [4] satisfaz
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as relacoes de comutacao

[Skaﬁo] = [Ska[Pa 60” =0
(3.19)
[Slmﬁl] = igklmﬁmv [Ska [P7 ﬁl“ = 7:‘C:klm[P7 67?1]
e assim o momento angular total T=17 + S satisfaz
— — —
(7.8 = [7,8"4,) = [J,[P.B")A,] = O (3.20)

é
de tal forma que o espinor DKP é também um autoestado de J?2 e J;. Assim, o es-
pinor DKP pode ser classificado pela paridade, pelo momento angular total, e a terceira

componente do momento angular total. De fato,

S = (; g) (3.21)

onde s; sao as matrizes 3X3 em que (Sk)lm = —igkm. Como resultado, ? nao age sobre os
dois componentes superiores do espinor DKP. Isso significa que os ntimeros quanticos do
momento angular orbital de ¢; e ¢2 sao bons niimeros quanticos. Com o niimero quantico
do momento angular orbital [ referentes aos dois componentes superiores do espinor DKP,

? em (3.7) pode ser escrito como [81]

- = [ 1 d 1+1 u(r)
= Yiim —— [ — —A@ ) 27
¢ b=t 2l+1(d7“+ r T) r
— [l+1 [(d 1 u(r)
Y T2 a@ ) ) 29
M\l (dr ro ) r (3:22)

—_—
Nesta altima expressao, Y jin, (6, ¢) sdo os chamados harmonicos esféricos vetoriais. Eles

formam um conjunto ortonormal completo e satisfazem

—o — —o — — —
JYgim, =J(J+D) Y m,, LYjm,=10+1)Ym,, J3Yum, =msYjum,
(3.23)

—_
e Y ;41,m, se transforma sob paridade como

1—)

ﬁ
Yiis1m (0 —m o+ 7) = (—1)l+ Yii41,m (0, ) (3.24)

H
Vé-se que se os dois componentes superiores do espinor DKP sdo autofuncoes de L? com
um numero quantico do momento angular orbital [, os trés componentes inferiores serao

é
uma superposicao linear de dois tipos de autofuncoes de L?2. Um desses com nimero
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quantico de momento angular orbital [+1 e outro com [—1. O fato de que os componentes
superior e inferior do espinor DKP tém diferentes niimeros quanticos de momento angular
estd relacionado com o fato de que T nao ser uma quantidade conservada na teoria DKP.
No entanto, o nimero quantico do momento angular orbital do primeiro componente do
espinor DKP é igual ao niimero quantico do momento angular total do espinor DKP, como
deveria ser, ja que ¢, descreve uma particula sem spin. Daqui resulta que a paridade do

espinor DKP ¢ dada por (—1)",

3.2 O oscilador DKP vetorial estendido

Considerando os acoplamentos vetoriais da forma

A0 =mPwilr AD =0, AP =mier, AP =me®r (3.25)

T 7

onde wél), w(()Q) e w? sdo quantidades adimensionais. Nosso problema é resolver (3.17)

para u e determinar as energias permitidas.

Verifica-se que u obedece a equacao diferencial de segunda ordem

d? [(1+1
d—;;—i—[aQ—br—crz——(; )]u:() (3.26)
onde
e =FE—m?-3mw?, b= 2Em2w(()1), c=m'Q? (3.27)
com , ,
0% = (w£2))2 — (w(()l)> - (w(()2)) (3.28)

A solugdo para (3.26) com € e ¢ reais é justamente a solugao da equagao de Schrodinger
para o oscilador harmoénico tridimensional mais um potential linear. Conforme r — 0

obtém-se as seguintes equacoes assintoticas e suas respectivas solucoes

2 144
Sty = 0, u~ { 2.674 , paral=0 (3.29)
1 —er

d2 1 (1 1 +1
U U Y u~{ " para [ # 0 (3.30)

dr? r2 rt

Nesta circunstancia, os comportamentos assintoticos (3.29) e (3.30) em conjunto com as
condigoes u(0) =0 e fooo dr |u]?* < oo ditam que a solucdo préximo da origem vélida para

todo valor de [ pode ser escrita como sendo proporcional a 7"+, Colocando

u(r) = r*exp (—ﬁ 2ot 7«) g(r)
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e introduzindo a seguinte varidvel nova e parametros

b b* +4ce?
R R
C C

verifica-se que a solugao para todo r pode ser expressa como uma solucao da equagao

(3.31)

diferencial biconfluente de Heun [64]

& d
xd—xg+(o¢+1—ﬁx—2x2)£+[(’y—a—Z)x—A]g:O (3.32)
com 1
A=sB+Ba+1)]. (3.33)

Para o nosso problema 6 = 0. A equacao diferencial biconfluente de Heun tem uma

singularidade regular em x = 0 e uma singularidade irregular em x = oco. Conforme

r — 00, percebe-se de (3.32) que g cresce como e” a menos que v = «a + 2 quando g

torna-se uma constante. Na realidade g apresenta a solucao se comportando como x* para

grandes valores de z, sob a condi¢ao que vy = a+ 2+ 2s com s > 0. A solucao regular na
origem é dada por

S L)

N(a,B3,7,6;z) = ~ — 1 3.34

(o 5,7 ) jZOF(ole—l—j)j! (3:34)

onde I' (2) é a fungao gama, ag = 1 e os coeficientes restantes da expansao em série, para

B # 0, satisfazem a relagao de recorréncia de trés termos
ajr2=[J+1)B+Alajn =+ +a+1)(y—a—2-2j)a;. (3.35)

s 42 . 2
A série é convergente para x no intervalo [0,00) e tende a e* quando x — oo, exceto
se a série for truncada. Na verdade, g apresenta solugoes polinomiais de grau n quando

an+1 =0 ey =a+ 2+ 2n. Substituindo a ultima condi¢do em (3.35) obtemos que
ajro=[J+1)B+Alaj1—(G+1)(G+a+1)(2n—25)a;. (3.36)

Se j = n obtemos a,.+1 = a,+2 = 0. Portanto, existem n coeficientes diferentes de zero e
a série (3.34) torna-se um polindémio de grau n. Por exemplo, se n = 0 e j = 0, temos que
a; = ag = 0 e ap # 0 neste caso a série torna-se um polinomio de grau 0 (constante). Se

n =1 os valores de j sdo 0 e 1. Da relacdo de recorréncia (3.36) obtemos as = a3 =0 e

a+1 aqg
a+3 6"

ay =4 (3.37)

Neste caso os coeficientes ag e a; sao diferentes de zero e portanto a série (3.34) torna-se

um polinémio de grau 1. De (3.37) pode-se observar que se § = 0 fornece a; = oo,
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portanto o caso para = 0 nao pode ser obtido como um caso limite pois os coeficientes
do polinémio de grau n explodem.

Neste caso a condicao de quantizacao v = a + 2 + 2n implica que

14 3w? + (27 + 3) |0

5 , comn=n+I[ para w(()l) #0 (3.38)
1+ (wé”/Q)

|E] =m

E facil verificar que [ pode tomar os valores 0, 1,2, ...,7 e que todos os niveis de energia,
exceto o estado fundamental (n = 0), sdo degenerados. A degenerescéncia do nivel de
energia para um dado numero quantico principal 1 é dada por (n + 1)2. Note-se que a
condicao €2 € R requer que (w?))Q > (wél))2 + (w(()Q))z.

3.2.1 Oscilador DKP vetorial nao-minimo

. . 1 . A s
Como um caso especial, consideramos § = 0 (w(() ) = 0), o caso de um oscilador harmoénico

tridimensional efetivo [65]. Neste caso g apresenta solugoes de polinomio de grau n quando
v = a+ 2+ 4n. Desta vez, sO poténcias pares em = aparecem e N (a,0,7,0;x) é igual
a M((a+2—7)/4,1 + a/2;2?), onde a fungiao hipergeométrica confluente (fungao de

Kummer) M(a,b, z), ou 1Fi(a,b, z), é dada pela série

M(a,b,z) = T j — (3.39)

(1+1/2) ()

n—1 )

Vale a pena notar que neste altimo caso N («a, 3,7, 0; ) torna-se proporcional a L
o polinémio de Laguerre generalizado. A condicao de quantizacao v = a+ 2+ 4n implica

que

|E| = m\/l + 3w + (204 3)]Q|, com 7 =2n+1 para Wi’ =0 (3.40)

Usando a condi¢do de normalizacdo | [ dr j°| = |E|/m [dr|¢:1|* =1, com |E| # 0, e que

os polinomios de Laguerre generalizados sao padronizados como [82]

[e.e]

[aeeret [z - 2 (3.41)

obtemos que

2m | Q32 (B .
= —1Q|r2/2 7 (1+1/2) 9
Cbl_\/ EINEE N Lo (190r%) Yim, (0, ) (3.42)
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Note que [ pode assumir os valores 0, 2, ..., n quando 7 € um nimero par, e 1, 3, ..., n quando
n é um namero impar. Todos os niveis de energia, com excecao do nivel de energia para
n = 0, sao degenerados. A degenerescéncia do nivel de energia para um dado nimero
quéantico principal n é dada por (n + 1) (n 4 2) /2. Observe que a condigao 2 € R requer
que |w7(~2)| > |w(()2)\, o que significa que o componente espacial do potencial deve ser mais
intenso do que o componente temporal. Existe um conjunto infinito de energias discretas

(simétricas ao redor de E = 0 como deveria ser ja que ALQ) nao distingue particulas de

antiparticulas) independentemente do sinal de w(()2). Em geral, |E| é maior para w? >0
do que para wg) < 0. A energia aumenta com o nimero quantico principal e é uma

2) (2) (()2)

funcao monotonicamente decrescente de w(() . Para w,” < 0ewy’ =0 o espectro aquiesce

|E| = m paran = 0. A fim de garantir o espectro real, as constantes de acoplamento wéZ)

2 . . .
e w!? devem satisfazer o seguinte vinculo

\/(w$2))2 - <w32)>2 > — (1+3w?) /(20 + 3) (3.43)

de tal forma que nao pode haver estados ligados para w? < 0 com pequenos nimeros

o o 2 . - 2
quanticos principails e |w,€ )\ suficientemente pequeno. Isto significa que para w,(n ) <0
2 . - - . A
e |w7§ )| suficientemente pequeno uma série de solugoes com o menor nimero quantico
o . . 2 2 .
principal nao existem. Para |w,(« )| o~ |w(() )| temos uma elevada densidade de estados

muito delocalizados (pois §2 ~ 0). Para |w,(n2)| > ]w(g2)| tem-se que

|E| ~ m\/l + 3w + (27 + 3) | w?| (3.44)

de modo que |E| > m para w? > 0. Em relacao a w? < 0, tanto quanto w? diminui,

(2 _
0 =

o espectro move-se em direcao a £ = 0, exceto para w 0 que mantém |E| > m.

Por outro lado, no limite de acoplamento fraco, ]w£2)| <le |w(()2)] < 1, |E| =~ m para

pequenos ntmeros quanticos, e (3.40) torna-se

e (V- @) e

Devido a este espectro de niveis de energia igualmente espacados, pode-se dizer que o

|E| ~m

potencial vetorial nao-minimo linear descreve um verdadeiro oscilador DKP vetorial.



Capitulo 4
Conclusoes

Nesta tese, foi feita uma revisao detalhada dos conceitos basicos da teoria de DKP. Le-
vantamos questao sobre alguns topicos apresentados na literatura, como por exemplo a
definicao de valores esperados. Da anélise da construcao da quadricorrente para a teoria
DKP com interagoes, foi mostrado que a conservacao da quadricorrente impoe restri-
coes severas sobre as estruturas das possiveis interacoes e que acoplamentos vetoriais
nao-minimos tém sido usados impropriamente nos deslocamentos de niveis e larguras em
atomos pionicos e na fenomenologia dos espalhamentos elasticos méson-nicleo [14]-[15],
[17], [19]. Mostramos que as interagdes vetoriais minimas e ndo-minimas se comportam de
formas diferentes sob as transformagoes de conjugacao de carga e reversao temporal, mas
ambas sao invariantes sob PCT. Em particular, interacoes vetoriais nao-minimas nao tém
homologos na teoria de KGF. A quadricorrente de carga conservada mais a operacao de
conjugacao de carga sao critérios suficentes para inferir sobre a auséncia do paradoxo de
Klein em interacoes vetoriais nao-minimas, ou a possivel presenca nas interacoes vetoriais
minimas. Embora o paradoxo de Klein nao possa ser tratado como injustificado na teoria
de DKP com interacao vetorial minimamente acoplada, ele nunca faz a sua aparicao no
caso de interacao vetorial nao-minimo pois essa classe de interacao nao acopla com a carga
da particula.

No caso do acoplamento vetorial nao-minimo, tanto os niveis de energia das particu-
las quanto os das antiparticulas sao membros do espectro, e o espectro das particulas e
das antiparticulas é simétrico em relacao a E = 0. Logo, se a interacao é atrativa (repul-
siva) para bosons, ela também sera atrativa (repulsiva) para os antibosons. No entanto,
nao hé cruzamento entre estes niveis de energia uma vez que os possiveis estados com
E = 0 sao nao-normalizaveis. Este fato implica que nao existe um canal para uma criacao
espontanea de bosons-antibosons e, por esta razao, a interpretacao de particula tinica na
teoria de DKP estd assegurada.

Usando a conservagao da quadricorrente e da interpretacao correta dos componentes
fisicos do espinor DKP, tentamos clarificar a ambiguidade existente a respeito do acopla-

mento vetorial minimo. Partindo desse ponto de vista, a ambiguidade enxergada por

40
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Kemmer no seu trabalho original [4], ndo existe. Também foi analisada a hermiticidade
para a teoria DKP livre e com interacao vetorial minima, mostrando que o operador H
da versao hamiltoniana nao precisa ser hermitiano no sentido padrao, nem hermitiano
com respeito a 4° como foi indicado por Zeleny |79]. Pelo contrario qualquer operador
(incluindo H) precisa ser hermitiano com respeito a n°, ou seja [1° (3°0)]" = n° (3°0),
para fornecer autovalores reais.

Focalizando o caso de interagoes vetoriais (minimas e ndo-minimas), foi mostrada
uma forma alternativa de procurar solucoes analiticas para setor escalar da equacao
tridimensional de DKP. O problema foi mapeado num problema de Sturm-Liouville (da
mecanica quantica nao-relativistica) para o primeiro componente do espinor DKP e os
demais componentes puderam ser obtidos em termos do primeiro de uma forma simples.
Neste processo, a quadricorrente conservada também foi expressa em termos do primeiro
componente do espinor DKP de tal forma que a procura de solu¢oes da equacao de DKP
tornou-se mais clara e transparente. A conservacao do momento angular total foi derivado
a partir das suas propriedades de comutagao com cada termo da equacao de DKP.

A solugao para potentiais vetoriais (minimo e ndo-minimo) de forma linear foi encon-
trada resolvendo um problema tipo Schrédinger para o oscilador harmonico tridimensional
mais um potencial linear para o primeiro componente do espinor de DKP. Encontramos
que este problema reduz-se ao encontro de solucoes de uma equacao diferencial biconflu-
ente de Heun [64]. As condigbes de contorno apropiadas foram impostas de uma forma
simples, observando a auséncia de potenciais delta de Dirac. As solugoes exatas foram
apresentadas em uma forma fechada e o espectro apresenta, além da degenerescéncia
essencial onipresente para qualquer campo de for¢a central, uma degenerescéncia aciden-
tal. O caso do potencial linear ndo-minimo, ja discutido na literatura |65], foi obtido como
um caso particular.

A estratégia esbocada nesta tese pode ser estendida e adotada para a anéalise dos
estados estados ligados e espalhamento de bosons de spin-1. Atualmente estamos apro-

fundando esta anélise e posteriormente divulgaremos os resultados.



Apéndice A

Simetria CPT na teoria DKP

A.1 Paridade

A paridade é determinada através da aplicacao do operador paridade P = PPy, em que Fy
atua sobre as funcoes efetuando a transformacao 7 — —7, procedendo como um operador

linear:
Pylaf (7ot) + Bg (P )] By ' = af (=7,t) + Bg (=7, 1) (A.1)
O operador paridade, quando aplicado sobre o espinor, fornece

= P¢(_F7t)
= Yp (1) (A.2)

de forma que

PlPun] = PPe(-71)
- P[ﬁw(—f’,t)}
= Px(7,t)
= ¥ (71) (A.3)

portanto, a matriz P deve ser tal que P? = 1. Aplicando P a equagao de DKP (2.114)

{2'755075*180 +iPFPIPOP T — m — PV P
_PPPIPVEOP-t _ pRpipalpt _ pap-ipalpt
£) =0

—iPIP,FPPAPP T — PP FIPPADP T Py (7, (A.4)
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obtemos

{iPB"P~10, — iPBP 0, — m — PV Py
—~PPP 'RV P — PP R AV Py — PAPT RANV P
—4Puzﬁ%P—U%A$U§4—ipuzﬁﬂP—U%ASU{4}¢@(ﬁt):o (A.5)

Comparando as equacoes (2.114) e (A.5), de maneira a tornar (A.5) covariante, devemos

ter

PﬂOPfl — 60
PP = —p (A.6)

que é satisfeita com P = exp(idp)n". Como P? =1, o fator dp pode assumir os valores 0

ou 7, donde podemos inferir que
Pt = exp(—idp)n°t = exp(—idp)n° (A.7)

de forma que P é unitaria, i.e.,

PPl =1 (A.8)

Como a matriz P comuta com n*, podemos assegurar que, sob paridade, as relacoes

PPP™t = P
PP,AIPT = [P
PP,BTP™ = —[Pf] (A.9)

sao obedecidas. As funcoes potenciais devem se comportar sob paridade como

PV (R )Pyt = VI (=7t)
PO‘Q(Q)(_‘vt)POil = ‘/:9(2)(__‘7t>
PAY 7 Bt o= A (-7t
PAY 7ty Pyt = — AW (=7 1)
2) /= -1 _ (2) -
RAT (M) By = Ag (=10t
RAP 7ty Pyt = —AP (=71 (A.10)

A paridade da densidade de quadricorrente é obtida através de

T (7, 1) = S0 = o (A1)
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em que

c. t
Pt = (7511/Jp)T =) ( AI)T (A.12)
como P = exp(idp)n°, inferimos que
Yf = yLP (A.13)
logo

1 N N
T = SURPT S Pyp
1- 4 A
= JUrP 3 Pyp (A.14)

E determinamos a paridade de J°

1- 4 ~
JO(Ft) = §¢P77_1ﬁ073@/fp
1

- 51/_}Pﬁ01/1P
= Jp(t)
= JO(-71) (A.15)

portanto, J° é invariante sob paridade. Analogamente, para J°

Tt = SuePT P
= _%@Z_}Pﬁwp
= _‘]JZ:’ (f; t)
= —J(=71) (A.16)

e J* muda de sinal sob paridade. Para a determinacao da paridade dos componentes
do espinor faremos uso das representacoes para as matrizes beta dos setores escalar e

vetorial (dadas por (2.40a) e (2.43), respectivamente). Aplicando o operador paridade
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sobre o espinor do setor escalar, temos

ey (—7,1)
eOP iy (=7, 1)
= —ePPhs (—F 1) (A.17)
_€i5p¢4 (_ _’7 t)
_el(SPws (_ _" t)

A paridade dos componentes do espinor nao pode ser determinada; todavia podemos
determinar a paridade relativa entre os componentes do espinor: os componentes Yy e 1,
tém mesma paridade, oposta a 3, Y4 e ¥5. Analogamente, para o setor vetorial, temos

que os componentes 11, U, g € 119 tém mesma paridade, oposta a 1o, V3, 14, V5, Vg €
Y7 .
A.2 Conjugacgao de carga

A conjugacao de carga é definida através do operador conjugacao de carga C = CK, em
que K atua sobre as funcoes efetuando o complexo conjugado e a conjugacao da carga,

se portando como um operador antilinear
K [of (7.t) + Bg (M) K1 = o f& (7 1) + 579 (7 1) (A18)

em que o subscrito C' indica a troca da carga. A atuagao do operador conjugacao de carga

sobre o espinor fornece

t
= Yo (7,1) (A.19)

de forma que

= ¢ (1) (A.20)

e a matriz C deve cumprir C? = 1.
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Aplicando C' & equacdo de DKP (2.114) obtemos
{—ics°Cc'o, —icpCo; —m — KVIWEK™!
—C'PCTKVOK T — ¢ KAVK T —cgic KAV K
+iC[P,B°)ICT KAP K~ +4C|P, ﬁi]c—lKA,@)K—l} Ve (F.1) = 0 (A.21)

Ao confrontarmos as equagoes (2.114) e (A.21), de maneira a tornar (A.21) covariante,

encontramos

Cﬂchl — _ﬂO
Cﬁicfl — _61

que é satisfeita com C = exp(idc)n’n'. Como C? = 1, o fator d¢ pode tomar os valores 0

ou 3, donde concluimos que

C' = exp(—ide) (nonl)T
= exp(—idc)n Tyt
= exp(—idc)n'n’
= exp(—idc)n’nt (A.22)
logo, C é unitaria
cCch =1 (A.23)

E podemos assegurar que, sob conjugacgao de carga, as relagoes

CPC! = P
cp.pllct = —[Pg

sao obedecidas. As func¢bes potenciais, que sao reais, devem se comportar sob conjugagao

de carga como

KV () K- = Vig (7) = VI (7t)
KVO (R K™ = VE (7 1) = VP (71)
KAD (R ) K71 = AR (1) = —AJ (7 1)
KAV (FOE™ = A (70) = A7 (70)
KAP () K™ = AQ (7. 1) = A (7.1)
KAP (R K7 = AZ (1) = AP (71) (A.25)
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A conjugacao de carga da densidade de quadricorrente é obtida de maneira andloga ao

caso da paridade

JH(F ) = 08" = Syt By (A.26)
em que
Cl/} = Q/}C (Fa t)
Y =C"e (7))
Pt = (é—lwo)T =¥}, (é‘l)T = LC (A.27)
portanto

) = GUhC B e
1- 4 A
= SHCHC e

1-
- —§¢cﬁ“¢c
= —J&(7t) (A.28)

e J* muda de sinal sob conjugacao de carga.

A conjugacao de carga relativa entre os componentes do espinor mostra que os
componentes 1, e 13 tém mesma conjugacao de carga, oposta a 11, ¥4 e 15, para o setor
escalar. Analogamente, para o setor vetorial, temos que os componentes V1, 1y, Vg, U7, g
e 119 tém mesma conjugacio de carga, oposta a s, 14, 15 € g . E importante ressaltar

que no caso independente do tempo teremos a mudanca Fo = —F.

A.3 Reversao temporal

A reversao temporal é determinada através do operador reversao temporal, T = 7Ty, em
que 7Tj atua sobre as fungoes efetuando o complexo conjugado e a transformacao t — —t,

atuando como um operador antilinear:
Ty laf (F.t) + Bg (F.0) Tg ' = o f* (F, —t) + 87¢" (7, —t) (A.29)
a atuacao do operador reversao temporal sobre o espinor fornece

Ty (7t) = Ty (1)
= Ty (7, —t)
= r(F1) (A.30)
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de forma que

T|Tun| = TITw (-1
_ T[Tw*(*, —t)]
= T (71
= Y (1) (A.31)

e a matriz 7 deve se sujeitar a 72 = 1.
Aplicando 7 a equacio de DKP (2.114) obtemos
(iT BT 10y —iTBT'0; — m — T, VT, !
—TPT 'T,VOT, ' — TT T, AV Ty — T8 T ' Ty AV T
T [P, BT "TyAP T, + T [P, ﬁi]T—ITOA@)TO—l} vy (Ft) =0 (A.32)

)

Cotejando as equagoes (2.114) e (A.32), na condigao de tornar (A.32) covariante, devemos

ter

7607_1 — 60
TT ™t = —p (A.33)

que é satisfeita com 7 = exp(idr)n®. Como 72 = 1, o fator d7 pode assumir os valores 0

ou 7, donde inferimos que
T1 = exp(—idr)n"" = exp(—idr)n° (A.34)

logo 7 é unitaria, i.e.,
TT =1 (A.35)

Com isso, asseguramos que as relagoes

TPT ! = P
TIP.AIT = (P4
TIPAIT = —[P.F] (A.36)

sao obedecidas. As funcoes potenciais devem se comportar sob reversao temporal como
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LV T = Vi () =V ([ —t)
VP T = Vi () =V (7 —t)
LAY (T = A (1) = A (7 —1)
LAY FOT = AR (R = —AD (7. 1)
TAY (PO Ty = AR (7.1 = =47 (7. )
AP (RO T = A () = AP (7, 1) (A.37)
A reversao temporal da densidade de quadricorrente é obtida por
. 1- T
JH(rt) = §¢5“¢ = 5@/) UNE (A.38)
em que
/jiqu) = ,QZ)T (Fv t)
sy =T r (7t)
st =ghT (A.39)
portanto
1 .. .
JFt) = Sup T T
1- -« ~
- §¢TTﬁ“T‘1¢T (A.40)
E determinamos a reversao temporal de J°
0 (= Lo s 041
FFY) = SurTBT Ny
1_
= 5¢Tﬁ0¢T
= J2 (1) (A.41)
portanto, J° é invariante sob reversio temporal. Analogamente, para J
i (= Lo s is
JH(rt) = §¢TT B TYr
1 ,- .
= =5 (@rBer)
= —Ji (1) (A.42)

e J* muda de sinal sob reversao temporal.

A reversao temporal relativa entre os componentes do espinor mostra que, como no

caso da paridade, os componentes 11 e ¥5 tém mesma reversao temporal, oposta a 13, 14
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e 15, para o setor escalar. Para o setor vetorial, temos que os componentes 1, g, 19 €

1o tém mesma reversao temporal, oposta a o, V3, Vg4, V5, g € U7 .



Apéndice B

Forma hamiltoniana e hermiticidade

B.1 Caso livre

A forma hamiltoniana da equacao de DKP livre é dada por
Oy = Hy,  H=[3#,pB](i0;) + ms°. (B.1)

com o vinculo
Br6°3° (i0k) p = m (1 — 3°8°) ¥ (B.2)

A partir da éalgebra das matrizes (8 ¢ facil mostrar que
5.6 =[5 8°] (B3)

e o operador momento linear p, = ¢0,, é hermitiano e comuta com as matrizes 3*. Com
tudo isso, podemos mostrar que H' = H.
Por outro lado, multiplicando (B.1) por 3° a esquerda e usando o vinculo (B.2),
obtemos
B°H = —3*(id,) +m (B.4)

Aplicando o conjugado hermitiano sobre a equagao (B.4) temos que
(0°H)' = 8" (i0h) + m # 5°H (B.5)

deste resultado Zeleny [79] conclui que nem a forma hamiltoniana livre é neo-hermitiana
por essa razao ele tenta construir hamiltonianas neo-hermitianas.
Em contrapartida, se usamos o critério correto fornecido na se¢ao 2.5 pode-se mostrar
que
n° (B°H) = —n°B* (i0y) +n’m (B.6)
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e aplicando o conjugado hermitiano em (B.6) temos que
t .
[1° (B°H)]" = 8*0° (idk) + n°m = 1° (6°H) (B.7)

Portanto a forma hamiltoniana livre da teoria DKP é hermitiana com respeito a 7.

B.2 C(Caso com interacao eletromagnética

A analise desenvolvida na secao anterior pode ser estendida para o caso com interagao

eletromagnética. Neste caso a forma hamiltoniana tem a seguinte forma
: g ie v v
iy = Hy, H =i, 3% D;+eAl) + ma® + 577 Faw (646°6" + 6" n™)  (B.8)

onde D, = 0, + ieA,(}) ¢ a derivada covariante e F),, = 8MA1(,1) — 8,,14,(}) é o tensor campo

eletromagnético. Além disso, o vinculo torna-se
BE3°3° (i0h) ¥ — e 3°3° Ay = m (1 = 5°6°) ¥ (B.9)

Visto que
(iFy B 3°3°)" = = (iFy; 3 8°8°) + i Fyy (B.10)
H nio é igual a H'.

Por sua vez, multiplicando (B.8) por 3° & esquerda e usando o vinculo (B.9), obtemos
BOH = — " (i0k) + eB Ay, + eB°Ag +m (B.11)

Aplicando o conjugado hermitiano sobre a equagao (B.11) temos que
(8°H)" = 8% (i0)) — efF A + e8°Ag +m # B°H (B.12)

de forma semelhante ao caso livre.

Por outro lado, pode-se mostrar que
n° (B°H) = =n°B" (i0y) + en’B* Ay + e°Ag + n’m (B.13)
e aplicando o conjugado hermitiano na equagao anterior obtemos
[° (8°H)]" = B5n° (i0)) — e n° Ay + e° Ay + n°m = 1° (3°H) (B.14)

Portanto a forma hamiltoniana com interacao eletromagnética da teoria DKP é hermitiana

com respeito a n°.



Apéndice C

Propriedades dos operadores projecao

C.1 Setor escalar (S = 0)

O setor escalar da teoria de DKP pode ser descrito por um conjunto de operadores
{P, "P, P*  *P"} com as propriedades [8]:

P(P") = Pr ("P)P=FP
(PYYP = P(*P)=0 (C.1)
(*P)(P") = *P¥, (P")("P)=g"P

Portanto

P> = P, P("P¥)=("P")P=0, (P")(P")=("P)("P)=0

B = P4+ P P = (Py)
Naturalmente, decorre da algebra-P que

R =P, F08° =P (C.3)
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C.2 Setor vetorial (S =1)

Da mesma forma que no caso do setor escalar, o setor vetorial da teoria DKP pode ser

descrita por um conjunto de operadores {#V¥, FV¥A YAV VAV RIL 18] com

W= (R, V= (R) ()

(C.4)
Ay = (R @), PV = () @)
onde
®YCR) = B)g™. @) EY) = @) @) E)=@)g"
@) (R) = () (°R) = @) (@) = 0 (C5)
(R™) (R) = (R°) AMA7, AmAT . gnogrh _ gidgro
tendo em vista (C.5) obtemos
(VN vy = ) A
(Vv = (V) YT =0
(C.6)
B = EA: (VA 4 Ay
GR) = B) ', G(°R) = ®") "
Além disso, podemos obter algumas relacoes titeis
PG = 3 (R) () — () () — ("R) ()
(C.7)

Bz/@OﬁO — Z (sz\> (R)\) _ (’LOR) (RO) _ (ZR) (RzO)

A
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