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Resumo

Esta dissertação teve por objetivo abordar os principais assuntos referentes a dinâmica

não-linear de um pêndulo duplo, como estudo das trajetórias no espaço de fase obtidas

para condições iniciais periódicas (modos normais do pêndulo duplo) e para condições ini-

ciais que impliquem em trajetórias caóticas, estudo dos expoentes de Lyapunov e seções

de Poincaré do sistema. Para esta análise utilizou-se de simulações numéricas realizadas

no software Mathematica bem como estudo a partir de um pêndulo duplo experimental

�lmado a partir de imagens estroboscópicas digitais, as quais foram devidamente tratadas

no software Tracker e posteriormente analisadas no software Mathematica. Efetuou-se o

estudo da ação de uma força externa aplicada por um motor no pêndulo duplo experi-

mental a partir da qual foi possível obter-se uma aproximação do experimento real sujeito

a forças dissipativas com a dinâmica efetuada por um pêndulo duplo ideal, sendo este

um dos fatores que justi�ca-se a utilização das equações que regem o pêndulo duplo ideal

para o problema que estava sendo estudado (pêndulo real), devido a energia ser mantida

consideravelmente constante durante os testes realizados.

Palavras Chave: Pêndulo duplo, Caos, Dinâmica Não-Linear.
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Abstract

This study aims to address the main issues regarding the nonlinear dynamics of the

dissipative and forced double pendulum as well as the dissipative pendulum with ideal

pendulum approximation at short time intervals (0 to 10s of �lming).We investigate some

properties of the phase space under di�erent initial conditions, of the Lyapunov exponents

indicativing Chaos of the system and of the Poincaré sections allowing us to obtain detailed

information about the complex dynamics that occurs in the quadrimensional phase space

of the double pendulum. We observed that for short time the dynamics of the double

pendulum can be approximated by the ideal pendulum since the loss of energy was minimal

moreover the introduction of an external force in the system compensated for the loss of

energy by the action of the dissipative forces making it possible to a more complete

analyzes of the dynamics as the study of the section of Poincaré in the system could be

performed. It was noticed that the theoretical results widely studied are similar to the

experimental results therefore emphasizing the importance of this methodology in the

study of chaotic systems.

Key Words: Double Pendulum, Chaos, Nonlinear Dynamics.
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1

Capítulo 1

Introdução

O estudo qualitativo das equações não-lineares, calcado no estudo de conceitos e teorias

e também de métodos numéricos, possibilitou identi�car características importantes de

suas soluções sem resolvê-las, obtendo assim informações sobre sua potencialidade [1]. O

estudo de sistemas não-lineares possui grande importância em diferentes setores da ciência

e as suas aplicações abrangem diversas áreas como, por exemplo, Engenharia, Medicina,

Ecologia, Biologia e Economia e Ciências Mecânicas [2]. Drazin [3], também menciona

que sistemas não-lineares podem ser utilizados para descrever diversos fenômenos, como

por exemplo, as reações químicas, a regularidade das batidas do coração, transições de

fase, circuitos eletrônicos, entre outras coisas.

Sistemas não-lineares possuem sensibilidade às condições iniciais, o que implica que a

evolução do sistema pode ser alterada por pequenas perturbações. A estrutura de uma

resposta caótica é muita rica e está associada a uma in�nidade de órbitas periódicas

instáveis, devido a isto, a descrição ou análise de fenômenos naturais através de modelos

ou técnicas não-lineares tem sido mais efetiva que os modelos ou técnicas lineares, porém,

os problemas não-lineares possuem uma di�culdade inerente, motivo pelo qual diversas

áreas do conhecimento optaram por estudar modelos lineares e mais comportados ao longo

da história [4].

Segundo Strogatz [5], Newton, em 1600, utilizando-se de suas descobertas em rela-

ção as equações diferenciais, leis de movimento, estudou o problema de dois corpos, e

muitos matemáticos e físicos tentaram utilizar dos mesmos princípios utilizados por ele

para resolver o problema de três corpos (Terra, Sol e Lua). Porém percebeu-se que este

problema era muito mais complexo de ser resolvido. Foi então que Poincaré no �nal

de 1800 introduziu um novo ponto de vista baseado no estudo qualitativo do problema,

desenvolvendo uma aproximação geométrica para analizar estas questões e sendo o pri-

meiro a vislumbrar a possibilidade de Caos. Segundo Savi [4], em 1963 pôde-se observar

uma das características mais marcantes desses sistemas, quando Lorenz, ao estudar o mo-

delo de Rayleigh-Bernard para convecção de �uídos, observou que uma pequena variação

nas condições iniciais poderia acarretar grandes diferenças na evolução do sistema e este
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fenômeno �cou conhecido como �Efeito Borboleta�.

Um exemplo de estudo de sistemas não-lineares e que será objeto de investigação desta

dissertação é o pêndulo duplo. Este sistema comumente estudado na Mecânica Analítica,

em problemas de Mecânica Lagrangeana e Hamiltoniana, encontra-se aqui observado pelo

viés da dinâmica não-linear, utilizando-se como base o formalismo da Mecânica Analítica.

A importância do estudo da dinâmica não-linear do pêndulo duplo foi mencionada por

Tan e Levien [6] em relação a dependência sensitiva das condições iniciais. Savi, de Paula

e Pereira-Pinto [2], mencionam que o pêndulo não-linear é um objeto de estudo o qual

atrai muita atenção dos pesquisadores, devido a capacidade de se estudar este sistema de

diferentes formas.

Esta dissertação tem por objetivo abordar os principais aspectos da dinâmica não-

linear do pêndulo duplo caótico, tanto do ponto de vista teórico como do ponto de vista

experimental, traçando um paralelo entre os dois enfoques. Do lado teórico, faremos uso

do software Mathematica para simulação computacional da dinâmica do sistema a partir

das equações de movimento obtidas dos cálculos da Mecânica Newtoniana, Lagrangeana

e Hamiltoniana. Do lado experimental, faremos um estudo da dinâmica não-linear do

pêndulo duplo que foi construído no LEMAF (Laboratório de Estudo de Movimento

por Análise Fotográ�ca) da UNESP de Rio Claro, por intermédio da análise de imagens

estroboscópicas digitais obtidas com o auxílio de uma câmera �lmadora a 240 frames por

segundo (fps).

Esta dissertação está constituída da seguinte maneira, no capítulo 2 encontram-se

as equações do pêndulo duplo ideal à partir da Mecânica Newtoniana, Lagrangeana e

Hamiltoniana. No capítulo 3, encontram-se as equações para o pêndulo duplo forçado e

dissipativo obtidas pela Mecânica Newtoniana.

No capítulo 4, aborda-se a teoria dos principais conceitos acerca de dinâmica não-

linear aplicados ao estudo do pêndulo duplo os quais serão utilizados nesta dissertação,

como espaço de fases, expoentes de Lyapunov e seções de Poincaré.

No capítulo 5, apresenta-se uma breve discussão acerca do aparato experimental utili-

zada no trabalho, apresentando-se o processo de construção do pêndulo duplo e também

do funcionamento do software Tracker utilizado no tratamento das imagens estroboscó-

picas digitais obtidas nos testes experimentais.

No capítulo 6, encontram-se as simulações computacionais e os resultados experimen-

tais para espaços de fase, ciclos limite, seções de Poincaré e expoentes de Lyapunov.

No capítulo 7, a conclusão e perspectivas futuras deste trabalho.
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Capítulo 7

Conclusões e Perspectivas

Este trabalho teve por objetivo estudar os principais aspectos referentes a dinâmica não-

linear do pêndulo duplo sob o viés experimental e de simulação computacional, estabe-

lecendo um comparativo entre ambas as dinâmicas de modo que todas as con�gurações

possíveis do sistema real fossem estudadas. Estudou-se o caso ideal onde não há ação de

forças dissipativas ou externas do ponto de vista teórico utilizando-se da mecânica La-

grangeana e Hamiltoniana e também a aproximação do caso experimental (sem a ação de

forças externas) para o ideal em intervalos de tempo curtos. Percebeu-se que a aproxima-

ção do caso experimental para o pêndulo duplo ideal teórico era válida, pois em intervalos

de tempo de no máximo dez segundos a perda de energia sofrida pelo sistema não era tão

expressiva num grá�co de evolução temporal, comportando-se assim como um pêndulo

ideal. Os espaços de fase experimentais apresentados em projeções bidimensionais para a

massa superior e inferior do sistema mostram a semelhança entre os resultados, indicando

que o modelo teórico comporta-se bem próximo ao real.

Ao introduzir-se o motor acoplado ao sistema a perda de energia sofrida foi compen-

sada por torques devidamente con�gurados de modo que a energia manteve-se constante

durante todo o tempo de análise. Percebeu-se que este se comportou de forma satisfató-

ria, proporcionando inclusive a obtenção de órbitas periódicas e de ciclos-limite devido a

disposição dos sensores na plataforma de estudo. Efetuou-se o estudo dos espaços de fase

e percebeu-se novamente semelhança entre os resultados teóricos e experimentais.

Efetuou-se o estudo dos expoentes de Lyapunov e pôde-se ter mais uma evidência da

dinâmica que ocorria no sistema analisando-se os sinais dos expoentes obtidos. As seções

de Poincaré apresentaram uma visualização mais completa da dinâmica que ocorre no es-

paço quadrimensional do pêndulo duplo, possibilitando ver como as órbitas se comportam

sem a presença de forças externas e a perturbação que estas provocam no sistema dissi-

pativo, forçado e forçado dissipativo para massas iguais, diferentes, e alternando massas

e comprimentos variáveis. Como uma análise experimental da seção de Poincaré foram

efetuados testes para o pêndulo dissipativo forçado e conseguiu-se obter alguns pontos da

seção que são bem similares a estruturas que aparecem nos resultados teóricos.
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O estudo do pêndulo duplo é muito rico de análises e permite que muitos aspectos

sejam abordados e muitas variações sejam feitas no sistema para novas análises serem pos-

síveis. Como continuação deste trabalho, pretende-se explorar mais as seções de Poincaré

experimentais de forma a obter-se mais informações reais acerca da dinâmica que ocorre

no pêndulo duplo para diversas energias.
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