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Resumo

Esta dissertacao teve por objetivo abordar os principais assuntos referentes a dinamica
nao-linear de um péndulo duplo, como estudo das trajetorias no espaco de fase obtidas
para condicoes iniciais periddicas (modos normais do péndulo duplo) e para condigdes ini-
ciais que impliquem em trajetorias caoticas, estudo dos expoentes de Lyapunov e secoes
de Poincaré do sistema. Para esta analise utilizou-se de simulagoes numéricas realizadas
no software Mathematica bem como estudo a partir de um péndulo duplo experimental
filmado a partir de imagens estroboscopicas digitais, as quais foram devidamente tratadas
no software Tracker e posteriormente analisadas no software Mathematica. Efetuou-se o
estudo da acao de uma forca externa aplicada por um motor no péndulo duplo experi-
mental a partir da qual foi possivel obter-se uma aproximacao do experimento real sujeito
a forcas dissipativas com a dinamica efetuada por um péndulo duplo ideal, sendo este
um dos fatores que justifica-se a utilizacao das equagoes que regem o péndulo duplo ideal
para o problema que estava sendo estudado (péndulo real), devido a energia ser mantida
consideravelmente constante durante os testes realizados.

Palavras Chave: Péndulo duplo, Caos, Dinamica Nao-Linear.



Abstract

This study aims to address the main issues regarding the nonlinear dynamics of the
dissipative and forced double pendulum as well as the dissipative pendulum with ideal
pendulum approximation at short time intervals (0 to 10s of filming). We investigate some
properties of the phase space under different initial conditions, of the Lyapunov exponents
indicativing Chaos of the system and of the Poincaré sections allowing us to obtain detailed
information about the complex dynamics that occurs in the quadrimensional phase space
of the double pendulum. We observed that for short time the dynamics of the double
pendulum can be approximated by the ideal pendulum since the loss of energy was minimal
moreover the introduction of an external force in the system compensated for the loss of
energy by the action of the dissipative forces making it possible to a more complete
analyzes of the dynamics as the study of the section of Poincaré in the system could be
performed. It was noticed that the theoretical results widely studied are similar to the
experimental results therefore emphasizing the importance of this methodology in the
study of chaotic systems.

Key Words: Double Pendulum, Chaos, Nonlinear Dynamics.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo qualitativo das equacoes nao-lineares, calcado no estudo de conceitos e teorias
e também de métodos numeéricos, possibilitou identificar caracteristicas importantes de
suas solugdes sem resolvé-las, obtendo assim informagoes sobre sua potencialidade [1]. O
estudo de sistemas nao-lineares possui grande importancia em diferentes setores da ciéncia
e as suas aplicacoes abrangem diversas areas como, por exemplo, Engenharia, Medicina,
Ecologia, Biologia e Economia e Ciéncias Mecanicas [2]. Drazin [3], também menciona
que sistemas nao-lineares podem ser utilizados para descrever diversos fenémenos, como
por exemplo, as reacoes quimicas, a regularidade das batidas do coracao, transicoes de
fase, circuitos eletronicos, entre outras coisas.

Sistemas nao-lineares possuem sensibilidade as condicoes iniciais, o que implica que a
evolucao do sistema pode ser alterada por pequenas perturbacoes. A estrutura de uma
resposta cadtica é muita rica e estd associada a uma infinidade de 6rbitas periddicas
instaveis, devido a isto, a descricao ou analise de fendmenos naturais através de modelos
ou técnicas nao-lineares tem sido mais efetiva que os modelos ou técnicas lineares, porém,
os problemas nao-lineares possuem uma dificuldade inerente, motivo pelo qual diversas
areas do conhecimento optaram por estudar modelos lineares e mais comportados ao longo
da historia [4].

Segundo Strogatz |5|, Newton, em 1600, utilizando-se de suas descobertas em rela-
cao as equacoes diferenciais, leis de movimento, estudou o problema de dois corpos, e
muitos mateméticos e fisicos tentaram utilizar dos mesmos principios utilizados por ele
para resolver o problema de trés corpos (Terra, Sol e Lua). Porém percebeu-se que este
problema era muito mais complexo de ser resolvido. Foi entao que Poincaré no final
de 1800 introduziu um novo ponto de vista baseado no estudo qualitativo do problema,
desenvolvendo uma aproximacao geométrica para analizar estas questoes e sendo o pri-
meiro a vislumbrar a possibilidade de Caos. Segundo Savi [4], em 1963 pode-se observar
uma das caracteristicas mais marcantes desses sistemas, quando Lorenz, ao estudar o mo-
delo de Rayleigh-Bernard para convec¢ao de fluidos, observou que uma pequena variacao

nas condicoes iniciais poderia acarretar grandes diferencas na evolucao do sistema e este



1. Introducao 2

fenomeno ficou conhecido como “Efeito Borboleta”.

Um exemplo de estudo de sistemas nao-lineares e que serd objeto de investigagao desta
dissertacao é o péndulo duplo. Este sistema comumente estudado na Mecanica Analitica,
em problemas de Mecanica Lagrangeana e Hamiltoniana, encontra-se aqui observado pelo
viés da dinamica nao-linear, utilizando-se como base o formalismo da Mecéanica Analitica.
A importancia do estudo da dinamica nao-linear do péndulo duplo foi mencionada por
Tan e Levien [6] em relagdo a dependéncia sensitiva das condicoes iniciais. Savi, de Paula
e Pereira-Pinto 2], mencionam que o péndulo nao-linear é um objeto de estudo o qual
atrai muita atencao dos pesquisadores, devido a capacidade de se estudar este sistema de
diferentes formas.

Esta dissertacao tem por objetivo abordar os principais aspectos da dinamica nao-
linear do péndulo duplo caé6tico, tanto do ponto de vista teérico como do ponto de vista
experimental, tragcando um paralelo entre os dois enfoques. Do lado tedrico, faremos uso
do software Mathematica para simulacao computacional da dinamica do sistema a partir
das equagoes de movimento obtidas dos calculos da Mecanica Newtoniana, Lagrangeana
e Hamiltoniana. Do lado experimental, faremos um estudo da dindmica nao-linear do
péndulo duplo que foi construido no LEMAF (Laboratorio de Estudo de Movimento
por Anélise Fotografica) da UNESP de Rio Claro, por intermédio da anélise de imagens
estroboscopicas digitais obtidas com o auxilio de uma camera filmadora a 240 frames por
segundo (fps).

Esta dissertacao esta constituida da seguinte maneira, no capitulo 2 encontram-se
as equacoes do péndulo duplo ideal & partir da Mecanica Newtoniana, Lagrangeana e
Hamiltoniana. No capitulo 3, encontram-se as equacgoes para o péndulo duplo forcado e
dissipativo obtidas pela Mecanica Newtoniana.

No capitulo 4, aborda-se a teoria dos principais conceitos acerca de dinamica nao-
linear aplicados ao estudo do péndulo duplo os quais serao utilizados nesta dissertacao,
como espaco de fases, expoentes de Lyapunov e secoes de Poincaré.

No capitulo 5, apresenta-se uma breve discussao acerca do aparato experimental utili-
zada no trabalho, apresentando-se o processo de construcao do péndulo duplo e também
do funcionamento do software Tracker utilizado no tratamento das imagens estrobosco-
picas digitais obtidas nos testes experimentais.

No capitulo 6, encontram-se as simulacoes computacionais e os resultados experimen-
tais para espacos de fase, ciclos limite, secoes de Poincaré e expoentes de Lyapunov.

No capitulo 7, a conclusao e perspectivas futuras deste trabalho.
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Capitulo 7
Conclusoes e Perspectivas

Este trabalho teve por objetivo estudar os principais aspectos referentes a dinamica nao-
linear do péndulo duplo sob o viés experimental e de simulacao computacional, estabe-
lecendo um comparativo entre ambas as dinamicas de modo que todas as configuragoes
possiveis do sistema real fossem estudadas. Estudou-se o caso ideal onde nao hé& acao de
forcas dissipativas ou externas do ponto de vista teérico utilizando-se da mecanica La-
grangeana e Hamiltoniana e também a aproximagao do caso experimental (sem a agio de
forgas externas) para o ideal em intervalos de tempo curtos. Percebeu-se que a aproxima-
cao do caso experimental para o péndulo duplo ideal tedrico era vélida, pois em intervalos
de tempo de no maximo dez segundos a perda de energia sofrida pelo sistema nao era tao
expressiva num grafico de evolugao temporal, comportando-se assim como um péndulo
ideal. Os espacos de fase experimentais apresentados em projecoes bidimensionais para a
massa superior e inferior do sistema mostram a semelhanca entre os resultados, indicando
que o modelo teérico comporta-se bem proximo ao real.

Ao introduzir-se o motor acoplado ao sistema a perda de energia sofrida foi compen-
sada por torques devidamente configurados de modo que a energia manteve-se constante
durante todo o tempo de anélise. Percebeu-se que este se comportou de forma satisfato-
ria, proporcionando inclusive a obtencao de érbitas periddicas e de ciclos-limite devido a
disposicao dos sensores na plataforma de estudo. Efetuou-se o estudo dos espacos de fase
e percebeu-se novamente semelhanca entre os resultados teéricos e experimentais.

Efetuou-se o estudo dos expoentes de Lyapunov e pode-se ter mais uma evidéncia da
dindmica que ocorria no sistema analisando-se os sinais dos expoentes obtidos. As secoes
de Poincaré apresentaram uma visualizacao mais completa da dinamica que ocorre no es-
paco quadrimensional do péndulo duplo, possibilitando ver como as érbitas se comportam
sem a presenca de forcas externas e a perturbacao que estas provocam no sistema dissi-
pativo, forcado e forcado dissipativo para massas iguais, diferentes, e alternando massas
e comprimentos variaveis. Como uma anélise experimental da secao de Poincaré foram
efetuados testes para o péndulo dissipativo forcado e conseguiu-se obter alguns pontos da

secao que sao bem similares a estruturas que aparecem nos resultados teéricos.
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O estudo do péndulo duplo é muito rico de anélises e permite que muitos aspectos
sejam abordados e muitas variacoes sejam feitas no sistema para novas analises serem pos-
siveis. Como continuacao deste trabalho, pretende-se explorar mais as secoes de Poincaré
experimentais de forma a obter-se mais informacoes reais acerca da dinamica que ocorre

no péndulo duplo para diversas energias.



64

Referéncias Bibliograficas

1] FERRARA, N.; DO PRADO, C. C. Caos uma introdugdo. EDITORA EDGARD
BLUCHER: 1994.

|2| DE PAULA, A. S.; SAVI, M. A,; PEREIRA-PINTO, F.H.I. Chaos and transient
chaos in a experimental nonlinear pendulum. Journal of Sound and Vibration, v.
294, p. 585-595, 2006.

|3] DRAZIN, P. G. Nonlinear systems. CAMBRIDGE UNIVERSITY PRESS: 1992.

[4] SAVI, Marcelo. DinAmica Nao-Linear e Caos. 1. ed. Rio de Janeiro: e-papers,
2006.

[5] STROGATZ, S.A. Nonlynear dynamics and chaos (with applications to physics,
biology, chemistry, and engineering). PERSEUS BOOKS, 1994.

|6] LEVIEN, R.B.; TAN, S.M. Double Pendulum: An experiment in chaos. American
Journal of Physics 61, 1038 (1993); doi: 10.1119/1.17335.

[7] SYMON, K. R. Mecanica. EDITORA CAMPUS: 1996.

[8] MONTEIRO, L. H. A.. Sistemas Dindmicos. 2. ed. Sao Paulo: Livraria da Fisica,
2006.

[9] PERCIVAL, I.C.. Chaos in hamiltonian systems. PROC. R. SOC. LOND. A. | v.
413, p. 131-143, 1987.

[10] DEVANEY, R. L. A first course in chaotic dynamical systems: theory and ex-
periment. PERSEUS BOOKS PUBLISHING, 1992.

[11] MONERAT,G.A. et. al.. Explorando sistemas hamiltonianos: Estudo analitico . Re-
vista Brasileira de Ensino de Fisica, v. 28, n. 2, p. 177 - 189, (2006).

[12] NUSSENZVEIG, M. Curso de fisica basica - fluidos, oscilagdes e calor. EDITORA
EDGARD BLUCHER LTDA, 1983, p.49.



	boscolo_al_me_rcla_int.pdf
	Introdução
	As equações de movimento para o pêndulo duplo ideal
	As equações de movimento para o pêndulo duplo ideal calculadas pelo formalismo Newtoniano
	As equações de movimento para o pêndulo duplo ideal calculadas pelo formalismo Lagrangeano
	As equações de movimento para o pêndulo duplo ideal calculadas pelo formalismo Hamiltoniano

	As equações de movimento para o pêndulo duplo dissipativo e forçado
	Equações de movimento para a m1 na direção angular e radial
	Equações de movimento para a m2 na direção angular e radial

	O pêndulo duplo caótico: Uma revisão sobre os principais conceitos 
	Os espaços de fases
	Os modos normais
	Pontos de Equilíbrio: Obtenção e Classificação

	Atratores
	A seção de Poincaré
	Os expoentes de Lyapunov

	A construção do pêndulo duplo e o software de aquisição de dados experimentais Tracker
	Pêndulo duplo com motor acoplado ao eixo de suspensão
	Tracker - O software de tratamento de dados

	Resultados simulados e experimentais
	A conservação da energia para pêndulo duplo livre de forças externas a tempos curtos e justificativa para introdução do motor no sistema
	Os modos normais em fase e fora de fase do Pêndulo Duplo
	Modos normais obtidos por simulação computacional e experimentalmente para o pêndulo duplo livre de forças externas
	Análise dos resultados experimentais e simulados obtidos para o modo normal em fase e fora de fase
	Órbita periódica obtida com o uso do motor

	Uma novo modo gerado pela introdução do motor no sistema
	Conjunto de dados experimentais com evidência de ciclo limite 

	Espaços de fase para o pêndulo duplo
	Espaços de fase para o pêndulo duplo livre de forças externas
	Espaços de fase para o pêndulo duplo dissipativo e forçado

	Seções de Poincaré
	Pêndulo Duplo com massas e comprimentos diferentes
	Seções de Poincaré Pêndulo Duplo com massas e comprimentos iguais
	Comparativo entre Pêndulo Duplo Ideal com massas diferentes e comprimentos iguais e Pêndulo Duplo com massas iguais e comprimentos diferentes

	Expoentes de Lyapunov
	Conjunto de dados experimentais sob a configuração modos normais fora de fase
	Conjunto de dados experimentais sob configuração braços do motor 90º graus


	Conclusões e Perspectivas




