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Resumo

Neste trabalho nos abordamos alguns dos principais aspectos relacionados a codi-
ficacao espacgo-temporal e as ferramentas algébricas envolvidas na projecao de codigos
baseados em Aalgebras de divisao ciclica. Apresentaremos também a construcao do

Codigo de Ouro ([9], [10]), que é um codigo espago-temporal perfeito.

Palavras-chave: Codigo de Ouro, algebras de divisao, reticulados algébricos, codigos

perfeitos.



Abstract

In this work we discuss some main aspects related to space-time coding and alge-
braic tools involved in the design of codes based on cyclic division algebras. We also
present the construction of the Golden Code (|9], [10]), which is a perfect space-time

code.

Keywords: Golden Code, division algebras, algebraic lattice, perfect code.
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1 Introducao

Desde as primeiras transmissoes de telégrafo, a transmissao de dados por meios
elétricos tem revolucionado o modo com o qual as pessoas se comunicam e como a
sociedade lida com a informacao. Nos dias atuais, é inegavel o fato de que a rotina do
dia-a-dia se torna cada vez mais dependente dos meios de comunicagao e demanda deles
uma taxa de transmissao de dados cada vez mais alta. Desde os radios comunicadores
e passando pelo advento do telefone celular, as transmissoes de dados sem fio tem
ganhado importancia significativa, e garantir a confiabilidade de sinal é um dos desafios
de quem transmite esse tipo de sinal.

Ultimamente, além de apenas transmitir sinais de ligacoes telefonicas, novos tipos
de dados passaram a ser transmitidos por esses aparelhos como musicas, fotos e etc,
o que demanda uma rede que além alta qualidade de sinal tenha uma velocidade alta
também na transmissao desses dados. Quando levamos em consideracao redes 3G,
3G+ ou 4G, as taxas de transmissao sao na ordem de Gigabits por segundo e conseguir
aliar confiabilidade de sinal & tal velocidade é uma tarefa complexa.

Transmitir dados pelo meio atmosférico envolve muitos problemas inerentes a esse
meio, como diferenca de temperatura entre camadas da atmosfera, fend6menos meteo-
rologicos, bloqueios causados por construcoes, pessoas, animais e outros objetos que
estejam no caminho de propagacao do sinal e fazem com que ele se enfraqueca, além
da perda natural de energia que ocorre durante a propagacao da onda. Para obter um
bom resultado, uma opgao seria utilizar uma faixa de freqiiéncia grande, mas como
as faixas de freqiiéncias sao escassas e caras, essa op¢ao nao ¢ viavel. Um tipo de
sistema que tem sido bastante utilizado e visto como muito promissor ¢ o MIMO -
Multiple Input Multiple Output - que consiste no uso de miltiplas antenas para envio
e recebimento de sinal. Os sistemas de comunicacao MIMO estao sendo amplamente
explorados principalmente por fornecer ganhos na transmissao de sinal.

Os problemas que envolvem a transmissao de um sinal sem fio aparecem independen-
temente do sistema utilizado pois sao proprios do meio. Os efeitos nocivos do ambiente
sao referentes a desvanecimentos de larga escala e pequena escala. Desvanecimentos de
larga escala estao associados a perda da qualidade do sinal devido a perda de poténcia
do sinal conforme esse se propaga e a obstaculos que esse sinal pode enfrentar ao longo

do percurso como edificios, arvores, outras antenas, etc, ou seja, atuam na ordem de
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16 Introducao

varios comprimentos de onda do sinal. Os desvanecimentos de pequena escala sao os
que atuam na ordem de um comprimento de onda do sinal e se dao pelo fato de que
o mesmo sinal pode chegar ao receptor por percursos diferentes, com fases diferentes
e amplitudes diferentes. A sobreposicao desses sinais é chamada de componente de
multipercuso. Os multipercursos geram variagoes rapidas na amplitude do sinal re-
cebido, uma vez que os sinais que chegam simultaneamente ao receptor combinam-se
construtiva e/ou destrutivamente. Uma maneira de aumentar a confiabilidade do sinal
é enviar o mesmo sinal através de miltiplas antenas, ou seja, usar a redundancia como
forma de aumentar a probabilidade de que pelo menos um dos sinais enviados chegue
ao receptor sem desvanecimento ou interferéncia.

Se considerarmos que existem n; antenas transmissoras e n, antenas receptoras,
haveria n; - n, ligacoes entre o transmissor e o receptor. Esse ganho obtido é cha-
mado de ganho de diversidade e, neste caso, diz-se que h4 uma protecao de ordem
n; - n, contra desvanecimentos do sinal, ou seja, as chances de pelo menos um sinal
transmitido chegar a um receptor com qualidade é aumentada. A ordem do ganho de
diversidade é definida como sendo o ntimero de ligacoes independentes entre receptores
e transmissores, sendo que sao consideradas ligagoes independentes aquelas que nao
sao redundantes, ou seja, nao transmitem o mesmo sinal. Esse método, apesar de
garantir tal aumento da qualidade do sinal, nao otimiza a velocidade de transmissao
da informagao pois varias antenas enviam o mesmo sinal ao mesmo tempo, isto é, a
informacao demora mais para ser transmitida por completo do que demoraria se cada
ligacao transmitisse um sinal diferente. Por outro lado, se a informacao for dividida
em pequenos blocos e cada antena do sistema transmitir um desses blocos, todas as
ligacoes entre transmissores e receptores tornam-se independentes e a velocidade de
transmissao de dados aumenta muito, mas a probabilidade de que alguns sinais se-
jam perdidos ou incorretamente interpretados por um receptor devido a varios fatores
presentes no meio de propagacao ¢ alta. Esse ganho obtido na velocidade de trans-
missao devido & independéncia das ligacoes é chamado de ganho de multiplexagem.
O ganho de multiplexagem depende diretamente do ntimero de antenas transmissoras
do sistema ja que quanto mais antenas, em mais blocos independentes a informagao
pode ser dividida e conseqiientemente mais rapido a informagao sera transmitida. Para
maximizar os ganhos tanto de diversidade quanto de multiplexacao foi introduzido o
uso dos codigos espacgo-temporais. Dessa forma, as antenas transmitem a mesma in-
formacao com uma pequena diferenca de tempo entre as transmissoes, de forma que
haja redundancia, garantindo a qualidade de sinal, mas que as ligacoes sejam inde-
pendentes, aumentando a velocidade de transmissao. Dentre os tipos de codificacao
espago-temporal destacam-se os codigos de bloco espago-temporais (STBC) por sua
facilidade de codificacao/decodificacao.

O objetivo deste trabalho é construir o Cédigo de Ouro, que é um coédigo que

satisfaz todas as condigoes mencionadas acima. Uma algebra de divisao é um objeto
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algébrico que fornece naturalmente um conjunto linear de matrizes inversiveis e assim,
o critério do posto é satisfeito. Dessa forma, organizamos o restante do nosso trabalho
conforme delineamos na sequéncia.

No Capitulo 2, apresentamos o modelo do sistema MIMO, juntamente com alguns
conceitos de teoria dos ntmeros algébricos que serviram de ferramenta para o desen-
volvimento dos demais capitulos.

No Capitulo 3, apresentamos a teoria de reticulados algébricos.

No Capitulo 4, apresentamos as algebras ciclicas e exploramos a sua relagdo com a
construcao de c6digos espaco-tempo.

No Capitulo 5, apresentamos a construcao do Codigo de Ouro que é um STBC
perfeito.

Além disso, o trabalho visa mostrar uma aplicagao pratica da teoria dos ntimeros
algébricos, teoria dos reticulados e algebras ciclicas tratando didaticamente dos temas
e possibilitando que pesquisas futuras se beneficiem das informacoes contidas aqui,
indo de encontro com os ideais de formacao de um matemético do Programa de Pos-
Graduacao em Matematica Universitaria da UNESP - Rio Claro.



2 O Modelo do Sistema MIMO

E necessario criar um modelo adequado de canal MIMO que abranja as principais
propriedades do canal sem fio. Neste sentido, descreveremos critérios para que a pro-
babilidade de erro seja minimizada. Para maiores detalhes sobre a teoria abordada

aqui, podem ser consultadas as referéncias [1], [3] e [9].

2.1 O modelo do sistema MIMO

Uma tnica antena transmissora durante um tnico intervalo de tempo envia um
sinal que pode ser interpretado como um um ndmero complexo x € C. Durante o
percurso do sinal até a antena receptora, ele sofrerd alguma distor¢ao que pode ser
modelada pela multiplicacao de  por um nimero complexo h chamado coeficiente de
desvanecimento. Além disso, a antena receptora captara algum ruido presente no meio
de propagacao que pode ser modelado pela adicdo de um nimero complexo z. Assim,
o sinal recebido sera y = hx + z.

Supondo agora que haja n, antenas transmitindo simultaneamente um sinal para
uma tUnica antena receptora. Seja x; € C o sinal enviado pela j-ésima antena (1 <
j < ny). Como elas transmitem simultaneamente, cada uma dessas antenas tem parti-
cipagao no sinal detectado no receptor. O sinal recebido y € C ser& portanto alguma

combinacao linear de tais niimeros complexos, mais um certo ruido:
y = hixy + hoxo + ... + hyp,xp, + 2

onde h; € C ¢ o coeficiente de desvanecimento entre a j-ésima antena transmissora e o
receptor.

Aumentando agora o niimero de antenas receptoras para n,, teremos os coeficientes
de desvanecimento h;; (1 <i <n,,1 < j <mn;), cada um correspondendo a transmissao
entre a j-ésima antena transmissora e a i-ésima antena receptora; também havera ruido
captado por cada receptor, que serd representado por zy, 29, ..., z,, € C. Para cada

antena receptora i € {1,--- ,n,}, teremos a equagao

Yi = hl'lCEl + higl'g + ...+ hmt.fnt + Zi-

19
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Podemos, entao, considerar o canal como um todo expressando as n, equacoes

através de uma equacao matricial:

A1 hi1 hig - hlnt g 21
Y2 hoy  hay -~ h2nt T2 Z9
= ) ) +
ynT‘ hnr-l hnr2 e hnr-nt ﬂjnt Zn,,.

que pode ser escrita na forma abreviada
y=Hi+ 7.

O sistema MIMO pode ser usado para combater o desvanecimento usando técnicas
de diversidade, isto é, diferentes réplicas do sinal sao transmitidas redundantemente
através de canais que sofrem desvanecimentos independentes, existindo desta forma
uma alta probabilidade que pelo menos um dos canais nao seja afetado pelo desvane-
cimento.

Visando fornecer diversidade, varios tipos de esquemas tém sido sugeridos. Um
deles sao os codigos de bloco espacgo-tempo (STBC), os quais fornecem redundéancia
em espaco, através do uso de miltiplas antenas, e redundancia no tempo, através da
codificacao de canal.

O critério para modelar codigos espaco-tempo depende do tipo de receptor que é
considerado. Duas principais classes de receptores tem sido consideradas na literatura:
coerente e nao-coerente. No primeiro caso, considerado neste, o receptor recupera a
informacao exata sobre o estado do canal (isto é também conhecido como perfeito
estado de informagao do canal (CSI). Na préatica isto pode ser obtido introduzindo
algum simbolo guia que permite uma estimativa precisa do canal, assim, podemos
assumir que a matriz do canal H é conhecida no receptor. Para o caso nao-coerente
podem ser consultadas as referéncias [11] e [12].

Até agora aumentamos a confiabilidade e/ou taxa de transmissao adicionando ante-
nas, proporcionando mais caminhos para levar a informagao do transmissor ao receptor,
podemos chamar isso de diversidade espacial. Outro ganho importante gerado pelo uso
de codigos espago-tempo pode ser chamado de diversidade temporal: como num co6digo
de bloco comum, consideremos que cada antena transmissora (sincronizada com as ou-
tras) envie uma string de T nimeros complexos. Vamos tratar o tempo como discreto
e um nimero complexo serd transmitido durante cada intervalo de tempo. Portanto
para cada tempo k no bloco {1,...,T}, a j-ésima antena transmissora (1 < j < ny)
envia um simbolo z;; € C; analogamente, cada tempo k, a i-ésima antena receptora
(1 <i < mn,) captard um simbolo y.

Podemos assumir que o canal é quase-estdtico; isto €, os coeficientes de desvane-
cimento h; permanecem constantes durante o intervalo de tempo 7' que um bloco de

informagao leva para ser transmitido.
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Se yi. denota o vetor (yix, Yok, ---, ymk)T de simbolos recebidos no tempo k e analo-
gamente 7, = (T1x, Tog, ..., Tn,x)” denota o vetor de simbolos transmitido no tempo k,

podemos escrever
yr = Hxy + 2,
onde z; é o vetor de ruido no tempo k. Podemos entao representar essas T equacoes
numa inica equacao matricial
(A - yr) = H@ 0 - a7) + (8 % -+ 21);
que pode ser abreviada para

Y=H - X+7Z7.

Lembrando que Y ¢ uma matriz n, x T na qual y;; representa o simbolo recebido
pela antena 7 no tempo k; a matriz do canal H tem dimensao n, X n; como antes; X
¢ uma matriz n, X T em que x; representa o simbolo transmitido pela antena j no
tempo k; e a matriz de ruido Z tem dimensao n, x T. Neste trabalho, focaremos o

caso onde n, = n, = T = n e entdao podemos codificar n? simbolos de informacao.

Yy * >hu< T_ N )
hZ hIZ
| ph ki

2% Xy h, V3 Wy

Figura 2.1: Exemplo de Canal MIMO 2 x 2

: matriz de sinal transmitido n; x T'
: matriz de sinal recebido n, x T

: matriz de canal n, x n;

N =< o

: matriz ruido Gaussiana complexa n, x T

Y=HX+Z7

Definigao 2.1. Um STBC ¢é um conjunto finito C de ny x T matrizes complezas X e

¢ linear se
VX, X eC=X+X eC.
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2.2 Critérios para modelar cédigos espago-tempo

Sob a suposicao de perfeito CSI, a decodificacido por mdzima verossimilhan¢a (ML)

corresponde a escolher uma palavra-cédigo X que minimiza:

min ||Y — HX]|[%
XeC

Uma estimativa da probabilidade de erro pode ser obtida usando a uniao limitada

_HZZ (X — X) (2.1)

veC X4 X

onde P(X — X) é a probabilidade de erro ponto a ponto, isto é, a probabilidade que,
quando uma palavra-codigo X é transmitida, o receptor MLi decide erroneamente em
favor de outra palavra-coédigo X , assumindo que somente X e X estdo no codigo.

No caso de desvanecimento Rayleigh independente (h;; ~ N,(0,1)), podemos escre-
ver
(X - X)(x -x)t] "

P(X — X) <det |1,
( )— e t+ 4N0 b

(2.2)

onde { denota a matriz transposta conjugada.
Denotando por r o posto da matriz diferenca da palavra-codigo, se r = n; para
todos os pares (X,X), dizemos que o codigo tem posto total. Se denotarmos por

Aj, 3 =1,---,r os autovalores nao nulos da matriz distincia da palavra-codigo

A

A= (X - X)(X - X)f (2.3)

podemos reescrever (2.3) como
. ! A\
PX —X)<J[(1+22) . (2.4)
Para alta relagao sinal-ruido (Ny pequeno), temos
Pix Xy <o (L) (25)
- 4Ny ’ '

onde § = H Aj. Entao podemos escrever
j=1

N 51/7" —Trnr
< . .
P(X — X) < (4]\70) (2.6)

No caso de codigos de posto maximo (r = n;), temos 0 = det(A) = H)\j #0

para todo A e dizemos que o codigo tem diversidade total. Isto significa que podemos

explorar todos os nyn, canais independentes disponiveis no sistema MIMO.
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No caso de codigos com diversidade total, o termo dominante na uniao limitada

(2.1) é dado pelo entao chamado determinante minimo do codigo,
Omin = min det(A). (2.7)
X#X

O termo (8,nin)Y/™ é conhecido como ganho de codifica¢do [13].
No caso de c6digos lineares a soma ou a diferenca de qualquer par de palavras-codigo

¢ uma palavra-codigo, portanto a uniao limitada reduz a

1

Ple) < 1 > P(0— X) (2.8)
€l &
e temos
Ommin = 71'2%1n det(XXT). (2.9)

Consequentemente, para minimizar a probabilidade de erro é necessario considerar

dois critérios.

1. O critério do posto: de fato, para atingir a diversidade maxima n;n,., a matriz
(X—X) deve ter posto total para qualquer par de palavras-codigo X e X. Codigos

que atingem a diversidade maxima sao chamados totalmente diversos.

2. O critério do determinante: se a diversidade de n;n, ¢ atingida, entao o deter-
minante minimo de A tomado sobre todos os pares de palavras-codigo distintas

deve ser maximizado.

Além disso, para melhorar o desempenho de codigos espaco-tempo, exigimos que

as seguintes propriedades sejam satisfeitas:

e Determinante nao-nulo. Dizemos que o coédigo tem um determinante nao-nulo
se, antes da normalizacao SNR, existe um limitante inferior sobre o determinante

minimo que nao depende do tamanho da constelacao.

e Forma. Palavras-codigo e sinais podem ser representados por meio de esquemas
compostos por pontos e vértices de grafos em espagos de curvatura constante.
Ao conjunto de tais pontos chamamos indistintamente de constelacoes de sinais.
Para otimizar a eficiéncia de energia dos codigos, uma forma sobre a constela-
¢ao de sinais é introduzida. As constelagoes QAM ou HEX (estas podem ser
vistas como subconjuntos de Z[i] ou Z[j], respectivamente, onde j é uma raiz
terceira primitiva da unidade), ao serem enviadas sdo normalizadas de acordo
com a capacidade do transmissor. Entretanto, como usamos STBCs lineares, o
que ¢ transmitido sobre cada camada ¢ uma combinacao linear de simbolos de

informacao, que podem mudar a energia do sinal. Cada camada pode ser escrita



24

O Modelo do Sistema MIMO

como Mwv, onde v é o vetor contendo os simbolos de informacao QAM ou HEX,
enquanto M é uma matriz que decodifica os simbolos dentro de cada camada.
De modo a obter codigos com energia eficiente, exigimos que a matriz M seja
unitaria. Referimos a este tipo de forma de constelagao como forma cibica, pois
uma matriz unitaria aplicada sobre um vetor contendo valores discretos pode
ser interpretada como pontos geradores do reticulado. Por exemplo, se usarmos

simbolos QAM, obtemos o reticulado (ctibico) Z".

e Uniformidade média da energia transmitida por antena. A i-ésima antena
do sistema transmitird um sinal z;; para o tempo k. NOs exigimos que a energia
de cada entrada da palavra-codigo seja constante, assim, temos uma reparticao

equilibrada da energia para o transmissor.

2.3 Teoria dos ntimeros algébricos

Definicao 2.2. Sejam L e K dois corpos. Dizemos que L é uma extensao de corpos

se K C L, ou seja, K ¢ subcorpo de L.
Notagao: L/K.

Definicao 2.3. Seja V um espaco vetorial sobre K. Se V' admite uma base finita entao
chamamos de dimensao de V o numero de elementos de tal base. Caso contrdrio,

dizemos que a dimensdo de V € infinita.

Definicao 2.4. Seja L/K uma extensio de corpos. A dimensao do espago vetorial de
L sobre K ¢é chamada grau da extensao de L sobre K e é denotada por [L : K|. Se
(L : K] € finito, dizemos que a extensao L/K € uma extensao finita.

Notagao: [L : K] < oc.

Definigao 2.5. Uma extensao finita sobre o corpo dos niimeros racionais, Q, € cha-

mada de corpo de niimeros.

Observagdo 2.1. Os corpos de nameros Qi) = {a+bi|la,beQ} e
Q) = {a+bj|a,beQ}, onde j é a raiz terceira primitiva da unidade , isto é,
72 =1ej"# 1,1 <n <2)sio de particular interesse. De fato, restringindo a e b
em 7 podemos obter o conjunto dos inteiros Gaussianos Z[i| = {a +bi | a,b € Z} e o

conjunto dos inteiros de Eiseinstein Z [j] = {a + bj | a,b € Z}.

Teorema 2.1. (Teorema da multiplicatividade dos graus)
Sejam K, M e L corpos tais que K C M C L e [L: K] < oco. Entdo, [L: K] =
[L:M]-[M: K]

Suponha [L: M] =m e [M : K] = n. Sejam By = {ay,...,q,} uma base de L
sobre M e By = {4, ..., 3,} uma base de M sobre K.
Afirmacdo: B = {a;fj,i=1,....,mej=1,...,n} é uma base de L/K.
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1. [B] = L.
De fato: o € L = daq,a9, -+ ,a,, € M tais quea:Zaiai )
i=1

a; € M =3 bib bi27 HR 7bin € K tais que a; = Z bijﬁj- LOgO7 a = Z Zbijozlﬂj.
j=1 i=1 j=1
2. B é L.1sobre K.
De fato, Z Zbijoz,ﬂj =0= Z <Z bljﬁj) o,;=0.
=1 7j=1

i=1 j=1

Como B; ¢ L.I. , temos Zbijﬂj = 0. Como B, ¢ L.I. , temos b;; = 0, V4, j.

j=1
Portanto B é uma base de L/K com mn elementos. Pela Definicao (2.3),
[L:K]=mn=I[L:M].[M:K].

Exemplo 2.1. Queremos encontrar [Q (\/5, \/§) : @}.
Afirmacao I : {1,v/2} é uma base de Q(v/2) sobre Q.
De fato,
1. {1,v/2} gera Q(v/2) sobre Q.
Como Q(v2) = {z | z = a + V2,0, € Q}, entdo V2 € Q(+v/2),2 = a.1 +
Bv?2, a, B € Q, ou seja, x é combinacdo linear de {1,/2}.
2. {1,1/2} é linearmente independente.

Suponha que a.1 + V2 = 0,a,3,€ Q. Se § # 0, entdo V2 = %&, 0 que é
absurdo pois v/2 é irracional. Portanto, 8 = 0 e dai temos que a.1+0.4/2 =0 =
o = 0. Dessa forma, {1,v/2} é uma base de Q(v/2) sobre Q.

Logo [Q(v/2) : Q] = 2.

Afirmacdo IT : {1,1/3} é uma base de Q(v/3) sobre Q(v/2)

1. De fato, {1,v/3} gera Q(v/2,/3) sobre Q(+/2).
Como Q(v/3,v2) = {z | z = a+8V3,a, B € Q(v/2)}, entdo Vr € Q(v/3,V2),r =
a.l+ V3, a, 8 € Q(v2), ou seja, x é combinacio linear de {1,/3}.

2. {1,4/3} é linearmente independente.
Suponha que a.1 + Bv3 = 0, a, 3, € Q(v/2). Assim podemos reescrever a igual-

dade como

(p+qV2) + (r+sV2)V/3=0, p,g,res € Q.
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_ - =+ av2)  —(p+qVv2) r—sv2
Se B = (r + 5vV2) # 0, entdo V3 = ey Sy ; R

—(pr — psv/2 + qrv/2 — 2gs) _ —pr+2qs + (ps — qr)V2 _ —pr+ 2qs+(p5 —qr)V2 B

r2 —2s r2 —2s r? —2s r? —2s
a+bv2,a,b € Q. Assim, temos que

(V3)* = (a+bv2)?
3 = a®+ 2abV2 + 20
3—a®—20° = 2ab\/§
3 —a? — 2b? _ 2
(2.10)

o que & absurdo pois v/2 ¢ irracional.
Portanto, r+sv2 = £ = 0 e dai temos que p+q\/§+0.\/§ =0= p+q\/§ =a=0.
Dessa forma, {1,/3} & uma base de Q(v/3) sobre Q(+/2).
Logo [Q(vZ,V3) : Q(v2)] = 2.
Pelo Teorema da multiplicatividade dos graus,

[Q(V2,v3): Q] = [Q(v2,v3) : Q(v2)1.[Q(V2) : Q] =22 =4
e {1,v/2,V/3,v/6} ¢ uma base de Q(v/2,v/3) sobre Q.

Definicao 2.6. Seja L/ K uma extensao de corpos e « € L. Dizemos que « € algébrico
sobre K se existe f € Klz]" = Kz]\ 0 (K[z]: conjunto dos polindmios sobre K na
indeterminada x) tal que f(a) = 0. Caso ndo ezista f com tais condigoes, dizemos que

«a € transcendente.

Observacao 2.2. Se K = Q, dizemos simplesmente que « ¢ algébrico ou transcen-
dente.

Exemplo 2.2. E facil dar exemplos de niimeros algébricos sobre Q :
e todos os niimeros racionais
° V2
e V2+45
® .

No entanto, é dificil dar exemplos de nimeros transcendentes. Em 1873, Hermite

demonstrou que o nimero

1 n+1
e = lim <1 + )
n—o00 n+ 1
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¢ transcendente e em 1882 Lindemann demonstrou que 7 é transcendente [14].

Definicao 2.7. Uma extensao L sobre K € algébrica se todo o € L € algébrico sobre
K.

Exemplo 2.3. Vamos verificar que a extensido Q(v/2) sobre Q é algébrica.
acQ(WV2)=a=a+b/2,a,becQ.
r=a+by/2= (z—a)?=2b= 2>~ 2azx +a>—2b=0.
Logo, a é raiz de z* — 2ax + a® — 2b € Qlx] e, dessa forma, « ¢ algébrico sobre Q
e, portanto, a extensiio Q(v/2)/Q é algébrica.

Definicao 2.8. Dizemos que o é inteiro algébrico se existe f(x) € Z[z]* = Z[z] \ 0,
monico, tal que f(a) = 0. O conjunto O = {a € K | a € inteiro algébrico } € um

anel chamado anel dos inteiros de K.

Exemplo 2.4. O elemento o« = /2 + /3 é inteiro sobre Z, pois é raiz do seguinte
polinémio z* — 102 + 1 € Z[z].

Definigao 2.9. Seja L/K extensio de corpos de « algébrico sobre K. O polinémio
p(z) € Klz]*, ménico e de menor grau tal que p(a) = 0 é chamado polinémio

minimal de o sobre K. Notacao : p=irr, | K.

Definigao 2.10. Seja f(x) € Klz| tal que Of > 1. Dizemos que f(z) é um polinémio
irredutivel sobre K se toda vez que f(z) = g(x).h(x), f(x),g(x) € K[z], entdo f(z) =
a ou h(x) = b, a,b € K, a,b constantes. Se f(x) nao é irredutivel, dizemos que é

redutivel sobre K.

Teorema 2.2. (Critério de Eisenstein)

Seja f(z) = ana™ + -+ arx + ag € Z[z|. Se existir p € Z , p primo, tal que:
e plag,...,a, 1
* pfay
o p’ t ag
Entao f(x) € irredutivel em Z[z|.

Lema 2.1. (Lema de Gauss [15], p. 44) Seja f(x) € Z[x] tal que f(z) é irredutivel
sobre Z. . Entdo f(x) € irredutivel sobre Q.

Observagao 2.3. Seja p(x) € K[z]* e a € K tal que p(z) é o polinémio minimal de «
sobre K . Entao p(x) é irredutivel sobre K.

De fato: Suponha p(z) = f(z).g9(x), f(z),9(z) € K[z]* e Of(z) > 1 e dg(x) > 1
Entao, p(a) = 0 = f(a).g(e) = 0 = f(a) = 0 ou g(or) = 0, o que contradiz a

minimalidade do grau de p(x). Logo, p(z) é irredutivel sobre K.
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Exemplo 2.5. Seja a = V24+V3e K = Q.

a=1v2+V3= (a—v2)? = (V3)? = a?—20v/2+2 =3 = (a®—1)? = (2aV2)? =
(@ —1)? =8a% = o' — 10a* + 1 = 0. Assim, p(x) = 2 — 102> + 1 =0

Vamos verificar se p(x) é irredutivel sobre Z.

Suponha que haja fator de grau 1, (z—a), tal que p = (x—a)(azr3+ar®+a,x+ap),
as, g, a1, ag € 2.

Aplicando a distributiva, temos que o termo constante a.ag = 1. Como a € Z entao
a = +1. Logo £1 seria raiz de p(x), mas p(+1) # 0, o que significa que nao ha fator
de grau 1, e por consequéncia nem de grau 3, para p(z).

Por outro lado, p(z) = (2% — (=5 4 2v/6)) (2 + (5 + 2v/6)) e temos que cada fator
nao tem raiz em 7Z e, assim, p(z) ndo possui fatores de grau 2 com raizes em Z.

Dessa forma, p(z) é irredutivel sobre Z e, pelo Lema de Gauss, é irredutivel sobre
Q.

Portanto, p = irr, | Q.

Exemplo 2.6. Sejaa=1€ Ce K =R.
a=i=al=-1=a+1=0.
Assim, seja p(z) = 2* + 1. Vamos verificar se p(x) é irredutivel sobre R.
Como p(z) = (z +1i)(x — i), temos que cada fator ndo tem raiz em R e assim, p(z)

¢ irredutivel sobre R. Portanto, p(z) = irr, | R.

Teorema 2.3. Seja L/K extensio de corpos e o € L algébrico sobre K, com
p(x) = irry | K tal que Op = n. Entio {1,a,...,a" '} ¢ base de K(a) sobre K e
[K(a): K] =0p=n.

Seja K[a] = K(a) = {f() | f(x) € KTz},

f(x),p(z) € Klz] =existem ¢(x),r(x) € K[z tais que f(z) = p(x).q(z) + r(z)
com r(xz) = 0 ou Or(z) < dp(x). Logo, existem agp,ay, - ,a,-1 € K tais que r(z) =
ap + ax + -+ ap_ "L
Assim, se f(a) = p(a)q(a) + r(a).
Como p(a) =0, f(a) =a)+aa+ - +a,_1a" ' = Kla] = [1,a,--- ,a" .

Vamos verificar se {1,a,---,a" '} ¢ linearmente independente.

De fato, ap + aja + -+ + a, 10" ' =0 = f(a) =0, para f(z) = ag+ az + -+ +
Q12" L

Pela minimalidade do grau de p(x), f(z) = 0, ou seja, ap = a3 = -+ = a,_1 = 0.

Logo, {1,a,...,a” '} & base de K(a) sobre K e [K(a): K] = n.

Exemplo 2.7. Seja o = v/2,p = 2% — 2. Aplicando o critério de Eiseinstein em p(z)
com o primo p = 2 temos que p(z) = irr, | Q.

Assim, pelo Teorema (2.3), [Q(a) : Q] = 3 e {1, /2, V/4} ¢ base de Q(+/2) sobre Q.

Teorema 2.4. (Teorema do elemento primitivo)
Se K € um corpo de niimeros, entao K = Q(«) para algum inteiro algébrico o que

¢ chamado elemento primaitivo de K.



Teoria dos nimeros algébricos

29

Exemplo 2.8. Considere o corpo de ntimeros Q(i,v/5). Mostraremos que Q(i,/5) =
Q(i +V/5).

E claro que Q(i +v/5) € Q(i,V5).

Agora, (1++/5)° = 14i +2/5 € Q(i + V/5).

Ainda, (14 v/5)% —2(i +v/5) = 12i € Q(i + V/5) e, portanto, i € Q(i + v/5) e por
consequéncia v/5 também. Pelo Teorema (2.3), uma base de Q(i, v/5)/Q pode ser dada
por {1,i++/5, (i +/5)2, (i +V5)*}

Vejamos agora como um corpo de ntmeros K pode ser representado, dizemos na
verdade mergulhado em C.
Lembremos que dados A e B anéis, um homomorfismo de anéis ¢ uma funcao

¢ : A — B que satisfaz, para todo a,b € A:

e pla+b) =p(a)+ ¢(b)

e p(a.b) = p(a).p(b)

° p(1)=1
Definicao 2.11. Sejam L/K e K/Q extensdes de corpos.

Dizemos que ¢ : K — L é um Q-homomorfismo se ¢ satisfaz p(a) = a,Va € Q,
ou seja, fira Q.

Definicao 2.12. Um Q-homomorfismo de anéis p : K — C é chamado um mergulho
de K em C.

Teorema 2.5. (/18] p. 33) Seja K = Q(0) um corpo de nimeros e [Q(0) : Q] = n.
Ezxistem exatamente n mergulhos distintos de K em C,

o K — C
0 — 0'1(6):9“ 1=1,...,n,

onde 0; sdo as raizes distintas do polinomio minimal de 6 sobre C.

Notemos que um dos o;, que denotamos por oy, ¢ a funcao identidade, isto é,
o1(x) =z,Vor € K.

Quando aplicamos o mergulho o; num elemento qualquer » € K,
n

T = Z arf®, a;, € Q, temos, pelas propriedades dos Q-homomorfismos,

k=1
n

n n
oi(z) = o (Z ak9k> = ailar)oi(0)" =D an(8:)* € C.
k=1 k=1 k=1
Exemplo 2.9. Considere o corpo Q(+/2) e o polinémio minimal p(z) = 2° — 2.
Como as raizes n-ésimas de um numero complexo nao nulo podem ser obtidas
como o produto de uma de suas raizes particulares pelas raizes n-ésimas da uni-

dade 1,w,...,w" !, onde w = cos (2”) + 1sen (%”), temos que as raizes de p(z) sdo

n
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{/2,w¥/2,w?V/2}. De acordo com a obervacio (2.1), para n = 3, temos que w = j.
Logo,

(2% = 2) = (v = V2)(z — jV2)(x - j*V2).

Assim temos trés mergulhos:

Definicao 2.13. Sejam K um corpo de niimeros e x € K.

Os elementos o1(x),09(x), -+ ,0,(x) sao chamados conjugados de x ¢

N(z) = Hai(x) ¢ chamado de Norma de x e
i=1

Tr(z) = Zai(x) ¢ chamado de Trago de x.

i=1

Teorema 2.6. ([18/ p. 38) Seja K corpo de nimeros. Para todo x € K, temos
N(z)eQeTr(z) € Q. Sex € Ok, temos N(x) € Z e Tr(x) € Z.

Definicao 2.14. Seja K um corpo de numeros algébrico de grau n sobre Q e Ok
seu anel dos inteiros. Dizemos que wy,ws, ..., w, € uma base integral de K se w; €
K\Vi,i=1,..n e Og = Zwy + Zwy + ... + Zaw,.

Exemplo 2.10. Seja K = Q(v/2) um corpo de ntimeros.
O polinémio minimal de V2 sobre Q é 2 —2 e suas raizes sao 0; = V2 e Oy = —/2.

Assim,
a1(vV2) = V2 e 05(V2) = —V2.
Para = € Q(v/2), temos = = a + bv/2, a,b € Q.
or(a+bv2) =a+bv2 e os(a+bv2) =a— b2
A norma de z é:
N(z) = (a+bv2)(a — bv2) = a® — 20 € Q.

J& o trago de z é:
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N(z) = (a+bv2) + (a — bv/2) = 2a € Q.
Para extensoes do tipo L/ K temos o sequinte teorema:

Teorema 2.7. Seja L/K uma extensio de corpos. Para todo x € L, temos Np/k(z) €
K eTryk(r) € K. Sex € Or temos que Ni x(z) € Og e Nk () € Ok.

Definigao 2.15. Seja {wy,wy, ..., w,} uma base integral de K.

O discriminante de K ¢é definido por
di = detloj(w;))?, 4,7 =1,2,...,n.
Teorema 2.8. O discrimintante de um corpo de numeros pertece a 7.

Defini¢ao 2.16. Um ideal Z de um anel comutativo A é um subgrupo aditivo de A

que € fechado em relacao a multiplicacdo por A, isto €, aZ C I para todo a € A.

Entre todos os ideais de um anel, alguns deles tem a propriedade especial de serem

gerados por somente um elemento. Estes serao de particular interesse neste trabalho.
Definicao 2.17. Um ideal T € principal se ele é da forma

I=(x)A={zy,yc A}, z €T
e podemos escrever T = (x) .

Exemplo 2.11. nZ é um ideal principal de Z para todo n.

Definicao 2.18. Um dominio A é um dominio de ideais principais se todo ideal

de A € principal.

Definicao 2.19. Um anel A é chamado integralmente fechado se todo elemento do

seu corpo de fracoes que € inteiro sobre A estd em A.

Proposicao 2.1. Se A ¢ um dominio de ideais principais entdo A € integralmente
fechado.

Exemplo 2.12. O anel Z dos ntimeros inteiros é integralmente fechado, pois é um

dominio de ideais principais.

Podemos definir a norma de um ideal. No caso de um ideal principal, isso esté

diretamente relacionado com a norma do gerador do ideal, definido em (2.13).

Definigao 2.20. Seja Z = (x)Or, um ideal principal de Of. Sua norma € definida por
N(Z) = [N(z)|.
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2.4 Corpos Quadraticos

Nosso objetivo aqui é determinar o anel dos inteiros algébricos, base integral e

discriminante dos corpos quadraticos.

Definicao 2.21. Uma extensao de corpos de grau 2 sobre o corpo Q é chamado um

corpo quadrdtico.

Proposicao 2.2. Todo corpo quadrdtico é da forma Q(\/E), sendo d um inteiro livre

de quadrados, isto €, d nao € divisivel pelo quadrado de nenhum inteiro maior que 1.

Sejam K = Q(6) um corpo quadrético e f(x) = 2% +ax +b, com a,b € Q, o polino-
mio minimal de @ € K. Resolvendo a equagao quadratica
—a ++va? —4b

02 +af + b = 0, temos que § = ¢ 2a

20 + a = v/a? — 4b, segue que Q(0) = Q(v/a? — 4b).

2

sdo as raizes de f(x). Como

Por outro lado, a* — 4b é um nimero racional que podemos escrever como

Uu uv
@ —db= - = =,

quadrados perfeitos, pois caso contrario terfamos Q(0) = Q. Assim,

Q(0) = Q(va? —4b) = Q <\/g> = @( %) = Q(+v/uv). Suponhamos que uv =
k2d, com k,d, € Z, e d livre de quadrados. Logo, Q(#) = Q(y/uv) = Q(vVk2d) = Q(+/d).

com u,v € Z e mdc(u,v) = 1 e de forma que u e v nao sejam

Observagio 2.4. Se d > 0, a extensao Q(v/d) ¢ dita real e se d < 0, a extensio
Q(V/d) é dita imaginéaria.

Proposicao 2.3. Seja K = Q(\/E), com d um inteiro livre de quadrados, um corpo
quadrdtico. Se um elemento o = a + b\V/d € Q(\/c_i) € um nteiro algébrico, entao 2a e
a? — db* sao mimeros inteiros.

Demonstracao: Seja a € K um inteiro algébrico. Entao existem ag,--- ,a,-1 € Z

tal que o™ + ap,_10" 1 + - + a0 + ag = 0. Assim, considerando o um automorfismo
de K tal que o(Vd) = —V/d, segue que, o(a)" + ap_10(a)" ' + -+ ayo(a) +ag = 0,
ou seja, o(a) também é um inteiro algébrico de K. Temos que «a + o(a) e ao(w)
também sdo inteiros algébricos de K. Além disso, se « = a+ bv/d, com a, b € Q, entdo
a+o(a) =2a € Qe ac(a) =a®>—db* € Q. Como Z é integralmente fechado segue
que 2a e a® — db? sao nlimeros inteiros.

A seguir determinaremos o anel dos inteiros algébricos de um corpo quadratico
K = Q(v/d), com d um inteiro livre de quadrados.

Teorema 2.9. Se K = Q(\/E) € um corpo quadrdtico com d € 7. livre de quadrados,
entio o anel dos inteiros algébricos O de Q(\/d) é dado por:
a) Ox = Z[Vd] sed =2 ou d = 3(mod4) e

1
b) Ok = Z +2ﬂ

se d = 1(mod4).
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Demonstracio: Seja a = a+bVd € @(\/Zl), com a, b € Q, um inteiro algébrico sobre
Z. Se b = 0 entao o polindmio minimal de a sobre Q é dado por p =irr, | Q =z — a,

e como « é um inteiro algébrico sobre Z, segue que a € Z. Se b # 0, entao o polindémio

minimal p = irr, | Q tem grau 2 e é obtido do seguinte modo:

a=a+b/d= a—a=b/d = (a —a)?® = bd = o® — 2aa + a*> = P*d =
o = 2aa + (a® — b*d) = 0.

Logo m(z) = 2% — 2ax + a® — db*. Pela Proposi¢ao (2.3) temos que 2a, a* — db* € Z.
Assim, (2a)* —d(2b)? € Z e dai d(2b)* € Z, pois 2a € Z. Ainda temos que 2b € Z, pois,
caso contrario, no seu denominador existiria um fator primo p que apareceria na forma
p? no denominador de (20)? e como d ¢ livre de quadrados teriamos que d(2b)*> € Z, o

que é um absurdo. Logo, 2b € Z. Assim, podemos escrever:

a:g, b:g, comu, v € 7. (2.11)
Além disso, temos que
(2a)? — d(2b)* € 4Z. (2.12)

Substituindo a por Yeb por E, obtemos u? — dv? € 47Z.

a) Se d = 2 ou 3(mod4), temos que u e v sao pares, pois se v fosse impar teriamos
v? = 1(mod4). Assim, como u? — dv? € 47 temos que u? = dv? = d(mod4), ou seja,
d = 0(mod4) ou d = 1(mod4), o que é um absurdo. Portanto, concluimos que v é
par, isto é, v2 = 0(mod4) e assim, u?> = dv?> = 0(mod4) o que implica que u é par.
Logo, se a = a + bv/d € Ok temos que o € Z[Vd] e assim, Ox C Z[/d]. Por outro
lado, tomando o € Z[/d], temos que « é raiz do polinomio 2% — 2az + a® — db* € Z[z],
pois pela Proposicao (2.3), temos que 2a, a® — db? € Z. Logo, Z[/d] C Ok. Portanto,
Ok = Z[Vd).

b) Se d = 1(mod4), temos que u®> — dv? € 47, e que u e v sao de mesma paridade,
isto ¢, sao ambos pares ou impares. Se u e v sao pares entao a, b € Z. Logo, a =
a +bVd € Z[\Vd]. Se u e v sio impares, entdo a = a + bv/d = u/2 + (v/2)Vd =
(u—v)/2 +v((1+Vd)2) € Z [#&] . Portanto, o € Z [”‘/ﬂ , ou seja, Ox C

2
Z[%ﬁ . Por outro lado, se a = a+ b %& S/ %g , com a, b € 7, temos que
20+b € Ze (a+b/2)*—db/2)* =a®>+ab+ (1 — d)b*/4 € Z, pois d = 1(mod 4).

Logo, Z [%ﬁ C Ok, pois os coeficientes do polinémio minimal de «, que é m(x) =

22 — (2a + b)x + a®> + ab + (1 — d)b?/4 estao em Z. Portanto, Z [%ﬂ = O.

Exemplo 2.13. Seja K o corpo quadrético Q(v/—1). O anel dos inteiros algébricos de
K é dado por Ok = Z[i| = {a+bi: a,b € Z}, onde i = \/—1 pois d = —1 = 3(mod 4).
O anel dos inteiros algébricos do corpo quadratico Q(v/—3) ¢ Z [%?3] poisd = -3 =
1(mod4).

Como os Q-monomorfismos de K = Q(v/d) em C, com d € Z livre de quadrados,
Sa0 01 € 09, onde 01(\/3) =Vde 02(\/3) = —V/d, segue que o discriminante de um
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corpo quadratico ¢ obtido do seguinte modo:
i) se d = 1(mod4), entao

o1(1) oa(1)
Dk = Dxo (1, 1+2\/E): det | <1+\/8> U <1+\/E) =

1 1 ’
=\det| 14+vd 1-d =d.

2 2

ii) se d = 2 ou 3(mod4) entao ) ,

. . 0'1(1) 0'2(1) . 1 1 .
Dy = Dy (1, V) = (det(al(\/a) o )) - (da(\/a _\/3>) -
4d.

Exemplo 2.14. Dado K = Q(\/5), tem-se O = Z

¢ uma base integral de Ok e o discriminante de K é

o (1) ?

2
d det 22(l) det ! ! 5
= (&) = (&) = .
K Ul<1+2¢5> 02<1+2¢5) ENEEs

Os monomorfismos de K em C sao o7 a inclusao e 09 a conjugagao complexa,

isto &, o1(a + bV/5) = a + bV/5 e oy(a + bv/5) = a — byv/5. Logo, TrK/Q(a +bV5) =

S

2 2
> oila+bV5) =2a e Nijg(a+bv5) = [ [ oi(a + bv5) = a® — 5b°.
i=1 i=1

Exemplo 2.15. Dado K = Q(i) entao Ok = Z[v/—1], isto &, {1, /—1} ¢ uma base

integral para Ok e o discriminante absoluto de K é

2
0'1(1) 02(1) 1 1
dx = det = det = —4.
( o1(v—1) oo(v/-1) v—1 —v—1
Os monomorfismos de K em C sao o; a inclusao e oy a conjugacao complexa, isto

¢, o1(a+byv—1) =a+by/—1eoy(a+by/—1) = a—by/—1. Logo, Trgg(a+byv—1) =
2

2
Zai(a +bvV—1) = 2a e Nggla+by/—1) = Hai(a +bv/—1) = a* + v*.
i=1 i=1
Exemplo 2.16. Seja L = Q(i,v/5), M = Q(i) e K = Q(\/5).

Temos que:

1. Og = {a +0b (%) | a,b € Z} , {1, 1+2*/5} ¢ uma Z - base para Ok e o polind-

mio minimal de K/Q é p(z) =2 — 2z — 1 € Z[x].

2. 0y = {a+b<%5> | a,b e Z[z]} , {1,%5} ¢ uma Z[i] - base para Oy e 0
polindomio minimal de L/M é p(z) = 2* — x — 1 € Z[i][z].
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1 1-—
As raizes de p(x) = 2* —x — 1 sdo: 0 = +2\/5 e 2\/5.
Logo,
1++5 1-+5
0'1(9) = B e 0'2(0) = B .
Assim temos:
-1 Y (o= 01(0)) (@ — 0u(0))
= 2 — 2(01(0) + 02(0)) + 71(0)02(0)
Des243) 2 Tr(0)x + N(0).
(2.13)

2.5 Mobdulos

Nesta secao apresentamos alguns conceitos que serao usados no préximo capitulo.

Defini¢ao 2.22. Seja A um anel. Um A-médulo M é um grupo abeliano (aditivo)
munido de uma aplicaggio A x M — M, denotada por (a, m) — am, tal que, para
quaisquer a, b € A e x, y € M, tem-se:

i)a(z +y) = ax + ay;

ii) (a + b)x = ax + bz;

iii) (ab)z = a(bx);

iv)lz = x.

Definigao 2.23. Sejam A um anel e M um A-mddulo. Um subconjunto N C M ndao
vazio € um A-submoédulo de M se, com as operacoes herdadas de M, também é um
A-madulo.

Um A-moédulo que possui uma base é chamado de um A-mdédulo livre e o nimero

de elementos da base é chamado de posto de M.

2.6 Numeros p-adicos e anel de valorizacao

Os resultados dessa secao serao de grande importancia para um melhor entendi-

mento da construcao que faremos no Capitulo 5.

Definicao 2.24. Seja B um dominio de integridade e denotemos por K seu corpo de
fragoes. Dizemos que B ¢ um anel de valorizacao de K se, para cada x # 0 oux € B

ouxz™' € B (ou ambos).

Definicao 2.25. Seja p € N um primo qualquer e escreva x € Z como x = p™b, onde
m € NU{0} e o mdzimo divisor comum entre b e p é 1. A wvaloriza¢io p-ddica de x é

definida pela fun¢io v,(x) = m, onde m € a maior poténcia de p que divide x.
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Exemplo 2.17. v5(10) = 1, v1;(16) = 0, v3(54) = 3.
Propriedades:
1. vy(a) > 0;
2. y(ab) = vy(a) + 0y(b):
3. vp(a+b) > min(v,(a), v,(b)).

Para todo = € Q a norma p-adica de x é dada por

p @ se x#£0
|z, =

=0 se x=0.
Proposicao 2.4. A funcgio | |, : Q — R" tem as tem as sequintes propriedades:
1. |z|, =0 se, e somente se, v = 0,
2. |zylp = |2lplylp;
3. |z +y| < max{|x|p, |y} e a igualdade ocorre se, ||, # |yl

O corpo de valorizacao dos nimeros p-adicos é o completamento Q de @Q com
respeito a norma | |, e é denotado por Q,. A norma em Q, serd denotada por | |, e 0

conjunto Z, = {x € Q, | v,(x) > 0} € o seu anel de valorizacao.



3 Reticulados Algébricos

Neste capitulo apresentamos um método para a geracao de reticulados no R". A
vantagem de obter reticulados por este método é que podemos identificar os pontos do

reticulado no R™ como os elementos de um corpo de ntimeros.

Definicao 3.1. Sejam {vy, vy, ..., v} vetores linearmente independentes do R™ (logo,

m <n). O conjunto de pontos

A= {x:i)\ivi,)\i GZ}

=1

¢ chamado reticulado de dimensao m e {vy,vs,...,v,} € chamado de base do reticu-

lado.
Definicao 3.2. O paralelepipedo formado pelos pontos
Oy + -+ 0,0, 0<60;,<1
¢ chamado um paralelepipedo fundamental ou regiao fundamental do reticulado.

Exemplo 3.1. A = Z* ¢ um reticulado gerado pelos vetores e; = (1,0) e e = (0,1)

com regiao fundamental descrita na figura abaixo.

> %
45 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 4
P [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] q
2k [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 4
P [ ] [ ] L] [ ] [ ] [ ] [ ] q
e2
0 ® ® ° ® ® ® ®
el

P [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] q
-2 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 4
P [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] q
-4 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 4

o~ - rs - - rs - rs

-4 -2 0 2 4
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Defini¢ao 3.3. Seja {vy,...,v,} uma base de A. Se v; = (vit,..., ), para i =

1,---,m, a matriz
V11 V12 Uin
V21 V22 Van
M =
Umi Um2 .. Umn

¢ chamada uma matriz geradora para o reticulado. A matriz G = MM é chamada

uma matriz de Gram para o reticulado, onde t denota a transposicao.
Assim, os pontos do reticulado sao formados por
A={x=\M|)eZ"}.

Definicao 3.4. O determinante do reticulado A ¢ definido como sendo o deter-

minante da matriz G
det(A) = det(Q).

o mesmo reticulado pode ser representado em algumas diferentes maneiras. Como
uma consequéncia, dado uma matriz de Gram (ou geradora), nao é facil determinar
qual é o reticulado correspondente. Invariantes tais como a dimensao e o determi-
nante poderao ajudar, mas um dos cuidados que temos que ter é que tendo o mesmo
determinante nao é suficiente para garantir que dois reticulados sao equivalentes. Es-
sas consideracoes serao importantes mais tarde, quando construiremos constelagoes de
reticulados algébricos onde a orientacao do reticulado no espago euclidiano se torna
importante.

Um reticulado é dito ter posto maximo se m = n, e neste caso M é uma matriz

quadrada. Assim,
det(AN) = (det(M))?.

Definicao 3.5. Seja B uma matriz n X n com coeficientes em Z. Um subreticulado
de A € dado por

N ={x=ABM|\eZ"}.

Definicao 3.6. Dado um reticulado A, um reticulado escalonado N\’ pode ser obtido

multiplicando todos os vetores do reticulado por uma constante, isto €,
N =cA, ceR.
Ainda, N é um sub-reticulado de A quando ¢ € Z.

E importante observar que o mesmo reticulado pode ser representado de diferentes
maneiras e como uma consequéncia, dado uma matriz de Gram (ou geradora), ndo é
facil determinar qual é o reticulado correspondente. Invariantes tais como a dimensao
e o determinante poderao ajudar, mas um dos cuidados que temos que ter é que
tendo o mesmo determinante nao é suficiente para garantir que dois reticulados sao

equivalentes.



39

Definicao 3.7. Um empacotamento esférico, ou simplesmente um empacotamento
no R", € uma distribuicao de esferas de mesmo raio no R" de forma que a inter-
seccao de quaisquer duas esferas tenha no mdximo um ponto. Pode-se descrever um

empacotamento indicando apenas o conjunto dos centros das esferas e o raio.

Um dos problemas de empacotamento esférico de um reticulado no R" é encontrar
um empacotamento com maior densidade. A seguir, daremos exemplos em dimensoes
1, 2 e 3. Para maiores detalhes, consultar [5].

Em dimensao um, temos que os pontos de coordenadas inteiras da reta formam um
Z-reticulado cuja a densidade de empacotamento é a melhor possivel dada por A = 1.

Neste caso, as “esferas” sao intervalos como podemos ver na figura abaixo.

esfera
—
o—|—eo |
-1 0 1

Para dimensao dois o reticulado hexagonal A, (favo de mel) é o de maior densidade,

T
dada por A = —
por V12

{(1,0), (-3, ‘/75)} é dado por

~ 0,9069. O empacotamento deste reticulado com base § =

Em dimensao o reticulado conhecido como fee, (face centered cubic) é o empacota-

mento com maior densidade (piramides de laranjas), sendo essa A = T~ 0, 7405.

V18
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Definicao 3.8. Seja oy, --- ,0, 0sn mergulhos de um corpo de nimeros K de graun, e
vamos ordenar os o}s de modo que, para todo x € K, 0;(z) € R, 1 <i <71y, e 0j4,(7)
€ o conjugado complexo de o;(x) para r +1 < j < ry + 9. Note que 11 + 2ry = n.
Chamamos de mergulho canénico o : K — R™"%™2 ¢ isomorfismo definido por

U('T> = (01 (.’1?), 5y 0n (!17), §RUT1+1($>7 %0-7‘1-&-1 (.T)7 T %0}14.,«2 (.’IJ), %UTH—M (.T)),
onde R e & denotam as partes real e imagindria, respectivamente.

Podemos definir um mergulho similar se considerarmos, ao invés da extensao K/Q,
uma extensao mais geral L/K:

o: L — C"
r — o(x)= (o1(x),...,0n(1))

onde o01(x),...,0,(x) sdo mergulhos relativos de L sobre K isto é, o;(x) fixa K para
todoi=1,...,n.

Exemplo 3.2. Sejam o corpo quadratico K = Q(i), onde i = v/—1, e {01, 02} 0 grupo
dos Q-monomorfismos de K em C, onde oy é a aplicagao identidade e o9(a+bi) = a—bi,

com a,b € Q. Neste caso, 11 =0ery=1. Paraxz =a+ bi € K, com a,b € Q, temos

o(z) = Roy(x),So1(x)) = (a,b).

Uma das aplicagbes deste mergulho é a geracao de reticulados no R", onde os
principais parametros podem ser obtidos via teoria dos ntimeros algébricos, através de

propriedades herdadas de K. Isto pode ser visto de maneira formal no resultado que

segue.
Teorema 3.1. Sejam {wq,- -+ ,w,} uma base integral de K e o : K — C o mergulho
candnico. Os n vetores vi = o(w;) € R", i = 1,--- ,n sdo linearmente independentes

e definem um reticulado em R", denominado reticulado algébrico de posto mdzimo,

A= O‘(OK>.
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Proposicao 3.1. Seja K um corpo de nimeros de grau n e B um Z-submddulo livre

de K de posto n. Se (x;)1<i<n € uma Z-base de B, entao o(B) € um reticulado em R".

Concluimos assim, que o ingrediente chave para a construcao de reticulados algé-
bricos tem sido a existéncia de uma Z-base livre em K. Como Og e seus ideais sao
Z-modulos livres de posto n, podemos mergulha-los em R"™ para obter um reticulado
algébrico.

A matriz geradora M de um reticulado algébrico, isto é, de um reticulado construido

usando o mergulho canénico de K, é dada por

o(wy) o o (wr) Ropga(wr) o0 [0, (w1)
or(wy) o op(wn) Roppa(wn) -0 S0 g, (w0)
onde {wy, -+ ,w,} é aqui uma base de O. Isto da4 um reticulado real.

Analogamente, um reticulado complexo A¢ é dado por

AN ={x =AM e C" | X € Z[i]" ou Z[j]|"}.

Agora sua matriz geradora é dada, usando o mergulho o(z) = (o1(x), -, 0,.(x)),
por
o1(wy) og(wy) - op(wy)
o1(wy) oo(wy) -+ op(ws) | (3.1)
or(wn) o2(wp) -+ on(wy)
onde {wy,--- ,w,} é uma base de Of, sobre K, e 0y, -- , 0, s20 mergulhos relativos de
L/K.

2
Pelo Teorema (3.1), A = 0(Ok) é um reticulado no R?. Os dois mergulhos sdo o (v/5)

V5, 02(\/5) = —+/5 e a matriz geradora do reticulado é

M = ( o (211(52\)/5> 020<21(+12\)/5> ) = ( 1+1\/5 1—1\/5 ) )

Exemplo 3.3. Seja K = Q(+/5). A base integral de K & {1, —1+2‘/5} eOx =27 [H\/g] .
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Reticulado algébrico construido usando Q(1/ 5 )

Exemplo 3.4. Seja K = Q(v/—3). A base integral de K é {1,%:9’} e O =
Z [%‘7‘3] . Pelo Teorema (3.1), A = ¢(Og) é um reticulado no R*. Os dois mer-

gulhos sao o1(v/—3) = V=3, 02(v/—3) = —v/—3. Neste caso, r; =0 e ro = 2, assim, a

matriz geradora do reticulado é
0
ﬁ )
2

Observe que via Q(1/—3) obtivemos o reticulado hexagonal As.

I
VR
T
2
A/ Q%
+ o~
=
h
N—
&0
2
—~§
‘+ iy
v =
h
~——
N~
I
VR
N|—=

Reticulado algébrico construido usando Q(+/ —3)

Até entao usamos o anel dos inteiros Ok para construir reticulados algébricos, mas
veremos que tais reticulados podem ser obtidos de maneira mais geral, considerando
ideais de Ok ou considerando ideais em O, onde L é uma extensao finita de K.

Um reticulado algébrico A construido a partir de um ideal Z € Oy da um sub-
reticulado do reticulado algébrico A construido de Op. Se Z = aQy, entao a matriz

geradora M é dada por
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o1(awy)  oo(awy) -+ o,(aw)
o o1(awy) oy(aws) -+ o, (ws) | (3.2)
o1(aw,) oolawy,) - o,(aw,)
onde {wy,- -+ ,w,} é uma base de Oy, sobre K, e oy, --,0, sao mergulhos relativos.

Equivalentemente, a matriz (3.2) é a matriz (3.1) multiplicada & esquerda pela matriz
diagonal
o1(a) 0

0 on(a)
Dada a matriz geradora do reticulado, calculamos o determinante do reticulado

construido a partir de (3.2), do seguinte modo:
det(A) = |det(M)|?
= |det[o;(aw;)]|*
= [Npx(a)?| detlo;(w;)]f?
= |Niyx(a)?|del.

Para a construcao de codigos que faremos no Capitulo 5, restringiremos a exten-
soes de corpos L/K, onde K é um corpo de nimeros, de um tipo especial, a saber,
L/K = L’K/K, isto ¢, L é o menor corpo contendo L' e K. Chamamos L de corpo
de composicao de L' e K (ver Figura abaixo). Além disso, consideramos aqui exten-

soes L/K/K cujos mergulhos relativos oy,--- , 0, de L/K/K SA0 0S Iesmos que oS

mergulhos de L// Q. Com esta suposicao temos que o determinante do reticulado é
det(A) = [Nk (a) *ldx],

para um reticulado construido sobre K/Q, enquanto

det(A) = [Ny jg(a)*|dy|. (3:3)
Logo
det(A) = [Ny /x()[*|dy | (3-4)

para um reticulado construido sobre a composicio L' K /K.

A estrutura da composicio de corpos L' e K.
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Este capitulo é dedicado ao conhecimento matematico necessario para construir
codigos a partir de algebras de divisao ciclicas.

Introduzimos a no¢ao de algebra de divisao, chave para a codificacao espaco-tempo,
pois ela d4 um modo de construir codigos espaco-tempo totalmente diversos. Visto que
corpos de nimeros permitem decodificar constelacbes QAM e HEX, uma particular
familia de algebras, algebras ciclicas, sao construidas sobre corpos de ntimeros e estas
dardo para n antenas transmitidas, n x n palavras c6digo espaco-tempo que enviam n?

simbolos de informacao, decodificados dentro de n? sinais.

Definicao 4.1. Uma algebra A ¢é um conjunto sobre um corpo K com operacoes
de adi¢cao, multiplicacao e multiplicacao por elementos de K que tem as sequintes

propriedades:

1. A € um espacgo vetorial com respeito a adicao e multiplicagao por elementos do

coTpo.

2. A € um anel com respeito a adi¢ao e multiplicacao.
3. (Aa)b = a(Ab) = A(ab) para qualquer A € K, a, b € A.
Seja R um anel comutativo. O conjunto dos elementos de R que sao inversiveis

para a multiplicacao é chamado de conjunto das unidades de R e é denotado por R*.

Definicao 4.2. Seja R um anel tal que R* = R\{0} , entdo dizemos que R é uma
algebra de divisao.

Teorema 4.1. Seja L extensdo de corpos sobre K . O conjunto dos K -automorfismos

de L formam um grupo sob a composi¢ao de funcoes.

Definicao 4.3. Um grupo ciclico G € um grupo gerado por um elemento. Escrevendo
0 grupo com a lei multiplicativa, temos G = {g,¢*,...,g" ", 1}, se G tem n elementos.
Denotamos G = (g).

Defini¢ao 4.4. Uma extensao de corpos L/K é uma extensao de Galois se todo
polindmio irredutivel sobre K que tem pelo menos uma raiz em L tem, na verdade,
todas as raizes em L. O grupo de Galois da extensio L/K, denotado por Gal(L/K),

€ o grupo de todos os K-automorfismos de L sob a composicao de funcoes.
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Algebras Ciclicas

Usualmente denotamos um grupo ciclico de Galois por (o) , onde o é o gerador do
grupo.

Seja L/K uma extensao de Galois de grau n tal que seu grupo de Galois G =
Gal(L/K) é ciclico com gerador 0. Denote por K* (resp. L*) os elementos ndo nulos
de K (resp. L).

Escolhendo um elemento v € K™, construimos uma &algebra nao-comutativa deno-

tada por A = (L/K, 0,7), como segue:
A=L®el®eLd...He" 'L
onde & denota a soma direta e tal que e satisfaz
e" =y e e =eo(N), para A € L.

Esta algebra é chamada de dlgebra ciclica.
A Aalgebra A é definida como uma soma direta de copias de L, o que significa que

um elemento = na algebra ¢é escrito como

~1
r=x9gt+exr;+---+e" x,_q,

comx; € L,i=0,---,n—1.
A razao destas algebras ciclicas serem interessantes neste trabalho é a existéncia de
um correspondéncia entre um elemento = da éalgebra A e uma matriz X € M, (L).
Paran = 2 temos A = 1.L + e.L, com €? = v e Ae = ed(\), para A € L. Um

elemento = € A pode ser escrito como

xr=ux9+exr;, xo,x; € L.

Vamos calcular o produto de x por qualquer elemento y € A:

vy = (2o+ex1)(Yo+eyr), Yo,y €L
= ToYo + ToeY1 + exr1Yo + ex1€eY;
= Toyo + eo(wo)y1 + ex1yo + €0 (z1)y1
= xoyo + eo(zo)y1 + ex1yo + Yo (T1)y1
= Lzoyo + yo(x1)y1] + e[o(zo)yr + z1y0).

Na base {1, e}, temos a seguinte representa¢ao matricial:

y — To Yo (z1) Yo
! ( a<xo>)<yl>‘

Existe entao uma correspondéncia

x:xo—i—eleA(—)(

xo yo(xy) ) .

x1  o(xg)
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Em particular,

eeAH(O w<l>) :<0 7)
1 o(0) 1 0

Zo 0
x0€A<—>< 0 U(x0)> )

Para o caso geral de grau n, temos para todo xy € L,

T 0 0
0 o(x 0
0 0 o™= ()
0 O ol
1 0 0
eeA+—
0 1 0

Formalmente, podemos associar uma matriz a qualquer elemento z € A usando a

funcao ay, a multiplicacao por x de um elemento y € A:

a,: Ar— A
yr—ay(y) = ay

A matriz do produto por oy, com x = zy + ex; + ... + "1z, _;, é dada por

xo  Y0(Tp-1) Y0H(@n2) oo 0" Ha)
T o(zo) Y0 (Tp-1) -0 0" (@)
(4.1)
Tnoz 0(Tp-s) 02 (Tn_a) -+ 0" Hxp)
Ln—1 O-(xn—Q) 02<xn—3> e O-nil(xo)
Entao, via a,, temos uma matriz representacao de um elemento = € A.
n—1
Se x pertence a uma algebra ciclica A, entao x = Z efry, v €L, i=0,--- ,n—1.
k=0

Como L é um espaco vetorial de dimensao n sobre K, entao cada z; € uma combinacao
linear de n elementos em K. Portanto, dizemos que o STBC Cy, ¢ um codigo sobre K
e ¢ dado por
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xo  Yo(rn-1) YOR(Tno2) - 0" H(2)
T o(xo)  yoH(wn-1) o 0" (a2)
Coo = : : : i €Lli=1,..n—1
Tnoy 0(Tn-3) 0°(Tp_4) Yo" (2p1)
Tp—1 O-('rn—2> UQ(xn—?)) O'n_l('r )

(4.2)
Vamos discutir a decodificacao e a taxa de tais codigos.

Suponha que os simbolos de informacao enviados sao vindos de uma constelacao
QAM ou HEX e considere L = Q(i,/5). Entio

To = g + \/gb(), r|y = ap + \/gbl, Qgp, a1, bg, b1 € Q(Z)

Como os simbolos QAM podem ser escritos como elementos de Z[i], eles pertencem
ao corpo base Q(i). Assim zg e x; decodificam dois simbolos de informagao QAM,

ag, by e ay, by, respectivamente.
n—1

Em geral, se L/K tem grau n, cada coeficiente zy de x = Zekxk decodificara n

k=0
simbolos de informacgao. Como o elemento x € A tem n coeficientes, ele decodifica

n? simbolos de informacao. Codigos construidos a partir de 4lgebras ciclicas sao ditos
serem de taza total, taza total, neste sentido eles transmitem n? sinais que decodificam

n? simbolos de informagao, [3].

Observacao 4.1. Como as constelacoes de sinais usualmente usadas sao a QAM e
a HEX, isto significa que consideramos extensoes de corpos L/K onde K é Q(i) ou

Q(j), onde j é uma raiz terceira primitiva da unidade.

Para construir STBCs com “boas” propriedades, nos restringiremos a um sub-
conjunto de C',, obtido restringindo os coeficientes x, ..., T, 1 para que estejam em

I C O, onde I é um ideal do anel de inteiros de L. Denotamos este codigo por Cy:

xo Y0 (Tp-1) Y0H(@n2) oo 0" H(a)
T o(zo) Y0 (Tpo1) o0 0" H(@2)
Cr=1| : : : (4.3)
To—z  0(Tp-s) 0 (Tn-s) Yo" (1)
Tpo1 0(Tp2) 0% (T 3) o (zg)

€l COpi=1,...n—1.

Observagao 4.2. : Os codigos C; sao chamados codigos de bloco espago-tempo de
dispersao linear (LD-STBCs). Os LD-STBCs construidos sobre éalgebras ciclicas tem

as seguintes vantagens:
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1) Temos um critério para decidir quando o STBC C, satisfaz o critério do posto.
De fato, quando a algebra ciclica é uma algebra de divisao, todos os seus elementos sao
invertiveis. Portanto, as matrizes das palavras codigo tem determinante nao nulo.

2) Devido a linearidade, o determinante minimo do cédigo Cy é

A _ : Y2 : 2
Omin(Coo) X171£320m|det(X1 Xo)| XGg;l&ﬁMGt(X) |.

Definicao 4.5. Seja x um elemento de uma dlgebra ciclica A. Entao o determinante

de sua matriz correspondente, como dada em (4.1), é chamado de norma reduzida

de x.

Como o critério do posto ¢é totalmente satisfeito considerando uma algebra de divi-
s20, nosso trabalho serd determinar um limitante inferior para o determinante minimo.
Estamos entdo interessados em saber quando det(X) # 0 para todo X # 0, ou
equivalentemente quando .4 é uma algebra de divisao ciclica (isto é, todos os elementos

de A sao invertiveis).

Definicao 4.6. Uma dlgebra ciclica que também é dlgebra de divisao € chamada de
algebra de divisao ciclica.

Vamos determinar quando uma algebra ciclica é na verdade, uma algebra de divisao

ciclica.

Exemplo 4.1. Se n = 2, temos

det ( i[l) 70—0-((121)) ) = (L’OO'(CUO) - 7$10($1) = NL/K((EO) — ’)/NL/K(iL'l). (44)

Entao

det(X) =0 <= v = Np/k (@) ;
T1

pois a multiplicatividade da norma segue da multiplicatividade do mergulho relativo.
Entao temos que verificar se v nao é uma norma de algum elemento de L e assim
teremos det(X) # 0, para todo 0 # X € C.

A préxima proposicao nos diz como determinar se uma algebra ciclica é uma algebra
de divisao para qualquer dimensao n.

Proposigao 4.1 ([7], p. 279). Seja L/K uma extensao ciclica de grau n com grupo
de Galois Gal(L/K) =<0 > . Se v,¥% -+ ,y"t € K* ndo sao uma norma de algum

elemento de L, entio (L/K,0,7) é uma dlgebra de divisio ciclica.

Agora vamos mostrar como obter a propriedade do determinante nao nulo em dois

Passos:

1. Como g, 2, € L, pelo Teorema (2.7), Np/k(20) € N/ (21) estao em K. Como
v € K* C L, entdo, de acordo com (4.4), det(X) € K.
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2. Agora, se nos restringirmos a xg, z; € Oy, entdo novamente pelo Teorema (2.7),
obtemos que Ny /x(20) e Ni i (1) estdo em O. Escolhendo v € Ok, concluimos,
por (4.4), que det(X) € Ok.

Quando transmitimos simbolos QAM ou HE X, pela Observagao (4.1), K deve ser
Q(i), resp. Q(j). Entao

det(X) € Z[i], Z[j] = | det(X)|? € Z.

Assim
|det(X)]* > 1, X #0.

Este procedimento pode ser generalizado em dimensoes altas n. Entretanto, o pri-
meiro passo nao pode ser provado do mesmo modo, pois o célculo explicito do deter-
minante em dimensoes altas torna-se mais complicado.

Codigos lineares associados a uma matriz unitaria (isto é, U~! = Ut) tem menor
perda de informacao. A seguir, mostraremos como obter tal matriz unitaria para
codigos baseados em algebras ciclicas.

Lembre que uma palavra-codigo (4.3) tem a forma

o Yo(Tpo1) 702(%72) Yo

x o(zg) vo*(xn_1) -+ o

Ty 0(Tn-3) 0 (Tpa) - 0" (2po1)
Tpo1 0(Tn o) 0%(xp_3) -+ o™ ()
onde cada camada é, até a multiplicagiao por v, da forma (x;, o(x;),- -, 0" (x))), | =

0,---,n—1.

A restricao sobre a forma requer que cada camada da palavra-codigo seja da forma
Mwv, onde M é uma matriz unitaria e v ¢ um vetor contendo os simbolos de informacao.
Seja L =K () e {1,0,--- ,0""'} uma base de Or.

Cada camada de uma palavra-codigo é da forma

1 o@) - oY U1 B o(x) (45)
1 On—l(e) . O.n—l(en—l) Upp1 O'n_1<l’l>
n—1
para x; = Z ul,kék € Or. Como u;, tomam valores discretos, podemos ver a multipli-
k=0

cagao de matrizes acima como gerando pontos em um reticulado. A matriz M é entao

a matriz geradora do reticulado, cuja matriz de Gram é dada por MM (MT = Mt).
Gostariamos que M fosse unitaria, ou seja, o reticulado que gostariamos de obter

para cada camada fosse um Z[i]"-reticulado, respectivamente um Z[j]"-reticulado, pois

os simbolos QAM e HEX sao subconjuntos finitos de Z[i] e Z[j], respectivamente.
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A matriz M pode ser vista como uma matriz pré-codificacao aplicada aos simbolos
de informacao.

Interpretar a matriz unitaria M como a matriz geradora de um reticulado permite-
nos usar a teoria dos reticulados algébricos. A idéia chave é que a matriz M dada em
(4.5) precisa conter os mergulhos de uma base, mas esta base nao precisa ser uma base
do corpo L. Esta pode ser uma base de um subconjunto de L e de fato, serd uma base
de um ideal de L.

Vimos em (3.3) que o determinante de um reticulado algébrico A construido sobre
um ideal principal Z = (a)Op, onde L/K = L' K/K, ¢ dado por

det(A) = [Nip/x(a)Pld,|.

Assim, para obter A = Z[i]" (resp. Z[j]"), ou uma versio escalonada A" = (cZ[i])"
(resp. (¢Z[j])™), ¢ € Z,uma condi¢do necessaria ¢ encontrar em O um elemento « de

norma desejada, pois
det((cZ[i])") = " (resp.det((cZ[j])" = ).

Dada uma extensdo L'K/K, o discriminante é dado. Entio temos que encontrar
um elemento « tal que
[Npyk(@)Pldy ] = ™. (4.6)

Esta condicao nao é entretanto suficiente, e uma vez que este elemento é encontrado,
podemos verificar se encontramos o reticulado certo calculando a matriz de Gram
MMT, e que ela é a matriz identidade.

Estes dois passos:
1. encontrar um elemento o com a norma adequada em Oy,
2. calcular a matriz de Gram,

formam o método que usaremos para obter a propriedade da forma sobre as constela-

coes.
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Este capitulo é dedicado a construcao do codigo de ouro, que é um codigo perfeito
2 x 2. Seu nome, codigo de ouro, veio de sua construcao algébrica [9], que envolve o
niimero de ouro %5

O nome atribuido a esse nimero faz referéncia a razao aurea, obtida através da

divisdo de um segmento de reta AB em duas partes por um ponto C' de forma que

Muitas supostas aplicacoes desse niimero nas artes, arquitetura e na natureza sao
divulgadas em livros e meios de comunicagao, mas ha estudos como [16] e [17] que

desmistificam algumas dessas afirmacoes.

5.1 Codigos espaco-tempo perfeitos

De acordo com as consideracoes feitas no Capitulo 2, os dois principais parametros

para modelar codigos espaco-tempo sao:

e Diversidade total. O critério do posto diz que para STBCs quadrados que a
diversidade total é obtida se o determinante da diferenga de duas palavras codigo

distintas é nao nulo:

det(X) #0, X #0, X € C.
e Determinante minimo. O ganho de codificacao é dado pelo determinante

minimo

Omin(Cso) =  min | det(X)[%

X€Coo, X£0

Além disso, para melhorar o desempenho de codigos espago-tempo, exigimos as

seguintes propriedades apresentadas no Capitulo 2:
e Determinante nao-nulo
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e Forma

e Uniformidade média da energia transmitida por antena

Definicao 5.1. Um STBC quadrado n; X ny; é chamado de codigo perfeito se, e

somente se:

e E um cidigo com taza linear total usando n? stmbolos de informacio QAM ou
HEX.

e O determinante minimo do cédigo infinito € nao nulo (deste modo, em particular,

o critério do posto € satisfeito).

o A energia necessdria para enviar a combinacao linear dos simbolos de informacao

em cada camada € similar a energia usada para enviar cada um dos simbolos.

o O codigo induz que a energia média transmitida por antena em todos os T in-
tervalos de tempo seja uniforme, isto €, todos os simbolos codificados na matriz

codigo tem a mesma energia média.

Vamos resumir agora técnicas exploradas acima e dar os passos para a construgao

de codigos perfeitos.

1. Consideramos simbolos QAM ou HEX. Como estas constelagoes podem ser
vistas como subconjuntos finitos do anel dos inteiros O = Z[i| (resp. Og =
Z[j]), tomamos o corpo base K = Q(i) (resp.Q(j)).

2. Tomamos a extensdo L/K de grau n = n; (n;: ntmero de antenas transmissoras)

e construimos a correspondente algebra ciclica:

A= (L/K,o,7).

Escolhemos v tal que |y| = 1 para satisfazer a restri¢cdo sobre a energia média

transmitida por antena.

3. Para obter determinante nio nulo, escolhemos v € Z[i], (resp. em Z[j].) Adici-
onando a restricdo anterior, |y| = 1, temos que vy € {1,i,—1, —i} C Z[i] (resp.
S {17j7.j27 _]-7 _ju _.]2} - Z[.]])

4. Entre todos os elementos de A, consideramos o conjunto discreto de palavras
codigo da forma x = zg + 216+ - + 21", onde z; € I, um ideal de Oy, o

anel dos inteiros de L. Obtemos entao um STBC da forma
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g Yo(Tp_1) Y0 (Tp—2) -+ 0" Hay)
T o(zo)  yo*(xn-1) - 0" H(wa)
C; = , o, €1 COp,i=1,...,n—1.
Tpo 0(Tp—3) 0X(Tn—a) 0 Y0 HTno1)
Tpo1 0(Tp_a) 0 Tp_z) - " H(x)

(5.1)

Os n? simbolos de informacao urr € Ok sao codificados em palavras-codigo por

n—1
xezg ugpvg, £=0,---,n—1,
k=0

onde {vy}}—, ¢ uma base do ideal I.

5. Escolhemos um ideal Z C O de modo que a constelacao de sinais em cada
camada seja um subconjunto finito das versoes rotacionadas dos reticulados Z[:]"
ou Z[j]|™.

6. Mostramos que A = (L/K,0,7v) ¢ uma algebra de divisao escolhendo 7 conveni-
entemente, o que significa mostrar que v, --- ,4" ! ndo é uma norma em L*.
5.2 O codigo de ouro

O codigo de ouro é um codigo perfeito 2 x 2. O codigo de ouro é construido usando

a algebra ciclica

A= (L =Q(i,V5)/Q(i), o, i),
com o : Vb — —/5. Temos que

Or={a+blla,bec Q»},

onde 6 =

. Antes da propriedade forma, uma palavra-coédigo desta &lgebra é

1++/5
9

a+ bo ¢+ do
i(c+do(0)) a+ bo(0)

com a,b,c,d € ZJ[i].

5.2.1 O elemento vy =i nio é uma norma em Q(7, /5)

Mostramos aqui que a algebra ciclica A que define o codigo de ouro é uma édlgebra

de divisao [9]. Para isto, temos que mostrar que v = i ndo é uma norma em L/Q(i).
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Veremos primeiro a caracterizacao de um quadrado em um corpo de ntmeros.

Seja p um primo e denote por GF'(p) o corpo finito com p elementos.
Proposigao 5.1. [1]/ Seja v € GF(p)*. Temos
x € um quadrado < e

Corolario 5.1. Se p = 1(mod4), —1 é um quadrado em GF(p).

Proposicio 5.2. Seja L = Q(i,/5), entdo o elemento v = i nio é uma norma relativa
de qualquer x € L, isto €, Npqu(x) #14, Vo € L.

Demonstracao: Seja Q5 denotando o corpo dos nimeros 5-adicos, e Zs = {z €
Qs|vs(x) > 0} seu anel de valorizagao.
Queremos mostrar que a equagao Ny g («) = ¢ nao tem solugao. Para isso, vamos
mostrar que esta equacao nao tem solucao em Qj, e entao, nao tem solucao para z € L.
Seja w = a + by/5 € L com a, b € Q(i) entdo devemos mostrar que

NL/Q(i) (w) = a2 — 552 =1 (5.2)

nao tem solucao para a,b € Q(i). Primeiro vamos verificar que i € Zs. De fato, existe
um mergulho de Q(7) em Q5 se X2 + 1, o polindmio minimal de 4, tem rafzes em Zs.
Usando o Lema de Hensel ([20],p.75), é suficiente verificar que —1 é um quadrado em
GF(5).

Como 5 = 1(mod4), entao, pelo Corolario (5.1), -1 é um quadrado em GF(5).

Usando o mergulho de Q(i) em Qj, esta equagao pode ser vista em Q, como segue:

> =50 =y+5ra,beQ,x € Zs (5.3)

onde y> = —1. Se existe uma solucdo para (5.2), entdo esta solucao estad em Q,.
Portanto, provando que nao existe solugao para (5.3), concluimos a prova.
Vamos mostrar agora que em (5.3), a e b estdo de fato, em Zs.

Tomando a valorizagao de ambos os lados de (5.3), temos
vs(a® — 5b%) = vs(y + 52).

Como x € Zs e y é uma unidade, segue que v5(y + 5x) > min{vs(y), vs(z) + 1} = 0,
e temos igualdade pois ambas as valorizagoes sao distintas. Agora, 0 = v5(a® — 5b?) =
min{2vs(a), 2v5(b) + 1} = 2v5(a). Portanto, vs(a) = 0, assim, a € Zs e consequente-
mente b € Zs.

Reduzindo moédulo 5Zs temos

(a® — 5b%)mod (5Zs) = (y + 5x)mod (5Zs)
a®> = y(mod (5Zs),
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e vemos que y deve ser um quadrado em GF(5).
Como y? = —1, temos que y = (—1)"/2 e portanto, y®~1/2 = (—1)P~D/4 = 1,
onde a ultima igualdade segue do fato que, neste caso, p = 5. Pela Proposicao (5.1), y

nao é um quadrado, o que é uma contradicao.

5.2.2 O reticulado z[i]?

Vamos ver agora como adicionar a propriedade da forma na palavra-cédigo
construida sobre A. A Equacao (4.6) nos diz que

det(A) = |Nijgw (@) Pldgys)|
02 = 5|NL/@(,~)(04)|2.

Entdo procuramos por um elemento « tal que |Ny g (a)* = 5. Assim, para en-

contrar tal elemento, procuramos pela fatoracao do elemento 5 em Oy:
5= (14+1i—1i0)*(1 —i+ i)

Entao escolhemos o = 1 4+ ¢ — 0. Vamos agora verificar que de fato, obtemos
o reticulado correto. Sua matriz geradora é obtida aplicando o mergulho candnico

complexo

o:L — C?
v = o(z) = (01(x), 02(x))

na base relativa {«, af} de I = () :
v <01(a) o1(ab) > _ < a af ) _ < L+i(1-0) g—z')
oa(a) o9(ab) a ab 14+i(1—0) 60—

1
Um calculo direto mostra que MM' = 5I,. Entdo —=M é uma matriz unitaria,

V5

Uma palavra-cédigo X pertencendo ao codigo de ouro e adicionando a propriedade

que nos da a propriedade da forma.

da forma, é do seguinte modo

1
X =
V5

onde a, b, ¢, d € Z][i].
Quando a, b, ¢, d tomam quaisquer valores em Z[i], dizemos que temos um codigo

io(a)(c+do(8)) o(a)(a+bo(0))

a(a + bo) a(c+ db) ]

infinito, C..
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5.2.3 O determinante minimo

Vamos agora calcular o determinante minimo do codigo infinito. O fator \/Lg é
necessario para normalizar X de modo a obter uma matriz unitaria. Como aa = 241,

temos

det(X) = 2 ; i [(a + b0)(a + b0) — i(c+ df)(c+ d)]

1
= T[(GQ +ab—b* —i(c* + cd — d?)).
—1

Por defini¢ao de a, b, ¢, d, temos que o minimo nao trivial de |a® + ab — b* — i(c® +

cd—d*)]?é1 (tomea=1eb=c=d=0), entao

1 1 1
6mzncoo:_N i 2:—2 .2:—.
(Coo) = Ny (@) = 2+ = ¢

Entao o determinante minimo do c6digo infinito é limitado e nao nulo, como desejado.

5.3 Alguns comandos em KASH

O Kash é um sistema algébrico computacional usado para fazer sofisticados calculos
em teoria dos nimeros algébricos, seu download ¢ livre e pode ser encontrado em [19].

Nesta secao implementamos alguns célculos envolvendo a extensao usada para a
construcao do Codigo de Ouro Q(i,v/5)/Q(i)/Q.

Para definir K = Q(¢) nés usamos o seu polindmio minimal. O comando Zx

significa que o polinémio tem coeficientes em Z.

# define o polindmio minimal]

Kash> pl:=Poly(Zx,[1,0,11)));
x"2+1

Agora podemos definir Og. Note que o comando OrderMaximal retorna o anel de

inteiros.

# define o anel de inteiros de Q(sqrt{-1})

kash> 01:=0rderMaximal(pl);
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Generating polynomial: $x~2 +1 §

Discriminant: -4
# encontra uma base integral

kash> OrderBasis(01);
[1,[0,1]1]

Observe que a base ¢ dada com respeito a Q-base, que é {1,1/—1}, pois o polinémio
minimal ¢ 22 + 1. Entdo [a, b] significa a + by/—1.

# calcula os mergulhos
kash> OrderAutomorphisms(01);

[[0;1] ) [01_1]]
O primeiro mergulho é a identidade, o segundo é funcao v—1 — —v/—1

# escreve o segundo elemento da base integral

kash> b:=E1t(01,[0,1]);
[0,1]

O comando EltAutomorphism(b,n) calcula um conjugado do elemento b, aplicando

sobre ele o n-ésimo mergulho.

# calcula a matriz geradora do reticulado
kash> M1:=Mat(01,[[0,1], [b,EltAutomorphism(b,2)11);

[0,1]
(fo,1],[0,-1]1]

# calcula seu determinante
kash> MatDet (M1);

(0,-1]
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A matriz geradora pode ser obtida diretamente com o comando Lat.

kash> Lat(01);
[1.414213562373095 0]
[0 1.414213562373095]

Construcio da extensio Q(i, v/5)/Q(4).

kash> zi:=0rderMaximal(Order (Poly(Zx,[1,0,11)));
Generating polynomial: $x°2 +1 §

Discriminant: -4

Zix:=PolyAlg(zi);

Univariate Polynomial Ring in x over Generating polynomial: x~2+1

Discriminant: -4

kash> ok:=0rderMaximal (Order (Poly(Zix,[1,0,-5]1)));

F[1]
|
F[2]
/
/
E1[1]
|
E1[2]
/
/
Q
F [ 1] Given by transformation matrix
F [ 2] x~2 -5
E 1[ 1] x~2+1
E 1[ 2]

Discriminant: <5>
Coef. Ideals are: <1>, <1>
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Procura um ideal de norma 5 na extensio absoluta Q(i,v/5)/Q.

i5:=IdealFactor (5*ok) [1][1];
<5,[[9,1]1,[-5,311>

genb:=IdeallsPrincipal(i5);
[1,[1,-11]

Isso significa que o elemento de norma 5 ¢ a =1+ ¢ — 6, onde 0 =

1+v5
2




6 Conclusao

Neste trabalho nos focamos na aplicacao da teoria dos ntimeros algébricos para
a construgao do Codigo de Ouro, que é um STBC 2 x 2. Entretanto, existem outros

contextos onde estes métodos algébricos sao tteis. Por exemplo,

e reticulados densos para o canal gaussiano
e reticulados complexos para o canal com desvanecimento do tipo Rayleigh

e sistemas MIMO para mais antenas

Modelar cédigos espaco-tempo eficientes para o sistema MIMO envolve mais do que
saber o posto e o critério do determinante. Neste trabalho, detalhamos varios outros
parametros que levam em conta a otimizacao da eficiéncia de codigos espaco-tempo,
tal como forma da constelacao, ganho de diversidade e multiplexagem e a propriedade
de menor perda de informagao. Na verdade, para construir codigos satisfazendo es-
tas exigéncias, n6s dependemos fortemente das estruturas algébricas das algebras de
divisao ciclicas baseadas em corpos de numeros e acreditamos que estas aproximagoes
algébricas sao muito promissoras para enfrentar novos problemas vindos de redes sem
fio.

Uma aplicagao do Cédigo de Ouro proposta recentemente é usa-lo em redes sem fio
para trafego multimidia, que demanda esquemas de codificacao com eficiéncia espectral
muito alta, [21].
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