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Resumo

Neste trabalho nós abordamos alguns dos principais aspectos relacionados a codi-

�cação espaço-temporal e as ferramentas algébricas envolvidas na projeção de códigos

baseados em álgebras de divisão cíclica. Apresentaremos também a construção do

Código de Ouro ([9], [10]), que é um código espaço-temporal perfeito.

Palavras-chave: Código de Ouro, álgebras de divisão, reticulados algébricos, códigos

perfeitos.



Abstract

In this work we discuss some main aspects related to space-time coding and alge-

braic tools involved in the design of codes based on cyclic division algebras. We also

present the construction of the Golden Code ([9], [10]), which is a perfect space-time

code.

Keywords: Golden Code, division algebras, algebraic lattice, perfect code.
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1 Introdução

Desde as primeiras transmissões de telégrafo, a transmissão de dados por meios

elétricos tem revolucionado o modo com o qual as pessoas se comunicam e como a

sociedade lida com a informação. Nos dias atuais, é inegável o fato de que a rotina do

dia-a-dia se torna cada vez mais dependente dos meios de comunicação e demanda deles

uma taxa de transmissão de dados cada vez mais alta. Desde os rádios comunicadores

e passando pelo advento do telefone celular, as transmissões de dados sem �o tem

ganhado importância signi�cativa, e garantir a con�abilidade de sinal é um dos desa�os

de quem transmite esse tipo de sinal.

Ultimamente, além de apenas transmitir sinais de ligações telefônicas, novos tipos

de dados passaram a ser transmitidos por esses aparelhos como músicas, fotos e etc,

o que demanda uma rede que além alta qualidade de sinal tenha uma velocidade alta

também na transmissão desses dados. Quando levamos em consideração redes 3G,

3G+ ou 4G, as taxas de transmissão são na ordem de Gigabits por segundo e conseguir

aliar con�abilidade de sinal à tal velocidade é uma tarefa complexa.

Transmitir dados pelo meio atmosférico envolve muitos problemas inerentes a esse

meio, como diferença de temperatura entre camadas da atmosfera, fenômenos meteo-

rológicos, bloqueios causados por construções, pessoas, animais e outros objetos que

estejam no caminho de propagação do sinal e fazem com que ele se enfraqueça, além

da perda natural de energia que ocorre durante a propagação da onda. Para obter um

bom resultado, uma opção seria utilizar uma faixa de freqüência grande, mas como

as faixas de freqüências são escassas e caras, essa opção não é viável. Um tipo de

sistema que tem sido bastante utilizado e visto como muito promissor é o MIMO -

Multiple Input Multiple Output - que consiste no uso de múltiplas antenas para envio

e recebimento de sinal. Os sistemas de comunicação MIMO estão sendo amplamente

explorados principalmente por fornecer ganhos na transmissão de sinal.

Os problemas que envolvem a transmissão de um sinal sem �o aparecem independen-

temente do sistema utilizado pois são próprios do meio. Os efeitos nocivos do ambiente

são referentes a desvanecimentos de larga escala e pequena escala. Desvanecimentos de

larga escala estão associados à perda da qualidade do sinal devido à perda de potência

do sinal conforme esse se propaga e à obstáculos que esse sinal pode enfrentar ao longo

do percurso como edifícios, árvores, outras antenas, etc, ou seja, atuam na ordem de

15



16 Introdução

vários comprimentos de onda do sinal. Os desvanecimentos de pequena escala são os

que atuam na ordem de um comprimento de onda do sinal e se dão pelo fato de que

o mesmo sinal pode chegar ao receptor por percursos diferentes, com fases diferentes

e amplitudes diferentes. A sobreposição desses sinais é chamada de componente de

multipercuso. Os multipercursos geram variações rápidas na amplitude do sinal re-

cebido, uma vez que os sinais que chegam simultaneamente ao receptor combinam-se

construtiva e/ou destrutivamente. Uma maneira de aumentar a con�abilidade do sinal

é enviar o mesmo sinal através de múltiplas antenas, ou seja, usar a redundância como

forma de aumentar a probabilidade de que pelo menos um dos sinais enviados chegue

ao receptor sem desvanecimento ou interferência.

Se considerarmos que existem nt antenas transmissoras e nr antenas receptoras,

haveria nt · nr ligações entre o transmissor e o receptor. Esse ganho obtido é cha-

mado de ganho de diversidade e, neste caso, diz-se que há uma proteção de ordem

nt · nr contra desvanecimentos do sinal, ou seja, as chances de pelo menos um sinal

transmitido chegar a um receptor com qualidade é aumentada. A ordem do ganho de

diversidade é de�nida como sendo o número de ligações independentes entre receptores

e transmissores, sendo que são consideradas ligações independentes aquelas que não

são redundantes, ou seja, não transmitem o mesmo sinal. Esse método, apesar de

garantir tal aumento da qualidade do sinal, não otimiza a velocidade de transmissão

da informação pois várias antenas enviam o mesmo sinal ao mesmo tempo, isto é, a

informação demora mais para ser transmitida por completo do que demoraria se cada

ligação transmitisse um sinal diferente. Por outro lado, se a informação for dividida

em pequenos blocos e cada antena do sistema transmitir um desses blocos, todas as

ligações entre transmissores e receptores tornam-se independentes e a velocidade de

transmissão de dados aumenta muito, mas a probabilidade de que alguns sinais se-

jam perdidos ou incorretamente interpretados por um receptor devido à vários fatores

presentes no meio de propagação é alta. Esse ganho obtido na velocidade de trans-

missão devido à independência das ligações é chamado de ganho de multiplexagem.

O ganho de multiplexagem depende diretamente do número de antenas transmissoras

do sistema já que quanto mais antenas, em mais blocos independentes a informação

pode ser dividida e conseqüentemente mais rápido a informação será transmitida. Para

maximizar os ganhos tanto de diversidade quanto de multiplexação foi introduzido o

uso dos códigos espaço-temporais. Dessa forma, as antenas transmitem a mesma in-

formação com uma pequena diferença de tempo entre as transmissões, de forma que

haja redundância, garantindo a qualidade de sinal, mas que as ligações sejam inde-

pendentes, aumentando a velocidade de transmissão. Dentre os tipos de codi�cação

espaço-temporal destacam-se os códigos de bloco espaço-temporais (STBC) por sua

facilidade de codi�cação/decodi�cação.

O objetivo deste trabalho é construir o Código de Ouro, que é um código que

satisfaz todas as condições mencionadas acima. Uma álgebra de divisão é um objeto
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algébrico que fornece naturalmente um conjunto linear de matrizes inversíveis e assim,

o critério do posto é satisfeito. Dessa forma, organizamos o restante do nosso trabalho

conforme delineamos na sequência.

No Capítulo 2, apresentamos o modelo do sistema MIMO, juntamente com alguns

conceitos de teoria dos números algébricos que serviram de ferramenta para o desen-

volvimento dos demais capítulos.

No Capítulo 3, apresentamos a teoria de reticulados algébricos.

No Capítulo 4, apresentamos as álgebras cíclicas e exploramos a sua relação com a

construção de códigos espaço-tempo.

No Capítulo 5, apresentamos a construção do Código de Ouro que é um STBC

perfeito.

Além disso, o trabalho visa mostrar uma aplicação prática da teoria dos números

algébricos, teoria dos reticulados e álgebras cíclicas tratando didaticamente dos temas

e possibilitando que pesquisas futuras se bene�ciem das informações contidas aqui,

indo de encontro com os ideais de formação de um matemático do Programa de Pós-

Graduação em Matemática Universitária da UNESP - Rio Claro.



2 O Modelo do Sistema MIMO

É necessário criar um modelo adequado de canal MIMO que abranja as principais

propriedades do canal sem �o. Neste sentido, descreveremos critérios para que a pro-

babilidade de erro seja minimizada. Para maiores detalhes sobre a teoria abordada

aqui, podem ser consultadas as referências [1], [3] e [9].

2.1 O modelo do sistema MIMO

Uma única antena transmissora durante um único intervalo de tempo envia um

sinal que pode ser interpretado como um um número complexo x ∈ C. Durante o

percurso do sinal até a antena receptora, ele sofrerá alguma distorção que pode ser

modelada pela multiplicação de x por um número complexo h chamado coe�ciente de

desvanecimento. Além disso, a antena receptora captará algum ruído presente no meio

de propagação que pode ser modelado pela adição de um número complexo z. Assim,

o sinal recebido será y = hx+ z.

Supondo agora que haja nt antenas transmitindo simultaneamente um sinal para

uma única antena receptora. Seja xj ∈ C o sinal enviado pela j-ésima antena (1 ≤
j ≤ nt). Como elas transmitem simultaneamente, cada uma dessas antenas tem parti-

cipação no sinal detectado no receptor. O sinal recebido y ∈ C será portanto alguma

combinação linear de tais números complexos, mais um certo ruído:

y = h1x1 + h2x2 + ...+ hntxnt + z

onde hj ∈ C é o coe�ciente de desvanecimento entre a j-ésima antena transmissora e o

receptor.

Aumentando agora o número de antenas receptoras para nr, teremos os coe�cientes

de desvanecimento hij (1 ≤ i ≤ nr, 1 ≤ j ≤ nt), cada um correspondendo à transmissão

entre a j-ésima antena transmissora e a i-ésima antena receptora; também haverá ruído

captado por cada receptor, que será representado por z1, z2, ..., znr ∈ C. Para cada

antena receptora i ∈ {1, · · · , nr}, teremos a equação

yi = hi1x1 + hi2x2 + ...+ hintxnt + zi.

19



20 O Modelo do Sistema MIMO

Podemos, então, considerar o canal como um todo expressando as nr equações

através de uma equação matricial:
y1

y2
...

ynr

 =


h11 h12 · · · h1nt

h21 h22 · · · h2nt

...
...

. . .
...

hnr1 hnr2 · · · hnrnt




x1

x2
...

xnt

+


z1

z2
...

znr


que pode ser escrita na forma abreviada

~y = H~x+ ~z .

O sistema MIMO pode ser usado para combater o desvanecimento usando técnicas

de diversidade, isto é, diferentes réplicas do sinal são transmitidas redundantemente

através de canais que sofrem desvanecimentos independentes, existindo desta forma

uma alta probabilidade que pelo menos um dos canais não seja afetado pelo desvane-

cimento.

Visando fornecer diversidade, vários tipos de esquemas têm sido sugeridos. Um

deles são os códigos de bloco espaço-tempo (STBC), os quais fornecem redundância

em espaço, através do uso de múltiplas antenas, e redundância no tempo, através da

codi�cação de canal.

O critério para modelar códigos espaço-tempo depende do tipo de receptor que é

considerado. Duas principais classes de receptores tem sido consideradas na literatura:

coerente e não-coerente. No primeiro caso, considerado neste, o receptor recupera a

informação exata sobre o estado do canal (isto é também conhecido como perfeito

estado de informação do canal (CSI). Na prática isto pode ser obtido introduzindo

algum símbolo guia que permite uma estimativa precisa do canal, assim, podemos

assumir que a matriz do canal H é conhecida no receptor. Para o caso não-coerente

podem ser consultadas as referências [11] e [12].

Até agora aumentamos a con�abilidade e/ou taxa de transmissão adicionando ante-

nas, proporcionando mais caminhos para levar a informação do transmissor ao receptor,

podemos chamar isso de diversidade espacial. Outro ganho importante gerado pelo uso

de códigos espaço-tempo pode ser chamado de diversidade temporal : como num código

de bloco comum, consideremos que cada antena transmissora (sincronizada com as ou-

tras) envie uma string de T números complexos. Vamos tratar o tempo como discreto

e um número complexo será transmitido durante cada intervalo de tempo. Portanto

para cada tempo k no bloco {1, ..., T}, a j-ésima antena transmissora (1 ≤ j ≤ nt)

envia um símbolo xjk ∈ C; analogamente, cada tempo k, a i-ésima antena receptora

(1 ≤ i ≤ nr) captará um símbolo yik.

Podemos assumir que o canal é quase-estático; isto é, os coe�cientes de desvane-

cimento hj permanecem constantes durante o intervalo de tempo T que um bloco de

informação leva para ser transmitido.
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Se ~yk denota o vetor (y1k, y2k, ..., ynrk)
T de símbolos recebidos no tempo k e analo-

gamente ~xk = (x1k, x2k, ..., xntk)
T denota o vetor de símbolos transmitido no tempo k,

podemos escrever

~yk = H ~xk + ~zk,

onde ~zk é o vetor de ruído no tempo k. Podemos então representar essas T equações

numa única equação matricial

(~y1 ~y2 · · · ~yT ) = H( ~x1 ~x2 · · · ~xT ) + (~z1 ~z2 · · · ~zT );

que pode ser abreviada para

Y = H ·X + Z.

Lembrando que Y é uma matriz nr × T na qual yik representa o símbolo recebido

pela antena i no tempo k; a matriz do canal H tem dimensão nr × nt como antes; X

é uma matriz nt × T em que xjk representa o símbolo transmitido pela antena j no

tempo k; e a matriz de ruído Z tem dimensão nr × T . Neste trabalho, focaremos o

caso onde nt = nr = T = n e então podemos codi�car n2 símbolos de informação.

Figura 2.1: Exemplo de Canal MIMO 2× 2

X : matriz de sinal transmitido nt × T
Y : matriz de sinal recebido nr × T
H : matriz de canal nr × nt
Z : matriz ruído Gaussiana complexa nr × T

Y = HX + Z

De�nição 2.1. Um STBC é um conjunto �nito C de nt × T matrizes complexas X e

é linear se

∀X, X ′ ∈ C ⇒ X ±X ′ ∈ C.
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2.2 Critérios para modelar códigos espaço-tempo

Sob a suposição de perfeito CSI, a decodi�cação por máxima verossimilhança (ML)

corresponde a escolher uma palavra-código X que minimiza:

min
X∈C
||Y −HX||2.

Uma estimativa da probabilidade de erro pode ser obtida usando a união limitada

P (e) ≤ 1

|C|
∑
x∈C

∑
X̂ 6=X

P (X −→ X̂) (2.1)

onde P (X −→ X̂) é a probabilidade de erro ponto a ponto, isto é, a probabilidade que,

quando uma palavra-código X é transmitida, o receptor ML decide erroneamente em

favor de outra palavra-código X̂, assumindo que somente X e X̂ estão no código.

No caso de desvanecimento Rayleigh independente (hij ∼ Nc(0, 1)), podemos escre-

ver

P (X −→ X̂) ≤ det

[
Int +

(X − X̂)(X − X̂)†

4N0

]−nr

, (2.2)

onde † denota a matriz transposta conjugada.

Denotando por r o posto da matriz diferença da palavra-código, se r = nt para

todos os pares (X, X̂), dizemos que o código tem posto total. Se denotarmos por

λj, j = 1, · · · , r os autovalores não nulos da matriz distância da palavra-código

A = (X − X̂)(X − X̂)† (2.3)

podemos reescrever (2.3) como

P (X −→ X̂) ≤
r∏
j=1

(
1 +

λj
4N0

)−nr

. (2.4)

Para alta relação sinal-ruído (N0 pequeno), temos

P (X −→ X̂) ≤ δ−nr

(
1

4N0

)−rnr

, (2.5)

onde δ =
r∏
j=1

λj. Então podemos escrever

P (X −→ X̂) ≤
(
δ1/r

4N0

)−rnr

. (2.6)

No caso de códigos de posto máximo (r = nt), temos δ = det(A) =
nt∏
j=1

λj 6= 0

para todo A e dizemos que o código tem diversidade total. Isto signi�ca que podemos

explorar todos os ntnr canais independentes disponíveis no sistema MIMO.
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No caso de códigos com diversidade total, o termo dominante na união limitada

(2.1) é dado pelo então chamado determinante mínimo do código,

δmin = min
X 6=X̂

det(A). (2.7)

O termo (δmin)1/nt é conhecido como ganho de codi�cação [13].

No caso de códigos lineares a soma ou a diferença de qualquer par de palavras-código

é uma palavra-código, portanto a união limitada reduz a

P (e) ≤ 1

|C|
∑
X 6=0

P (0 −→ X) (2.8)

e temos

δmin = min
X 6=0nt×T

det(XX†). (2.9)

Consequentemente, para minimizar a probabilidade de erro é necessário considerar

dois critérios.

1. O critério do posto: de fato, para atingir a diversidade máxima ntnr, a matriz

(X−X̂) deve ter posto total para qualquer par de palavras-códigoX e X̂. Códigos

que atingem a diversidade máxima são chamados totalmente diversos.

2. O critério do determinante: se a diversidade de ntnr é atingida, então o deter-

minante mínimo de A tomado sobre todos os pares de palavras-código distintas

deve ser maximizado.

Além disso, para melhorar o desempenho de códigos espaço-tempo, exigimos que

as seguintes propriedades sejam satisfeitas:

• Determinante não-nulo. Dizemos que o código tem um determinante não-nulo

se, antes da normalização SNR, existe um limitante inferior sobre o determinante

mínimo que não depende do tamanho da constelação.

• Forma. Palavras-código e sinais podem ser representados por meio de esquemas

compostos por pontos e vértices de grafos em espaços de curvatura constante.

Ao conjunto de tais pontos chamamos indistintamente de constelações de sinais.

Para otimizar a e�ciência de energia dos códigos, uma forma sobre a constela-

ção de sinais é introduzida. As constelações QAM ou HEX (estas podem ser

vistas como subconjuntos de Z[i] ou Z[j], respectivamente, onde j é uma raiz

terceira primitiva da unidade), ao serem enviadas são normalizadas de acordo

com a capacidade do transmissor. Entretanto, como usamos STBCs lineares, o

que é transmitido sobre cada camada é uma combinação linear de símbolos de

informação, que podem mudar a energia do sinal. Cada camada pode ser escrita
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como Mv, onde v é o vetor contendo os símbolos de informação QAM ou HEX,

enquanto M é uma matriz que decodi�ca os símbolos dentro de cada camada.

De modo a obter códigos com energia e�ciente, exigimos que a matriz M seja

unitária. Referimos a este tipo de forma de constelação como forma cúbica, pois

uma matriz unitária aplicada sobre um vetor contendo valores discretos pode

ser interpretada como pontos geradores do reticulado. Por exemplo, se usarmos

símbolos QAM, obtemos o reticulado (cúbico) Zn.

• Uniformidade média da energia transmitida por antena. A i-ésima antena

do sistema transmitirá um sinal xik para o tempo k. Nós exigimos que a energia

de cada entrada da palavra-código seja constante, assim, temos uma repartição

equilibrada da energia para o transmissor.

2.3 Teoria dos números algébricos

De�nição 2.2. Sejam L e K dois corpos. Dizemos que L é uma extensão de corpos

se K ⊆ L, ou seja, K é subcorpo de L.

Notação: L/K.

De�nição 2.3. Seja V um espaço vetorial sobre K. Se V admite uma base �nita então

chamamos de dimensão de V o número de elementos de tal base. Caso contrário,

dizemos que a dimensão de V é in�nita.

De�nição 2.4. Seja L/K uma extensão de corpos. A dimensão do espaço vetorial de

L sobre K é chamada grau da extensão de L sobre K e é denotada por [L : K] . Se

[L : K] é �nito, dizemos que a extensão L/K é uma extensão �nita.

Notação: [L : K] <∞.

De�nição 2.5. Uma extensão �nita sobre o corpo dos números racionais, Q, é cha-

mada de corpo de números.

Observação 2.1. Os corpos de números Q (i) = {a+ bi | a, b ∈ Q} e

Q (j) = {a+ bj | a, b ∈ Q} , onde j é a raiz terceira primitiva da unidade , isto é,

j3 = 1 e jn 6= 1, 1 ≤ n ≤ 2) são de particular interesse. De fato, restringindo a e b

em Z podemos obter o conjunto dos inteiros Gaussianos Z [i] = {a+ bi | a, b ∈ Z} e o
conjunto dos inteiros de Eiseinstein Z [j] = {a+ bj | a, b ∈ Z}.

Teorema 2.1. (Teorema da multiplicatividade dos graus)

Sejam K, M e L corpos tais que K ⊆ M ⊆ L e [L : K] < ∞. Então, [L : K] =

[L : M ] · [M : K]

Suponha [L : M ] = m e [M : K] = n. Sejam B1 = {α1, . . . , αm} uma base de L

sobre M e B2 = {β1, . . . , βn} uma base de M sobre K.

A�rmação: B = {αiβj, i = 1, . . . ,m e j = 1, . . . , n} é uma base de L/K.
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1. [B] = L.

De fato: α ∈ L⇒ ∃ a1, a2, · · · , am ∈M tais que α =
m∑
i=1

aiαi .

ai ∈M ⇒ ∃ bi1, bi2, · · · , bin ∈ K tais que ai =
n∑
j=1

bijβj. Logo, α =
m∑
i=1

n∑
j=1

bijαiβj.

2. B é L.I.sobre K.

De fato,
m∑
i=1

n∑
j=1

bijαiβj = 0⇒
m∑
i=1

(
n∑
j=1

bijβj

)
αi=0.

Como B1 é L.I. , temos
n∑
j=1

bijβj = 0. Como B2 é L.I. , temos bij = 0, ∀i, j.

Portanto B é uma base de L/K com mn elementos. Pela De�nição (2.3),

[L : K] = mn = [L : M ].[M : K].

Exemplo 2.1. Queremos encontrar
[
Q
(√

2,
√

3
)

: Q
]
.

A�rmação I : {1,
√

2} é uma base de Q(
√

2) sobre Q.
De fato,

1. {1,
√

2} gera Q(
√

2) sobre Q.

Como Q(
√

2) = {x | x = α + β
√

2, α, β ∈ Q}, então ∀x ∈ Q(
√

2), x = α.1 +

β
√

2, α, β ∈ Q, ou seja, x é combinação linear de {1,
√

2}.

2. {1,
√

2} é linearmente independente.

Suponha que α.1 + β
√

2 = 0, α, β,∈ Q. Se β 6= 0, então
√

2 =
−α
β

, o que é

absurdo pois
√

2 é irracional. Portanto, β = 0 e daí temos que α.1 + 0.
√

2 = 0⇒
α = 0. Dessa forma, {1,

√
2} é uma base de Q(

√
2) sobre Q.

Logo [Q(
√

2) : Q] = 2.

A�rmação II : {1,
√

3} é uma base de Q(
√

3) sobre Q(
√

2)

1. De fato, {1,
√

3} gera Q(
√

2,
√

3) sobre Q(
√

2).

ComoQ(
√

3,
√

2) = {x | x = α+β
√

3, α, β ∈ Q(
√

2)}, então ∀x ∈ Q(
√

3,
√

2), x =

α.1 + β
√

3, α, β ∈ Q(
√

2), ou seja, x é combinação linear de {1,
√

3}.

2. {1,
√

3} é linearmente independente.

Suponha que α.1 + β
√

3 = 0, α, β,∈ Q(
√

2). Assim podemos reescrever a igual-

dade como

(p+ q
√

2) + (r + s
√

2)
√

3 = 0, p, q, r e s ∈ Q.
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Se β = (r + s
√

2) 6= 0, então
√

3 =
−(p+ q

√
2)

r + s
√

2
=
−(p+ q

√
2)

r + s
√

2
.
r − s

√
2

r − s
√

2
=

−(pr − ps
√

2 + qr
√

2− 2qs)

r2 − 2s
=
−pr + 2qs+ (ps− qr)

√
2

r2 − 2s
=
−pr + 2qs

r2 − 2s
+

(ps− qr)
√

2

r2 − 2s
=

a+ b
√

2, a, b ∈ Q. Assim, temos que

(
√

3)2 = (a+ b
√

2)2

3 = a2 + 2ab
√

2 + 2b2

3− a2 − 2b2 = 2ab
√

2
3− a2 − 2b2

2ab
=
√

2,

(2.10)

o que é absurdo pois
√

2 é irracional.

Portanto, r+s
√

2 = β = 0 e daí temos que p+q
√

2+0.
√

3 = 0⇒ p+q
√

2 = α = 0.

Dessa forma, {1,
√

3} é uma base de Q(
√

3) sobre Q(
√

2).

Logo [Q(
√

2,
√

3) : Q(
√

2)] = 2.

Pelo Teorema da multiplicatividade dos graus,

[Q(
√

2,
√

3) : Q] = [Q(
√

2,
√

3) : Q(
√

2)].[Q(
√

2) : Q] = 2.2 = 4

e {1,
√

2,
√

3,
√

6} é uma base de Q(
√

2,
√

3) sobre Q.

De�nição 2.6. Seja L/K uma extensão de corpos e α ∈ L. Dizemos que α é algébrico

sobre K se existe f ∈ K[x]∗ = K[x] \ 0 (K[x]: conjunto dos polinômios sobre K na

indeterminada x) tal que f(α) = 0. Caso não exista f com tais condições, dizemos que

α é transcendente.

Observação 2.2. Se K = Q, dizemos simplesmente que α é algébrico ou transcen-

dente.

Exemplo 2.2. É fácil dar exemplos de números algébricos sobre Q :

• todos os números racionais

•
√

2

•
√

2 +
√

5

• i.

No entanto, é difícil dar exemplos de números transcendentes. Em 1873, Hermite

demonstrou que o número

e = lim
n→∞

(
1 +

1

n+ 1

)n+1
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é transcendente e em 1882 Lindemann demonstrou que π é transcendente [14].

De�nição 2.7. Uma extensão L sobre K é algébrica se todo α ∈ L é algébrico sobre

K.

Exemplo 2.3. Vamos veri�car que a extensão Q(
√

2) sobre Q é algébrica.

α ∈ Q(
√

2)⇒ α = a+ b
√

2, a, b ∈ Q.
x = a+ b

√
2⇒ (x− a)2 = 2b⇒ x2 − 2ax+ a2 − 2b = 0.

Logo, α é raiz de x2 − 2ax + a2 − 2b ∈ Q[x] e, dessa forma, α é algébrico sobre Q
e, portanto, a extensão Q(

√
2)/Q é algébrica.

De�nição 2.8. Dizemos que α é inteiro algébrico se existe f(x) ∈ Z[x]∗ = Z[x] \ 0,

mônico, tal que f(α) = 0. O conjunto OK = {α ∈ K | α é inteiro algébrico } é um

anel chamado anel dos inteiros de K.

Exemplo 2.4. O elemento α =
√

2 +
√

3 é inteiro sobre Z, pois é raiz do seguinte

polinômio x4 − 10x2 + 1 ∈ Z[x].

De�nição 2.9. Seja L/K extensão de corpos de α algébrico sobre K. O polinômio

p(x) ∈ K[x]∗, mônico e de menor grau tal que p(α) = 0 é chamado polinômio

minimal de α sobre K. Notação : p = irrα | K.

De�nição 2.10. Seja f(x) ∈ K[x] tal que ∂f ≥ 1. Dizemos que f(x) é um polinômio

irredutível sobre K se toda vez que f(x) = g(x).h(x), f(x), g(x) ∈ K[x], então f(x) =

a ou h(x) = b, a, b ∈ K, a, b constantes. Se f(x) não é irredutível, dizemos que é

redutível sobre K.

Teorema 2.2. (Critério de Eisenstein)

Seja f(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0 ∈ Z[x]. Se existir p ∈ Z , p primo, tal que:

• p | a0, ..., an−1

• p - an

• p2 - a0

Então f(x) é irredutível em Z[x].

Lema 2.1. (Lema de Gauss [15], p. 44) Seja f(x) ∈ Z[x] tal que f(x) é irredutível

sobre Z . Então f(x) é irredutível sobre Q.

Observação 2.3. Seja p(x) ∈ K[x]∗ e α ∈ K tal que p(x) é o polinômio minimal de α

sobre K . Então p(x) é irredutível sobre K.

De fato: Suponha p(x) = f(x).g(x), f(x), g(x) ∈ K[x]∗ e ∂f(x) ≥ 1 e ∂g(x) ≥ 1

Então, p(α) = 0 ⇒ f(α).g(α) = 0 ⇒ f(α) = 0 ou g(α) = 0, o que contradiz a

minimalidade do grau de p(x). Logo, p(x) é irredutível sobre K.
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Exemplo 2.5. Seja α =
√

2 +
√

3 e K = Q.
α =
√

2+
√

3⇒ (α−
√

2)2 = (
√

3)2 ⇒ α2−2α
√

2+2 = 3⇒ (α2−1)2 = (2α
√

2)2 ⇒
(α2 − 1)2 = 8α2 ⇒ α4 − 10α2 + 1 = 0. Assim, p(x) = x4 − 10x2 + 1 = 0

Vamos veri�car se p(x) é irredutível sobre Z.
Suponha que haja fator de grau 1, (x−a), tal que p = (x−a)(a3x

3+a2x
2+a1x+a0),

a3, a2, a1, a0 ∈ Z.
Aplicando a distributiva, temos que o termo constante a.a0 = 1. Como a ∈ Z então

a = ±1. Logo ±1 seria raiz de p(x), mas p(±1) 6= 0, o que signi�ca que não há fator

de grau 1, e por consequência nem de grau 3, para p(x).

Por outro lado, p(x) = (x2 − (−5 + 2
√

6))(x2 + (5 + 2
√

6)) e temos que cada fator

não tem raiz em Z e, assim, p(x) não possui fatores de grau 2 com raízes em Z.
Dessa forma, p(x) é irredutível sobre Z e, pelo Lema de Gauss, é irredutível sobre

Q.
Portanto, p = irrα | Q.

Exemplo 2.6. Seja α = i ∈ C e K = R.
α = i⇒ α2 = −1⇒ α2 + 1 = 0.

Assim, seja p(x) = x2 + 1. Vamos veri�car se p(x) é irredutível sobre R.
Como p(x) = (x+ i)(x− i), temos que cada fator não tem raiz em R e assim, p(x)

é irredutível sobre R. Portanto, p(x) = irrα | R.

Teorema 2.3. Seja L/K extensão de corpos e α ∈ L algébrico sobre K, com

p(x) = irrα | K tal que ∂p = n. Então {1, a, ..., an−1} é base de K(α) sobre K e

[K(α) : K] = ∂p = n.

Seja K[α] = K(α) = {f(α) | f(x) ∈ K[x]}.
f(x), p(x) ∈ K[x] ⇒existem q(x), r(x) ∈ K[x] tais que f(x) = p(x).q(x) + r(x)

com r(x) = 0 ou ∂r(x) < ∂p(x). Logo, existem a0, a1, · · · , an−1 ∈ K tais que r(x) =

a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1.

Assim, se f(α) = p(α)q(α) + r(α).

Como p(α) = 0, f(α) = a0 + a1α + · · ·+ an−1α
n−1 ⇒ K[α] = [1, a, · · · , an−1].

Vamos veri�car se {1, a, · · · , an−1} é linearmente independente.

De fato, a0 + a1α + · · ·+ an−1α
n−1 = 0 ⇒ f(α) = 0, para f(x) = a0 + a1x + · · ·+

an−1x
n−1.

Pela minimalidade do grau de p(x), f(x) = 0, ou seja, a0 = a1 = · · · = an−1 = 0.

Logo, {1, a, ..., an−1} é base de K(α) sobre K e [K(α) : K] = n.

Exemplo 2.7. Seja α = 3
√

2, p = x3 − 2. Aplicando o critério de Eiseinstein em p(x)

com o primo p = 2 temos que p(x) = irrα | Q.
Assim, pelo Teorema (2.3), [Q(α) : Q] = 3 e {1, 3

√
2, 3
√

4} é base de Q( 3
√

2) sobre Q.

Teorema 2.4. (Teorema do elemento primitivo)

Se K é um corpo de números, então K = Q(α) para algum inteiro algébrico α que

é chamado elemento primitivo de K.
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Exemplo 2.8. Considere o corpo de números Q(i,
√

5). Mostraremos que Q(i,
√

5) =

Q(i+
√

5).

É claro que Q(i+
√

5) ⊆ Q(i,
√

5).

Agora, (1 +
√

5)3 = 14i+ 2
√

5 ∈ Q(i+
√

5).

Ainda, (1 +
√

5)3 − 2(i +
√

5) = 12i ∈ Q(i +
√

5) e, portanto, i ∈ Q(i +
√

5) e por

consequência
√

5 também. Pelo Teorema (2.3), uma base de Q(i,
√

5)/Q pode ser dada

por {1, i+
√

5, (i+
√

5)2, (i+
√

5)3}

Vejamos agora como um corpo de números K pode ser representado, dizemos na

verdade mergulhado em C.
Lembremos que dados A e B anéis, um homomor�smo de anéis é uma função

ϕ : A→ B que satisfaz, para todo a, b ∈ A:

• ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b)

• ϕ(a.b) = ϕ(a).ϕ(b)

• ϕ(1) = 1

De�nição 2.11. Sejam L/K e K/Q extensões de corpos.

Dizemos que ϕ : K → L é um Q-homomor�smo se ϕ satisfaz ϕ(a) = a,∀a ∈ Q,
ou seja, �xa Q.

De�nição 2.12. Um Q-homomor�smo de anéis ϕ : K → C é chamado um mergulho

de K em C.

Teorema 2.5. ([18] p. 33) Seja K = Q(θ) um corpo de números e [Q(θ) : Q] = n.

Existem exatamente n mergulhos distintos de K em C,

σi : K → C
θ 7→ σi(θ) = θi, i = 1, ..., n,

onde θi são as raízes distintas do polinômio minimal de θ sobre C.

Notemos que um dos σi, que denotamos por σ1, é a função identidade, isto é,

σ1(x) = x,∀x ∈ K.

Quando aplicamos o mergulho σi num elemento qualquer x ∈ K,

x =
n∑
k=1

akθ
k, ak ∈ Q, temos, pelas propriedades dos Q-homomor�smos,

σi(x) = σi

(
n∑
k=1

akθ
k

)
=

n∑
k=1

σi(ak)σi(θ)
k =

n∑
k=1

ak(θi)
k ∈ C.

Exemplo 2.9. Considere o corpo Q( 3
√

2) e o polinômio minimal p(x) = x3 − 2.

Como as raízes n-ésimas de um número complexo não nulo podem ser obtidas

como o produto de uma de suas raízes particulares pelas raízes n-ésimas da uni-

dade 1, ω, ..., ωn−1, onde ω = cos
(
2π
n

)
+ isen

(
2π
n

)
, temos que as raízes de p(x) são
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{ 3
√

2, ω 3
√

2, ω2 3
√

2}. De acordo com a obervação (2.1), para n = 3, temos que w = j.

Logo,

(x3 − 2) = (x− 3
√

2)(x− j 3
√

2)(x− j2 3
√

2).

Assim temos três mergulhos:

σ1(x) : Q( 3
√

2) 7−→ C
3
√

2 −→ 3
√

2

σ2(x) : Q( 3
√

2) 7−→ C
3
√

2 −→ j 3
√

2

σ3(x) : Q( 3
√

2) 7−→ C
3
√

2 −→ j2 3
√

2

De�nição 2.13. Sejam K um corpo de números e x ∈ K.

Os elementos σ1(x), σ2(x), · · · , σn(x) são chamados conjugados de x e

N(x) =
n∏
i=1

σi(x) é chamado de Norma de x e

Tr(x) =
n∑
i=1

σi(x) é chamado de Traço de x.

Teorema 2.6. ([18] p. 38) Seja K corpo de números. Para todo x ∈ K, temos

N(x) ∈ Q e Tr(x) ∈ Q. Se x ∈ OK, temos N(x) ∈ Z e Tr(x) ∈ Z.

De�nição 2.14. Seja K um corpo de números algébrico de grau n sobre Q e OK
seu anel dos inteiros. Dizemos que w1, w2, ..., wn é uma base integral de K se wi ∈
K, ∀ i, i = 1, ...n e OK = Zw1 + Zw2 + ...+ Zwn.

Exemplo 2.10. Seja K = Q(
√

2) um corpo de números.

O polinômio minimal de
√

2 sobre Q é x2−2 e suas raízes são θ1 =
√

2 e θ2 = −
√

2.

Assim,

σ1(
√

2) =
√

2 e σ2(
√

2) = −
√

2.

Para x ∈ Q(
√

2), temos x = a+ b
√

2, a, b ∈ Q.

σ1(a+ b
√

2) = a+ b
√

2 e σ2(a+ b
√

2) = a− b
√

2

A norma de x é:

N(x) = (a+ b
√

2)(a− b
√

2) = a2 − 2b2 ∈ Q.

Já o traço de x é:
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N(x) = (a+ b
√

2) + (a− b
√

2) = 2a ∈ Q.

Para extensões do tipo L/K temos o seguinte teorema:

Teorema 2.7. Seja L/K uma extensão de corpos. Para todo x ∈ L, temos NL/K(x) ∈
K e TrL/K(x) ∈ K. Se x ∈ OL temos que NL/K(x) ∈ OK e NL/K(x) ∈ OK.

De�nição 2.15. Seja {w1, w2, ..., wn} uma base integral de K.

O discriminante de K é de�nido por

dK = det[σj(wi)]
2, i, j = 1, 2, ..., n.

Teorema 2.8. O discrimintante de um corpo de números pertece a Z.

De�nição 2.16. Um ideal I de um anel comutativo A é um subgrupo aditivo de A

que é fechado em relação a multiplicação por A, isto é, aI ⊆ I para todo a ∈ A.

Entre todos os ideais de um anel, alguns deles tem a propriedade especial de serem

gerados por somente um elemento. Estes serão de particular interesse neste trabalho.

De�nição 2.17. Um ideal I é principal se ele é da forma

I = 〈x〉A = {xy, y ∈ A}, x ∈ I.

e podemos escrever I = 〈x〉 .

Exemplo 2.11. nZ é um ideal principal de Z para todo n.

De�nição 2.18. Um domínio A é um domínio de ideais principais se todo ideal

de A é principal.

De�nição 2.19. Um anel A é chamado integralmente fechado se todo elemento do

seu corpo de frações que é inteiro sobre A está em A.

Proposição 2.1. Se A é um domínio de ideais principais então A é integralmente

fechado.

Exemplo 2.12. O anel Z dos números inteiros é integralmente fechado, pois é um

domínio de ideais principais.

Podemos de�nir a norma de um ideal. No caso de um ideal principal, isso está

diretamente relacionado com a norma do gerador do ideal, de�nido em (2.13).

De�nição 2.20. Seja I = 〈x〉OL um ideal principal de OL. Sua norma é de�nida por

N(I) = |N(x)|.
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2.4 Corpos Quadráticos

Nosso objetivo aqui é determinar o anel dos inteiros algébricos, base integral e

discriminante dos corpos quadráticos.

De�nição 2.21. Uma extensão de corpos de grau 2 sobre o corpo Q é chamado um

corpo quadrático.

Proposição 2.2. Todo corpo quadrático é da forma Q(
√
d), sendo d um inteiro livre

de quadrados, isto é, d não é divisível pelo quadrado de nenhum inteiro maior que 1.

Sejam K = Q(θ) um corpo quadrático e f(x) = x2 +ax+ b, com a, b ∈ Q, o polinô-
mio minimal de θ ∈ K. Resolvendo a equação quadrática

θ2 + aθ + b = 0, temos que θ =
−a±

√
a2 − 4b

2
são as raízes de f(x). Como

2θ ± a =
√
a2 − 4b, segue que Q(θ) = Q(

√
a2 − 4b).

Por outro lado, a2 − 4b é um número racional que podemos escrever como

a2 − 4b =
u

v
=

uv

v2
, com u, v ∈ Z e mdc(u, v) = 1 e de forma que u e v não sejam

quadrados perfeitos, pois caso contrário teríamos Q(θ) = Q. Assim,

Q(θ) = Q(
√
a2 − 4b) = Q

(√
u

v

)
= Q

(√
uv

v2

)
= Q(

√
uv). Suponhamos que uv =

k2d, com k, d,∈ Z, e d livre de quadrados. Logo, Q(θ) = Q(
√
uv) = Q(

√
k2d) = Q(

√
d).

Observação 2.4. Se d > 0, a extensão Q(
√
d) é dita real e se d < 0, a extensão

Q(
√
d) é dita imaginária.

Proposição 2.3. Seja K = Q(
√
d), com d um inteiro livre de quadrados, um corpo

quadrático. Se um elemento α = a + b
√
d ∈ Q(

√
d) é um inteiro algébrico, então 2a e

a2 − db2 são números inteiros.

Demonstração: Seja α ∈ K um inteiro algébrico. Então existem a0, · · · , an−1 ∈ Z
tal que αn + an−1α

n−1 + · · ·+ a1α + a0 = 0. Assim, considerando σ um automor�smo

de K tal que σ(
√
d) = −

√
d, segue que, σ(α)n + an−1σ(α)n−1 + · · ·+ a1σ(α) + a0 = 0,

ou seja, σ(α) também é um inteiro algébrico de K. Temos que α + σ(α) e ασ(α)

também são inteiros algébricos de K. Além disso, se α = a+ b
√
d, com a, b ∈ Q, então

α + σ(α) = 2a ∈ Q e ασ(α) = a2 − db2 ∈ Q. Como Z é integralmente fechado segue

que 2a e a2 − db2 são números inteiros.

A seguir determinaremos o anel dos inteiros algébricos de um corpo quadrático

K = Q(
√
d), com d um inteiro livre de quadrados.

Teorema 2.9. Se K = Q(
√
d) é um corpo quadrático com d ∈ Z livre de quadrados,

então o anel dos inteiros algébricos OK de Q(
√
d) é dado por:

a) OK = Z[
√
d] se d ≡ 2 ou d ≡ 3(mod 4) e

b) OK = Z

[
1 +
√
d

2

]
se d ≡ 1(mod 4).
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Demonstração: Seja α = a+b
√
d ∈ Q(

√
d), com a, b ∈ Q, um inteiro algébrico sobre

Z. Se b = 0 então o polinômio minimal de α sobre Q é dado por p = irrα | Q = x− a,
e como α é um inteiro algébrico sobre Z, segue que a ∈ Z. Se b 6= 0, então o polinômio

minimal p = irrα | Q tem grau 2 e é obtido do seguinte modo:

α = a+ b
√
d =⇒ α− a = b

√
d =⇒ (α− a)2 = b2d =⇒ α2 − 2aα + a2 = b2d =⇒

α2 − 2aα + (a2 − b2d) = 0.

Logo m(x) = x2 − 2ax + a2 − db2. Pela Proposição (2.3) temos que 2a, a2 − db2 ∈ Z.
Assim, (2a)2−d(2b)2 ∈ Z e daí d(2b)2 ∈ Z, pois 2a ∈ Z. Ainda temos que 2b ∈ Z, pois,
caso contrário, no seu denominador existiria um fator primo p que apareceria na forma

p2 no denominador de (2b)2 e como d é livre de quadrados teríamos que d(2b)2 6∈ Z, o
que é um absurdo. Logo, 2b ∈ Z. Assim, podemos escrever:

a =
u

2
, b =

v

2
, comu, v ∈ Z. (2.11)

Além disso, temos que

(2a)2 − d(2b)2 ∈ 4Z. (2.12)

Substituindo a por
u

2
e b por

v

2
, obtemos u2 − dv2 ∈ 4Z.

a) Se d ≡ 2 ou 3(mod 4), temos que u e v são pares, pois se v fosse ímpar teríamos

v2 ≡ 1(mod 4). Assim, como u2 − dv2 ∈ 4Z temos que u2 ≡ dv2 ≡ d(mod 4), ou seja,

d ≡ 0(mod 4) ou d ≡ 1(mod 4), o que é um absurdo. Portanto, concluímos que v é

par, isto é, v2 ≡ 0(mod 4) e assim, u2 ≡ dv2 ≡ 0(mod 4) o que implica que u é par.

Logo, se α = a + b
√
d ∈ OK temos que α ∈ Z[

√
d] e assim, OK ⊂ Z[

√
d]. Por outro

lado, tomando α ∈ Z[
√
d], temos que α é raiz do polinômio x2− 2ax+ a2− db2 ∈ Z[x],

pois pela Proposição (2.3), temos que 2a, a2 − db2 ∈ Z. Logo, Z[
√
d] ⊂ OK . Portanto,

OK = Z[
√
d].

b) Se d ≡ 1(mod 4), temos que u2 − dv2 ∈ 4Z, e que u e v são de mesma paridade,

isto é, são ambos pares ou ímpares. Se u e v são pares então a, b ∈ Z. Logo, α =

a + b
√
d ∈ Z[

√
d]. Se u e v são ímpares, então α = a + b

√
d = u/2 + (v/2)

√
d =

(u − v)/2 + v((1 +
√
d)/2) ∈ Z

[
1+
√
d

2

]
. Portanto, α ∈ Z

[
1+
√
d

2

]
, ou seja, OK ⊂

Z
[
1+
√
d

2

]
. Por outro lado, se α = a + b

(
1+
√
d

2

)
∈ Z

[
1+
√
d

2

]
, com a, b ∈ Z, temos que

2a + b ∈ Z e (a + b/2)2 − d(b/2)2 = a2 + ab + (1 − d)b2/4 ∈ Z, pois d ≡ 1(mod 4).

Logo, Z
[
1+
√
d

2

]
⊂ OK , pois os coe�cientes do polinômio minimal de α, que é m(x) =

x2 − (2a+ b)x+ a2 + ab+ (1− d)b2/4 estão em Z. Portanto, Z
[
1+
√
d

2

]
= OK .

Exemplo 2.13. Seja K o corpo quadrático Q(
√
−1). O anel dos inteiros algébricos de

K é dado por OK = Z[i] = {a+ bi : a, b ∈ Z}, onde i =
√
−1 pois d = −1 ≡ 3(mod 4).

O anel dos inteiros algébricos do corpo quadrático Q(
√
−3) é Z

[
1+
√
−3

2

]
pois d = −3 ≡

1(mod 4).

Como os Q-monomor�smos de K = Q(
√
d) em C, com d ∈ Z livre de quadrados,

são σ1 e σ2, onde σ1(
√
d) =

√
d e σ2(

√
d) = −

√
d, segue que o discriminante de um
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corpo quadrático é obtido do seguinte modo:

i) se d ≡ 1(mod 4), então

DK = DK/Q

(
1,

1 +
√
d

2

)
=

det

 σ1(1) σ2(1)

σ1

(
1 +
√
d

2

)
σ2

(
1 +
√
d

2

) 


2

=

=

det

 1 1

1 +
√
d

2

1−
√
d

2

2

= d.

ii) se d ≡ 2 ou 3(mod 4) então

DK = D
K/Q

(
1,
√
d
)

=

(
det

(
σ1(1) σ2(1)

σ1(
√
d) σ2(

√
d)

))2

=

(
det

(
1 1√
d −

√
d

))2

=

4d.

Exemplo 2.14. Dado K = Q(
√

5), tem-se OK = Z

[
1 +
√

5

2

]
, isto é,

{
1,

1 +
√

5

2

}
é uma base integral de OK e o discriminante de K é

dK = det

(
σ1(1) σ2(1)

σ1

(
1+
√
5

2

)
σ2

(
1+
√
5

2

) )2

= det

(
1 1

1+
√
5

2
1−
√
5

2

)2

= 5.

Os monomor�smos de K em C são σ1 a inclusão e σ2 a conjugação complexa,

isto é, σ1(a + b
√

5) = a + b
√

5 e σ2(a + b
√

5) = a − b
√

5. Logo, Tr
K/Q(a + b

√
5) =

2∑
i=1

σi(a+ b
√

5) = 2a e NK/Q(a+ b
√

5) =
2∏
i=1

σi(a+ b
√

5) = a2 − 5b2.

Exemplo 2.15. Dado K = Q(i) então OK = Z[
√
−1], isto é, {1,

√
−1} é uma base

integral para OK e o discriminante absoluto de K é

dK = det

(
σ1(1) σ2(1)

σ1(
√
−1) σ2(

√
−1)

)2

= det

(
1 1√
−1 −

√
−1

)2

= −4.

Os monomor�smos de K em C são σ1 a inclusão e σ2 a conjugação complexa, isto

é, σ1(a+ b
√
−1) = a+ b

√
−1 e σ2(a+ b

√
−1) = a− b

√
−1. Logo, TrK/Q(a+ b

√
−1) =

2∑
i=1

σi(a+ b
√
−1) = 2a e NK/Q(a+ b

√
−1) =

2∏
i=1

σi(a+ b
√
−1) = a2 + b2.

Exemplo 2.16. Seja L = Q(i,
√

5),M = Q(i) e K = Q(
√

5).

Temos que:

1. OK =
{
a+ b

(
1+
√
5

2

)
| a, b ∈ Z

}
,
{

1, 1+
√
5

2

}
é uma Z - base para OK e o polinô-

mio minimal de K/Q é p(x) = x2 − x− 1 ∈ Z[x].

2. OL =
{
a+ b

(
1+
√
5

2

)
| a, b ∈ Z[i]

}
,
{

1, 1+
√
5

2

}
é uma Z[i] - base para OM e o

polinômio minimal de L/M é p(x) = x2 − x− 1 ∈ Z[i][x].
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As raízes de p(x) = x2 − x− 1 são: θ =
1 +
√

5

2
e

1−
√

5

2
.

Logo,

σ1(θ) =
1 +
√

5

2
e σ2(θ) =

1−
√

5

2
.

Assim temos:

x2 − x− 1
Teo.(2.5)

= (x− σ1(θ))(x− σ2(θ))
= x2 − x(σ1(θ) + σ2(θ)) + σ1(θ)σ2(θ)

Def.(2.13)
= x2 − Tr(θ)x+N(θ).

(2.13)

2.5 Módulos

Nesta seção apresentamos alguns conceitos que serão usados no próximo capítulo.

De�nição 2.22. Seja A um anel. Um A-módulo M é um grupo abeliano (aditivo)

munido de uma aplicação A ×M −→ M, denotada por (a, m) −→ am, tal que, para

quaisquer a, b ∈ A e x, y ∈M, tem-se:

i) a(x+ y) = ax+ ay;

ii) (a+ b)x = ax+ bx;

iii) (ab)x = a(bx);

iv) 1x = x.

De�nição 2.23. Sejam A um anel e M um A-módulo. Um subconjunto N ⊂ M não

vazio é um A-submódulo de M se, com as operações herdadas de M, também é um

A-módulo.

Um A-módulo que possui uma base é chamado de um A-módulo livre e o número

de elementos da base é chamado de posto de M.

2.6 Números p-ádicos e anel de valorização

Os resultados dessa seção serão de grande importância para um melhor entendi-

mento da construção que faremos no Capítulo 5.

De�nição 2.24. Seja B um domínio de integridade e denotemos por K seu corpo de

frações. Dizemos que B é um anel de valorização de K se, para cada x 6= 0 ou x ∈ B
ou x−1 ∈ B (ou ambos).

De�nição 2.25. Seja p ∈ N um primo qualquer e escreva x ∈ Z como x = pmb, onde

m ∈ N ∪ {0} e o máximo divisor comum entre b e p é 1. A valorização p-ádica de x é

de�nida pela função vp(x) = m, onde m é a maior potência de p que divide x.
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Exemplo 2.17. v5(10) = 1, v11(16) = 0, v3(54) = 3.

Propriedades:

1. vp(a) ≥ 0;

2. vp(ab) = vp(a) + vp(b);

3. vp(a+ b) ≥ min(vp(a), vp(b)).

Para todo x ∈ Q a norma p-ádica de x é dada por

|x|p =

{
p−vp(x) se x 6= 0

p−∞ = 0 se x = 0.

Proposição 2.4. A função | |p : Q→ R+ tem as tem as seguintes propriedades:

1. |x|p = 0 se, e somente se, x = 0;

2. |xy|p = |x|p|y|p;

3. |x+ y| ≤ max{|x|p, |y|p} e a igualdade ocorre se, |x|p 6= |y|p.

O corpo de valorização dos números p-ádicos é o completamento Q̂ de Q com

respeito a norma | |p e é denotado por Qp. A norma em Qp será denotada por | |p e o
conjunto Zp = {x ∈ Qp | vp(x) ≥ 0} é o seu anel de valorização.



3 Reticulados Algébricos

Neste capítulo apresentamos um método para a geração de reticulados no Rn. A

vantagem de obter reticulados por este método é que podemos identi�car os pontos do

reticulado no Rn como os elementos de um corpo de números.

De�nição 3.1. Sejam {v1, v2, ..., vm} vetores linearmente independentes do Rn (logo,

m ≤ n). O conjunto de pontos

Λ =

{
x =

m∑
i=1

λivi, λi ∈ Z

}

é chamado reticulado de dimensão m e {v1, v2, ..., vm} é chamado de base do reticu-

lado.

De�nição 3.2. O paralelepípedo formado pelos pontos

θ1v1 + · · ·+ θmvm, 0 ≤ θi < 1

é chamado um paralelepípedo fundamental ou região fundamental do reticulado.

Exemplo 3.1. Λ = Z2 é um reticulado gerado pelos vetores e1 = (1, 0) e e2 = (0, 1)

com região fundamental descrita na �gura abaixo.

e1

 e2

-4 -2 0 2 4

-4

-2

0

2

4
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De�nição 3.3. Seja {v1, . . . , vm} uma base de Λ. Se vi = (vi1, . . . , vin), para i =

1, · · · ,m, a matriz

M =


v11 v12 . . . v1n

v21 v22 . . . v2n
. . .

vm1 vm2 . . . vmn


é chamada uma matriz geradora para o reticulado. A matriz G = MM t é chamada

uma matriz de Gram para o reticulado, onde t denota a transposição.

Assim, os pontos do reticulado são formados por

Λ = {x = λM |λ ∈ Zm}.

De�nição 3.4. O determinante do reticulado Λ é de�nido como sendo o deter-

minante da matriz G

det(Λ) = det(G).

o mesmo reticulado pode ser representado em algumas diferentes maneiras. Como

uma consequência, dado uma matriz de Gram (ou geradora), não é fácil determinar

qual é o reticulado correspondente. Invariantes tais como a dimensão e o determi-

nante poderão ajudar, mas um dos cuidados que temos que ter é que tendo o mesmo

determinante não é su�ciente para garantir que dois reticulados são equivalentes. Es-

sas considerações serão importantes mais tarde, quando construiremos constelações de

reticulados algébricos onde a orientação do reticulado no espaço euclidiano se torna

importante.

Um reticulado é dito ter posto máximo se m = n, e neste caso M é uma matriz

quadrada. Assim,

det(Λ) = (det(M))2.

De�nição 3.5. Seja B uma matriz n× n com coe�cientes em Z. Um subreticulado

de Λ é dado por

Λ′ = {x = λBM | λ ∈ Zn}.

De�nição 3.6. Dado um reticulado Λ, um reticulado escalonado Λ′ pode ser obtido

multiplicando todos os vetores do reticulado por uma constante, isto é,

Λ′ = cΛ, c ∈ R.

Ainda, Λ′ é um sub-reticulado de Λ quando c ∈ Z.

É importante observar que o mesmo reticulado pode ser representado de diferentes

maneiras e como uma consequência, dado uma matriz de Gram (ou geradora), não é

fácil determinar qual é o reticulado correspondente. Invariantes tais como a dimensão

e o determinante poderão ajudar, mas um dos cuidados que temos que ter é que

tendo o mesmo determinante não é su�ciente para garantir que dois reticulados são

equivalentes.
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De�nição 3.7. Um empacotamento esférico, ou simplesmente um empacotamento

no Rn, é uma distribuição de esferas de mesmo raio no Rn de forma que a inter-

secção de quaisquer duas esferas tenha no máximo um ponto. Pode-se descrever um

empacotamento indicando apenas o conjunto dos centros das esferas e o raio.

Um dos problemas de empacotamento esférico de um reticulado no Rn é encontrar

um empacotamento com maior densidade. A seguir, daremos exemplos em dimensões

1, 2 e 3. Para maiores detalhes, consultar [5].

Em dimensão um, temos que os pontos de coordenadas inteiras da reta formam um

Z-reticulado cuja a densidade de empacotamento é a melhor possível dada por ∆ = 1.

Neste caso, as �esferas� são intervalos como podemos ver na �gura abaixo.

t tt︷ ︸︸ ︷. .

-1 0 1

esfera

Para dimensão dois o reticulado hexagonal A2 (favo de mel) é o de maior densidade,

dada por ∆ =
π√
12
≈ 0, 9069. O empacotamento deste reticulado com base β ={

(1, 0), (−1
2
,
√
3
2

)
}
é dado por

t ����qt ����qt ����qt ����qt ����qt ����qt ����qt ����qt ����qt ����qt ����qt ����qt ����qt ����qt ����qt ����qt ����qt ����qt ����q

Em dimensão o reticulado conhecido como fcc, (face centered cubic) é o empacota-

mento com maior densidade (pirâmides de laranjas), sendo essa ∆ =
π√
18
≈ 0, 7405.
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De�nição 3.8. Seja σ1, · · · , σn os n mergulhos de um corpo de números K de grau n, e

vamos ordenar os σ,is de modo que, para todo x ∈ K, σi(x) ∈ R, 1 ≤ i ≤ r1, e σj+r2(x)

é o conjugado complexo de σj(x) para r1 + 1 ≤ j ≤ r1 + r2. Note que r1 + 2r2 = n.

Chamamos de mergulho canônico σ : K −→ Rr1+2r2 o isomor�smo de�nido por

σ(x) = (σ1(x), · · · , σr1(x),<σr1+1(x),=σr1+1(x), · · · ,<σr1+r2(x),=σr1+r2(x)),

onde < e = denotam as partes real e imaginária, respectivamente.

Podemos de�nir um mergulho similar se considerarmos, ao invés da extensão K/Q,
uma extensão mais geral L/K:

σ : L 7−→ Cn

x −→ σ(x) = (σ1(x), ..., σn(x))

onde σ1(x), ..., σn(x) são mergulhos relativos de L sobre K isto é, σi(x) �xa K para

todo i = 1, ..., n.

Exemplo 3.2. Sejam o corpo quadrático K = Q(i), onde i =
√
−1, e {σ1, σ2} o grupo

dos Q-monomor�smos deK em C, onde σ1 é a aplicação identidade e σ2(a+bi) = a−bi,
com a, b ∈ Q. Neste caso, r1 = 0 e r2 = 1. Para x = a + bi ∈ K, com a, b ∈ Q, temos

σ(x) = (<σ1(x),=σ1(x)) = (a, b).

Uma das aplicações deste mergulho é a geração de reticulados no Rn, onde os

principais parâmetros podem ser obtidos via teoria dos números algébricos, através de

propriedades herdadas de K. Isto pode ser visto de maneira formal no resultado que

segue.

Teorema 3.1. Sejam {w1, · · · , wn} uma base integral de K e σ : K → C o mergulho

canônico. Os n vetores vi = σ(wi) ∈ Rn, i = 1, · · · , n são linearmente independentes

e de�nem um reticulado em Rn, denominado reticulado algébrico de posto máximo,

Λ = σ(OK).



41

Proposição 3.1. Seja K um corpo de números de grau n e B um Z-submódulo livre

de K de posto n. Se (xi)1≤i≤n é uma Z-base de B, então σ(B) é um reticulado em Rn.

Concluímos assim, que o ingrediente chave para a construção de reticulados algé-

bricos tem sido a existência de uma Z-base livre em K. Como OK e seus ideais são

Z-módulos livres de posto n, podemos mergulhá-los em Rn para obter um reticulado

algébrico.

A matriz geradoraM de um reticulado algébrico, isto é, de um reticulado construído

usando o mergulho canônico de K, é dada por σ1(w1) · · · σr1(w1) <σr1+1(w1) · · · =σr1+r2(w1)
...

...

σ1(wn) · · · σr1(wn) <σr1+1(wn) · · · =σr1+r2(wn)

 ,

onde {w1, · · · , wn} é aqui uma base de OK . Isto dá um reticulado real.

Analogamente, um reticulado complexo Λc é dado por

Λc = {x = λM ∈ Cn | λ ∈ Z[i]n ou Z[j]n}.

Agora sua matriz geradora é dada, usando o mergulho σ(x) = (σ1(x), · · · , σn(x)),

por 
σ1(w1) σ2(w1) · · · σn(w1)

σ1(w2) σ2(w2) · · · σn(w2)
...

...

σ1(wn) σ2(wn) · · · σn(wn)

 , (3.1)

onde {w1, · · · , wn} é uma base de OL sobre K, e σ1, · · · , σn são mergulhos relativos de

L/K.

Exemplo 3.3. Seja K = Q(
√

5). A base integral de K é {1, 1+
√
5

2
} e OK = Z

[
1+
√
5

2

]
.

Pelo Teorema (3.1), Λ = σ(OK) é um reticulado no R2. Os dois mergulhos são σ1(
√

5) =√
5, σ2(

√
5) = −

√
5 e a matriz geradora do reticulado é

M =

(
σ1(1) σ2(1)

σ1

(
1+
√
5

2

)
σ2

(
1+
√
5

2

) ) =

(
1 1

1+
√
5

2
1−
√
5

2

)
.
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Reticulado algébrico construído usando QH 5 L

Exemplo 3.4. Seja K = Q(
√
−3). A base integral de K é {1, 1+

√
−3

2
} e OK =

Z
[
1+
√
−3

2

]
. Pelo Teorema (3.1), Λ = σ(OK) é um reticulado no R2. Os dois mer-

gulhos são σ1(
√
−3) =

√
−3, σ2(

√
−3) = −

√
−3. Neste caso, r1 = 0 e r2 = 2, assim, a

matriz geradora do reticulado é

M =

(
<σ1(1) =σ1(1)

<σ1
(

1+
√
−3

2

)
=σ1

(
1+
√
−3

2

) ) =

(
1 0
1
2

√
3
2

)
,

.

Observe que via Q(
√
−3) obtivemos o reticulado hexagonal A2.
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Reticulado algébrico construído usando QH -3 L

Até então usamos o anel dos inteiros OK para construir reticulados algébricos, mas

veremos que tais reticulados podem ser obtidos de maneira mais geral, considerando

ideais de OK ou considerando ideais em OL, onde L é uma extensão �nita de K.

Um reticulado algébrico Λ
′
construído a partir de um ideal I ⊂ OL da um sub-

reticulado do reticulado algébrico Λ construído de OL. Se I = αOL, então a matriz

geradora M é dada por
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M =


σ1(αw1) σ2(αw1) · · · σn(αw1)

σ1(αw2) σ2(αw2) · · · σn(αw2)
...

...

σ1(αwn) σ2(αwn) · · · σn(αwn)

 , (3.2)

onde {w1, · · · , wn} é uma base de OL sobre K, e σ1, · · · , σn são mergulhos relativos.

Equivalentemente, a matriz (3.2) é a matriz (3.1) multiplicada à esquerda pela matriz

diagonal  σ1(α) 0
. . .

0 σn(α)

 .

Dada a matriz geradora do reticulado, calculamos o determinante do reticulado

construído a partir de (3.2), do seguinte modo:

det(Λ) = | det(M)|2

= | det[σj(αwi)]|2

= |NL/K(α)|2| det[σj(wi)]|2

= |NL/K(α)|2|dL|.

Para a construção de códigos que faremos no Capítulo 5, restringiremos a exten-

sões de corpos L/K, onde K é um corpo de números, de um tipo especial, a saber,

L/K = L
′
K/K, isto é, L é o menor corpo contendo L

′
e K. Chamamos L de corpo

de composição de L
′
e K (ver Figura abaixo). Além disso, consideramos aqui exten-

sões L
′
K/K cujos mergulhos relativos σ1, · · · , σn de L

′
K/K são os mesmos que os

mergulhos de L
′
/Q. Com esta suposição temos que o determinante do reticulado é

det(Λ) = |NK/Q(α)|2|dK |,

para um reticulado construído sobre K/Q, enquanto

det(Λ) = |NL′/Q(α)|2|dL′ |. (3.3)

Logo

det(Λ) = |NL/K(α)|2|dL′ | (3.4)

para um reticulado construído sobre a composição L
′
K/K.

L
m

nm

n

L
′

K

Q
n m

A estrutura da composição de corpos L
′
e K.



4 Álgebras Cíclicas

Este capítulo é dedicado ao conhecimento matemático necessário para construir

códigos a partir de álgebras de divisão cíclicas.

Introduzimos a noção de álgebra de divisão, chave para a codi�cação espaço-tempo,

pois ela dá um modo de construir códigos espaço-tempo totalmente diversos. Visto que

corpos de números permitem decodi�car constelações QAM e HEX, uma particular

família de álgebras, álgebras cíclicas, são construídas sobre corpos de números e estas

darão para n antenas transmitidas, n×n palavras código espaço-tempo que enviam n2

símbolos de informação, decodi�cados dentro de n2 sinais.

De�nição 4.1. Uma álgebra A é um conjunto sobre um corpo K com operações

de adição, multiplicação e multiplicação por elementos de K que tem as seguintes

propriedades:

1. A é um espaço vetorial com respeito a adição e multiplicação por elementos do

corpo.

2. A é um anel com respeito a adição e multiplicação.

3. (λa)b = a(λb) = λ(ab) para qualquer λ ∈ K, a, b ∈ A.

Seja R um anel comutativo. O conjunto dos elementos de R que são inversíveis

para a multiplicação é chamado de conjunto das unidades de R e é denotado por R∗.

De�nição 4.2. Seja R um anel tal que R∗ = R\{0} , então dizemos que R é uma

álgebra de divisão.

Teorema 4.1. Seja L extensão de corpos sobre K . O conjunto dos K-automor�smos

de L formam um grupo sob a composição de funções.

De�nição 4.3. Um grupo cíclico G é um grupo gerado por um elemento. Escrevendo

o grupo com a lei multiplicativa, temos G = {g, g2, ..., gn−1, 1}, se G tem n elementos.

Denotamos G = 〈g〉.

De�nição 4.4. Uma extensão de corpos L/K é uma extensão de Galois se todo

polinômio irredutível sobre K que tem pelo menos uma raiz em L tem, na verdade,

todas as raízes em L. O grupo de Galois da extensão L/K, denotado por Gal(L/K),

é o grupo de todos os K-automor�smos de L sob a composição de funções.

45
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Usualmente denotamos um grupo cíclico de Galois por 〈σ〉 , onde σ é o gerador do

grupo.

Seja L/K uma extensão de Galois de grau n tal que seu grupo de Galois G =

Gal(L/K) é cíclico com gerador σ. Denote por K∗ (resp. L∗) os elementos não nulos

de K (resp. L).

Escolhendo um elemento γ ∈ K∗, construímos uma álgebra não-comutativa deno-

tada por A = (L/K, σ, γ), como segue:

A = L⊕ eL⊕ e2L⊕ ...⊕ en−1L

onde ⊕ denota a soma direta e tal que e satisfaz

en = γ e λe = eσ(λ), para λ ∈ L.

Esta álgebra é chamada de álgebra cíclica.

A álgebra A é de�nida como uma soma direta de cópias de L, o que signi�ca que

um elemento x na álgebra é escrito como

x = x0 + ex1 + · · ·+ en−1xn−1,

com xi ∈ L, i = 0, · · · , n− 1.

A razão destas álgebras cíclicas serem interessantes neste trabalho é a existência de

um correspondência entre um elemento x da álgebra A e uma matriz X ∈Mn(L).

Para n = 2 temos A = 1.L + e.L, com e2 = γ e λe = eσ(λ), para λ ∈ L. Um

elemento x ∈ A pode ser escrito como

x = x0 + ex1, x0, x1 ∈ L.

Vamos calcular o produto de x por qualquer elemento y ∈ A:

xy = (x0 + ex1)(y0 + ey1), y0, y1 ∈ L
= x0y0 + x0ey1 + ex1y0 + ex1ey1

= x0y0 + eσ(x0)y1 + ex1y0 + e2σ(x1)y1

= x0y0 + eσ(x0)y1 + ex1y0 + γσ(x1)y1

= 1.[x0y0 + γσ(x1)y1] + e[σ(x0)y1 + x1y0].

Na base {1, e}, temos a seguinte representação matricial:

xy =

(
x0 γσ(x1)

x1 σ(x0)

)(
y0

y1

)
.

Existe então uma correspondência

x = x0 + ex1 ∈ A ←→

(
x0 γσ(x1)

x1 σ(x0)

)
.
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Em particular,

e ∈ A ←→

(
0 γσ(1)

1 σ(0)

)
=

(
0 γ

1 0

)
e

x0 ∈ A ←→

(
x0 0

0 σ(x0)

)
.

Para o caso geral de grau n, temos para todo xk ∈ L,

xk ∈ A ←→


xk 0 · · · 0

0 σ(xk) · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · σ(n−1)(xk)

 .

e ∈ A ←→


0 0 · · · γ

1 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 · · · 1 0

 .

Formalmente, podemos associar uma matriz a qualquer elemento x ∈ A usando a

função αx, a multiplicação por x de um elemento y ∈ A:

αx : A 7−→ A
y 7−→ αx(y) = xy

A matriz do produto por αx, com x = x0 + ex1 + ...+ en−1xn−1, é dada por
x0 γσ(xn−1) γσ2(xn−2) · · · γσn−1(x1)

x1 σ(x0) γσ2(xn−1) · · · γσn−1(x2)
...

...
...

xn−2 σ(xn−3) σ2(xn−4) · · · γσn−1(xn−1)

xn−1 σ(xn−2) σ2(xn−3) · · · σn−1(x0)

 . (4.1)

Então, via αx, temos uma matriz representação de um elemento x ∈ A.

Se x pertence a uma álgebra cíclica A, então x =
n−1∑
k=0

ekxk, xi ∈ L, i = 0, · · · , n−1.

Como L é um espaço vetorial de dimensão n sobre K, então cada xi é uma combinação

linear de n elementos em K. Portanto, dizemos que o STBC C∞ é um código sobre K

e é dado por
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C∞ =


x0 γσ(xn−1) γσ2(xn−2) · · · γσn−1(x1)

x1 σ(x0) γσ2(xn−1) · · · γσn−1(x2)
...

...
...

xn−2 σ(xn−3) σ2(xn−4) · · · γσn−1(xn−1)

xn−1 σ(xn−2) σ2(xn−3) · · · σn−1(x0)

 , xi ∈ L, i = 1, ..., n− 1.

(4.2)

Vamos discutir a decodi�cação e a taxa de tais códigos.

Suponha que os símbolos de informação enviados são vindos de uma constelação

QAM ou HEX e considere L = Q(i,
√

5). Então

x0 = a0 +
√

5b0, x1 = a1 +
√

5b1, a0, a1, b0, b1 ∈ Q(i).

Como os símbolos QAM podem ser escritos como elementos de Z[i], eles pertencem

ao corpo base Q(i). Assim x0 e x1 decodi�cam dois símbolos de informação QAM,

a0, b0 e a1, b1, respectivamente.

Em geral, se L/K tem grau n, cada coe�ciente xk de x =
n−1∑
k=0

ekxk decodi�cará n

símbolos de informação. Como o elemento x ∈ A tem n coe�cientes, ele decodi�ca

n2 símbolos de informação. Códigos construídos a partir de álgebras cíclicas são ditos

serem de taxa total, taxa total, neste sentido eles transmitem n2 sinais que decodi�cam

n2 símbolos de informação, [3].

Observação 4.1. Como as constelações de sinais usualmente usadas são a QAM e

a HEX, isto signi�ca que consideramos extensões de corpos L/K onde K é Q(i) ou

Q(j), onde j é uma raiz terceira primitiva da unidade.

Para construir STBCs com �boas� propriedades, nos restringiremos a um sub-

conjunto de C∞, obtido restringindo os coe�cientes x0, ..., xn−1 para que estejam em

I ⊆ OL, onde I é um ideal do anel de inteiros de L. Denotamos este código por CI :

CI =


x0 γσ(xn−1) γσ2(xn−2) · · · γσn−1(x1)

x1 σ(x0) γσ2(xn−1) · · · γσn−1(x2)
...

...
...

xn−2 σ(xn−3) σ2(xn−4) · · · γσn−1(xn−1)

xn−1 σ(xn−2) σ2(xn−3) · · · σn−1(x0)

 , (4.3)

xi ∈ I ⊆ OL, i = 1, ..., n− 1.

Observação 4.2. : Os códigos CI são chamados códigos de bloco espaço-tempo de

dispersão linear (LD-STBCs). Os LD-STBCs construídos sobre álgebras cíclicas tem

as seguintes vantagens:
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1) Temos um critério para decidir quando o STBC C∞ satisfaz o critério do posto.

De fato, quando a álgebra cíclica é uma álgebra de divisão, todos os seus elementos são

invertíveis. Portanto, as matrizes das palavras código tem determinante não nulo.

2) Devido à linearidade, o determinante mínimo do código C∞ é

δmin(C∞) = min
X1,X2∈C∞

|det(X1 −X2)
2| = min

X∈C∞,X 6=0
|det(X)2|.

De�nição 4.5. Seja x um elemento de uma álgebra cíclica A. Então o determinante

de sua matriz correspondente, como dada em (4.1), é chamado de norma reduzida

de x.

Como o critério do posto é totalmente satisfeito considerando uma álgebra de divi-

são, nosso trabalho será determinar um limitante inferior para o determinante mínimo.

Estamos então interessados em saber quando det(X) 6= 0 para todo X 6= 0, ou

equivalentemente quando A é uma álgebra de divisão cíclica (isto é, todos os elementos

de A são invertíveis).

De�nição 4.6. Uma álgebra cíclica que também é álgebra de divisão é chamada de

álgebra de divisão cíclica.

Vamos determinar quando uma álgebra cíclica é na verdade, uma álgebra de divisão

cíclica.

Exemplo 4.1. Se n = 2, temos

det

(
x0 γσ(x1)

x1 σ(x0)

)
= x0σ(x0)− γx1σ(x1) = NL/K(x0)− γNL/K(x1). (4.4)

Então

det(X) = 0⇐⇒ γ = NL/K

(
x0
x1

)
,

pois a multiplicatividade da norma segue da multiplicatividade do mergulho relativo.

Então temos que veri�car se γ não é uma norma de algum elemento de L e assim

teremos det(X) 6= 0, para todo 0 6= X ∈ C.

A próxima proposição nos diz como determinar se uma álgebra cíclica é uma álgebra

de divisão para qualquer dimensão n.

Proposição 4.1 ([7], p. 279). Seja L/K uma extensão cíclica de grau n com grupo

de Galois Gal(L/K) =< σ > . Se γ, γ2, · · · , γn−1 ∈ K∗ não são uma norma de algum

elemento de L, então (L/K, σ, γ) é uma álgebra de divisão cíclica.

Agora vamos mostrar como obter a propriedade do determinante não nulo em dois

passos:

1. Como x0, x1 ∈ L, pelo Teorema (2.7), NL/K(x0) e NL/K(x1) estão em K. Como

γ ∈ K∗ ⊂ L, então, de acordo com (4.4), det(X) ∈ K.



50 Álgebras Cíclicas

2. Agora, se nos restringirmos a x0, x1 ∈ OL, então novamente pelo Teorema (2.7),

obtemos queNL/K(x0) eNL/K(x1) estão emOK . Escolhendo γ ∈ OK , concluímos,

por (4.4), que det(X) ∈ OK .

Quando transmitimos símbolos QAM ou HEX, pela Observação (4.1), K deve ser

Q(i), resp. Q(j). Então

det(X) ∈ Z[i], Z[j] =⇒ | det(X)|2 ∈ Z.

Assim

| det(X)|2 ≥ 1, X 6= 0.

Este procedimento pode ser generalizado em dimensões altas n. Entretanto, o pri-

meiro passo não pode ser provado do mesmo modo, pois o cálculo explicito do deter-

minante em dimensões altas torna-se mais complicado.

Códigos lineares associados a uma matriz unitária (isto é, U−1 = U
t
) tem menor

perda de informação. A seguir, mostraremos como obter tal matriz unitária para

códigos baseados em álgebras cíclicas.

Lembre que uma palavra-código (4.3) tem a forma
x0 γσ(xn−1) γσ2(xn−2) · · · γσn−1(x1)

x1 σ(x0) γσ2(xn−1) · · · γσn−1(x2)
...

...
...

xn−2 σ(xn−3) σ2(xn−4) · · · γσn−1(xn−1)

xn−1 σ(xn−2) σ2(xn−3) · · · σn−1(x0)

 ,

onde cada camada é, até a multiplicação por γ, da forma (xl, σ(xl), · · · , σn−1(xl)), l =

0, · · · , n− 1.

A restrição sobre a forma requer que cada camada da palavra-código seja da forma

Mv, ondeM é uma matriz unitária e v é um vetor contendo os símbolos de informação.

Seja L = K(θ) e {1, θ, · · · , θn−1} uma base de OL.
Cada camada de uma palavra-código é da forma

1 θ · · · θn−1

1 σ(θ) · · · σ(θn−1)
...

...

1 σn−1(θ) · · · σn−1(θn−1)




ul,0

ul,1
...

ul,n−1

 =


xl

σ(xl)
...

σn−1(xl)

 (4.5)

para xl =
n−1∑
k=0

ul,kθ
k ∈ OL. Como ul,k tomam valores discretos, podemos ver a multipli-

cação de matrizes acima como gerando pontos em um reticulado. A matriz M é então

a matriz geradora do reticulado, cuja matriz de Gram é dada por MM † (M † = M
t
).

Gostaríamos que M fosse unitária, ou seja, o reticulado que gostaríamos de obter

para cada camada fosse um Z[i]n-reticulado, respectivamente um Z[j]n-reticulado, pois

os símbolos QAM e HEX são subconjuntos �nitos de Z[i] e Z[j], respectivamente.
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A matriz M pode ser vista como uma matriz pré-codi�cação aplicada aos símbolos

de informação.

Interpretar a matriz unitária M como a matriz geradora de um reticulado permite-

nos usar a teoria dos reticulados algébricos. A idéia chave é que a matriz M dada em

(4.5) precisa conter os mergulhos de uma base, mas esta base não precisa ser uma base

do corpo L. Esta pode ser uma base de um subconjunto de L e de fato, será uma base

de um ideal de L.

Vimos em (3.3) que o determinante de um reticulado algébrico Λ construído sobre

um ideal principal I = (α)OL, onde L/K = L
′
K/K, é dado por

det(Λ) = |NL/K(α)|2|dL′ |.

Assim, para obter Λ = Z[i]n (resp. Z[j]n), ou uma versão escalonada Λ
′

= (cZ[i])n

(resp. (cZ[j])n), c ∈ Z,uma condição necessária é encontrar em OL um elemento α de

norma desejada, pois

det((cZ[i])n) = cn (resp. det((cZ[j])n = cn).

Dada uma extensão L
′
K/K, o discriminante é dado. Então temos que encontrar

um elemento α tal que

|NL/K(α)|2|dL′ | = cn. (4.6)

Esta condição não é entretanto su�ciente, e uma vez que este elemento é encontrado,

podemos veri�car se encontramos o reticulado certo calculando a matriz de Gram

MM †, e que ela é a matriz identidade.

Estes dois passos:

1. encontrar um elemento α com a norma adequada em OL,

2. calcular a matriz de Gram,

formam o método que usaremos para obter a propriedade da forma sobre as constela-

ções.



5 O Código de Ouro

Este capítulo é dedicado à construção do código de ouro, que é um código perfeito

2 × 2. Seu nome, código de ouro, veio de sua construção algébrica [9], que envolve o

número de ouro 1+
√
5

2
.

O nome atribuído a esse número faz referência à razão áurea, obtida através da

divisão de um segmento de reta AB em duas partes por um ponto C de forma que

AB

AC
=
AC

BC
.

Muitas supostas aplicações desse número nas artes, arquitetura e na natureza são

divulgadas em livros e meios de comunicação, mas há estudos como [16] e [17] que

desmisti�cam algumas dessas a�rmações.

5.1 Códigos espaço-tempo perfeitos

De acordo com as considerações feitas no Capítulo 2, os dois principais parâmetros

para modelar códigos espaço-tempo são:

• Diversidade total. O critério do posto diz que para STBCs quadrados que a

diversidade total é obtida se o determinante da diferença de duas palavras código

distintas é não nulo:

det(X) 6= 0, X 6= 0, X ∈ C.

• Determinante mínimo. O ganho de codi�cação é dado pelo determinante

mínimo

δmin(C∞) = min
X∈C∞, X 6=0

| det(X)|2.

Além disso, para melhorar o desempenho de códigos espaço-tempo, exigimos as

seguintes propriedades apresentadas no Capítulo 2:

• Determinante não-nulo

53
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• Forma

• Uniformidade média da energia transmitida por antena

De�nição 5.1. Um STBC quadrado nt × nt é chamado de código perfeito se, e

somente se:

• É um código com taxa linear total usando n2
t símbolos de informação QAM ou

HEX.

• O determinante mínimo do código in�nito é não nulo (deste modo, em particular,

o critério do posto é satisfeito).

• A energia necessária para enviar a combinação linear dos símbolos de informação

em cada camada é similar a energia usada para enviar cada um dos símbolos.

• O código induz que a energia média transmitida por antena em todos os T in-

tervalos de tempo seja uniforme, isto é, todos os símbolos codi�cados na matriz

código tem a mesma energia média.

Vamos resumir agora técnicas exploradas acima e dar os passos para a construção

de códigos perfeitos.

1. Consideramos símbolos QAM ou HEX. Como estas constelações podem ser

vistas como subconjuntos �nitos do anel dos inteiros OK = Z[i] (resp. OK =

Z[j]), tomamos o corpo base K = Q(i) (resp.Q(j)).

2. Tomamos a extensão L/K de grau n = nt (nt: número de antenas transmissoras)

e construímos a correspondente álgebra cíclica:

A = (L/K, σ, γ).

Escolhemos γ tal que |γ| = 1 para satisfazer a restrição sobre a energia média

transmitida por antena.

3. Para obter determinante não nulo, escolhemos γ ∈ Z[i], (resp. em Z[j].) Adici-

onando a restrição anterior, |γ| = 1, temos que γ ∈ {1, i,−1,−i} ⊂ Z[i] (resp.

γ ∈ {1, j, j2,−1,−j,−j2} ⊂ Z[j]).

4. Entre todos os elementos de A, consideramos o conjunto discreto de palavras

código da forma x = x0 + x1e + · · · + xn−1e
n−1, onde xi ∈ I, um ideal de OL, o

anel dos inteiros de L. Obtemos então um STBC da forma
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CI =





x0 γσ(xn−1) γσ2(xn−2) · · · γσn−1(x1)

x1 σ(x0) γσ2(xn−1) · · · γσn−1(x2)
...

...
...

xn−2 σ(xn−3) σ2(xn−4) · · · γσn−1(xn−1)

xn−1 σ(xn−2) σ2(xn−3) · · · σn−1(x0)

 , xi ∈ I ⊆ OL, i = 1, ..., n− 1.


(5.1)

Os n2 símbolos de informação u`,k ∈ OK são codi�cados em palavras-código por

x` =
n−1∑
k=0

u`,kvk, ` = 0, · · · , n− 1,

onde {vk}n−1k=0 é uma base do ideal I.

5. Escolhemos um ideal I ⊆ OL de modo que a constelação de sinais em cada

camada seja um subconjunto �nito das versões rotacionadas dos reticulados Z[i]n

ou Z[j]n.

6. Mostramos que A = (L/K, σ, γ) é uma álgebra de divisão escolhendo γ conveni-

entemente, o que signi�ca mostrar que γ, · · · , γn−1 não é uma norma em L∗.

5.2 O código de ouro

O código de ouro é um código perfeito 2× 2. O código de ouro é construído usando

a álgebra cíclica

A = (L = Q(i,
√

5)/Q(i), σ, i),

com σ :
√

5 7−→ −
√

5. Temos que

OL = {a+ bθ| a, b ∈ Q(i)},

onde θ =
1 +
√

5

2
. Antes da propriedade forma, uma palavra-código desta álgebra é[

a+ bθ c+ dθ

i(c+ dσ(θ)) a+ bσ(θ)

]
,

com a, b, c, d ∈ Z[i].

5.2.1 O elemento γ = i não é uma norma em Q(i,
√

5)

Mostramos aqui que a álgebra cíclica A que de�ne o código de ouro é uma álgebra

de divisão [9]. Para isto, temos que mostrar que γ = i não é uma norma em L/Q(i).
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Veremos primeiro a caracterização de um quadrado em um corpo de números.

Seja p um primo e denote por GF (p) o corpo �nito com p elementos.

Proposição 5.1. [1] Seja x ∈ GF (p)∗. Temos

x é um quadrado⇔ x
p−1
2 = 1.

Corolário 5.1. Se p ≡ 1(mod 4), −1 é um quadrado em GF (p).

Proposição 5.2. Seja L = Q(i,
√

5), então o elemento γ = i não é uma norma relativa

de qualquer x ∈ L, isto é, NL/Q(i)(x) 6= i, ∀x ∈ L.

Demonstração: Seja Q5 denotando o corpo dos números 5-ádicos, e Z5 = {x ∈
Q5|ν5(x) ≥ 0} seu anel de valorização.

Queremos mostrar que a equação NL/Q(i)(x) = i não tem solução. Para isso, vamos

mostrar que esta equação não tem solução em Q5, e então, não tem solução para x ∈ L.
Seja w = a+ b

√
5 ∈ L com a, b ∈ Q(i) então devemos mostrar que

NL/Q(i)(w) = a2 − 5b2 = i (5.2)

não tem solução para a, b ∈ Q(i). Primeiro vamos veri�car que i ∈ Z5. De fato, existe

um mergulho de Q(i) em Q5 se X
2 + 1, o polinômio minimal de i, tem raízes em Z5.

Usando o Lema de Hensel ([20],p.75), é su�ciente veri�car que −1 é um quadrado em

GF (5).

Como 5 ≡ 1(mod 4), então, pelo Corolário (5.1), -1 é um quadrado em GF (5).

Usando o mergulho de Q(i) em Q5, esta equação pode ser vista em Qp como segue:

a2 − 5b2 = y + 5x a, b ∈ Qp, x ∈ Z5 (5.3)

onde y2 = −1. Se existe uma solução para (5.2), então esta solução está em Qp.

Portanto, provando que não existe solução para (5.3), concluímos a prova.

Vamos mostrar agora que em (5.3), a e b estão de fato, em Z5.

Tomando a valorização de ambos os lados de (5.3), temos

ν5(a
2 − 5b2) = ν5(y + 5x).

Como x ∈ Z5 e y é uma unidade, segue que ν5(y + 5x) ≥ min{ν5(y), ν5(x) + 1} = 0,

e temos igualdade pois ambas as valorizações são distintas. Agora, 0 = ν5(a
2 − 5b2) =

min{2ν5(a), 2ν5(b) + 1} = 2ν5(a). Portanto, ν5(a) = 0, assim, a ∈ Z5 e consequente-

mente b ∈ Z5.

Reduzindo módulo 5Z5 temos

(a2 − 5b2)mod (5Z5) ≡ (y + 5x)mod (5Z5)

a2 ≡ y(mod (5Z5),
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e vemos que y deve ser um quadrado em GF (5).

Como y2 = −1, temos que y = (−1)1/2 e portanto, y(p−1)/2 = (−1)(p−1)/4 = −1,

onde a última igualdade segue do fato que, neste caso, p = 5. Pela Proposição (5.1), y

não é um quadrado, o que é uma contradição.

5.2.2 O reticulado Z[i]2

Vamos ver agora como adicionar a propriedade da forma na palavra-código

construída sobre A. A Equação (4.6) nos diz que

det(Λ) = |NL/Q(i)(α)|2|dQ(
√
5)|

c2 = 5|NL/Q(i)(α)|2.

Então procuramos por um elemento α tal que |NL/Q(i)(α)|2 = 5. Assim, para en-

contrar tal elemento, procuramos pela fatoração do elemento 5 em OL:

5 = (1 + i− iθ)2(1− i+ iθ)2.

Então escolhemos α = 1 + i − iθ. Vamos agora veri�car que de fato, obtemos

o reticulado correto. Sua matriz geradora é obtida aplicando o mergulho canônico

complexo

σ : L → C2

x 7→ σ(x) = (σ1(x), σ2(x))

na base relativa {α, αθ} de IL = (α) :

M =

(
σ1(α) σ1(αθ)

σ2(α) σ2(αθ)

)
=

(
α αθ

α αθ

)
=

(
1 + i(1− θ) θ − i
1 + i(1− θ) θ − i

)

Um cálculo direto mostra que MM † = 5I2. Então
1√
5
M é uma matriz unitária,

que nos da a propriedade da forma.

Uma palavra-código X pertencendo ao código de ouro e adicionando a propriedade

da forma, é do seguinte modo

X =
1√
5

[
α(a+ bθ) α(c+ dθ)

iσ(α)(c+ dσ(θ)) σ(α)(a+ bσ(θ))

]

onde a, b, c, d ∈ Z[i].

Quando a, b, c, d tomam quaisquer valores em Z[i], dizemos que temos um código

in�nito, C∞.
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5.2.3 O determinante mínimo

Vamos agora calcular o determinante mínimo do código in�nito. O fator 1√
5
é

necessário para normalizar X de modo a obter uma matriz unitária. Como αα = 2 + i,

temos

det(X) =
2 + i

5
[(a+ bθ)(a+ bθ)− i(c+ dθ)(c+ dθ)]

=
1

2− i
[(a2 + ab− b2 − i(c2 + cd− d2)].

Por de�nição de a, b, c, d, temos que o mínimo não trivial de |a2 + ab− b2− i(c2 +

cd− d2)|2 é 1 (tome a = 1 e b = c = d = 0), então

δmin(C∞) =
1

25
|NL/Q(i)(α)|2 =

1

25
|2 + i|2 =

1

5
.

Então o determinante mínimo do código in�nito é limitado e não nulo, como desejado.

5.3 Alguns comandos em KASH

O Kash é um sistema algébrico computacional usado para fazer so�sticados cálculos

em teoria dos números algébricos, seu download é livre e pode ser encontrado em [19].

Nesta seção implementamos alguns cálculos envolvendo a extensão usada para a

construção do Código de Ouro Q(i,
√

5)/Q(i)/Q.
Para de�nir K = Q(i) nós usamos o seu polinômio minimal. O comando Zx

signi�ca que o polinômio tem coe�cientes em Z.

# define o polinômio minimal|

Kash> p1:=Poly(Zx,[1,0,1])));

x^2+1

Agora podemos de�nir OK . Note que o comando OrderMaximal retorna o anel de

inteiros.

# define o anel de inteiros de Q(sqrt{-1})

kash> O1:=OrderMaximal(p1);



Alguns comandos em KASH 59

Generating polynomial: $x^2 +1 $

Discriminant: -4

# encontra uma base integral

kash> OrderBasis(O1);

[1,[0,1]]

Observe que a base é dada com respeito a Q-base, que é {1,
√
−1}, pois o polinômio

minimal é x2 + 1. Então [a, b] signi�ca a+ b
√
−1.

# calcula os mergulhos

kash> OrderAutomorphisms(O1);

[[0,1],[0,-1]]

O primeiro mergulho é a identidade, o segundo é função
√
−1→ −

√
−1.

# escreve o segundo elemento da base integral

kash> b:=Elt(O1,[0,1]);

[0,1]

O comando EltAutomorphism(b,n) calcula um conjugado do elemento b, aplicando

sobre ele o n-ésimo mergulho.

# calcula a matriz geradora do reticulado

kash> M1:=Mat(O1,[[0,1],[b,EltAutomorphism(b,2)]]);

[0,1]

[[0,1],[0,-1]]

# calcula seu determinante

kash> MatDet(M1);

[0,-1]
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A matriz geradora pode ser obtida diretamente com o comando Lat.

kash> Lat(O1);

[1.414213562373095 0]

[0 1.414213562373095]

Construção da extensão Q(i,
√

5)/Q(i).

kash> zi:=OrderMaximal(Order(Poly(Zx,[1,0,1])));

Generating polynomial: $x^2 +1 $

Discriminant: -4

Zix:=PolyAlg(zi);

Univariate Polynomial Ring in x over Generating polynomial: x^2+1

Discriminant: -4

kash> ok:=OrderMaximal(Order(Poly(Zix,[1,0,-5])));

F[1]

|

F[2]

/

/

E1[1]

|

E1[2]

/

/

Q

F [ 1] Given by transformation matrix

F [ 2] x^2 -5

E 1[ 1] x^2+1

E 1[ 2]

Discriminant: <5>

Coef. Ideals are: <1>, <1>
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Procura um ideal de norma 5 na extensão absoluta Q(i,
√

5)/Q.

i5:=IdealFactor(5*ok)[1][1];

<5,[[9,1],[-5,3]]>

gen5:=IdealIsPrincipal(i5);

[1,[1,-1]]

Isso signi�ca que o elemento de norma 5 é α = 1 + i− iθ, onde θ = 1+
√
5

2



6 Conclusão

Neste trabalho nos focamos na aplicação da teoria dos números algébricos para

a construção do Código de Ouro, que é um STBC 2 × 2. Entretanto, existem outros

contextos onde estes métodos algébricos são úteis. Por exemplo,

• reticulados densos para o canal gaussiano

• reticulados complexos para o canal com desvanecimento do tipo Rayleigh

• sistemas MIMO para mais antenas

Modelar códigos espaço-tempo e�cientes para o sistema MIMO envolve mais do que

saber o posto e o critério do determinante. Neste trabalho, detalhamos vários outros

parâmetros que levam em conta a otimização da e�ciência de códigos espaço-tempo,

tal como forma da constelação, ganho de diversidade e multiplexagem e a propriedade

de menor perda de informação. Na verdade, para construir códigos satisfazendo es-

tas exigências, nós dependemos fortemente das estruturas algébricas das álgebras de

divisão cíclicas baseadas em corpos de números e acreditamos que estas aproximações

algébricas são muito promissoras para enfrentar novos problemas vindos de redes sem

�o.

Uma aplicação do Código de Ouro proposta recentemente é usá-lo em redes sem �o

para tráfego multimídia, que demanda esquemas de codi�cação com e�ciência espectral

muito alta, [21].
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