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Resumo

Neste trabalho estudamos uma equacao diferencial com retardo, a equagao de Hut-
chinson, que é um modelo simples para a dindmica de uma populacdo que exibe
dependéncia em tempos passados por meio de uma variavel defasada.

Essa equacgao pode ser vista como uma equacdo minima que é capaz de dar
origem a solugdes oscilatérias em modelos de uma unica espécie. Para analisar a
solugao préxima do ponto de bifurcagdo em que surgem as oscilagdes, empregamos
o método de multiplas escalas. Os resultados obtidos mostram as proprias limita-
¢des do método, concordando apenas parcialmente com os resultados numéricos.

Também analisamos uma variante da equacdo de Hutchinson com capacidade
de suporte dependente do tempo e periddica, e vimos que, mesmo com amplitudes
de perturbagao muito pequenas, o acoplamento entre as frequéncias da capacidade
de suporte e da oscilacdo natural pode ter um efeito pronunciado sobre a dinamica
da populagao. Apresentamos uma analise de ressonancias para este caso e mostra-
mos a existéncia de frequéncias da capacidade de suporte perto das quais a solugao
da equacao exibe um comportamento inesperado.



Abstract

In the present work, we study a delay differential equation, namely the Hutchinson
equation, which is a simple model for the dynamics of a population that shows
dependence on past times through a lagged variable.

This equation can be seen as a minimal equation that is able to produce os-
cillatory solutions in single species models. In order to analyze the solution near
the bifurcation point at which oscillations set in, we employ the multiple scales
method. The results obtained expose the limitations of the method, agreeing only
partially with numerical results.

We also analyze a variation of the Hutchinson equation with a periodic time-
varying carrying capacity, and find that, even at very small amplitude perturbati-
ons, the coupling of frequencies between the carrying capacity oscillation and the
natural oscillation can have a major effect on the population dynamics. We pre-
sent a resonance analysis for this case and show the existence of carrying capacity
frequencies near which the equation’s solution exhibit an unexpected behavior.
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Capitulo 1

Introducao

O uso de ferramentas matematicas para estudar fenomenos bioldgicos tem tido
crescente relevancia dentro da biologia como um todo, e particularmente em apli-
cagdes ecologicas.

Neste trabalho, estudaremos a dindmica de populacdes, ou seja, nosso objeto
de estudo nao sdo individuos, mas conjuntos de organismos que podem ou nao
pertencer a mesma espécie, porém possuem comportamento semelhante no que
concerne a sua dindmica. Concentraremo-nos em modelos para uma tnica po-
pulagdo, dita ndo-interagente, uma aproximacdo que nunca é estritamente valida
mas que se torna razoavel em certas situagoes, em fungido de um desacoplamento
da dindmica dessa populacido da de qualquer outra espécie particular [Murdoch
et al., 2002].

1.1 [Equacao Logistica

A equacdo logistica, estudada primeiramente por Verhulst no século XIX [Verhulst,
1845, 1847], é um modelo muito simples mas de enorme sucesso em biologia de
populagdes. Ela descreve a evolugio' temporal da densidade u (ou numero de
individuos) de uma populagao, sendo dada por:

du u(t)
— =ru(t) |1 — —=* 1.1
=t [1- 7] (1)
onde r > 0 é a taxa de crescimento intrinseco ou parametro malthusiano, que

reflete a taxa de crescimento da populacao sob condigdes ideais, ou seja, condicoes
em que nao haja qualquer limitante para o crescimento da populacdo [Malthus,

'Em biologia, “evolucio” geralmente diz respeito a mudangas das caracteristicas de uma po-
pulacdo ao longo do tempo; em Fisica, porém, é comum o uso deste jargdo no sentido apenas de
passagem do tempo, como neste trecho.



1817; Turchin, 2001]; e i’ > 0 é a chamada capacidade de suporte da populacdo, em
que efeitos de densidade, tais como competicdo intra-especifica (entre individuos
da mesma espécie) por espaco e recursos, levam a saturacdo do crescimento.

Este modelo parte do pressuposto de que a populacdo pode ser descrita isola-
damente de quaisquer outras, ou seja, ela é dita ndo-interagente. Ademais, ele ndo
contém qualquer tipo de estrutura interna, seja espacial, de estagios, etaria ou ge-
nética. Isto lhe confere grande generalidade, a0 mesmo tempo em que permite seu
uso como um modelo basico, a partir do qual podemos introduzir novas hipéteses
e fendmenos particulares.

1.2 Populacdes com estrutura de idade e a equacao
de Hutchinson

Como vimos, a equacao logistica ndo contém nenhuma espécie de efeito decorrente
do fato de a populagdo possuir estrutura etaria. Vamos nos ocupar, porém, de
populacdes em que tais efeitos podem afetar sua dindmica.

Existem diversas abordagens para o problema que modelam a estrutura eta-
ria completa, seja introduzindo estagios [Leslie, 1945; Gurney et al., 1983] ou uma
distribuicao de idades continua [von Foerster, 1959; Kot, 2001]. Nosso objetivo,
entretanto, é generalizar a equacédo logistica para incluir efeitos de estrutura eta-
ria sem alterar a descricio do modelo em termos apenas da densidade total de
individuos.

No apéndice A, introduzimos brevemente a equacido de McKendrick—von Fo-
erster e mostramos como, a partir de hipoéteses sobre a dependéncia etaria e de
densidade de populacao das taxas de natalidade e mortalidade, podemos chegar a
equacdo de Hutchinson.

Uma outra forma, mais heuristica, de fazé-lo é generalizar a equacao logistica
da seguinte forma:

du

- = (u, t)u(t) (1.2)

em que explicitamos a taxa de crescimento f como uma funcédo de u e de ¢. Essa
forma assume que a taxa de crescimento num determinado instante é uma funcao
apenas da populacdo total nesse momento. Entretanto, em muitas populagdes, o
impacto da densidade de populacdo sobre sua taxa de crescimento nao é imediato,
mas ocorre com um certo atraso. Este pode estar relacionado a diversos fatores,
como a taxa de recuperacdo do recurso, que ndo € instantanea; ou ao tempo de
maturacdo sexual do individuo, que é infértil até certa idade; ou ainda a existéncia
de estagios de vida, que podem tornar certas fases mais vulneraveis a falta de
alimento que outras.



Vamos entdo considerar que a taxa f deve depender da populacdo ndo apenas
no instante ¢, mas também em tempos anteriores. Usando a mesma forma da
equacao logistica, isso nos leva a um modelo com retardo distribuido:

Z—Q; = u(t) /000 w(t')r {1 - %u(t - t,)} dt’ (1.3)

em que w é uma funcgdo peso que da a contribui¢do da populacdo no tempo ¢ —
t' sobre a disponibilidade de recursos. Essa funcdo tem de obedecer a restrigdo

Jo~ w(t')dt' = 1, e frequentemente tem forma similar a da figura 1.1.

0.5

0.4

0.3]

w(7)

0.2]

0.1]

0.0

Figura 1.1: Funcdo peso w(T), que fornece a contribuigdo da populacio num ins-
tante anterior ¢ — 7 para o termo de saturagio da populagao, com valor tipicamente
proximo de 7'.

Essa situacdo pode ser simplificada assumindo-se uma distribuicao delta para
w(t'), que ndo se anula apenas num ponto ¢’ = 7. Isso leva a

du

E:ru{l—

(1.4)

conhecida como equacdo de Hutchinson, equacdo de Hutchinson-Wright [Hutchin-
son, 1948; Wright, 1946] ou ainda equacado logistica com retardo. Esta equagio sera



nosso principal objeto de estudo neste trabalho. Ela foi empregada por May [May,
1973] para explicar os classicos dados obtidos por Nicholson com moscas varejeiras
australianas (Lucilia cuprina) em laboratério [Nicholson, 1954].

A principio, qualquer populacdo deve apresentar efeitos de atraso temporal
mas, como veremos no capitulo 2, para certa faixa de parametros a dindmica da
equacio (1.4) é muito similar a da equacdo logistica tradicional. Isso permite, na
maioria dos casos, desprezar efeitos provenientes de atraso temporal.

Por outro lado, a equacdo de Hutchinson pode ser criticada por introduzir um
parametro 7 de dificil interpretagdo biolégica — usualmente, toma-se 7 como o
tempo até a maturidade sexual do individuo, mas essa interpretacdo nao se ajusta
bem ao fato de o termo defasado ser aquele dependente da densidade, ou seja,
o de saturacdo, e ndo o termo linear, que representa o crescimento da populacao
[MacDonald, 1978]. Outra interpretacdo possivel, a de que 7 esta relacionado a
um tempo tipico de recuperacdo dos recursos [May, 1973], encontra dificuldades
de verificacdo experimental mesmo qualitativamente.

Neste estudo, por outro lado, pudemos obter uma indica¢ao clara do significado
do parametro 7 por meio do calculo realizado no apéndice A. Mostramos que, para
reobtermos a equacdo de Hutchinson, devemos supdr taxas de fecundidade e mor-
talidade constantes e independentes de idade, e ainda uma retirada de individuos
que chegam a idade 7 proporcional ao tamanho total da populacdo. Em outras pa-
lavras, isto corresponde a existéncia de uma idade tipica em que os individuos sao
particularmente frageis a competicdo por recursos. Podemos argumentar que, se
esse fendmeno de fato ocorre, tomar 7 como o tempo de maturacdo do individuo
nao deve estar muito distante da realidade.

Finalmente temos de comentar que, experimentalmente, este modelo gera re-
sultados corretos apenas qualitativamente, ou seja, prevé ciclos cujo periodo de-
pende da espécie mas ndo da densidade absoluta da populacdo [Gurney et al.,
1980].

Entretanto, a equagdo de Hutchinson, tal como a propria equacgao logistica,
nao deve ser tomada como um modelo completo ou “realista”, mas sim como um
modelo minimo que permite estudar oscila¢des induzidas por um mecanismo de
defasagem em populacdes ndo-interagentes.

1.3 Ciclos em biologia de populacoes

Uma das grandes questoes em biologia de populacdes é explicar por que algumas
delas podem oscilar [Kendall et al., 1999; Nisbet and Gurney, 1976b; Murdoch et al.,
2002]. De maneira geral, os mecanismos envolvidos se encaixam em trés catego-
rias: acoplamento a ciclos “externos”, como o circadiano ou o de estacoes [Fretwell,
1972]; ciclos induzidos por relagdes do tipo predador—presa, como exemplificado



pela classica equacdo de Lotka—Volterra [Lotka, 1925; Volterra, 1926]; e ciclos pro-
venientes da dindmica intrinseca da populagdo. Nesta ultima encontram-se tanto
modelos discretos no tempo quanto equagdes diferenciais com retardo discreto
(como a de Hutchinson) ou distribuido.

A principal distin¢do entre a dinamica da equacdo logistica tradicional e sua
versdao com retardo é o fato de que esta apresenta oscilacdes quando o retardo 7 é
suficientemente grande. Essa caracteristica, comum a muitos modelos envolvendo
atraso temporal — particularmente equagoes a diferencas —, insere o estudo dessa
equacdo no contexto mais amplo da procura de mecanismos responsaveis pela ob-
servacdo de oscilacoes na dinadmica de populagdes, tanto em campo quanto em
laboratério.

A ocorréncia de ciclos é, evidentemente, um fendmeno observavel apenas em
escala populacional, mas sua causa encontra-se na historia de vida da espécie, de
modo que néo ¢ trivial distinguir qual é o fator determinante, visto que os me-
canismos citados acima estdo quase sempre presentes simultaneamente. Com a
finalidade de caracterizar e compreender esse fenomeno, é essencial o uso de mo-
delos matematicos capazes de relacionar caracteristicas de histéria de vida — como
tempo de maturacdo dos jovens, taxa de consumo de recursos, taxas de predacao,
taxa de mortalidade etc. — com ocorréncia e caracteristicas de ciclos populacionais,
particularmente seu periodo.

Nesta dissertacdo, estudaremos a dinamica da equacdo de Hutchinson, bem
como uma variante desta, considerando uma capacidade de suporte dependente
do tempo, periddica. Veremos que, mesmo com oscilagdes muito pequenas, o aco-
plamento entre uma frequéncia externa e a frequéncia intrinseca da dinamica da
populacao podem resultar em grande variagao na amplitude dos ciclos.



Capitulo 2

A Equacao de Hutchinson

Neste capitulo vamos expor resultados, ja conhecidos da literatura, sobre o com-
portamento das solucdes da equacdo de Hutchinson em varios regimes, ou seja,
para diferentes valores de parametros, e em particular analisaremos como variam
o periodo e a amplitude das solucdes com respeito a esses parametros. As refe-
réncias principais utilizadas neste capitulo foram [Hale, 1977; Gopalsamy, 1992;
Bellman and Cooke, 1963].

No apéndice B pode ser encontrada uma introdugao a equagoes diferenciais
funcionais com retardo, que servira de base aos resultados aqui apresentados.

2.1 Definicio e solucoes

A equagao de Hutchinson (1.4) pode ser reescrita em variaveis adimensionais fa-
zendo os seguintes reescalonamentos:

!/ U / /
U= r T =717 (2.1)
para obter, depois de simplificada a notacao,
d
— =ull—u(t—7)], (2.2)
sujeita ainda a condigao inicial
u(t) =o(t), —17<t<0 (2.3)

Esta é uma equagao diferencial com retardo que contém apenas um parametro,
7, com 7 > (. O problema de valor inicial s6 é bem definido quando fornecemos
uma histoéria inicial  num intervalo de tamanho 7, como explicado no apéndice
B.1.



Podemos integrar numericamente a (2.2) usando métodos descritos no apén-
dice C. A figura 2.1 mostra solugdes obtidas dessa forma para alguns valores de 7.
Vemos que a solugdo para 7 = (.2 apresenta apenas crescimento e saturacdo, mas

oscila e também tende a w = 1 para 7 = (0.5; e para 7 = 1.6 aparecem oscilacoes
nao amortecidas.

2.5

— 7=0.2
— 7=0.7
— 7=1.6

3

(O]

©

©

S

w0

C

(O]

©

15 20 25 30

tempo (t)

Figura 2.1: Solugdes da equacdo de Hutchinson (2.2) para alguns valores de 7, com
condicdo inicial ¢(t) = 0.05,¢ € [—7;0].

Podemos compreender melhor esse comportamento recorrendo a analise de
estabilidade linear dos pontos fixos dessa equacao, realizada na se¢ao a seguir.
2.2 Pontos fixos e estabilidade
A equacio (2.2) possui dois pontos fixos,

u* =0 e u =1.

Como vimos no apéndice B.3, a estabilidade destes pontos fixos pode ser anali-
sada estudando a estabilidade da equacao linearizada ao redor desses pontos. Para
o primeiro ponto fixo, u* = 0, a linearizacao é

du
E = u(t) ) (2.4)

7



cuja solugdo é u(t) = uge' ou, em outras palavras, a equacéo tem autovalor A = 1,
e portanto o ponto fixo u* = 0 é sempre instavel. Isto era esperado, devido a
termos imposto 7 > (0 na equagao original.

Linearizando ao redor do ponto fixo u* = 1, vem

du
— =—u(t—r1 (2.5)
= —ult =),

e aqui encontramos uma equacao diferencial linear com retardo. Os autovalores
desta equacdo correspondem as raizes do polinémio caracteristico

h(A) = A +e 7,
como mostrado no apéndice B.2. Para 7 < e~!, existe um autovalor real, nega-
tivo, que é também o de maior parte real — e que, consequentemente, domina o
comportamento da solucdo — de maneira que, para esses valores de 7, a solucédo
se aproxima do ponto fixo monotonicamente. Este resultado foi primeiramente
mostrado por [Kakutani and Markus, 1958].

1.2

— 7=0
— 7=0.3

1.0

0.8

0.6

densidade (u)

0.4

0.2

0'GO 2 4 6 8 10 12 14

tempo (t)

Figura 2.2: Solucdo da equacdo de Hutchinson (2.2) e da equacdo logistica (1.1)
(1 = 0), com condi¢do inicial ¢(¢) = 0.05,¢t € [-7;0],r =1e K = 1.

Esse comportamento é o mesmo apresentado pela equacao logistica, e isso ex-
plica porque em muitas situacdes podemos desprezar a presenca de retardamento:
para T abaixo de certo valor, o comportamento qualitativo é o mesmo da equacao



sem retardo, que tem a vantagem de ser muito mais simples. A figura 2.2 mostra
um exemplo das duas lado a lado.

Quando 7 > e~ !, nio existem mais autovalores reais, e portanto a solucao
oscila ao redor do ponto fixo u* = 1. Entretanto, todos os autovalores tém ainda
parte real negativa para 7 < 7/2, o que garante que esse ponto fixo ainda seja
estavel.

Quando 7 = 7/2, um par de autovalores cruza o eixo imaginario em A\ =
+i. Com isto, o ponto fixo deixa de ser estavel, dando origem a oscilacdes, que
tendem a ser periddicas quando ¢ — oo. Essa bifurcacdo, em analogia com a
teoria de bifurcagdes em EDOs, é chamada de bifurcacdo de Hopf, pois também
¢ caracterizada pela perda de estabilidade de um par de autovalores complexos
conjugados, dando origem a um ciclo limite.

[,

densidade (u)

0 10 20 30 40 50
tempo (t)

Figura 2.3: Solugdes oscilantes da equacao de Hutchinson (2.2) para diversos valo-
res de 7, com condicdo inicial ¢(¢) = 0.5,¢ € [—7;0].

Proximo da bifurcacio, a solucdo é aproximadamente simétrica com relagao
aos seus picos e vales; mas, com o aumento de 7, passa a apresentar periodo maior,
com picos de grande amplitude e vales longos, como pode-se observar na figura
2.3.

Na proxima secdo trataremos de analisar esse comportamento oscilatério, par-
ticularmente com respeito ao parametro 7.



2.3 Comportamento das solucdes oscilantes

Como vimos na se¢do anterior, para 7 > 7/2, a equagdo de Hutchinson (2.2)
apresenta oscilagoes sustentadas. Nesta se¢ao, vamos analisar como se comportam
essas solucoes quando variamos 7.

Primeiramente, olharemos para a amplitude da solugdo. Quando 7 cresce, a
tendéncia é termos picos mais acentuados e curtos, e vales mais longos e profundos.
De fato, na figura 2.4 vemos que a amplitude do pico cresce exponencialmente
com T, enquanto que a figura 2.5 mostra que o vale chega a valores cada vez mais
proximos de zero de forma mais rapida do que exponencialmente.

140

120

100

80

max(u)

60

40

20

5 20 25 30 35 40 45 50 55 6.0
retardo (7)

Figura 2.4: Valor maximo atingido pela solucao da equagao de Hutchinson (2.2) em
funcdo do parametro 7, com condigéo inicial ¢(t) = 0.5,¢ € [—7; 0], tomado apds
o periodo transiente.

Essa caracteristica do vale deixa claro que néo é possivel que uma populacao
cuja dinamica seja bem descrita pela equacao de Hutchinson tenha retardo grande,
pois densidades tao proximas de zero seriam equivalentes, na pratica, a extincao
da populagao.

Ademais, para valores grandes de 7, surgem dificuldades numéricas na inte-
gracgao dessa equacdo, porque a solucdo toma valores arbitrariamente préoximos do
zero, o que pode levar a erro numérico e resultar em valores negativos espurios na
solucdo, que desestabilizam a solucdo periddica.

Outra propriedade de interesse da solucédo é o seu periodo 7, particularmente
devido ao fato de a razao periodo—retardo ser de relevancia pratica para a discus-
sdo sobre mecanismos pelos quais populacdes podem oscilar, introduzida na se¢ao

10
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Figura 2.5: Valor minimo atingido pela solucdo da equacdo de Hutchinson (2.2) em
funcéo do parametro 7, com condicdo inicial ¢(t) = 0.5,¢ € [—7; 0], tomado apds
o periodo transiente.

1.3.

Analiticamente, é possivel obter valores aproximados do periodo 7' fazendo
suposigdes sobre o valor de 7. Para 7 ~ 7/2, um célculo simples encontrado em
[Murray, 2002] leva a:

2
T(e)&—ﬁm, T:E—FE, (2.6)
L— 2(1+72/4) 2
enquanto que uma analise mais cuidadosa, encontrada em [Morris, 1976] resulta
em
167(1 — 7/2)
(37 —2)

Podemos ainda tomar 7 — 0o, em que [Fowler, 1982] chegou a seguinte apro-
ximacao:

T(r) = 4r + (27)

T(r)yme +14+0(e7) (2.8)

Na figura 2.6, vemos que ambas as aproximagdes para 7 ~ 7/2 concordam
com o periodo obtido a partir das solu¢des numéricas para 7 bem proximo da
bifurcacdo, com a aproximagio (2.7) ligeiramente melhor. A aproximacio para
T — 00, entretanto, é razoavel mesmo para valores relativamente baixos de 7.

11



Figura 2.6: Periodo da solucdo da equacdo de Hutchinson (2.2) em func¢ao do pa-
rametro 7, com condigdo inicial ¢(t) = 0.5,¢ € [—7; 0], calculado apds o periodo
transiente. Também sdo mostradas aproximacdes para 7 & /2 e para T — 0.
No inset, trecho proximo de 7 = 7/2 ampliado.
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Capitulo 3

Analise de Multiplas Escalas

Neste capitulo, introduzimos brevemente o método de perturbagdes e o método
de multiplas escalas, e a seguir aplicamo-lo & bifurcacio de Hopf em 7 = 7/2
discutida no capitulo 2. Realizamos a expansao e obtemos as equagdes seculares,
cujas solucdes — oscilatorias ou constantes, dependendo da ordem da expansao
usada — sdo discutidas na secéo 3.4.

3.1 Teoria de perturbacdes classica e o método de
multiplas escalas

O método de perturbagdes é ferramenta de grande popularidade e utilidade entre
fisicos e matematicos, com uma gama imensa de aplica¢des e ampla literatura (por
exemplo, [Hinch, 1991; Kevorkian and Cole, 1996]). Sua ideia central consiste em,
partindo de uma equacio de solugdo conhecida Hy, obter solu¢des aproximadas
para um outro problema similar, dito perturbado, H. Essa solugdo aproximada
devera ser assintotica no chamado pardmetro perturbativo €, proporcional a dife-
renga entre o problema original Hy e H, que se reduz ao primeiro quando € vai a
Zero.

Uma sequéncia de funcdes {u,(¢)} é chamada assintética se, para todo § >
0, existe ¢ > 0 tal que |u,y1(€)| < O|u,(e)|, para cada n = 1,2,... [Hinch,
1991]. Isso equivale a dizer que podemos truncar a série numa dada ordem, para
¢ suficientemente pequeno. E importante notar que uma sequéncia assintética nao
necessariamente ¢ convergente.

Para a aplicacdo do método, a forma usual de proceder é expandir a solucédo
em termos de uma série de funcoes (desconhecidas) com uma forma conveniente
e assumir, temporariamente, que ela seja assintotica — esta suposicdo devera ser
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analisada posteriormente. Por exemplo, poderiamos tomar
u:uo+eu1+62uQ+...

Substituindo esse Ansatz no problema original e igualando as poténcias de e, é
possivel determinar os termos da série recursivamente, ou seja, primeiramente ob-
temos u (solugdo do problema original), que entrara na equacao que determina w4,
e obtidos esses, usamos o resultado na equacao da 2* ordem em ¢, que determinara
U9, € assim sucessivamente.

Uma vez obtida a série {u,, }, ou melhor, os primeiros termos dessa, devemos
averiguar se ela é, de fato, assintotica, como assumimos. Se for, entdo nossa hipo-
tese esta justificada e temos, portanto, uma solugido aproximada para o problema
— embora esta “solucdo” deva ser analisada com cuidado, face a hipétese de assin-
toticidade que adotamos.

O procedimento que descrevemos é a forma mais simples dos métodos pertur-
bativos, mas em muitos problemas ele nédo ¢ suficiente, geralmente porque a série
{u,} encontrada nio satisfaz o requisito de ser assintética. Isso pode ocorrer, por
exemplo, se componentes de ordem mais alta entram em ressonancia com termos
de ordem mais baixa, de modo que esses termos de ordem mais alta, chamados
termos seculares, crescem indefinidamente, destruindo a assintoticidade.

Existem diversas técnicas para contornar esse problema. Para fazé-lo, é pre-
ciso examinar as hipoteses implicitas no Ansatz acima. A hipétese crucial é de
que a dependéncia em € se da através de uma série de poténcias. Varios méto-
dos modificam esta hipdtese. O método de que trataremos aqui é conhecido como
método de multiplas escalas, aplicado a equagdes diferenciais. Ele se presta muito
bem a situacdes envolvendo duas (ou mais) escalas de tempo distintas evoluindo
simultaneamente.

O quociente destas escalas de tempo é um numero muito menor do que um,
e pode prover um pardmetro perturbativo natural. Supomos entdo que todas as
variaveis dinamicas (u,,) dependem diretamente de todas as escalas de tempo, de
modo que, nesta expansdo, a dependéncia em € ndo é simplesmente polinomial,
mas também aparece por intermédio das escalas de tempo lentas. Nesse caso,
precisamos levar em conta que as derivadas serdo afetadas por essa decomposicéo,
e fazemos a correspondéncia

d 0 0 5 0
O tempo total ¢ pode ser recuperado somando-se sobre todas as escalas temporais,
t=1tgtet; +....

O fato de que agora cada termo w;(to, 1, ...) da série é funcéo de tg, 1, ...
acrescenta novos “graus de liberdade” a solugdo das equacdes recorrentes. No en-
tanto, para que o problema fique bem definido precisamos dizer qual é a dinamica
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das variaveis dependentes em ¢;, s, .... O método das multiplas escalas consiste
exatamente em impdr que esta dindmica — a principio arbitraria — seja tal a man-
ter a série assintotica.

3.2 Aplicacdo a equacdo de Hutchinson

Aplicaremos o método de multiplas escalas a equagdo de Hutchinson proximo ao
ponto de bifurcagdo 7 = /2. Nesse esquema € serd o parametro perturbativo,
positivo, medindo a distancia de 7 do parametro de bifurcacgao, e partiremos da
seguinte forma da equacao, obtida pela transformacao de variaveis u — 1 + u:

du
dt
Antes de mais nada, para aplicar as ideias da teoria de perturbacoes precisare-
mos que esta equacdo se reduza a uma que saibamos resolver para ¢ = (0. Mesmo
com 7 = 7/2, ainda temos uma equacido ndo-linear que nio sabemos resolver.
Vamos, entdo, procurar solugdes fracamente nao-lineares, reescalonando u = eu’
para obtermos (ja abandonando a notagao com linha)

—u(t —7) [1+ u(t)] (3.1)

du
— = —u(t —7) [1 + eu(t)] (3.2)
dt
em que o termo nao-linear u(t — 7) u(t) é, ele mesmo, uma perturbagéo ao pro-
blema linear % = —u(t — 7), de que ja tratamos no apéndice B. Ademais, quere-

mos analisar 7 diferente de 7/2, entdo escolhemos 7 = 7/2 + o€’ A razdo dessa
escolha fica clara quando se aplica o método, e vem do fato de que, como a nao
linearidade é quadratica, os termos seculares aparecem nas ordens pares apenas. A
equacdo fica entdo:

du

i

Agora escolhemos o Ansatz para a solucdo e as escalas temporais, ainda guia-
dos pelo fato de a nao linearidade ser quadratica:

—u (t - g — ae2> (14 eu(t)] (3.3)

t =1ty + €2t1 + €4t2 +... (3.4)
U(to,tl, .. ) = Uo(to,tb .. ) + Eul(to,tl, .. ) + €2U2<t0,t1, c. ) + ... (35)

E necessario entdo expandir tudo em termos de poténcias de €, de maneira que
expandiremos u(t — 7) em séries de Taylor ao redor de ¢ = 0, ou seja, de t — 7/2:

2
4 du

u (t — g — 052> =u(t—n/2)—0ce fl—?(t—ﬂ/Z)—i—UQe W(t—ﬂ/Z)—F. .. (3.6)

15



e faremos % — 8%) + 628%1 + ... que, substituida na (3.3) e na (3.6), leva a

0
a%g—i—uo(to—ﬁ/m =0
2_1;; +uy(to — 7/2) = —uo(to)uo(to — 7/2) 6.7
?9_17:5 + ug(to — m/2) = _?)_175?(%) — uo(to — m/2)us(to)
—up(to)uy (t — 7/2) + aaa—qzol(to —7/2)

A solugdo completa em ordem 0 em € é, como vimos no apéndice B,

Uo(to, tl, .. ) = Z Cz'(tl, tQ, cen )6)\it0 +c.c., (3.8)
7
em que 0s \; sdo as raizes (complexas) do polindmio caracteristico, ¢; sdo cons-
tantes complexas arbitrarias, mas que podem depender das escalas de tempo mais
lentas, e c.c. quer dizer o complexo conjugado dos termos anteriores, um atalho
conveniente para auxiliar as contas, que pode ser introduzido pelo fato de a solu-
cdo ser necessariamente real.

Neste ponto, faremos uma adaptacdo do método usualmente empregado em
equagdes diferenciais ordinarias. Nestas, as solu¢des de uma equacdo podem ser
escritas como combinacdo linear de um numero finito (da dimensdo do espago
de fases) de autofuncdes. No problema que tratamos, ha infinitas autofungdes, o
que deixa os calculos dificeis de manejar. Para contornar isso, desprezaremos as
autofuncdes transientes, ou seja, que possuem autovalor com parte real negativa,
o que nos deixa apenas uma autofuncio, que possui autovalor \ = 1.

A primeira razao que possibilita essa aproximacdo é o fato de que termos que
decaem exponencialmente a zero nao sao ressonantes, mesmo que sua frequéncia
seja igual a um autovalor da parte linear. A segunda razdo é que, como mos-
trado na secdo B.2 do apéndice, a equacao linear nao possui nenhum autovalor de
frequéncia inteira. Os termos seculares sdo provenientes de termos ressonantes no
lado direito das equacoes (3.7); como a solu¢do em ordem 0 é de frequéncia in-
teira, e os termos a direita sdo sempre produtos e poténcias das solugdes em ordens
menores, gerando sempre frequéncias inteiras, apenas essas frequéncias poderiam
dar origem a ressonancias na solucdo da equacdo linear. Logo, as autofuncgoes
desprezadas ndo dao origem a termos seculares.

Seguiremos, portanto, apenas com a solu¢do em ordem 0

ug = A(ty, ta, ... )e" + cc. (3.9)
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em que A é uma amplitude complexa que nao depende de ¢,, apenas das escalas
de tempo mais lentas. Substituindo na 1* ordem da (3.7), obtemos

0 ,
71y ui(ty — /2) = iA%e*™ 4 c.c.,
Jto
cuja solucao é
2 —i)A?
U = —( 5Z) e* + cc.

em que supusemos que toda a contribuicido da parte homogénea da solugdo — ou
seja, o termo €' e as solucdes transientes desprezadas — ja esta contida em uq.
Substituindo u( e ©1 na equacdo para a 2* ordem, chegamos a

5’u2 814 31 —

a_t+U2(0—7T/2): 8_1f1_UA

3+1

A to AB 3itg + c.c.

Vv
termo secular

(3.10)
e aqui temos uma “forca externa” de frequéncia 1, que entra em ressondncia com
a solucdo da parte linear da equacio. E neste ponto que fica clara a maneira pela
qual as multiplas escalas de tempo permitem levar o método adiante. O coeficiente
A(ty,ts,...), sendo arbitrario e dependente de ¢y, s, ..., pode ser escolhido de
maneira a anular os termos seculares. Essa imposi¢ao leva a

A , 1 — 3
o A (a + [|A] i ) (3.11)

Obtida essa condicdo, chamada equacdo secular, podemos continuar o célculo
para ordens superiores. O procedimento é o mesmo, porém as expressoes tornam-
se mais longas. Assim como na 2* ordem, voltam a aparecer termos seculares na
ordem 4, e em todas as ordens pares seguintes, que ddo origem a novas equacoes
seculares.

Seguindo dessa forma, nosso objetivo é chegar a solucdo em ordem 0 com
amplitude complexa A variando na escala de tempo mais lenta ¢, (e o, t5 etc.).
As equacdes seculares sdo equacgdes diferenciais ordinarias com A como variavel
dependente em funcao de t1, ¢, . . .. Para obtermos a expresséo de A como funcao
do tempo total ¢, lembramos da correspondéncia ; 4 —I— €22~ + ..., notando

ainda que 5= ‘M =0:
dA (9A 40A
ST T TS
Essa equacdo, que chamaremos de equacdo secular total, pode ser analisada
pelos métodos usuais de analise de pontos fixos e estabilidade, ou ainda integrada
numericamente a fim de obter A, e portanto a aproximacédo v, com corre¢ao na
amplitude até ordem n.

(3.12)
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3.3 Implementacio computacional

De um ponto de vista pratico, os calculos algébricos para obter a equacado dife-
rencial (3.12) se tornam extremamente dificeis para ordens maiores (mesmo as
expressoes em ordem 4 ja sdo inconvenientes para incluir no texto), de maneira
que tornou-se mais simples lancar mao de um pacote de algebra simbdlica compu-
tacional, o SymPy (Symbolic Python [SymPy Development Team, 2009]).

Para realizar o calculo, temos que notar que cada uy, pode ser escrito como

n+1
uk(to, t17 N ) = chj(tla Ce ) ejito

=0
em que 0s ¢, sdo coeficientes complexos e n é a ordem maxima da expansdo da
solugdo, que determina a maior frequéncia que pode ser alcancada. Definindo as
operagdes de soma, produto, derivacio e expansao de Taylor em torno de t — /2,
podemos escrever as equacdes (3.7), que nesse formalismo se tornarao sistemas de
equacdes algébricas lineares para os coeficientes c,;. Cada uma delas pode ser
resolvida em termos de ¢y; (acima chamado de A), o coeficiente da solu¢do em
ordem 0, e dos coeficientes de ordem mais baixa, ja calculados.

Dessa forma, conseguimos levar o calculo até a décima ordem, obtendo a equa-

cao secular total até essa ordem. O codigo em Python pode ser encontrado no
apéndice D.

3.4 Analise das equacoes seculares

O problema a seguir ¢ analisar a equagao (3.12), que fornece o comportamento
da amplitude das oscilacdes. Dado que as expressdes resultantes sdo complexas e
extensas demais para permitir analise qualitativa, fazemos uma analise puramente
numérica. Neste caso, usamos o integrador numérico odeint encontrado no pacote
SciPy [Jones et al., 01 ], que se baseia no tradicional LSODE [Radhakrishnan and
Hindmarsh, 1993].

A solugdo da (3.12) em ordem 2 (equagdo (3.11)) é divergente, mas para ordens
a partir de 4, o médulo da amplitude | A| tende a um ponto fixo. O célculo algébrico
foi estendido apenas até a ordem 10, devido a limitagdes de hardware.

Na figura 3.1, vemos a trajetéria complexa de A para ordens 4, 6 e 10. Apesar
do comportamento oscilatorio das solugdes em 4* e 6* ordens, a amplitude sempre
vai para um ponto fixo, como pode ser visto na figura 3.2, que mostra a evolucio
temporal do mddulo da amplitude.

Vamos agora retornar a equacao original (2.2), dada por

du

azu[l—u(t—ﬂ] ,
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Figura 3.1: Partes real e imaginaria da solugdo da equacdo (3.12) em ordem 4, 6 e
10 com € = 0.1 e 0 = 1. A condigdo inicial é A(0) = 1 + ¢ em todas as curvas. As
solucoes em 4* e em 6* ordens tendem a um ciclo limite, enquanto que a de ordem
10 vai para um ponto fixo.

e compara-la a solucdo obtida por meio da analise de multiplas escalas. Para tal, te-
mos que recordar as mudancas de variaveis que fizemos: primeiramente, tomamos
u = 1 4 u, e depois reescalonamos % por €, de modo que

u=1+eu,

em que u' é o obtido neste capitulo e u o original da equagdo (2.2). A aproximagao
em ordem 0, com amplitude corrigida pela dindmica na escala lenta, fornece entao
a seguinte aproximacao para u:

u(t) = Ae™ + c.c = 2R(A)cos(t) + 23(A)sen(t) (3.13)

Os resultados obtidos em ordens 4, 6 e 10 sio mostrados na figura 3.3, e os
periodos correspondentes a cada solugdo (depois de atingida a fase “estacionaria”,
ou seja, periodica) se encontram na tabela 3.4. A observacdo desses mostra que,
por um lado, parece ser possivel aproximar-se do periodo verdadeiro da solucéo e,
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100 120

Figura 3.2: Mddulo da amplitude da solucdo da equacéo (3.12) em ordens 4, 6 e 10,
come=0.1lec=1.

por outro, a solugdo aproximada prevé a estabilizacdo de oscilacdes de amplitude
fixa.

No entanto, a amplitude das oscilagdes em todas as ordens foi tal que a solucéo
sempre foi levada a valores negativos, o que € inaceitavel tanto bioldgica quanto
matematicamente, dado que o ponto fixo u = 0 € instavel e simulacdes numéricas
mostram que solugdes que cruzam o zero acabam por divergir — () Q —00.

Essa falha da aproximagao pode ser, apenas, devido a necessidade de expandir
até ordem mais altas para obter aproximacdes melhores. E conhecido na literatura
que certos tipos de bifurcacdo podem levar a uma analise de multiplas escalas

solucao | periodo (T)
U 6.33
u® 5.21
u® 5.36
ut0) 6.28

Tabela 3.1: Periodo da solugdo u e das aproximagdes em varias ordens para € = (.1
ec =1
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Figura 3.3: Solucdes u(t): “verdadeira”; aproximada até ordem 4; até ordem 6; e até
ordem 10, de cima para baixo. Nas solugdes aproximadas, foram usados ¢ = 0.1 e
o=1

soluvel apenas em ordens altas (por exemplo, [Becherer et al., 2009]).

Por outro lado, é possivel que o método ndo seja aplicavel a este caso, possi-
velmente por dois motivos aparentes: a amplitude da solucdo em funcdo de 7 é
descontinua na bifurcacdo em 7/2 ou, em outras palavras, a bifurcacio se da “a
partir do infinito”. A segunda razdo deve-se a complexidade de equacdes com re-
tardo em geral, que resulta em um espaco de fases de dimensao infinita — o que nos
obriga, por exemplo, a tomar a aproximacio feita na equagao (3.9). De qualquer
forma, o método de multiplas escalas, da maneira como é usualmente empregado,
raramente traz qualquer garantia — ou demonstracdo formal — de que produzira
aproximacoes validas.

21



Capitulo 4

Capacidade de suporte periddica

Neste capitulo analisamos como se comporta a equagao de Hutchinson sob um re-
gime de oscilagdes periddicas da capacidade de suporte. Na primeira secdo, discu-
tiremos brevemente a relevancia ecologica dessa analise, levada a cabo na segunda
secao.

A abordagem utilizada foi exclusivamente numeérica, em vista dos problemas
encontrados na aplicacdo da teoria de perturbagdes no capitulo 3.

4.1 Oscilacoes forcadas

Quando desenvolvemos modelos, particularmente modelos deterministicos, € inte-
ressante manter a quantidade de variaveis reduzida ao minimo necessario capaz de
apresentar o comportamento desejado. Nesse espirito, os modelos para populacoes
sdo, em geral, autonomos — ou seja, ndo contém dependéncia explicita no tempo.
Entretanto, estudar a resposta do sistema a perturbagoes externas, sejam elas es-
tocasticas ou deterministas (possivelmente periddicas), é de grande relevancia no
contexto da teoria ecoldgica, uma vez que sao raras as situagdes experimentais que
permitem grande controle sobre o sistema, o que exige que qualquer predigao seja
robusta com respeito a perturbagdes de diversos tipos.

A equacgao de Hutchinson, como ja comentado, tem a propriedade de ser um
modelo minimo que apresenta, para certos parametros, oscilacdes sustentadas.
Uma consequéncia imediata é considerar que essa oscilacdo introduz uma escala
de tempo natural no sistema, o periodo das oscilacées. Podemos nos perguntar,
entdo, como essa escala de tempo interage com frequéncias externas, tais como
variacOes sazonais, circadianas etc.

Vamos aqui estudar uma adaptagio da equagao de Hutchinson, primeiramente
estudada por Nisbet & Gurney [Nisbet and Gurney, 1976a], que considera a capa-
cidade de suporte K dependente do tempo, oscilando periodicamente. Ela pode ser
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escrita como J
di: = u(t)[1 — (1 + acos(yt))u(t — 7)] (4.1)

Em seu trabalho, Nisbet & Gurney fazem uma anélise dos varios regimes das
solugdes, para uma ampla variedade de parametros. Neste trabalho, entretanto,
nos focaremos na anéalise de ressonancia entre as frequéncias natural e externa do
sistema. Isso nos leva a considerar oz como um parametro pequeno, e y préoximo a
frequéncia natural do sistema, que depende de 7.

Na figura 4.1 ilustramos algumas solucdes da (4.1) obtidas numericamente. E

facil notar o aparecimento de frequéncias secundarias que se superpdem a oscila-
cdo rapida.

2.5
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<l
~1.0
—
i) 5
5 0.
0.0
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15
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?\
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=
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Figura 4.1: Solucoes numéricas da (4.1) para diversos valores de v, com 7 = 1.7 e
a=0.1.

Podemos observar como varia a amplitude dessas oscilacoes na figura 4.2, que
mostra 0 maximo e o minimo da trajetéria para cada valor da frequéncia externa y
depois de passado o transiente. Fica claro que os maximos e minimos sdo aproxi-
madamente simétricos em relacdo ao ponto fixo ao redor do qual se d4 a oscilagao.
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Figura 4.2: Maximo e minimo de u apds o transiente em funcio da frequéncia da
capacidade de suporte 7, com o = 0.0l e 7 = 1.7.

4.2 Ressonancia

Na figura 4.3 consideramos a amplitude total da oscilagdo (max(u) — min(u))
como funcao de 7, e podemos verificar a presenca de ressonancia entre essa frequén-
cia externa e a frequéncia natural, indicada em vermelho. Indicamos também o
dobro dessa frequéncia, em que também aparece o mesmo fenémeno.

Uma particularidade surpreendente presente nesses graficos é a existéncia de
uma fenda muito proxima do pico de amplitude. Na figura 4.4 mostramos essa
regidao com grande detalhe. Esse declinio termina com um salto abrupto para am-
plitudes mais altas.

Na figura 4.5, investigamos uma possivel explanacio dessa peculiaridade. Gra-
ficamos o valor tomado por u nos picos, ou seja, plotamos o envelope de u, ao
longo do tempo, para  antes do declinio, dentro da “fenda” e logo depois desta.

Deve-se notar que, no grafico (c) (y = 0.915), o envelope oscila com periodo
e amplitude muito grandes, apesar de ainda apresentar as oscilagdes usuais na
mesma escala dos anteriores (quase imperceptivel na escala da oscilacio maior). E
essa amplitude aumentada que provoca o salto na amplitude maxima observada
anteriormente. O periodo dessa oscilacdo do envelope diminui quando aumenta-
mos 7, e portanto proximo da fenda, quando ela surge, possui periodos arbitra-
riamente grandes, o que exige calculos muito longos. Entretanto, mesmo usando
tempos imensamente grandes (f = 107), ndo foi possivel detectar essa oscilacio
para, por exemplo, v = 0.91, o que sugere que a “fenda” ndo é apenas um artefato
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Figura 4.3: Amplitude de u (maxz(u) — min(u)) apds o transiente em funcio da
frequéncia da capacidade de suporte v, com o = 0.01 e 7 = 1.7. Pontilhado em
vermelho estdo a frequéncia natural (27 /7 (7) = 0.9023) e o dobro dela (~ 1.804).

(apesar de que sua largura e profundida a direita seriam alterados se tivéssemos
usado tempos totais de integragao mais longos).

A curva de ressonancia obtida mostra caracteristicas de certa forma surpreen-
dentes. A existéncia da fenda vizinha ao pico usual de ressonancia ainda esta para
ser compreendida num contexto que nao o puramente numérico. Por outro lado,
a falha da teoria de perturbacoes baseada em equacdes de amplitude impde que se
busquem abordagens novas, as quais estao fora do escopo desta dissertagao.
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Figura 4.4: Ampliacio da figura 4.3 préximo do pico da curva de ressonancia. E
mostrada a amplitude de u fungao da frequéncia da capacidade de suporte v, com
a =0.01e7 = 1.7, com a frequéncia natural (~ 0.9023) pontilhada em vermelho.
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Figura 4.5: Picos de v em funcé@o do tempo para algumas frequéncias da capacidade
de suporte (indicadas na figura 4.4): (a) v = 0.895; (b) v = 0.911; e (c) v = 0.915.
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Capitulo 5

Conclusoes

Neste trabalho abordamos um modelo simples que pode descrever popula¢des nao-
interagentes cuja dinamica é oscilatoéria. A equacdo estudada, a equagdo de Hut-
chinson, apesar de pouco verificada em aplicagdes, ja foi amplamente estudada,
devido a sua forma simples — tendo porém uma dinamica complexa.

Ela é geralmente introduzida de maneira heuristica, porém pudemos reobté-
la (ver apéndice A) a partir de um modelo geral, a equacdo de McKendrick—von
Foerster, fazendo suposi¢des simples, mesmo que ndo evidentes, sobre a forma
dos parametros daquele modelo, e portanto definir com clareza os pressupostos
envolvidos na derivagdo da equagao de Hutchinson.

Uma pergunta interessante que nos colocamos foi: como se comporta uma po-
pulacdo descrita pela equacdo de Hutchinson sob um regime de oscilacdes periddi-
cas externas? Para ataca-la, escrevemos uma variante da equacdo de Hutchinson
com capacidade de suporte dependendo do tempo e periddica.

O resultado dessa investigacdo foi, naturalmente, um comportamento ainda
mais complexo, com dois modos de oscilagao periddicos (ver inicio do capitulo 4).
A fim de entender melhor a dinamica do modo de oscilagdo mais lento, procuramos
“separar” sua dindmica daquela em escala rapida, e para tanto buscamos aplicar o
método de multiplas escalas.

Para a aplicacdo e validagdo do método, tratamos primeiramente da equacao
de Hutchinson com capacidade de suporte constante. Essa tentativa, entretanto,
resultou em aproximagdes insatisfatorias para a descri¢ao do envelope da solugao,
mesmo neste caso mais simples (ver capitulo 3), e portanto néao foi empregado para
a analise da equagao nao-autonoma.

E interessante, porém, notar que nio é claro por qué o método de multiplas
escalas falhou neste caso. Possiveis explica¢oes incluem: a) o fato de sermos obri-
gados a fazer a expansdo ao redor da bifurcagido de Hopf para que o sistema linear
seja soluvel, mas ao redor desse ponto a amplitude da oscilagdo é descontinua;
b) o espaco de fases ser de dimensao infinita, ao passo que restringimos as solu-
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coes apenas aquelas que ndo sdo transientes; c) ou ainda o motivo banal de nao
termos levado a expansao a uma ordem suficientemente alta — entretanto, a com-
plexidade dos célculos cresce muito rapidamente com a ordem da aproximacao,
tornando esse trabalho inviavel, mesmo com o apoio de software especializado.

Retomando o problema com oscila¢des externas, discutido no capitulo 4, estu-
damos a ressonancia entre as duas frequéncias presentes — a “natural”, proveni-
ente das solugdes periddicas da equaciao de Hutchinson, e a externa. Para tanto,
computamos o grafico de ressonancia da amplitude da solucdo pela frequéncia
externa, para oscilacdes externas de baixa amplitude. Esse grafico evidencia a
presenga de ressonancia, porém tem caracteristicas anomalas, particularmente um
corte abrupto proximo da frequéncia natural do sistema e seus multiplos.

Essa particularidade foi investigada em detalhe, e parece estar relacionada ao
surgimento de oscilagdes do envelope que surgem com frequéncia 0 (ou periodo
infinito) proximo da frequéncia que seria a de maxima amplitude.

Levando os resultados de volta ao contexto ecologico, podemos dizer que o
modelo de Hutchinson é robusto com respeito a oscilacao periédica externa, uma
vez que a caracteristica oscilatoria das solugdes se preserva e ndo aparecem ‘ca-
tastrofes”, como densidades populacionais muito baixas. Entretanto, a variagdo na
amplitude de oscilacdo da populacdo pode ter consequéncias evolutivas, uma vez
que a frequéncia natural depende de caracteristicas da histéria de vida da espécie,
que pode ser beneficiada quando sua dindmica é de uma frequéncia tal que sua
densidade populacional, na média, é aumentada, ou ainda quando essa frequéncia
leva a uma dinamica com minimos de populacdo menos pronunciados, garantindo
a sobrevivéncia da espécie.
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Apéndices
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Apéndice A

Equacao de Hutchinson via equacao
de McKendrick—von Foerster

A equacdo de McKendrick—von Foerster [McKendrick, 1925; Kermack and Mc-
Kendrick, 1927; von Foerster, 1959] é uma das formas mais utilizadas para tratar
populagdes com estrutura de idade. Ela é uma equacéo diferencial parcial continua
tanto no tempo quanto na estrutura de idades. Neste apéndice, vamos brevemente
introduzir sua derivagao e apresentar alguns resultados basicos (seguindo [Kot,
2001]), a fim de entender melhor sua interpretacao bioldgica, e a seguir faremos
uso desses para reobtermos a equacido de Hutchinson de uma nova maneira, que
nos permitira discutir com mais propriedade as hipéteses bioldgicas que precisa-
Mos assumir.

Sejan(a,t)da a quantidade de individuos de idades entre a e a+ da no instante
t. A variacdo nessa quantidade de individuos se d& por trés processos: chegada de
individuos mais novos, saida por envelhecimento, e mortalidade. Denotando o
“fluxo etario” de individuos por J e a mortalidade per capita por p, teremos:

%[n(a,t)da] = J(a,t) — J(a+da,t) — p(a)n(a,t)da (A1)

Dividindo por da, obtemos:

on(a,t) J(a + da,t) — J(a,t)

ot == da - M(a)n(CL?t) (AZ)

e, tomando o limite da — 0:

o) _ 9D ayna, ) (a9

Como todos os individuos envelhecem, o fluxo J deve ser proporcional ao nu-

mero de individuos, J(a,t) = v(a,t)n(a,t), e a taxa de envelhecimento v(a, t) é
igual a propria passagem do tempo, ou seja, v = 1. Isso nos leva a:
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Gn((acz, t) _ _8n§;, t u(a)n(a, t) (A.4)

Essa equacao fornece a evolucao da populagio ja existente, mas ndo contém
nenhuma informacdo sobre a taxa de nascimento, para a qual precisaremos de
uma hipétese extra. Vamos assumir que o nimero de individuos gerados por uma
densidade de populacdo de idade a é proporcional ao nimero de individuos, de
acordo com uma taxa de fertilidade b(a), dependente da idade. Entdo o total de in-
dividuos nascendo é obtido integrando-se sobre todas as idades, o que nos fornece
a seguinte condigao de contorno:

n(0,t) = /000 b(a)n(a,t)da (A.5)

Para que o problema seja bem-posto, precisaremos ainda de uma condicao ini-
cial ng(a) = n(a,0). Isso completa a formulagdo matematica do modelo.

Podemos integrar a (A.4) sobre todas as idades para obter uma equagao para a
populacao total V:

/000 ang;, D gy /0 N %da - /0 " ayn(a.t)da

(9];_t(t) = —n(a,t) ::Oo — /OOO p(a)n(a, t)da
a];t(t) = /Ooo[b(a) — u(a)n(a, t)da (A.6)

em que usamos a condicdo de contorno (A.5). Agora, supondo b e ;. constantes,
recuperamos a equacgio malthusiana

dN

pr (b —p)N (A7)

Motivados por este resultado, e pelo fato de a equacdo (A.4) ser linear, vamos
tentar obter a distribuicdo estavel de idades usando o ansatz n(a,t) = n*(a)e™ na
equacao (A.4):

rt 877,* (CL)

n*(a)re™ = —e e w(a)n*(a)e"
8%5“) +n*(a)[r + pu(a)] =0, (A.8)

que tem como solucio
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n*(a) = n*(0)e e Jo #la)da" (A.9)

em que definimos a sobrevivéncia [(a) = e~ Jo #(9)4 A distribuicio etaria de
equilibrio é, portanto,
n*(a) = n*(0)l(a) (A.10)

Substituindo o ansatz e o resultado acima na condicao de contorno (A.5), che-
gamos a

n*(0)e™ = /000 b(a)n*(0)e e l(a)da

/OO bla)e " (a)da =1, (A.11)
0

conhecida como equacdo de Euler—Lotka, que permite determinar os autovalores r
que caracterizam o crescimento da populacao.

Vamos agora considerar modelos nao-lineares, em que /. e b podem ter formas
mais gerais, tais como dependéncia direta em a e na populagao total N. Em par-
ticular, estamos interessados em analisar como hipéteses sobre ;1 e b ddo origem
a diversos modelos para a populacéo total, obtida pela integracdo sobre todas as
idades, como no caso da equagao malthusiana (A.7) acima.

Retomando a equacdo (A.6), observamos que, se p e b sdo fungdes apenas de
N e nao da idade a, recuperamos sempre equacoes diferenciais ordinarias:

dN
= [B(N) = (NN = Nf(N) (A12)

Desta forma, podemos chegar, por exemplo, a equacao logistica cléssica se to-
marmos f(N) =1— £.

Para chegarmos a equagao de Hutchinson, tomaremos b constante e

= pg+cNd(a—1), (A.13)

em que ¢ é a distribuigao delta de Dirac. Nesse caso, temos

N o
dd_t =(b— po)N — CN/ d(a — 1)n(a,t)da
0

= (b— puo)N — e¢Nn(r,t)

e, assumindo uma distribuigao etaria em equilibrio (A.10),

% =(b—po)N —cNI(1)n(0,t — 1)
=(b—po)N —cNe ™ bN(t —7) (A.14)
= (b— po) N[l —bce "™ N(t — 7)] (A.15)
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chegamos finalmente a equacao de Hutchinson, com 1/K = bce 07,

A forma que escolhemos para a mortalidade 1 (A.13), apesar de pouco usual,
pode ser interpretada como uma mortalidade constante para todas as idades acres-
cida de uma mortalidade extra de individuos de idade 7 proporcional ao numero
total de individuos. Biologicamente, isso pode decorrer da fragilidade de indivi-
duos imaturos, que em certa fase sentem mais fortemente o efeito da competicao
por recursos com seu pares. Devemos esperar, portanto, que o tempo 7 nessa
formulacdo seja menor ou da mesma ordem que o tempo de maturacéo total da
espécie.

Notemos ainda que a capacidade de suporte K aparece escrita em termos de
b e 7, além de uma nova constante c. Tanto b quanto 7 sdo reflexos da historia
de vida do individuo, enquanto que K é uma caracteristica da espécie inserida em
um ambiente particular, tal como a nova constante c. Assim, de um ponto de vista
empirico, essa decomposicdo de K ndo oferece grandes ganhos.
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Apéndice B

Analise linear de equacoes
diferenciais com retardo

Neste apéndice, daremos defini¢des elementares e mostraremos algumas das carac-
teristicas essenciais de equacdes diferenciais com retardo, particularmente o caso
mais simples — com um dnico retardo constante, e a coeficientes constantes.

Os resultados aqui mostrados sdo bastante conhecidos e retirados de livros-
texto classicos, como [Bellman and Cooke, 1963] e [Hale, 1977]. Abordaremos os
temas de maneira informal, omitindo demonstraces rigorosas e mesmo definicoes
mais gerais, assim como referéncias detalhadas, que podem ser encontradas nas
referéncias supracitadas.

A primeira se¢do trata de definir o problema e sua solucdo. A seguir, estu-
damos equacdes lineares a coeficientes constantes e investigamos suas solugdes.
Finalmente, na terceira se¢ao falaremos brevemente sobre a linearizacdo de equa-
¢oes nao lineares.

B.1 Equacoes diferenciais funcionais

Uma equagéo diferencial funcional é aquela em que a variavel dindmica — e pos-
sivelmente suas derivadas — possui argumentos calculados em instantes distintos.
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Alguns exemplos sdo

Wity —ult—1) = 0 (B.12)

%(t) =) —ult VD) = (B.1b)
%‘(t) _ou(t) + ‘;—?@ 1) =0 (B.10)
%(t) —u (t — %) = (B.1d)

Aqui cabe distinguirmos equacoes diferenciais funcionais do tipo retardada de
equacdes neutras ou avancgadas. As retardadas — as Unicas que abordaremos aqui
— contém argumentos em instantes passados apenas na propria variavel dindmica
(u(t)), e ndo em suas derivadas, como nos exemplos (a) e (d) acima. Equagdes
neutras apresentam argumentos com retardo tanto na variavel dindmica quanto
em sua derivada (como no exemplo (b)) e as do tipo avangadas, apenas na derivada
(exemplo (c)).

Para ilustrar como, tipicamente, evolui uma equagao diferencial com retardo,
vamos ‘resolver”, isto é, avancar no tempo, a equagdo (a) acima, a partir de ¢t = 0.

Para calcular 2% (0), é necessario conhecermos u(—1), e em seguida os valores
de u(t),t € [—1;0]. Vamos tomar u(t) = ¢(t) = 1 nessa regido. Entdo, para
t € [0; 1], a equacdo é apenas

du

— =1, u(0) =1 te|0;1],

e ) 0;1]
cuja solugdo é u(t) = 1 + t. Note que impusemos a continuidade da solugdo em
t = 0, mas a primeira derivada é descontinua. Prosseguimos da mesma forma no

intervalo t € [1;2], em que teremos

%zl—{—h u(l) =2 te(l;2],

que nos da u(t) = t*/2 + t + 1/2. Note que agora a primeira derivada também ¢é
continua em ¢ = 1, mas nao a segunda. Podemos ir adiante dessa maneira, obtendo
uma chamada “solu¢io por continuaciao”.

Equacoes retardadas em geral possuem a caracteristica observada acima, de
“suavizar” a solucéo, com diferenciabilidade cada vez maior nos pontos de transi-
cdo, que possuem descontinuidades.

Do exemplo acima, fica claro que é necessario, para que o problema de valor
inicial seja bem posto, que seja dada uma histoéria inicial, num intervalo de tama-
nho, no minimo, 7 (0 maior atraso presente na equacdo). De forma geral, temos
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que a equacao

Ul ule),ult — 7)) =0, (52)
sujeita a condigao inicial
U(t) = ¢(t)7 le [_7—7 O} ) (B3)

tem solugdo Unica, com primeira derivada continua para ¢t > 0, quando f e g sdo
suficientemente bem comportadas.

Podemos, analogamente ao caso de equagdes diferenciais ordinarias, pensar
num espaco de fases. Neste caso, uma solucdo tnica é determinada nao pelo valor
da variavel dependente (e suas derivadas) em um unico ponto, mas sim de sua his-
téria num intervalo de tamanho 7. Logo, esse é um espaco de funcoes (neste caso,
usualmente C” ou C''), sendo portanto de dimenséo infinita. Muito da complexi-
dade destes sistemas reside exatamente nesta sua caracteristica de dimensionali-
dade infinita.

B.2 Equacoes lineares a coeficientes constantes

Nesta se¢ao, nos ocuparemos de analisar as solucoes da equacao com retardo linear
a coeficientes constantes

L(u) = ao% + bou(t) + byu(t — 7) = 0, (B.4)

u(t) = ¢(t)7 te [_7-7 O} )

O método de solucdo por continuagdo mostrado acima é eficaz em casos sim-
ples, mas é inconveniente para analisar o comportamento para tempos grandes, ja
que sempre computamos a solucdo para um tempo finito. Vamos introduzir outra
forma de obter solugdes para a equagao (B.4).

E facil ver que L é um operador linear, de maneira que a combinacio linear
de duas solugdes de (B.4) é também solugdo da equagdo (mas ndo necessariamente
obedece a condicao inicial). Isso sugere que procuremos por solugdes na forma de
exponenciais, ou soma de exponenciais. Dessa forma, obtemos

L(eM) = (agh + by + bie ) = h(A)e =0 (B.5)
em que
h(A) = agh + bo + bre ™ (B.6)

é o chamado polinémio caracteristico e h(\) = 0, a equagdo caracteristica. A cada
raiz (complexa) de h corresponde uma solucdo exponencial distinta da (B.4). A
solucdo ¢ dada entdo por

u(t) = Z ceMla (B.7)
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em que {\;} é o conjunto de raizes complexas de h, que por simplicidade supuse-
mos serem simples (de multiplicidade 1), e ¢; sdo coeficientes arbitrarios constantes,
porém sujeitos a condicdes que garantam a convergéncia da expressao acima. Te-
remos ainda que esse conjunto de raizes de h € infinito, e todas elas se encontram,
no plano complexo, a esquerda de uma linha vertical, ou seja, obedecem a condicao
R(N) < C.

Vamos analisar aqui o caso em que by = 0 e ap = b;. Isso ndo acarreta
em grande perda de generalidade, ja que uma transformacdo de variaveis leva o
caso geral neste — a Unica arbitrariedade foi tomar os sinais de ag e b; iguais.
Além disso, o estudo desse caso se mostrara importante no corpo principal deste
trabalho. A equacdo correspondente é

du
= +u(t—7)=0 (B.8)

As raizes A do polinémio caracteristico sao simétricas em relacdo ao eixo real
(ou seja, o conjugado de uma raiz também é raiz) e, tomando A\ = p + iw, com p
e w reais, devem satisfazer

= —e T =e " sinwt .
e " cosw w=-¢e " sinw B.9
Solugoes reais existem apenas quando
p=—e'"

tem solucdo, o que é verdade apenas para valores pequenos de 7. No limiar de
existéncia, vale que as curvas —e™*" e i sdo tangentes, o que implica em

Te " =1,

que, junto com a equagdo anterior resulta em u7 = —1, e portanto s = —e e
T = e !. ParaT > ¢!, todas as autofuncdes oscilam.

Estamos interessados em estudar a estabilidade da solucdo, ou seja, se para
t — 00 a solugdo vai para um ponto fixo (neste caso, 0). A equacdo (B.7) indica
que a solucdo é estavel se < (. Para 7 proximo de zero, esse é sempre o caso.
Quando aumentamos o valor de 7, podemos encontrar solu¢des cruzando o eixo
imaginario, ou seja, 4 = 0. Nessa situacdo, teremos

coswt =10 w=snwr .. w=1,
que corresponde a A = 4, e que requer que T satisfaca

T=(k+1/2)m.
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O menor valor de 7 que satisfara essa condigdo é 7 = 7/2. Dessa forma, mostra-
mos que ha uma bifurcagdo em 7/2, em que a origem passa a ser instavel.

Mostraremos agora que nao existem autovalores \; de frequéncia w inteiras
quando T = /2, exceto pelo autovalor A = i. A motivagdo para tal se encontra
na secdo 3.2. Suponha que w seja inteiro e positivo (sem perda de generalidade).
Entdo, se w for impar, as equagdes (B.9) ficam:

pw=70 w=1,
que € a solucdo ja obtida. Por outro lado, se w for par, teremos
= —e h/? w=20,

que nao possui solugao. Portanto, A = ¢ é o Gnico autovalor de frequéncia -y inteira.

B.3 Linearizacao e estabilidade

Vamos agora examinar um método de analise qualitativa de uma equacéo dife-
rencial com retardo. Ele consiste em linearizar a equacdo ao redor de um ponto
fixo e examinar a estabilidade do sistema linear obtido. Consideremos o seguinte
problema de valor inicial:

du

p7i bou(t) + byu(t — 7)) = f(u(t),u(t — 7)), t>0, (B.10)

u(t) = ¢(t)7 te [_7—7 O] )

Qo

Pode-se mostrar que, para este sistema, vale uma generalizacdo do teorema de
Poincaré-Lyapunov. Para que a origem seja estavel, ou seja, a solugdo tenda a zero
quando ¢t — oo, € suficiente que

a) a parte linear da equacdo (B.10) tenda a zero para t indo a infinito;

b) f(u,v) seja continua numa vizinhanga da origem e obedeca a

|[f(u,0)|

ul+lol—0 [ul + [v]

I

c) e max_,<<o|d(t)| seja suficientemente pequeno.

Desta maneira, essa técnica é diretamente adaptada da teoria de EDOs para
sistemas com retardo.
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Apéndice C
Métodos numéricos

Neste apéndice descreveremos os métodos empregados neste trabalho para obter
solucoes numéricas de equagdes diferenciais com retardo. A integracdo de equa-
¢oes com retardo segue a mesma rotina dos métodos usuais para equacoes diferen-
ciais ordinarias (EDOs), ja amplamente desenvolvidos e estudados (por exemplo,
[Iserles, 2009; Hairer et al., 1993; Butcher, 2008]), porém envolve ainda o calculo de
variaveis em instantes anteriores, o que requer o armazenamento dessas variaveis
e o uso de interpolagao.

Primeiramente, falaremos de métodos para problemas de valor inicial em EDOs,
que possuem a seguinte forma:

Yo jwn. 1z ) = c

em que y pode ser um vetor e f é uma funcéo suficientemente bem-comportada.

Trataremos apenas de métodos Runge—Kutta, embora haja outras classes de
métodos tuteis e interessantes, e cuja comparagido com aqueles seria proveitosa.

C.1 Método de Euler, convergéncia e ordem

A forma mais antiga, e também a mais simples, de integrar numericamente a
equacdo (C.1) é fazendo uso do método de Euler. Ele consiste em discretizar a
variavel temporal, com cada passo de tamanho h, e calcular a solucdo no instante
tni1 = t, + h aproximando a solucdo y(t¢) nesse intervalo pela tangente a curva
no ponto y,:

Ynt1 = Yn + Bf (Yn, tn) (C.2)

Podemos comparar essa solugao aproximada a expansao em série de Taylor da
solucdo verdadeira em torno de y,,:

) = y() + B (k) ) + O ©3)
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Definindo o erro numérico e, da solucdo aproximada no instante ¢, com
passo de tamanho A, v, ,, por
€nh = Ynh — y(tn)
e subtraindo a (C.3) da (C.2) vem

Entih = Yo — Y(tn) + L [f(Y(tn) + nprtn) — fy(tn) ta)] + O<h2>
e, como f é bem-comportada, vale que || f(y) — f(z)|| < My — z||,Vz,y € RY,
isto é, f obedece a condi¢do de Lipschitz. Logo
lensiall < llennll + RMlennll + ch?
< e ll(1+ ) + cb?

e, por indugdo em n, é facil demonstrar que
c
lewnll < SRIL+ARY" ~1]
S §h(6)\nh _ 1)

A integragdo prossegue até o tempo final ¢t; = nh, portanto
c ,
lennll < Sh(N —1)

<

e, como £(eMf — 1) ndo depende de h, temos que
lim|le, n]| =0
h—0

Em outras palavras, mostramos que, quando o tamanho do passo h tende a
zero, o erro cometido na integragdo em um intervalo [to,?;| também vai a zero.
Portanto, dizemos que o método de Euler é convergente. Essa propriedade ¢ indis-
pensavel, e na auséncia dela o melhor seria descartar o método.

Se tomarmos novamente a equagao (C.2), substituirmos ¥,, pela solugio verda-
deira y(t,,) e usarmos a expansao em série de Taylor, chegamos a

Y(tni1) = [y(tn) + hf(y(tn), tn)] = O(hz)

e, portanto, dizemos que o método de Euler é de ordem 1. Em geral, para um
método dado por

Ynt+1 = yn(fa h> yn) )

dizemos que ele é de ordem p se

y(tn+1) - yn(f; ha y(tn)) = O(hp-l-l) ‘
A ordem do método é importante de um ponto de vista computacional porque,

para obtermos uma precisao de, digamos, 6 casas decimais, seria necessario usar
um numero de passos da ordem de milhoes, o que € insatisfatorio em muitos casos.
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C.2 Métodos Runge—Kutta

Uma forma comum de integrar a equagao diferencial

dy
T f(t)v t > tO) y(tO) =Y,
dt
cuja solugéo exata é y(t) = yo + ftz f(7)dr, é por meio do método da quadratura,
que aproxima a integral por

[ 10y = 3 s, (4
to i=1

em que by, bg, ... ecy,Co,. .. sd0, respectivamente, os pesos e os noés. A quadratura
definida por um conjunto de nds e pesos é dito de ordem p se, para todo polinomio
de grau menor ou igual a p — 1, a féormula (C.4) é exata.

Vamos agora tentar aplicar essas ideias ao problema (C.1). Podemos comecar
integrando do instante ¢,, até ¢,,1 = t,, + h, e usar o método da quadratura para
aproximar a integral:

tnth
o) =u(t)+ [ fly(r).7)dr
ol
=y(t,) + h/ fly(t, + h7),t, + h7)dr
0
= y(tn) + h Z bzf(y(tn + Cih)7 tn + Czh)
i—1

Esta é quase a definicdo do método, exceto pelo fato de ndo sabermos o valor
de y(t, + c¢;h). Para contornar isso, teremos que introduzir mais uma aproxima-
¢do — chamaremos de k; o valor aproximado de y(¢,, + ¢;h). No primeiro passo,
vamos tomar ¢; = 0, e a seguir escreveremos os proximos k;, ¢ > 1, como uma
combinagdo linear dos f(k;,t, + cjh), j < i. Explicitamente, teremos, de forma
geral:

k1 = f(yo,to) (C.5)
ke = f(yo + han ki, to + hes) (C.6)
ks = f (yo + h(asiky + asoks), to + hes) (C.7)
. (C.8)
ks = f(yo + h(aa ki + asko + ... + ass—1ks—1), to + hcy) (C.9)
Y1 = Yo + h(brky 4 boky 4. .. + bsk) (C.10)
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Este procedimento é o chamado método Runge—Kutta explicito. Os coeficientes
a;j, completados com zeros para os termos que ndo aparecem, compdem a chamada
de matriz RK, enquanto que os coeficientes b; e ¢; sdo os pesos e nos RK, e v
€ o numero de estdgios. A forma convencional de representar um conjunto de
coeficientes é o tableau RK:

0
Co | Q21
C3 | a31  A32

Cs as1 As2 s As s—1

by by ... bs_1 b

Tabela C.1: Tableau de coeficientes de um método Runge—Kutta explicito.

A escolha dos coeficientes nao é unica, mesmo levando em conta restrigcoes
de estabilidade e buscando maximizar a ordem p do método. Abaixo estdo duas
escolhas populares:

0 0
1/2 | 1/2 1/3 | 1/3
/2| 0 1/2 2/31-13 1
1 0 0 1 1 1 -1 1
1/6 1/3 1/3 1/6 1/8 3/8 3/8 1/8

Tabela C.2: A esquerda, o método Runge-Kutta “tradicional” de 4* ordem. A
direita, a “regra dos 3/8”.

Para obter um método de ordem p, é necessario no minimo p estagios, mas
isso ndo ¢é suficiente. Nao existe, por exemplo, método de 5% ordem com 5 estagios.
Por outro lado, a quantidade de condi¢oes de ordem cresce rapidamente quando
aumentamos o numero de estagios.

C.3 Estimativas de erro

Para que um método numérico seja usado de forma consistente e confiavel, é ne-
cessario introduzir estimativas e controle do erro produzido. Tendo em méos bons
estimadores, pode-se, a cada iteracdo, refinar o tamanho do passo h caso seja ne-
cessaria uma precisao maior, ou aumenta-lo, a fim de nao desperdicar tempo com-
putacional.

42



Embora haja uma extensa teoria para a analise rigorosa do erro numérico co-
metido (por exemplo [Hairer et al., 1993], sec. I1.3), explorando a expansao em série
de Taylor e majorando os termos de ordem maior do que p (a ordem do método),
os célculos nessa abordagem envolvem o computo de derivadas de ordem alta, o
que a torna inconveniente na pratica.

As técnicas utilizadas para estimar erros consistem, em geral, em calcular duas
solucoes aproximadas e, comparando-as, obter uma estimativa. Neste apéndice
vamos introduzir apenas uma dessas técnicas, que é a mais usual quando se faz
uso de métodos Runge—Kutta. Vamos considerar aqui dois métodos numéricos,
um de ordem p (y,,) e o segundo de ordem p + 1 (¥,,), usando o mesmo passo h, de
modo que, comparando-os a solugdo verdadeira y/(¢):

Yni1 = Y(tny1) + LO(RPTH) + O(RPT2) (C.11)
Jnt1 = Y(tnt1) + O(RPF?) (C.12)

Comparando as duas, e desprezando os termos de ordem hP*2, vemos que a
diferenca 4,11 — Un+1 fornece um estimador para o erro cometido na aproximagao
de ordem mais baixa (1)

Neste momento, uma consideracdo importante é que o controle do erro néo
deve ser mais custoso, em termos computacionais, do que o préprio método em-
pregado. Com isso em vista, uma forma muito conveniente de aplicar as ideias
acima ¢é fazendo uso de um par Runge—Kutta embebido. Ele consiste em usar dois
métodos Runge—Kutta de ordens diferentes, que diferem apenas pelos coeficientes
b;, como na tabela C.3. Dessa maneira, o custo computacional de estimar o erro é
sempre pequeno, ja que ndo é necessario sequer computar f novamente.

0
Co | Q21
C3 | a31  A32

Cs | As1  Og2 Qs,s—1
b by bs—1 bs
bl bg bs—l bs

Tabela C.3: Tableau de um par Runge-Kutta embebido. Os coeficientes a;; e ¢; sdo
0s mesmos para ambos.

Um exemplo pode ser visto na tabela C.4, que mostra um par RK2(3) devido

a Fehlberg (o primeiro nimero indica a ordem do método, e o segundo, entre
paréntesis, a ordem do método usado para controle de erro).
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1/4 1/4
27/40 | 189/800  729/800

1 | 214/891  1/33  650/891
214/891  1/33  650/891
533/2106 800/1053 —1/78

Tabela C.4: Tableau de coeficientes para o método RK2(3) utilizado, devido a Fehl-
berg.

C.4 Aplicacdo a equacdes com retardo

Vimos nas secOes anteriores uma forma de integrar numericamente EDOs. Agora
vamos adaptar esses métodos para equacoes com retardo discreto e constante:

WO _ pyo.ut -, 12, c.13)

dt
y(t):¢(t)> te [t_7—7t] )

em que f e ¢ sdo fungdes bem comportadas.

Do ponto de vista operacional, isso pode ser feito diretamente, adaptando o
algoritmo para manter o histérico da solugdo por um intervalo suficientemente
grande; ha, porém, um detalhe importante: é necessario computar y em instantes
t — 7 que ndo foram calculados pelo método numérico. Isso exige que se faca uso
de algum esquema de interpolacao.

A teoria necessaria para analisar métodos numeéricos para equacdes com atraso
é, naturalmente, mais complexa — por exemplo, métodos numéricos para ODEs
podem nao preservar a mesma ordem, ou mesmo a estabilidade, quando aplicados
a equacdes com retardo. Entretanto, para equacoes simples como a (C.4), em que
o atraso é constante, essa teoria pode ser desenvolvida sem maiores problemas
[Bellen and Zennaro, 2003].

Neste trabalho, fizemos uso do pacote PyDDE [Cairns, 05 ], que se utiliza do
método RK da tabela C.4, usando interpolacdo por polinémios de Hermite cubicos.
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Apéndice D

Cddigo: método de perturbacoes
aplicado a equacao de Hutchinson

# —x— coding: utf—8 —x—

import sympy as S

import numpy as N

from itertools import product as iproduct

def prod(u, v):
’’Calculates the product between two state vectors.
r = N.zeros(u.shape, dtype=object)
for i, x in enumerate(u):
for j, y in enumerate(v):
if i+j < len(u):
ri+j] += x * y
if i—j == 0:
r{i—j] += x * y.conjugate ()
else:
r{j—i] += x.conjugate() * y

EEERE]

return r

def D(u, ts, z, degree=1):
"??Calculates the derivative of a state vector.
if degree is 0:
return u
else:
return 1j * u * (N.array(range(len(u))))=*xdegree + \
sum ([ z**(2%(i+1)) * N.array(S.diff(u, t, degree
)) for (i, t) in enumerate(ts[1:])])

ERERE]

def delay(u, tau=S.pi/2):

>?>’Calculates the state vector at a time $t — \tau$.’ '~
return u x N.fromfunction (lambda i: S.exp(—1j*xixtau), u.
shape)
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def

def

def

def

def

delay_taylor(u, ts, z, param, order=2, tau=S.pi/2):

>’’’ Calculates the taylor expansion around time $t — \tau$ in
terms of the small parameter param.’’’

return N.sum ([ delay(D(u, ts, z, i), tau) * (—1)*xi *x (param
)*xi for i in range((order+1)//2 + 1) ], axis=0)

subs (E, =xargs, sxxkwargs):

’’’Performs substitutions on an array of expressions. Keeps
the same syntax as sympy’s .subs() function.’’’

return N.array ([d.subs(xargs, *xkwargs) for d in E.flat]).
reshape (E.shape)

as_trig(u, ts):

’’’Express state vector as a (real) sum of sines and cosines

return N.sum([ 2 * c.as_real_imag()[0] % S.cos(ixts[0]) — 2
x c.as_real_imag () [1] * S.sin(ixts[0]) for i, c¢ in
enumerate (u) J)

get_deriv(z, s, g, Q=None, n=4):

’’’Takes the rhs of the secular equation, and returns a
function ready for the integration routine, with the
parameters s, g and z already substituted in.’’’

if not Q:

r = go(n)
if not r[’success’]:
return None

Qo] = S.simplify (Q[0].subs({’z’: z, 's’: s, ’g’: g}))

Q1] = S.simplify(Q[1].subs({’z’: z, ’s’: s, 'g’: g}))

return lambda y, t: N.array ([ float(Q[0].subs({’x’: y[0], ’y’

y[11}1)).
float (Q[1].subs({’x’: y[0], 'y’
y[11H)) 1D

calculate (n):

ERERE]

Function that defines the variables and performs the
whole calculation.’’’

# order to calculate up to

#n = 10

# dimension of the states base
d =n+ 2

# number of time scales
T=1+n//2

N
I

S.Symbol(’z’, real=True) # perturbation \epsilon << 1
s = S.Symbol(’s’, real=True) # parameter \sigma ~ ord(1)
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g = S.Symbol(’g’, real=True) # forcing oscilattion parameter
# time variables
ts = [ S.Symbol(’t%i’ % i, real=True) for i in range(T) ]

# coefficients array

# not including the ones we know are zero

¢ = N.array ([S.Symbol("c_%i%i" % (i, j), complex=True) if j
<= i+1 and j % == (i+1) % 2 else S.sympify (0) for (i, j
) in iproduct(range(n+1), range(d))]).reshape(n+1, d)

# the amplitude at order zero is a "free" parameter,
depending on t1, t2 etc. (but xnotx t0)

A = S.Function(’A’)(xts [1:])

c[o][1] = A

# the solution ansatz
u = N.sum([ z#*%i * c[i,:] for i in range(n+1) ], axis = 0)

one = N.zeros_like (u)
one[0] = 1/2

cosine = N.zeros_like (u)
cosine[1] = 1/2

# finally the equation

E = N.vectorize (S.simplify)( D(u, ts, z, 1) + prod(
delay_taylor(u, ts, z, param=s*xzx*%2, order=n, tau=S.pi/2)
, one + z % u + g % zxx2 x prod(u, cosine)) )

E = N.vectorize (lambda x: S.Poly(x, z))(E)

# cross your fingers

sols = {} # coefficients’ values
diffs = {} # secular equations
M = S.sympify (0) # "total" secular equation

for o in range(1, n+1):
eql = N.vectorize (lambda x: x.coeff(0))(E)
eq = N.vectorize(S.simplify) (subs(subs(eql, sols),
diffs))
# keep firt position out
coeffs = [ c[o][i] for i in range(d) if c[o][i] ]
# as well as the equation for it
solution = apply(S.solvers.solve, [[eq[0]] + eq[2:].
tolist ()] + coeffs)
if solution:
sols .update(solution)
# zero frequency coefficients can be taken to be
real
sols[c[o][0]] = S.simplify(sols[c[o][0]].
as_real_imag () [0])
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if o is mnot 0:
# homogeneous solution appears only in order

zero
sols[c[o][1]] = S.sympify (0)
if o % == 0:
ss = S.solve(E[1].subs(sols).coeff(o).subs(diffs
), A.diff (ts[o//2]))
if ss:
diffs [A. diff (ts[o//2])] = ss[0]
M += z %% (0) * ss[0]
else:
print ’Solution_not_found_at_order %i. % o
return { ’success’: False, ’eq’: eq }

# convert total secular equation M into 2d ODE for real and
imaginary parts of A

X, y = S.symbols(’xy’, real=True)

rmsubs = {S.re(A): x, S.im(A): y}

Q = list ((M.subs(diffs)/zxx%2).expand().as_real_imag())

Q[0] = S.collect(S.simplify (Q[0].subs(rmsubs)), z)

Q1] = S.collect(S.simplify (Q[1].subs(rmsubs)), z)

# return everything that can possibly be useful

return { ’success’: True,
‘M’ : M,
Q7 Q,
E’: E,
*diffs’: diffs
>sols’: sols,
“ts’: o ts, ‘¢’ c, A’ A, Cz’: z, ‘g’ g, 's’: s, ’
ox, yliy
}

48



Referéncias Bibliograficas

Becherer, P., Morozov, A. N., and van Saarloos, W. (2009). Probing a subcritical
instability with an amplitude expansion: An exploration of how far one can get.
Physica D: Nonlinear Phenomena, 238(18):1827 — 1840.

Bellen, A. and Zennaro, M. (2003). Numerical Methods for Delay Differential Equa-
tions. Oxford University Press.

Bellman, R. and Cooke, K. L. (1963). Differential-Difference Equations. Academic
Press.

Butcher, J. C. (2008). Numerical methods for ordinary differential equations. John
Wiley and Sons, 2 edition.

Cairns, B. J. (2005-). PyDDE: an open source numerical solver for systems of delay
differential equations (ddes), implemented as a python package and written in
both python and c.

Fowler, A. C. (1982). An Asymptotic Analysis of the Delayed Logistic Equation
when the Delay is Large. IMA J Appl Math, 28(1):41-49.

Fretwell, S. D. (1972). Populations in a seasonal environment, volume 5 of Mono-
graphs in population biology. Princeton University Press.

Gopalsamy, K. (1992). Stability and oscillations in delay differential equations of
population dynamics. Springer.

Gurney, W., Blythe, S., and Nisbet, R. (1980). Nicholson’s blowflies revisited. Na-
ture, 287:17-21.

Gurney, W. S. C., Nisbet, R. M., and Lawton, J. H. (1983). The systematic formu-
lation of tractable single-species population models incorporating age structure.
Journal of Animal Ecology, 52(2):479-495.

49



Hairer, E., Norsett, S. P., and Wanner, G. (1993). Solving ordinary differential equa-
tions: Nonstiff problems, volume 1 of Solving Ordinary Differential Equations.
Springer, 2 edition.

Hale, J. K. (1977). Theory of Functional Differential Equations. Springer.
Hinch, E. J. (1991). Perturbation Methods. Cambridge University Press.

Hutchinson, G. E. (1948). Circular causal systems in ecology. Annals of the New
York Academy of Sciences, 50:221-246.

Iserles, A. (2009). A first course in the numerical analysis of differential equations,
volume 44 of Cambridge texts in applied mathematics. Cambridge University
Press, 2 edition.

Jones, E., Oliphant, T., Peterson, P., et al. (2001-). SciPy: Open source scientific
tools for Python.

Kakutani, S. and Markus, L. (1958). On the non-linear difference-differential equa-
tion y’(t) = [a - by(t - 7)] y(t). In Lefschetz, S., editor, Contributions to the The-
ory of Nonlinear Oscillations, volume second, pages 1-18. Princeton University
Press.

Kendall, B. E., Briggs, C. J., Murdoch, W. W., Turchin, P., Ellner, S. P., McCauley,
E., Nisbet, R. M., and Wood, S. N. (1999). Why do populations cycle? a synthesis
of statistical and mechanistic modeling approaches. Ecology, 80(6):1789—1805.

Kermack, W. O. and McKendrick, A. G. (1927). A contribution to the mathemati-
cal theory of epidemics. Proceedings of the Royal Society of London. Series A,
115(772):700-721.

Kevorkian, J. and Cole, J. D. (1996). Multiple scale and singular perturbation
methods. Springer-Verlag.

Kot, M. (2001). Elements of mathematical ecology. Cambridge University Press.

Leslie, P. H. (1945). On The Use Of Matrices In Certain Population Mathematics.
Biometrika, 33(3):183-212.

Lotka, A. J. (1925). Elements of Physical Biology. Williams and Wilkins.

MacDonald, N. (1978). Time lags in biological models, volume 27 of Lecture notes
in biomathematics. Springer-Verlag.

Malthus, T. (1817). An essay on the principle of population, as it affects the future
improvement of society. ]. Johnson, London.

50



May, R. M. (1973). Stability and complexity in model ecosystems. Princeton Uni-
versity Press.

McKendrick, A. G. (1925). Applications of mathematics to medical problems. Pro-
ceedings of the Edinburgh Mathematical Society, 44(-1):98-130.

Morris, H. C. (1976). A perturbative approach to periodic solutions of delay-
differential equations. IMA Journal of Applied Mathematics, 18(1):15-24.

Murdoch, W. W,, Kendall, B. E., Nisbet, R. M., Briggs, C. J., McCauley, E., and
Bolser, R. (2002). Single-species models for many-species food webs. Nature,
417(6887):541-543.

Murray, J. D. (2002). Mathematical Biology: An introduction, volume 1. Springer,
third edition.

Nicholson, A. J. (1954). An outline of the dynamics of animal populations. Austra-
lian Journal of Zoology, 2(1):9-65.

Nisbet, R. and Gurney, W. (1976a). Population dynamics in a periodically varying
environment. Journal of Theoretical Biology, 56(2):459 — 475.

Nisbet, R. M. and Gurney, W. S. C. (1976b). Simple mechanism for population
cycles. Nature, 263(5575):319-320.

Radhakrishnan, K. and Hindmarsh, A. C. (1993). Description and use of Isode, the
livemore solver for ordinary differential equations. Technical report, Informa-
tion Bridge: DOE Scientific and Technical Information.

SymPy Development Team (2009). SymPy: Python library for symbolic mathema-
tics.

Turchin, P. (2001). Does population ecology have general laws? Oikos, 94(1):17-26.

Verhulst, P.-F. (1845). Recherches mathématiques sur la loi d’accroissement de
la population. Nouv. mém. de I’Academie Royale des Sci. et Belles-Lettres de
Bruxelles, 18:1-41.

Verhulst, P.-F. (1847). Deuxiéme mémoire sur la loi d’accroissement de la popu-
lation. Mém. de I’Academie Royale des Sci., des Lettres et des Beaux-Arts de
Belgique, 20:1-32.

Volterra, V. (1926). Variazioni e fluttuazioni del numero d’individui in specie ani-
mali conviventi. Mem. Acad. Lineci Roma, 2:31-113.

51



von Foerster, H. (1959). Some remarks on changing populations. In F. Stohlman, J.,
editor, The Kinetics of Cellular Proliferation, page 382—407. Grune and Stratton,
New York.

Wright, E. M. (1946). The non-linear difference-differential equation. Quarterly
Journal of Mathematics, 17:245-252.

52



	FOLHA DE ROSTO
	EPÍGRAFE
	DEDICATÓRIA
	AGRADECIMENTOS
	RESUMO
	ABSTRACT
	SUMÁRIO
	1. INTRODUÇÃO
	1.1 Equação Logística
	1.2 Populações com estrutura de idade e a equação de Hutchinson
	1.3 Ciclos em biologia de populações

	2. A EQUAÇÃO DE HUTCHINSON
	2.1 Definição e soluções
	2.2 Pontos fixos e estabilidade
	2.3 Comportamento das soluções oscilantes

	3. ANÁLISE DE MÚLTIPLAS ESCALAS
	3.1 Teoria de perturbações clássica e o método de múltiplas escalas
	3.2 Aplicação à equação de Hutchinson
	3.3 Implementação computacional
	3.4 Análise das equações seculares

	4. CAPACIDADE DE SUPORTE PERIÓDICA
	4.1 Oscilações forçadas
	4.2 Ressonância

	CONCLUSÕES
	APÊNDICES
	REFERÊNCIAS E BIBLIOGRAFIA

