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Resumo

Problemas envolvendo maximos e minimos possuem importantes aplicacoes na Mate-
matica, nas Engenharias e na Economia. Na Matematica, diversos problemas geométricos
envolvem a determinacao de maximos e minimos sob certas restri¢gdes, como, por exem-
plo, maximizar areas e volumes. Alguns desses problemas podem ser tratados sem o uso
do Calculo Diferencial e Integral, sendo diretamente tratados no contexto da geometria
euclidiana.

Este trabalho tem como objetivo apresentar uma coletanea de problemas geométri-
cos que envolvem méaximos e minimos, cujo foco principal é determinar solugbes através
do uso de construgoes, bem como na utilizacdo de teorias e propriedades da geometria
euclidiana, evitando calculos excessivamente complexos ou aprofundados. As teorias e
propriedades sao sempre apresentadas e demonstradas antes de sua aplicagao na resolu-
¢ao dos respectivos problemas, buscando assim um texto auto-contido.

Além disso, todo o desenvolvimento inclui construgdes geométricas realizadas com o
auxilio do software de geometria dinamica GeoGebra. Dessa forma, espera-se oferecer a
comunidade matematica um material didatico rico em discussoes e resolucoes de proble-
mas geométricos relevantes, contribuindo para o aprofundamento conceitual e a pratica

geométrica.

Palavras-chave: Geometria euclidiana. Construgoes geométricas. Principios de ma-

Ximo.



Abstract

Problems involving maxima and minima have important applications in Mathema-
tics, Engineering, and Economics. In Mathematics, various geometric problems involve
determining maxima and minima under certain constraints, such as, for example, maxi-
mizing areas and volumes. Some of these problems can be addressed without the use of
Differential and Integral Calculus, being directly handled within the context of Euclidean
geometry.

The aim of this work is to present a collection of geometric problems involving maxima
and minima, with a primary focus on finding solutions through constructions, as well as
the use of theories and properties of Euclidean geometry, avoiding excessively complex or
advanced calculations. The theories and properties are always introduced and demons-
trated before their application in solving the respective problems, thereby producing a
self-contained text. Furthermore, the entire development includes geometric constructions
carried out with the aid of the dynamic geometry software GeoGebra.

In this way, the work aims to provide the mathematical community with didactic
material rich in discussions and solutions to relevant geometric problems, contributing to

conceptual understanding and geometric practice.

Keywords: Euclidean geometry. Geometric constructions. Maximum principles.
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1 Introducao

A busca por maximos e minimos é uma das ideias mais antigas e fundamentais da
matematica, especialmente na geometria. Desde a Antiguidade, matematicos e filésofos
exploraram problemas relacionados a formas, distancias e areas, buscando respostas para
questoes que envolviam otimizac¢ao, mesmo sem a ferramenta moderna do Célculo Diferen-
cial. Esses estudos nao apenas ajudaram a desvendar propriedades intrinsecas das figuras
geométricas, mas também abriram caminho para o desenvolvimento de novos conceitos
matematicos que seriam fundamentais para o avanco da ciéncia.

Na Grécia Antiga, grandes mateméaticos como Euclides e Arquimedes deram os pri-
meiros passos na investigagao de problemas geométricos envolvendo maximos e minimos.
Arquimedes, por exemplo, destacou-se ao estudar areas e volumes. No livro VI do Ele-
mentos de Euclides, a proposicao 27, foi o primeiro problema de maximo que chegou até
nos, com a prova de que o quadrado é, de todos os retangulos de um dado perimetro, o
que tem area maxima.

Dentre os problemas gregos mais antigos, temos a lenda da Rainha Dido de Cartago,
que segundo a tradigao, teria recebido um pedaco de couro de boi e cortado-o em tiras
finas para cercar a maior area possivel. Na qual a maior area possivel ¢ uma circunferéncia
(Figueiredo, 2018).

Mais tarde, Zenodorus estudou a area de uma figura com perimetro fixado e o volume
de um s6lido com superficie fixada. Ele verificou que entre todos os poligonos regulares
com mesmo perimetro o poligono regular é o que abrange a maior area. Esses tipos de
problemas serao sempre classicos.

Este trabalho tem como objetivo principal apresentar uma coletanea de problemas en-
volvendo maximos e minimos na geometria, cujas resolucoes serao desenvolvidas mediante
a aplicacao de defini¢oes e teoremas da geometria euclidiana. Busca-se, dessa forma, uma
abordagem mais acessivel, dispensando calculos elaborados e aprofundados. As teorias e
propriedades necessarias serao previamente enunciadas e demonstradas antes da resolucao
dos problemas que delas dependem. Dentre os problemas propostos, alguns classicos que
sao encontrados nas Olimpiadas Brasileira de Matematica (OBM) e Olimpiadas Internaci-
onal da Matematica (IMO). Adicionalmente, serd empregado o software GeoGebra como

recurso auxiliar nas construgoes e andlises geométricas.
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A escolha do software GeoGebra justifica-se por suas caracteristicas dindmicas e abran-
gentes, constituindo uma ferramenta matematica destinada a todos os niveis educacionais.
Ele integra, em uma tnica plataforma, geometria, algebra, planilhas, graficos, estatistica e
calculo, o que o torna especialmente versatil para uso académico. Além disso, o GeoGebra
disponibiliza uma plataforma online com mais de um milh&ao de recursos educacionais gra-
tuitos, desenvolvidos e compartilhados por uma comunidade global de usuarios presente
em quase todos os paises.

O GeoGebra destaca-se como lider mundial no fornecimento de software dinamico para
o ensino e a aprendizagem nas areas de ciéncia, tecnologia, engenharia e matematica,
promovendo inovagoes didaticas que potencializam a compreensao dos contetidos mate-
maticos. Seu mecanismo suporta desde simples demonstragoes até sistemas completos de
avaliagdo online, facilitando a formulagao e a comprovacao de conjecturas geométricas.

Por meio do GeoGebra, as construgoes geométricas assumem papel fundamental no
processo de ensino, possibilitando a aplicagao pratica dos conceitos tedricos e favorecendo
uma aprendizagem mais interativa e visual. Essa combinagao entre funcionalidades téc-
nicas e recursos educacionais consolida o GeoGebra como uma ferramenta indispensavel
para pesquisas e praticas pedagbgicas no campo da matematica.

Esse trabalho esta dividido da seguinte maneira:

No capitulo 2, teremos trés secoes. A secao 2.1, apresentaremos a definicao da refle-
x0es em retas e sua propriedade para conseguirmos solucionar os problemas que aparecera
adiante. A secao 2.2, demonstraremos o teorema da desigualdade triangular, teoremas
retirados do texto de Rezende e Queiroz (2008) e algumas questoes enunciadas por Bar-
bosa (2003), Tikhomirov (1990), Aratjo (1998) e Ruoff (1982), envolvendo problemas
isoperimétricos. Utilizaremos o GeoGebra para guiar os passos de algumas solucoes dos
problemas. A secao 2.3, definiremos plano convexo, demonstraremos os teoremas da base
média do triangulo e do trapézio, para podermos concluir com o auxilio do GeoGebra a
solugdo do problema do autor Aratjo (1998).

No capitulo 3, teremos duas secoes, onde a secao 3.1, abordaremos teoremas classico
como, o Teorema de Ptolomeu, Desigualdade de Ptolomeu, Teorema de Van Schooten,
Teorema de Pompeiu, Teorema do Ponto de Torricelli - Fermat, para auxiliar no desen-
volvimento da resposta do problema do autor Andreescu et al. (2007). E também, iremos
tratar o problema para determinar o ponto pelo qual a soma das distancia a ele com as
faces seja inico minimo. E para isso usaremos o teorema que um ponto no interior de um
tetraedro regular tera soma das distancias desse ponto com as faces sendo uma constante
(3.9). J& a segdo 3.2, trabalhando com problemas envolvendo drea méxima, abordaremos
conceitos trigonométricos e métricos, mas, nao aprofundado, pois nao é nosso objetivo.
Mostraremos também, a desigualdade média aritmética - média geométrica, desigualdade
de Cauchy-Schwarz e Desigualdade Minkowski.

No capitulo 4, também teremos duas se¢des, nas quais, a se¢ao 4.1, mencionaremos
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problemas geométricos extremos usando curvas de nivel de fungoes definidas no plano,
portanto, teremos teorema do Principio da Tangéncia, Teorema de Leibniz, defini¢oes
e exemplos que irao nos ajudarmos a solucionar os problemas propostos. Na secao 4.2,
apresentaremos dois problemas utilizando o calculo diferencial para auxiliarmos na melhor
resolucao dos mesmos. No qual um problema necessita determinar o menor comprimento
e ja o outro o valor maximo da razao de dois segmentos.

Por fim, teremos o tltimo capitulo 5, abordaremos duas se¢oes, com que, a se¢ao 5.1, o
teorema dos setes circulos. Ele mostra que ha muitas relagoes bonitas envolvendo apenas
linhas e circulos ainda esperando para serem descobertas. Evelyn, Money-Coutts e Tyrell
publicaram esse teorema pela primeira vez em 1974. Desde entao, outras provas surgiram.
E nesse trabalho, iremos apresentar uma prova simples para o teorema sobre um triangulo
e seis circulos, que consta na secao 5.2 utilizando apenas geometria elementar. E assim,
conseguiremos resolver o problema envolvendo cadeia de circulos a um tridangulo ABC.

Na sec¢ao 6, é realizado uma anélise do trabalho, citando a importancia do mesmo para
os discentes e docentes para o ensino superior.

Nas Referéncias, listamos os livros, artigo e links dos trabalhos estudados.

Todas as figuras, foram desenvolvidas pela autora através do GeoGebra.



2 Desigualdade triangular e base

média de um tridngulo

Ao abordar o cédlculo da menor distdncia e do menor perimetro, estamos tratando
de problemas cléssicos de otimizagao limitados a valores minimos. Este capitulo estéd
estruturado em trés secoes distintas.

A primeira secao dedica-se a apresentacao rigorosa das defini¢oes e propriedades das
reflexoes em retas, ferramentas basicas e recorrentes na resolucao dos problemas ao longo
de todo o capitulo.

Na segunda se¢ao, procede-se a demonstragao do teorema da desigualdade triangu-
lar, fundamental na geometria euclidiana, que estabelece que, para quaisquer segmentos
que formem um triangulo, a soma dos comprimentos de dois deles é superior ao com-
primento do terceiro. Além disso, sdo apresentados os teoremas de Rezende e Queiroz
(2008), os quais pré-requisitos matematicos especificos indispensaveis para a abordagem
dos problemas propostos.

A terceira secao contempla lemas auxiliares, a definicao formal de plano convexo, o
teorema de base média, e a generalizacdo conhecida como teorema de base média do
trapézio, elementos essenciais para a consecucao das projecoes e resolucao dos problemas
mencionados.

Essa posicao metodoldgica assegura o embasamento tedrico necessario, habilitando o
rigor matematico exigido para o desenvolvimento das solugoes neste capitulo.

Além desses pré-requisitos, trabalharemos com algumas notagoes especificas da geo-

metria euclidiana:
1. Definimos pontos por letras latinas maitusculas e retas por letras mintsculas.
2. Iremos supor que é possivel tracar uma unica reta por dois pontos dados. Neste

caso, sendo r a reta determinada por esses dois pontos quaisquer A e B, no qual
denotaremos por: r = Aﬁ.

3. O ponto A, situado na reta r, divide esta em duas partes, quais sejam, as semirretas
de origem A. Escolhendo os pontos B e C' sobre r, um em cada uma de tais partes,

denotaremos as semirretas de origem A por /@ e 1@ .

17
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2.1 Reflexoes em retas

Consideremos o plano euclidiano com o seu sistema axiomatico definido sobre pontos
e retas munido de uma distancia d. A distancia d é definida como o comprimento dos
segmentos.

Dada uma reta r e um ponto P nao pertencente a reta r, para determinarmos o
ponto simétrico P’ do ponto P em relacdo a reta r tracamos a reta s, perpendicular a
r pelo ponto P, e consideramos P’ em s, P’ distinto de P, tal que P'Q = PQ, sendo
Q) = proj,. P = rNs. Denotaremos neste trabalho por P() o comprimento do segmento de

reta P() de extremidades nos pontos P e ). Observamos que a reta r é a mediatriz de
PP'. Ver Figura 2.1.

Figura 2.1: Ponto simétrico em relagdo a uma reta.

Fonte: Elaborada pela autora.

Definigao 2.1. Seja uma reta r. A transformagio que leva cada ponto P do plano em
seu simétrico P’ em relacio a reta r é chamada reflexao na reta r ou simetria de reflexao

na reta r, a qual indicaremos por R,. A reta r é chamada eixo da reflexao de R,.
A seguir temos as propriedades da reflexdo em retas.
Propriedade 2.2. Valem as seguintes afirmagoes:

1. R.(P) = P se, e somente se, P é o ponto de r.

2. Se s é uma reta perpendicular a r, entdo R,.(s) = s.

3. A transformagao inversa da reflexdo de uma reta r é uma reflexdo nessa mesma reta.

Uma isometria é toda funcao entre regides do plano que preserva distancias entre
quaisquer dois pontos, ou seja, 7" uma isometria no plano se para quaisquer pontos A, B

do plano, entdo d(T(A),T(B)) = d(A,B). E facil verificar que a reflexio R, é uma

isometria.
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2.2 Desigualdade triangular

Nas resolugoes de alguns problemas que envolvem maximos ou minimos podem ser

solucionados fazendo uso da desigualdade triangular.

Teorema 2.3 (Desigualdade triangular). A soma dos comprimentos de dois lados quais-

quer de um triangulo é maior que o comprimento do terceiro lado.

Demonstragdo. Consideremos ABC um triangulo qualquer. Queremos mostrar que BA +
P
AC > BC. Seja D um ponto da semirreta oposta a C'A tal que DA = BA conforme

mostra a Figura 2.2.

Figura 2.2: Desigualdade triangular.

1=

o

Fonte: Elaborada pela autora.

O tridngulo ABD ¢é is6sceles com base BD. Como A estd entre C' e D, temos DC =
DA+ AC, ou ainda, DC' = BA + AC'. Por outro lado, o angulo BDC é congruente ao
angulo DBA < DBC. Assim, se dois angulos de um triangulo nao sao congruentes, entao
os lados opostos a eles nao sao congruentes, e o lado maior é oposto ao angulo maior, ou
seja, do triangulo DBC' obtemos BC' < DC'. Portanto, BA+ AC' > BC' e a afirmacao se

verifica. O

Como consequéncia do Teorema 2.3 temos que se a, b e ¢ sdo as medidas dos compri-

mentos dos lados de um tridngulo, entao [b —c¢| <a < b+ c.

Teorema 2.4. (Rezende; Queiroz, 2008, p.50) Se dois lados de um triangulo sao con-
gruentes respectivamente a dois lados de um sequndo triangulo, e a medida do angulo
compreendido do primeiro triangulo é maior que a medida do angulo compreendido do

sequndo, entdo o lado oposto do primeiro triangulo é maior que o lado oposto do sequndo.

Demonstracio. Sejam ABC e DFEF triangulos quaisquer com AB = DE, BC = EF e

m(B) > m(E) onde m denota a medida do angulo. Vamos mostrar que AC' > DF.
Consideremos a semirreta @, com Q e A no mesmo lado da reta BC tal que o

angulo QBC seja congruente ao angulo E. Sobre B@ consideremos um ponto K tal que

BK = DFE conforme mostra a Figura 2.3.
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Figura 2.3: Construgao para a solucao do Teorema 2.4.

Fonte: Elaborada pela autora.

Como BK = ED, BC = EF e m(KBC) = m(DEF), segue pela congruéncia de tri-
dngulos LAL (lado-angulo comum-lado) que os tridngulos K BC' e DEF' sdo congruentes,
e consequentemente os segmentos KC e DF sdao congruentes.

Se K € AC, entao KC < AC e, portanto, DF < AC.

Suponhamos entdo que K ¢ AC. Seja M o ponto em que a bissetriz do ABK inter-
cepta o segmento AC, ou seja, bissetriz é a semirreta E?\? que divide o angulo ABK em
dois angulos iguais, entdo, temos m(ABM) = m(MBK) e BM é lado comum para os
triangulos ABM e MBK. Além disso, AB = BK. Logo, os triangulos ABM e M BK
sdo congruentes pelo caso LAL(lado-4ngulo comum-lado). Portanto, M A = M K.

Pela desigualdade triangular (Teorema 2.3) aplicada no tridngulo M KC temos KC' <
CM + MK. Resulta que DF = KC < CM + MA = AC, isto é, DF < AC. O]

Temos a reciproca do Teorema 2.4.

Teorema 2.5. (Rezende; Queiroz, 2008, p.51) Se dois lados de um triangulo sio congru-
entes respectivamente a dois lados de um outro triangulo, e o terceiro lado do primeiro
triangulo € maior que o terceiro lado do sequndo, entao o angulo compreendido no primeiro

triangulo é maior que o angulo compreendido no sequndo.
Demonstracio. Sejam ABC e DEF triangulos quaisquer, com AB = DFE, BC = EF e

AC > DFE conforme mostra a Figura 2.4.

Figura 2.4: Construgao para a solugdo do Problema 2.5.

A

c L F
\

| ]
I
Fonte: Elaborada pela autora.

~

Vamos mostrar que m(B) > m(E).

Se m(B) < m(FE), pelo Teorema 2.4 temos AC' < DF, o que contradiz a hipdtese.
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~ ~

Por outro lado, se m(B) = m(E), como AB = DE e BC' = EF, entao pelo caso LAL
(lado-angulo comum-lado), o tridngulo ABC' é congruente ao tridngulo DEF' e concluimos
que AC' = DF, o que também contradiz a hipétese.

Portanto, por tricotomia ', m(B) > m(E). O

Problema 1. (Adaptado de Barbosa (2003, p. 69)) Sao dados dois pontos P e @ do

mesmo lado da reta [. Determinar um ponto O em [ tal que a soma das distancias de O

a P edeO a@ seja a menor possivel.
Solugdo. A Figura 2.5 ilustra as hipoteses do Problema 1.

Figura 2.5: Hip6teses do Problema 1.

Q
@

Fonte: Elaborada pela autora.

Seja um ponto M € [ qualquer e Q" a imagem de @ pela reflexdao da reta [. Temos que
MQ@ é congruente a MQ'. Assim, MQ + MP = MQ' + MP com M € [. Ver Figura 2.6.

Figura 2.6: Construgao para a solugao do Problema 1.

Q

Q

Fonte: Elaborada pela autora.

'Uma e somente uma das condicdes se verifica: < y ou x = y ou & > y.(Guidorizzi, 2001, pag. 27)
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Se M nao pertence ao segmento P()’, a desigualdade triangular aplicada ao triangulo
PMQ@Q'" afirma que PM + MQ' > PQ’ e, se M for a interseccao de PQ’ com [, temos a
igualdade, isto é, PM + M Q' = PQ'. Portanto, se O = M, temos que a soma PO + OQ

sera a menor possivel. ¢

Na engenharia deparamos com esse tipo de problema com varias aplicagoes no cotidi-

ano, tais como:

e Definir a localizagao ideal de uma instalacao, como uma parada de transporte pu-
blico (6nibus, metro) para atender passageiros que moram préximos aos pontos P

e (), minimizando o deslocamento total.

o Escolher o ponto de encontro em uma rota ou estrada para que duas pessoas que

estdo em P e () se encontrem no menor caminho possivel.

o Planejar a posicao de um equipamento ou recurso em um canteiro de obras, fabrica
ou armazém, para atender a pontos de demanda préximos, reduzindo o custo de

entrega.

Em geral, em todas situagoes deseja-se determinar uma trajetoria entre dois locais
fixos usando um caminho intermediario restrito a uma reta, refletindo minimizacao de

tempo, distancia ou custo de deslocamento no dia a dia.

Problema 2. (Tikhomirov, 1990, p. 3) Inscrever um triangulo de perimetro minimo em

um dado triangulo de angulo agudo.

Solugdo. Seja um tridngulo ABC' com um dos angulos um angulo agudo. Sem perda
de generalidade, vamos supor que ACB seja este angulo agudo. Queremos determinar
os pontos M, N e P nos lados BC,CA e AB, respectivamente, tal que o perimetro do
triangulo M N P seja minimo, isto ¢, MN + NP + PM ¢ minimo.

Para entender a construcao da solugao deste problema, consideremos primeiramente
um ponto arbitrario P no segmento AB. Seja P’ a reflexdo do ponto P na reta % e P
a reflexdo de P na reta j@ . Ver Figura 2.7.
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Figura 2.7: Construcao para a solugdo do Problema 2 - Parte 1.

Fonte: Elaborada pela autora.

Pela defini¢ao da reflexdo, segue que CP' = CP = CP". Os triangulos PCP' e PCP"
sdo isésceles de bases PP’ e PP”, respectivamente. Assim, AC é a bissetriz do angulo
P"CP. Logo, m(P"CA) = m(ACP) = a. Analogamente, BC' é a bissetriz do angulo
PCP' e m(PCB) = m(BCP') = B. Segue entdo que m(ACB) = m(ACP) +m(PCB) =
a+B em(P'CP") = 2(a+). Por hipétese, o angulo ACB é agudo. Logo, 2(a+£3) < 180°,
o que implica afirmar que os pontos P, C' e P” ndo sdo colineares. O segmento de reta P’ P”
ira interceptar os lados BC' e AC' do triangulo ABC nos pontos M e N, respectivamente.
O perfmetro do tridangulo M NP é igual a comprimento do segmento P’ P”.

De forma analoga, se X e Y forem pontos quaisquer em BC e AC, respectivamente,
o perimetro do tridngulo X PY serd igual X P + PY + Y X, que é maior ou igual a P'P".
Logo, o perimetro do triangulo X PY é maior ou igual ao perimetro do triangulo PM N.
A igualdade é valida quando X = M e Y = N. Ver Figura 2.8.
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Figura 2.8: Construcao para a solugdo do Problema 2 - Parte 2.

Fonte: Elaborada pela autora.

Partindo desse fato, temos que encontrar um ponto P no segmento AB tal que o
segmento P’P” tenha comprimento minimo. Observamos que o segmento P'P” é a base
de um triangulo isésceles P” P'C' com angulo constante de medida 2y em C' e lados C P’ =
CP" = CP. Entao, temos que escolher P em AC tal que C P’ = C'P seja minimo.

Considerando P; como pé da altura do triangulo ABC' até C'. Sejam M; e N; também
os pés das outras duas alturas do triangulo. Vamos mostrar que o triangulo P, M;N; é o
tridngulo de perimetro minimo.

De fato, sabemos que M; e N; s@o os pés das alturas do tridngulo ABC' através de
A e B, respectivamente. Entao, B]\//Tlpl’ = B]\/I\lPl = BAC = C’]\//l\lNl, 0 que mostra que
o ponto Pj estd na reta m Da mesma forma, P} estd na reta m Portanto, de
todos os triangulos inscritos em ABC, aquele com vértices nos pés das alturas do triangulo

ABC é o que tem perimetro minimo. A Figura 2.9 ilustra a solucdo do problema.
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Figura 2.9: Solucao do Problema 2.

D MiN:Py MNP XYP

Fonte: Elaborada pela autora.

¢

Esse problema pode ser modelado na logistica de entregas de mercadorias, permitindo
a reducao de custos e do tempo gasto nas entregas.

Alguns problemas podem envolver a existéncia de retas paralelas. Neste caso, é valido
o Axioma das Paralelas: “Por um ponto nao pertencente a uma reta dada, passa uma

Unica reta paralela a essa reta”.

Problema 3. (Araijo, 1998, p. 100) Duas cidades, A e B, estio separadas por um rio
cujas margens sao (localmente) retas paralelas. Em que ponto P de uma das margens do
rio devemos construir uma ponte de modo a minimizar o percurso entre as duas cidades?
Supomos que a ponte é perpendicular as margens, e que ird ligar as cidades por estradas

cujo trajeto € também uma linha reta. As hipoteses do problema sao mostradas na Figura
2.10.
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Figura 2.10: Hipoteses do Problema 3.

A

Fonte: Elaborada pela autora.

Solugdo. Dado as duas cidades A e B separadas por um rio de largura [ sendo suas margens
retas paralelas. Consideraremos a ponte como uma segmento de reta perpendicular as
margens do rio.
Para resolvermos este problema faremos a seguinte construcao geométrica:
1. Tracamos por A uma reta ¢t perpendicular a margem do rio;
Determinamos A’ € ¢, com AA" = [;
Tracamos o segmento A'B:;
Seja P a intersecao de A'B com a margem do rio em relacio a B;
Tracamos por P uma reta s perpendicular ao rio;

Determinamos () como a intersecao da reta s com a margem do rio em relacao a A;

I

Tracamos o segmento AQ).

Esta construgao é mostrada na Figura 2.11.
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Figura 2.11: Construcao da solucao do Problema 3.

-~ E
IS it S
~ :

Fonte: Elaborada pela autora.

Pela construcao, temos que as retas t e s sao paralelas. Logo, AA" =1 = PQ e AA'PQ
¢ um paralelogramo. Assim, A’P = AQ. Como a menor distancia entre dois pontos do
plano é obtido por um segmento de reta, entao o segmento A’B é a menor distancia entre
A e B excluindo a largura do rio. E como A'B = A'P + PB = AQ = PB. Portanto, a
menor distancia deste problema é o dado pelo segmentos AQ, QP e PB. ¢

Problema 4. (Araijo, 1998, p. 100) Andlogo ao problema 3, mas agora considerando

dois rios que separam as cidades A e B, como mostra a Figura 2.12.

Figura 2.12: Hipoteses do Problema 4.

A

Rio 1

Rio 2

48

Fonte: Elaborada pela autora.
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Solugdo. Para construir o menor caminho de A em B passando por dois rios faremos a

seguinte construgao:

1.
2.

o Ne o e w

Pelos pontos A e B tragamos retas perpendiculares aos rios 1 e 2, respectivamente.

Determinamos nessas perpendiculares os pontos A" e B’ distantes de A e B conforme

a largura (distancia entre as retas) do rio 1 e 2, respectivamente.

Tracamos A’B’ determinando os pontos S e R nas margens internas do rio.
Tracamos a reta p paralela a A’B’ passando por A.

Tracamos a reta ¢ paralela a A’B’ passando por B.

Determinamos o ponto 7' na interseccao da reta p com a margem externa do rio 1.
Determinamos o ponto () na intersec¢gdo da reta g com a margem externa do rio 2.

Tracamos os segmentos AT, T'S, SR, RQ e QB.

A Figura 2.13 mostra a construcao descrita anteriormente.

Figura 2.13: Construcao da solucao do Problema 4.

Fonte: Elaborada pela autora.

Como a reta p é paralela a A’B’, segue que AT = A'S e AA' =TS. Do mesmo modo,
a reta g é paralela a A'B’. Entao, BQ = B'R e BB’ = RQ. Concluimos assim que AT,
TS, SR, RQ) e QB sera o menor caminho. ¢

Problema 5. (Ruoff, 1982, p. 495, adaptado) O morador da casa A quer buscar dgua

no rio (r) e lenha na beirada da mata (m), e levar para a casa B. Em quais pontos, X
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do rio e Y da mata, o morador tem que buscar a dgua e a lenha, respectivamente, para

que o trajeto AX + XY 4+ Y B tenha o menor comprimento possivel?

Solugao. Dados os pontos A e B, o rio representado pela reta r e a beirada da mata como
a reta m.
Sejam A’ o simétrico de A em relacio a reta r e B’ o simétrico de B em relacao a m.
Tragamos a reta g pelos pontos A’ e B’. Determinamos os pontos X e Y fazendo a
interseccao da reta g com as retas r e m, respectivamente. Segue que os pontos A’, X, Y
e B’ sao colineares. Além disso, AX = A’X e BY = B'Y. Portanto, AXUXY UYB éo

caminho de menor distancia. Ver Figura 2.14.

Figura 2.14: Solugao do Problema 5.

Fonte: Elaborada pela autora.

¢

Esse principio otimiza pontes entre cidades separadas por rios e matas, custos de
estrada e tempo de viagem comuns, comuns em engenharia civil para travessias perpen-

diculares.

Problema 6. (Araijo, 1998, p. 101) Mostre que o triangulo de menor perimetro, entre

aqueles com base e altura dadas, é o isosceles.

Solugdo. Dado um tridngulo qualquer cujo um dos lados é dado pelo segmento MN e
altura por um segmento de comprimento Ah.

Inicialmente, tracamos uma reta [ paralela a M N com a distdncia de MN = h.
Refletindo N pela reta perpendicular a N em relacao a reta [, temos o ponto N'. Em
seguida, tracamos o segmento em M N’ determinando o ponto P na interseccao de M N’
com a reta [.

Obtemos assim, um triangulo MNP com MN = b, MP = a = NP e perimetro igual
a b+ 2a.
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Marcando um ponto ) qualquer na reta [, temos o triangulo M NQ, com MN = b,
MQ =c, NQQ = d e seu perimetro é b+ ¢ + d.

O triangulo MNP ¢ isosceles pois overlineM P é congruente a NP. J& o triangulo
MNQ@ nao é isosceles para () # P.

No tridngulo MN'Q, temos MN' = 2a, MQ = ¢, NQ' = d. Sabemos que neste
triangulo temos que 2a < ¢ + d.

Obtemos assim a Figura 2.14.

Figura 2.15: Construcao da solucao do Problema 6.

¢ altura

Fonte: Elaborada pela autora.

Assim, sabemos que o perimetro do tridngulo M N é igual a b+ ¢+ d. Por um lado,
segue que b+ ¢+ d > b+ 2a que é o perimetro do triangulo M NP. Portanto, dada a
arbitrariedade do ponto Q, segue que o triangulo MNP ¢é o que tem menor perimetro.

Além disso, este triangulo é isosceles. ¢

2.3 Base média de um tridngulo

Como podemos resolver o problema: Sao dados uma circunferéncia I" e dois pontos,
um deles (A) no interior I' e outro (B) no exterior. Construa dois pontos diametralmente
opostos P, () € I' de tal forma que a soma AP 4+ PQ + QB tome o menor valor possivel?
Para isso, necessitamos dos seguintes resultados: Lema do quadrilatero convexo ser para-
lelogramo, teorema da base média e teorema da base média do trapézio. Com todas essas

informagoes iremos solucionar o problema.
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Definicao 2.6. Uma Regiao R do plano é convexa quando, para todos os pontos A, B €
R, tivermos AB C R.

Figura 2.16: Regiao convexa.

Fonte: Elaborada pela autora.

Primeiramente, definimos base média de um tridngulo como o segmento que une os
pontos médios de dois de seus lados. Assim, todo tridngulo possui exatamente trés bases

médias. Nas notagoes da Figura 2.17, as bases médias do triangulo ABC' sao os segmentos
MN,NP e MP.

Figura 2.17: Bases médias de um triangulo.

A

Fonte: Elaborada pela autora.

Dizemos, ainda, que M N é a base média relativa ao vértice A (ou ao lado BC).
Analogamente, NP e M P sao, respectivamente, as bases médias de ABC' relativas aos
vértices B e C' (ou aos lados AB e AC, também respectivamente). Por fim, o tridngulo
MNP é denominado triangulo medial de ABC'.

Teorema 2.7 (Teorema da base média). Seja ABC um triangulo qualquer. Se M N
é a base média de ABC relativa a BC, entio os segmentos MN e BC sdo paralelos.
Reciprocamente, se pelo ponto médio M do lado AB tracarmos a reta paralela ao lado BC,

1
entdo tal reta intersecta o lado AC em seu ponto médio N. Mais ainda, M N = iBC'
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Demonstragao. Para a primeira parte, nas notagoes da Figura 2.18, consideremos o ponto
—
M’ na semirreta M N tal que MN = NM'.

Figura 2.18: Medida da base média de um triangulo.

(03
Fonte: Elaborada pela autora.

Como N ¢é o ponto médio do segmento AC' e os angulos ANM e CNM' sdo congru-
entes (dngulos opostos pelo vértice), os tridngulos AMN e CM'N sdo congruentes pelo
caso LAL (lado-Angulo comum-lado). Portanto, M'C = MA e M’ CN ¢ MAN sio con-
gruentes. Segue que os segmentos M'C e AM sio paralelos. Assim, BM = AM = M'C
e BM e M'C sao paralelos.

Tendo dois lados opostos iguais e paralelos, entao o quadrilatero M BC M’ é um para-
lelogramo. Logo, BC e MM’, em particular, M N sdo paralelos. Mais ainda, segue que
MM =2MN = 2BC.

Reciprocamente, seja r a reta que passa pelo ponto médio M do lado AB e é paralela
ao lado BC. Como, por hipdtese, M N também passa por M e é paralela a BC, segue do

Axioma das Paralelas que r coincide com M N, em particular, N € r. n

Teorema 2.8 (Base média do trapézio). (Neto, 2013, p. 62) Seja ABCD um trapézio
de base AB e CD e lados nao paralelos AD e BC. Sejam, ainda, M e N os pontos
médios dos lados ndao paralelos AD e BC, respectivamente, e P e () os pontos médios das

diagonais AC e BD, também respectivamente (ver Figura 2.19).

Figura 2.19: Base média para o trapézio.
D b C

a

Fonte: Elaborada pela autora.
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Entao, valem as sequintes afirmacoes:

1. M,N,P e Q sdo colineares e o segmento MN € paralelo aos segmentos AB e CD.
1 1

Demonstragdo. Nas notagoes da Figura 2.19, como M P é base média do triangulo DAC,
segue do Teorema 2.7 que os segmentos M P e C'D sao paralelos e M P = ;CD = 12) Por
outro lado, como M() é base média do tridngulo ADB, segue também que M@ e AB
sao paralelos e MQ) = ;AB = %. Como AB e CD sao paralelos, segue do Axioma da

Paralelas que M P = MQ), isto é, M, P e () sao colineares. Entao, MQ) = MP U PQ e

1 1 1
f@:ﬁM@-Aﬂﬂ:bAB—fﬂﬂ:QMB—CDL

Por outro lado, argumentando com as bases médias N@) e NP dos triangulos C BD

e ABC, respectivamente, concluimos que P, @ e N sao colineares (Pontos que pertencem

1 b
uma mesma reta) e NQ = §DC =5 Portanto, segue que MN = MQ U QN e

MN_MQ+NQ—€f+€?—;MB+CM—G;@

[]

Problema 7. (Araijo, 1998, p. 102) Sio dados uma circunferéncia T' e dois pontos, um
deles (A) no interior I' e outro (B) no exterior. Construa dois pontos diametralmente
opostos P, € T' de tal forma que a soma AP+ PQ+ QB assuma o menor valor possivel.
Ver Figura 2.20.

Figura 2.20: Hip6teses do Problema 7.

. N

Fonte: Elaborada pela autora.

Solugdo. Dada a circunferéncia I' de raio R e dois pontos A e B, com A no interior de I
e B no exterior I'.

Para construirmos os pontos P, € I', faremos os seguintes passos:
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1. Tracamos o segmento AB e determinamos seu ponto médio C;
Tracamos o segmento OC;
Determinamos a reta paralela a OC passando por A;

Determinamos a reta paralela a OC passando por B;

ARl R

Determinamos os pontos P, P',Q e Q' a partir das interseccoes das retas paralelas

tragadas no item anterior com a circunferéncia I', conforme mostra a Figura 2.21.

Figura 2.21: Construcao da solucao do Problema 7.

Fonte: Elaborada pela autora.

6. Tracamos os segmentos em PQ e P'Q’.

A escolha por qual solucdo serd feita a partir da comparacao dos segmentos AP e QQ’,
considerando o menor deles.

Para ilustrar esta construgao e assim, obtendo o menor caminho, consideremos um
ponto X qualquer sobre a circunferéncia I' e Y o ponto diametralmente oposto a X,

conforme mostra a Figura 2.22.
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Figura 2.22: Solugao do Problema 7.

APQB

AP'Q'B

Fonte: Elaborada pela autora.

Para a demonstrar que a construcao é a solu¢ao do problema, observamos inicialmente
que o poligono APQB é um trapézio com B(Q e AP seus lados paralelos. Uma vez que
PO =0Q =R e AC = CB (C é ponto médio), podemos aplicar o Teorema 2.7. Assim,
oC = ;(AP + BQ).

Por outro lado, para quaisquer par de pontos, R e S considerados sobre a circunfe-
réncia e diametralmente opostos, sempre teremos RS = 2R. Logo, para obter o minimo
solicitado no problema devemos minimizar apenas AS + BR. Se considerarmos agora os

pontos P e (), anteriormente obtidos, segue pela desigualdade triangular que,

Logo,
AP+ BQ < (AS+ SP)+ (BR+ RQ) = (AS+ BR) + (SP + RQ).

A igualdade ocorre quando P = S e R = @), que é o minimo de AP + B(). Portanto, a
construcao feita minimiza a soma AP + PQ + @B. ¢

A aplicabilidade estende-se ao uso de drones ou agentes de vigilancia em zonas cir-
culares, como parques e campos, Nos quais o percurso se inicia em um ponto interno A,
atravessa um didametro P() para fins de monitoramento e finaliza em um ponto externo
B. Essa configuracao minima assegura uma cobertura eficiente, com menor consumo de

bateria ou esforco operacional. Da mesma forma, robds autéonomos empregados em ambi-
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entes industriais circulares utilizam essa otimizacao para determinar trajetorias entre A
e B ao longo de superficies ceramicas, pratica comum em processos de automacgao fabril

ou em sistemas de jogos que envolvem caminhos restritos a regides circulares.



3 Ponto de Torricelli - Fermat e

desigualdades algébricas

Este capitulo aborda problemas de maior complexidade, cuja resolugao requer a apli-
cagdo de teoremas classicos e desigualdades fundamentais. O contetido esta organizado
em duas segoes.

A primeira secao trata do problema de otimizagdo geométrica: Determine o ponto
X no plano tal que a soma das distancias aos vértices de um dado tridngulo ABC' seja
minima. A solucao deste problema exige o conhecimento de teoremas essenciais, a saber:
o Teorema do Ponto de Torricelli-Fermat e o Teorema de Pompeiu. Ressalta-se que a
demonstracao do Teorema do Ponto de Torricelli-Fermat depende previamente da Desi-
gualdade de Ptolomeu e do Teorema de Van Schooten. Adicionalmente, a demonstracao
do Teorema de Van Schooten também requer a aplicacdo da Desigualdade de Ptolomeu,
estabelecendo assim uma estrutura hierarquica de dependéncias teéricas.

A segunda secdo concentra-se em problemas de maximizacao de area, nos quais sao
empregadas as desigualdades classicas entre média aritmética, média geométrica e a de-

sigualdade de Minkowski.

3.1 Ponto de Torricelli - Fermat

Iniciaremos essa secao citando todos os teoremas e conceitos necessarios para pode
solucionar o problema citado no comeco do capitulo.

Além de pontos, retas, semirretas e segmentos, os circulos serdo objetos de grande
importancia em nosso estudo, principalmente nas proximas demonstragoes. Precisamente,
dados um ponto O e um raio r > 0 (que deve ser pensando como comprimento de um
segmento), o circulo de centro O e raio r é o conjunto de todos pontos P no plano que
estdo a distancia r de O, isto &, tais que OP = r.

Como regra geral, circulos serao denotados por letras gregas maitisculas. Por exemplo,
o circulo da Figura 3.1 serd denotado por I' (16-se gama). Podemos escrever também

['(O;r), caso queiramos enfatizar que o centro I' é o ponto O e seu raio é 7.

37
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Considere a Figura 3.1. Dado um circulo I' de centro O e raio r denominamos raio do
mesmo a todo segmento que une o centro O a um de seus pontos, por exemplo, OA, OB

e OP sdo raios do circulo I'.

Figura 3.1: Elementos de um circulo.

Fonte: Elaborada pela autora.

Uma corda de I' é um segmento que une dois pontos quaisquer do circulo; um dia-
metro de I' é uma corda que passa por seu centro. Nas notagoes da Figura 3.1, AB e
C'D sao cordas de I', sendo AB um didametro. Todo didmetro ira dividir o circulo em duas
partes iguais, denominadas semicirculos; reciprocamente, se uma corda de um circulo o
divide em duas partes iguais, entdao tal corda deve, necessariamente, ser um diametro do
circulo.

Ainda em relacao a Figura 3.1, podemos observar que uma parte do circulo I" aparece
em negrito. Tal parte corresponde a um arco de circulo, ou seja, a uma parte do circulo
delimitada por dois de seus pontos. Observamos que ha uma certa ambiguidade nessa
definicdo, devido ao fato de que dois pontos sobre um circulo determinam dois arcos. Em
geral, resolveremos essa situacao nos referindo ao arco menor ou ao arco maior C'D.
Desse modo, diremos que a parte do circulo I' em negrito na Figura 3.1 é o arco menor
CD.

Pensando em circulos, podemos citar o angulo central e os angulos inscritos. Por
definicdo, um angulo central de uma circulo é um angulo cujo vértice é o seu centro. J&
um angulo inscrito é aquele cujo vértice esta sobre o circulo e cujos lados sao cordas.

Para denotarmos um angulo qualquer, utilizamos a notacao em que a letra correspon-
dente ao vértice aparece com acento circunflexo entre as outras duas letras que represen-
tam os pontos das semirretas que definem o angulo, por exemplo, BAC denota o angulo
inscrito de vértice A formado pelas semirretas ﬁ e ﬁ Para denotarmos a medida de
um angulo qualquer, utilizaremos a letra m antes do angulo trabalhado, ou seja, m(BfAlC')

denotara a medida do angulo BAC.
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O Teorema 3.1 mostra como determinar a medida de um angulo inscrito.

Teorema 3.1 (Teorema do dngulo inscrito). Se AB e AC sao cordas de um circulo de
centro O, entdo a medida do angulo inscrito BAC ¢ igual a metade da medida do angulo

central BOC' correspondente.
Demonstragio. Consideremos trés casos separadamente:

(a) O centro O da circunferéncia pertence a uma das cordas. Neste caso, a corda é o

proprio didmetro da circunferéncia.

Figura 3.2: O centro O da circunferéncia pertence a uma das cordas.

Fonte: Elaborada pela autora.

Como os segmentos OB e OC sao de mesma medida, pois sdo iguais ao raio da
circunferéncia. Desta forma, o triangulo OBC' ¢ isésceles, cuja base ¢ BC'. Entao a
m(OBC) = m(BCO) = a.

O segmento AB ¢é o diametro da circunferéncia e podemos denotar por 5 o angulo

suplementar de 6. O angulo central serd entao dado por

B =180° — 0.

Como para todos os tridngulos, a soma dos dngulos internos é sempre igual a 180°,
entao temos:

a+a+ 3 =180°
Substituindo 8 por 180° — 6, segue que
a+a—+180° — 0. = 180°

Logo, 6 = 2a.

E assim, provamos o primeiro caso.
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(b)

O centro O da circunferéncia esta dentro do angulo inscrito, conforme mostra a Figura
3.3.

Figura 3.3: O centro O da circunferéncia esta dentro do angulo inscrito.

Fonte: Elaborada pela autora.

Seja BD o diametro da circunferéncia, dividindo os angulos central e inscrito, em duas
partes. Temos, o = a1 + a3 e = 61 + 0,. Como BO = OC' (raio da circunferéncia)
segue entao que o tridngulo BOC' é isosceles com base BC. Assim, m(OEC) =

m(BéO) = o e 0 é suplementar a 3, isto é, #; = 180° — #,. Logo,

201 + 51 = 180°.

Substituindo ; por 180° — #;, segue que:
201 + 180° — 6; = 180°.
0, = 20.
Analogamente para o triangulo BOA, temos:
0y = 2.
Por outro lado, temos:
0 =0+ 6y =201 + 205 = 2(y + ay) = 2.

E demonstramos o segundo caso.

O centro O da circunferéncia esté fora do angulo inscrito, conforme mostra a Figura
3.4.
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Figura 3.4: O centro O da circunferéncia esta fora do angulo inscrito.

Fonte: Elaborada pela autora.

Inicialmente, tragcamos o didmetro BD da circunferéncia, definindo outros dois angu-

los: 6, e ay, conforme a Figura 3.5.

Figura 3.5: O centro O da circunferéncia esta fora do angulo inscrito.

Fonte: Elaborada pela autora.

Seja [ o angulo suplementar do dngulo 6 + 61, que é o angulo central COD. Assim,

B =180° — (6 + 6y).

Do primeiro caso, onde o centro da circunferéncia pertence a uma das cordas, segue
que
9+91 :2(04+O{1). (31)
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Analogamente, para o angulo DBA, temos:
0, = 2a;. (3.2)
Substituindo (3.2) em (3.1), temos:
0+ 201 =2(a + ay)

Ou seja,
0 = 2a.

Portanto, terminamos a ultima parte da demonstragao.
m

Propriedade 3.2. Um quadrilatero convexo ABCD, de lados AB,BC,CD e DA, é

inscritivel se, e somente se, uma qualquer das condigoes a seguir for satisfeita:
(a) m(DAB) + m(BCD) = 180°. (Angulos suplementares).
(b) m(BAC) = m(BDC).

Para a demonstragao dessas propriedades ver Neto (2013, p. 128)

Definicao 3.3. Um quadrilatero é denominado quadrilatero ciclico se existir uma circun-

feréncia que intercepte seus quatro vértices.

Teorema 3.4 (Teorema de Ptolomeu). No quadrildtero ciclico, o produto das diagonais

¢ igual a soma dos produtos dos dois pares de lados opostos.

Demonstragio. Seja ABC'D um quadrilatero ciclico na circunferéncia I' com AB, AD, BC
e CD seus lados e AC' e BD suas diagonais. Ver Figura 3.6.

Por construcio, tracamos BP com P € AC tal que m(ABP) = m(DBC) = 3. E
imediato que AP + PC = AC. Como m(ADB) = m(ACB) = a, pois sdo angulos
inscritos em T’ de mesmo arco AB. Mais ainda, m(ABD) = m(PBC) = $+0, entao pelo
caso de semelhanga AAA (4ngulo-angulo-angulo), temos que os triangulos ABD PBC

sao semelhantes.
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Figura 3.6: Teorema de Ptolomeu.

Fonte: Elaborada pela autora.

Assim,

AD BD

?C:B—C@PC-BD:AD-BC (3.3)

Do mesmo modo, m(BAP) = m(BDC) = §, uma vez que sao angulos inscritos em
v de mesmo arco BC' e m(ABP) = m(CBD) = . Pelo caso de semelhanca AAA

(angulo-angulo-angulo), temos que os tridangulos ABP e BC'D sao semelhantes. Assim,

AP  AB
AP _AD L Ap.BD=AB.CD 4
cD _BD " ¢ (3-4)

Somando (3.3) e (3.4) temos:
PC-BD+ AP-BD =AD-BC+ AB-CD,
ou seja,
BD - (PC + AP) = AD - BC + AB - CD.

Portanto,

BD-AC =AD-BC+ AB-CD.
]

Teorema 3.5 (Desigualdade de Ptolomeu). Sejam ABC um triangulo qualquer e P um
ponto do plano, entao AB-CP+ BC - AP > AC - BP. A igualdade ocorre se, e somente

se, o quadrilatero ABCP ¢ inscritivel.

Demonstracio. Sejam E € %,F eBCeDe ﬁ, tais que os segmentos PD é per-
pendicular a jﬁ, PE ¢é perpendicular a AC ¢ PF ¢ perpendicular a BC. Ver Figura
3.7.
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Figura 3.7: Desigualdade de Ptolomeu: PDAFE é inscritivel

o0

Fonte: Elaborada pela autora.

Observamos que m(ADP) +m(AEP) = 180° garantindo que o quadrildtero PDAE é
inscritivel (Propriedade 3.2 (a)). Além disso, AP sera o didmetro do circulo circunscrito
pois m(AEP) = 90°. Por outro lado, m(DAE) = 180° —m(A) onde A é o angulo interno
do triangulo ABC. Como

m(EPD) + m(PDA) + m(DAE) + m(AEP) = 360°.
Segue que
m(EPD) = 180° — m(DAE) = m(A).
Aplicando a lei dos senos' no tridngulo PED, Neto (2013, p. 188)

ED  DP
sen A sen(PED)

e no triangulo APD,
AP DP

sen90°  sen(DAP)’

e sendo que PED e DAP subentendem o mesmo arco, segue que

~ FED
A= —. )
sen 1P (3.5)

Analogamente, para o tridngulo ABC' temos

~  BC
sen A = SR (3.6)

LA lei dos senos resolverd, principalmente, o caso de obter outros elementos de um tridngulo onde os
angulos sdo conhecidos e apenas um lado é conhecido. A Lei dos Senos possui também forte relaciona-

mento com a circunferéncia circunscrita ao tridngulo. Sejam a, b e ¢ as medidos dos lados do tridngulo

-~~~ a b c
ABC e A, B e C sendo os angulos internos no tridngulo, temos —~ = =

senA senB senC
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sendo R o raio da circunferéncia circunscrita ao tridngulo ABC. Comparando as equagoes
(3.5) e (3.6), temos a identidade

ED BC BC - AP
AP or TFP= g —

Observamos que os quadrilateros BFPD e CPEF também sao inscritiveis. Por ana-

logia, temos as identidades

AC - BP AB.CP
_ACBP - pp ABCP

FD 2R 2R

Aplicando a desigualdade triangular no triangulo DEF', temos

AB-CP BC-AP AC-BP
+ > .

FE+FED>FD & ¥ ¥ ¥

Logo,
AB-CP+ BC-AP > AC - BP.

Aplicando o Teorema 3.4 concluimos que
AB-CP+ BC-AP > AC - BP.

]

Teorema 3.6 (Teorema de Van Schooten). Seja um ponto P pertencente a circunferéncia
que circunscreve um triangulo equilditero ABC. O maior dos segmentos, PA, PB ou

PC, serd a soma dos dois segmentos mais curtos, ou seja, se PB for o maior entao
PA=PB+ PC.

Figura 3.8: P pertencente a circunferéncia circunscrita a um tridangulo equilatero ABC
A

P

Fonte: Elaborada pela autora.

Demonstracao. Para provar este teorema utilizamos o Teorema 3.4 de Ptolomeu no qua-
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drilatero ABPC' inscrito na circunferéncia, conforme mostra a Figura 3.8. Dessa maneira,
BC.PA= AC.PB + AB.PC.
Como o triangulo ABC' é equilatero segue que AB = AC = BC = a e assim,
a.PA=a.PB + a.PC.

Portanto,
PA=PB+ PC.

]

Teorema 3.7 (Teorema de Pompeiu). Dado um triangulo equilatero ABC' no plano e um
ponto P no plano do triangulo ABC', os comprimentos PA, PB e PC formam os lados

de um triangulo.

Demonstragao. Dividimos a demonstragao em 3 casos:

(a) O ponto P pertence a regiao interna do tridngulo como mostra a Figura 3.9.

Figura 3.9: Ponto P na regidao interna do triangulo ABC'.
A

Fonte: Elaborada pela autora.

Rotacionando o triangulo ABC' em 60° em torno do vértice C' no sentido horéario,
encontraremos A" e P’ (Ver Figura 3.10). Observamos que B ird coincidir com o
ponto A ap6s a rotacao. Considerando o tridangulo PP’'A verificamos que P'A = PB
e o tridngulo PP'C' é equildtero, pois m(PCP') = 60° ¢ PC' = P'C' com cada angulo
da base PP’ do tridangulo PP'C medindo 60°. Dai PP" = PC e segue que os lados
do tridngulo PP’'A sao PA, PB e PC e nao sio colineares.
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Figura 3.10: Rotacionando o tridngulo ABC em 60° em torno do vértice C.
A

a — A

Fonte: Elaborada pela autora.

(b) O ponto P pertence a um dos lados do tridngulo ABC' como mostra a Figura 3.11.

Figura 3.11: O ponto P pertence a um dos lados do tridngulo ABC'.
A

C

Fonte: Elaborada pela autora.

Ao rotacionar o tridngulo ABC em 60° em torno do vértice C' encontraremos A’ e P’
as respectivas imagens dos pontos A e P. Observamos que B coincide com A apéds a

rotacao. Ver Figura 3.12.

Figura 3.12: Rotacionando o tridngulo ABC em 60° em torno do vértice C'

P -

Fonte: Elaborada pela autora.

No tridngulo PP'A, P'A = PB e o triangulo PP'C seré equilétero, pois PC P’ = 60°
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e PC' = P'C com cada angulo da base PP’ do tridangulo PP’'C medindo 60°. Segue
entdo que PP’ = PC e os lados do tridngulo PP'A sao PA, PB e PC.

(c) O ponto P pertence a regido exterior ao tridngulo ABC'. Ver Figura 3.13.

Figura 3.13: O ponto P pertence a regiao exterior ao triangulo ABC.
A

C

Fonte: Elaborada pela autora.

Rotacionando em 60° no sentido horario em torno do vértice C' o tridngulo ABC' e o

segmento PC. Determinamos o ponto P’ conforme mostra a Figura 3.14.

Figura 3.14: Rotacionando o segmento PC em 60° em torno de C.
A

Fonte: Elaborada pela autora.

Observamos que o tridngulo PC P’ é isésceles pois PC' = P'C. Mais ainda, o angulo
entre eles mede 60°, ou seja, m(PéP' ) = 60°. Assim, os angulos da base do tridngulo
PCP' também medem 60°. O triangulo PCP’ é equildtero.

O triangulo PBC é congruente ao tridngulo AC'P’ pelo caso de congruéncia LAL pois
BC = AC, PC = P'C e os angulos PCB = AP'. Por fim, observamos que o triangulo
APP' possui medidas AP, PB e PC que sao lados de um tridngulo de Pompeiu.
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Teorema 3.8 (Ponto de Torricelli - Fermat). Seja ABC um triangulo qualquer. Em cada

lado construimos externamente trés triangulos equildteros ABF, ACE e BCD. Afirma-

mos que:

(a) As trés circunferéncias circunscritas aos triangulos equildteros se interceptam em um

ponto P, ou seja, C(ABF)NC(ACE)NC(BCD) = {P}.
(b) Os segmentos AD, BE e C'F sao concorrentes em P, ou seja, ADNBENCF = {P}.
(¢c) AD=BE =CF =PA+ PB+ PC.

(d) Para todos os pontos M do plano para o triangulo ABC', seque que MA+MB+MC >
AD = PA+ PB+ PC.

Se o ponto P minimizar a expressaio MA + MB + MC' este ponto é chamado de ponto
Torricelli - Fermat. Ver Figura 3.15.

Figura 3.15: Ponto Torricelli - Fermat

Fonte: Elabora pela autora.

Demonstracao.

(a) Sejam A e P os pontos de interseccao das circunferéncias C(ABF) e C(ACE). Como
o quadrildtero APBF ¢ inscritivel na circunferéncia C(ABF') segue que os angulos

opostos sao suplementares. Por outro lado, m(Aﬁ B) = 60°, entao:
m(APB) + m(AFB) = 180° < m(APB) = 180° — 60° = 120°.
Analogamente, por APCE ser inscritivel, temos:

m(APC) + m(AEC) = 180° < m(APC) = 180° — 60° = 120°.
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m(APB) + m(APC) + m(BPC) = 360° < m(BPC) = 120°.

Assim,

m(BPC) +m(BDC) = 180°.
O angulos BPC e BDC sio suplementares. Logo, o quadrilatero BPC'D também é
inscritivel, isto é, P € C(BCD). Portanto, C(ABF)NC(ACE)NC(BCD) = {P}.

(b) Basta mostrar que os pontos (C, P, F'), (A, P, D) e (B, P, F) sao colineares. De fato,
sabemos que m(APC) = 120° e m(APF) = m(ABF) = 60° uma vez que sao angulos

inscritos ao mesmo arco AB. Entao,

m(APC) + m(APF) = 180°.

Dai, os pontos C, P e F' sao colineares. De modo analogo, chegaremos a conclusao que
os pontos (A, P, D) e (B, P, E') também sao colineares. Portanto, AD N BENCF =

(P,

(¢) Iremos mostrar que CF' = PA+ PB + PC. Como P € C(AFB) e o tridngulo ABF
é equilatero, pelo Teorema 3.6 (Van Schooten) segue que PF' = PA + PB. Assim,

CF=PF+PC«&C(CF=PA+PB+ PC.

(d) Seja um ponto M qualquer na regido interna do tridngulo ABC' conforme mostra a
Figura 3.16.

Figura 3.16: Ponto M na regido interna do triangulo ABC.
E

Fonte: Elaborada pela autora.
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Aplicando a desigualdade de Ptolomeu (Teorema 3.5) para o tridngulo ABF e o ponto
M segue que
AM -BF + AF -BM > MF - AB.

Pelo fato do tridngulo ABF ser equilatero, temos
AM + BM > MF.

Somando C'M em ambos lados da desigualdade e aplicando a desigualdade triangular,
CM+ MF > CF, temos:

AM +BM +CM > CM + MF = AM + BM + CM > CF.
Como, CF = PA+ PB + PC segue que
AM + BM +CM > PA+ PB + PC.

Portanto, o ponto de um triangulo que minimiza a soma das distancias até os trés

vértices é o ponto Torricelli-Fermat.

]

Problema 8. (Problema 1.1.7 (Andreescu et al., 2007, p. 8)) Determine o ponto X no
plano tal que a soma das distancias aos vértices de um dado triangulo ABC' seja minima,
isto €, t(r) = AX + BX + CX é minimo.

Solucao. Suponhamos que o ponto X seja exterior ao triangulo ABC. Entao, uma das
retas AB, BC,C'A, digamos AB, tem a propriedade do triangulo ABC e o ponto X estao

em semiplanos diferentes determinados por esta reta, conforme mostra a Figura 3.17.

Figura 3.17: Problema 8 - o ponto X é exterior ao tridngulo ABC'.

C

Fonte: Elaborada pela autora.
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Consideremos a reflexao X’ de X em relacao a reta que liga os pontos A e B. Temos
que AX' = AX,BX' = BX. Além disso, o segmento C'X cruza a reta AB em algum
ponto Y com XY = X'Y. Pela desigualdade triangular, temos

CX'<CY+X'Y=C0YV+XY=CX

uma vez que C'; X e Y sdo colineares. Logo, t(X') < t(X).

Assim, podemos nos restringir aos casos nos quais o ponto X esta no interior ou na
fronteira do tridngulo ABC'. Sejam «, 3, as medidas dos angulos dos vértices A, B e
C do triangulo ABC, respectivamente. Sem perda de generalidade, podemos supor que
v > a > . Entao, a e § sao ambos angulos agudos.

Denotemos por ¢ a rotagdo de 60° no sentido anti-horario em torno do vértice A.
Para qualquer ponto M no plano seja M' = p(M). Entéao, o tridngulo AMM' é um
tridngulo equildtero. Em particular, o tridngulo ACC” é equildtero. Consideremos um
ponto arbitrario X na regido interna do tridngulo ABC conforme ilustrado na Figura
3.18.

Figura 3.18: Rotagao 60° no sentido anti-horario em torno do vértice A.

Fonte: Elaborada pela autora.

Segue que AX = XX', enquanto X' = ¢(X) e C' = ¢(C) implica CX = C'X.
Consequentemente, t(X) = BX + X X'+ X'C’, ou seja, t(X) é igual ao comprimento do
segmento (linha tracejada na Figura 3.18) BX X'C".

Consideramos agora trés casos:

(a) v < 120°. Neste caso, m(BCC") = v + 60° < 180°. Como o < 90°, também temos
BAC' < 180°. Assim, o segmento de reta BC” intercepta o lado AC' em algum ponto

D (ver Figura 3.18). Denotemos por X, o ponto de intersecgao de BC” com o circulo
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circunscrito do tridngulo ACC’. X, pertence ao segmento de reta BD e X, estd em
C'X, uma vez que m(AX,C") = m(ACC") = 60°. Além disso, temos

t(X,) = BX. + X.X. + X.C' = BC',

entao t(X,) < t(X) para qualquer ponto X no tridngulo ABC. A igualdade ocorre

apenas para X e X' em BC’, o que s6 é possivel quando X = X_.

Observamos que o ponto X, construido acima satisfaz m(AX,C) = m(AX,B) =
m(BX,C) = 120°. X, é o ponto de Torricelli para o triangulo ABC.

v = 120°. O segmento BC' contém C' e t(X) = BX+XX'+X'C" = BC' precisamente
quando X = C.

Observamos que ambos os casos 1 e 2 seguem o Teorema 3.7 (de Pompeiu). Na
verdade, o tridngulo ACC" é equildtero e temos t(X) = AX + BX +CX > C'X +
BX > BC'.

v > 120°. Entdao, BC' ndo tem ponto comum com o lado BC. Se AX > AC e
usando a desigualdade triangular, segue que t(X) = AX + BX+CX > AC+ BC. Se
AX < AC entdao X' estd no triangulo ACC" e t(X) = BX+X X'+ X'C > AC+BC ji
que o retangulo C' estd no BC' X' X. Em ambos casos a igualdade ocorre precisamente
quando X = C.

Concluimos, se todos os angulos do triangulo ABC' forem menores que 120°, entao
t(X) é minimo quando X coincide com o ponto ABC' de Torricelli. Se um dos dngulos
do tridngulo ABC nao for menor que 120°, entao ¢(X) é minimo quando X coincide

com o vértice desse angulo.

¢

A ideia do ponto de Fermat de um tridngulo é amplamente utilizada para encontrar

solugoes ideais que minimizam a soma de distancias, sendo aplicavel ao gerenciamento de

custos, a logistica e a decisdes estratégicas financeiras.

Assim, prosseguindo com o estudo do tetraedro, define-se o tetraedro regular como

um poliedro constituido por quatro faces triangulares equildteras congruentes. Segue o

teorema:

Teorema 3.9. Para qualquer ponto X no interior de um tetraedro reqular ABCD, a

soma das distancias de X as quatro faces do tetraedro é constante.

Demonstracdo. Sejam X um ponto qualquer no interior do tetraedro regular ABC'D e

X1, Xo, X5 e X, as projecoes ortogonais do ponto X sobre as quatro faces, como ilustrado

na Figura 3.19.
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Figura 3.19: Tetraedro ABCD.

Fonte: Elaborada pela autora.

Os segmentos que ligam os vértices do tetraedro ao ponto X, particionam o tetraedro
em quatro piramides triangulares de mesmo vértice X e bases congruentes (faces do
tetraedro regular ABCD), XABC, XABD, XBCD e XACD. A soma dos volumes
dessas piramides é igual ao volume do tetraedro. Se S é a area da base, h a altura do

1
tetraedro e V' o volume, temos a expressao V = §S -h,e

1 1 1 1 1

onde dy = XX;,dy = XX5,d3 = XX3,dy = XX, sao as distancias de X até cada uma

das faces. Simplificando a igualdade anterior, obtemos:
h=dy+ds+ds+dy.

Assim, mostramos que a soma das distancias do ponto X as quatro faces do tetraedro

regular ABC'D ¢é constante e igual a altura do tetraedro. O]

A aplicacao desse tipo de problema pode ocorrer na Fisica, especialmente na anélise
de distribuicao de pressao e de fluidos. Em vasos tetraédricos regulares contendo fluido
incompressivel, a soma constante das distancias de um ponto interno as faces relaciona-
se a pressao hidrostatica uniforme, o que auxilia no célculo das forgas exercidas sobre
membranas ou sensores internos, por exemplo, em tanques de armazenamento criogénico
ou na modelagem de fluxos em cavidades dinamicas.

Na Engenharia, por sua vez, esse principio pode ser empregado na analise estrutural e
de materiais, otimizando o posicionamento de sensores ou reforgos em estruturas tetraé-
dricas (por exemplo, treligas espaciais em antenas ou suportes em implantes médicos).
A soma fixa das distancias implica uma distribuicao equilibrada das perpendiculares as

faces, garantindo um monitoramento mais uniforme das deformagoes.
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Problema 9. Seja ABCD um tetraedro reqular no espaco. Determine os pontos X, no

espaco, tais que a soma
S(X)=AX+BX+CX+ DX

POSSUL um UNico minimo.

Solugdo. Vamos utilizar o resultado do Teorema 3.9, ou seja, que a soma das distancias
de X’ as quatro faces do tetraedro A’B’'C’'D’ é constante.

Inicialmente, construimos um tetraedro regular A’B'C’D’ com faces paralelas as faces
correspondentes de ABC' D de maneira que o ponto A no tridngulo B'C’'D’, B no triAngulo
A'C'D’, C no triangulo A'B’'D’ e D no tridngulo A’B’C’. Para a construcao deste tetraedro
basta usarmos a dilatagdo ¢ de centro O sendo O o centro de ABCD e razao k = —3.
Para qualquer ponto X definimos X' = ¢(X). Entao A'B'C'D’ é o tetraedro desejado.
Ver Figura 3.20.

Figura 3.20: Tetraedro.

D
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Fonte: Elaborada pela autora.

Considere um ponto X interno ao tetraedro A’B'C'D’. Sejam x, vy, z e t as distancias
de X faces de A'B'C'D’, respectivamente. Se h' o comprimento da altura do tetraedro
A'B'C'D’, entao

no.
Vol(A'B'C'D") = 3 Area[A'B'C"].
Por outro lado,
VOl(A'B'C'D') = Vol(XB'C'D') + Vol(XA'C'D') + Vol(XA'B'D') + Vol(XA'B'C")
. . 7 t .
= % Area|B'C'D’| + % Area[A'C'D'] + 3 Area[A'B'D'] + 3 Area[A'B'C,

Uma vez que o tetraedro A'B'C'D’ é regular segue que

Area[B'C'D'| = Area|A'C'D'| = Arvea|A'B'D') = Area]A'B'C].
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Assim,
r+yt+z+t

Z Area[A'B'C'| = 3

AreaA'B'C),

oqueresultaem z +y+z+t="n.

Se X for externo ao tetraedro A’B'C'D", entdo os tetraedros XB'C'D', XA'C'D’,
XA'B'D' e XA'B'C'D’ cobrem A'B'C'D’ e assim a soma de seus volumes é maior que o
volume de A’B'C'D’. Portanto, neste caso, x +vy + 2+t > h'.

Para encontrar o minimo de S(X), observamos que sempre temos * < XA, onde a
igualdade é valida apenas quando X A for perpendicular ao plano do tridngulo B'C'D’.
Do mesmo modo, y < XB, 2 < XC et < XD. Assim, S(X) >z +y+z+t>h. Além
disso, a igualdade S(X) = I’ é valida se, e somente se, X estiver nas perpendiculares que
passam por A, B, C e D as faces correspondentes de A’B'C’D’. Claramente o iinico ponto

X com esta propriedade é X = 0. Esta é a solu¢do tnica do problema. ¢

3.2 Desigualdades Algébricas

Uma grande variedade de problemas geométricos sobre maximos e minimos podem
ser resolvidos usando desigualdades algébricas apropriadas. Muitas desigualdades algé-
bricas podem ser interpretadas geometricamente com tais problemas. Um exemplo bem

conhecido ¢ a desigualdade média aritmética - média geométrica, isto ¢,

Tty

5 = VY, (z,y 2 0).

Essa desigualdade algébrica é equivalente ao seguinte problema geométrico:
De todos os retangulos com perimetro firado, o quadrado tem drea mdxima.

Como ¢ de se esperar, ao utilizarmos esta abordagem, a solu¢ao é normalmente dada
pelos casos em que ocorrem a igualdade.
Primeiramente, vamos mostrar geometricamente a desigualdade para dois ntimeros

construtiveis.

Exemplo 3.10. Mostremos geometricamente que a média aritmética de dois ntimeros é
maior ou igual a média geométrica.

Sejam os segmentos a e b de medidas quaisquer conforme mostra a Figura 3.21.

Figura 3.21: Hipo6teses do Exemplo 3.10

a b

Fonte: Elaborada pela autora.
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Primeiramente, vamos fazer a constru¢ao geométrica da Média Aritmética (M A) de

dois nimeros (segmentos construtiveis).

1. Tracamos uma reta qualquer a reta f.

2. Transportando com o compasso o segmento a na reta f obtemos os pontos extremos
Ae H.

3. Transportando com o compasso o segmento b na reta f tendo agora como pontos

extremos os pontos H e B.
Assim, temos AB = a + b.

4. Determinamos o ponto médio O do segmento AB e tracamos a circunferéncia de
centro O e didmetro AB. Ver Figura 3.22.

Figura 3.22: Construgao do Exemplo 3.10.

.

.....0.....-“'

Fonte: Elaborada pela autora.

Como o raio R é a metade do didmetro temos

b
G+b=2R o R:“;. (3.7)

Logo, a média aritmética do segmentos a e b, usando a notacao (M A, ) serd dada por
MA@y = R.

Agora passemos para a construcao geométrica da média geométrica (MG) de dois
numeros (segmentos construtiveis).

Partindo da mesma circunferéncia de centro O e didmetro AB obtida para a construcao

da média aritmética continuamos a construcao geométrica:

1. Tracamos a reta perpendicular g ao segmento AB no ponto H.



Desigualdades Algébricas 58

2. Na interseccao da reta g com a circunferéncia determinamos o ponto C'.
3. Tragamos o segmento OC.

4. Tragamos o triangulo ABC. Ver Figura 3.23.

Figura 3.23: Continuacao da construgao do Exemplo 3.10.

‘c

Fonte: Elaborada pela autora.

Pelo teorema do angulo inscrito na circunferéncia, m(Aé’B ) = 90°, pois o angulo cen-
tral do arco AB mede 180°. Assim, o tridangulo ABC' é retangulo. Dividindo o tridngulo
ABC' em dois tridngulos, AHC ¢ HBC', com m(Bé’A) = 90°, segue que HCA é com-
plementar ao BCH. Temos entdo que m(CAH) = m(BCH) e m(HCA) = m(HBC).
Logo, o tridngulo AHC' é semelhante ao tridngulo H BC', pelo caso AAA, pois m(CﬁH )=
m(BCH) e m(HCA) = m(HBC). Segue que

AH  CH o h ,
To=Hp ¢ n=p © M=a e h = Vab.

Logo, a média geométrica do segmentos a e b, usando a notagao (MG(,p)) serd dada por
MG (o) = h.

Tracando o segmento OC' = R na circunferéncia de centro O, temos o triangulo
retangulo OCH com m(OHC) = 90° e OC' sua hipotenusa.

Uma vez que o maior lado sempre é oposto ao maior angulo e OC' é oposto ao angulo
m(OHC) = 90°, entdo

a+b

OC=R>CH=h << MAa,b)= > MGa,b) = Va.b.

O Teorema 3.11 generaliza o resultado.
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Teorema 3.11 (Desigualdade média aritmética - média geométrica). Para quaisquer

numeros positivos xi, T, -+ ,T,, temos:

T1+To+ -+ Ty

n

= Y12 Ty

Além disso, a igualdade vale se, e somente se, x1 = To = -+ = X,.
Para demonstrar o Teorema 3.11 utilizaremos o lema a seguir.

Lema 3.12. Se z1,x9,...,2, € Ry, tais que o produto xy - x5 - --- - x, = 1, entdo

1+ x9+ -+ x, >n. Adgualdade € vailida se, e somente se, 11 =19 = -+ =x, = 1.

Demonstragao. Utilizando o Principio de Inducao Finita sobre n.
Para n = 1, temos x; = 1. Logo, x1 > 1, o que torna o resultado verdadeiro.

Hipétese de inducgao: Suponhamos que para n = k, a afirmacao seja valida, ou seja,
Ty Xg-ee- =1 — z1+z2+- -+, >k

Mostraremos que o resultado é valido para n = k + 1. Para isto, consideremos z1, o, - - -,

Tk, Tht1 € Ri e Xy Xy ZTrr1 = 1. Assim temos dois casos para analisar:

(a) Todos os xy,xa, - , Tk, Tpyq SAO iguals, isto é, 1 = 9 = -+ = 2 = Tgr1. Como
todos sao iguais a 1, concluimos que xy + x5 + -+ + xx + 11 = k + 1. Logo, o

resultado vale para n = k + 1, quando cada um dos ntimeros ¢ igual a 1.

(b) Nem todos os nimeros sao iguais, isto é, ha entre eles os niimeros menores que 1 e
outros que sao maiores que 1, pois nao podemos ter todos os niimeros menores que
1 e nem todos os niimeros maiores que 1, visto que o produto de todos eles deve ser
igual a 1. Assim, sem perda de generalidade, podemos supor que zp > 1 e x5 < 1.

Segue que
(xp—1)(1—2k11) >0 & zp—mprp+2pn—1>0 & rp—oprp+ap0 > L
Acrescentando k£ em ambos os membros da desigualdade, temos

k+xp — 2pTpq1 + 2 > K+ 1

Voltando na expressao xy - T3« -+ - (Tg.Zg+1) = 1 e usando a hipdtese de indugao,

temos

x1+$2+"'+($k.l’k+1)>k =4 $1+x2+-~~+xk,1Zk—xk':ckﬂ.
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Somando em ambos os membros xj + x5 obtemos

$1+x2+---+xk,1+xk+xk+1>k—(xk-xk+1)+xk+xk+1.

Como z; +Tot AT T+ T = k—(xk~xk+1)+xk+xk+1 ek+xL —TpTpy +

zk +1) > k+1, entao

T+ T+ T+ T = k+ L

Portanto, pelo Principio da Induc¢ao Finita, a afirmacao é verdadeira para todo n.

Com base no Lema 3.12 vamos agora demonstrar o Teorema 3.11.

Demonstragio. (Teorema 3.11). Consideremos MG = {/xy - 29 -+ - Ty, entao

:L‘l ..... xn . 1 @ xl x2

MGn MG MG

Aplicando o Lema 3.12, temos que

T 4 T2 1 4 Ty S
MG T MG MG ="
Logo,
Ty + Tg +

x1+x2++xn2nMG
Substituindo MG concluimos que

T1+ZTo+ -+ Ty

Teorema 3.13 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Dados 1, ,x, ey, -

ros reais tem-se

Ln
=1
MG
Tp-

RN Ry R S N EU )

s Yn NUME-

Além disso, a igualdade sé ocorre se existir um numero real «, tal que x; = « - y;, para

todo natural 1 <1 < n.
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Demonstragao. Seja f: R — R a funcao definida por

n

fv) = (x1v — y1)2 + (zov — y2)2 -t (Tv — ?Jn)2 = Z(%U - yi)2 2 0.

i=1

Como (x;v — y;)* = x7v® — 2x;y;v + y7 para todo i = 1,...,n, podemos reescrever a

expressao de f como

f(v) :7)2255? _2UZ~’Ciyi+Z%’2-
i=1 i=1

i=1
Por outro lado, como f representa uma fungao quadratica em v temos que f(v) > 0 para

todo v real se, e somente se, o discriminante for menor ou igual a zero, isto é,

n 2 n n
1 <Zwy> —4> @Yy <0
=1 =1 =1

Segue que

n 2 n n
(zxiyi) <323
=1 3 =1

n n n
i=1 =1 \i=1

A igualdade ocorre se, e somente se, o discriminante se anula, isto é, a funcao admite uma

ou ainda,

raiz real . Para isto, cada parcela (z;a — ;)?, deve ser nula, ou equivalente para x; = =
Q

com 1l <1< n. ]

Teorema 3.14 (Desigualdade Minkowski). Dados x;,y; com 1 < i < n, nimeros reais.
Entao,

\lzn:(xﬁ—yl \\IZLE +Jz:;yf

i=1

Demonstracao. Partimos da seguinte igualdade:

> (i +yi) Z:U +Zyz+22xzyl (3.8)
i=1

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz no lado direito de 3.8 e lembrando que

a < |a| para todo a € R, temos que

2
S (i +yi)? Zm?+2yz +2. 03 2 |y = @Zr%diﬁyf) :
=1 =1 =1 =1 =1
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Tomando raiz quadrada em ambos os lados, obtemos

J (zi + i) < \IZ$?+ Jzyf
=1 i=1 i=1

7

]

Problema 10. De todos os triangulos com um determinado perimetro, encontre aquele

com darea mdaxima.

Solugdo. Consideremos um tridngulo ABC' qualquer com seus lados dados pelas medidas,
AB = ¢, BC = a e AC =b. A Féormula de Heron (Rezende; Queiroz, 2008, p. 118), a

area de A é dada por

A=/s(s —a)(s —b)(s — o),

onde 2s = a 4+ b + ¢. Pela desigualdade da média aritmética-média geométrica (Teorema
3.11) temos:

(s—a)+(s—b)+(s—c):3s—23 s

Js—a)(s—b)(s—c) <

3 33
Ou ainda,
&3
— —b)(s—c) < —.
(s —a)(s —)(s ) < >
Logo,
S
A% =5(s—a)(s—b)(s —c) < 77

onde a igualdade ¢é valida se, e somente se, s —a = s —b = s — ¢, ou seja, a = b = c.
2 2

S s
Assim, a area A de qualquer tridngulo com perimetro 2s nao excede —= e é igual a ——=
& 33 C 3\/§

apenas para o triangulo equilatero.

A propriedade segundo a qual o tridangulo equildtero maximiza a area entre todas
as figuras triangulares com perimetro fixo apresenta aplicagoes significativas em diversos
campos que demandam otimizacao geométrica e racionalizagdo de materiais. Em arqui-
tetura e engenharia, essa caracteristica orienta o desenvolvimento de coberturas, painéis
modulares, trelicas e malhas estruturais cujo contorno ¢é previamente determinado, permi-
tindo obter a maior area possivel a partir de um mesmo comprimento de bordas, reduzindo
desperdicios e favorecendo a estabilidade estrutural. No design de produtos, especialmente
em embalagens, lonas protetoras e superficies destinadas a coberturas agricolas ou logis-
ticas, a forma equilatera assegura melhor aproveitamento do espago interno, contribuindo
para a eficiéncia operacional e para a economia de insumos. Assim, a adogao dessa ge-
ometria mostra-se recorrente em solugoes que exigem maximizacao de area, distribuicao

equilibrada de esforcos e maior eficiéncia espacial.
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Problema 11. De todos os tetraedros de volume V fizado, o tetraedro regular tem a drea

superficial minima.

Solugdo. Seja ABC' um triangulo qualquer. Consideremos o conjunto de pontos D no

espaco tal que volume do tetraedro ABC'D ¢ igual a V. Sabemos que
1.
V= gArea[ABC’] X h.

sendo a h a altura do tetraedro em relacao a base ABC'. Assim, a distancia do ponto D

ao plano determinado pelo triangulo ABC serd h e é dada por ——————. Seja D' a
Area|ABC]

projecdo ortogonal® do ponto D no plano do tridngulo ABC, e x,y e z as distancias de
D’ aos lados BC, AC' e AB, respectivamente.

Para a area superficial total S do tetraedro ABC'D temos (ver Figura 3.24),

) 1
S = Area|ABC| + i(a\/h? + 22+ b\/h? + y%2 + cVh? + 22)

— Area]ABC] + ;(\/(ah)Q + (ax)? + 1/ (Bh)2 + (by)? + 1/ (ch)? + (¢2)2).

Figura 3.24: Calculo da area superficial para o tetraedro.

Fonte: Elaborada pela autora.

Aplicando a desigualdade de Minkowski (Teorema 3.14) obtemos

. 1
S > Area|ABC] + 5\/(ah + bh + ch)? + (ax + by + cz)2.

Por outro lado, az + by + cz > 2Area| ABC]. De fato, temos os tridangulos D'BC, D'AC e

1 1 1 .
D'AB (Ver Figura 3.25) cujas dreas sao 5@3:, iby e Ecz, respectivamente. E facil verificar

2 A projecéo ortogonal de um ponto P do espaco sobre um plano « é o ponto P’ em que a perpendicular
a « tragada por P intercepta o plano a (Neto, 2013, pag. 271).
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que ax+by+cz > 2Area[ABC] sendo que a igualdade é valida apenas se D’ estiver dentro
do triangulo ABC.

Figura 3.25: ax + by + cz > 2Area[ ABC).
C

Fonte: Elaborada pela autora.

Assim,

p 1 p:
S > Area|ABC] + 5\/(ah + bh + ch)? + 4Area[ABC/?, (3.9)

onde a igualdade é valida quando D’ estd no interior do triangulo ABC e z = y = z, ou
seja, se e somente se D' é o incentro® do tridngulo ABC.

Consideremos agora apenas os tetraedros ABCD para os quais o ponto D’ coincide
com o incentro do tridngulo ABC'. Dado um ntimero real S, > 0 é possivel determinar um

tridngulo ABC' tal que Area[ABC’] = S,. Entao, substituindo essas condi¢des na relacao

(3.9) temos
S > 85,+ /h?s? + 52,

onde s é o semiperimetro do triangulo ABC e h =

< Segue do problema 10 que
s> > 3v/3S,, sendo que a igualdade é vélida apenas para o tridngulo equildtero ABC.

9)/2 V2
S>S,+ ?3\/550 +52=28,+ 27\/§§ + 52,

onde a igualdade é valida se, e somente se, triangulo ABC for equilatero.

Logo,

Os argumentos acima mostram que basta considerarmos as pirdmides ABC'D de base
dada por tridngulo equilatero e volume V. Assim, consideremos tal piramide denotando
por a o angulo entre uma face lateral e a base da piramide. Vamos determinar o valor de
« para o qual a area superficial S é minima. Neste caso, seja F' o incentro da piramide

ABCD e D' o incentro do tridngulo ABC' conforme mostra a Figura 3.26.

30 ponto de encontro das bissetrizes, que é também o centro da circunferéncia inscrita a um tridngulo,
é chamado incentro do tridngulo.(Rezende; Queiroz, 2008, pag. 94).
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Figura 3.26: Incentro da piramide.

-------

— - ’-;l-—'————-——————

Fonte: Elaborada pela autora.

Seguem os seguintes resultados:
(a) Se AB = a segue do triangulo ABC que D'E = %\/g

(b) O segmento EF & a bissetriz do angulo D'EG.

3
(¢) No tridAngulo D'E'F temos r = a\6/_ tg <g>

(d) No tridngulo DD'FE temos

h = tga =

av/3 av/3 2tg (%)
6 6 '

ha?y/3

(e) Sabemos ainda que 3V = hS, = 1

Como consequéncia,

N[e

s @ 3'a\/§( 2tg (%) ) a*tg (

_ )
46 \1-—tg? (%) 41— tg? (%) '

. Por outro lado, temos

<

3 Cl3 3 (6] ( - 2 % 3 « 9 [ X 9 (X
= 513" (2) N 241\/512‘/ ;(S ( )tg (2) :2\‘;5@ (2) <1_tg (2))



Desigualdades Algébricas 66

1
Sabemos que tg? <§> <1 — tg? (g)) tera seu valor maximo® quando tg? (Z) =5 Logo,

7“3<L

1
onde a igualdade é valida se, e somente se, tg? <g> =5
1 —tg? (%)

1+ tg? (%)
ao tridngulo DD'E temos que

Recordando que cosa = segue que cosq = 3 Aplicando esta condigao

a
_D’E_g\/g_a\/g

DFE = —
CcoS & COS « 2

DFE é a altura do tridngulo da face lateral ABD e ira se repetir para as demais faces
laterais do tetraedro. Como o triangulo ABD tem base AB = a segue que, a aresta

lateral AD tera comprimento

AD? = (;)2 + (Cl\fy =a’.

Isso significa que todas as arestas laterais do tetraedro tem comprimento a, ou seja,

ABCD é um tetraedro regular.
¢

Esse tipo de problema encontra aplicagao na engenharia mecanica e na arquitetura, es-
pecialmente no desenvolvimento de estruturas que devem manter um volume interno fixo,
como embalagens, suportes ou médulos construtivos, permitindo minimizar a quantidade
de material empregada na superficie. Em materiais avangados, essa abordagem inspira
o uso de modelos baseados em tetraedros regulares em redes cristalinas ou em aerogéis,

favorecendo a otimizacdo da resisténcia mecénica com a menor area exposta possivel.

1Basta fazer o estudo andlogo ao da equacio z(1 — z) = 0.



4 Principio da tangéncia e maximos
e minimos com uso do calculo

diferencial

Quando abordamos problemas de maximo e minimo na geometria, frequentemente
buscamos determinar nao apenas pontos ou distancias extremas, mas também os angulos
de maior ou menor medida possiveis. Para tais andlises, é necessario empregar métodos
de calculo diferencial, incluindo o estudo de curvas de nivel de fungoes definidas no plano,
assim como analises de crescimento e decrescimento de func¢oes em determinados pontos
especificos. Essas técnicas sdo essenciais para a resolucao de problemas de otimizacao
envolvendo outros angulos, aplicando derivadas para identificar pontos criticos e analisar

o comportamento das func¢oes em relagao as varidveis envolvidas.

4.1 Principio de tangéncia

Nesta secao resolveremos problemas geométricos extremos usando curvas de nivel de

fungoes definidas no plano.

Problema 12. Seja | uma reta dada no plano e A e B dois pontos do mesmo lado da

reta. Encontre um ponto M em [ tal que o angulo AM B seja mdximo.
Para resolver esse problema necessitaremos de alguns resultados preliminares.

Exemplo 4.1 (Constru¢ao do arco capaz). Dado o segmento AB e o angulo CDE.
Determinar o lugar geométrico dos pontos P tais que m(APB) = m(CDE).
Consideremos a seguinte construcao:
1. Por qualquer ponto M do segmento AB copiamos o angulo dado CDE.
2. Tracamos por M a reta r que faz o angulo CDE com o segmento AB.
3. Tragamos por um dos extremos do segmento AB a reta perpendicular a reta r.

4. Tragamos a reta m mediatriz do segmento AB.

67
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5. Determinamos o ponto O que ¢é a interseccao das retas m e r.
6. Tracamos o arco de circunferéncia de centro O e que passa pelos pontos A e B.
7. O ponto simétrico O ird determinar o arco de circunferéncias.
Os dois arcos determinados sao lugares geométricos dos pontos do plano que satisfazem

as condig¢oes do exemplo. Ver Figura 4.1. Para a justificativa da construcao ver Rezende
e Queiroz (2008, p. 132).

Figura 4.1: Construcao do arco capaz.

r m

Fonte: Elaborada pela autora.

Um outro resultado importante é que ao variarmos os valores do angulo ¢, obtemos
uma familia de arcos que cobrem todo o plano, exceto os pontos da reta determinada

pelos pontos A e B. Ver Figura 4.2.

Figura 4.2: Lugares geométricos para diferentes valores de .

>
oo}

Fonte: Elaborada pela autora.

Vamos agora para a solucao do Problema 12.
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Solugdo. Primeiramente, consideremos o caso que a reta [ intercepta a reta AB. Seja C
o ponto de interseccao, e sejam [ e ly as duas semirretas determinadas por C' na reta
[. Consideremos o arco v; da familia de arcos descrita anteriormente que é tangente a

semirreta [; com M; o ponto de tangéncia de v, com [y, conforme mostra a Figura 4.3.

Figura 4.3: Construgao para o problema 12.

Fonte: Elaborada pela autora.

Claramente y; é um arco no menor circulo que passa por A e B que tem um ponto
comum com o ponto l;. Assim, para qualquer ponto M em [; diferente de M; temos
m(A]\/J\ B) < m(AZ\//[\lB). Analogamente, a semirreta I, é tangente a algum arco v, em
algum ponto M e m(AMB) < m(A]TI\QB) para qualquer ponto M em [, diferente de M.

A solugao é dada por M; ou M, (ou ambos), dependendo de qual dos dngulos ACM,
e ACM, é agudo. Observamos que os pontos M; e M; sao determinados pelas igualdades
CM, = CM, = VCA.CB tratadas aqui como retas secantes ou tangentes.

Se a reta [ for paralela a AB, entao existe apenas um arco da familia descrita acima
que ¢é tangente a [. Nesse caso, a solucao ¢ dada pelo ponto de interseccao M em [ pela

bissetriz perpendicular do segmento de reta AB. Ver Figura 4.4.
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Figura 4.4: Construcao para o problema 12 - caso tangente.

B

Fonte: Elaborada pela autora.

Destacamos os pontos mais importantes na solu¢ao do Problema 12:

1. Investigamos o comportamento do angulo AM B nao apenas para pontos M ligados
em [, mas também para pontos externos de [. Isto é, consideramos o angulo AMDB

como uma funcdo f(M) = AMB do ponto varidvel M no plano.

2. Observamos o comportamento da funcao f. Isso foi feito por meio dos arcos nos
quais os valores de f eram iguais. Essas curvas podem ser definidas para qualquer
fungao f dependendo de um ponto M no plano (ou parte dele), e sdo chamadas de
curvas de nivel de f. Isto é, se A for qualquer nimero real, a curva de nivel de f

correspondente a A é o conjunto Ly de todos os pontos M no dominio de f tal que
f(M) =X\ ouseja, Ly ={M: f(M)= A}

Vejamos a seguir alguns exemplos de fungoes e suas curvas de niveis.

Exemplo 4.2. Seja O um ponto fixo no plano e seja f dada por f(M) = OM (f é
a funcdo que a todo ponto M do plano associa a medida do comprimento do segmento

OM). Entao, para r > 0 a curva de nivel L, é uma circunferéncia de centro O e raio r.
Ver Figura 4.5.
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Figura 4.5: Curvas de niveis para a funcao f(M) = OM.

Fonte: Elaborada pela autora.

Exemplo 4.3. Sejam A e B pontos fixos no plano e a fungao f definida por f(M) =
M A? + M B?, para todo ponto M (f é a funcio que a todo ponto M do plano associa
a soma dos quadrados das medidas dos segmentos M A e M B). Para descrevermos as

curvas de nivel consideremos as coordenadas dos pontos A = (x4,y4), B = (zp,yp) €
M = (x,y). Assim,

f(M)=MA? + MB® = (z — 24)* + (y — ya)? + (z — 25)* + (y — yp)*.
Expandindo e agrupando os termos:
F(M) = 22% = 2x(za + w5) + 2% + 25 + 29" — 2y(ya + ys) + va + U5
Ou ainda,
F(M) = 2(2® +9?) = 2(za + w5) — 2y(ya +y5) + (25 + 2% + 3 + v3) -

Lembrando que as coordenadas do ponto médio O do segmento AB é dada por O =
TA+2Tp Yyatys
(l‘o, yO) = 9 ) 9

> , reescrevemos

f(M) =2(2® +9?) — 420 — 4y.50 + (wi + %+ 4+ y%) )
Completando quadrados segue que

FM) =2((a® = 2wm0 +23) — 2% + (¥ — 20yo + ¥3) — vd| + (74 + 2% + 4 +13)
=2[(z —20)" + (y — 90)* — w5 —yp| + (¢4 +2h +vA +v3)

Isto é,
FOM) =2.MO* = 23+ y2) + (2% + 2% + 5 + %) - (4.1)
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Verificamos ainda que

OA% = (z0 — 22)> + (Yo — ya)? = 25 + 24 — 22024 + ¥4 + ¥4 — 2Yoya

OB? = (z0 — 25)* + (Yo — yB)* = 75 + 1% — 22075 + Y5 + Y5 — 2Y0YB-

Segue entao que
OA?> + OB? = 2($?) + yé) + (1'124 + ZBQB + y% + y%) —2x0(xa+2B) — 2y0(ya + yB).
Isto é,

OA? + OB% = 2(a% + ) + (24 + 2% + v +v}) — d2d — 4
= =22+ 40) + (vh + 2% +vA +v3) -

Substituindo em (4.1) temos
f(M)=2.MO?+0OA? + OB*.
1
Assim, os pontos M para os quais f(M) =1 > §AB serao aqueles que MO é constante.

r—0A? — 0B?
Logo, M estd em uma circunferéncia de centro O e raio MO = \/ . Ver

2
Figura 4.6.

Figura 4.6: Curvas de niveis para a funciao f(M) = MA? + M B*.

Fonte: Elaborada pela autora.

Exemplo 4.4. Sejam A e B dois pontos fixos no plano e seja f(M) = MA? — M B
Entao as curvas de nivel de f(M) sdo retas perpendiculares a reta AB.
De fato, sejam M um ponto qualquer do plano. Seja P o pé da perpendicular pelo

ponto M sobre a reta AB. Aplicando o Teorema de Pitagoras para os tridngulos M PA e
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M PB temos

MA? = MP? 4 AP? (4.2)
MB? = MP?+ BP? (4.3)

Subtraindo a Equagao (4.2) da Equagao (4.3) obtemos
MA? — MB* = AP? — BP*.

Logo, fixado r € R, os pontos M para os quais f(M) = r estdo sobre uma reta perpendi-
cular a reta AB. Ver Figura 4.7.

Figura 4.7: Curvas de niveis para a funciao f(M) = MA? — M B

Fonte: Elaborada pela autora.

Os Exemplos 4.3 e 4.4 sao casos especiais de um resultado mais geral.

Teorema 4.5. Sejam A\, Ao, - -+, \,, numeros reais e sejam Ay, As, -+, A, pontos dados

no plano. Consideremos a fungdo,
F(M) = MMAT + \oMAS+ -+ N\, M A2

e denotamos por L,, a curva de nivel de f(M) correspondente ao nimero real . Valem

as sequintes afirmagoes:
1. Se My + -+ X\, #0, entao L, é um circulo, um ponto ou o conjunto vazio.
2. Se A\ +---+ A, =0, entdo L, é uma reta, ou plano inteiro ou o conjunto vazio.

Demonstragao. Consideremos um sistema de coordenadas retangulares arbitrario Oxy no
plano, e sejam M = (z,y) e A; = (x;,y;) para cada i = 1,2,--- ,n, n € N. Entao,

M € L,, se e somente se,

Mz =21+ =)+ + l@—22)* + (v — )] = 1
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Fazendo a expansao obtemos

A+ + )2 = 2\izs + -+ X))z — 2001 + -+ M)y
+ it Ay N ) e e ) = (4.4)

Definimos

A=A+ + A\,
a=\Nxy+ -+ ANy,
B=Myi+ "+ A\,

v =Ml +yi) + o Al +yn) - e

Substituindo na Equagao (4.4) obtemos
A2 — 20 + \y? — 2By + v = 0. (4.5)

Se A=\ +---+ )\, # 0, entdo, completando quadrados, temos

Q 042 042 5 52 62
/\<x2—2)\x+/\2>—)\+)\<y2—2)\y+)\2 - Tr=0

e a Equacdo (4.5) é equivalente a

a\? B\? 242 — )y
_ = S 4.6
(x A) N (y )\> e (4.6)
Esta equacao define:
. : . Vot + B2 =)
(a) uma circunferéncia de centro O = (i, i) e raio Y2 +|f| 7 se a? + 8% =My > 0;

(b) opontoO:< 5>,sea2+ﬂ2—)\720;

a
AT A
(¢) o conjunto vazio se a® + 32 — My < 0.

Se A =M +---+ )\, =0, entao a Equagao 4.5 é reescrita como —2ax — 28y +v =0¢e
define

(a) uma reta se a e 5 ndo sao simultaneamente nulos,

(b) todo o planose a = =7v=0, ¢

(¢) o conjunto vazio se a« = f=0e vy # 0.
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Problema 13. Determinar os pontos M na circunferéncia circunscrita a um triangulo
ABC tal que a soma f(M) = MA*+ MB*+ MC? é:

(a) um minimo
(b) um mdzimo
Para a solugao deste problema necessitaremos de alguns resultados e defini¢oes.

Definicao 4.6. O circuncentro é definido como o centro da circunferéncia circunscrita ao
tridngulo ABC' e é determinado a partir da interseccao das trés mediatrizes associadas ao

lados deste triangulo.

Exemplo 4.7. Sejam os pontos A = (z1,y1), B = (x2,y2) e C' = (x3,y3) vértices de um

tridngulo no plano e g um determinado niimero. Seja
f(M)=MA*+ MB* + MC*.

Pelo Teorema 4.5, a curva de nivel L, da funcao f sera:

T1+x2+x3 1 +yY2+ Y3
3 ’ 3

(a) um circulo com centro G = ( > se 2(x1xe + wox3 + X371 +

Y1y2 + Yays + ysy1) — p > 0,
+ 22 + +
(b) o ponto G = (1:1 To+T3 Y1 +Y2+ Y3

3 ’ 3
y3y1) — =0, ou

) se 2(x1@2 + T3 + T3T1 + Y1y + Yoys +

(¢) o conjunto vazio se 2(x1xy + o3 + x3w1 + Y1y2 + Yoys + ysy1) — p < 0.

No caso da funcao f, s6 faz sentido p > 0 pois f é a soma de quadrados e assim, maior
ou igual a 0 (serd o ponto G). Portanto, para ¢ > 0 a curva de nivel L, serd uma

circunferéncia de centro G.

No Exemplo 4.7, o ponto G = 2 Sk as x37 y1tyet yg) ¢ denominado centroide

ou baricentro do triangulo ABC. Geometricamente, o centroide de um triangulo é deter-
minado pelo ponto de interseccao de suas medianas.

Vemos que varios problemas geométricos que tratam de extremos no plano podem ser
enunciados da seguinte forma: determinar o valor méximo (ou minimo) de uma fungao f
no plano ao longo de uma dada curva plana L. Na solugdo do Problema 12 mostramos
que o valor maximo da funcao f(M) = AMB ao longo da reta [ é atingido nos pontos
onde [ é a tangente a uma curva de nivel da fungdo f. De forma mais geral, temos o

seguinte:

Teorema 4.8 (Principio da tangéncia). O valor mdzimo (minimo) de uma dada fungao
f definida em pontos do plano euclidiano ao longo de uma dada curva L é atingido em

pontos onde a curva L € tangente a uma curva de nivel de f.
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Demonstragao. De fato, seja a funcao f definida no plano euclidiano. Suponhamos que
f atinge seu valor maximo (minimo) ao longo do conjunto de pontos L em algum ponto
P € L e que f(P) = ¢. Entao, a curva L nao tera pontos comuns com o conjunto
{M : f(M) > c} e estard inteiramente contida no conjunto {M : f(M) < c¢}. Assim,
L nao pode cruzar a curva de nivel L. = {M : f(M) = ¢} em P, ou seja, L deve ser

tangente a L. em P. O
De posse desses resultados podemos tratar da solu¢ao do Problema 13.

Solucao. Mostramos no Exemplo 4.7 que para qualquer A > 0 a curva de nivel L, de f
é um circulo com centro no centroide G do triangulo ABC. Seja O o circuncentro do
tridangulo ABC. Se o triangulo ABC' nao é equilatero, entao O # G, e a reta OG esta
bem definida (¢ chamada reta de Euler para tridngulo ABC'. (Neto, 2013, p. 171)).
Sejam os pontos M7 e M a intersec¢ao da reta definida por O e G com a circunferéncia
circunscrita do triangulo ABC. Assim, M; e M, sdo os pontos onde uma de duas cur-
vas de niveis de f(M) que sdo tangentes, internamente e externamente, a circunferéncia

circunscrita do tridngulo ABC. Ver Figura 4.8.

Figura 4.8: Construgao da solugdo do Problema 13

Fonte: Elaborada pela autora.

Suponhamos que o ponto G esteja entre O e M; (ver Figura 4.8). O principio de
tangéncia, afirma que f tem um minimo em M = M; e um méaximo em M = M.
Se ABC' é um triangulo equildtero, entao G = O e o préprio circulo circunscrito é

uma curva de nivel de f, ou seja, f é constante nele. ¢

No Problema 13, o médximo e o minimo de f sdo facilmente determinados usando a

Férmula de Leibniz que demonstraremos a seguir.
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Teorema 4.9 (Férmula de Leibniz). Seja G o baricentro de um triangulo ABC'. Entao,

para qualquer ponto M do plano temos
MA? + MB* + MC? = 3MG* + GA? + GB* + GC*. (4.7)

Demonstragdo. De fato, consideremos os vértices do triangulo ABC dados por A =
(x1,1), B = (22,y2) e C = (x3,y3). Substituindo A\; = Ay = A3 = 1 nas expressoes

do Teorema 4.5 teremos

A =3, (4.8)
a = 21 + Ty + T3, (4.9)
B =y +y2+ys, (4.10)
y=aft eyt yl Yy - (4.11)
Substituindo a Equagao (4.8) na Equagao (4.6) obtemos
a)? B\ _a?+ 8% —3y
- = -] =—. 4.12
(x 3) - (y 3) 9 (4.12)
Como G = (g, g) segue que
2
a\? 6]
MGQZ( —> AN 1.13
ey B U (4.13)
Além disso,
a2 B\° 2 a? 2 2
GA® = <$1—3) + <y1—3> :$§—§QI1+§+?J%—§591+§,
2
a2 I&; 2 a? 2 B3?
GB® = <I2—3) + <y2—3> ng—gaa:2+§+y§—§ﬁy2—l—§,
a\? o] 2 2 a? 2 B3?
GC2: (1’3—3) -+ <y3—3> :£§—§a$3+§+y§—§ﬁy3+§.
Somando todas as equagbes obtemos
2 2 2 2, 2,2, 2, 2, 2 2 a® 2 3
GA*+GB*+GC* = (:L'1+:c2—|—x3+y1+y2+y3)—ga(atl+x2+x3)+§—§ﬁ(y1+y2+y3)+§
e substituindo as Equagoes (4.9), (4.10) e (4.11) segue que
2 2 2 a® B L 2
GA*+GB +GC =y +p——5 —— =p—5(a™+ 5% =3). (4.14)

3 3 3
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Substituindo as expressoes (4.13) e (4.14) em (4.12) obtemos

MG? = - (p— GA* - GB? - GC?),

W =

ou seja,

p=f(M)=3MG*+GA®>+ GB* + GC”. (4.15)
0

Exemplo 4.10. Determinar os valores para a funcao f do Problema 13 para os valores
de méximo e minimo.

Inicialmente, relembramos que o comprimento da mediana referente ao um dos lados
do tridngulo ¢é a distancia de cada vértice ao ponto médio do respectivo lado oposto. Ver
Figura 4.9.

Figura 4.9: Mediana em func¢do dos lados de um triangulo.

Fonte: Elaborada pela autora.

Aplicando a lei dos cossenos seguem as relagoes

2 a 2

A = mg—i—az—2ma§c0sa:m2+%—maacosa
) , a? a ,  a?
b* = m;+ T 2ma§ cos(180° — o) = m; + ” + mga cos a.

Somando as expressoes temos
2

b2+c2:2m§+%.
2 .
Por outro lado, sabemos que GA = §m‘1' Assim,
1
GA = g\/2b2 +2¢2 — a2

Analogamente, para os demais vértices temos

1
GB = g\/2a2 4+ 2c2 — b2
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1
GC = g\/2a2 + 20% — 2.

E assim,

1
GA? + GB? + GC? = g(a2+b2+c2).
Logo, substituindo na Equagao (4.15) temos
o, Lo 4o o
F(M) =3MG —|—§<a +02+ ).

Para determinarmos o valor da fungao f em seus pontos de méaximo e minimo lembre-
mos que o quadrado da distancia entre o baricentro e o circuncentro ao longo da reta de

Euler é dado, em termos dos lados do tridngulo e do raio circunscrito por (Altshiller-Court,

2007, p. 71) s
a4+ 0"+ c

2 _ p2
OG* =R 9

Assim, para o ponto M; de minimo temos que
o, Lo 9 o
Como OM; = OG + GM; = R (G e O estao na reta M;M,) segue que
1
(M) =3(R~ 0G)* + 4 (> +0*+¢?).

Ou seja,

2

R_\/Rz_a2+b2+c2

1
f(Ml):g(a2+bQ+02)+3 5

Analogamente, para o ponto My de méaximo temos que
o Lo 0
f(My) = 3MyG? + (a® + 0>+ ).
Como GMy; = OG + OM;y; = OG + R segue que
1
J(Mz) =3(0G + R)* + (> + 02+ ).

Ou seja,

2

R+\/R2_a2+b2+c2

1
f(Mg):§(a2+b2—|—02)+3 9

com a, b e ¢ os comprimentos dos lados do tridangulo ABC e R seu circunraio'. Observamos

L Circunraio (R) de um tridngulo é o raio da circunferéncia circunscrita, ou seja, a circunferéncia que
passa pelos trés vértices do tridngulo.
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que a raiz quadrada ird impor a condicdo a® + b* + ¢* < 9R%.

Em projetos de telhados triangulares, rampas ou outras estruturas geométricas ana-
logas, o principio de minimizacao associado ao circuncentro permite otimizar a posicao
de suportes centrais, reduzindo o somatorio dos quadrados das distancias aos vértices e
assegurando maior estabilidade e eficiéncia no uso de materiais. Na construcao civil, essa
abordagem também orienta o dimensionamento de elementos como janelas triangulares
ou coberturas inclinadas, nos quais a distribuicdo equilibrada das forcas se beneficia da
simetria circular inerente a configuracao.

No ambito do design e da navegagao, conceitos analogos sao empregados em pistas
circulares, jardins triangulares e sistemas de organizacao urbana, nos quais a determinacao
de posigoes periféricas maximiza a cobertura e a visibilidade, como na sinalizacao viaria
e no planejamento espacial. Em tecnologias de navegacao e GPS, algoritmos que buscam
minimizar a soma dos quadrados das distdncias a pontos de referéncia aproximam-se do

uso tedrico do circuncentro, contribuindo para trajetérias mais eficientes e precisas.

4.2 Maximos e minimos com uso do calculo diferen-
cial

Em determinados problemas de geometria, ¢ frequentemente possivel resolvé-los por
meio da aplicacao do calculo diferencial, cujo conhecimento prévio é pressuposto. Nesta

secao, serao apresentados dois problemas que ilustram esse procedimento.

Problema 14. Dois circulos externamente tangentes estao inscritos em um determinado

angulo p@q, conforme mostra a Figura 4.10.
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Figura 4.10: Construcao da solucao do Problema 14.

Fonte: Elaborada pela autora.

Determine os pontos A e D na semirreta p e B e C na semirreta q, tais que AB e
C'D sejam paralelos, o quadrildtero ABC'D contenha os dois circulos e o segmento de reta

AD tenha comprimento minimo.

Solugdo. Sejam os circulos de centros O e O, de raios R e r, r < R nimeros positivos,
respectivamento, como mostra a Figura 4.10.

Podemos supor que AB é tangente ao circulo de raio R e DC tangente ao circulo
de r. Sejam P e () os pontos tangentes dos dois circulos com AD, onde P estd em A
e Q. Denotaremos por x = D(@. Iremos agora determinar AD em funcao x. Como
0105 = R+ r, do trapézio retangulo PO;05@Q) temos

(R+7)=PQ*+ (R—r)" & PQ* = (R* + 2Rr +71°) — (R* = 2Rr + 1),

Segue entao que PQ) = 2V Rr.
-~ 1~ 1 — —~ —
Por outro lado, PAO; = §PAB = 5(180o —QDC) =90° — QD03 = QO,D. Entao,
x

R
o triangulo AO;P é semelhante ao tridngulo O, D). Consequentemente, 4= ;00U
r

R R
seja, PA = ?T Isso implica que AD = f(z) + 2V Rr com f(z) =z + ?T

Vamos determinar o minimo de f no intervalo 0 < x < z, = QO.

Observamos que os triangulos PO,;0 e QQO50 sao semelhantes. Isso implica que z, =

2r Rr
R_r\/Rr. Temos f'(z) =1 — =

z € (0,VRr) e estritamente crescente para x € (V Rr,o00). Observamos também que

e, portanto, f(x) é estritamente decrescente para
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r, < V Rr é equivalente a 3r < R, que por sua vez é equivalente a o = m(A@B) > 60°.

Seguem entao os casos:

(a) 3r < R (ou seja, a > 60°). Entao, x, < VRr e f é estritamente decrescente em
(0,z,), ou seja, f ndo tem minimo no intervalo (0,z,). Em outras palavras, quando

3r < R o problema nao tem solucao.

(b) 3r > R (ou seja, a < 60°). Entao, VRr < z, e claramente no intervalo (0,z,), f
tem um minimo em z = v/Rr. Portanto, o comprimento minimo de AD é 4V Rr.
A construcao do trapézio ABC'D pode ser feita encontrando primeiro o ponto D em
QO tal que QD = VRr. Depois disso, a construcao dos pontos A, B e C' sdo mais

simples.

¢

No contexto da otimizagao, pode-se observar que, em engrenagens ou mecanismos
que apresentam cantos definidos, os circulos tangentes inscritos em um angulo permitem
determinar posigoes ideais para rolamentos e polias, contribuindo para a redugao de atrito
em configuragoes mecénicas de angulo fixo, como em bicicletas e maquinas industriais.
A defini¢ao precisa do raio garante a tangéncia adequada, sendo um principio aplicado
também na manuten¢ao automotiva, na qual o alinhamento de componentes montados
em suportes angulares exige ajuste geométrico rigoroso.

Na arquitetura e no design, a utilizacdo de circulos tangentes em cantos orienta o
dimensionamento de arcos, janelas e tetos angulares, favorecendo a distribuicao uniforme
de esforcos e o emprego mais eficiente de materiais. Em ambientes de design grafico e
modelagem AutoCAD, essa geometria é empregada na simulacao de sombras, curvas de
transicao e no desenvolvimento de protétipos de moéveis com encaixes angulares, garan-

tindo estética e funcionalidade.

Problema 15. O comprimento da aresta de um cubo ABCDABC1Dy é 1. Um ponto

2
M ¢ escolhido na extensdo da aresta AD tal que D estd entre A e M e AM = 2\/;. Seja

E o ponto médio de A1By e F' o ponto médio de DD, conforme mostra a Figura 4.11.
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Figura 4.11: Construcao da solucao do Problema 15.

Fonte: Elaborada pela autora.

Qual € o valor mdzximo possivel da razdo 0 onde P é um ponto em AE, enquanto

Q ¢ um ponto em CF?

Solugao. Sejam L o ponto médio de AA;, entdo BLFC é um retangulo (lembrando que,
por hip6tese F' é ponto médio de DD;). Ver Figura 4.11.
Para o ponto de interseccao N de AFE e BL temos que os tridngulos ANL e AALE

sao semelhantes pelo caso AAA, o que garante

Consideremos agora os pontos arbitrarios P e () nos segmentos de reta AE e C'F,
respectivamente. Seja ()1 o ponto em BL tal que Q@ ¢é paralelo a BC. Sejam x =
AP — AN e y = N@;. Temos entao

(PQ1)* =2 +9° = (PQ1)* + (QQ1)* =1+ 2° +¢°

e
2 2
2 1 9 2z
MP)? = (AM)* + (AP)* = [ 24/ = — =—-4 —= 2
(MP)* = (AM)” + (AP) (\/5)—1—(\/34—95) 5+\/5+x
Logo,
9 2 s 9 2z 9
Tttt Tttt

upy 5T BTN 5T
(PQ)? 14 22 + 42 = 14 22

A igualdade é valida se, e somente se, y = 0, ou seja, quando QN for paralelo a BC.



Miéximos e minimos com uso do calculo diferencial 84

1 5
Claramente este ultimo determina a posicao de ). Como AN = —= e AE = i, para

75 2

-1 3
xr=AP — AN temos que r € A = |—=, —=|. Resta determinarmos o maximo de
5 24/5
9 . 2 e
-+ —=x+=x
5 5
fla) =25

1+ 22

quando x € A. Para a funcao f temos que a sua derivada é dada por:

o (jg—i-Z:c) (1+2%) — 2z <§+\3§x+x2> 2 \/__41’_\/31‘2.

(14 22)2 5 (14 22)2
Logo,
fl(z) =0 —Vb2? —4z4+vV5=0
4+ 16+ 20
r=———="
_2\/5
Sr=—Vdbouxr= Vo
= =5
. . 5 . .
Assim, a derivada de f se anula nos pontos * = —v/5 e x = —. Analisando o sinal

5
da derivada de f temos que, f é estritamente crescente no intervalo (—\/5, {), e

5
estritamente decrescente em (—oo, —\/5) e = +00 |. Deste modo, f tem um méaximo

5
no ponto - com f <\é_> = 2. Portanto, o valor maximo de PO 6 /2 e 6 alcancado
2
quando N@ for paralelo a BC e AP = 2AN = — ¢

7



5 Teorema de seis circulos

Dado um tridangulo arbitrario, questiona-se: quantos circulos inscritos podem ser de-
terminados, considerando que cada circulo seja tangente a um dos lados do triangulo e
ao circulo imediatamente anterior na sequéncia? Para a resolucao deste problema, faz-se
necessario, preliminarmente, compreender o conceito de cadeia de circulos e suas propri-

edades caracteristicas.

5.1 Cadeia de circulos

Consideres um circulo qualquer e trace seis circulos internamente ao primeiro circulo
tais que, cada um dos seis circulos é internamente tangente ao circulo original e tangente
entre si em pares. Sejam A, B, C, D, E e F' os pontos consecutivos de tangéncia dos circulos
pequenos com o circulo externo. O seguinte resultado é verdadeiro: dos sete circulos, nao
importando quais tamanhos escolhermos para os setes circulos (estando apenas sujeitos a
certas restrigoes de ordem e tangéncia), os segmentos AD, BE e C'F se interceptam em

um ponto. Dois exemplos deste resultados sao ilustrados na Figura 5.1.

Figura 5.1: Exemplos para o Teorema dos sete circulos.

Fonte: Elaborada pela autora.

Para demonstramos que as trés retas concorrentes se encontram em um unico ponto,

comegamos relembrando o que é conhecido sobre trés retas concorrentes. Varios resultados

85
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mostram que trés retas concorrentes em um triangulo ja eram conhecidos pelos gedmetras,
tais como Heron de Alexandria e Arquimedes. Eles sabiam que as medianas e as alturas
de um tridngulo sao concorrentes. No entanto, foi somente em 1678 que Giovanni Ceva
enunciou as condicoes sobre tais retas. Uma reta que liga um vértice de um tridngulo até

um ponto no lado oposto é chamada de ceviana.

Teorema 5.1 (Ceva). Dado um triangulo qualquer ABC' e pontos A, B' e C' localizados
sobre as retas suportes dos lados BC,C'A e AB, respectivamente. Ver Figura 5.2.

Figura 5.2: Teorema de Ceva (enunciado).

Fonte: Elaborada pela autora.

Entao,
BA” OB AC _ (5.1)
AC B'A OB
se, e somente se, as retas j4A>/, BB’ e C’C}/ forem concorrentes.
Demonstragdo. =] Suponhamos (conforme a Figura 5.2) que os pontos A" € FC% B €

/

ﬁ e C' € ﬁ sao tais que as AA BB e C’C" concorrem em um ponto P. Sejam os
pontos () € AA’ e Re C’C tais que @, jﬁ sao paralelos a ﬁ Tracamos a reta t no
ponto A paralela a % (conforme a Figura 5.3).
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Figura 5.3: Teorema de Ceva (demonstracao).

Fonte: Elaborada pela autora.

Sejam os pontos F e F' da interseccao das retas t com CC" e , respectivamente.

Verificamos que:

(a) O tridngulo AC'E é semelhante ao tridngulo BC'C' pelo caso AAA (angulo-angulo-
angulo), pois m(AC'E) = m(BC'C) e m(CBC") = m(EAC"). Segue que

AC'_AE
BC' BC’

(5.2)
(b) O tridAngulo BC'B' é semelhante ao triangulo FAB' pelo caso AAA (angulo-angulo-
angulo), pois m(BFA) = m(CBB') e m(BB'C)) = m(AB'F). Logo,

CB'_ BC
AB  AF’

(5.3)
(c) O tridngulo BPA’ é semelhante ao tridngulo F'PA pelo caso AAA (dngulo-angulo-
angulo), pois m(BFA) = m(CBB') e m(FAP) = m(BA'P). Assim,

BA  PA
AF  PA’

(5.4)
(d) O tridngulo CPA’ é semelhante ao tridngulo EPA pelo caso AAA (angulo-angulo-
angulo), pois m(APC) = m(APE) e m(CA'P) = m(PAE). Entao,

AE AP
AC T PA”

(5.5)

Multiplicando ambos os lados das fragoes (5.2), (5.3), (5.4) e (5.5), temos:

AC' CB' BA' AE AE BC PA AP
BC' AB AF AC BC AF PA PA
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AC' CB' BA AE _AE

BC' AB' A'C AF ~ AF (5:6)
. . AF
Multiplicando a igualdade (5.6) por 15 temos:
AC" CB' BA
. . =1. :
BC'" AB' AC (5.7)

[<] Reciprocamente, suponhamos valida a relacéo (5.1) e consideremos B" € /ﬁ tal que

as retas AA’, BB" e CC" sejam concorrentes. Segue da primeira parte anterior que

BA'" CB" AC'
AC B"A C'B

(5.8)

cB OB
RN B'A  B'A’
B”. Logo, AA', BB’ e CC’ sao concorrentes. O

Relacionando as expressoes 5.1 com 5.8, temos que Concluimos que B’ =

Vamos agora enunciar um resultado sobre quando trés cordas de um circulo concorrem.
O matematico Harold Scott MacDonald Coxeter (1907-2003) apresentou um critério, que

chamaremos de Teorema de Ceva para cordas, cuja demonstracao ¢ analoga ao Teorema

de Ceva.

Teorema 5.2 (Teorema de Ceva para cordas). Sejam A, B, C, D, E e F seis pontos
consecutivos ao redor da circunferéncia de um circulo. Entao, as cordas AD, BE,CF
concorrem se, e somente se, AB-CD -FEF = BC-DE-FA. Ver Figura 5.4.

Figura 5.4: Teorema de Ceva para cordas.

F

Fonte: Elaborada pela autora.
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Demonstragio. (a) Suponhamos que AD, BE e C'F se encontram em um ponto P (ver

Figura 5.4). Temos trés pares de tridngulos formados. Sao eles:

(i) otridngulo ABP é semelhante ao tridngulo DE P pelo caso AAA (angulo-angulo-
angulo) uma vez que, m(ABP) = m(EDP) que sdo angulos inscritos do arco
AE e m(BAP) = m(DEP) que sio angulos inscritos do arco BD. Obtemos as

proporcoes:
AB PA BP

DE _PE PD

(ii) Analogamente, podemos concluir que os tridngulos EF P e BC'P sdo semelhan-

tes. Assim,
EFF PE PF

BC  PC _ PB

(iii) Por fim, os triangulos AFP e CDP sao semelhantes. Logo,

CD PC PD
FA PA PF’

Multiplicando as expressoes obtemos:

AB EF CD PA PE PC
DE BC FA PE PC PA

O que implica em AB-CD - EF = BC - DE - FA.

Por outro lado, suponha
AB-CD-FEF =BC-DE - FA. (5.9)

Dos trés arcos, AgC, CDE e EI?A, pelo menos um deve ser menor que um semi-
circulo. Sem perda de generalidade, supohamos que o arco C’BE é menor que um
semicirculo. Os segmentos BE e C'F se interceptam no ponto P e o segmento AP
intercepta o circulo novamente no ponto X (que deve estar no arco C’BE) Pela parte

(i), temos
AB-CX-EF = BC-XE - FA. (5.10)

Com as expressoes (5.9) e (5.10) temos:

CD CX
DE XE’

Se X nao coincide com D, entao sem perda de generalidade, suponhamos que X esta

no arco DE (ver Figura 5.5).
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Figura 5.5: Teorema de Ceva para 3 arcos.

E
c
X
D
Fonte: Elaborada pela autora.
. CD CcCX ,
Entao CD < CX e DE > XFE. Consequentemente, DE < ~p © due é uma

contradicao. Assim, X deve coincidir com D.
O

Precisaremos de um resultado preliminar para a demonstragdo do Teorema dos Setes

Circulos.

Lema 5.3. Sejam dois circulos externamente tangentes, yp e g, de centros P e @),
respectivamente. Além disso, yp e yg sao internamente tangentes ao circulo ¢ de centro

C' e aos pontos A e B, respectivamente. Se os raios dos circulos yc, vp e 7o sio R, p e

ABQ_ P q
4R?  \R—q R—q)’

Demonstragao. Sejam dois circulos vp e 7o externamente tangentes no ponto M. Esten-

q, respectivamente, entao

demos AM e BM para interceptar o circulo C' novamente nos pontos D e F, respectiva-

mente, como mostra a Figura 5.6.
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Figura 5.6: Ilustracao para o Lema 5.3.

Fonte: Elaborada pela autora.

Tracamos os segmentos C'D e CE. E imediato que o ponto M incide sobre o segmento.

Segue entao que,

(a) CA = CD implica m(CAD) = m(CDA) (o tridngulo ACD & is6sceles).

(b) PA = PM implica m(PAM) = m(PMA) (o tridngulo PAM & isésceles).

Logo, m(PMA) = m(ClA)A) e o segmento C'D ¢é paralelo & PM. Analogamente, CE

¢é paralelo a QM. Por outro lado, P, M e () sdo colineares, entdao, D, C' e E também
sdo. Observamos que m(EBA) = m(EDA) (uma vez que ambos medem metade do arco
EAA). Temos, portanto, trés pares de triangulos semelhantes: o triangulo M DE com o
tridangulo M BA, o tridngulo BM () com o tridngulo BEC e o triangulo AMP com o

triangulo ADC. Entao,
AB MA MB

DE ME MD’

Como DE = 2R, temos:

AB AB MA MB MA MB PA QB  p q
2R 2R ME MD MD ME CP CQ R-p R—gq

Vamos agora provar nosso resultado principal.

Teorema 5.4. Sejam Ay, A1, As, As, Ay, A5 seis pontos consecutivos no circulo de centro
O. Suponha que circulos possam ser tracados internamente tangentes ao circulo de centro
O nesses seis pontos, de modo que eles também sejam externamente tangentes entre si em
pares (isto €, o circulo em A; € tangente as circulos em A;_1 e A1, onde os subscritos
sao considerados modulo 6, isto é, correspondem ao resto da divisao inteira por 6. Ver

Figura 5.7). Entdo, os segmentos AgAs, A1 Ay e AsAs sao concorrentes.
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Figura 5.7: Ilustracao para o Teorema 5.4.

1

Fonte: Elaborada pela autora.

Demonstragdo. Seja R o raio do circulo O e seja o raio r; do circulo em A;. Vamos

expressar A;A;,1 em termos de r; e r; 1. Pelo Lema 5.3 temos

AiAivr = 2Rf(ry) f(ri1)

onde f(r;) = e os subscritos sao reduzidos médulo 6. Assim,

R —Z T
AOA1 . A2A3 . A4A5 = 8R3f(7'0)f(Tl)f(Tg)f(Tg)f(T’4)f(T'5) = A1A2 . A3A4 . A5A0.

Portanto, pelo Teorema 5.2, AgAsz, A1Ay E A3 A5 devem ser concorrentes. O

O Teorema dos sete circulos é verdadeiro para configuracoes mais gerais do que a
descrita anteriormente. Por exemplo, a Figura 5.8 mostra o caso em que os seis circulos

sao externamente tangente ao circulo original em vez de serem internamente tangentes.
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Figura 5.8: Teorema dos sete circulos - Tangéncia externa.

Fonte: Elaborada pela autora.

Este caso pode ser demonstrado de maneira analoga a demonstragao anterior. Usando

a Figura 5.9:

Figura 5.9: Trés circulos tangentes entre si.

<

Fonte: Elaborada pela autora.

derivamos a expressao:

AB2_ D q
4R \R+p R+q

cuja demonstragao ¢ andloga a demonstracao do Lema 5.3. Os circulos vp e g sao
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externamente tangentes ao circulo y¢. R,p e ¢ denotam os raios do circulos ¢, vp € Yo

respectivamente. Entao, segue que

A()Al . A2A3 . A4A5 = 8R3g(7“0)g(r1)g(rg)g(rg)g(r4)g(r5) = A1A2 . A3A4 . A5A0

r

R+7r
Na verdade, o Teorema de Sete Circulos é ainda mais geral. Os seis pontos de tangéncia

com ¢(r) =

nao precisam ocorrer sucessivamente ao longo da circunferéncia circulo original. Dois

desses casos sao mostrados na Figura 5.10.

Figura 5.10: Exemplos de sete Circulos com pontos de tangencia nao ocorrendo sucessi-

vamente.

Fonte: Elaborada pela autora.

5.2 Um teorema sobre um tridngulo e seis circulos

Nesta se¢ao iremos demonstrar um teorema de cadeia de circulos associado a um

tridngulo qualquer (Ver Figura 5.11).
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Figura 5.11: Cadeia triangular

Fonte: Elaborada pela autora.

Inicialmente, consideremos um circulo arbitrario x que toca os lados CA e AB do
triangulo ABC' dado, e entdao construimos o que chamamos de cadeia triangular como

segue:

(1) y é um circulo que tangencia AB, BC' e x.
(2) z é um circulo que tangencia C A, BC' e y.
(3) 2’ ¢ um circulo que tangencia AB, CA e z.
(4) 3/ é um circulo que tangencia AB, BC e z'.
(5) 2’ é um circulo que tangencia CA, BC e 3.
(6) 2" é um circulo que tangencia CA, AB e 2.

Claramente, essa construcao nao determina os circulos ¥, z,...,z"” de maneira tnica.
E facil observar que vérias escolhas estdo disponiveis em cada estdgio. No entanto, como
mostraremos, se a escolha for feita corretamente em cada estdgio, entao o ultimo circulo 2"
ird coincidir com o primeiro circulo z. Assim, temos a cadeia triangular fechada (ciclica)
de seis circulos.

Como podemos observar, este teorema pode ser relacionado ao problema classico de
Malfatti’. Enquanto o problema de Malfatti tem um ntimero finito de solucdes, a nossa
cadeia de circulos se fecha para uma escolha arbitraria de x.

Para reduzirmos os ntiimeros de escolhas disponiveis em cada estagio iremos restringir

que os circulos da cadeia devem ficar dentro do triangulo ABC'. Isso fard com que teremos

Mnscrever em um tridngulo dado trés circulos tais que cada circulo seja tangente externamente aos
outros dois e tangente a dois lados do tridngulo.
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no maximo uma escolha para cada circulo sucessivo na cadeia. Além disso, teremos uma
maneira mais natural de desenhar a figura para o teorema.
Iniciamos a demonstragao do teorema para este caso. Posteriormente, consideraremos

0s outros casos possiveis.

Teorema 5.5. Se z,y,z,2',y, 2, 2" é uma cadeia triangular de circulos inscritos nos
angulos de um triangulo ABC', e se todos os circulos da cadeia estao dentro do triangulo,

entdo x” coincide com .

Demonstracdo. Observamos que nao ha garantia de que haja uma escolha qualquer para
o tridngulo dado. Assim, se o tridngulo ABC for obtusangulo em B e se o primeiro circulo
x for um circulo suficientemente pequeno inscrito no dngulo A, entao ha escolha para y
esta dentro do triangulo.

Comecaremos observando duas consequéncias da suposicdo de que os circulos estao

dentro do triangulo.

1. Os centros dos circulos da cadeia devem estar nas bissetrizes internas apropriadas

do triangulo.
2. Todos os contatos entre circulos sucessivos da cadeia deve ser ter contatos externos.

Inicialmente consideremos os dois primeiros circulos conforme mostra a Figura 5.12
onde denotaremos por a, b e ¢, os comprimentos dos lados BC,CA e AB do tridangulo.
Sejam os pontos X e Y os centros dos circulos x e y obtidos a partir da contruc¢ao imposta
inicialmente. Denotamos por J e K os pontos de tangéncia no lado AB dos circulos x e

1y, respectivamente.

Figura 5.12: Cadeia triangular - Primeiros dois circulos.
C o

@ ® © —So._ .
./‘/ \J K -

Fonte: Elaborada pela autora.
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Denotemos por | = AJ e m = BK. Primeiramente, obtemos a relacao entre os
comprimentos [ e m. Como X estd na bissetriz interna do angulo A e J sendo a interse¢ao
(ponto de tangencia) do lado AB com a circunferéncia z, temos o tridngulo AX.J. Assim,
a relagao trigonométrica do tridngulo retangulo, com AX sendo a hipotenusa, A.J o cateto
adjacente e XJ o cateto oposto ao angulo X AJ, temos:

A X A
tg J XJ=1-tg—, (5.11)

= =
2 AJ 2
sendo este o raio do circulo x.

Analogamente, como Y estd na bissetriz interna do angulo B e K é a interse¢ao da
circunferéncia com o lado AB, temos o tridngulo BY K e utilizando a relacao trigonomé-
trica do triangulo retangulo, com BY a hipotenusa, K'Y o cateto oposto e KB o cateto
adjacente ao angulo YBK , segue que:

B KY B
tg—=— & KY=m-tg—. 5.12
85 = %p &5 (5.12)
sendo este o raio do circulo y.

Sabemos que os circulos x e y se tangenciam externamente. Assim, consideremos a

Figura 5.13.

Figura 5.13: Relacao entre os raios dos circulos z e y.

Y
F
X
"
3 K

Fonte: Elaborada pela autora.
No tridngulo retdngulo XY K’ temos
XY?=JK*+K'Y? & (KY+XJ)??=JK*>+(KY —XJ)*.

ou seja,

JK =2VKY - XJ.

Substituindo as expressoes dos raios, 5.11 e 5.12, obtemos

A B
K=2\(l-m-tg— -tg—.
J \/lmtg2 tg2



Um teorema sobre um triangulo e seis circulos 98

Como AB = AJ + KB + K J, concluimos que

A B
c:l+m+2\/l~m‘tg2-tg2. (5.13)
Por um lado, sabemos que:
A A
1. sen® = + cos® 5= 1. Entao:
A 1 1 —cos®4
2 44 _ 2
te 2 coszd L= cos? 4 (5.14)
2 2
A A
2. cos A = cos® = —sen? = = 2cos*> = — 1. Entdo:
2 2 2
A 1
cos? 5 5(1 + cos A) (5.15)

Substituindo (5.15) em (5.14), temos:

—3(1+cosA)  3—3cosA  1—cosA
l1+cosA)  1(1+cosA) 1+4cosd

A /1 —cosA
tg — = 4+ ——m—. Nl
g2 1+ cosA (5.16)

Por outro lado, aplicando a lei dos cossenos no triangulo ABC' (Figura 5.14) temos

A 1
tg® = =
&9

Assim,

Figura 5.14: Lei dos cossenos

Cc

Fonte: Elaborada pela autora.

b2 42— 2
a>=b"+c* —2bccos A & COSA:jLQCba. (5.17)
c
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Substituindo a expressao (5.17) em (5.16), temos:

A /1—cosA 1 — e

tg- == — == 2226 2

2 1+ cosA ] 4 Ete—a® L
2bc — b? — 2 + a? —(b—c¢)?+a?

2bc + 0% + ¢ — a? (b+c)? — a?

iJ(a—(b—C))(avL(b—c)) i«aﬂ—b)(ﬁb—(;)

(b+c)—a)(b+c)+a) Nb+c—a)b+rcta)

Substituindo 2s = a + b + ¢, temos:

A
tg — =

: iJ (25 — 2b)(25 — 2) _ iJ (s=b)(s—c)

(25 — 2a)2s s(s —a)

Analogamente, mostramos que

B (s—a)(s—c)
te 2 iJ s(s —b)
Logo,
LTI (= 8

Substituindo a expressao (5.18) em (5.13) temos:

c:l+m+2,/z-m-%:l+m+2\/1-m-,/1—§. (5.19)

A expressao 5.19 relaciona os comprimentos [ e m em termos do lado ¢ e o semiperimetro
do triangulo ABC.

Para o procedimento de determinacao da cadeia de circulos no triangulo ABC' deno-
tamos, partindo dos comprimentos a, b e ¢, dos lados BC, CA e AB, respectivamente.
Sejam [, m, n, I', m’, n' e I os comprimentos das tangentes dos circulos z, y, z, 2, /', 2’
e’ para os angulos A, B, C, A, B, C e A, respectivamente.

As relacoes correspondentes entre m e n,--- ,n’ e I” podem ser obtidas, de maneira

andloga, ao caso entre [ e m, obtido anteriormente. Assim, teremos seis relacdes no total.
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c:l+m~|—2vl-m-,/1—§,

a=m-+n-+2vVm 1——
s’

Sao elas:

b
b=n+1U+2Vn-U-/1—-,

° (5.20)

c=U4+m+2Vl-m 1—7

CL:m'%—n’—l—QVm’-n’-,/l—g,
s

b=n"+1"+2Vn'-1". 1—9.

s

A ideia para demonstramos o teorema serd obter as relagoes ligando pares conse-
cutivos dos comprimentos [, m, - - - ,l” e assim, eliminarmos m,n, l,, m en para entao,
concluirmos que [ = [

Nesse sentido, definimos os dngulos «a, [ e v (todos obtusos) por meio das relagoes:

b
cosa:—,/l—g, cosf=—1——-, e COSPy:—,/l—E. (5.21)
s s s

Segue entao que:
senq = 9, sen ff = \/7 seny = \/E (5.22)
s s

Os cossenos dos angulos definidos por (5.21) permitem reescrever as relagoes (5.20) da

seguinte forma:
c:l+m—2MCos%
a=m+n—2ym-ncosaq,
b=n+1—2Vn-1'cosp,
c=14+m' =2V -m/ cosn,
a=m'+n —2Vm' - n'cosa,
b=n'+1"—2Vn' - 1" cos beta.

Todas as relagoes (5.23) podem ser vistas como lei de cossenos aplicadas a seis tridngulos.

(5.23)

As relagoes (5.22) permitem também comprovar outro resultado interessante: todos os
seis tridngulos possuem o mesmo circunraio. Para verificarmos esse fato, basta lembrarmos
que o didmetro do circuncirculo de um triangulo é igual ao comprimento de qualquer lado
dividido pelo seno do angulo oposto, entao, para o primeiro dos nossos seis triangulos, o
didmetro em questao sera:

Vva

Didmetro = =
sen o
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Esse mesmo valor é obtido para os outros cinco triangulos. De fato,

Vi Vve

senfS  seny

Diadmetro =

Isso significa que podemos inscrever todos os seis tridngulos em um mesmo circulo. Além
disso, a partir de um primeiro triangulo, podemos localizar os demais sucessivamente,
como mostra a Figura 5.15, na qual apenas todos os lados do tridngulo da primeira

relagao sao exibidos, sendo os demais omitidos por questao de clareza.

Figura 5.15: Relagbes em um circulo.

Fonte: Elaborada pela autora.

Uma vez compreendida a disposicao dos tridangulos, vamos denotar os oito vértices por

Ag, Ay, ..., A7 e considerar os tridngulos AgAs Ay e A3A5A7, como mostra a Figura 5.16.

Figura 5.16: Heptagono.

Fonte: Elaborada pela autora.
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Temos inicialmente um heptagono aberto AgA; ... A; inscrito em um circulo, com
angulos v em A; e Ay, Angulo a em Ay e Ag, e angulo § em A3 e Ag. O objetivo é mostrar
que ApA; e AgA7, possuem mesmo comprimento. Consideremos os triangulos AgAsA, e

A3As A7, como mostrados na Figura 5.16. Verificamos que:
(1) AgAs = AsAs = /e
(2) AyAq = As A7 = Vb.

(3) m(A3A,Ag) = 180 — m(AgA1As) = 180 — v e m(A34745) = 180 — m(A3A4,4;) =
180 — ~y. Logo, m(Amo) = m(Ag/A7\A5).

(4) m(AgAgAs) = 180 — m(AsA3As) = 180 — B e m(A5A3 A7) = 180 — m(A5AgA;) =
180 — . Logo, m(AsAgAz) = m(A;AsAr)

Assim, pelos dois tultimos itens, segue que os angulos AO/AQ\A4 e A3/145\A7 sdo congruentes.
Pela congruéncia LAL (lado-angulo-lado) temos que os tridngulos AgAy Ay e A3A5A7 sdo
congruentes. Logo, AgAs e A3A7 sdo congruentes.

Por fim, consideremos os angulos A1/142\143 e A4/A5\AG. Neste caso, sabemos que:
(1) m(AA2A3) = m(AsA3Ag) = a.
(2) m(A;AzAs) = m(AT Az Ag) +m(AgArAL) + m(AiAsAy).
(3) m(AsAsAg) = m(A A5 As) +m(AsAs Ar) + m(A7AsAg).

Assim,
m(A Az Ag) + m(AgAsAy) + m(AsAsAs) = m(AsAs As) + m(Az A5 A7) + m(Ar A5 Ag).
Como visto anteriormente, AO/AQ\A4 e A3/145\147 sdo congruentes, segue que
m(A1 A Ag) + m( A Az As) = m( A1 A5 As) + m(A7 A5 Ag).

Por outro lado, os angulos A4/AQ\A;5 e A4/A5\Ag, sao congruentes pois possuem a mesma
corda AzAs. Logo, m(A?lg\Ao) = m(AmG).
Isso mostra que AgA; e AgA; subtendem angulos iguais no circulo e portanto, essas

cordas sao iguais em comprimento, isto é, VI’ = V1 e o teorema estd demonstrado. [

Na otimizacao de estruturas triangulares, como trelicas, porticos ou pontes leves, esse
principio geométrico fundamenta algoritmos destinados ao posicionamento de suportes
circulares ou nés tangentes, contribuindo para a obten¢do de simetria, estabilidade e
eficiéncia espacial em sistemas modulares. No design de reservatorios ou tanques com

geometria triangular, a disposicdo de circulos internos é utilizada para modelar fluxos,
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prever zonas de refor¢o peridédico e aperfeicoar simulagoes computacionais voltadas a dis-
tribuicdo uniforme de tensdes mecanicas. No campo do design gréafico e industrial, a
periodicidade gerada pela sequéncia de circulos tangentes orienta a criagao de padroes
decorativos para mosaicos, embalagens e superficies triangulares, permitindo composic¢oes
simétricas e organizadas em softwares de modelagem como AutoCAD. Em processos de
prototipagem rapida, o conceito também é aplicado por engenheiros de produto para
validar a consisténcia geométrica de componentes curvos inseridos em estruturas triangu-
lares, como lentes, engrenagens ou pecgas de encaixe, promovendo solugdes mais precisas

e inovadoras na manufatura aditiva.



6 Consideracoes finais

Neste trabalho, abordamos o estudo de pontos de maximos e de minimos na geometria,
por meio de alguns problemas e de suas respectivas solugoes, utilizando desigualdades,
teoremas classicos, o principio da tangéncia e cadeia de circulos.

No ensino superior, esses problemas podem ser abordados sob diferentes perspectivas,
desde a geometria euclidiana até calculos mais avancados. Além disso, esse estudo pode
ser abordado em disciplinas de otimizacao, fisica e modelagem matematica, tornando-
se uma ponte entre a teoria e aplicagoes praticas, como, por exemplo, no planejamento
urbano, na engenharia estrutural e na economia.

Em alguns problemas, o uso do software Geogebra mostrou um recurso valioso. Vé-se,
assim, que o emprego dessa ferramenta em determinadas aplicagoes abre a possibilidade
de tratarmos esse tema em minicursos, palestras e congressos para estudantes do ensino
superior.

Seguiremos pesquisando maneiras diversificadas e mais simples de resolver problemas

envolvendo maximos e minimos na geometria.
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