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Resumo

Este trabalho aborda os aspectos teéricos e numérico da Transformada de Fourier,
bem como aplicagoes em sistemas mecanicos periodicos. O estudo iniciou-se com uma
revisdao bibliografica que abordou inicialmente aspectos basicos de equacoes diferenci-
ais ordinarias, métodos numéricos e implementacao computacional, o desenvolvimento
teorico da Transformada de Fourier, bem como sua implementacao. Realizou-se estu-
dos baseados em simulacoes numéricas de trés modelos fisicos: o oscilador harmonico,

o péndulo e o piao simétrico.

Palavras-chave: Equacoes diferenciais ordinarias, Fourier, Transformada, Sistemas

Dinamicos, Métodos Matematicos, Mecanica Classica.






Abstract

This work deals with the theoretical and numerical aspects of the Fourier Transform,
as well as applications in periodic mechanical systems. It begins with a bibliographical
study about a basic review of ordinary differential equations and its numerical solution
methods. We also revisit the theoretical of the Fourier Transform as well an its com-
putational implementation. We applied this theory studed in three physical models:

the harmonic oscillator, the pendulum and the symmetrical top.

Keywords: Ordinary Differential Equations, Fourier, Transform, Dynamical Systems,
Mathematical Methods, Classical Mechanics.
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1 Introducao

Umas das ferramentas matematicas mais utilizadas nas ciéncias de um modo ge-
ral é a Transformada de Fourier. Suas aplicagoes sao amplas e vao desde engenharia,
fisica, biologia, astronomia entre outros [13, 20]. Em relagao aos sistemas mecanicos
periddicos, existem muitos modelos em que é fundamental aplica-la. O objetivo princi-
pal deste trabalho é mostrar a importancia da Transformada de Fouier em problemas
de mecanica. Estard presente, também, a utilizacao de ferramentas computacionais
que serao imprescindiveis para obtencao de nossos resultados. Escolhemos desenvol-
ver nossa implementacao em linguagem Fortran, e todos os programas utilizados neste
trabalho foram desenvolvidos pelo autor ou fornecidos pelo orientador, exceto o algo-
ritmo original da FFT que foi extraido de |22]. Sobre esse algoritmo, uma abordagem
complementar e detalhada pode ser encontrada em [18].

No capitulo 2 faremos uma breve exposicao sobre equacoes diferenciais ordinarias,
cuja preocupacao dominante, desde sua origem até meados do século XIX, era a obten-
¢ao de sua forma explicita [9]. Entretanto, logo se verificou que o niimero de equagoes
que podiam ser resolvidas em termos de fungoes elementares era muito pequeno, até
mesmo com a introducao de novas funcgoes como as elipticas e outras representadas
por integrais. No decorrer desse capitulo iremos abordar conceitos fundamentais, tais
como o problema de valor inicial e a existéncia e unicidade de solucoes. Nesse contexto,
abordaremos alguns métodos de solucao analitica de equacoes diferencias ordinérias.
E nesse momento que apresentaremos a solucio analitica do nosso primeiro modelo
mecanico estudado, o oscilador harmonico. Ainda no capitulo 2, daremos uma breve
passagem na teoria dos sistemas lineares para definir um atrator linear, um conceito
importante estudado em sistemas dinamicos.

Como enfatizamos acima, a solu¢ao de muitos sistemas mecanicos, como o piao e o
péndulo, nao pode ser obtida buscando as expressoes de forma explicita em termos de
funcoes elementares, mas sim pelo uso de métodos de aproximacao. A estes sistemas,
em que as solugoes sao exclusivamente numéricas, dedicamos o Capitulo 3. Comecare-
mos com uma breve introducao da série de Taylor e polindmio de Taylor. Em seguida
apresentamos os métodos numeéricos propriamente ditos, a saber: Métodos de Euler e
de Runge-Kutta. Veremos que este tultimo, por sua melhor precisao, serd o escolhido

para implementacao computacional, mais precisamente o método de Runge-Kutta de
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4* ordem.

O capitulo 4 é dedicado & teoria da Transformada de Fourier. Comecaremos o
estudo abordando os conceitos basicos da Série de Fourier e definindo com precisao a
Transformada de Fourier e também a Transformada Discreta de Fourier, que é um caso
particular da transformada continua de Fourier. Exibimos a Transformada Rapida de
Fourier (FFT), que é o algoritmo mais eficiente disponivel na literatura e foi o que
implementamos computacionalmente. Em seguida, apresentaremos alguns exemplos
ilustrativos antes de entrarmos no capitulo de aplicacoes.

O estudo dos modelos mecanicos nos quais aplicaremos a Transformada de Fourier
estd exposto no capitulo 5. Neste capitulo iremos explorar o espaco de fases desses
trés sistemas a partir de suas solugoes numéricas. O primeiro modelo a ser estudado
é o oscilador harmonico, cujas solucoes analiticas foram obtidas no capitulo 2, onde
faremos um estudo do ponto de vista numérico. O segundo modelo estudado, o péndulo,
possui equacgao diferencial nao linear, onde serd possivel estabelecer uma comparagao
com o modelo do oscilador harmonico, além de estudarmos o péndulo amortecido e
forcado, o qual exibe comportamento caodtico. O dltimo modelo que estudaremos é
0 pido simétrico com um ponto fixo. A modelagem desse sistema é um pouco mais
complexa do ponto de vista matemaético e exibiremos via transformada de Fourier o
seu carater periddico. Uma anélise do comportamento da energia desse sistema é feita
de modo sucinto.

Portanto, além da solucao no espaco de configuracoes, aplicaremos a técnica da
transformada de Fourier (Brigham 1974, [3|) para analisar as solugdes numéricas obti-

das no espaco das frequéncias para os modelos descritos acima.



2 Equacoes Diferenciais Ordinarias

2.1 Introducao

Todo sistema mecanico pode ser aproximado por meio de equacdes diferenciais,
cujo objetivo é encontrar a variagao temporal das grandezas fisicas que o caracterizam.
Resolvendo a equacao diferencial (ou sistema de equagbes) podemos extrair informa-
cOes importantes sobre o sistema e, possivelmente, prever seu comportamento. A
modelagem de um sistema ou fené6meno por equacoes diferencias fornece uma solugao
aproximada, porém ainda assim é uma ferramenta matematica poderosa. Desse modo,
justificamos a importancia deste capitulo no trabalho.

Neste capitulo introduziremos alguns conceitos fundamentais sobre equacoes dife-
renciais ordinarias. Nas secoes que seguem discutiremos, de modo introdutoério, o pro-
blema de valor inicial e a existéncia de solucoes. Também apresentaremos o Teorema
de Picard que garante a existéncia e unicidade de solugoes. Em seguida, obteremos

algumas solucgoes analiticas de alguns modelos classicos.

2.2 Equacoes Diferenciais Ordinarias de Primeira Or-

dem

Nesta sec¢ao, introduziremos os conceitos fundamentais de equacoes diferenciais or-
dinarias de maneira precisa. Assim, daremos, a seguir, a definicao de uma equagao

diferencial ordinaria de primeira ordem:

y = [f(ty)
e do que vem a ser a solucao desta equacao. Na sequéncia, formulamos o problema de
Cauchy (problema de valor inicial), que é a questdo central estudada neste capitulo.
Nesta e na proxima secao, seguiremos as defini¢oes e provas tais como apresentadas em
[25].
Seja 2 um subconjunto aberto do espaco R x E, onde R é a reta real e E = R" um
espago euclidiano n-dimensional. Um ponto de R x E sera denotado por (¢,y), t € R

ey = (y1,Y2, ..., Yn) em [E; salvo mengao em contrario, adotaremos em R x E a norma:
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|(t,y)|=max{|t|, |y|}, onde |y| denota uma norma em E. Isso significa que, por exemplo,

Yl = Vyi +y5 + -+ 32 ou fyl=max{[yl, .., [yal}-
Seja f : 2 — E uma aplicacao continua e seja I um intervalo nao degenerado na

reta, isto é, um subconjunto conexo de R nao reduzido a um ponto. O intervalo I pode

ser fechado, aberto, semiaberto, limitado ou nao.
Definicao 2.1.

Uma funcao diferenciavel ¢ : I — E chama-se solu¢do da equagao

W stw) (2.1)

no intervalo I se:
(i) o grafico de p em I, isto é, {(t,¢(t));t € I} estd contido em € e.

(ii) 22(¢) = f(t,¢(t)) para todo t € I. Se t é um ponto extremo do intervalo, a

derivada ¢ a derivada lateral respectiva (direita ou esquerda).

A equagao (2.1) chama-se equacdo diferencial ordindria de primeira ordem e é de-

notada abreviadamente por

y, = f(tay)'

Estendendo a defini¢do (2.1) para sistemas, temos:
Sejam f; : Q2 — R, i =1,...,n as componentes de f; o = (©1,...,0n), com @; : [ > R &
solucgao de (2.1) se, e somente se, cada p; é diferenciavel em I, (¢, 01(t), ..., on(t)) € Q
paratodot €l e

%(t) = fl(t, 901(t)7 ) Qpn<t))

a2

m = falt,p1(t), s pn(?))

(2.1a)

) = o), alt)

para todo t € I.
Por esta razao dizemos que a equacao diferencial vetorial (2.1) é equivalente ao

sistema de equacoes diferenciais escalares

dy;
dt

= filt,y1, s Yn), 1=1,...,n. (2.1b)
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2.2.1 Problema de valor inicial (Problema de Cauchy)
Neste trabalho vamos estudar solu¢oes numéricas do problema
y = flty), (2.2)
y(to) = %o

conhecido como Problema de Valor Inicial (PVI) ou Problema de Cauchy [25].
Na equagdo (2.2) y é fungdo real da variavel real t e y = dy/dt.

OBSERVACAO:

A equagao (2.2) é equivalente & equacao integral

w—m+KU@mmw. (2.3

Em geral, mesmo se f(.,.) for uma fungdo continua, ndo ha garantia de que o
problema de valor inicial (2.2) possui uma solugao tinica, como ilustramos no exemplo
2.1:

Exemplo 2.1. Considere o problema de valor inicial

dy
5 = VY
y(0) = 0

Podemos resolver por separacao de variaveis (ver Exemplo 2.2 da Se¢do A.1 ):

y'/\/y =1, com y' = dy/dt. Assim, integrando ambos os lados, temos:

Assim, 24/y(t) =t ou y(t) = t*/4. Portanto, este problema tem duas solugoes

Na mecanica classica sistemas mecanicos nao cadticos devem ser deterministicos,
portanto devem apresentar solucao tnica dado uma condicao inicial. Sob hipoteses
bem gerais sobre f, por exemplo se f e g—i sao continuas em (), o que ocorreu no
exemplo anterior nao acontece. O proximo teorema garante a existéncia e unicidade

de (2.2).
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Teorema 2.1. (Teorema de Picard)
Seja f uma funcao continua e Lipschitziana com relacao a sequnda varidvel em () =
I, x By, onde 1, = {t;|t —to| < a}, By = {y;|ly — yo| < b}. Se|f| < M em Q, entio

existe uma unica solucao de

{ v = fty),

y(to) = o

Demonstracao. Veja apéndice A, secao A.1. n

Voltando ao Exemplo 2.1, em que resolvemos a equacao diferencial y' = ,/y, encon-
tramos duas solugoes pois f(t,y) = /y ndo ¢ Lipschitziana' em nenhum intervalo em
torno de yo = 0, contrariando a hipotese do Teorema (2.1).

O numero de EDQO’s do tipo do teorema 2.1 que podem ser resolvidas de maneira
direta ¢ bastante reduzido e se limita a certos tipos especiais para f(¢,y), como exem-

plificamos a seguir.

Exemplo 2.2. (Equagao com separacgao de variaveis)
Consideramos uma Equacao Diferencial Ordinaria de primeira ordem separdvel ou de

varidveis separdveis quando pudermos escreve-la na forma

X o)) (24)

onde g e h sao continuas em intervalos abertos I e J, respectivamente, e h nao se anula

em J. Desse modo a Eq. (2.4) é equivalente:

dz
= — g(t
p() % = (1),
1 : - < :
onde p(z) = ) para x € J. Assim, se x = z(t) é solu¢do da equagao (2.4) ainda
x
temos a seguinte equivaléncia:
d
S F(a(t) = g(t) (25)

onde F(z) = [ p(x)dz. Com efeito, basta notar que

S P(a(t) = g) & F'(2)% = ().

Assim, F'(z) = p(x) e, portanto, F(z) = [ p(x)dz. Integrando (2.5) com respeito
a t, temos:

F(z(t)) = G(t) +c, (2.6)

I'basta observar que o quociente ‘Vlzz:yvl‘il“l = \/szi\/yT
de y1 e yo

nao é limitado para valores muito pequenos
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onde G(t) = [g(t)dt e ¢ ¢ uma constante de integracdo. A solugdo z = z(t) desta
equacao é dada por
x(t) = FYG(t) +¢)

onde F'~! é a inversa de F.
E importante notar que a existéncia de F~! ¢ garantida pelo Teorema da Funcéo

Inversa, uma vez que F' = p, p # 0 e p é continua em J.

Observe que a solugao obtida é dada implicitamente, para constantes de integracao
dx
— = t)dt
[y~ [0

Outro tipo especial de EDO de primeira ordem pode ser visto no exemplo A.1 do

apropriadas, pela relacao
entre as integrais indefinidas.

apéndice A. O leitor pode verificar em [2], [32] e [25] que existem outros tipos especiais
de Equacoes Diferencias Ordinarias de primeira ordem cujas solucoes podem ser obtidas
analiticamente, como por exemplo Equagoes Homogéneas, Equacoes Exatas, Equagoes
de Bernoulli, Equacdes de Clairaut. No entanto, para o estudo dos método numéricos

que propomos neste trabalho, nao sera relevante apresenta-los aqui.

2.3 Equacoes Diferenciais Ordinarias de Segunda Or-

dem

O desenvolvimento das equacoes diferenciais ordinérias, em particular as equacoes
de segunda ordem, se deu junto com a Mecanica. O objetivo desta se¢ao é aproximar o
leitor da formulagao dos nossos problemas de aplicacao, em especial o caso do oscilador

harmonico, que sera tratado no capitulo 5. Seguiremos as referéncias [9] e [5].

2.3.1 Equacoes Lineares de Segunda Ordem

Sejam p,q, f(a,b) — R fungdes continuas definidas num intervalo aberto (a,b), o
qual pode ser a semireta t > 0 ou toda a reta —oo < t < co. Uma equagao linear de

2% ordem é do tipo

E(t) + p()2(t) + q(t)x(t) = f(t) (2.7)
ou de modo mais compacto
¥+ pi+qr=f. (2.8)
Questoes relativas a solucao geral de (2.7) e a solugdo do problema de valor inicial
para (2.7):
x(to) = o, (o) = vo (2.9)
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onde ty € (a,b) e g, vy sdo dados, sera tratado na se¢ao A.3 do apéndice A.

2.4 Obtencao de Solucoes

Aqui traremos alguns exemplos de EDO’s de 2* ordem que podem ser resolvidas

analiticamente.

2.4.1 Meétodo de Variacao dos Parametros

Suponha que se conheca um par de solucoes l.i., i e 15 da equacao homogénea
(A.22) do Apéndice A. O método consiste em buscar solu¢oes a;(t) e as(t) tais que a
funcao

2(t) = ar ()Y (1) + cz(t)ia(t) (2.10)
seja solugao de (2.7). Derivando (2.10) obtemos

T = Oéﬁjh + 0421/.)2 + d11 + Qe (2.11)

onde omitimos a explicita dependéncia em t para simplificar a notacao. Note que
estamos com dois graus de liberdade em nossa busca. Entao, podemos descartar um

sem perda de generalidade, impondo a condicao

a1y + Qb = 0 (2.12)
logo, (2.11) se torna
T = 0411/)1 + Oé21/)2 (213)
cuja derivada nos fornece
& = anthy + agtds + dathy + Gty (2.14)

Como queremos que z(t) seja solucao de (2.7), devemos levar (2.10), (2.13) e (2.14)

a equacdo (2.7) e usamos o fato de que ¥ e ¥, sdo solucoes de (A.22) obtemos
&1t + dothy = f. (2.15)

Agora resolvemos o sistema (2.12), (2.15) para obter &g e dy

= —fo /W e da= fin/W (2.16)
onde W designa o Wronskiano de 11 e 1)5. De (2.16) obtemos oy e «s.
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2.4.2 Equagoes lineares homogéneas de 2* ordem com coeficien-

tes constantes

I+pi+pr=0 p, ¢ = constantes. (2.17)

Do Teorema A.2 segue que as solugoes de (2.17) sao fungdes definidas em toda reta.

O método de resolucao consiste em buscar solugoes de (2.17) na forma
z(t) = e (2.18)

onde A é um parametro a determinar. Se quisermos que z(t), dada por (2.18), seja

solucao de (2.17), devemos levi-la a equagao (2.17), assim:

A2eM 4+ pre + geM =0
ou seja
N +pl+q=0, (2.19)

que é conhecida como a equagdo caracteristica ou equacao auziliar de (2.17).

M corresponden-

Portanto, se escolhermos X igual as solugoes de (2.19), as fungoes e
tes sdo solucoes de (2.17).
Devemos considerar trés casos, dependendo do sinal do discriminante: p? — 4q.

Caso I: p? — 4q > 0. Aqui, (2.19) tem duas raizes reais e distintas:

2 2
R ORI SO

e consequentemente

z1(t) = eM! e To(t) = 2! (2.20)

530 solugdes de (2.17). Calculando o Wronskiano, obtemos (Ag — A1 )e*1722)t o qual
¢ diferente de zero. Portanto as solugoes dadas em (2.20) sao l.i..

Caso II: p? — 4qg = 0. Neste caso, (2.19) nos fornece apenas um valor de A:

P
A=—=
2
e assim obtemos apenas uma solucao
xy(t) = e P2 (2.21)

através desse processo. Agora, devemos determinar outra solucdo xs(t), de modo que
o par xy, xs sejam l.i., o que é feito a partir do seguinte principio: conhecida uma
solugdo x;(t) de (2.17), busca-se outra na forma

x(t) = u(t)x(t).

Substituindo esse z na equacao (2.17) obtemos
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uliy + piy 4 qry] + iy + w(pry + 221) =0
de onde se segue, fazendo u = v, que
U+ (p—I—QE)v:O.
T

Podemos observar que, para a solugao x; dada em (2.21), o termo entre paréntesis

é zero. Logo,

v=0=>v=c=>u=ct+c.

Portanto, qualquer fun¢ao da forma (ct + )xy(t), onde ¢ e ¢ sdo constantes, é
solugao de (2.17). Tomando-se ¢ = 1, ¢ = 0, obtemos uma segunda solu¢ao para
(2.17).

To(t) = te P2, (2.22)

No que podemos verificar facilmente que o Wronskiano das solucoes x; e xo, dadas
em (2.21) e (2.22) respectivamente, é igual a e 7' e consequentemente essas solugoes
sao [.i..

Caso IIL:p? — 4q < 0. Neste caso,(2.19) tem duas raizes complexas conjugadas:

1
M =—p+iv A =—p—iv onde u:p/Q,y:§\/4q—p2. (2.23)

Assim, temos

z1(t) = e Mt e xo(t) = e Htemvt

que sao solugoes [.i. de (2.17), pois 0 Wronskiano ¢é igual a 2ive™ 2" £ 0.

Pela linearidade de (2.17), temos que

H(t) = %[Il(t) + 29(t)] = e ™ cos vt (2.24)
o(t) = %[xl(t) + 25(t)] = e " sen vt (2.25)

sao também solugoes da equagao (2.17). Fizemos uso da formula de Euler para escrever

os tltimos termos das expressoes (2.24) e (2.25):

e = cosf + isend, 0 € R.

O Wronskiano das duas solugoes ¢; e ¢ dadas em (2.24) e (2.25), respectivamente,

¢ igual a ve 2t £ 0, o que implica em ¢, e ¢y L.i..
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2.4.3 Meétodo dos coeficientes a determinar

Em 2.4.1 estudamos o método de variacao dos parametros, que pode ser utilizada
para determinar uma solucao particular das equagoes lineares na sua forma geral (2.7).
Agora, iremos apresentar um outro processo que se aplica somente para equacoes line-

ares com coeficientes constantes
T+ pi+qx = f(t) p, q = const. (2.26)

e para certos tipos de fungdes f(f). A vantagem desse método é ndo envolver inte-
gracoes e, portanto, de facil utilizacao. O método consiste em determinar a solucao
particular z,(t) de (2.26), a partir do tipo da funcao f(¢), com coeficientes b; a serem

determinados, conforme veremos abaixo.
f)=ao+art+---+ a,t”

p(t) = by + byt + -+ bot™ (%)

f(t) = e
z,(t) = be™ (%)

f(t) =cospt ou senft
xp(t) = by cos Bt + bysen ft (%)
f(t) = (ap + art + -+ + a,t™)e* cos Bt ou
ft) = (ap+ ait + -+ + a,t™)e™ sen St

zp(t) = (bo+bit + -+ byt"™)e™ cos ft+
(co+crt+ -+ cpt™)e* sen St (x)
Se algum termo dessa expressao de x, for solu¢ao da equagao homogénea associa-
da a (2.26), propoe-se tz,(t) para solu¢ao particular de (2.26). Se por ventura algum
termo de tx,(t) seja solugao da equagao homogénea associada a (2.26), entdo a solu¢ao

particular buscada é 2z, (t).

Observacao: Os tipos de fungoes f(t) aos quais o método se aplica pode ser au-

!

mentado como consequéncia do seguinte fato: "se x, e T," sao solugdes particulares,

respectivamente, das equacoes
T+ pi 4+ qx = f1(t) et + pi + qr = fo(t)
entao ¢ x, e c2T, ¢ solugao particular de

T+ pi + qr = 1 f1(t) + ca fa(t). (2.27)
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A aplicacdo do método consiste em levar a expressao em (x) na equacao (2.26),
identificar os coeficientes das respectivas poténcias, exponenciais, Senos ou cossenos,
obtendo sistemas algébricos de onde se determinam os coeficientes b’s e ¢’s, o que

justifica o0 nome do método.

Exemplo 2.3. (Oscilador harmoénico) Iremos tratar da solucdo analitica do oscila-
dor harmonico. Uma andlise mais aprofundada do ponto de vista fisico sera feita no
capitulo 5, onde faremos uso de métodos numéricos e computacionais. Nossas conside-

ragoes seguem a referéncia [9)].

O oscilador harmonico é o modelo matematico para oscilagoes ou vibragoes em torno
de um ponto de equilibrio. Em particular, na vizinhanca de um equilibrio estavel, o
sistema esta sujeito a uma forca restauradora que pode ser aproximada como um mil-

tiplo k£ de sua posicao em relagao ao equilibrio, como o caso da massa mola por exemplo.

Oscilador Harménico Simples
Fisicamente consideramos uma massa m acoplada a uma mola de constante elastica

k, a 2* Lei de Newton nos da mz = —kx, ou seja:

i+wlrt=0 (2.28)

onde w? = k/m.
A importancia do oscilador harménico é que possui aplicacao geral em problemas
de fisica, como em casos que o potencial possui pontos de minimo.

A solugao geral da equagao (2.28) é dada por
x(t) = ¢1 coswt + o sen wt (2.29)

onde ¢ e ¢o sao constantes arbitrarias que podem ser determinadas sabendo-se a posicao
inicial da massa, x(0) = zy, e sua velocidade inicial, #(0) = vy. Assim de (2.29) temos
¢1 = xg. Derivando (2.29) e fazendo ¢ = 0 obtemos cow = vy. Logo (2.29) pode ser
escrito como

x(t) = wo coswt + % sen wt. (2.30)

Agora definimos as constantes A e ¢ pelas expressoes

_ 5, (V0)? _ o _ Y
A=+ :E0—|—<w) , COS¢Q = 5 € sen ¢ i (2.31)
com a restricao 0 < ¢ < 27. Usando (2.31) em (2.30) obtemos
x(t) = Acos(wt — @) (2.32)

Portanto temos um movimento oscilatorio em torno da posicao de equilibrio x = 0.

O afastamento maximo da posicao central, A, chama-se amplitude. O periodo da
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fungao cosseno em (2.32), T = 27 /w, é o periodo do movimento. A frequéncia é dada
por [ =w/2m. O angulo ¢ é chamado de dngulo de fase.
Designando por v(t) a velocidade #(t), derivando (2.32) obtemos

v(t) = —Awsen(wt — ). (2.33)

Podemos observar que a velocidade é zero quando a massa estiver nas posicoes mais
distantes de z = 0. E ela é maxima (em valor absoluto) quando a massa passa pela
posicao central. Outra observacdo é que a amplitude A pode ser superior a |zg|, se

dermos uma velocidade inicial & massa.

Oscilador Harmoénico Amortecido
Se no oscilador houver uma forca resistiva proporcional a velocidade, a 2% lei de

Newton nos da mz = —kx — bz, onde b é uma constante positiva, ou seja
mz + bx + kx =0 (2.34)
que podemos escrever na forma
i+ 2Bt 4w =0 (2.35)

onde 23 = b/m e w? = k/m. Como vimos na se¢ao 2.4.2, as solugoes de (2.35)
representam comportamentos diversos dependendo das raizes da equacao caracteristica

A2+ 2B\ + w? = 0, ou seja, do sinal do discriminante
4% — 4w?.

i. Amortecimento super-critico: 5 > w. Neste caso a solucao geral de (2.35),

conforme secao 2.4.2, é:

2(t) = e Mo + e, w = 44/ 7 —w?, (2.36)
onde as constantes ¢; e co podem ser determinadas em termos da velocidade inicial e
da posicao inicial. Como > w, temos que

lim z(t) = 0.

t—o00

A velocidade em um instante ¢ ¢ dada por v(t) = &(¢) assim
u(t) = e P er(wr — B)et! = ealwr + B)e™,

mostrando que ela se anula, no maximo, em um tnico valor de t, o qual é dado pela
solucao de

2wt C2(wW1 + )

e - 7

c1(wr — )
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Isso implica que #(t) se anula, no maximo, em um valor de ¢. Esse movimento de

chama aperiddico e serd melhor visualizado no capitulo 5.

ii. Amortecimento critico: § = w. Neste caso a solugao geral de (2.35) é
z(t) = e ey + eot). (2.37)

Aqui ¢; = xg e ¢cg = vg + [rg. Aqui também podemos ver que x(t) — 0 quando
t — oo. A expressao (2.37) nos diz que z pode se anular para, no maximo, um valor

de t. A velocidade num instante ¢ é dada por

v(t) = e P[(cy — Ber) — coft],

e como no caso anterior ela pode se anular em, no maximo, um ponto.
iii. Amortecimento sub-critico: 5 < w. Neste caso, a solu¢ao geral de (2.35) é

z(t) = e ey coswit 4 casen wit], wy = +y/w? — 52 (2.38)

Definimos as constantes A e ¢ como no caso do oscilador harménico simples

C1 (&)
A=+\/AB+c3, cosp=—, sen¢p=—.
€1 TG ¢ A n ¢ A

z(t) = Ae P cos(wit — ¢). (2.39)

Obtemos,

As constantes A e ¢ podem ser determinadas em termos da posi¢ao inicial xg e velo-
cidade inicial vg. Também temos que z(t) — 0 quando t — co. Neste caso, no entanto
o movimento ¢ oscilatorio, mas a amplitude (Ae=?) decresce exponencialmente. Pode-
mos ver que z(t) se anula nos pontos ¢, tais que wyty —¢ = (2k—1)7/2. Se calcularmos
a velocidade v(t) veremos que ela ndo se anula precisamente em pontos t; miultiplos

(defasados de ¢/w;) de 7, ao contrario do que ocorre no movimento harmonico simples.

Oscilador Forcado

No oscilador for¢ado existe uma forca externa atuando no sistema. Vamos tratar
apenas o caso em que a forca externa é periodica. Consideracoes adicionais, inclusive
do ponto de vista fisico serao tratados no Capitulo 5, por hora nos interessa a solucao
analitica. A equacao (2.35) se torna

i+ 2B + w?r = Fy coswst (2.40)

onde 23 = b/m, w? = k/m, w3 > 0 e Fy > 0 sao constantes dadas. Para escrevermos a
solugao geral de (2.40) necessitamos de uma solugao particular dessa equacao. Vamos

considerar os casos a seguir.
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Caso I: (f # 0 e w # ws). Usando o método dos coeficientes a determinar, conforme

se¢ao 2.4.3, obtemos uma solugao particular de (2.35) na forma

z,(t) = C coswst + S sen wst,
C = (w?—wi) D™, (2.41)
S = —25w3F0D_1,

onde
D = (w?* — w3)* + 48%3. (2.42)

Como fizemos na passagem da expressao (2.30) para (2.32), a solugdo particular

(2.41) pode ser escrita como

Ip(t) = A1 COS(CU3t — ¢1) (243)
onde

A1 =tV CQ + 52 — D_l/QFo,

cospp =CJ/A; e (2.44)

seng; = S/A;.

Logo, a solugdo geral de (2.40) é
z(t) = zp(t) + z,(1) (2.45)

onde x, é a expressao dada em (2.43) e z;, é a solugao da equacao homogénea, isto
é, uma das expressoes dadas em (2.36), (2.37) ou (2.38), dependendo dos valores de
£ e w. Desse modo o movimento da massa no oscilador forcado é a superposicao de
um movimento periodico de periodo 27 /w3 e de um movimento periodico dado por
(2.36), (2.37) ou (2.38). Podemos ver, de (2.45), que t — 400, z(t) ~ x,(t), isto é, a
parte periddica z,(t) se torna desprezivel em compara¢ao com z,(t), e 0 movimento é
essencialmente periodico e descrito pela expressao (2.43). Por esse motivo a parte xy,
é chamada de transiente.

Caso IT (8 =0 e w # w3). Neste caso a equagao (2.40) se torna
&+ w?r = Fycoswst. (2.46)
Procedendo como no Caso I, obtemos uma solugao particular de (2.46):
xp(t) = Ay cos(wst — ¢1)

onde P
A= — 0

jw? — wi|

Consequentemente, fazendo uso das relagoes trigonométricas temos

0
I'p(t) = m COS (,Ugt.
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Como coswt é solucao da equagao homogénea associada a (2.46), podemos escolher

a seguinte solugdo particular de (2.46):

Fy
z,(t) = Cuszg(cos wst — coswt). (2.47)

Logo a solugao geral de (2.46) ¢ obtida usando-se (2.32) e (2.47)

z(t) = Acos(wt — ¢) + LQ(COS wsl — coswt). (2.48)

2 _
w? — ws

Portanto, neste caso, 0o movimento é a superposi¢ao de dois movimentos: (i) Movimento
livre: A cos(wt — @), que corresponde ao coso em que nao ha forga externa Fy = 0, ou

seja, um movimento harmoénico simples, peridédico com frequéncia w. A frequéncia w é

chamada frequéncia natural. (i) Movimento for¢cado: Fy(coswst — cosw)/(w? — w3), o
que corresponde ao oscilador harmonico
i+wlr = Fycosw
T (2.49)
z(0) = &=0.

Como ja adiantamos anteriormente, faremos uma andlise mais completa do ponto
de vista numérico na secao 5.2 do capitulo 5. Porém, faremos a seguir algumas consi-

deracoes do movimento forcado:

1) Se w/ws for um nimero racional entdo a fungdo v(t) = coswst — coswt é periddica.
De fato, seja p/q a fragao irredutivel, que é igual w/ws. O periodo fundamental de
cosws é 2m/ws, e dai 2mrq/ws também é um periodo. Do mesmo modo, 27p/w ¢ um

periodo de coswt. Desse modo, 2wq/ws = 27p/w é um periodo fundamental de ~(t).
2) Se w/ws nao for racional, entdo y(t) nao é periodica, mas é quase periodica.

3) Usando a formula trigonométrica de transformagao da soma em produto e levando
em consideragao que a fungdo sen ¢ uma fungao fmpar, reescrevemos x,(t) como:
2Fg (w — wg)t (W + Wg)t

xp(t) = " sen 5 sen 5 (2.50)

Se w = w3 temos que a frequéncia do primeiro seno em (2.50) é muito menor que a

do segundo seno. Seja
A(t) = 0 sen ( )

2 _ 2
w? — w3 2

a amplitude (variavel) do movimento descrito por (2.49). Essa amplitude tem um
longo periodo quando comparado com o periodo do segundo seno. Por esse motivo ela

se chama amplitude de lenta variagao e a fungao

(UJ + U)g)t
2

Sen
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dizemos que é modulada por essa amplitude. O fenémeno descrito por (2.49) com

w ~ ws (isto é, w perto de ws3) é chamado de batimento.

Caso III. (f = 0, w = w3). Neste caso coswt e senwt sdo solugdes da equagio
homogénea associada a
i+ w?z = Fycoswt. (2.51)

Desse modo, devemos determinar uma solucao particular na forma
xp(t) = t(C coswt + S'senwt).

Substituindo esse resultado em (2.51) obtemos

E
xp(t) = ﬁt sen wt. (2.52)

Desse modo, de (2.32) e (2.52) obtemos a solugao geral de (2.51):
Fy
z(t) = Acos(wt — ¢) + Q—tcos wt. (2.53)
w

Portanto, o movimento ¢ a superposi¢ao de um movimento harmonico simples e de
um movimento oscilatorio de amplitude crescente (Fyt/2w) tendendo para o infinito,
fendomeno este conhecido como ressondncia.

Ao invés de adicionarmos um Caso IV que seria a analise do oscilador amortecido
e forcado considerando de modo geral (2.40) e fazendo, por exemplo, 5 # 0 e w = w;

faremos uma breve andlise com relagao & ressonancia.

Frequéncia de Ressonéncia. Consideremos agora o oscilador forcado (2.40) com

forcas variaveis Fy coswst. As amplitudes das solugdes x,(t) sao dadas por
Fo
Vw? —wd)? + 45703

De acordo com esse resultado podemos ver que o maximo de A(ws) ocorre quando

Aws) =

w3 = w, dada por

Wy = y/w? — 202

quando 0 < 8 <
a amplitude

5. Neste caso w, é chamada a frequéncia de ressondncia e para ela

e

Fy
N

¢ maxima. Observe que quanto menor § maior serd A(w,). No limite (8 = 0) teremos

Alw,) = (2.54)

A(w,) = 00, que ¢ o caso de ressonancia pura estudada acima.
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2.5 Atratores

A equivaléncia entre uma equacao de segunda ordem e um sistema de duas equacoes
de primeira ordem, ja foi adiantada na secao A.2 do Apéndice A deste trabalho e pode
ser encontrada em [5]. Com esta forma de tratar o problema, podemos tragar algumas
consideracoes adicionais, como segue.

Em vez de olharmos o problema do oscilador harmonico na forma de uma equacao
de segunda ordem na reta, podemos, em virtude de termos duas condigoes iniciais,
considerd-lo como uma equagao diferencial de primeira ordem no plano. Para isso,
introduzimos a variavel bidimensional (x,y), onde o escalar = denota a posicao e o
escalar y = 2’ a velocidade e assim podemos acompanhar, através de (z(t),y(t)), ndo
s6 a posicao do sistema em torno do equilibrio, mas também, simultaneamente, a
velocidade.

Nesse contexto, a equacao diferencial de segunda ordem

2 +wlr =0
corresponde ao sistema linear
2'(t) = y(t)
y(t) = —wz(t),

que é equivalente a equacao vetorial

s\ (e [ 0 1) [ @
( (1) ) - ( y (1) ) - < —u? o) ( (1) ) (2:59)
De acordo com [5], a solucao t — (z(t),y(t)) do sistema linear (2.55) define uma

trajetoria do campo linear bidimensional

A(I7 y) = (yu _w2$>

0 1
A pu

do sistema. Cada trajetoria desse campo linear descreve uma érbita eliptica no plano

definido pela matriz

das coordenadas (x,y). A figura 5.4 do capitulo 5 ilustra algumas érbitas, obtidas a
partir de condicoes iniciais distintas, com o que se obtém uma representacao do retrato
de fase do oscilador harménico sem amortecimento.
Para o caso do oscilador harménico com amortecimento, dado pela equacao dife-
rencial de segunda ordem
2" 4+ 282 +wir =0 (2.56)
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é equivalente a equagao vetorial (z,y) = A(x,y) definida pela matriz

0 1
() o

do sistema. Neste caso, como vimos no exemplo 2.3 acima, o termo —2( é responsével
pelo amortecimento do movimento e faz com que a massa perca velocidade e diminua a
amplitude. Na realidade, a partir da solucao apresentada no exemplo 2.3, a amplitude
diminui exponencialmente, tendendo a zero, e a massa oscila ao ponto de equilibrio na
origem. O retrato de fase desse sistema ¢ exibido na figura 5.8 também do capitulo
5. Uma estrutura como essa chama-se atrator linear, com um ponto de equilibrio
assintoticamente estavel [5].

Ainda seguindo a referéncia [5|, colocamos a seguir o seguinte corolario:
Corolério 2.1. Se todos os autovalores de uma matriz A € M(n) sdo tais que
e sendo reais sao negalivos, ou
e sendo complexos tém parte real negativa,
entao qualquer solucao de ' = Ax tende a 0 € R™, com t — +00.

No corolario acima, "0 € R™" denota a origem do campo linear dado por A, o qual
¢ sempre uma singularidade.
A matriz A do nosso sistema tal como dada acima define um atrator. Para ilustrar

considere o seguinte exemplo:

Exemplo 2.4. Considere a equacao diferencial do oscilador harmonico com amorteci-

mento cuja matriz A é dada por (2.57). Sejam os parametros w? =5 ¢ 23 =6

x'zsz( 01 )x (2.58)
-5 —6

é um atrator, pois os autovalores dessa matriz sao —1 e —5.

No proximo capitulo iremos de modo preliminar discutir o estudo dos métodos
numéricos, que intrinsecamente esta relacionado a série de Taylor e ao polinémio de

Taylor.
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3.1 Introducao

A solucao numeérica de equacoes diferenciais ordinarias ¢ uma das técnicas mais
importantes em dinamica. Como alguns de nossos sistemas mecanicos nao possuem So-
lugdo analitica em termos de fungoes elementares, resolvemos numericamente as equa-
coes que os descrevem. Muitos diferentes métodos podem ser usados para resolver
com precisao equacoes diferenciais ordinarias de diferentes classes. Os algoritmos dos
Métodos de Runge-Kutta sao, sem duvida, os mais conhecidos e bastante utilizados.
Nas proximas secoes iremos ilustrar alguns desses métodos numéricos. Antes, porém,

introduzimos nocoes da série de Taylor e o polinémio de Taylor.

3.2 Série de Taylor

Definicao 3.1. Seja f : I — R de classe C*°. Se a € interior ao intevalo [ ea+h € I,

entao podemos escrever, para todo n € N:

" (n—1)
fla+h)= f(a)+f’(a)-h+f—@-h2+---+f—@-h"*1+Rn(h),
2! (n—1)!
(n)
onde R,(h) = L—r@nh) -h", com 0 <6, <1.
n!
A série,

> fn)

Z ["(a) e
n!

n=0

chama-se série de Taylor da funcao f em torno do ponto a.

Definicao 3.2. Seja f : I — R definida no intervalo I e n vezes diferencidvel no
ponto a € I. O polindmio de Taylor de ordem n da fun¢ao f no ponto a € o polinémio
p(h) = ap+ah+---+a,h™ (de grau < n) cujas derivadas de ordem < n no ponto h =0

coincidem com as derivadas de mesma ordem de f no ponto a, isto é p'(0) = f*(0)

45
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1 =0,1,--- ,n. Nessas condigcoes o polinomio de Taylor de ordem n da funcao f no

ponto a € determinado de modo unico por

p(h) = f(a) +f’(a).h+%<!a)h2+...+fnn_(f‘)hh

Sejam [ C R e ty € I. A reta que melhor aproxima o grafico de uma funcao
y : I — R derivavel em uma vizinhanca de um ponto ¢y é a reta tangente ao gréafico
de y no ponto ty:

r(t) = y(to) +y'(to)(t —to)

Esta é a tnica reta que satisfaz r(to) = y(to) e 1’'(to) = ¥/ (to) ou, de modo equiva-

lente, é a tnica reta que satisfaz a condicao:
lim 2 _ g, YO =r® _

t—to t — 1y t—to  t — 1o
onde R(t) é o resto da aproximacao de y por r. A equacao da reta acima define o

Polinémio de Taylor de grau 1 no ponto ty:

p(to) = y(to) + ¥/ (to) (t — to). (3.1)
A seguir apresentamos um resultado que nos diz que o Polinémio de Taylor de grau

n de y no ponto ty aproxima y numa vizinhanca do ponto ty, com erro infinitesimal.

Teorema 3.1. (Férmula de Taylor Infinitesimal)
Seja y : I — R n vezes diferencidvel no ponto ty € I. FEntao, para todo h tal que

to+ h €I, tem-se:

2 n
y(to + h) = y(to) +y'(to)h + 51//(750) +oe my(n) (to) + Ru(h),

com lim Rn(h).
h—0 h"

7!

Além disso, p(h) =

R ¢ o inico polinomio de grau < n tal que y(to+h) =
i=0

p(h) + R, (h).

. Ru(h)
com lim ——=

h—0 h"
Agora apresentaremos uma outra féormula de Taylor, que fornece uma estimativa

=0

do valor da diferenca y(to + h) — y(tp) para um valor fixo de h, ou seja, sem supor
que h — 0, de modo analogo ao Teorema do Valor Médio, do qual esta formula é uma

generalizacao para funcgoes n vezes diferenciavel.

Teorema 3.2. (Férmula de Taylor com resto de Lagrange)

Seja ylto, b] — R uma funcdo de classe C"', n vezes diferencidvel no intervalo aberto

(to,b). Entdo eziste c € (ty,b) tal que

y"(c)
n!

y" ! (to)

y(b) = y(to) +y'(to)(b —to) + ... + (n—1) (b—to)" ™ +

b—t)".  (3.2)
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Pondo b=ty + h, isto € equivalente a dizer que existe 6, com 0 < 0 < 1 tal que

n—1 n

y@0+-h)::y@o)+-y%hﬂh’+"'+_(n-_i)! n!

Demonstra¢ao. Veja em [17] O

y™(c)
n!

A parcela R, (b) =
Lagrange.

(b —to)" que aparece em (3.2) é denominada Resto de

3.3 0O Método de Euler

O método de Euler, também conhecido como método das tangentes, é uma das
técnicas mais simples para aproximar solucoes de equacoes diferenciais e neste método
usaremos as ideias discutidas nas secoes anteriores. Considere o problema de valor
inicial

{ v = flty) 53)
y(to) = o

e suponhamos que f seja de classe C! (dessa forma f é continua e sua derivada
primeira ¢ continua). Seja y = ¢(t) a solucao exata deste problema num intervalo [to, b].
Esta solugao existe e é unica em virtude do corolario (A.2) e ainda a solucao y = ¢(t)
¢ de classe C? uma vez que f é de classe C'. Queremos encontrar a aproximacao para
a solugao y = o(t) no intervalo [tg, b]. Como ¥ : [ty,b] — R é uma fungio de classe C?,

consideremos a aproximacao de y pelo polinémio de Taylor de grau 1:
y(t+h) =y(t) + hy'(t) + Ra(t), (3.4)

para t € [tg,b), onde h > 0 é tal que t + h < b e é denominado tamanho de passo.
Como ¥/ (t) = f(t,y(t)) a relagao (3.4) pode ser escrita como:

y(t+h) =y(t) + hf(t,y(t)) + Ra(t) (3:5)

Sejat =t,, comt, =tyg+nh, n € Nvariando de 0 até N. N é o nimero de passos para
se chegar ao fim da aproximacgao da solucao desejada e deve ser um numero natural.
Como ty <t < b, devemos tomar N o maior natural menor do que D, onde D ¢ dado
por:

b—toy

D= (3.6)

Reescrevendo (3.5) com t =t, en € {0,--- , N} C N, temos:

Y(tni1) = y(tn) + hf (tn, y(tn)) + Ra(tn).
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Isso conclui o processo de iteragdo de um PVI a partir do dado inicial, y(ty) = yo
do problema. Temos, assim, que para cada n € {0,..., N}, y(¢,) aproxima o valor da
solugdo ¢(t) no ponto t,,. Esse processo é o denominado método de Euler ou método da
tangente. Esta aproximagao possui a vantagem de ser de facil implementacao, porém
o erro vai se acumulando ao longo do processo. Para o método de Euler ser aplicado
computacionalmente é preciso tomar um valor de passo h, saber o "tempo" final ¢ para

dar inicio as iteracoes utilizando a formula:

Ynt1 = Yn + hf(tm yn)> (37)

sendo y, = y(t,) e t, = to + nh.
A seguir indicamos um exemplo de algoritmo computacional para o método de Euler.

Passo 1. Defina f(¢,y)
Passo 2. Insira os valores iniciais de tg e yq
Passo 3. Insira o tamanho do passo h e o niimero de passo n
Passo 4. Escreva ty e yo
Passo 5. Para j de 1 até n Calcule
Passo 6. k1= f(t,y)
y=y+hxkl
t=t+h
Escreva t e y
Passo 7. Fim

Exemplo 3.1. Considere o Problema de Valor Inicial dado em [32]. Utilizando o

método de Euler, obtenha uma aproximagao do valor de y(1.5) para a solucao de

y' = 2ty, y(1) = 1. (3.8)

esta equagao ¢ do tipo varidvel separavel, cuja solucao analitica y = et* 1 pode ser
facilmente verificada.

Vamos resolver o problema (3.8) utilizando o Método de Euler proposto acima,
inicialmente com valor de passo h = 0.1 e, em seguida, com h = 0.05 para efeito de
comparacao do resultados. Para encontrar a solucao numérica, comegcamos as iteragoes

utilizando a formula (3.7). Pra n = 0, temos que to = 1 e yo = 1. Para n = 1, temos

Y1 = yo + (0.1)(2toy0)
=1+ (0.1)2(1)(1)] = 1.2

que é uma estimativa do valor de y(1.1). Procedendo como anteriormente obtemos os

seguintes resultados, que ilustramos na Tabela 3.1.
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Tabela 3.1: Método de Euler Simples, com h = 0.1
tn Un Exata Erro Absoluto
1.00 1.0000 1.0000 0.0000
1.10 1.2000 1.2337 0.0337
1.20 1.4640 1.5527 0.0887
1.30 1.8154 1.9937 0.1784
1.40 22874 2.6117 0.3244
1.50 2.9278 3.4904 0.5625

No caso deste exemplo, com passo h = 0.1, o erro relativo é de 16% no célculo da
aproximacao de y(1.5) e isso ndo é aceitavel num tratamento numérico.

No exemplo 3.1, os valores exatos foram calculados a partir da solucao conhecida
1

2_ . . .
y = e¥ ! e definimos o erro absoluto como |valor verdadeiro — aproximado|. Por

outro lado, o erro relativo percentual é:

|valor verdadeiro — aproximado|

4 x 100.
|valor verdadeiro|
35
L — — — — Euler |
Exata
3 |- —
1
,
L e
/ /’
s i
25— // s ]
4 £
= L + |
£ /e
4 s
Vi s
2 |- Yy —
// e
N s i
e P -
,// -
15 |— g —
1 -t | 1 ‘ l 1 |
1 1.1 12 13 14 15

Figura 3.1: Grafico dos valores da Tabela 3.1, com h = 0.1.

Observando a Figura 3.1, vemos que os pontos estao distantes da solucao exata.
Isso mostra que o processo nos forneceu uma aproximagao com erro excessivo. Vamos

aplicar o método para h = 0.05, onde ilustramos os resultados na Tabela 3.2 a seguir:
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Tabela 3.2: Método de Euler com A = 0.05

tn Yn Exata Erro Absoluto
1.00 1.0000 1.0000 0.0000
1.05 1.1000 1.1079 0.0079
1.10 1.2155 1.2337 0.0182
1.15 1.3492 1.3806 0.0314
1.20 1.5044 1.5527 0.0483
1.25 1.6849 1.7551 0.0702
1.30 1.8955 1.9937 0.0982
1.35 2.1419 2.2762 0.1343
1.40 2.4311 2.6117 0.1806
1.45 2.7714 3.0117 0.2403
1.50 3.1733 3.4904 0.3171

Observamos na Tabela 3.2 que reduzindo-se o passo pela metade, isto é, h = 0.05,

obtém-se uma ligeira melhora na aproximacao de y(1.5). Porém, a custa de dobrarmos

o namero de célculos.

35 T T T
— — — — Euler ’(
B Exata 7
31— /
o
- / -
',/ /
25 |— yan —
Sk
= /
; I~ s N
s
A
2 — p s —
P
15 |— _F —
T L] |
1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

Figura 3.2: Grafico dos valores da Tabela 3.2, com h = 0.05

Com base na Tabela 3.2 e a Figura 3.2, podemos ver que quanto menor o passo
h, mais a solucao numeérica se aproxima da solucao exata, uma vez que o erro diminui

consideravelmente. No entanto, o esforco computacional aumentou.
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3.4 Método de Euler Melhorado ou método de Heun

Como vimos, para muitos problemas o Método de Euler requer um tamanho de
passo muito pequeno para se ter uma determinada precisao na aproximagcao. Podemos

conseguir uma consideravel melhoria utilizando a férmula

f(tn, yn) + f(tnsa, y:wl)
2

Yntl = Yn T h
(3.9)
onde  Yxpi1 = Yn + hf(tm yﬂ)
A Equacao 3.9 é conhecida como formula de Euler melhorada, ou férmula de Heun.
Neste caso, os valores f(t,,yn) € f(tni1, Yni1) sa0 aproximacoes do coeficiente angular

da curva (t, @) € (tnt1,Y(tnt1)) €, desse modo, o quociente

f(tm yn) + f(tn-‘rh y;;—&—l)
2

pode ser interpretado como um coeficiente angular médio no intervalo entre ¢,, e t,,,1.
No lugar de avancarmos ao longo da reta tangente ao ponto (tg, o) de coeficiente
angular dada por f(to,yo) até o ponto (t1,y;) obtido pelo método de Euler, avancamos
ao longo da reta por (tg,yo) com coeficiente angular médio, dado pela média entre
f(to,vo) e f(t1,y1) até atingirmos ;. Isso torna o método de Euler melhorado mais

preciso que o método de Euler. Podemos dizer [32], também, que o valor de

yr = Yo + hf(to, yo)

prediz um valor de y(¢;), enquanto que

to. o) + ft,
y1:y0+hf<0y0)2f(1y1)

corrige essa estimativa.

Exemplo 3.2. Vamos aplicar o método de Euler melhorado para obter o valor aproxi-
mado de y(1.5) do PVI do Exemplo 3.1, assim podemos comparar ambos os métodos.
Para que possamos comparar os resultados, tomamos h = 0.1 e h = 0.05.

Calculamos inicialmente

y; = yo + (0.1)(2toyo) = 1.2.

E entdo, usando (3.9), temos

2t + 2ty
Y1 = Yo + (01)%

2(1)(1) + 2(1.1)(1.2)
2

Prosseguindo dessa forma, construimos as Tabelas 3.3 e 3.4, que dao os valores

—1+(0.1) — 1.232.

comparativos dos calculos para h = 0.1 e h = 0.05, respectivamente.
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y(t)

3.5

25

15

Tabela 3.3: Euler Melhorado com h = 0.1

tn Yn Exata Erro Absoluto
1.0 1.0000 1.0000 0.0000
1.1 1.2320 1.2337 0.0017
1.2 1.5479 1.5527 0.0048
1.3 1.9832 1.9937 0.0106
1.4 2.5908 2.6117 0.0209
1.5 3.4509 3.4904 0.0394
T | | T
Y,
Exata ,}"”’—
————— Euler Melhorado f,r,‘f
s
/"‘?/f |
/;/j
/ ]
//
// |
//
/‘//
// |
-”'/l | | | | I
1.1 1.2 1.3 14

15

Figura 3.3: Grafico dos valores da Tabela 3.3, com h = 0.1.
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y(t)

Figura 3.4: Grafico dos valores da Tabela 3.4, com h = 0.05.

Como podemos ver nas Figuras 3.3 e 3.4 os resultados obtidos estao bem mais pro-
ximos da solucao real, se compararmos com o Método de Euler simples. Nos exemplos

da Figura 3.3 e 3.4, a diminui¢ao do passo nao nos forneceu melhorias muito relevantes

neste exemplo.

O algoritmo computacional neste caso pode ser facilmente modificado para imple-

3.5

25

1.5

Tabela 3.4: Euler Melhorado com h = 0.05

tn Yn Exata Erro Absoluto
1.00 1.0000 1.0000 0.0000
1.05 1.1077 1.1079 0.0002
1.10 1.2332 1.2337 0.0004
1.40 2.6060 2.6117 0.0057
1.45 3.0038 3.0117 0.0079
1.50 3.4795 3.4904 0.0108
/
— Exata /’ -
————— Euler Melhorado /
| -
/
/
- _,a/ —
.'f
/
V4
- / —
/
/
- e -
/
/
— / R—
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1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

mentacao do Método de Euler Melhorado, do seguinte modo:
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Passo 1. Defina f(t,y)
Passo 2. Insira os valores iniciais de tg e yq
Passo 3. Insira o tamanho do passo h e o niimero de passo n
Passo 4. Escreva £ e yo
Passo 5. Para j de 1 até n Calcule
Passo 6. k1= f(t,y)
k2= f(t+ h,y+ h=xkl)
y=y+ (h/2)* (k1 + k2)
t=t+h
Escreva t e y

Passo 7. Fim

O proximo método que veremos ¢ o mais interessante com relacao a precisao, o
chamado Método de Runge-Kutta.

3.5 0O Método de Runge-Kutta

Nesta secao iremos tratar do método de Runge — Kutta que é o mais famoso e
também um dos mais precisos para obter solucoes aproximadas de equagoes diferenciais.
Os métodos de Runge-Kutta nascem do método de Euler, porém nao é dnico, existem
varios dependendo da ordem de aproximacao, onde o mais popular ¢ o Runge-Kutta
de quarta ordem.

Cada método de Runge-Kutta consiste em comparar com um polinémio de Taylor
conveniente. Assim, quando comparamos com um polindémio de grau 1, teremos o
Runge-Kutta de primeiro grau. Nesse processo obtém-se a precisao do Método de
Taylor sem ter de calcular suas derivadas de ordem superior.

Pelo Teorema 3.2, sendo y uma fungao de classe C*, (k+ 1)-vezes diferenciavel num
intervalo que contenha ¢, e ¢, entdo existe & € (to,t) tal que
y*(E)

(t —to)* + m(t —to)Ft (3.10)

y(t) = y(to) +y'(to)(t —to) + -+

Usaremos (3.10) para descrever os métodos de Runge-Kutta a seguir.

3.5.1 Runge-Kutta de primeira ordem

Substituindo ¢y por t, e t por t,41 = t, + h, a formula (3.10) fica:

(k) (k+1)
B : Y)Y e

(3.11)

em que £ ¢ um ntmero entre ¢, € t, 1.
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Se tivermos k = 1 na equacao (3.11) e se o resto Th2 for pequeno, teremos a
formula de Euler:

Yn+1 = y(tn+1> - y(tn) + y,(tn)h = Yn + hf(tm yn) (312)

Desse modo, podemos concluir que o procedimento de Runge-Kutta de primeira ordem
é equivalente ao método basico de Euler.

3.5.2 Runge-Kutta de segunda ordem

Agora, fazendo k = 2 na equagao (3.11), temos:

Y(tn1) = y(tn) + y/(tn)h +

V) (0 .13

2! 3! ’
Com g € (tn7tn+1)'
A ideia é buscar uma fungao aproximada ¢ de forma que a equagio (3.13) possa

ser escrita na forma:

Y(tnr1) = y(tn) + ho(tn, yn) (3.14)

onde ¢ = aky + bky. Assim, devemos encontrar constantes a,b, ki e ky de modo que

y(t,) + ho(t,, yn) seja igual ao polinomio de Taylor de y de grau 2, isto é:

' y”(tn) 2
_ " _
[
hly'(t,) + Y él )h = h(aky + bks) (3.15)
/!
12%
vt + 80| =kt g,

Seja k1 = v/ (t,) = f(tn,yn) € ko = f(tn + ah,y, + Shki). Vamos expandir ks num
polinémio de Taylor de grau 1 centrado em (t,,y,), isto é, com h = 0:

Of (tn, Yn) Of (tn, yn)

Sendo, como vimos anteriormente, Rs(t,) o resto de Lagrange para o polinomio de
grau 1. Assim, desprezando Rs(t,) uma vez que queremos que seja suficientemente

pequeno para que possa ser desconsiderado, calculemos ak, + bks:

af (tTL7 yn)
ot

+ 0B f (tn, Yn)

af(tm yn)

aky + bka = a(f(tn, yn)) + b | f(tn, yn) + @l o

Of (tn; yn)
ot

+ Bhf(tn, Yn)

Of (tn, yn)

= (a+b)f(tn, yn) + bah T
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Pela tltima igualdade de (3.15) e pelo que vimos até aqui, verificamos que

h h af(tn yn) 8f(tn yn)
/tn =y tn) = f(tn; Yn = | bns Yn —— 3.16
Y (ta) + 5y () = fta ) + 5 5 TS () o (3.16)
s6 ocorre sempre que as constantes verificam
1 1
b=1 ba = — b = —.
Cl/ —"_ b a 27 /6 2

Isto ¢, (3.14) concorda com um desenvolvimento de Taylor até o terceiro termo, ou
seja, uma comparacao com um polinémio de grau 2, pelo que vimos.

Zill e Cullen [32] observam que, quando a = 1/2, b = 1/2, a = 1 e § = 1, entao
(3.14) se reduz ao método de Euler melhorado. De onde se conclui que a formula de
Taylor com trés termos é equivalente a formula de Euler melhorado.

Os métodos de Runge-Kutta de ordem mais elevada sao obtidos de modo seme-
lhante, o que permite afirmar que um Runge-Kutta de terceira ordem ¢ uma compara-
¢ao com o polindmio de Taylor de grau trés, ou seja, até o quarto termo. Esse método
tem pouca ou nenhuma diferenca do método de Euler melhorado. Assim, apresentare-

mos na proxima se¢ao o método de Runge-Kutta de quarta ordem.

3.5.3 Runge-Kutta de quarta ordem

O método de Runge-Kutta de quarta ordem consiste em determinar constantes

apropriadas tais que uma formula como
Ynt1 = Yn + aky + bko + cks + dky (3.17)

concorde com um desenvolvimento de Taylor até o quinto termo, isto é, uma compa-
racao com um polinémio de grau 4.

Se fizermos k = 4 na equagao (3.11), temos:

" t m t (4) (5)
Y(tar1) = y(ta) + v/ (t)h + 2 ; V2 4 ¥ ?E! Vi 4 Lrht+d 5!@ (3.18)

onde g € (tmtn—I—l)'
Sendo as constantes ki, ko, k3 e ky de (3.17) dadas por:

St yn)

f(tn + arh,y, + Brhks)
(t
(t

f(tn + aoh, y, + Baki + Bshks)

k1
ko
ks
ky= f(tn + azh,yn + Bak1 + Baka + Bshks).

Como anteriormente, temos um sistema possivel e indeterminado. Mais uma vez
a solucao fica a critério da escolha das constantes « e 5 do sistema. A solucdo mais

conhecida enunciada em [32] ¢ dada por:
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1
Ynt+1 = Yn + E(kl + 2ko + 2ks + ky),

onde
ky = hf(tmyn)
ks = hf(t,+ %h,yn + %kl)
ks = hf(ta—+ 3h,yn + 3k2)
ky = hf(ty,+h,y, + k3)

(3.19)

Exemplo 3.3. Vamos aplicar o método de Runge-Kutta de quarta ordem ao Exemplo

(3.1). Isto é, queremos uma aproximacao de y(1.5) para a solugao de

v =2ty, y(l)=1

Usaremos, inicialmente h = 0.1. De (3.19), obtemos:

k1= (0.1) f(to, yo) = (0.1)(2toyo) = 0.2

b2 = (0.1) (o + 5(0.1), 30 + 5(02)

= (0.1)2(to + %(0.1))(3/0 + %(0.2)) =0.231

ks = (0.1)f(to + %(0.1), Yo + %(0.231))

= (0.1)2(to + %(0.1))(1;0 + %(0.231)) = 0.234255

= (0.1)2(to + 0.1)(yo + 0.234255) = 0.2715361

assim,
1
Y1 ="Y + g(lﬁ + 2k + 2k3 + ky)
1
= =(0.2+2(0:231) + 2(0.234255) + 0.2715361) = 1.23367435.

A seguir apresentamos as tabelas com os demais valores para h = 0.1 e h = 0.05,
respectivamente. Como nos casos anteriores, cada elemento é arredondado para quatro

decimais.
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Tabela 3.5: Runge-Kutta de 4* ordem - h = 0.1
tn Un Exata Erro Absoluto

1.0 1.0000 1.0000 0.0000
1.1 1.2337 1.2337 0.0000
1.2 1.5527 1.5527 0.0000
1.3 1.9937 1.9937 0.0000
1.4 2.6116 2.6117 0.0001
1.5 3.4902 3.4904 0.0001

Tabela 3.6: Runge-Kutta de 4* ordem - h = 0.05
th Yn Exata Erro Absoluto
1.00  1.0000 1.0000 0.0000
1.05 1.1079 1.1079 0.0000
1.10 1.2337 1.2337 0.0000

1.45 3.0117 3.0117 0.0000
1.50 3.4903 3.4904 0.0001

Observando as Tabelas (3.5) e (3.6), se considerarmos um erro absoluto a partir da
quarta casa decimal, nao h& necessidade de utilizar tamanhos menores de passo. Isso
mostra a grande vantagem e precisao do método de Runge-Kutta. A figura 3.5 ilustra
esses resultados.
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Figura 3.5: Grafico dos valores das Tabelas 3.5 - a), e 3.6 - b).
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Um algoritmo para o método de Runge-Kutta de quarta ordem pode ser dado por:

Passo 1. Defina f(¢,y)
Passo 2. Insira os valores iniciais de ¢y e yo
Passo 3. Insira o tamanho do passo h e o niimero de passos n
Passo 4. Escreva ty e yq
Passo 5. Para j de 1 até n Calcule
Passo 6. k1= f(t,y)
k2= f(t+05%h,y+0.5xhx*xkl)
k3 = f(t+0.5%h,y+0.5xhx*k2)
k4= f(t+h,y+h=*k3)
y=y+ (h/6)* (k1 +2% k24 2% k3 + k4)
t=t+h
Escreva t e y

Passo 7. Fim
E comum escrever o "Passo 6" acima, como:

Passo 6. k1= f(t,y)
k2=hx*f(t+05%h,y+0.5xkl)
k3 =hx f(t4+0.5%h,y+ 0.5 k2)
kd =hx f(t+ h,y + k3)
y=y+ (1/6) x (k1 +2* k2 +2x k3 + k4)
t=t+h

3.6 Equacoes e Sistemas de Ordem Superior

Muitos sistemas dinamicos sao descritos por equacoes diferenciais de segunda or-
dem, como ¢é o caso da 2% lei de Newton por exemplo. Outros sistemas que envolvem
equagoes de segunda ordem sao a equacao de onda, a do calor e muitas outras. Os sis-
temas mecanicos que veremos neste trabalho envolvem equagoes diferencias de segunda

ordem.

3.6.1 Problema de Valor Inicial de Segunda Ordem

Os procedimentos numéricos que vimos anteriormente aplicam-se a uma equacao
diferencial de primeira ordem dy/dx = f(x,y) sujeita a uma condi¢ao inicial y(zo) = yo.
Tal como pode ser visto na Secao A.2 do Apéndice A, resolver uma equacgao diferencial
de ordem m é equivalente a resolver um sistema de m equacoes diferenciais de primeira
ordem.

Desta forma, um problema de valor inicial de segunda ordem:



60 Métodos Numéricos

d?y
—5 =@y, 9), y() =w, y'(x0) = o, (3.20)
pode ser reduzido a um sistema de primeira ordem. Fazendo iy = z, a equagao (3.20)

se torna

y = z
{Z/ _ o) (3.21)

A solu¢ao numérica de (3.21) pode ser feita pela aplicagdo de um método particular,
como o método de Euler por exemplo, a cada uma das equagoes do sistema resultante.

Assim, temos:

n - n h n
{ Yn+1 Y + hz (322)

Znt1 = Zn+hf(Tn, Yn, 2n)
Como exemplo ilustrativo, tomamos a seguinte equacao diferencial e condigoes ini-
ciais:
y' +ay' +y=0 y0)=1 y(0)=2
vamos utilizar o método de Euler para obter a aproximagao de y(0,2), se y(z) é a

solucao deste problema de valor inicial. Fazendo a substituicao 3y’ = z, a equacao é

y = =z
2 = —xz—y

Desse modo, por (3.22), temos

equivalente ao sistema

Yntr1l = Yn+ th
Zntl = Zp T h[_xnzn - yn]

Tomando o valor do passo h = 0.1 e sendo yy = 1, 2o = 2, temos

y1 = Yo+ (01)2=1+(0.1)2=

21 = 2o+ (0.1)[—zoz0 — Yo :2+(O D[-(0)(2) —1]=1.9

y2 = y1+(0.1)z; =1,24(0,1)(1,9) = 1,39

2o = 21+ (0.1)[—z121 — 1] = 1,94 (0,1)[—(0.1)(1,9) — 1,2] = 1, 761.

Isto &, y(0,2) ~ 1,39 e ¥/(0,2) ~ 1, 761.

De maneira geral, um problema de valor inicial para um sistema de segunda ordem

_ gtay) (3.23)
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Do mesmo modo como fizemos em (3.22), para aproximar uma solugao desse pro-
blema, aplicamos um método numeérico a cada equagao em (3.23). Para o Método de

Runge-Kutta de Quarta Ordem temos a seguinte forma geral:

Tni1 = Tn+ g(my + 2mo + 2m3 + my) (3.24)

Ynt1 = Un+ gk + 2ks + 2ks + ky), .
onde

mi = hf(tn, Tnyn)

ki = hg(te, Tn,yn)

my = hf(ty+ $h,z, + imi,y, + 3k1)

ke = hg(t,+ih, 2, + imy,y, + Lki) (3.25)

ms = hf(t,+ %h, Ty + %mg,yn + %k’g) '

ks = hg(ty+ 1h, 2z, + Imo,y, + 1ks)

my = hf(ty + h,xn +mg, yn + k3)

k4 - hg(tn+haxn+m37yn+k3)

Exemplo 3.4. Considere a seguinte equacgao diferencial de segunda ordem:

2" 4 20z’ + ¢*x =0
com as condicoes iniciais
z(0) = 1; #'(0) = 0.
Nas figuras 3.6 e 3.7, a seguir, mostramos os resultados para h = 0.2, com n = 150

iteracoes. Sao considerados diferentes valores para os parametros a e ¢, como segue.

1 T ‘ T I T I T I T
08 —
y(t)
06 — Yy [
04 |— .
Ml m AN |
©
=
g N
1S
< 0.2 —
04 |
06 —
08 —
P | | | | | | |
[} 5 10 15 20 25 30

tempo

Figura 3.6: Solucao numérica do PVI do exemplo 3.4: y x t (vermelho); 3/ x t (azul);
a=01eq=1.
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Figura 3.7: Solugao numérica do PVI do exemplo 3.4: y x ¢ (vermelho); ¥ x ¢ (azul),

coma=1eqg=1.
Exemplo 3.5. Agora considere a seguinte equacao diferencial:

mo” + gsene =0

Para aplicar o método de Runge-Kutta pomos y; = 0 e 1y, = 0’ e, entao, fazemos a
seguinte substituicao:
Yo=Y
Yy, = —=send
sujeito a condigao inicial:
y1(0) = 6y =m/6
y2(0) = 6,=0
Para resolver numericamente este exemplo, utilizamos os dados e condi¢oes gerais

resumidos na tabela 3.7 a seguir.

L As equagoes diferenciais dos exemplos (3.4) e (3.5) sdo as equagdes do Oscilador Harmonico e do
Péndulo Simples, respectivamente, e serdo estudadas detalhadamente no capitulo 5. Por essa razao
nao nos preocupamos em dar o devido sentido fisico aos parametros mencionados, mas tao somente

resolver a equagao diferencial numericamente.
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Tabela 3.7: Parametros considerados para solucao do Exemplo 3.5.
to 90 06 n h qg l
0 |7/6| 0 [2000|0.01]9.81]10

A figura 3.8, a seguir, mostra o grafico de 6 x ¢, com as condicoes da tabela 3.7.

06

03

-0.3

0.6

Figura 3.8: Variacao do angulo # em funcao do tempo para o problema do exemplo

3.5, resolvido numericamente pelo método de Runge-Kutta de 4* ordem.

3.7 Comparacao entre os métodos numeéricos

Os valores das tabelas 3.8 e 3.9 contém, para efeito de melhor comparacao, os
resultados ja apresentados anteriormente, que sao os resultados dos diferentes métodos

aplicados ao PVI:
y' = 2ty, y(1) = 1.

Tabela 3.8: Comparacao de métodos numéricos com h = 0.1
t,  FEuler Euler Melhorado Runge-Kutta de 4* ordem Valor Exato

1.00 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
1.10  1.2000 1.2320 1.2337 1.2337
1.20  1.4640 1.5479 1.5527 15527
1.30 1.8154 1.9832 1.9937 1.9937
1.40 2.2874 2.5908 2.6116 2.6117

1.50 2.9278 3.4509 3.4902 3.4904




64

Métodos Numéricos

Tabela 3.9: Comparagao de métodos numéricos com h = 0.05
t,  FEuler Euler Melhorado Runge-Kutta de 4* ordem Valor Exato

1.00 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
1.05 1.1000 1.1077 1.1079 1.1079
1.10  1.2155 1.2332 1.2337 1.2337
1.15 1.3492 1.3798 1.3806 1.3806
1.20 1.5044 1.5514 1.5527 1.5527
1.25 1.6849 1.7531 1.7551 1.7551
1.30  1.8955 1.9909 1.9937 1.9937
1.35 2.1419 2.2721 1.9937 1.9937
1.40 2.4311 2.6060 2.6117 2.6117
145 2.7714 3.0038 3.0117 3.0117
1.50 3.1733 3.4795 3.4903 3.4904

Observando as Tabelas 3.8 e 3.9 podemos notar que, para o exemplo tomado, a
precisdao do método de Runge-Kutta de 4* ordem ¢ da ordem de 107*, enquanto que
o método de Euler melhorado ¢ 1072 e Euler simples é 107!, Este ¢ um exemplo
ilustrativo que exemplifica o fato do método de Runge-Kutta de 4* ordem ser o mais
preciso dentre os métodos estudados. E bem conhecido na literatura que o método de
Runge-Kutta de 4* ordem fornece resultados bastante confidveis, o que justifica sua

escolha nas implementacoes deste trabalho.

3.8 Representacao no Espaco de Fase

Como haviamos adiantado no capitulo anterior, espaco de fase é uma ferramenta
muito Util na compreensao do comportamento de sistemas dinamicos e consiste na
representacao das varidveis relevantes de um sistema no plano. Uma trajetéria no
espaco de fase representa a evolugao temporal do sistema, através da evolucao de suas
variaveis relevantes.

Quando o sistema ¢é nao-integravel, isto ¢, nao admite solucao algébrica, podemos
simular sua evolugao temporal por meio de integragao numeérica, representando essa
evolucao no espaco de fase. Cada ponto nesse espaco, portanto, representa um estado
do sistema, e sua evolucao temporal pode ser visualizada por uma trajetoria nesse
espaco. O retrato de fase ¢ a visualizacao de vérias trajetorias, partindo de condigoes
iniciais diferentes, e serve para se ter um panorama completo da dinamica de um

determinado sistema.
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Para ilustrar, vamos considerar o caso dos exemplos (3.4) e (3.5), onde o sistema
consiste de um corpo que esta oscilando, e seus estados podem ser caracterizados pelos

valores posicao e velocidade.

0.8 08
A) — /’/-.J 1-\“\ B )
~ T~ 04 - ™\
04 - / \\ / P \
4 \\ B |'ll.l ”/ T \\- l.\'.
— / \ [ [ 7=\ |
/ \ 0 H [ (@)) | | |
“ ” \ \ AN )]
= 0 | . - oo S / f
\ \ AN ! /
- \ / 04 + \. S~ e /
N\ / AN /
04 | N yd yd
\\__\_____'__'__/ 08 H‘ﬂ--.___\____q_____ ______/__.-—""
08 I | | | | | 1 19 I N I N N Y N B
-0.8 04 0 0.4 08 -08 04 0 04 08
6 5]

Figura 3.9: Posicdo x velocidade. A) Espaco de fase para o sistema dado no exemplo
3.5. As amplitudes sao regulares visto que nao h& nenhuma dissipacao, portanto, uma
condi¢ao do espaco de fase tende a oscilar regularmente no entorno de zero; B) Espago
de fase para o sistema dado no exemplo 3.4 em que a = 0.1 e ¢ = 1. As orbitas
sao espirais assintoticamente estaveis com um ponto de equilibrio na origem. Toda

trajetoria "espirala" tendendo ao ponto zero.

1.2






4 Transformada de Fourier e Inversa

Neste capitulo iremos introduzir a definicao da Transformada de Fourier e veremos
algumas de suas propriedades, bem como um estudo do ponto de vista numérico que é
0 nosso objetivo inicial. Seguiremos neste capitulo as referéncias [3], [8], [20] e [29].

Antes de dar uma definicdo rigorosa da Transformada de Fourier, vamos motivar

esta definicao a partir da série de Fourier.

4.1 Série de Fourier

A ideia béasica por tras da série de Fourier é que toda funcao peridédica pode ser

expressa em termos de fungoes harménicas simples (senoidais e cossenoidais).

Definicao 4.1. Uma fun¢ao f : R — R ¢ periddica de periodo L se f(x + L) = f(x)

para todo .

Consequentemente, se f é periodica de periodo L entao para qualquer k inteiro
positivo ou negativo, temos que f(z) = f(z+kL). O menor periodo positivo é chamado
de periodo fundamental. No entanto é comum usar apenas a expressao periodo. Assim,
por exemplo, quando dizemos que 27 é o periodo da funcao sen x, estamos nos referindo
ao periodo fundamental. E claro que 47, —4r, 67 sdo também periodos de sen z.

Se duas fungoes f(z) e g(z) sao periodicas de periodo L, entdo sua combinagdo
linear h(z) = af(x)+ bg(x), onde a e b sdo constantes, também é periddica de periodo
L. A Figura 4.1, abaixo, mostra o exemplo de uma combinacao linear de duas funcoes

periodicas.

67
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Figura 4.1: Exemplo de funcao peridédica constituida de uma combinacao linear de

duas funcgoes periodicas: f(z) = 2sen(27x) — 3 cos(7x).

Definicao 4.2. Uma funcao [ : R — R € absolutamente integravel sobre um intervalo

real [a,b] se f e |f| forem integrdveis:

/ |f(2)|dz < 400 (4.1)

Definicao 4.3. Uma funcao f: R — R ¢ absolutamente integravel sobre a reta real se

f e |f] forem integrdaveis:

[e.9]

/

Definigao 4.4. (Série de Fourier). Seja f : R — R periddica de periodo 2L, integrdvel

|F(@)ldz < 4o (1.2)

oo

e absolutamente integrdvel. A série de Fourier de f € a série trigonométrica:

nmx
~ —CLO + Z <6Ln COS + b sen T) (43)
onde a,, b, sao os coeficientes de Fourier de f definidos por:
1 L
= —/ f(x) cos mdz, n > 0; (4.4)
/ f(z)sen @dx n>1, (4.5)
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As definicoes 4.2 e 4.3 garantem que os coeficientes de Fourier estejam bem definidos
[8]. A introducao do 1/2 antes do ag em (4.3) é arbitraria e apenas garante que

tenhamos uma tnica féormula para todos os a,,.

n n_n

O sinal "~" na equagao (4.3) pode ser substituida por apenas se tivermos
certeza que a série converge e que sua soma ¢é igual a f(z).

Uma funcao f : R — R sera seccionalmente continua se ela tiver apenas um niimero
finito de descontinuidades (todos de primeira espécie ou tipo salto, isto é, onde a fungao
possui, no ponto considerado, limites a direta e & esquerda porém distintos) em qualquer
intervalo limitado. Isto é, dados a < b, existem a < a; < as < ... < a, < b, tais que f
é continua em cada intervalo aberto (a;,a;4+1), j = 1,...,n — 1, e existem os limites

fla; +0) = lim+ f(z) e fla; —0) = lim f(x). (4.6)
:EHCLj iE*)aj

Uma funcao f : R — R serd seccionalmente diferencidvel se ela for seccionalmente
continua e se a funcao derivada f’ for também seccionalmente continua.

Agora enunciamos um resultado que fornece condicoes suficientes para a conver-

géncia da série de Fourier de uma funcao f.

Teorema 4.1. (TEOREMA DE FOURIER). Seja f : R — R uma fungdo seccional-
mente diferencidvel e de periodo 2L. Entao a série de Fourier da funcao f, dada em

(4.3), converge, em cada ponto x, para

Sl e+ 0) + (e = 0)

18to €,

%[f(:c +0)+ f(z—0)] = %ao + ; <ancosn—zx + b, sen ?) (4.7)

Demonstracao. Veja [8]. O

4.1.1 Integral de Fourier

Seja f : R — R uma fungdo seccionalmente diferenciavel no intervalo finito [—L, L]
e absolutamente integravel nesse intervalo. Isto é, f(x) pode ser expandida como uma

série de Fourier. O teorema da integral de Fourier estabelece que:

o) = % /0 T /_ Z F(u) cos Au — a)du. (4.8)

A equagao (4.8) é valida se ndo houver pontos de descontinuidade; caso contrario,

substitui-se f(x) por w.

Destacamos que estas condicoes sao suficientes,
porém nao necessarias.
O interior da integral em (4.8) é chamado de Integral de Fourier, e a formula inteira

¢ chamada de Teorema da Integral de Fourier |29].
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Usando a formula para o cosseno da diferenca, podemos escrever (4.8) como:
f(x) = / [A(X) cos Az + B(A) sen A\x]dA (4.9)
0
onde
1 [ 1 [
A(N) = —/ f(u) cos Audu, B(\) = —/ f(u) sen Audu. (4.10)
T ) oo T ) oo

Ou seja, podemos entender a integral de Fourier como um caso limite da série de

Fourier.

4.1.2 Forma complexa da Série de Fourier

Usando a formula de Euler,

0

e = cosf +isenf

e suas consequéncias,

¢t 4+ =i ol _ o—i0
cosf = ——— e senf) = ————,
2 21

¢ possivel mostrar que, se f : R — R for periodica de periodo 2L, integravel e

absolutamente integravel, entao a série de Fourier de f poderé ser escrita na forma
o0
fle) =Y Cpem/t, (4.11)
n=—oo

onde o coeficiente C), é dado por,
I :
C, = —/ f(z)e /Ly, n=0,+1,42, ... (4.12)
2L ],

4.1.3 Identidade de Parseval

Dada uma funcdo f : R — R periédica de periodo 2L, onde f, |f] e |f|* sdo
integraveis, pelo que vimos, pode-se calcular seus coeficientes de Fourier.

L

%@, fj( w) =1 [ I (1.13

L

A relagao em (4.13) é conhecida como identidade de Parseval.
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4.2 Transformada de Fourier

A teoria das séries de Fourier lida com funcoes peridédicas na reta. De forma corres-
pondente, analisamos uma func¢ao definida na reta e nao peridédica com a Transformada
de Fourier desta funcao. Esta transformada, distintamente da série de Fourier, tem um
conjunto continuo de frequéncias (a reta real).

Antes de definirmos formalmente a Transformada de Fourier, vamos estabelecer o
conjunto de funcoes para o qual ela esta definida.

Denotamos por L' o conjunto das funcoes f : R — C, a valores complexos, tais que
as integrais improprias de f e |f| existam. Isto requer que f e |f| sejam (Riemann)
integraveis em cada intervalo [—M, N] e que os limites

N N
lim / f(z)dzx e lim |f(z)|dz (4.14)
M

M,N—oco M,N—oco M
existam. A integral [*°|f(z)|dz ¢ a norma || f ||; de f em L',

Defini¢io 4.5. (Transformada de Fourier). Seja f : R — C uma fungdo L'. Sua

transformada de Fourier F': R — C € dada pela expressao:

FNO =F©O == [ e (115

onde o fator de normalizagao # em (4.15) ¢ uma convencao.
E possivel mostrar que F é injetiva e sobrejetiva. Logo, podemos definir a trans-

formada inversa de Fourier.

Definig¢ao 4.6. (Transformada Inversa de Fourier). Seja f: R — C uma funcgao

L', e seja F(§) sua transformada de Fourier; entao,

FFO =10 == [ Feesae (1.16)

A expressao em (4.16) permite determinar a fungio que deu origem & Transformada

de Fourier.

4.2.1 Teorema de Plancherel-Parseval

Uma propriedade muito importante da transformada de Fourier é a identidade ou

teorema de Plancherel-Parseval:

/ | f(@)dr = / T FPe (4.17)

—oc0 oo

Uma justificativa heuristica desta formula advém da identidade de Parseval para
série de Fourier dado pela relagao (4.13). A prova deste teorema pode ser visto em [8].

Este teorema é muito importante em analise no dominio da frequéncia, pois permite
afirmar que a energia total de um sinal pode ser expressa em termos da transformada
de Fourier pela relagao (4.17). Em outras palavras, sendo f(z) um sinal no dominio
2

do tempo, sua energia pode ser obtida de |F[f]|* se assim conveniente for.
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4.3 Propriedades da Transformada de Fourier

4.3.1 Linearidade

A integracao é um operador linear. De modo que a Transformada de Fourier tam-
bém o é. Seja f: R — Ce g: R — C funcoes de L' e seja a e [ arbitrarios em C.

Entao:
Flaf + B9l = aF[f] + BFg] (4.18)
De fato,
fwﬂ@+%@®ﬂ=;;:/me“ﬁmﬂﬂ+6mmwx (4.9
el z 1 > —i€x
= l / £ d$} [ \/—2_7/006 ¢ g(m)dm] (4.20)
= oF[f] + BF[q] (4.21)

4.3.2 Translacao

Suponha que desejamos encontrar a transformada de Fourier de f(t —a), a € R.

Entao, fazendo u =t — a, temos
Flfit—a) = / flt —a)e ™'dt = e‘iwa/ fu)e ™" du, (4.22)

Flf(t —a)] = e ™" F(w). (4.23)

Dizemos que (4.22) é uma translagao com respeito ao tempo, e (4.23) é uma trans-

lacao com relagao a frequéncia.

4.3.3 Transformada de Fourier da Derivada

Suponha que f(x) seja integravel, derivavel e a derivada integravel. A Transformada

de Fourier de f’ é dada por:
= / f(x)e " dx (4.24)
integrando por partes a integral do segundo membro da equacao (4.24):

FU @) = Sy +ie [ po)e s (425

como f' & integravel, f(z) tem um limite finito para * — +oo. Este limite nao
pode ser diferente de zero, caso contrario f nao seria integravel. De modo que o termo

integrado de (4.25) & nulo. O que resulta:

Ff'(x)] = i€ F[f (x)] = i&F(€) (4.26)
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A Transformada da derivada de f(x) com relacao a x corresponde a multiplicagao

de F(&) por i€.
Genericamente, para derivada de ordem m, temos:

FIF™ (0] = (i)™ F(©). (4.27)

4.3.4 Produto e Transformada de Convolucao

Defini¢ao 4.7. (Produto de convolugao). Sejam f,g : R — C. Definimos o
produto de convolugao da funcao f(x) pela funcao g(y) pela expressao:

Z/Wf@—ywwﬂy (4.28)

No caso de f e g forem funcoes de L', entdo a integral da definicdo 4.7 converge

uniformemente, pois:
(F # 9)(a |<M/ y)ldy < oo, (4.20)

onde M = maz|f(x)|, e que
fxg=gx*f. (4.30)

Teorema 4.2. (Teorema da Convolugao). Sejam f,g : R — C funcoes de L.
Entao:
FIf » 9] = 2m)' 2 FIf] Flg)- (4.31)

Demonstracao. Usando o resultado da secao 4.3.2 e mudando a ordem de integracao

temos:
| e [ - patdys -
= /OO e gy d/oo e @Y (1 — y)dady, (4.32)
pois,
/ / h(z,y)|dydr < oo / / h(z,y)|dzdy < oo
onde

hiz,y) =" fz = y)g(y).
E (4.32) implica imediatamente (4.31).
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4.4 Transformada Discreta de Fourier

Para uma representacao no dominio da frequéncia conforme utilizaremos neste tra-
balho, obtém-se por meio de um sinal amostrado e calculado em um computador tal
frequéncia. Porém, como vimos ¢ é uma variavel continua e desse modo nao é con-
veniente para computacao. Nesse sentido desenvolve-se uma representacao alternativa
para a transformada de Fourier, a Transformada Discreta de Fourier (DFT - Discrete
Fourier Transform), que veremos a seguir. Utilizamos nesta secao as referéncias [3],
[18] e [20].

Antes, porém, vamos definir alguns termos importantes quando se estuda funcoes

no dominio da frequéncia.

Harmoénicos. Vimos que qualquer funcao f seccionalmente diferenciavel e peridédica
de periodo L pode ser representada por uma soma (infinita) de fun¢oes na forma (forma
complexa da série de Fourier):

_27T

e , wo—L, n € 7.

Neste contexto denominamos as fungoes ™% de harmdnicos, ou seja, os constituin-

woT & o primeiro harmoénico

tes fundamentais de uma onda qualquer. Dizemos que e
(ou harménico fundamental, pois possui a mesma frequéncia da funcao f); €% ¢ o
segundo harmonico (sua frequéncia ¢ o dobro da frequéncia de f); €% é o terceiro

harménico (sua frequéncia é o triplo da frequéncia de f) e assim por diante.

Sinal. Sinal é, matematicamente, uma funcao que apresenta informacgoes sobre o com-
portamento ou atributos de um fendmeno. Em fisica, qualquer quantidade exibindo
variagao ao longo do tempo (e.g.,som) ou variagdo no espaco (e.g.,imagem). Algumas

vezes vamos nos referir as fungoes f simplesmente sinal.

Espectro de Poténcia (power spectrum). Uma quantidade muito 1til em ciéncias
quando se trabalha no dominio da frequéncia é conhecido como espectro de poténcia
ou densidade espectral de poténcia F[f]F[f] = |F[f]|>. O teorema de Plancherel-
Parseval, dado pela equacao (4.17), mostra que a integral do espectro de poténcia é
igual & integral do moédulo quadrado da funcao. Em outras palavras, o espectro de
poténcia fornece a energia do sinal em cada frequéncia. Mais geralmente, isso significa

que a energia do sinal é preservada na transformacao.

4.4.1 Teorema da amostragem

Para que uma DFT represente uma funcao com precisao, a funcao original deve

ser amostrada a uma taxa suficientemente alta. A taxa apropriada para uma série
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temporal uniformemente amostrada ¢ determinada pelo teorema de Nyquist-Shannon
ou Teorema da amostragem.

Nao haveria uma perda importante de informacao se o periodo de amostragem
fosse suficientemente pequeno comparado a velocidade de variagao do fend6meno consi-
derado. Isto implicaria, no entanto, num custo computacional elevado Tem-se, entao,
que quanto maior a frequéncia de amostragem, maior serd a degradacao da informa-
¢ao, mas com custo baixo. O critério que estabelece o compromisso entre qualidade da
informacao e custo de calculo é, pois, o Critério de Nyquist:

Definindo (2, = 27/T,, em que {2 é a frequéncia da fungao de tempo continuo, como

a frequéncia angular de amostragem e 7T, como periodo de amostragem, temos:

2, > 20 (4.33)

A condicdo (4.33) é conhecida como taxa da amostragem de Nyquist, ou teorema
da amostragem, e indica que, se um sinal z.(t) é limitado em frequéncia, entao ele é
unicamente determinado por suas amostras, podendo ser reconstruido sem distorcao se

a frequéncia de amostragem for o dobro da maior frequéncia do sinal (£2,). A frequéncia
Q. = 20 (4.34)

é conhecida como frequéncia de Nyquist, diz que um sinal amostrado nessa frequéncia

é criticamente amostrado.

4.4.2 A DFT

Defini¢ao 4.8. (Delta de Dirac) A func¢do impulso unitdrio ou fun¢do § de Dirac, é

definida como tendo as sequintes propriedades:

(5(t):{ 0, se t£0, (4.35)
400 , se t=0,

/OO S(t)dt = 1. (4.36)

[e.e]

Considere a fungao h : R — C. Na maioria das vezes a funcao h serd amostrada
em um eventual intervalo em eu dominio [3]. Seja T € R a diferenca entre amostras

consecutivas. Entao, calculamos pontualmente a amostra fazendo:

hie = h(kT), k=0,+1,+2, .., (4.37)

onde T também ¢é chamado de taza de amostragem; se a taxa de amostragem é
medida em segundos, por exemplos, entao Tk serd o nimero de amostras tiradas a

cada segundo.
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Para se calcular uma aproximacao discreta da fungao h como um todo por (4.37)
usa-se a notacao de impulsos equidistantes. Em particular, para o mesmo intervalo T’

em (4.37), podemos escrever a fungdo A : R — R tal que:

Alt) = i 5(t — kT), ke, (4.38)

k=—o00

onde 6(t) ¢ a funcao delta de Dirac dada pela definigao (4.8).

Uma aproximacgao discreta para h, contendo suas amostras, pode ser escrita como:

h()A() = Y h(kT)6(t — kT), (4.39)

k=—oc0
Agora vamos considerar uma funcdo apropriada para se exibir a Transformada
Discreta de Fourier. Seja h : R — C uma funcao continua e sua transformada de
Fourier que aqui denotamos por H. Uma amostra da fungao h, obtida levando em

consideracao a fungdo impulso definida em (4.38) a uma taxa T" é dada por:

h(t) =Ty i Nz_:l hET)S(t — kT —rTy)| . (4.40)

onde Ty é a "duracio" da funcéo de truncamento [18]. A notacdo h(t) foi usada

para indicar que (4.40) é uma aproximacao de h em Tj.

Para toda taxa de amostragem T, vamos redefinir, sem perda de generalidade, a

frequéncia critica de Nyquist como:

1

b= o (4.41)

Dizemos que a Transformada de Fourier de uma funcao periddica h é uma sequéncia

de impulsos equidistantes:

H (T%) = i a,0(§ — n&o), o = i? (4.42)

n=—oo

Onde,

1 Tt/ —i2mnt /T,
ap = — h(t)e dt, n=0,41,42, . (4.43)
To J-1)2

Substituindo (4.40) em (4.43) temos:

1 [To-T/2

n e~ 2mnt/Toqt (4.44)

T i <NZ_1 h(KT)5(t — KT — TT0)>

k=0

B To ~T/2

=00
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de modo que:

N-1 To—T/2 N-1 4
an = > h(kT) / §(t — KT)e > Todt =~ h(kT)e >t/ To, (4.45)
k=0 ~T/2 k=0

Se Ty = NT, entao (4.45) pode ser reescrita como

N-1
an = Y h(kT)e /N (4.46)

k=0

e a Transformada de Fourier para a func¢ao amostrada da equacao (4.40) ¢é

co N-1

i (%) = 3 3 hkT)e BN, (4.47)

n=-—o00 k=0
Observando rapidamente a expressdo em (4.47) nao fica claro que a transformada
H(n/NT) possui somente N valores complexos distintos computaveis. F possivel es-

clarecer esse fato fazendo n = r, onde r € Z é arbitrario, e substituindo em (4.47):

co N-1

i (%) = 3 3 h(kT)e BN, (4.48)

n=—00 k=0

Agora fazemos n = r + N; note que:

e—i27rk(r+N)/N — €—i27rkr/N€—i27rk — e—iQkTrT/N (449)

—i27k

Uma vez que e = cos(27k) — isen(27wk) = 1 para k inteiro, temos:

ﬁ ri N N-1 h(kT)eszﬂk(rJrN)/N — Nz_l h(]ﬂT)efiQﬂ'kT/N = ]Z[ <L> (4 50)
- > 2 NT '

Portanto ha apenas N valores distintos para o qual a expressdo (4.47) pode ser
calculada. H(n/NT) é periodica com N amostras. De modo equivalente podemos

expressar a Transformada de Fourier em (4.47) como:

=

7 L _ —i2wkn/N _ .
H(NT) Oh(kT)e : k=01,...,N—1. (4.51)

£
I

A equagdo (4.51) é a expressao geral para Transformada de Fourier Discreta. Esta
expressao relaciona N amostras de tempo e [N amostras de frequéncia através da trans-
formada continua. Desse modo, vemos a transformada discreta como um caso especial

da transformada continua.
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A notacdo H(n/NT) é usada para indicar que a transformada discreta de Fou-
rier ¢ uma aproximagao para a transformada continua de Fourier. A equagao (4.51)

normalmente é escrita como

()

De acordo com Brigham (Brigham, pg 98 [3]) a Inversa da Transformada de Fourier

=

n

s kT —i2mnk/N
NT g(kT)e

=0

n=0,1,...,N—1 (4.52)

)

Eod

Discreta é dada por

=

g(kT) = ﬁ% k=0,1,...,N—1. (4.53)

Y Y

d

4.4.3 Transformada Rapida de Fourier

1 .
N ) ezQﬂnk/N

i{ng

A Transformada Rapida de Fourier (Fast Fourier Transform - FFT - do inglés) é o
nome do conjunto de algoritmos que realizam a computacao da Transformada Discreta
de Fourier de forma rapida e eficiente.

A equagao da FFT é essencialmente igual a da DFT, definida anteriormente. Considere

a transformada discreta de Fourier (4.52).

n=0,1,...,N—1 (4.54)

Y

Observe que trocamos kT por k e n/NT por n convenientemente. Observemos que
cada X (n) requer um numero de operagoes proporcional a N. Por exemplo se N =4

e se fizermos

W = e~i2m/N (4.55)
entao (4.54) pode ser escrita como
X(O) = Io(O)WO + (L’()(l)WO + {L‘()(2)W0 + $0(3)W0
X(2) = 2o(0)WO + 2 (1)W? + 2(2)W* + 24(3) W6 '
X(S) = LU()(O)WO + l’o(l)Wg + I‘Q(Q)WG + ZL’0(3)W9
A equagao (4.56) pode ser representada mais facilmente na forma matricial
X(0) wo wo wo wo zo(0)
X(1) | woe wt w2 w3 zo(1) (4.57)
X©2) | (WO w2 Wt W | 2(2) '
X(3) wo w3 weé W zo(3)
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Podemos representar (4.57) na forma matricial compacta como

X(n) = Wy (k) (4.58)

Assim, qualquer algoritmo que execute essa operacao requer na ordem de N? e
dizemos que teria complexidade O(N?) [3]. O principio fundamental do algoritmo
FF'T é reduzir o niimero de adigoes e multiplicagoes complexas e, portanto, sua ordem.
Nesse sentido, computacionalmente falando, o custo computacional para calcular DFT
usando a FFT é reduzido da ordem O(N?) para O(N log, N) [19].

E possivel desenvolver vérias abordagens matematicas para elaboracio de algorit-
mos FFT. Entre os mais estudados estao aqueles que possuem a menor complexidade
algoritmica, como por exemplo os algoritmos de Danielson-Lanczos, Cooley-Tukey,
Sande-Tukey, entre outros.

A Tabela 4.1 a seguir ilustra o custo computacional associado com os algoritmo
DFT e a FFT em termos dos ntimeros valores reais de multiplicacao real e adi¢cao real
para diferentes valores de V.
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Tabela 4.1: Custo computacional DFT vs FFT

DFT (mult. real) | DFT (adigdo real) | FFT (mult. real) | FFT (adigao real)

N 4N? 2N(2N-1) 2N log, N 3N log, N

2 16 12 4 6

4 64 o6 16 24

8 256 240 48 72

16 1.024 992 128 192

32 4.096 4.032 320 480

64 16.384 16.256 768 1.152
128 65.536 65280 1.792 2.688
256 262.144 261.632 4.096 6.144
012 1.048.576 1.047.552 9.216 13.824
1.024 4.194.304 4.192.256 20.480 30.720

Fonte:(NECHYBA, 2003).

A seguir veremos alguns exemplos de funcoes e suas respectivas transformadas de

Fourier.

Neste trabalho, para implementagao da transformada rapida de Fourier (FFT) uti-

lizamos o algoritmo de Danielson-Lanczos, tal como visto em [22].
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4.4.4 Exemplos
Antes de passarmos ao capitulo de aplicagoes, daremos alguns exemplos ilustrativos.

Exemplo 4.1. Representacao de uma onda quadrada.

4 4 4
f(z) =5+ 4sen(z) + 3 sen(3z) + R sen(5x) + = sen(7z) + ...

com apenas b componentes ji é possivel uma boa aproximacao. A figura 4.2 mostra
os resultados obtidos para f(x).

10

4
_I(\ \ q\ I~
8 +W\_/\ l/ ~L/\/\/\I
F A
| I | LI
- 6 - || ‘. |I 'g
< | | \ 320
“r | I | E
| | < T
2 ‘H | '
\,/\Mdl W B
B 2n I
0 Lol 0 | L 1 | L 1 | |
o 2 4 B 8 10 0 1 2 3 4 5 6 7T
X frequéncia

Figura 4.2: Representacao de uma onda quadrada e seu respectivo espectro. Observe
que a componente 4sen(z) tem o mesmo periodo (T' = 27) do sinal. Portanto é
chamada de oscilacao fundamental. As demais parcelas correspondem as oscilagoes
harmonicas do sinal.

e A primeira componente da série de Fourier é ay = 5.

e A segunda componente tem o mesmo periodo (1" = 27) do sinal. Portanto, é a os-

cilacao fundamental e as demais parcelas correspondem as oscilagoes harmonicas.

e O espectro mostra a frequéncia fundamental fy = 1 e os harmonicos 3, 5 e 7 da
fungao f(x).
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Exemplo 4.2. Considere a funcao f(x) = 120cos(5x) + 80sen(mz) que é composta

por duas senoides, cos(5x) e sen(mz) .

a)
200 — 120 — b)
100 — j
i o 80 —
= 3
= _ =
s ¢ = A
- =
< 40
100 —|
200 A )
I 1 T | | | I | T | 0 I AN | [, . ] ‘
0 4 8 12 16 20 0 2 4 6
X Frequéncia
120 —
— C)
o 80 —
=]
3
=
= _
£
<< 40 —
|||I|
0 i /A -
‘ [ | ‘ |
0 2 4 6
Periodo

Figura 4.3: f(z) = 120 cos(3x) + 80sen(7x).

A figura 4.3 mostra o exemplo de uma funcao f(x) e seu respectivo espectro no
dominio da Frequéncia. Sao observados dois picos com amplitudes diferentes (gréfico
"b" da figura 4.3) dando imediatamente a informagao sobre as frequéncias que com-
poem o sinal. O de maior amplitude associado a func¢ao cosseno, com frequéncia /2,
e o de menor amplitude associado & funcao seno, com frequéncia 7. Do mesmo modo,
no grafico "c¢" da figura 4.3, o espectro fornece o periodo. Podemos observar dois picos
centrados em 2 e 4. Neste caso, o periodo 2 esta associado a funcao seno e o periodo

4 a funcao cosseno.

Exemplo 4.3. Considere as fungoes cos(t), cos(2t), cos(t) + cos(2t). A figura 4.4

mostra essas funcoes e seus respectivos espectros.
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Figura 4.4: Transformada de Fourier das fungoes f(t) = cos(t); f(t) = cos(2t); f(t) =

cos(t) + cos(2t) e seus respectivos espectros.

A figura 4.4 mostra a Transforma de Fourier de sinais periédicos simples. As funcoes
cos(t), cos(2t) e sua soma. Podemos observar que a Transformada da fungdo cos(t) tem
um pico centrado em 1, e a cos(2t) um pico centrado em 2. A Transformada da soma
cos(t) + cos(2t) (func@o superposigao) aparecem dois picos bem separados centrados
em 1 e 2, dando informacoes diretamente sobre as frequéncias que compoem o sinal.
Neste caso simples podemos encontrar esta informacgao estudando o sinal diretamente,

mas no caso de sinais mais complicados o uso da Transformada torna-se essencial.






5 Aplicacoes

5.1 A Equacao de Euler-Lagrange

O formalismo da mecanica lagrangiana permite obter as equacoes de movimento
de um sistema de modo sistematico e elegante. Diferente das leis de Newton, este
formalismo nao exige a identificagdo das forcas envolvidas, o que torna a analise mais
abstrata. Contudo, é possivel simplificar o tratamento de sistemas de maior comple-
xidade, especialmente quando nao é relevante a determinacao das forcas associadas as
restricoes ao movimento das suas particulas. Para esta breve introducao, seguimos as
referéncias [14] e [30].

5.1.1 Coordenadas Generalizadas

Em um sistema de particulas em movimento, sujeito a possiveis restrigoes (ou vin-
culos) é possivel introduzir um certo nimero n de variaveis independentes, denotadas
genericamente por ¢, ..., q, € denominadas coordenadas generalizadas, que é o nimero
minimo de coordenadas independentes necessarias para especificar o movimento. Por
exemplo uma particula livre num espaco tridimensional pode ter seu movimento des-
crito por um sistema cartesiano e as suas coordenadas generalizadas sao x,y, z. J4 um
sistema que consiste em um corpo rigido, como um piao que veremos mais adiante,
suas coordenadas generalizadas sao seus angulos de Euler. Chamamos de ntimero
de graus de liberdade a quantidade de varidveis independentes que ¢ necesséario es-
pecificar para conhecer completamente a posicao de um dado sistema. Portanto, as
coordenadas generalizadas de um sistema com n graus de liberdade podem ser distan-
cias, angulos ou valores relacionados a eles, dependendo do sistema de coordenadas

escolhido para descreveé-lo.

5.1.2 Lagrangiana de um sistema de particulas

Na formulacao analitica da mecénica, verifica-se que, cada sistema é caracterizado
por uma determinada funcao. No caso geral, esta funcao depende das coordenadas

generalizadas (q), das suas derivadas temporais (§) e possivelmente do tempo ().

85
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Esta funcao designa-se Lagrangiana do sistema, sendo representada normalmente

por L(q,q,t), cuja forma é:

L=T-V (5.1)

onde T' ¢é energia cinética total do sistema e V' é a energia potencial, onde se incluem

todos os efeitos de todas as forcas conservativas.

5.1.3 Principio da acao minima

De acordo com o principio da acao minima, também conhecido como principio de
Hamilton, a evolucao do sistema, ou seja ¢(t), entre dois instantes t; e t9, desde uma

posicao q(t1) até q(t2) é tal que, a acdo, definida por:

S— /tzL(q,q,t)dt (5.2)

1

toma o minimo valor possivel. Por tomar o "minimo valor" possivel queremos dizer

que a variagdo de S entre t; e to é nula, ou seja 65 = 0.

5.1.4 Equacgao de Euler-Lagrange

Calculando §S = 0 tomando a definigdo de L em (5.1) é possivel mostrar que
um extremo da acao conduz a um conjunto de equagoes diferenciais conhecidas por

equacoes de Euler-Lagrange que, para um sistema com n graus de liberdade, ou seja,

para as coordenadas generalizadas qi, ..., qn, €
d (0L oL
— — =0 =1,2,... 5.3
dt (8(11) aqz ’ ! T 1 ( )

Este é um sistema de n equagcdes diferenciais de segunda ordem, denominado habitual-
mente por equagoes diferenciais de movimento, cuja resolucao permite determinar

q(t), ou seja, as equacgoes da trajetoria do sistema.

5.2 Oscilador Harmoénico Simples

Um sistema oscilante muito conhecido e amplamente estudado é o Oscilador Harmo-
nico Simples (OHS). A importancia deste modelo matematico é que qualquer sistema
na proximidade de uma condi¢ao de equilibrio estavel pode ser aproximado por um
OHS. Fisicamente pode ser idealizado como um corpo de massa m preso a uma mola
de massa desprezivel e constante elastica k. A mola exerce uma forga restauradora
proporcional e oposta ao deslocamento z(t) do corpo, F' = —kx. A particula sujeita a

forca restauradora linear apresenta movimento oscilante e harmonico no tempo, sendo
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por isso denominada de oscilador harmonico simples. O movimento ocorre pela oposi-

cao de duas influéncias que se revezam: a forca restauradora e a inércia da particula.

A modelagem de um OHS unidimensional se d4 do seguinte modo: como o sistema
possui um grau de liberdade, inicialmente escrevemos a expressao usual para energia

cinética 1" do oscilador:

T = tmi? (5.4)

A energia potencial V' de um oscilador harmonico simples é dada por:
2
V = skx (5.5)
A Lagrangiana neste caso ¢, entdo, de acordo com a defini¢ao (5.1):

L=L(z,i) = T-V (5.6)

e escrevemos as equacoes de Euler-Lagrange unidimensional como:

d (0L oL
0t (a_) “ o =" 58)
substituindo por L da Eq. 5.7, temos
d 0 4 0
{8x( mi* — Lk )} 8$( mi? — $kz®) = 0 (5.9)

Avaliando as derivadas parciais, encontramos:

d
dt(mx) +kxr=0 (5.10)

O que resulta,

mi + kx =0 (5.11)
dividindo toda equacao por m e fazendo w = \/k/m, obtemos:

i+wir=0 (5.12)

que é uma equagao diferencial ordinaria de segunda ordem e pode ser resolvida para
x(t). A solucao analitica desta equacdo, conhecida como equagdo do movimento harmo-
nico simples, foi desenvolvida no exemplo 2.3 do Capitulo 2. Note que o primeiro termo
do lado esquerdo desta equacao ¢ ma = F', entao esta equacao é equivalente a F' = —kzx.
A solugao da equagao (5.12), conforme ja haviamos apresentado, é:

T

H=A t+96), A%2=21? oy tgd = ———. 5.13
x(t) = Acos(wt + ), (P wi=—o (5.13)
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onde A é a amplitude do movimento do oscilador, w = \/k/—m ¢ a frequéncia angular
do oscilador, também chamada de frequéncia natural, e § é a constante de fase que
depende da posicao inicial do oscilador.

E comum escrever a solucio geral do OHS como combinacdo linear de duas outras
solugdes. Suponha que x1(t) e z5(t) sdo ambas solu¢oes do OHS, entao, pelo principio
da superposigdo a combinacao linear x(t) = z1(t) + 22(t) também é solucao. Neste
caso a solucao geral que satisfaz a equagao diferencial (5.12) é expressa em termos de

fungoes harmonicas com a mesma frequéncia w:

z(t) = Acos(wt) + Bsen(wt) (5.14)

que é a equagao (2.28) dada no exemplo 2.3. Embora esta solugao seja absolutamente

geral, a forma mais tradicional, mais sintética e adequada de ser manuseada é (5.13).

De (5.13), verificamos que a particula executa um movimento repetitivo no tempo,
isto ¢, periddico, uma vez que existe um intervalo de tempo 7" para o qual z(t +T) =

x(t). Essa identidade fornece:

r(t+T)=a(t)—>T= ” (5.15)

Isto quer dizer que w = 27 f, onde f = 1/T é a frequéncia. Por esse motivo, devemos

chamar w de frequéncia angular (expressa em radianos por segundo).

Por fim, podemos esbocar o espaco de fase do oscilador harmonico que estamos
considerando aqui, como sendo uma curva parametrizada pelo tempo, onde a ordenada
é a velocidade 4 (ou mais precisamente o momento linear mi = p) e a abscissa é a
posicao x. Para o oscilador harmoénico livre, pode-se ver que essa curva no espaco de
fase é uma elipse, resultado que decorre da expressao para energia mecanica:

1

1 1 1

Dividindo (5.16) pela massa m e fazendo alguns rearranjos, tempos

x? 2

2T GAE

que é uma elipse com seu semi-eixo horizontal a = A (amplitude) e o semi-eixo vertical

b= wA.

1. (5.17)

5.2.1 Oscilador harmoénico amortecido

Se o sistema é submetido a uma forca de amortecimento linear proporcional a

velocidade na direcao oposta ao movimento, tal como pode ser produzido por um fluido
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viscoso, entao as equacgoes de Euler-Lagrange podem ser modificadas para incluir essa

forca do seguinte modo:

d (0L oL oF
— (=) - ==_== 1
dt <81‘) Oz ot (5.18)
Isto é,
d (0L oL OF
(=) === = 5.19
ar (aj;) or 0@ (5.19)
Para um oscilador unidimensional com amortecimento linear, temos F' = ga'cz, entao
a equacao diferencial de segunda ordem para o oscilador harmonico fica
mi+kr+bi=0 ou F+2Bi+wr=0 (5.20)

onde B(6 = b/2m), que tem as dimensdes de uma frequéncia, é o parametro que
indica a intensidade do amortecimento do movimento. O fator dois foi introduzido
por comodidade, o qual simplifica a expressao na solucao algébrica, tal como vimos no

exemplo 2.3. A solugdo geral de (5.20) em sua forma mais simples ¢

z(t) = Ae P cos(wit + 9), wy = Vw?—p? (5.21)
Conforme vimos no exemplo 2.3, devido & forma de § em (5.21) existem trés tipos
distintos de movimento, portanto devemos considerar trés casos separadamente: (I)

f < w (amortecimento sub-critico),(II) f = w (amortecimento critico) e (III)F > w

(amortecimento super-critico).

5.2.2 Oscilador harmoénico forcado

Além da forca de amortecimento o oscilador harmonico pode estar submetido a
uma for¢a externa. Fenomenos interessantes ocorrem quando a intensidade desta forca
externa varia no tempo. Vamos estudar o efeito de uma forga externa de intensidade
Fo coswst variando harmonicamente no tempo com uma frequéncia ws. Neste caso, a

equacao diferencial do oscilador harménico amortecido fica

k b E
&4 201+ w?r = yeoswst, wl=—, f=-—, = -9 (5.22)
m 2m m
A solugao geral z(t) da equacao (5.22), conforme resolvemos no exemplo 2.3 é dada

por:

x(t) = xp(t) + xp(t) (5.23)

onde zy(t) ¢ a solugdo homogénea associada e x, a solugdo particular.
Uma solugao geral da forma (5.23) para a equagao (5.22) pode ser encontrada em

[28] como:
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z(t) = e P <A16V Bt 4 AyemV 52+w2t> + D cos(wst — §) (5.24)

onde

_ g
R o

5.2.3 Energia no oscilador harmonico

Suponhamos, inicialmente, o caso do oscilador harmonico simples. A expressao

para a energia mecanica total do oscilador (isto é, cinética mais potencial) é:
1 5, 1
Calculando a derivada de E com relacao ao tempo obtemos

dr
i mii + ke = (mi + kx)i (5.27)

que é igual a zero uma vez que o termo entre parénteses em (5.27) é a equagao do
oscilador harmonico simples, a qual é igual a zero. Portanto a energia total é constante,
consequentemente o sistema é conservativo.

Suponhamos agora que o movimento seja amortecido, cuja equagao é:
mi + kr = —bx (5.28)

Entao, de (5.27) e (5.28) obtemos

b —bi?, (5.29)
dt
o que significa que a energia do oscilador harmonico decresce, sendo consumida para
vencer a forca resistiva. Por exemplo, se a forca resistiva corresponde a uma forca de
atrito, a energia do oscilador aos poucos é transformada em calor.

No caso em que temos um oscilador for¢ado, a expressao (5.27) se torna

dE
— = —bi? + F(t)i. (5.30)
dt

Nesta situacao a variacao da energia depende também da forca externa, e ela é igual
ao trabalho da forca —bi — F'(t). Assim, se F(t) > b, a energia do oscilador aumenta

e dizemos que a forca externa esté transferindo energia para o oscilador.

5.2.4 Resultados numeéricos

Inicialmente estudamos o oscilador harmonico simples sem amortecimento e po-
remos em pratica a teoria descrita na secao anterior e também no exemplo 2.3 do
Capitulo 2, resolvendo numericamente a equagao diferencial (5.12), com o método de

Runge-kutta de 4* ordem. Para esse teste consideramos um oscilador com as seguintes
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caracteristicas: massa m = lkg presa & uma mola de constante elastica k = 1N/m,

sujeito as condigbes inicias z(0) = 0, v(0) = 1m/s. O tamanho de passo escolhido foi
h =0.1.

Como vimos na Secao 3.6, para resolver a equacao diferencial de segunda ordem

(5.12) montamos um sistema de primeira ordem:

T =y
{g) _ (5.31)

com w? = k/m = 1. O resultado para z(t) é mostrado na figura (5.1).

1.2
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Figura 5.1: Oscilador harménico simples dado pelo sistema (5.31), com w? = 1.

A figura 5.1 mostra a solugao temporal z(t) do oscilador harmonico simples, con-
forme (5.31). Note que o sistema oscila com periodo e amplitude bem definidos, de
acordo com a solucao analitica que encontramos anteriormente.

Uma importante caracteristica do oscilador harmonico é que o periodo das oscilacoes
nao depende da amplitude, isto é, o periodo depende das caracteristicas fisicas do
oscilador, ou seja as constantes k e a massa m. Para investigar esta questao criamos
mais dois casos para o mesmo oscilador (com os mesmos k e m) e condigoes iniciais que
gerem amplitudes diferentes. Em seguida aplicamos a transformada de Fourier para
verificar os periodos e as frequéncias.
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Tabela 5.1: Conjuntos de condigbes iniciais A, B e C utilizados na figura 5.2 .

Caso A | Caso B | Caso C
k 1.ON/m | 1.0 N/m | 1.0 N/m
m 1.0 kg 1.0 kg 1.0 kg
v(0) | 1.0m/s | 20 m/s | 3.0 m/s
z(0) | 0.0m 0.0 m 0.0 m

O grafico da figura 5.2 mostra os resultados para os valores apresentados na Tabela
5.1, onde fizemos variar a velocidade como um parametro. Em seguida aplicamos a
transformada de Fourier (FFT) que nos fornece os espectros caracteristicos de cada

caso, e o resultado é mostrado na figura 5.3.

Caso A
Caso B
Caso C

T |I I N | |

I+ = =l | | | | | | |
[

| |

ih

Figura 5.2: Oscilador harménico com dados da Tabela 5.1

A figura 5.2 mostra a solucao temporal do oscilador harmonico simples para os trés
casos estudados. Isto é, com as velocidades v = 1 m/s (caso A), v = 2 m/s (caso
B) e v =3 m/s (caso C). Isso proporciona, neste caso, trés amplitudes caracteristicas
distintas.

A figura 5.3 mostra um resultado fundamental do oscilador harménico: o periodo
nao depende da amplitude do movimento. Podemos observar claramente na Figura 5.3

que as amplitudes mudam bastante, no entanto o periodo permanece o mesmo.
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Figura 5.3: Espectro dado em periodo para o sistema proposto na Tabela 5.1: a) caso
A, b) caso B e ¢) caso C.

A mudanca na posicao do pico s ocorreria se fosse feito uma mudanca em k ou m.
O periodo caracteristico para o oscilador harmoénico do nosso exemplo é
2r 27
T=—=—=0628s (5.32)

w 1
analisando a Figura 5.3, onde o espectro da transformada de Fourier fornece o perfodo,

podemos verificar este valor em cada caso.
A seguir ilustramos o movimento do oscilador no espaco de fase, para cada conjunto

de parametros da Tabela 5.1.

4

Caso A
Caso B
CasoC

=

v(l) (m/s)

4 ! l ! I ! I

0
x(1) (m)

Figura 5.4: Espaco de fase (posicao x x velocidade v) para os dados da Tabela 5.1.

A figura 5.4 mostra o espaco de fase para as trés condigoes iniciais distintas: cada

orbita é eliptica como haviamos provado na Eq. (5.17) e verifica-se um tnico ponto
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de equilibrio. A primeira observacao que podemos fazer é com relacao a unicidade
da equagao horaria (5.13) para determinada condicao inicial, o que pode ser eviden-
ciado pelo nao cruzamento das curvas mostrada na figura 5.4. Observe que essas
curvas sao circunferéncias e estdo de acordo com (5.17). Neste caso, como escolhemos
w = y/k/m = 1e, portanto, o termo wA = A pela relagao dada em (5.17) temos elipses,
cuja excentricidade é nula, isto ¢, circunferéncias. Outra observacao ¢ que as curvas
sao fechadas, o que é uma caracteristica de um sistema conservativo e um movimento

periodico o qual estd confinado em uma regiao fechada.

O grafico da Figura 5.5 mostra que energia mecanica total para o oscilador livre
¢ constante, conforme haviamos deduzido em (5.27). Aqui, para ilustrar, plotamos
apenas os resultados numéricos relativos ao "Caso B" da Tabela 5.1. Ou seja, com as

condigbes iniciais z(0) =0, v(0) =2 e k =m = 1.

2.5

Energla Clnética
L Energla Potenclal
Energla Total

iﬂ“ﬂ“ﬂ“ﬂ"(“m“
sHA ] a y

E{J)
T

Figura 5.5: Energia total (cinética + potencial) é constante para o oscilador harmonico
livre, conforme (5.27). Dados: z(0) =0, v(0) =2e k=m = 1.

Oscilador harménico amortecido

Consideramos agora o caso do oscilador com amortecimento. Vamos analisar nu-
mericamente os trés casos classicos deste oscilador. Desse modo, resolvemos a equagao
diferencial (5.20) aplicando o método de Runge-Kutta de quarta ordem. Anélogo a

situagao anterior, a equacao diferencial é separada em duas partes:

{x - Y (5.33)

gy = 20y —w
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A figura 5.6 mostra os resultados numeéricos obtidos para cada caso: critico, sub-
critico e supercritico. Em todas as situacoes tomamos w = \/%W/AI. Portanto nao
estamos usando nenhum valor especifico de massa m e constante de mola k. Para
o amortecimento sub-critico (5 < w) escolhemos § = 7/4. A escolha desses valores
faz com que a frequéncia w; dada em (5.21) seja exatamente 27 e, portanto, um pe-
riodo de 1s. O espectro da transformada de Fourier da figura 5.7 mostra esses valores
para o amortecimento sub-critico. Para o caso do amortecimento critico, mantivemos
w = B = /657 /4 e para o super-critico w = v/657/4 e f = 37. As condicdes iniciais
foram as mesmas para os trés casos: z(0) = 1; v(0) = 0 e o tamanho do passo h = 0.1.

1.2
08 X— — Sub-critico
[I —— Critico
|I'.I'- ——————— Super-critico
I\
0.4 J[ \
] A
= [\ N
0 [T =
_| | \\ /
|| | )
R
|
04 —
08 N B | |
0 2 6 8

4
1(s)

Figura 5.6: Solucao temporal tipica para os trés casos do oscilador amortecido com
as condigbes iniciais z(0) = 1 m e v(0) = Om/s. Para as trés situacoes a frequéncia
natural foi mantida em w = v/657/4 rad. Para o caso critico usamos 8 = w/4. Ja
o super-critico, o parametro de amortecimento foi § = 3w. Para o amortecimento
sub-critico, temos um movimento inicialmente oscilatorio que vai perdendo amplitude

a medida que a energia é dissipada devido ao amortecimento.
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Figura 5.7: Espectro para o caso sub-critico, com dados da figura (5.6). E mostrado a

frequéncia wy = 27 (= 6.28) - & esquerda; e o periodo T' = 1s - a direita.

Podemos observar na Figura 5.6 e 5.7 que, para o caso subcritico, o movimento
da massa se d4 de modo amortecido e inicialmente oscilatorio, e tende a ocupar sua
posicao de equilibrio & medida que o tempo passa. Isto é exatamente o que descreve a
equagdo (5.21): um movimento oscilatorio, mas a amplitude (Ae"!) de suas oscilagoes
decresce exponencialmente a medida que o oscilador perde energia devido ao amorte-
cimento. Esse aspecto se acentua quando elevamos o parametro de amortecimento. A
representacao no espago de fase, figura 5.8, fornece mais clareza com relacao a esse
aspecto.

A figura 5.8 mostra o espaco de fase para os trés tipos de amortecimento. Pode-
mos observar que o ponto de equilibrio é um foco estavel, caracteristico do atrator
apresentado na Secao 2.5 do Capitulo 2 e, como era de se esperar, ao aumentar o pa-
rametro de amortecimento a massa ocuparéd sua posicao de equilibrio em um tempo
menor. Outra observacao que podemos fazer é que, ao contrario do oscilador livre
(figura 5.4), a presenca de uma forga dissipativa faz com que as trajetorias no espago
de fase sejam abertas tendendo, necessariamente ao repouso. Podemos observar a di-
ferenca entre o caso sub-critico, que tem representacao espiralada, e os outros casos,

critico e super-critico.
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Figura 5.8: Espago de fase (posigao x x velocidade v) para um oscilador amortecido.
Para o amortecimento sub-critico as frequéncias foram: w = /657 /4 e § = 7/4; para o
amortecimento critico: w = /657 /4; para o amortecimento super-critico:w = /657 /4

e = 3m. As condi¢oes iniciais em todos os casos foram: x(0) =1 e v(0) = 0.

A medida que aumentamos o parametro de amortecimento o sistemas passa de
oscilatorio para nao oscilatorio. Isto é, para amortecimento muito forte o sistema
deixa de ser periodico. A figura 5.9 mostra o espectro da transformada de Fourier, onde
variamos o valor de 3 na equacio (5.33) desde v/657/64 << w até valores proximos de

w, conforme indicado.
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Figura 5.9: Espectro dado em frequéncia para um oscilador com w = \/@ﬂ/él e =
V657 /64 (a), 8 = v/657/32 (b), 8 = V651/16 (c), B = v/657/8 (d), B = w = V/65m/4

(e), B =2m (f). As condigbes iniciais foram as mesmas para todos os casos: x(0) = 1

e v(0) =0.

Na Figura 5.9 a) e b), podemos notar que, para valores de 8 << w, o espectro da
transformada de Fourier fornece o pico caracteristico. A medida que vamos aproxi-
mando os valores de [ de w o grafico vai se deformando, mudando completamente sua

caracteristica tanto mais proximo de w, de modo que o pico caracteristico desaparece

que é o que vemos na figura 5.9 f.
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No caso do oscilador harménico amortecido, a energia acumulada neste sistema
decresce e 0 movimento terminard depois de um rapido intervalo de tempo, conforme

vemos na Figura 5.10.

20 |
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b Tim
1"., — Em
|
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Figura 5.10: Energia mecanica (energia cinética + potencial) por unidade de
massa, Fs/m, energia cinética por unidade de massa, T/m, e energia potencial por
unidade de massa, V/m, para um oscilador com amortecimento subcritico. Dados:
w = \/657/4, B = m/4. As condic¢des iniciais foram z(0) = 1, v(0) = 0; o tamanho do

passo da integracao numeérica foi h = 0.01.

A Figura 5.10 mostra a energia mecanica, a energia cinética e a energia potencial,
todas por unidade de massa. Essa perda de energia do oscilador, que é consumida para

vencer a forca resistiva devido ao amortecimento, estd de acordo com (5.29).

Oscilador harmoénico forcado

Estudaremos o oscilador no qual existe uma forca externa atuando, que pode ter
varios tipos de dependéncia com o tempo [7]. Supomos uma forca oscilante de inten-
sidade F{coswst variando harmonicamente no tempo, com frequéncia ws. Portanto,

resolvemos numericamente a equagdo diferencial (5.22) montando o seguinte sistema:



100 Aplicagoes

S (5.34)
y = —2Py— wx + ycoswst
onde v = Fy/m e w3 a frequéncia de oscilagao da forca externa.
A presenca desta forca externa variando harmonicamente no tempo produz efeitos
muito importantes em fisica. O efeito de ressonancia, que ocorre quando ws ~ w, talvez
seja o de maior destaque. Para o amortecimento sub-critico, temos na figura 5.11 dois

casos tipicos de um oscilador forcado com amortecimento.

12

sem rassondncia
Com ressondncia

0.8

0.4

X(1) (m)
=

o
.

08

Y | | | |

Figura 5.11: Oscilador harménico com amortecimento subcritico. Uma das curvas
(vermelha) existe o efeito de ressonancia. Para o caso sem ressonancia usamos ws = .
Para ambos os casos w = 27, f = 7/10 e v = 1. As condigbes iniciais foram as mesmas
nos dois casos: x(0) = 1 m, v(0) = 0 m/s e o tamanho do passo na integra¢ao numérica
foi h = 0.05.

Na figura 5.11 temos a solucao temporal sem efeito de ressonéncia, com w3 = 7, e
uma com efeito de ressonancia ws = 27m. E possivel notar a presenca da forca oscilante
externa observando o reforco na amplitude. No caso sem ressonancia o sinal é composto
por duas frequéncias, como pode ser evidenciado na figura 5.12, que mostra o espectro
da transformada de Fourier para o caso anterior sem ressonancia. Na figura 5.12
aparecem dois picos de frequéncias espagados um do outro. Um com centro em 7

(= 3.14) e outra com centro em 27 (/= 6.28) que sdo as frequéncias do sistema.
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Figura 5.12: Espectro para o oscilador harménico amortecido e for¢ado, sem ressonan-
cia. Os parametros sao: = 7/10, w = 27, wg = m e v = 1. Novamente com as
condi¢oes iniciais: 2(0) =1 m, v(0) = 0 m/s.

A medida que aproximamos a frequéncia da forca externa da frequéncia natural
do oscilador ocorre fenémenos interessantes, como o efeito de batimento. Ilustramos
na Figura 5.13 este efeito em duas situagoes: uma sem a presenga de amortecimento
(8 = 0) e outra com amortecimento (8 # 0). Note que sem a presen¢a de dissipagao
o efeito de batimento se mantém inalterado no tempo, como podemos ver na figura
5.13(a). Mas, uma vez que existe amortecimento, ainda que pequena como no nosso
exemplo, o efeito de batimento desaparece ap6s algum tempo, como podemos verificar
observando a figura 5.13(b). Para este teste nos simplificamos as condigoes iniciais,
deixando o oscilador em repouso no instante inicial: z(0) = 0, v(0) = 0. Nessas
condicoes resolvemos numericamente a equacao diferencial como anteriormente. A

figura 5.14 mostram as frequéncias presentes no sistema massa-mola para os dois casos.
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Figura 5.13: Efeito de batimento para um oscilador for¢ado sem amortecimento (a)
e com amortecimento (b), onde § = 0.1. Em ambos 0s casos w = 21 e w3 = 1.67 ¢

condigbes iniciais: 2(0) =0 m, v(0) = 0 m/s.
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Figura 5.14: Espectro de poténcia para os dados da figura 5.13. Efeito de batimento

sem dissipacao (a esquerda) e com dissipacao (a direita).

Como mencionamos anteriormente, outro fenémeno que aparece na regiao em torno

de w3 = w de grande importancia ¢ a ressonancia. A figura 5.15 ilustra o caso ainda

nao mencionado, que ¢ o oscilador for¢cado sem amortecimento, cuja amplitude A(w,) =
Fy/(264/w? — (?), tal como apresentamos na equagao (2.54), ndo é limitada e assume
valores infinitos. Isto é, A(w,) — oo sempre que 3 — 0.
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Figura 5.15: Efeito de ressonancia para um oscilador harmoénico sem amortecimento

(8 =0).Usados: w =27, v =1 e as condigoes iniciais foram: z(0) = 0, v(0) = 0.
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A figura 5.15 mostra o caso de ressonancia para um oscilador harménico forcado
sem amortecimento. Como no caso ilustrado anteriormente, usamos w = 27 e as
condigbes inicias foram z(0) = 0 e v(0) = 0 (repouso). Note que a amplitude cresce
indefinidamente a partir do repouso. No préoximo caso, vamos ilustrar o efeito de
ressonancia de um oscilador com amortecimento, fazendo a frequéncia da forca externa
se aproximar da frequéncia natural, mantendo fixo os demais parametros. A figura

5.16 mostra o espectro da transformada de Fourier para alguns valores de w3, conforme

indicado.
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Figura 5.16: Espectro (escala logaritmica) para um oscilador harménico for¢cado com
amortecimento. Foram usados f = 7/10, vy = 1, w = 27 e w3 = 7 (a), wy = 147 (b),
w3y = 1.67 (¢), w3 = 1.87 (d), w3 = 1.957 (e), w3 = w (f).
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A figura 5.16 ilustra a variacao das frequéncias de um oscilador harménico com
amortecimento e for¢a externa, cuja frequéncia varia de w3 = 7 (figura 5.16a) até ws =
w (figura 5.16f). Note que inicialmente tinhamos dois picos caracteristicos, indicando
as duas frequéncias do sistema. No caso em que ocorre a ressonancia temos apenas
uma frequéncia que domina o sistema. Em todos os casos usamos como parametro de
amortecimento § = 7/10 e as condic¢oes inicias foram as mesmas em todos os casos:
2(0) = 0, v(0) = 0. E importante ressaltar que nem sempre ocorre ressonancia, mesmo
que ws = w, conforme destacamos no Exemplo 2.3 do Capitulo 2.

A figura 5.17 mostra o espago de fase correspondente ao caso sem ressonancia. Para
esse teste usamos as frequéncias f = 7/10, w = 2w, w3 = m e 7 = 1. As condigoes

iniciais foram z(0) =1 e v(0) = 0.

6 I I ] I I ]

v (m/s)
[a=]

x (m)

Figura 5.17: Espaco de fase (posi¢do x x velocidade v) de um oscilador forcado com

amortecimento sub-critico, sem fendmeno de ressonancia.

Podemos observar na figura 5.17 que inicialmente temos uma trajetoria aberta na
forma de espiral, caracteristico de movimento com dissipagao de energia. Outro detalhe
¢ que mais internamente, depois de um certo tempo pode-se observar uma trajetoria
que tende a ser fechada.

A figura 5.18 exibe o espago de fase para o caso com ressonancia. Os dados foram

os mesmos do caso anterior, agora com ws = w = 27.
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v (m/s)
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Figura 5.18: Espaco de fase (posicdo x x velocidade v) de um oscilador for¢cado com
amortecimento sub-critico, com fenémeno de ressonancia. As frequéncias usadas foram:

w=2m, f=m/10, ws = 27. Com as condi¢oes iniciais: z(0) =1, v(0) =0

Podemos ver na figura 5.18 que a trajetoria exibida é a soma de um movimento
oscilatorio amortecido, que pode ser percebido pela parte espiralada, da mesma forma
que na figura 5.8, e um movimento oscilatorio do tipo harmonico, evidenciado pela parte
elipsoidal (fechada) em torna da origem, semelhante ao da figura 5.4. Aparentemente,
na ressonancia, as trajetorias sao mais simples que nos demais casos.

A figura 5.19 mostra a energia mecanica, energia cinética e energia potencial, todas
por unidade de massa, de um oscilador harmoénico amortecido e forcado sem efeito de
ressonancia. Ja a figura 5.20 mostra o mesmo oscilador, porém com efeito de ressonan-

cia. Os dados foram: w = 2w, = 7/10 e, para o caso sem ressonancia, ws = .
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Figura 5.19: Energias por unidade de massa (J/kg): mecanica, E/m, cinética, T'/m e
potencial, V' /m, para um oscilador forcado com amortecimento subcritico e sem efeito

de ressonancia, com w = 2w, f =7/10, w3 =me vy = 1.
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Figura 5.20: Energias por unidade de massa (J/kg): mecanica, E/m, cinética, T'/m e
potencial, V' /m, para um oscilador forcado com amortecimento subcritico, com efeito

de ressonancia, com w = 2w, = 7/10, v = 1.
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5.3 O Péndulo Simples

Consideramos um péndulo consistindo de uma massa m suspensa por um fio de
massa desprezivel e comprimento [. O fio é fixo na outra extremidade num ponto de

articulacao sem atrito.

m

Figura 5.21: Ilustracao de um péndulo simples.

De acordo com a ilustracao da figura 5.21, 6 é o angulo entre o péndulo e a vertical.
E conveniente expressarmos a altura que a massa ocupa em termos do angulo e do
comprimento [ do péndulo: h = I(1 — cosf). Usando 6 como coordenada generalizada,

temos que a energia cinética é escrita como:

1 -2

T = §m(l9) , (5.35)
e a energia potencial do péndulo é
V' =mgh = mgl(1 — cosf). (5.36)
Neste caso, a lagrangiana é dada por
L=T-V= %m(lé)2 —mgl(1 — cos6) (5.37)

e escrevemos a equacao de Euler-Lagrange como:

) (3)

substituindo (5.37) em (5.38), resulta

% ( l29> — (—mglsen®) =0 (5.39)
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= ml®0 + mglsen = 0

que pode ser escrito como

é+%&m9:0 (5.40)

ou ainda,
0+ wrsenfh =0 (5.41)

onde w = \/g_/l é a frequéncia natural do péndulo. A equagao (5.41) é uma equagao
diferencial nao-linear, cuja fungao sen# produz a nao-linearidade. Esta equacao nao
possui solucao simples em termos de fungoes elementares.
Desenvolvendo o sen f da equacao (5.41) em série de Taylor, temos:
3 5 7
sen@z@—%+%—%+...
Quando o péndulo oscila em pequenas amplitudes, temos que senf =~ 6. Desse modo,

o péndulo descrevera oscilacoes harmonicas descritas pela equacao diferencial
6+ w0 =0, (5.42)

que é a equacao diferencial do oscilador harmoénico estudada anteriormente. A solucao
geral de (5.42) é dada por: 6(t) = 6 cos(wt + ¢), com frequéncia w? = J

Com essa linearizacao, a solucao do problema fica restrito & pequenas oscilacoes do
péndulo. Nas proximas secoes usaremos métodos numéricos para aproximar solucoes

para qualquer amplitude do angulo 6.

5.3.1 Resultados Numéricos

Para resolvermos numericamente a equacao (5.41) utilizamos o método de Runge-
Kutta de quarta ordem como no caso do oscilador harmoénico. Como de costume, a

equacao diferencial é separada em duas partes formando um sistema de primeira ordem

0 = v
{. g (5.43)

Vo= 7 sen 0

com a seguinte equacao vetorial:

Testamos inicialmente para pequenas oscilagoes do angulo 6. Para isso variamos a
velocidade inicial vy como um parametro, conforme figura 5.22.

No grafico da figura 5.22 ilustramos a dependéncia temporal de § como uma funcao
do tempo, produzindo diferentes amplitudes. O objetivo é comparar os resultados
numéricos para o péndulo simples em pequenas oscilacoes com o oscilador harmonico
simples. As condic¢oes iniciais foram: 6, = 0, 1y conforme indicado na figura 5.22,

g/l = e =1 e o tamanho do passo da integragdo numérica h = 0.1.



110 Aplicagoes

0.6

O (rad)
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Figura 5.22: Dependéncia temporal de 0. € = 1; v, = 0.1 (vermelho), v, = 0.2 (preto),
v, = 0.3 (verde), v, = 0.4 (azul), v, = 0.5 (roxo).

A figura 5.22 mostra o deslocamento de 6 como funcao do tempo para diferentes
valores de 1y. Para essas velocidades o periodo permanece praticamente constante e
com diferentes amplitudes, como no caso do oscilador harmonico simples. A seguir

ilustramos as trajetorias no espaco de fase para estas condigoes.

06

04 |- P e

sil A\

v(t)
_,—o—'—/

02 \
N
N
- N
\\ Y.

04 |- \ //

18 e S
06 1 1 | 1 | | | | 1 1 1

-0.6 0.4 0.2 0 0.2 04 086
x(t)

Figura 5.23: Espaco de fase (posicao = x velocidade v) para os dados da figura 5.22 .
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A figura 5.23 mostra o espago de fase com base nos resultados da figura 5.22. No-
vamente podemos estabelecer uma comparagao com o oscilador harmonico simples.
Compare a semelhanca com a figura 5.4, ambas sao elipses, pontos de equilibrio na

origem e periodo constante, como era de se esperar.

Agora considere a seguinte questao. Imprime-se uma velocidade inicial v, & massa e,
caso a velocidade inicial v, seja pequena, o movimento subsequente é oscilatoério, uma
vez que o sistema nao tem energia suficiente para atingir a posicao vertical, oposta
ao seu ponto de equilibrio. Ao contrario, se v, for grande, a massa consegue atingir
o ponto mais alto da trajetoria circular ainda com velocidade, passando por ele, e
continua girando sempre no mesmo sentido. Nos dois casos 0 movimento é periddico,
ocorrendo no primeiro caso inversao de velocidade o que nao ocorre no segundo caso.
Portanto, temos um valor critico, v, que separa os dois movimentos.

O valor critico da energia E ¢ o valor da energia potencial no topo, isto ¢, § = +m:
E..i; = 2mgl. (5.44)

Para simplificar, consideramos o caso em que 6y, = 0. Entao, pela lei da conservacao

da energia, temos:
L 5 s L 5 s
E=T+V= §ml v°+mg(l —cosby) = iml v (5.45)

onde ¥ = #. Quando a energia é igual a energia critica, isto é, £ = E..;, podemos
calcular o valor critico v, que separa os dois regimes possiveis de movimento. De (5.44)
e (5.45), temos

1
E=FE.,;= §ml2yf = 2mygl

que fornece,
Ve = 2/e (5.46)

onde € = g/l. Entao, quando a velocidade inicial v, < v, o valor de 6 esta limitado
entre —7 e . Quando v, > v,, o valor de 6 é ilimitado.

Inicialmente resolvemos (5.41) analisando a dependéncia temporal de 0 e, em se-
guida, analisamos o comportamento do sistema no dominio da frequéncia com a Trans-
formada de Fourier (FFT) e entdo plotamos os graficos com os espectros para diferentes

valores de v,, mantendo os demais fixos.

5.3.2 Dependéncia temporal (6 x t)

A seguir mostramos a dependéncia temporal de 6 como fungao do tempo, com vy
sendo alterado como parametro. Escolhemos ¢ = 1, 0y = 0 e vy conforme indicado
nas figuras. O tamanho do passo da integracao numérica foi h = 0.1, e com isso

construimos os graficos das figuras 5.24 a 5.28.
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a) vp = 1.4,1.5,1.6.
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Figura 5.24: Dependéncia temporal de . ¢ = 1. vy é mudado como um parametro:
v = 1.4 (vermelho), 1.5 (azul), 1.6 (roxo).

b) 1o = 1.8,1.9,1.981.
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Figura 5.25: Dependéncia temporal de . ¢ = 1. vy € mudado como um parametro:
vy = 1.8 (vermelho), 1.9 (azul), 1.981 (preto).
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¢) vp = 1.9962,1.9991, 1.9999

4

0 20 40 60 80 100

Figura 5.26: Dependéncia temporal de . ¢ = 1. 1y é mudado como um parametro:
vp = 1.9962 (vermelho), 1.9991 (azul), 1.9999 (roxo).

d) vy = 1.99999, 1.999995, 1.999999, 1.9999999

4

0 20 40 60 80 100

1(s)

Figura 5.27: Dependéncia temporal de 6. ¢ = 1. vy é mudado como um parametro:
v = 1.99999 (vermelho), 1.999995 (azul), 1.999999 (roxo), 1.9999999 (verde).
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A escolha de € = 1 implica em v, = 2.0, de acordo com (5.46). Das figuras 5.24 a
5.27, podemos observar que a medida que 1 se aproxima do valor critico v, = 2.0 a
forma da curva 6 x t se aproxima de uma onda quadrada, o que significa que o efeito
da nao-linearidade é realcado. Para velocidades iniciais muito proximas ao valor critico
V., & massa passa muito tempo proxima do ponto mais alto da trajetoria circular, com
velocidades muito baixas, o que pode ser visualizado pelo achatamento da curva na
figura 5.27. Note, ainda, que o periodo aumenta consideravelmente porque a massa
passa muito tempo nessa condicao, e quanto mais proximo a velocidade inicial for do
valor critico, maior serd o periodo.

Para vy > 2, o valor de # aumenta com o aumento de t, isto é, o pendulo gira em
torno do seu eixo de rotagao. A figura 5.28 mostra o grafico de # em funcao de t para

alguns valores de 1 acima do valor critico, conforme indicado. Observe a caracteristica

ciclica do grafico, como era de se esperar para um movimento rotacional.

8

|,HHH 'l:'ll:ll i y ||||||I| o [ o II'I ||'| |'| ,'l .i'lu Ay i
<l /5' ///’ o /'/“’ /‘/‘ / // | i |
s M a‘:ééf’ /ﬁ:ﬁéf% »%4/ ,/fr!!f/ /ﬁgﬁ/,f/;ﬁ/ ,»iféﬁf/‘

i
Z M/ 'l'll/ 'I/'I// '/l'/ /I/ |'/ I'/"f |'/ |/ ﬁ 'll/ // |'/ / I// / ', .(II'/ ﬁfl/ff/

I(s)

Figura 5.28: Dependéncia temporal de 6. ¢ = 1. vy é alterado como um parametro:
vy = 2.02 (vermelho), 2.03 (azul), 2.04 (roxo), 2.05 (verde), 2.07 (magenta), 2.08 (azul).

A figura 5.29 a seguir ilustra a representacao no espaco de fase para alguns valores
de vy conforme indicado, no intervalo —10 < # < 10. Aparecem trés centros (—2m,
0 e 2m) e quatro pontos de sela (=37, —m, ™ e 37). As trajetorias em vermelho cor-
respondem as chamadas 6rbitas heteroclinicas. Essa trajetoria também é chamada de
separatriz, porque delimitam regides onde existem movimentos de carater diferentes:
movimento oscilatorio e movimento circular. Dentro das 6rbitas heteroclinicas as tra-
jetorias correspondem a oscilacdes do péndulo, enquanto que fora desta correspondem
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a rotacoes.
A trajetoria separatriz do péndulo define o caso limite em que a energia mecéanica

é exatamente igual a energia critica.

4.5

BN\
NN NN
15 /—\

g

—15 — )

45 | | | ] | 1 | | | | | | | 1 | 1 | |

o(t)

Figura 5.29: Espaco de fase (§ x ) para e = 1: vy, = 0.5 (azul), v, = 1.6, v, = 1.9,
Vo = 2 (vermelho). A trajetéria em vermelho é chamada separatriz, e corresponde a
movimentos em que a energia é igual a energia critica. No interior desta trajetoria

ocorrem as oscilacoes do péndulo e fora desta as rotacoes.

Na secao seguinte faremos algumas consideracoes analisando o comportamento do

péndulo no dominio da frequéncia.

5.3.3 Analise do movimento com a Transformada de Fourier (FFT)

O problema do péndulo tem uma natureza periddica incorporada. A dependéncia
temporal do angulo 6 pode ser analisado usando o algoritmo FFT. Pelo que vimos, o
espectro de Fourier fornece o quadrado da amplitude absoluta como uma fun¢ao da

frequéncia angular w. No limite em que v, = 0,

w=+e (5.47)

No presente caso, testamos comparativamente os dados visto em [26], w = 1 uma vez
g
que e = = = 1.
2 l ~ ~ . , N .
Analogo a secao anterior, v é alterado como um parametro. A medida em que v se

aproxima de v. (2/¢ = 2), a dependéncia temporal de # muda de uma onda senoidal



116 Aplicagoes

para uma onda quadrada, como vimos, indicando o aumento da nao linearidade do
sistema. O péndulo descreve oscilacoes onde aparecem as componentes 3w, bw, Tw. A

frequéncia fundamental w também modifica-se e decresce rapidamente.

(a) v, = 0.5.
Aqui, w(=x 1) é a componente mais observada.
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Figura 5.30: Espectro obtido com a FFT de 6 vs ¢, via célculo numérico usando RK4.
O eixo x é a frequéncia angular w (em radianos) e o eixo y é o quadrado do valor

absoluto da amplitude complexa. O harmoénico fundamental é observado em w = 1.
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(b) v, = 1.6.

w(< 1) e 3w sao as componentes mais observadas.

Amplitude

(c) v, =1.9: w,3w e bw sdo as componentes mais observadas.
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Figura 5.31: Espectro FF'T para 1y = 1.6.
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Figura 5.32: Espectro FF'T para vy = 1.9.
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(d) v, =1.981: w, 3w, bw e 7w sao as componentes mais observadas.
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Figura 5.33: Espectro FFT para vy = 1.981

(e) v, = 1.9962: w, 3w, bw, Tw e Yw sdo as componentes mais observadas.
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Figura 5.34: Espectro FFT para vy = 1.9962.
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(f) v, = 1.999995: v, = 1.9962: w, 3w, 5w, Tw, Yw, 11w, 13w, 15w e 17w sdo as

componentes mais observadas.
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Figura 5.35: Espectro FFT para 1y = 1.999995.

(g) v, = 1.9999999
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Figura 5.36: Espectro FF'T para vy = 1.9999999.
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(h) v, = 2.001
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Figura 5.37: Espectro FI'T' para v, = 2.001

Podemos notar que o espectro de Fourier muda drasticamente em vy ~ 2. O
espectro tem um comportamento irregular nas proximidades de vy = 2.0, onde ocorre
a transicao do movimento oscilatério para o nao oscilatério. Para energias E > 2mgl,
o movimento é ilimitado, ou seja, |0| cresce indefinidamente. Assim, o movimento é
oscilatorio para vy < 2 e circular sempre no mesmo sentido para vy > 2. Ambos os
movimentos sao periodicos.

No caso limite em que a energia total é E = 2mgl, a velocidade angular do péndulo
é zero, e este se encontra em um estado de equilibrio instavel, na chamada posicao
invertida. O péndulo passa muito tempo na proximidade da posicao invertida e, se
realmente pudéssemos igualar vy = 2 (F = 2mgl) num tempo finito, o periodo seria
infinito neste ponto. Um resultado analitico baseado na teoria de funcoes elipticas pode
ser encontrado em [1]. A figura 5.38 mostra o comportamento do periodo do péndulo

em funcao da velocidade inicial vj.
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Figura 5.38: Periodo em fung¢ao da velocidade inicial vy. O gréafico foi obtido analitica-
mente baseado na teoria de func¢oes elipticas. Note que nas proximidades de vy = 2.0

o periodo torna-se infinito.(Imagem retirada de [1])

5.3.4 O péndulo amortecido e forcado

Sistemas mecanicos muito simples podem exibir comportamento cadtico, como é o
caso do péndulo amortecido e for¢ado. Iremos considerar um péndulo com uma forca
externa periddica, como no caso do oscilador harménico. Diferentemente do péndulo
simples que vimos na se¢ao anterior, o qual tem comportamento regular, este modelo da
origem & dois novos termos na equagao de movimento (a amplitude de forcamento e a
frequéncia da forca externa) que admite um grande niimero de orbitas desde periodicas
as cadticas, passando por varias caracteristicas, como o efeito de duplicacao do periodo,
como veremos. Seguiremos as referéncia [27], [28] e [31].

Anélogo ao que fizemos no caso do oscilador harmonico, podemos ajustar a equacao
de movimento do péndulo simples de modo a produzir a equagao do péndulo amortecido
e forgado:

0 + 286 + w?sen § = F, cos(wt). (5.48)

onde 28 = b/m ¢ o parametro de amortecimento, wi = g/l ¢ a frequéncia natural do
péndulo e Fj é a amplitude da for¢a externa.

Para mostrar os efeitos produzidos pelo movimento do péndulo amortecido e for-
cado, adotaremos a notacdo e os parametros vistos em [27|. Taylor (2005, [27]) con-
sidera uma amplitude para for¢a externa proporcional a yw32, com v variando. Desse

modo, podemos escrever a equagao (5.48) como:

0 + 260 + w2 sen § = yw? cos(wt). (5.49)
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Os parametros de Taylor em Cassical Mechanics sao definidos como w = 27, wy =
1.5bw = 31 e f = wy/4 e 7 variando. Com esses parametros é possivel mostrar uma
clara aproximagao do caos, o que é conhecido na literatura como rota do caos |27]. No
nosso caso, introduzimos o diferencial de analisar o movimento com a Transformada de
Fourier. Inicialmente testamos para pequenos valores da amplitude da forca externa.

A figura 5.39 mostra os resultados para v = 0.2.

1
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Figura 5.39: Deslocamento temporal de 6 para o péndulo amortecido e for¢ado, com
pequena amplitude da forca externa v = 0.2. As curvas correspondem a condicoes
iniciais distintas: 6(0) = 0 (azul) e (0) = —n/2 (vermelho). Para ambos os casos:
w =27, wy = 1.5w, B = we/4, H(0) = 0.

Podemos observar na figura 5.39 que logo ap6s o periodo transitorio as duas condi-
coes alcancam uma solucao peridédica que oscila com a mesma periodo da forca externa.
Caracteristica semelhante é observada quando aumentamos um pouco mais a ampli-
tude para um valor intermediario, v = 0.9. Para este valor, os resultados sao mostrados

na figura 5.40.
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Figura 5.40: Deslocamento temporal de 6 para o péndulo amortecido e forcado, com
amplitude da forca externa intermediaria, v = 0.9. As curvas correspondem a condigoes
iniciais distintas: 0(0) = 0 (azul) e #(0) = —7/2 (vermelho). Para ambos os casos:
w =27, wy = 1.5w, B = we/4, H(0) = 0.

3
2i '}’:02
S :
60
kb
5
_37 | | ] | | 1 ]
0.4 02 0 02 1
7]
20
10 -
6 0
10 -
20
-4

Figura 5.41: Trajetorias no espago de fase (6 x 9) para os movimentos representados nas
figuras 5.39 e 5.39. Para estes casos, independente das condi¢oes iniciais as trajetorias

exibem um tnico atrator. Isto nem sempre ocorre, como veremos.
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Aumentando um pouco mais a amplitude, v = 1.06, obtemos um comportamento
erratico até que se alcanca uma solucao peridédica que oscila com a mesma frequéncia
da forca externa. Contrariamente ao péndulo simples da se¢ao anterior, o péndulo
amortecido e forcado pode exibir mais de um atrator. Neste caso, duas condigoes
iniciais distintas podem convergir, depois do periodo transitorio, para solucoes distintas
como mostram as trajetérias da figura 5.43. A figura 5.42 mostra os resultados para

~v = 1.06 e condigoes iniciais distintas, conforme indicado.

16

tempo (s)

Figura 5.42: Movimento do péndulo amortecido e forcado para uma amplitude da forca
externa igual a 1.06 e duas condi¢oes iniciais distintas. Depois do regime transitorio

se alcanca solucoes distintas. As curvas correspondem as condigoes iniciais: 6(0) = 0

(azul) e #(0) = —7/2 (vermelho). Para ambos os casos: w = 27, wy = 1.5w, f = wp/4,
0(0) =0
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4 0 4 8 12 16 4 2 0 2 4
0 0

Figura 5.43: Trajetoria no espaco de fase (6 x ) para uma amplitude v = 1.06 e dados
da figura 5.42. Observe que neste caso as condi¢oes iniciais definem duas solugoes
distintas no espaco de fase.
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No estudo do péndulo caodtico, encontramos entre o regime linear e o surgimento
do caos o chamado fenémeno de duplicacao de periodo. Uma caracteristica marcante

deste fendomeno é o surgimento de subarmonicos. A figura 5.44 mostra os resultados

obtidos para uma amplitude v = 1.06 e o espectro para condi¢io inicial 6(0) = —m /2.
4 3
2 _— /\ | ﬂ ﬂ |'ﬂ'| ({\| fﬂl /”n\ f{\'l /’\ | I 8(0)= -2
|
il 1 'll'lll 'lll L 82r y=1.06
|||||||||||||'||'||'|||"||| = | P A
$0T\|||||||I|||I||I|| ||||I Q
| \Jll l\ BIR/RIRIRR | || Sk
2 —\d VA VR A i
4 i L0 ] |0 ] 0 : 3 ' l '
0 9 4 6 8 10 0 6.28 12 .56 18.84

tempo (s) Frequéncia (rad)

Figura 5.44: Deslocamento temporal de 6 (esquerda) para o péndulo amortecido e
forgado, com amplitude da forga externa v = 1.06 e seu espectro de frequéncia (direita).
Condicoes iniciais: 0(0) = —7/2, w = 27, wy = L.5w, f = we/4, 6(0) = 0. Observe
o surgimento de uma frequéncia duas vezes maior que a frequéncia da forca externa

(= 12.56).

Na figura 5.44 podemos notar um pico principal do espectro em 6.28 (= 2m) que
¢ a frequéncia de oscilacao da forca externa. Mas também podemos notar um pico
secundario em 12.56 (= 47) o que mostra a duplicagdo do periodo. Podem existir picos
secundarios triplicando ou quadruplicando a frequéncia fundamental.

Aumentando gradualmente a amplitude da forca externa pode-se observar o que é
conhecido na literatura como cascata de duplicacao do periodo. Podemos ter uma boa
nocao desse efeito usando a transformada de Fourier e observando o comportamento
no dominio da frequéncia.

A figura 5.45 mostra os resultados obtidos para as amplitudes v = 0.9, v = 1.06
e v = 1.078. Para v = 0.9 grafico mostra um s6 pico, isto é, se tem uma tnica
frequéncia de grande intensidade. Nos graficos seguintes aparecem alguns picos com
um espacamento de frequéncia cada vez menor entre eles. Um olhar atento, entretanto,
podemos ver que este espacamento se divide cada vez em 2, o que equivale a dizer que
o periodo se duplica sucessivamente. A figura 5.46 complementa este caso, onde o

grafico mostra um espectro de banda larga, evidenciando o tanto que o sistema se

torna caotico.
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Figura 5.45: Efeito cascata de duplicacao do periodo visto no espectro de frequéncia.

Observe que aumentando a amplitude da forca externa surgem novas frequéncias com

duas, trés vezes a frequéncia da forca externa. Na imagem superior, v = 0.9, obser-

vamos um pico caracteristico com a mesma frequéncia da forga externa, 27 (= 6.28).

Aumentando para v = 1.06 a amplitude, observamos outro pico caracteristico com

o dobro da frequéncia de forcamento (centro). Quando aumentamos vy para 1.078 o

espectro mostra picos com trés e quatro vezes a frequéncia da forca externa e varios

subarmonicos. Condigoes iniciais em todos os casos: 6(0)

B =wy/4, 0(0) = 0 e  variando conforme indicado.

— —7/2, w =27, wy = 1.5w,
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Quando aumentamos um pouco mais a amplitude, o movimento do péndulo torna-se
erratico se afastando cada vez mais de um movimento periédico, indicando o surgimento

do caos. A figura 5.46 ilustra esse comportamento para alguns valores de v conforme
indicado.

10 1o§
1k
1 =
1=1.094 =
0.1
)
S o1 T
2 =
= 3 001
£ g
< 2 o001
0.001 00001 &
1E005 L1 1 1 101 11111
00001 | | | | | | 1 | | | |
0 6 12 18 24 30 36 0 6 1; 18 24 30 36
Frequéncia requencia
10 10
! ¥Y=1.099 v=1.200
0.1
() g 1
B 001 E
3 3
£ 0.001 E
< 0.1
0.0001
1E-005
0.01 1
1E-006 !
0 6 12 18 24 30 36 U 1; 18 24 30 36
Frequéncia requencia

Figura 5.46: Transformada de Fourier no regime ca6tico. O sinal abrange muitos valores
de frequéncias, o que caracteriza o regime cadtico. Condigoes iniciais: 0(0) = —7/2,

w=2m, wy = 1.bw, B =wy/4, 0(0) = 0 e ~ variando conforme indicado.

A figura 5.46 mostra o espectro de frequéncia para alguns valores da amplitude
v, conforme indicado. Observe que para estes valores de v nao existem frequéncias
bem definidas para as oscilagoes, pois estas abrangem muitos valores do espectro o que
caracteriza o comportamento cadtico.

O movimento cadtico estd sempre associado a extrema sensibilidade a condicoes

iniciais. Ilustramos essa caracteristica com a simulacao vista na figura 5.47.
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Figura 5.47: Evolucao temporal do angulo 6 no regime cadtico, mostrando a sensibili-
dade a condicoes iniciais. Para v = 1.500 o movimento ¢ cadtico e nao perioédico, para
v = 1.503 o movimento é periddico, ainda que ilimitado. O espectro de v = 1.500
é caracteristico do movimento cadtico, enquanto que para v = 1.503 é caracteristico
de movimentos rotacionais. Condigoes iniciais: 6(0) = —7/2, w = 27, wy = 1.5w,

B =wy/4, 6(0) = 0 e ~ variando conforme indicado.

A figura 5.47 ilustra a sensibilidade as condigoes iniciais, onde o movimento pe-
riodico e cadtico ocorre em intervalos estreitos de . Para v = 1.500 o movimento é
cadtico, o que pode ser evidenciado pelo deslocamento temporal de 6 e pelo espectro
da transformada de Fourier. Ja para v = 1.503, isto é, uma variacao pequena da
amplitude, o movimento é periédico nao limitado. O espectro para v = 1.503 pode
ser comparado com a figura 5.37, que mostra o movimento periédico e ilimitado do
péndulo simples. Este efeito que acabamos de verificar é conhecido na literatura como
efeito borboleta (Butterfly Effect), por razdes historicas [31].

Cabe ressaltar que na figura 5.47 mostramos apenas uma parte do registro obtido na
integracao numeérica. Na realidade integramos as equacoes por um periodo de tempo
bem maior e nao encontramos qualquer alteracao no comportamento, que continua
caotico ou periddico até o final da integracdao. A figura 5.48 mostra o deslocamento
temporal de 6 no intervalo 60 a 500 segundos.
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Figura 5.48: Deslocamento temporal de € no regime caotico. Os painéis mostram
o deslocamento de 6 no intervalo de 60 a 500 segundos. Observe o comportamento
erratico para amplitude v = 1.500 que nunca se converte em um movimento periodico,
independente do tempo transcorrido. Ja para amplitude v = 1.503 o comportamento
periodico permanece inalterado. Condig¢oes iniciais: 0(0) = —7/2, w = 27, wy = 1.5w,
B = wy/4, 6(0) = 0, v = 1.500 (esquerda) e v = 1.503 (direita).
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5.4 O Piao Simétrico

Um piao simétrico consiste de um corpo rigido que tem os seus momentos de inércia
principais da forma I; = I, mas I1 # I3. Onde Iy, I, I3 sao os momentos principais
de inércia com relacao aos eixos principais de inércia. Quando I} = I, por exemplo,
dizemos que o corpo ¢ simétrico. Suponha que o corpo seja capaz de girar em torno de
um ponto fixo O do eixo de simetria, localizado a uma distancia h do centro de massa,

num campo gravitacional constante. Utilizamos as referéncias [14], [30] e [28].

A
Z
Z '

-
[
[
[
I
|
|
1
|
1
1

£ \ T

Figura 5.49: Ilustracao para um piao simétrico com um ponto fixo.

5.4.1 Angulos de Euler e Equacées de Euler

Usaremos o formalismo lagrangiano para modelagem do piao, tendo como coorde-
nadas generalizadas os angulos de Euler, ¢, 8,9. A convencao de Euler consiste em
realizar trés rotagOes sucessivas, cada uma delas servindo para definir um dos angu-
los de Euler, conforme ilustrado na figura 5.50. Consideramos dois sistemas de eixos
com mesma origem, um deles representa o sistema de referéncia fixo Oz'y/z’, denotado
por apostrofos, e outro fixo ao corpo rigido, no nosso caso o piao, com eixos OZyZ2.
Supomos que 0s seis eixos se encontrem inicialmente paralelos e, entao, determina-se
a forma de rotacionar o sistema de eixos do corpo rigido para que o mesmo assuma

qualquer orientacao possivel no espaco.
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Figura 5.50: Sequéncia de rotacdes convencionada por Fuler para obtencao dos angulos
de Euler, que leva um sistema de eixos em outro sistema orientado arbitrariamente.
Esquerda: Rotagao em torno do eixo Z = 2’ pela angulo ¢. Centro: Rota¢ao em torno

do eixo 7’ pelo angulo . Direita: Rotagdo em torno do eixo Z pelo angulo .

A associacao dos eixos do corpo rigido com relacao aos eixos fixos é feita da seguinte
maneira. Definimos no referencial fixo a direcdo vertical como sendo 2/, e o plano
horizontal como Oz'yy. Escolhemos entdao um dos eixos principais do corpo rigido
como Z para definir seu angulo # com relacao a vertical. Os outros dois eixos principais
do corpo definem o plano Ozy. Note que 6 também ¢é o angulo de inclinagdo entre esse
plano e a horizontal.

A linha de intersecao entre o plano Ozy do corpo rigido e o plano horizontal recebe o
nome de linha do nodos, com direcao representada pelo versor / na figura 5.50 (direita).
No sistema de eixos fixo, o angulo entre a linha dos nodos e &’ vale ¢. No sistema de
eixos principais do corpo rigido, o angulo entre a linha de nodos e & é 1. Isso define
as coordenadas de orientacao do corpo rigido.

O eixo de rotacao do corpo rigido em torno de si mesmo é o eixo Z, que recebe o
nome de rotacao propria (spin). A coordenada angular é dada pelo angulo ¢ e sua
velocidade angular é ¢, geralmente a maior de todas.

O angulo 6, que fornece a inclinacao entre o eixo de rotacao propria do corpo e a
direcao vertical, tem como eixo de rotacao a linha de nodos. A variacao dessa inclinagao
recebe o nome de nutacdo. A nutacao ocorre a uma velocidade 6 bem menor do que a
velocidade de rotagao propria.

A rotacao da linha de nodos no plano horizontal, descrita pelo angulo ¢, esta asso-
ciada ao movimento de precessao do corpo rigido em torno da direcao vertical, sendo

sua velocidade ¢ geralmente a mais lenta de todas.

Dada uma orientacao instantanea (¢, ,), entdo determina-se a rotagao instantd-
nea w(t) responsavel pela variacao das coordenadas no tempo. Os vetores velocidade
angular associados aos angulos de Euler, denotados como wg, wy € wy,, apontam, respec-
tivamente, os seguintes eixos de rota¢do: a vertical ('), a linha dos nodos (denotada

por é) e o eixo de rotacao propria () do corpo rigido, ou seja:
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we =0,  weg=00,  wy=12 (5.50)
De acordo com [14], as componentes da velocidade angular nos eixos principais do

corpo rigido relacionam-se aos angulos de Euler através das relagoes:

wy = ¢senfsent) + 6 cos,
wy = dsenf costp — fsenp, (5.51)
w, = ¢cosf + 1.
Na equagao (5.51), para as componentes de w foram tomados os eixos do corpo
(xyz) em relagao ao ponto de origem O, com momentos principais de inércia (I3, Iy, I3)

na mesma ordem. Assim, as equacgoes de Euler para o corpo rigido sao escritas como:

]1(,2};3 - (]2 - ]3)wywz = T (552)
[wa — (I3 — Il)wzwm = T3 (553)
IgO:)z — (Il — IQ)wxwy = 173 (554)

Por hipoétese consideramos o caso em que o piao gira livremente, sem sofrer in-
fluéncias externas, ou seja, 7, = 0. Como o torque é nulo em relagao ao centro de
massa exercido pelo peso do piao e levando em consideracao, ainda, o fato do piao ser

simétrico (I; = I5), as equagoes de Euler tornam-se:

]1(,2133 - (_[2 - ]3)&)wa =0 (555)
Igd)y - (]3 - Il)wzwx =0 (556)
I3, = 0 (5.57)

5.4.2 Lagrangiana e equacgoes de movimento

Podemos analisar o movimento do piao usando as equagoes de Lagrange e os angulos
de Euler como coordenadas generalizadas. Assumimos que o pido possui um ponto fixo
na origem. A energia cinética sobre o ponto fixo é puramente rotacional. Para um
piao simétrico, podemos escrevé-la em termos de rotacao sobre seus eixos principais de

inércia:

1 1

pois I} = Is.
Precisamos escrever o vetor velocidade angular em termo de suas componentes pelos

angulos de Euler. Por (5.51) a expressao para energia cinética fica,

1. 1 . 1 . i
T = 51192 + Ellng sen? f + 513(@0 + ¢ cosh)? (5.58)
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Assumimos que o centro de massa do pido estd a uma distancia h do ponto fixo.
Assim, a energia potencial é
V' =mgh cos 6 (5.59)

Agora podemos escrever a Lagrangiana:

1 .. 1 . 1 ..
L=T-V= 51192 + §Ilq§2 sen” 6 + 5[3(1# + ¢cosf)* — mgh cosd. (5.60)

onde os angulos de Euler 0, ¢ e 1 sdo nossas coordenadas generalizadas, ¢;. A primeira
observacao é que os angulos ¢ e ¥ nao participam da Lagrangiana, de modo que pela

equagao (5.3), temos

ov B
0g; B

para ambos ¢; = ¢ e q; = 1. Isto é, as variaveis ¢ e 1) sao ciclicas, logo os momentos

0

conjugados correspondentes sao as constantes de movimento py e py:

g—i = I5(¢) + pcos ) = Isw, = py = const. (5.61)
OL . o
8_(/5 = L1¢psen” 0 + I3 cos6(y) + ¢ cosb) = p, = const. (5.62)

Resolvendo esta tultima equacao para é, temos:

(pp — Isw, cos )

h = 5.63
¢ I, sen26 ( )
Agora, resolvendo (5.61) para v e usando (5.63), temos:
- (pp — I3w, cos )
o, — 0 64
v=w [ T een? 0 cos (5.64)

Vamos usar novamente a equacao de Euler-Lagrange tendo como coordenada gene-

ralizada o angulo 6. De (5.3) sabemos que:

d (0L oL
onde,
oL . Ol ., . Y
— = L¢ senfcosl + — | =I3(¢° + 2¢1 cos O + ¢~ cos* 6) | + mghsend
00 00 |2
oL . . .
20 = Ii¢p*sen @ cos 0 — Isprp sen ) — I30° sen 0 cos 0 + mgh sen 6
oL . .
50 = [I; — I3]¢” sen 6 cos 6 — I3¢1h sen O + mgh sen 6

E a derivada parcial de L com respeito a 6:
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oL _
00

d (0L ~
i () =

Assim a equagao (5.65) torna-se:

1,0

L0 — ¢?sen 6 cos O], — I3] + Isétp sen @ — mghsend = 0

rearranjando para 6 e usando (5.62), temos:

y — T 0)1>
0 = [(% 7 3w22(;os q sen 6 cos 0
1 sen

Iw, \ [ (pg — Isw, cosf)
I I, sen? 6

ok (5.66)
sen 6

} sen 6 +
1

Se conhecemos # como uma fungao do tempo, entdo podemos integrar (5.63) e (5.64)
para obter ¢ e 1) no tempo. Por sua vez, resolvendo a equacao diferencial de segunda

ordem (5.66) obtemos § como func¢ao do tempo.
A outra constante de movimento fundamental é a energia:
Lo o 1 .2
E=T+V = §Il(gz5 sen”d + 0%) + 5.73(@50056’4—1/1) + mgh cos 0

1 . : 1
= §Il(¢>2 sen® 0 + 6%) + 5]3&)3 + mgh cos 0 = const.

mas 0 termo,

Py 2
[;;wf =13 (—) = % — const.
I3 I3

Assim, a quantidade:

1. . .
E = 511(¢2 sen” 0 + 6%) + mgh cos 0

= g+ PP mghcost
também é constante.
Podemos escrever esta quantidade como:
E = %119'2 + Vs (6) (5.67)
onde,
V.r(0) = (ps — py cos0)° + mgh cos 6 (5.68)

21, sen? 0

¢ chamado de potencial efetivo.
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5.4.3 Precessao

Precessao é movimento através do angulo azimutal ¢. Por enquanto vamos ignorar
a nutacao, 6 = 0, e focar no angulo de inclinagao ¢, assumido constante, e a taxa
de precessao qﬁ Para obter a taxa de precessao, vamos usar o Método da Energia que
implica encontrar um ponto em que a energia total do sistema ¢é estacionéria em relacao
ao angulo 6, isto é:
oF

55 =0 (5.69)

Podemos fazer isso porque E ¢ uma quantidade conservada definida pelas condicoes
iniciais. A energia deve ser um valor estacionéario ou extremo igual a energia total do
sistema. Qualquer desvio em 6 do valor correto representa um erro na solucao que
afasta o valor estacionario. Isso fornece uma relacao matematica util para encontrar
propriedades fisicas importantes do sistema.

Uma vez que ignoramos a nutagao (apenas consideramos a precessio), eliminamos
as variaveis ¢ e ¢ em E e colocamos E em termos das invariantes, Dy € Dy, usando
(5.61) e (5.62):

@ N (pg — py cos 0)?
215 21, sen? 0

Tomando a derivada de E em relagao ao angulo de elevagao 6, produz:

E= + mgh cos 6. (5.70)

IE  (py — pycosO)py sen® § — sen O cos O(py — py cos 6)?
— = — mghsen6 71
00 I, sent 6 mghsen (5.71)

A relagao em (5.71) pode ser reorganizada agrupando os termos em p, — py cos b,

para obtermos:

cos 6 mghl, sen® 6
————(ps — ) — — 0)+ ——— =0. 5.72
posen?d (ps — py cos0)” — (py — py cos ) + - (5.72)
Usando a formula quadratica para resolver as raizes desta equacao, temos
2
Dy sen” 0 dmghl cos @
— o=— |1+, /1 ———7—]. 5.73
Pg — Py COS 5 oosd ( \/ 7 (5.73)

Se usarmos (5.63) em (5.73), podemos produzir uma expressao explicita para a taxa

de precessao em termos das invariantes e do angulo 6:

. Dy 4dmghly cos 6
=—|1+,/1l ——— | . 0.74
¢ 21, cos 6 ( \/ 28 (5:74)

Observe que, se |py| < v/4mghl cos, a precessao nao esta definida.
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A equacao quadratica produz duas solucbes: a assim chamada solucao de pre-

cessdo rapida e a precessdo lenta. Se a velocidade de rotacao for grande (isto é,

Py > V/Amghl, cos ) a taxa de precessdo rapida é:
y ~ Dy [3(*}2
Qbfast ~ =
Iicos@ I cosf

A taxa de precessao lenta é encontrada usando um argumento de aproximacao para

V1—:

Desse modo, encontramos

mgh  mgh
gbslow%_g_ J

Y4 B L’)wz

Observe que a taxa de precessao lenta nao depende do angulo de inclinacao 6. O

(5.75)

piao ird precessara a uma taxa exclusivamente com base na velocidade angular, w,, no
comprimento h do centro de massa ao ponto fixo e da atracao gravitacional no centro

de massa do piao.

5.4.4 Nutacao

A inclinacao do eixo do piao em relagao a vertical é medida pelo angulo 6. Nutagao
é 0 caso em que a inclinacao do angulo varia no tempo (9 # 0). Usando a expressao

para energia total, equagao (5.70):

2 2
Py (pp—pycost)? 1 . _
p= 21,6 lcosf =
21, ol senzf g1V tmgicost=cs

e o potencial efetivo, equacao (5.68), que tem o papel de funcao "energia potencial" que
p , equag » 4 pap G gla p q

fornece uma "forca de restauracao":

2 2
Py (py — py cosb)
e 0) = —
Vf( ) 2]3 2]1 sen2 0

os valores extremos de § podem ser encontrados resolvendo as raizes de £ — V.;(6) em

+ mgl cos 6.

6. Estes sao os pontos em 0 onde 0 desaparece (0 = 0: "angulo de giro"), isto é, os
extremos do angulo de nutagao:
(ps — pycos6)® D

Jol P gicos = .
5T sen?6 o mgl cos 0 (5.76)
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fazendo a substituicao u = cosf, os extremos de ¢ podem ser encontrados resolvendo

o seguinte polinémio ciibico:

2
p
{211 (E - 2—w> - P?b} + (2pppy — 2Limgl)u
3

2
Py 2 2 3 _
_{2[1 ( —2—[3) —|—pw}u +2[1mglu =0

ou ainda, usando as invariantes do momento angular (ps = ¢, py = Isws) visto anteri-

(5.77)

ormente e E = c3, temos:

fu) =av® +bu*> +cu+d=0 (5.78)
com
a = 2Iimgl
b = —wi(l?—115) —2I
willy = hil) = 2he, (5.79)
¢ = 2(cilz3ws — Iymgl)
d = 2[1 (CQ — %]3(,0%) — C%
Dividindo (5.78) por a, temos:
u? + aqu? + apu 4 a3 =0 (5.80)
onde
b c d
a1 = —, Oy = —, a3 = —. (581)
a a a
A equacao (5.80) pode ser resolvida introduzindo as variaveis auxiliares:
3oy — of Yoy — 273 — 2051)’
— 1 R= 5.82
A solucgao é determinada pelo sinal do discriminante:
D =Q*+ R%. (5.83)
Se D < 0, as raizes sao dadas por:
w = 2y/=Qcos (5) — ity
Uy = 2v/—Q cos (%B + %71’) — %al (5.84)
us = 2v/—Q cos (%ﬁ + %7‘(’) — %al
com R
cosff = — (5.85)

/— 03
De acordo com [21]|, como f(u) é um polindmio cibico em u, para que os trés

invariantes correspondam a um problema fisico real, deve-se ter f(u) > 0. Ou seja,
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duas raizes reais no intervalo [—1,1] deverdo existir, tal que f(u) > 0 no intervalo.
Assim, —1 < u < 1 e portanto, u; = cosf; e us = cos 0y, definem os limites de latitude,
entre os quais o piao oscilard. Obviamente quando as raizes ui,us sao coincidentes,
nao existe nutacao.

De acordo com [23] podemos aproximar os extremos de nuta¢ao pela seguinte for-

mula:

I 2mgh
— s
[3 [3(4)3

onde 6, é a condicao inicial. Assim, quanto maior a velocidade angular w,, menor seré

en 6. (5.86)

UL — Uy =

a nutagao.

5.4.5 Solucao numérica

Para implementacao da solugao numérica do piao utilizamos o método de Runge
Kutta de quarta ordem como nos casos anteriores. Resolvemos numericamente as
equagoes (5.63), (5.64) e (5.66):

(¢1 — I3w, cosf)
I, sen26

b=

(c1 — I3cos @)
I, sen? 6

@zwz—{ ]COSQ

. 7 2
0= [(Cl 7 SB:IJIZQ(;OSG)} sen § cos 0
1

Lw, \ [(c1 — Isw, cosB) mgl
—( I ) [ T sen? sen 0 + I sen ¢

Observe que a equagao (5.66) inclui apenas o angulo de Euler 6, portanto, é uma
equacao diferencial ordinaria de segunda ordem nao linear que pode ser integrada
separadamente. Posteriormente, integramos qb e 1/1, que podem ser integradas separa-

damente.

OBSERVACOES
1) A equagao (5.57) implica que w, = 0, o que significa que a componente w, é uma
constante. De modo que essa constante pode ser determinada pelas trés condicoes
iniciais (¢, 6o, 1)
W, = gz.ﬁo cos by + 1/'10 = const.
2) As constantes p, e c3 anteriores também podem ser completamente determinadas

pelas condicoes iniciais:

Py = ]@bo sen? 6, + Ig(éo cos By + 1/}0) cos b,
2 .
3 = Ezﬁ—fg—l—%—l—%h%—l—mglcos@
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5.4.6 Resultados

No primeiro teste, para efeito de comparagao, seguimos os dados apresentados em

[12]. O objetivo principal desse primeiro teste foi destacar os angulos de Euler cal-

culados numericamente. As condicOes iniciais e constantes sao apresentados na Ta-

bela (5.2).
Tabela 5.2: Pido Simétrico - Angulos de Euler
Tabela de parametros para obtencao dos angulos de Euler
I, | 1.0kgm? | m| 1.0kg || 6y | 0.95 rad | 6, 0.0
I [15kgm?| h| 01m | ¢o| 00 | 0.0
wy | 2.5rad/s | g | 9.8 m/s? || 1y 0.0 Yo | 2.5 rad/s
a) b)
1.1 8
- A A L
1.05 —/\ /\ /\ / /\ | 6 —
— | | \ [ 5 I~
g 1j \ // \'\ / "‘f / \/’ L4
D < L
0.95 |- \L/ Y / \J 2 - /
0_g_|\|||\I| oY A I T N o N N (S
0 2 4 6 8 10 0 20 40 60 80 100
t t
c)
L /i [ Y A '
4 12 16 20
t

Figura 5.51: Angulos de Euler com dados da Tabela 5.2. a) 6 x t; b) ¢ x t; ¢) 1 x t. Os

movimentos dos angulos ¢ e 1 sdo ciclicos e estao representados de zero a 27 (= 6.28)

no tempo.

A primeira observacao é que a principal condic¢ao inicial 8, = 0.95 rad, 6 = 0 esté

de acordo com um ponto de retorno de nutagao do corpo (u; = 0.95). O proximo ponto
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de retorno é calculado com precisao pela equagao (5.84). A solugao fornece 6; = 0.952

rad e 5 = 1.08 rad. Portando, prevé-se que o pido ird executar nutacao no intervalo
6 € [0.952,1.08] em radianos. A Fig. (5.51) a) esta de acordo com esses dados teoricos.

No proéximo teste vamos considerar um exemplo para termos uma ideia da ordem

de magnitude do movimento do pido. A Tabela (5.3) apresenta o estado inicial do pido,

assim como os parametros fixos, e a figura 5.52 apresenta os resultados numéricos.

Tabela 5.3: Piao Simétrico - Extremos de Nutagao

Tabela de parametros para verificacdo do extremos dos angulo de nutacao
I, | 0.00233 kg.m? | m 0.1 kg 0o | m/4 rad | 6, 0.0 rad /s
I | 0125 kgm? | h 0.15 m ¢o | 0.0rad | ¢ | 0.0 rad/s
wsy | 0.3136 rad/s | g 9.81 o | 0.0 rad | v | 0.3136 rad/s
c1 0.0273 py | 0.0392 kg-m?s™ || 6, | 0.785 | 6, 1.28

a) b)
26 8
195 |- 6 r, A~
- — E:EI fJ f:E E'H
=l =} ~
065 | 21 ’J p
0 - L1 o i S R = L
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
t t
c)
8

y(rad)

[=2]
I
e,
e

Figura 5.52: Angulos de Euler com parametros da Tabela 5.3. a) 8 x t; b) ¢ x t; ¢)

Y X t.
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Para encontrar os extremos do angulo 6 visitados pelo movimento de nutacao en-
contramos as raizes de (5.78). De acordo com nosso conjunto de condigdes iniciais,
encontramos duas raizes fisicas que dao os angulos 0.785 e 1.28 radianos. O que indica
que o pido oscila entre o angulo de inclina¢do de origem (partida) de /4 = 0.78 e 1.3.
A figura 5.52 a) esta de acordo com esses valores.

Pesce (Pesce, C.P. 2004 pg 132) apresenta as solugoes dos angulos de Euler em
termos de integrais elipticas e conclui que, como funcoes elipticas sao periodicas 9,@5,@[1
também serao periddicas no tempo. Verificamos esse fato fazendo uso da Transformada
de Fourier. Os dados foram baseados na Tabela 5.2 e os resultados sao mostrados nas
Figuras 5.53, 5.54 e 5.55.

0.5 =
B 01 &
025 — —
2 o001 L
S =
@ 0 i1 -
E 0001 &
025 — 00001 L
05 L1 | L1 | - L
1E-00"
0 2 4 6 8 10 ’ 0 5 1 8
1(s) Periodo (s)

Figura 5.53: 6 x t (esquerda); espectro de § mostrando o periodo (direita).

E
0.75 =
B 0.1 &
05 =
B £ o001 &
= =
= 025 | a -
ﬂE\_ 0.001 3
0 0.0001 ;
025 | | | 1 1 | | | P = | |
1E-005
0 2 4 6 8 10 0 5 4 5
t(s) Periodo (s)

Figura 5.54: ¢ x t (esquerda); espectro de ¢ mostrando o periodo (direita).



142

Aplicagoes
1
17
B 01
S o001
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0.0001
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1E-005
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6
f(s) Periodo (s)

Figura 5.55: ¢ x t (esquerda); espectro de ¥ mostrando o periodo (direita).

As Figuras 5.53, 5.54 e 5.55 mostram a caracteristica periodica de 6(t), ¢(t), 1(t)
com seus respectivos espectros.

Através da equagao (5.70) verificamos que a energia (E = T + V) é conservada,
além de testar a precisao da nossa integragao numeérica. Os resultados com base nos
dados da Tabela 5.2 sao mostrados na figura 5.56.

6
b | !
5 —
Energia Total
4 — Energia Potencial
Energia Cinética
Y
o
@3 —
=
L
2 —
e —
[ e e e e |
o | | | |
0 2 4 6 8 10

Figura 5.56: Gréfico da Energia com base na Tabela 5.2.

A seguir, mostramos na figura 5.57 o grafico da Energia Total com base na Ta-
bela 5.3.
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Energia Total
Energia Potencial
Energia Cinética

0.12 | —TT—
IETERFRERERERCAR TS
g TR,
0.04 [ U | U|U|N NHHH‘ UUUV#
\|H |H‘|\|HHHH‘| HM‘\”HH\—

| ||| i ” ||||| H|| I [ |“\ U |\||| “\ |i| “|| ||.||

Tempo

Figura 5.57: Gréfico da Energia com base na Tabela 5.3.

O préximo teste tem como objetivo avaliar o comportamento do periodo de nutacao
com relacao a velocidade de rotagao propria. Mais precisamente, vamos verificar o que
acontece se aumentarmos ou diminuirmos a rotacao propria inicial. Teremos como base

a tabela 5.4 a seguir.

Tabela 5.4: Tabela de parametros para testar a relacao entre o periodo de nutacao e
a velocidade de rotacao propria. O ntmero "J" referente a rotacao propria inicial seré
alterado como um parametro.

L 1.0kgm? | 6, | 7/6 || 6y | 0.0 rad
I 21 Yo J do | 0.0 rad
mgh | 0.2 Nm | ¢y | 0.0 rad

A figura 5.58 mostra os resultados obtido para uma rotagao propria inicial lp.(] =1.0
rad/s (J = 1.0 rad/s na Tabela 5.4 ). Podemos observar um periodo de aproxima-
damente 3.5 s. A seguir rodamos o programa para J = 1.5rad/s e mostramos os

resultados na figura 5.59.
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0.6 0.03
0.58 i
v L ooz
= |
< 056 £ L
g
i Z 001
0.52 : o o BT (T, R T |
a 10 20 30 o 2 4 8 8 10
t Periodo (s)

Figura 5.58: Angulo de nutacio 6 como funcio do tempo (esquerda) e o espectro da sua

transformada de Fourier, a esquerda, mostra o periodo de nutacao. A rotacao propria

inicial, neste caso, foi 1y = 1rad/s.

0.55 0.03
0.54 D 6.0
=
S = -
IS
0.53 c(0.01 -
0.52 I E— o I | T N | S A 'S0 |
0 10 20 30 0 9 4 5 8
t Periodo (s)

Figura 5.59: Angulo de nutacio 6 como funcio do tempo (esquerda) e o espectro da

transformada de Fourier, a4 esquerda, mostra o periodo de nutacao. A rotagdo propria

inicial, neste caso, foi ¥y = 1.5 rad/s.

O espectro da figura 5.59 mostra que o periodo foi reduzido para aproximadamente
2.2 segundos quando aumentamos a rotacao propria inicial para ¢0 = 1.5 rad/s. Ro-
damos os programas novamente aumentando J para 2 rad/s e 2.5 rad/s. Os resultados

sao mostrados na figura 5.60.
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0.54 0.01
0.535 H; & =
o
© 053 l = 0.005
: = L
i S
0.525 < n
0.52 — I ol A1l ¢ 1 v | 4 [ |
2 0 20 50 0 2 4 6 8 10
t Periodo (s)
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0535 0.005
0.53 o
=
(S ...a |
S
0.525 =
0.52 R S oLt bty bbb bulily
0 10 20 30 01 2 3 456 7 8 9 10
t Periodo (s)
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Figura 5.60: Angulo de nutacdo 6 como funcio do tempo ( superior a esquerda) e o
espectro da transformada de Fourier, a esquerda, mostra o periodo de nutacao para
J = 2 rad/s; inferior a esquerda mostra ¢ como fung¢ao do tempo acompanhado de sua

transformada de Fourier para J = 2.5 rad/s.

Podemos observar na figura 5.60 que, aumentando a rotagdo propria para 2 rad/s
e 2.5 rad/s, o periodo diminui para aproximadamente 1.55s e 1.25s, respectivamente.

Em seguida calculamos para valores de J menores que no caso inicial, isto, dimi-
nuimos a rotagao propria inicial tendo como referéncia o primeiro teste. Em outras
palavras, testamos para os valores J = 2/3, 1/2 e 2/5 rad/s. Os resultados sao mos-

trados na figura 5.61.
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Figura 5.61: Angulo de nutagao 6 como funcao do tempo e o respectivo espectro
mostrando o periodo de nutagdao para: J = 2/3 rad/s (superior); J = 1/2 rad/s
(centro) e J = 2/5 rad/s.

O resultado da figura 5.61 indica que diminuindo a rotagao propria o periodo de
nutagao aumenta. Da figura 5.58 a figura 5.61 podemos, entao, concluir: se a rotagao
propria for aumentada o periodo de nutacao diminui; ao passo que se a rotagao propria
for diminuida, o perfodo de nutacao aumenta. KEste fato ocorre devido a "rigidez

giroscopica" do pido que é proporcional a rotagao propria [21].



6 Conclusao

Neste trabalho foi apresentado aspectos tedricos e computacionais da Transformada
de Fourier, aplicada a sistemas periddicos em mecanica. O objetivo inicial deste tra-
balho foi aplicar a Transformada de Fourier na solu¢ao numérica de trés problemas

classicos da mecanica: o oscilador harmonico, o péndulo e o piao simétrico.

Para a solugao numérica, utilizamos o método de Runge-Kutta de 4* ordem, pois,
como vimos no capitulo 3, é o mais preciso e eficiente dentre aqueles que nos dispo-
mos a estudar neste trabalho. Em seguida, analisamos os resultados no dominio da

frequéncia com a FFT.

No caso do oscilador harmonico, que resolvemos analiticamente no Capitulo 2 para
efeito de comparacao, a solu¢ao numérica das equacoes diferenciais foram apresentadas
para os casos classicos: oscilador livre, com amortecimento e amortecido com forca-
mento externo periddico. Para o oscilador simples, sem amortecimento, fizemos variar a
amplitude em trés testes para comprovar o caso classico de que o periodo das oscilacoes
nao depende da amplitude. Essa constatacao, embora trivial no contexto do estudo
fisico em questao, apresenta precisao e simplicidade quando aplicamos a transformada
de Fourier nos resultados. Para o oscilador com amortecimento, resolvemos as equagoes
para os casos critico, subcritico e supercritico. Neste caso, ainda utilizando o amor-
tecimento, quando variamos o parametro [ desde valores << w até valores proximos
de w, pudemos constatar ao aplicar a transformada de Fourier que o espectro fornece
inicialmente o pico caracteristico, que vai se deformando a medida que aumentamos o
parametro de amortecimento. Essa relacao, portanto, indica que analisar movimentos
oscilatérios na presenca de amortecimentos por meio da Transformada de Fourier pode
ser uma opc¢ao alternativa, quando o intuito é estudar este tipo de parametro fisico. Ja
o caso do oscilador amortecido e forcado, verificamos que a presenca da forca externa
periddica produz efeitos importantes em fisica, como é o caso da ressonancia. A su-
perposicao das duas fungoes pode ser verificada facilmente por meio do espectro FFT.
Além disso, ao aplicarmos a transformada de Fourier nos resultados, onde variamos
a frequéncia da forca externa desde ws = 7 até wy = w, isto ¢é igual a frequéncia na-

tural do oscilador, constatamos claramente duas frequéncias inicialmente, que vao se

147
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sobrepondo até que, no caso onde ocorre ressonincia (w3 = w), tenhamos apenas uma
frequéncia que domina o sistema. Desse modo, a Transformada de Fourier mostra-se
mais uma vez uma ferramenta muito importante no estudo de sistemas onde ocorre

ressonancia.

Para o exemplo do péndulo, que ¢ modelado por uma equacao diferencial nao-linear,
estudamos o caso do péndulo simples e o péndulo amortecido e forcado periodicamente.
Neste caso a aplicagao de métodos numéricos na solucao das equacoes diferenciais é
essencial, uma vez que suas equagoes nao-lineares nao possuem solugao em termos
de funcoes elementares. Temos, entao, duas oportunidades: a primeira é estudar o
comportamento das solucoes no dominio da frequéncia por meio da transformada de
Fourier. E, oportunamente, pode-se comparar os resultados numéricos com os forneci-
dos por meio da teoria das fungoes elipticas, de acordo com [1].

No estudo do péndulo simples, isto é, sem amortecimento e forcamento externo, tes-
tamos inicialmente as solu¢oes numéricas para pequenas amplitudes. Isso nos permitiu
comparar com o caso do oscilador harmonico simples, onde a representacao no espaco
de fase mostrou-se comparativamente idéntica, de acordo com a teoria. Quando au-
mentamos a velocidade inicial e, consequentemente, a amplitude verificamos a mudanca
do comportamento periddico oscilatorio para o nao oscilatério. Neste caso, variamos
a velocidade inicial como um parametro e mantemos fixo os demais. Observamos que
nas proximidades de 2+/€, que ¢ o valor critico em questao, o espectro muda completa-
mente. Isto é, a variacao da velocidade inicial faz com que o espectro apresente varios
harmoénicos que aumentam drasticamente nas proximidades do valor critico até que no
limite apresente um espectro caodtico.

Para o péndulo amortecido e forcado, mostramos que sua equagao diferencial nao-
linear pode apresentar limite cadtico. A transformada de Fourier se mostrou uma
ferramenta poderosa no estudo desse modelo, como é o caso do efeito classico, embora
nao trivial, de duplicacao de periodo onde pudemos identificar com precisao este efeito.
Além disso, a FFT no regime cadtico apresenta um espectro classico de banda larga,
o que torna a identificagao de movimentos cadticos extremamente precisa quando se

estudo sinais por meio da FFT.

O modelo do piao simétrico, possui formalismo matematico um pouco mais com-
plexo, resolvemos numericamente as equagoes diferencias nao lineares como nos casos
anteriores e verificamos através da transformada de Fourier o carater peridédico do sis-
tema. Aqui, novamente os resultados podem ser comparados com os obtidos por meio
da teoria de funcoes elipticas. No estudo deste modelo, podemos destacar a relagao
da velocidade de rotacao propria e o periodo de nutacao. Testamos resultados para
um conjunto de parametros, onde variamos apenas a velocidade de rotacao propria.

Em seguida aplicamos a FF'T nos resultados numéricos de modo que pudemos concluir
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que: se aumentarmos a rotacao propria o periodo de nutacao diminui; ao passo que se
diminuirmos a rotacao propria, o periodo de nutacao aumenta. E novamente a trans-
formada de Fourier se mostrou uma ferramenta poderosa na investigagao de sistemas

dinamicos peri6dicos como este.

Obviamente a aplicabilidade da transformada de Fourier como estudamos nestes
modelos é meramente ilustrativo, nao se limitando suas possibilidades a essas aplica-
¢oes, mesmo no contexto desses modelos. Deixamos a cargo do leitor explorar novos
modelos, como por exemplo outras variagoes do piao com possibilidades de aplicagoes

em mecanica celeste.

De modo geral essa pesquisa foi importante ndo apenas para estudos relacionados
a transformada de Fourier e suas aplicagoes, mas também alcancou conhecimentos de
outras areas da ciéncia, como fisica e computacao, de modo a enriquecer ainda mais a

relevancia do tema.






Referéncias

[1]

2]

3]

4]

[5]

(6]

7]

8]

19]

[10]

[11]

BERGAMO, J.V.Z. Teoria de Funcgoes FElipticas e Aplicacoes em Solucoes de
Sistemas Periodicos em Mecdnica. Dissertagao de Mestrado. UNESP, Rio Claro,
2018.

BOYCE, W. E.; DiPrima, R. C. Fquag¢oes Diferenciais Elementares e Problemas
de Valores de Contorno. 7* edicao, Livros Técnicos e Cientificos Editora S.A., Rio
de Janeiro, 2000.

BRIGHAM, E. O. The Fast Fourier Transform. USA: Prentice-Hall, Inc., New
Jersey, 1974. 230p.

CALLEGARI, N.; YOKOYAMA, T. Numerical exploration of resonant dynamics
in the system of saturnion major satellites. Planetary and Space Science, 58:1906—
1921, 2010.

DOERING, C. I.; LOPES, A. O. Equacgoes Diferenciais Ordindrias. Col. mate-

matica iniversitaria. IMPA, Rio de Janeiro, 2014.

BASSANEZI, R.C.; Ferreira Jr., W. Fquacoes Diferenciais com Aplicacoes. Edi-
tora Harbra Ltda, Sao Paulo, 1988.

FEYNNAN, R. P.; LEIGHTON, R.B.; SANDS, M. Li¢oes de fisica de Feynman.
Vol. I, 2* edicao - Traducao: Adriana Valio Roque da Silva, Bookman, Porto
Alegre, 2008.

FIGUEIREDO, D. G. Andlise de Fourier e Equacoes diferenciais parciais. IMPA,
Rio de Janeiro, 2014.

FIGUEIREDO, D. G.; NEVES, A. F. Fquacoes Diferenciais Aplicadas. Col.

matematica universitaria. IMPA, Rio de Janeiro, 2015.

GUIDORIZZI, H. L. Um curso de Cdlculo. - Vol. 3. 5* edicao, Livros Técnicos e
Cientificos Editora S.A., Rio de Janeiro, 2002.

GUIDORIZZI, H. L. Um curso de Cdlculo. Vol. 4. 5* edigao, Livros Técnicos e
Cientificos Editora S.A., Rio de Janeiro, 2002.

151



152

Referéncias

[12]

[13]
[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

20]

21]

22]

23]

[24]

[25]

[26]

HASBUN, J. E. Computation in classical mechanics. Disponivel em <http:
//www.opensourcephysics.org/CPC/posters/hasbun_poster.pdf>. Acessado
em 26/12/2016.

HAYKIN, S.; VEEN, B.V. . Sinais e Sistemas. Bookman, 2001.
LEMOS, N. A. Mecinica Analitica. 2% edicao, Livraria da Fisica, Sao Paulo, 2007.

LIMA, E. L. Espacos Métricos. 4* edicao, IMPA, Col. Proj. Euclides, Rio de
Janeiro, 2011.

LIMA, E. L. Andlise Real: Funcoes de uma Varidvel, volume 1. IMPA, Rio de
Janeiro, 11 edition, 2012.

LIMA, E. L. Curso de Andlise, volume 1. 14* edicao, IMPA, Col. Proj. Euclides,
Rio de Janeiro, 2012.

LOURENCO, E.J. Transformada de Fourier: Teoria como base para Aplicacoes
em Mecanica Celeste. Dissertacao de Mestrado. UNESP, Rio Claro, 2014.

NECHYBA, M. C. The DFT and the Fast Fourier Transform (FFT). Dis-
ponivel em <https://mil.ufl.edu/nechyba/www/__eel3135.52003/lectures.
html>. 2003. Acessado em 1 fev. 2017.

OPPENHEIM, A. V.; WILLSKY, A. S. Sinais e Sistemas. Bookman, 2001.

PESCE, C. P. Dindmica dos Corpos Rigidos - Monografia (texto diddtico). De-
partamento de Engenharia Mecanica - Escola Politécnica da Universidade de Sao
Paulo, Sao Paulo, 2004.

PRESS, W. H., et al. Numerical Recipes in Fortran 77: The Art of Scientific
Computting. Cambridge University Press, New York, USA, 1996.

PROVATIDIS, C. G. Revisiting the spinning top. Int. J. Material and Mechanical
Engineering, 1:71-88, 2012.

SANTOS, R.J. Introducio As Equacées Diferenciais Ordindrias. Imprensa Uni-
versitaria da UFMG, Belo Horizonte, 2011.

SOTOMAYOR, J. Equacées Diferenciais Ordindrias, volume 4. Editora Livraria
da Fisica, Col. Textos Universitarios do IME - USP, Sao Paulo, 2011.

SUZUKI, M.; SUZUKI, 1. S. Physics of Simple Pendulum: a case study of
nonlinear dynamics. Binghamton University, 2009. Disponivel em <http://
www.binghamton.edu/physics/docs/physics-of-simple-pendulum-9-15-08.
pdf>. Acessado em 08/12/2016.



Referéncias 153

[27] TAYLOR, JOHN R. Classical Mechanics. 2nd, Univ Science Books, Herndon,
USA, 2005.

[28] THORNTON, S.T.; MARION, J. B. Classical Dynamics of Particles and Systems.
5* edigao, Thomson Learn - ing Inc. - Brooks/Cole, Pacific Grove CA, 2004.

[29] TOLSTOV, G. P. Fourier Series. USA: Dover Publications, Inc., New York, 1976.

[30] VILLAR, Alessandro S. Notas de Aula de Mecanica Cléssica. Disponivel em
<http://fep.if .usp.br/~villar/2015mecanical/mecclassica.pdf>. Aces-
sado em 8,/12/2016.

[31] YDRI, B. Computational Physics: An Introtuction to Monte Carlo Simulations
of Matriz Field Theory. World Scientific, London, UK, 2016.

[32] Zill, D. G.; Cullen, M. R. . Equagdes Diferenciais - Vol. 2. Pearson Makron Books,
Sao Paulo, 2001.






A Complementos do Capitulo 2

A.1 Existéncia e Unicidade de Solucoes

Defini¢ao A.1. (Condicao de Lipschitz) Uma aplicagio f: Q C RxR"™ — R™ chama-
se Lipschitziana em §Q relativamente a sequnda varidvel ou, simplesmente, Lipschitzi-

ana, se existe uma constante k tal que

para todo (t,y), (t,x) € Q. A constante k é chamada de constante de Lipschitz de f.

Lema A.1. (Lema da Contrac¢io) Sejam (X, d) um espa¢o métrico completo e F .
X — X uma contragao, isto é, d(F(z), F(y)) < kd(z,y), 0 < k < 1. Ezistem um
inico ponto fizo p, para F, isto é, F(p) = p. Mais ainda, p é um atrator de F, isto €,
F"(z) — p quando n — oo, para todo x € X. F"(x) é definido por F(F" ! (x)).

Demonstragao. Veja [25] O
Corolario A.1.

Seja X um espaco métrico completo. Se F': X — X é continua e, para algum m, F™ é
uma contragao, entao existe um tnico ponto p fixo para F. Mais ainda, p é um atrator
de F.

Demonstracao. Seja p um ponto fixo atrator de F™ dado pelo Lema da Contragao
(lema A.1). Seja n =mk+ 1 com 0 <! < m. Dado x € X, como p é atrator de F'™,
temos (uma vez que {F'(x)},0 <1 < m, é finito) [F™]*(F'(z)) — p, quando k — oo,
Da relagao F™(x) = [F™]*(F!(x)) e do fato que quando n — oo tem-se k — oo, segue-se
que F"(x) — p, quando n — oo, isto é, p é um atrator de F'. Provemos que F'(p) = p.

Com efeito,

p =lim F"(F(p)) = lim F"* (p) = lim F(F"(p)) = F(lim F"(p)) = F(p).

155
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Teorema A.l. (Teorema de Picard)

Seja f uma funcao continua e Lipschitziana com relacao a sequnda varidvel em () =
I, x By, onde 1, = {t;|t —to| < a}, By = {y;|ly — yo| < b}. Se|f| < M em Q, entio
existe uma unica solucao de

{ v = fty),

y(to) = o

Demonstracao. Seja X = € (1., By) 0 espago métrico completo das fungdes continuas
@ : 1, — By, com a métrica

d(1,p2) = Sup l1(t) — 2(t)]-

Para ¢ € X, seja F(p) : I, — E definida por

F(p —3/0+/f390 t € Io.
Assim a correspondéncia ¢ — F(¢) define uma F' com as seguintes propriedades:
(1) F(X) C X,
(2) F™ é uma contragdo, para n suficientemente grande.

Ou seja, F': X — X é uma funcgao tal que F™ é uma contracao.
De fato, para todo t € I,

[F'(0)(t) — vo| = < Ma <b.

/t:f(s,w(s))ds

Isto prova (1). Quanto a (2), para todo par ¢, @2 € X e todo n > 0,

00— e 0] < T iy ), e, (¥

Onde K ¢é a constante de Lipschitz de f. Podemos verificar essa desigualdade por

inducao em n. Para n = 0 ela é 6bvia. Suponhamos que é valida para k. Entao,
[FM o) (1) = FE o) (0)] = [F(F"(01))(1) — F(F*(02))(t)]

< / (s FHo)(5)) — F(s F*(102)(5))[ds

<|[ KIP o0 - Pl
/to wd(%’@ﬂds

Portanto, d(F™ (1), F"(¢2)) < E2%d(¢1, ¢2) e, para n grande, K"a™/n! < 1, pois
este é o termo geral da série cuja soma é eX®, donde F™ é uma contracdo em X. Pelo

Kk+1|t _ t0|k+1

=K RENCES] d(1.¢2)

corolario do Lema da Contracgdo, existe uma unica ¢ € X tal que F(p) = ¢. De fato,

o ponto fixo ¢ é de classe C! e isto completa a prova do Teorema de Picard. O
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Corolario A.2.

Seja €2 aberto em R x E e seja f : Q — E continua com D, f também continua. Para
todo ponto (to,yo) em 2 existe uma vizinhanga V' = I(tg) X B(yo) tal que v = f(t,y),
y(to) = yo, tem uma tnica solu¢ao em I(ty). Além disso, o grafico dessa solugao esta

contido em V.
Demonstracao. Veja |25] O
Proposicao A.1.

Seja f continua e Lipschitziana em Q = [a, b] x E. Entao, para todo (tg,yo) € €2 existe

uma unica solugao de (2.2) em I = [a, b]

Demonstracao. :
Vamos considerar X = € (I,E) e F' : X — X definida como na demonstracio do

Teorema A.1l .
m@m:%+[f@ﬂwm

F tem um tnico ponto fixo pois, para n grande, F™ é uma contracao. Basta observar

que a desigualdade (x) da demonstragdo do Teorema A.1 é verificada. ]

Exemplo A.1. (Equagbes lineares de primeira Ordem)

Sejam a(t) e b(t) fun¢des continuas em um intervalo real 1. A equagao da forma

% +a(t)y = b(t) (A1)

é dita linear. O nome linear decorre do fato das operagoes efetuadas em y(t),
d
— +a(t t
4 a]vto
serem lineares:

i a0t o) =a | a0)] 5 a0

com « e [ nimeros reais.

Uma vez definida a equacao diferencial linear, doravante definiremos uma funcao
auxiliar ndo nula, p(t), continua em um intervalo real de modo que ao multiplicarmos

a equacdo (A.1) por essa funcdo nos forneca:

p(0 4 pt)alt)y = (D)D) (A2)
Uma funcdo com essa propriedade é chamada de fator integrante da equacgao li-
near [24] e seréa utilizado como recurso para a solu¢ao analitica da equagao diferencial.
Seja
/L(t) _ efa(t)dt
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vamos mostrar que e/ *®% ¢ um fator integrante da equacao linear (A.1)

Observe inicialmente que

d d
T _ efalyar & ( / a(t)dt) = el Wty (1) = pu(t)al(t) (A.3)
dt dt
Desse modo, multiplicando-se (A.1) por u(t), obtemos
dy
)= + ult)a(t)y = u(t)b(?) (A4)
mas como por (A.3), u(t)a(t) = ‘fl—’t‘, entdo (A.4) por ser escrito como
dy dup
t)— + —y = p(t)b(t). A.
wlt) = + —ry = u()b(t) (A.5)

mas o lado esquerdo dessa equacao ¢ a derivada de um produto o que faz com que ela

possa ser escrita como

d
2 (@)y(t) = u()b(t) (A.6)
A equagao (A.6) por ser resolvida integrando ambos os lados em ¢. Assim, a solugao
geral de (A.6) ¢ dada por

u()y(t) = / u(t)b(t) + c.

Como u(t) # 0, para todo t € R, dividindo a equacgao anterior por u(t) obtemos a
solugdo geral de (A.1), dada por

y(t) = ﬁ ( / H(b()dt + c) (A7)

onde ¢, novamente, € uma constante que depende das condicoes iniciais.

A.2 Sistemas e equacoes diferencias de ordem supe-
rior

Sejam [E;, E,,...,E,, espacos euclidianos em {2 um subconjunto de R x E, onde
E=[E; xEs; x..x[E,. Sejam f; : Q@ — [E;, 2 = 1,...m, funcdes continuas. Uma familia
{¢1,..-;om}, onde cada ¢; : I — E;, i = 1,...,m, é uma funcdo diferenciavel de um

intervalo I em E;, chama-se solucao do sistema de equacoes diferenciais ordindrias

( dyl
AN o U)s
dt fl( y Y1, Y2, -, Y )
dyo
T = ta ) y ey Ym
di fa(t,y1, 9o Ym) (A.8)
dymm
-, = m t7 y Y25 -5 Ym
Tt fm(t, 41,92 Ym)
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no intervalo I, se:

(i) para todo t € I, (t,¢(t)) = (L, ¢1(t), ..., om(t) € Q);
(ii) paratodoi=1,2,...m

dep
dtl (t) = fl(t7(pl(t)7()02(t)7 cey Spm(t))v
para todo t € I.

O sistema (A.8), que podemos denotar abreviadamente por

yngZ(tuyhyQ;'“?ym)? i = 1""’m’ (A87)

em notacao vetorial é equivalente a equacgao diferencial ordinaria

y = f(ty), (A.9)

onde f = (f1, fo, o, fm) : Q@ = E=[E; x--- X E,,. Ou seja, uma familia (¢4, ..., om)
de fungoes é solugao de (A.8) em I se, e somente se, ¢ = (1, .., @ : I — E) & solugao
de (A.9) em I.

O Problema de Cauchy para sistemas de equagoes da forma (A.8) se da do seguinte
modo: sejam o, Y10, ---, Ym,o tais que (o, Y10, .-, Ymo) estejam em 2, devemos encontrar
uma solugao {¢1, ..., o} de (A.8) num intervalo I que contém ¢, tal que ;(to) = yio
para todo 7.

Podemos escrever abreviadamente como

y; - fl(t7 Y1, Y25 -+ ym)7 yl(t(]) = Yi0 (AlO)

que é equivalente ao problema de Cauchy

v = f(t,y),  ylto) = o (A.11)

Para a equagdo (A.9), onde yo = (y1,0,-.-,Ymo) € levando em consideracdo que a
fungao f em (A.9) é, respectivamente, continua, Lipschitziana com constante de Lips-
chitz K, diferencidvel em relacao a segunda variavel, etc, se, somente se, cada f; de
(A.8) também é do mesmo tipo, temos que todos os teoremas de existéncia, unicidade
anteriores sdo validos para solu¢ao da equacgao (A.8).

Definicao A.2. Sejam Q um aberto de R x E™, onde E € um espaco euclidiano e
f:Q — E uma funcao continua. Uma funcao ¢ : I — E, de classe C™, definida num
intervalo, chama-se solugao da equacao diferencial ordindria de ordem m

d™y

dt_m = f(tv y7y/7y”7 '”’y(m—l)) (Alz)
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em I, se:
(i) paratodot €I, (t,0(t), ¢ (t), ..., V(t)) € Q

(ii) para todo t € I,

dtm

A equagao (A.12) também é denotada por

y " = ft oy sy Y) (A12)
e é equivalente ao sistema

Y=y, =12 ...,m—1
U =t 91,92, Yim) (A.13)
yi(to) =y

Ou seja, se uma funcio ¢ ¢ solucdo de (A.12), entdo {¢, ¢, ¢", ..., D} é uma
solugdo de (A.13); e se (1, @2, ..., ) € uma solucao de (A.13), entdo ¢ = ¢ € solugdo
de (A.12), isto &, ¢ é de classe C™ e satisfaz (i) e (i7) acima.

O Problema de Cauchy para a equacio (A.12) formula-se do seguinte modo: seja

m—1

um ponto (o, ¥, Ys, - ys' ) € Q, encontrar uma solucao ¢ de (A.12) definida num

intervalo I que contém o ponto ty e satisfaz a condicao

e(to) =40, @' (to) =Yg @™ D(to) =yt

que podemos escrever abreviadamente

y(m) = f(t,y,v, ...,y(m_l)), y(i)(to) = yé, i=0,1,....m— 1. (A.14)

Este problema é equivalente ao seguinte problema de Cauchy para sistemas de
equagao

(A.15)

yho= Y1, wilte) =y, i=1,2,...,m,
y':n = f(t7y17---,ym), T=1,2,...,m—1.

Desse modo, as questdes relativas a existéncia, unicidade e solugbes de (A.12) se
reduzem a questdes similares para sistemas como (A.13) e, assim, equagdes do tipo
(2.1). Em particular, todos os resultados relativos a estas questdes vistos anteriormente
sao validos para equagoes de ordem m qualquer.

O que vimos acima nos permite afirmar que resolver uma Equacgao Diferencial Ordi-
naria de ordem m, equivale a resolver um sistema de m Equacoes Diferencial Ordinaria

de primeira ordem.
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A.3 Equacoes Lineares de Segunda Ordem

Sejam p,q, f(a,b) — R fungoes continuas definidas num intervalo aberto (a,b), o
qual pode ser a semireta ¢t > 0 ou toda a reta —oo < t < oo. Considere a equacao

linear de 22 ordem

B(t) + p(t)i(t) + q(t)x(t) = f(t) (A.16)
ou de modo mais compacto
T+ pt+qr=f. (A.17)

A seguir iremos estudar as questdes relativas a solugio geral de (A.16) e & solugdo

do problema de valor inicial para (A.16)
ZL‘(t()) = Xy, Z(](to) = Vo (A18)

onde ty € (a,b) e g, vy sdo dados.

Para este P.V.I. temos o seguinte resultado de existéncia e unicidade

Teorema A.2. Se p, q e f sao fungoes continuas em (a,b), entdo o problema de valor

inicial (A.18) tem uma, e somente uma, solugdao definida em todo o intervalo (a,b).

Demonstracao. A estratégia é transformar a equacao num sistema da seguinte forma
x1(t) = x(t) xo(t) = x(t). (A.19)

Desse modo, obtemos o sistema

{”3_1 - (A.20)

Zo —qr1 — pra + f

com a condi¢ao inicial

{xl(o) - (A.21)

$2(0) = .
A conclusao segue dos resultados das secoes A.1 e A.2 m
Considere, agora, a equagao homogénea
Z+pt+qr =0. (A.22)

Pelo teorema acima os problemas de valor inicial para (A.22) com cada um dos

conjuntos de dados iniciais abaixo tém uma tnica solugao:

onde ty € (a,b). Seja @y : (a,b) — R a solugao do P.V.I. (A.23) para equacgao (A.22) e
seja Py : (a,b) — R a solucao do P.V.I. (A.24) para equagao (A.22). Nessas condigoes,

temos:
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a) qualquer funcao da forma
q)(t) = Oélq)l(t) + Oég@g(t) (A25)
onde oy e ay sdo constantes arbitréarias, é solu¢ao da equagao diferencial (A.22).

Isso é precisamente a linearidade da equagao (A.22) implicando que qualquer combi-
nacao linear de suas solucoes é também uma solucao. Essa propriedade no contexto
dos livros aplicados é conhecida como principio da superposicao.

A reciproca da afirmagao a) acima é também valida:

b) qualquer solugao de (A.22) é da forma (A.25) para a; e ay escolhidos convenien-

temente.

Prova. Seja ® uma solucdo de (A.22), e tome a; = ®(ty) e ay = d(ty). Entdo po-
demos verificar que a funcao ¢ = ® — ;P — apPs é solucao de (A.22) e Y(tg) =0 e

¥(ty) = 0. Logo, pelo Teorema A.2 acima ¢ (t) = 0, o que demonstra a assertiva acima.

Concluimos que (A.25) é uma solucdo geral de (A.22). No entanto podem existir

solugoes de outra forma. Vamos introduzir a seguir a no¢ao de independéncia linear.
Definicao A.3.

(i) Duas fungoes ®1, @5 : (a,b) — R sdo linearmente dependentes (1.d.) se existe uma
constante k tal que ®y = k®y, para todo t € (a,b). (ii) Duas fungoes (P; e ®y) sdo

linearmente independente (1.i.) se a condigao
a1Py(t) + ax®y(t) =0, para todo te (a,b), (A.26)

implicar que a; = ay = 0. E claro que se as funcoes &, e P, sao [.1. se elas nao forem
[.d. Enunciamos a condic¢ao (ii) pois ela se estende naturalmente para o caso de mais
de duas funcoes.

Essa nogao de dependéncia (ou independéncia) para fungées diferenciaveis pode ser
ligada com o determinante Wronskiano.

Defini¢ao A.4. Dadas duas fungées diferencidveis ¢y, ¢o : (a,b) — R, o determinante

¢1(t)  ¢2(t)
Wign, ¢2)(t) = ‘ ‘ (A.27)
¢1(t)  pa(t)

é chamado o Wronskiano das funcoes ¢, e ¢,.

Proposicao A.2. : Sejam ¢y, ¢o: (a,b) — R duas funcgoes diferencidveis cujo Wrons-

kiano é diferente de zero em um ponto ty € (a,b). Entdo, ¢1 e ¢ sao l.i.
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Demonstracao. : Suponha por contradicao que ¢ e ¢, sejam [.d.. Entao, existe cons-

tantes aq, as pelo menos uma delas diferente de zero, tais que

a101(t) + anpa(t) =0, Vte(a,b). (A.28)
Dai, derivando obtemos

11 (t) + aagn(t) =0 VYt e (a,b). (A.29)
Em particular, para t = t; temos o sistema

a1 (t) + aaga(t) = 0
(A.30)

Oélqgl(t)+052é2(t) = 0

cujo determinante é exatamente W oy, do](to), o qual é diferente de zero por hipotese.

Consequentemente a; = ap = 0, 0 que é uma contradicao. O
A reciproca da Proposicao A.2, no entanto, é falsa como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo A.2. As fungoes ¢; = t3 e ¢y = |t|? sdo [.i.; é imediato que seu Wronskiano

¢ zero.

Entretanto podemos garantir que a reciproca seja verdadeira se nds restringirmos

a classe das solugoes da equagao (A.22). Consideremos o seguinte resultado.

Teorema A.3. Sejam ¢y € ¢g solucoes de (A.22). Entdo, elas sdo Li. se e somente seu
Wronskiano € diferente de zero em um ponto tg € (a,b). Além disso, se o Wronskiano
for diferente de zero em um ponto ty, entao ele é diferente de zero em todos os demais

pontos de (a,b).
Demonstragao. Veja [9]. O

Teorema A.4. Sejam ¢1 € ¢o : (a,b) — R duas solugdes de (A.22). Entao
W(t) = W(tg)e™ Ho?® (A.31)
onde ty € (a,b), e estamos usando a notagao W(t) = Wipy, ¢a.

Demonstracao. Derivando a expressao:

W(t) = (A.32)

obtemos
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d1(t) a(t) ¢1(t) ¢a(t)
Wi(t) = + (A.33)

$1(t) éa(t) $1(t) ¢a(t)
Usando as propriedades de determinantes e o fato que ¢; e ¢, satisfazem a equacao
(A.22), obtemos

W(t) = —p(t)W (1), (A.34)

que é uma equagao linear de primeira ordem, visto anteriormente. A solugao de (A.34)

é dada pela expressao (A.31), onde ¢y € um ponto qualquer em (a,b). ]

Vejamos agora um importante resultado que mostra o que a independéncia linear

pode fazer pela questao de solugao geral.

Teorema A.5. Sejam 11, 15 : (a,b) — R duas solugdes l.i. de (A.22). Entao, qualquer
solugdo ¢ de (A.22) é da forma

¢ = authr + aoths (A.35)
com o € ag constantes escolhidas convenientemente.

Demonstracao. : Escolha ty € (a,b) fixo e considere o sistema

a1?/f1(to)+&2@42(t0) = Q?(tO)
a1¥1(to) + aaa(te) = o(t).

Como o determinante desse sistema é o Wronskiano de 17 e ¥y em ¢y, o qual é diferente
de zero, (pois ¥y e 1 sdo l.i.) concluimos que oy e s estao determinados de modo
unico. Agora considere a funcao

o(t) = arhr(t) + cathe(?), (A.36)

a qual é solucao de (A.22) e como o(ty) = ¢(tg) e o(to) = ¢(to), 0 teorema de existéncia

e unicidade [Teorema A.2| nos diz que o = ¢. O

Em virtude desse resultado, vemos que se determinamos um par qualquer 1, e s,
de solugoes 1.i. de (A.22) entdao a solucao geral de (A.22) esta obtida e é dada por
(A.35).



