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ABSTRACT

The aim of this work is to analyse techniques to the

interpolates construction, associate to explicit and embedded

pairs of Runge-Kutta method . Such techniques permit the
determination to the exact solution of the initial value problem
not only at the end of each integration step, but also in
internal points to this step. Associated to each one of these
tecniques we tried to show a procedure which allow to estimate
the local approaching error, whose order will be always

equivalent to the Runge-Kutta one used.

O objetivo desse trabalho é abordar técnicas para a
construgcao de interpolantes, associados a pares de métodos de
Runge-Kutta explicitos e embutidos. Tais técnicas possibilitam
a determinagcao de aproximantes para a solugdo exata do problema
valor inicial nao somente ao final de cada passo de integracao,
mas também em pontos internos a esse passo. Associado a cada uma
dessas técnicas, procuramos mostrar um procedimento que permita
estimar o erro local da aproximante, cuja ordem sera sempre

equivalente a do método de Runge-Kutta utilizado.
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INTRODUCAO

Uma linha de pesquisa que ocupa um papel de destaque na
Analise Numérica é a da investigagao de modelos discretos que bem
representem modelos matematicos continuos que de alguma forma
traduzam um problema concreto, especialmente nas areas de fisica,
quimica, biologia e engenharia.

Uma grande quantidade desses modelos, sdo o que a literatura
define como problemas de valor inicial para equacgdes diferenciais

ordinarias (p.v.i.) explicitados na forma:
y (z)=£ (%, ¥ (%))

y(a) =y, para x € [a,b]

Apesar de sua importancia, nem sempre é possivel explicitar

sua solugao y (), muito embora se verifiquem todas as hipdteses que
garantam a existéncia e unicidade da solugdo. Isto torna bastante
interessante a tentativa de uma aproximagdo para a solugao do
p.v.i, em pontos do intervalo de sua existéncia.

Este trabalho tem como objetivo apresentar técnicas para a
construgcao de interpolantes, associadas a métodos de Runge-Kutta
explicitos, possibilitando, assim, a obtengdo de um aproximante néo
apenas ao final do passo de integragdo, mas também em pontos
internos ao passo. Ainda, tais técnicas interpolatdrias permitem
determinar uma estimativa para o erro local.

No capitulo I, apresentamos resultados basicos relacionados

A
AVAYEY

Vi
cm 1 2 3 4 5 6 7 unespw.l 12 13 14 15 16 17

18



com a existéncia e unicidade da solugdo do problema valor inicial,

o desenvolvimento de fungdes de duas variaveis em série de Taylor,
além de abordarmos os problemOas de interpolacdao de Hermite e de

Hermite-Birkoff.

No capitulo II, sao apresentados conceitos basicos relativos
aos métodos de Runge-Kutta, bem como as condicdes para a
construcao de um método de Runge-Kutta com ordem 5, utilizando-se
0 que a literatura denomina de condigdes de simplificagao.

No capitulo 1I1I, abordamos uma técnica desenvolvida por
(Horn-1983], que permite determinar apro:imantes em pontos x=:x,+ch,
0€(0,1] internos ao passo de integragao, e ainda consideramos o

controle do erro local.

No capitulo IV, consideramos um método de Runge-Kutta

explicito com ordem p e usando da possibilidade de determinar

apro:imagdes internas ao passo de integrag¢do com a mesma ordem p do
método considerado, analisamos a construg¢do através do polindmio
interpolador ae Hermite, de um interpolante que seja de classe C'
e que gere aproximantes também de ordem p.

No capitulo V, é analisada a existéncia de um polindémio P (x)
devido a Sarafyan-1988, que aproxima a solucgdo exata y(x) com ordem
5, em qualquer ponto fixo interno ao intervalo de integragao. A
construcao desse polindmio e:xige a cada passo 6 avaliacdoes da
derivada. Nos pontos localizados entre o ponto inicial do passo e

o ponto fixzado a apro:imacdo é de ordem 4.
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Como os quatros primeiros estdgios sdo comuns a todo
polindmio da familia, podemos ajustar o passo e estimar o erro de
forma computacionalmente vantajosa.

No capitulo VI, apresentamos uma técnica proposta por
Shampine e Bogacki , em 1990, que consideram a possibilidade de,

a partir de um método de Runge-Kutta conhecido gerar uma nova

aproximacgdo para a solugdo, mas que apresente um parametro para a

redefinigcdao do tamanho do passo. A grande vantagem dessa técnica
estd no fato de que para a obtengdo da nova apro:ximag¢dao utilizamos
os mesmos estdgios considerados no método de Runge-Kutta basico.

Ainda, analisamos o problema de controle do erro local da

nova aproximacgao.
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CAPITULO I

Definigbdes e Conceitos Basicos

I.1 - Equagdes Diferenciais Ordinarias

Consideremos o sistema de equagdes diferenciais ordinarias

(E.D.0O):

v (%) =f (%, y(x)) (1-1)

onde f:[a,b] x R"= R" e y:[a,b] = R'. Uma solucdo de (1-1) é uma
funcdao yeC'([a,b],R"), a qual satisfaz (l1-1) para todo x€[a,b].Se

além disso, impusermos:

y(a) =y, (1-2)

o par (1-1) e (1-2) constitui o que se denomina um problema de

valor inicial (P.V.I).

Quanto a existéncia e unicidade da solugdo do P.V.I., esta
é assegurada pelo seguinte teorema, que se encontra em [Lambert-

1991]. (enunciado para n=1)
Teorema I.1 - Seja f(x,y) definida e continua em todo ponto

de D = {(x,y)/as x sb, -«< y <o }.Seja L>0 uma constante tal que

para todos x,y,y com (x,y) e (x,y) € D, tem-se:
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| £(%,y) =£(x, v |=L |y-y'] (1-3)

Entdo, se y, € um numero qualquer dado, existe uma unica
solucao) y(x): do P,V.I., definido por (1-1) e (1-2) onde y(x) é
continua e diferenciavel para todo (x,y)é€D.

A desigualdade (1-3) é conhecida como condigdo de Lipschitz
e a constante L como constante de Lipschitz de f(:x,y) em relagdo a
y.

Vale ainda registrar que se f(x,y) for continuamente
diferenciavel em relagdo a y para todo ponto (x,y)€D, entdo f(x,y)
satisfaz a condigdo de Lipschitz em relagao a y para todo (x,y)€D.
Esta por sua vez garante a continuidade de f(x%,y) em relagao a y

para todo (:,y)€D.

I.2 - Alguns resultados sobre desenvolvimento em Série de Taylor

Neste trabalho sera considerado em varios momentos o

desenvolvimento de fungbes em série de Taylor. Basicamente

precisaremos do desenvolvimento de fun¢des de uma e duas variaveis,

cujos resultados apresentamos a seqguir.

Teorema 1.2 - Sejam f € C'[a,b],x,€[a,b] e ainda f"'" existe
em [a,b]. Entdo para qualquer x€[a,b], existe (%) entre %, e X com

f(z2)=P, (x)+ R, (%) onde:
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Po(x)=£ (%) +£" () (st-x,

+_éf“’ (a0 (xm ) T, o ot

i
R w) = flrml} ( ) (:_: - {n+1)
pd 2! (n+1) ! ¢ o)

Teorema I.3 - Suponha que f(%,y) e todas suas derivadas
parciais de ordem menor ou igual a n+l sejam continuas em
D={ (x,y)/asxsb ,csysd}. Para qualquer (x,y)€D, existe E€[x,x,] e

nely, ¥ol, com. £{x;v)=P, (>, y)+ R, (X,¥), onde:

f af
X,¥)=£(x,,y,) +{§_ (a7 ¥,) (X=X )4 (X 40 ) (V=¥,) H
ox dy

1 {af’ at* af’

j— "'—"( n”f yn) (“ ‘:n)}+2"——“"— (::n'y ok T +"—(::r|' Yn) (y—y[,)’}+. 2
ay’

2.9’ 0::0y

i af
FE (x-x (y-y,)’ PREE (s, )
i=l bt

n+l

. arml
R (zx, (x=-x,)"" (y- n)‘ )

Podemos considerar para as expressdes das derivadas parciais
de f(x,y), a seguinte notagdo, encontradas em [Diran Sarafyan-

1984]:

D f=2[rf]f T
i=o \ J

DILE =Y. of

i=0
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Além dessa notacgao introduziremos duas outras relagoes

devidas a [Huta-1956]) dadas por:
(DI £)L =Dt fienpli-ll £ DEL
DiNEN GaDiiiE $nDIPSRE | DE

I.3 - Interpolagao polinomial

Dado um conjunto G = {g,,9;,...,9,} de funcdes linearmente
independentes e n vezes continuamente diferenciaveis em [a,b], e

valores c¢;, para i=1(l1)m e k=0(1l)n, a obtengdo de um polindmio

P(x)=2:aigihﬂ

=0

com a, real, tal que para valores x; € [a,b] e k inteiro positivo

Pz ) =c

i,k

é conhecido como problema de interpolagdo polinomial.
Esse problema pode ser caracterizado através de um conjunto

(iR o s.l; COM Z4S % oS wanS X 5.0 conjunto G defindido
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anteriormente e de uma matriz E = (e;,) com m linhas e nt+l colunas,

mi>l e nie 0,5 tal que:

1) e;x= 0 ou ey~ 1

2)} e,= n+l, para qualquer ik (1-7)

3)Para todo i, i=1(1)m, existe e;,= 0

Seja E={ (i, k)/e; =1}.Logo, (X,G,E) caracteriza o problema de
interpolagao polinomial (1-6) e dizemos que E é a matriz de
interpolagao do problema.

considere os dados c;,, como sendo os valores assumidos por uma

funcao conhecida y(x) e suas derivadas, isto &,

—i - (k)
Ci x7Y (x;)=y; -

Uma classe importante pode ser obtida quando além de (1=7) ,
os elementos de E verificam a seguinte propriedade:
se e, ,=1 e 0sk'<k entao e, x=1.

Assim, temos que (1-7) se verifica para y(x;) e um certo
numero de derivadas consecutivas v, k=11 =y constituindo os
chamados problemas de interpolagdo de Hermite.

Um caso particular é quando tomamos E tal que para todo i,
e;=1 e e;=0 se k>0. Portanto teremos na matriz de interpolagao
m=n+1 e (1-7) constitue a classe dos problemas de interpolagdo de
Lagrange, um caso particular dos problemas de Hermite.

Assim p(x) pode ser escrito de forma andloga aos polindmios

de Lagrange COmoO:

i =l

p(x) =Y Y L, () y;

i=1 k=l
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onde L,, sdao os polindmios generalizados de Lagrange, [Burden-Faires]

definidos pelas relagbes a seguir:

Para O<ism e 0O<ksn;
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CAPITULO II

Métodos de Runge-Kutta

II.1 - Introducgao

Neste capitulo pretendemos abordar os métodos de
Runge- Kutta, considerando os conceitos de ordem de consisténcia,

erro de truncamento local, erro local e as chamadas "condigoOes

de simplificacgao".

II.2 - Método de Runge-Kutta.

Seja o problema valor inicial (p.v.i.) definido por (1-1)

e (1-2) onde f satisfaz as hipétese do teorema I.1l, isto &, temos

garantia de existéncia e unicidade da solugao y(x) do p.v.i.
Vamos admitir neste trabalho que y(x) ¢é suficiente

continuamente diferenciavel.

Seja vy,,, uma aproximagdo para a solugao exata y(x) em

que considerem uma discretizagdo do intervalo [a,b] em pontos
%,1=%X,+h,, n=0,1,2,..., com %,2a. Observe que h, significa que seu

tamanho pode ser alterado a cada passo, porém, por simplicidade

de notagdo daqui em diante usaremos simplesmente h em lugar de

h, -

Consideraremos aqui a classe de métodos de

discretizacdo definida a segquir.

13
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Definigao - 2.1
Sejam s um numero inteiro positivo e a;,b;,,c,, nimeros reais.
Denomina-se método de Runge-Kutta com s estagios ao algoritmo

definido por:

yh”=y“+h§:ci.k”

i=]

onde

k,=f(x,+a,h,y +h) b, k),

=

com

ai=E:bH, i=1(1)s,

Yoc=1
i=

Um método de Runge-Kutta é caracterizado pelos coeficientes
a;,b;;,c; que usando uma notagao devido a Butcher, representamos

através da tabela:
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ou ainda na forma matricial:
al B

c |

onde a=(a;), B=(b;;) e c=(c;).

Dizemos que um método de Runge Kutta é explicito se b;;=0
para i<j, e é implicito se para algum i<j, b,;,#0.

Na pratica, torna-se importante a avaliagcao de que os
aproximantes vy,,, para y(x%,,) obtidos por (2-1), tenham uma
determinada precisdo €. Para que se possa avaliar essa informacgao
vamos introduzir os conceitos de erro de truncamento local, erro

local e de ordem de consisténcia de um método de Runge-Kutta.

I.3 - Erro de Truncamento Local

Denomina-se erro de truncamento local (E.T.L) de um método

de Runge-Kutta ao valor t,,,, obtido pela expressao:

y(x . )-y(x)-hg(xz,y(x),h)

g% y(x ),h)-):ck (2-2-Db)

onde as derivadas kis, definidas por (2-1-b/c) sdo também

avaliadas a solucao e:xata.
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Podemos considerar o p.v.i. redefinido localmente por:

Isto é equivalente a assumir que ao integrarmos

numericamente o p.v.i. (1-1) e (1-2) de %, Ppara ., temos

vix.)=y.. Dai, podeﬁos em (2-2-a), considerar g(x,,yY,, h) ao invés

de g(x,,y(x,),h), que juntamente com (2-1-a) nos da:

tuilzy(xnc]) i Y|4il {2_4)

Essa expressdo nos fornece o que denominamos de erro local.
Para diferenciar a notagao daqui em diante substituiremos t,,, por
T,,», Qquando a hipotese para o erro local estiver sendo
considerada.

Considerando a expansdo em série de Taylor da fungdo f em
torno do ponto (x,,y(:,)) obtemos para o erro local uma expressao

em poténcias de h, dada por:

A

1

Tn.1 =Z]:h| Elr_[“Dk{n

k=1

1,9, sao valores que dependem apenas dos coeficientes das

formulas de Runge-Kutta.
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D,9, sao expressdes que envolvem as derivadas parciais de
f, avaliadas em (:x,,y(%,)), denominadas diferenciais elementares.
Vale registrar que a e:pressdo para o erro de truncamento

local em poténcias de h sera analoga a fornecida por (2-5).

II.4 - Ordem de consisténcia.

Dizemos que um método de Runge-Kutta definido por (2-1) tem
ordem de consisténcia p, com p inteiro positivo, se tivermos em

(2-5) :
para j=1L(1)p e k=1(1)4, , (2-6)

Logo, quando o método tem ordem p, podemos reescrever (2-5)

1I-‘I
T"” =h|-¢lz l:'”“ Dk (pel) +O{h|.u} (2 _7)
k=1

a

Considerando as equagdes (2.2) e (2.3) podemos avaliar a
precisao da apro:imagao y,,; em cada passo da integracao em fungdao
do tamanho de h. Uma técnica hoje bastante considerada para medir
essa precisao consiste em utilizar a cada passo dois métodos de
Runge-Kutta, sendo um de ordem p e o outro de ordem gq, com g>p,
que fornecem respectivamente aproximantes vy,,, e y,, para a
solugao exata y(:,,,) . Considerando (2-4), podemos tomar como uma
estimativa valida para o erro 1local da aproximagao de ordem p,

o valor est dado por:
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estey’ ..~y . (2-8)

Para um melhor entendimento dessa diferenca como estimativa
para o erro indicamos por exemplo [Lambert-1991].

Assim, com o0 uso de uma norma especifica podemos testar se:

Hestﬂse
onde € é a precisdao desejada para a aproximagdo yn+l.

Se esta desigualdade for verificada concluimos que o
tamanho de h, considerado naquele passo, pode ser aceito, pois
a precisao desejada sera teoricamente alcangada. Caso contrario,
o tamanho de h deve ser diminuido e nova tentativa efetuada. Isto
€, podemos trabalhar durante a integragdo com um tamanho de passo
variavel e ainda assim preservando a cada passo a exigéncia de
precisao desejada pelo usuario. Com isso, podemos explorar, a um
custo comphtacional razoavel, uma das grandes vantagens dos
métodos de Runge-Kutta, que é a possibilidade de variacdo do

tamanho de h durante a integracao.

ITI.5 - As condigdes de ordem

As equagdes (2-5) nos fornecem o que denominamos de

condigdes de ordem de um método de Runge-Kutta, pois através

delas podemos construir métodos com ordem de consisténcia p.
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Abordaremos, a seguir, o problema da determinagdo das
condigcdes de ordem para a classe dos métodos de Runge-Kutta
explicitos com s estdgios e ordem p<5. Vamos nos restringir a ps<5S
apenas para simplificar o volume de trabalho, muito embora o
raciocinio se aplique a qualquer ordem.

Considerando para a férmula do método de Runge-Kutta,
definido em (2-1), a expansdo em série de Taylor de y(%,,), numa

vizinhanga de :x=:, resulta:

y (3, +h) =y +) .h’ y'" (x ) +0(h") (2-9)
i=l 1.

Utilizando a notagdo simbdlica introduzida em (1-6) obtemos:

y(x”+h]=y“+hf+égh”Df+j;rf[D”’f+f]Df]+

+i1h‘ (D'" £+3Df DE+f D'? £ +£,Df] +

+_ijf[D“’f+le‘”f+ffD“’f+f:Df+4D“’fo1+

+6D'" £ Df +7f Df Df+3f, (Df)*] +O (h")

Considerando que de maneira analoga podemos expandir por

Taylor os k;'s dados em (2-1-c) numa vizinhanga de x=x,,

expressando-os em poténcias de h e ainda a simplificacgao:

Ar,.:zza:'b|ti,l L l=1(1}8 e r=2(1)8

usando entao em (2-1-a) obtemos:
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You =Y, +hz: L2 f+h/z Ciain+

i =l i =1

Ec .a, u“n[E Ci«A;iq ) £,DE I+

|W'I i =y

+h’ L%Z:ci.aﬁ]D“}f+L}2:(a.AiqM]f}.D“’f+

j=1 i=l

[Z:C#%Aj1 szm+§:

i=2 i=3

+h” {[L__z:c a‘]lD"f+

*l—éic-fh-n.a} D‘”f+ _ E
i=)

j-1

+[E Eb: j |,m ...11]fo+[§ZC8A

i=1 j=i an=/

i=1

2 By 5B ) €5 ] DE]

§ =1

ZA IM]fD‘”f+

+[_an A T DEE Df+[z E .*a)b, A

l=|

+[_):cA, 1 £, (Df)’] }+0 (h"

|=1

Substituindo agora

expressao para o erro loca

II.6 - Condigdes de ordem

)

(2-10) e (2-12) em

l como em (2-5).

para p=5

]DY) £DE  +

1L, DE DE+

(2-4),

obtemos a

Conforme (2-6), para que tenhamos métodos com ordem p=5,

todos os coeficientes das

nulas, até p=5.

poténcias de h" em

AYAYAY

unesp“, .

(2=12)

13 14

devem ser

15 1o

17
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Isto &€, a classe dos métodos de Runge-Kutta, explicitos com
p=5, cujos coeficientes sao as solucdes do sistema ndo linear com

16 equagdes e 21 incdgnitas, é dada por:

Yoe,-1 (2-13-a)

i=]

Eciafi (2-13-b)
i=1 2

(2-13-c)

(213 =d)

(2-13~e)

(Z=13=F)

(2-13-g)

(Z~-13-1)

(2-13-1)

(2-13-7j)

(2=13=k)
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=1 1

4] =1
Z Cizbi, ]Ebi,mAlh,\:l—O

j=3 m=/

= -/
7
T, 0 T N - O TR ) A,
'.Z{ Iigl G 5 oy R i i +1 120

Vale registrar que para a obtengao de um método Runge-
Kutta, com ordem 2, devemos considerar apenas as equacgdes
(2-13-a/b) . Para métodos com ordem 3, além das necessadrias para
de ordem 2, também devemos considerar as equacgdes (2-13-c/d). E
para métodos com ordem 4, além das consideradas para ordem 2 e

3, também as equacgdes (2-13-e/f/qg).

II.7 - As condig¢des de simplificacgao

A fim de simplificar a busca de solugdes para o sistema
(2-13), podemos considerar outras equagdes denominadas condigdes
de simplificag¢dao, conforme Butcher-1987. A wutilizacdo de
condigdes de simplicagdo torna-se, na pratica muito interessante,

pois permite eliminar, no sistema, algumas das condig¢des de
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ordem, tornando assim menos complicada a busca de solug¢des para
o sistema (2-13).
Dentre as condig¢des de simplicag¢do conhecidas, listamos a

seqguir as que serao usadas neste trabalho:

i=1
Ahi=2:at”ﬂxth para i=2(1)s, ' . (2-14-a)
=1

1 1+
alils para i=2(1)s, | : (2-14-b)

il

1,1

Y cb, .=c,(1-a,), para i=1(1),s (2-14-c)

'
.

Ebma;ia” para i=1(1)s (2-14-d)
i=l

Vale observar que para a obtencdo de métodos explicitos com
ordem p25, devemos sempre considerar c,=0, como procuraremos
mostrar a seqguir.

Subtraindo (2-13-n) da equagao (2-13-p) somada com 1/4 de
(2-13-1i) e usando a condigdo de simplificacdo (2-14-b) e a

condigado (2-11) obtemos:

Zcz (bi',la.l—_;af):D (2-15)
i=1

i=l

Como, sob o ponto de wvista computacional, niao ¢é
interessante trabalharmos com os coeficientes c;'s assumindo

valores negativos, devemos considerar de (2-15) que:
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c. =0 (2-16-D)

i

Para i=2 temos, b,;a,-(1/2)a,’=0, como estamos considerando
métodos explicitos, entdo, necessariamente teremos que a,=0, pois
a, sempre sera nulo. Isso implicaria em obtermos, para p25,
métodos com um estdgio a menos do que o numero minimo,
comprovadamente necessario.

Logo, sempre devemos considerar para métodos explicitos com
ordem p25 a condicéo'QFO.

Com o uso de (2-14) o sistema (2-13) fica reduzido as

seguintes equacgoées:

Y, =1 (2-17-a)
i=1

(2=17=0)

(2-17-c)

(2=1}~d)
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(2-17-e)

(2-17-%)

(2=17=g)

Y eb; b A s (2~17+h)

Echf,1=__l_ - (2-17-i)
i=1l ]20

Vejamos entao como algumas das equagdes de (2-13) tornam-se
redundantes quando consideramos(2-14),resultando (2-16).
Usando (2-14-b),a equagao (2-13-d) fica reduzida a equagao

(2-13-c) . De fato:

1/6=i ciAi_m=Z c,(ai/2)
i=2 i=1

logo, (2-13-d) se reduz a:

Zcia:=1/3
i=1
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Analogamente usando

(2-13-f/g) resultam em
resultam em (2-13-e).
Usando as equagoes

(2-13-1) fica reduzida a

2 3 4 5 6 7

(2-13-d)

(2=11) ;
(2-16-¢) .

(2-14-b) temos que as equagodes

e as equagdes (2-13-3/n/0)

(2-13-j) e (2-14-b) a equagao
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CAPITULO III

Métodos de Runge-Kutta com um fator de Escala

III.1 - Introdugao

Este capitulo tem como objetivo determinar a partir de um
método de Runge-Kutta com s estagios, um novo método de Runge-
Kutta que apresente em seus coeficientes um fator de escala e
tenha s estagios (s'2s). Através desse método, pretende-se
determinar aproximantes para a solugao y(x) em pontos internos a
[%,,%,th], com ordem de precisao pelo menos igual a do método

basico considerado.

Para 1sto usaremos de um fator de escala o¢€(0,1), tornando

o0 passo utilizado com o novo método de tamanho h'=gh. A construcao
de métodos com essa caracteristica foi inicialmente considerada
em [Horn-1983].

O método, assim, construido torna-se computacionalmente
bastante interessante, quando as avaliag¢des ja conhecidas das
derivadas no passo (através do método basico) podem ser
reutilizadas. Assim, com um acréscimo de poucas avaliagdes da
derivada, e portanto, com um esforgco computacional adicional
minimo, geramos aproximagdes para a solugdo y(x) em pontos

internos ao passo de integragado.
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III.2 - Métodos com fator de escala

Vamos, entdo, analisar os procedimentos necessarios para a
obtencao de tais métodos.

Dado um método de Runge-Kutta com ordem p e s estagios,
definido por (2-1), determinamos, através dele, o aproximante y,,
para y(x) em x=x,,=X,+h.

Seja agora x',,,= x,+h’, onde h'=gh e 0<o<l.

Pretendemos determinar uma aproximagdo y',,, em x',,,, através
de um novo método de Runge-Kutta, mas aproveitando as s
avaliacoes k; das derivadas, construidas para a determinagao de

Yo -

Para isso, a aproximagdo y',,, sera obtida a partir do método

de Runge-Kutta, definido por (2-1), cujo algoritmo ¢é agora

reescrito como:
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Viw=y, +n°Y clk!

i=1
onde

ki=f(x,vy)

ki=£[x,+a/h", y, +h" T bl k),

Observe que o algoritmo definido por (3.1), nada mais é do
que um método de Runge-Kutta com s estagios, onde por hipdtese
consideramos que s >s.

Como pretendemos utilizar em (3.1) os valores k;'s obtidos
por (2-1-b/c) e para que tenhamos um esforgo computacional
adicional minimo devemos considerar k;=k;, i=1(1)s.

Para que a relagcao acima seja satisfeita, vamos admitir

X +a h=x +a'h’
n i n 1

i=1 i=1
h) b, .k, =h'Y b k; i=1(1)s
i=1 i=1

Lembrando que h'=gh, considerarmos as relagdes:
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i=1(1)s

i=1(1)s; j=1(1)i-1

temos a validade de (3-2).

Portanto, as relacgdes (3-3-a/b) nos fornecem 0s
coeficientes dos primeiros s estagios do novo método de
Runge-Kutta, que vai gerar a aproximante y',,,, todos dependentes
do parametro o. Dai, a literatura definir métodos de Runge-Kutta,
com essa propriedade, como "métodos de Runge-Kutta com um fator
de escala".

Os demais coeficientes, a',, b",, para i=s+1(1l)s" e j=1(1)i-1
e c'; para i=1(1)s’, sdo obtidos através da utilizacdo das
condigbes de ordem, para métodos de Runge-Kutta com ordem p.

A expressao do erro local para o novo método de Runge-Kutta
pode ser obtida de maneira analoga a que resultou na expressao

(2-7) . Assim, podemos expressar seu erro local por:

AL
Tr.o=(0h)"'Y 1,"" (a) D, """ (q) +0 (oh"*)

k=1

ou ainda, conforme (2-4):
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*

Treo=Ynso~Y (%, +ah)

Temos, entao, um par de métodos (o basico considerado e o
construido), onde através do método basico, geramos a aproximagao
em x%=x,,, €, utilizando o método com o fator de escala, obtemos as

aproximagdées em pontos x,,,, Sempre internos ao intervalo

[}:nf :l:nll] -
III.3 - A construcdao do método

Vamos ilustrar os passos considerados na construcgdo,
utilizando-se de um método de Runge-Kutta, com ordem 4 e 7
estagios, obtido a partir de um método basico de Runge-Kutta com
ordem 4 e s estagios (s<7). Nesse caso, as condigdes de ordem
para a obtengcao do método com 7 estdgios, e que apresenta um
parametro o, sao obtidas analogamente a situagdo classica,
conforme desenvolvemos no capitulo II.

Considerando, entdo, como em (2-12), a expansdo na forma de

Taylor para y(:,toh) numa vizinhanga de x,, resulta:
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(3—6-=a)

(3-6-b)

(3-6-c)

(3-6-d)

(3-6-e)

(3-6-T)

(3=6-0)

(3-6-h)

Afim de facilitar a determinagdo de solugdes para (3-6),

podemos considerar as condigdes de simplificagcdo dadas em (2-14).

Utilizando as equagdes (2-14-a/b), o sistema (3-6) fica

reduzido a:
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Y cia; bi =0

Os coeficientes a’; e b",,, para i=1(1)6 e j=2(1)i-1l, sdo
determinados por (3-3-a/b), e os coeficientes b',; , j=1(1)6, sao
analogamente determinados por b",;=b,,/0.

Sem perder a generalidade, podemos arbitrar o valor de
alguns dos coeficientes do novo método.

Tomando entao b,,=b,,=b,,=0, e usando das equagdes (2-14-a)

resulta:

aj{2a,—3aj

[

6a, (a, -a )

ai{2a]—BaQ

76

il ba,  (a -a,)

Das equagdes de (3-7-a/b/d/e),podemos escrever c';c’y e c’

em funcdo de c’,, e c’, e o.
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Tomando (k,3j)=(0,1) e (k,j)=(1,1) e usando a equagao
(3-7-h), os coeficientes c*, e c, podem ser escritos como
polindémios cubicos em ¢.

Assim todos os parametros «c¢;, 1i=1(1)7 podem ser

determinados em fungao de g.

IITI.4 - Um método com fator de escala

Vamos aqui considerar como coeficientes do método basico os

coeficientes do método de ordem 4, proposto no par de métodos
embutidos, devido a E. Fehlberg-1969. Tais métodos possuem com
ordem de consisténcia 4 e 5, respectivamente, cujos coeficientes

sao dados pela tabela:

1 2 3 4 5 6 7 llr‘EE£;F) “L 12 13 14 15 1o 17

18



O uso deste par de métodos tem a vantagem que, com uma
unica avaliag¢ao adicional da derivada, podemos determinar uma
aproximagdao para y(:x) com um tamanho de passo otimizado, ainda
garantindo a qualidade desejada para a aproximacdo e a um custo
adicional minimo quanto as avaliagdes da derivada.

Considerando os coeficientes da tabela citada neste
paragrafo, e substituindo os respectivos coeficientes, conforme
o descrito, e fazendo a, =1, lembrando que c, =0 e b,, =b,; =b,, =0,

encontramos:

£2
" 30

c,=1-0(301/120+0(-269/108+0(311/360)))
c,=0(7168/1425+0(-4096/513+0(14848/4275)))
c,=0(-28561/8360+0(199927/22572+a(-371293/75240)))
c.=0(57/50+0(-3+0(42/25)))
c.=0(-96/55+0(40/11+a(-102/55)))

ci=0(3/2+a(-4+0(5/2)))

Assim, para cada ge(0,1), ficam determinados 0s
coeficientes do novo método, conforme definido em (3-1)

fornecendo portanto, em qualquer ponto interno do intervalo, uma

aproximagdo de ordem quatro.
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A escolha, aqui, considerada para os coeficientes livres,
usado na construcgdo do método com fator de escala, resultou, em
um método com fator de escala cujos coeficientes do erro de
truncamento nas parcelas de h®, tornam-se nulos quando g=1. Isto
é, temos para ¢=1 uma aproximagdo de ordem 5.

E importante registrar que essa aproximagdo de ordem 5 ndo

é igual a fornecida pelo método basico considerado.

III.5 - Consideragoes finais

Vale registrar que o método com fator de escala obtido no

pardgrafo anterior exige apenas uma avaliagdo adicional da

derivada. Em [Horn-1983] esta construido um método com fator de
escala .que possui ordem 5, mas a um custo adicional de duas
avaliacgdes da derivada e de mais duas avaliagdes, a cada vez que
a aproximagao é gerada num ponto interno do intervalo [x,,%..].

Um outro método proposto por Horn apresenta ordem 5 e
permite a obten¢do de aproximag¢do em qualquer ponto do intervalo,
com custo adicional total de cinco avaliag¢des da derivada.

Nos dois métodos, a aproximagdao fornecida para o=1 ¢&

diferente da gerada pelo método basico de ordem 5.
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CAPITULO IV

Interpolante de Hermite associado a um método de Runge-Kutta

IV.1 - Introdugao

Ao considerarmos métodos de Runge-Kutta explicitos, com ordem
p, para determinarmos aproximantes para a solugdao do p.v.i, dado
por (1-1) e (1-2), podemos pensar na possibilidade de se utilizar
um método, onde algumas das aproximagdes intermediarias ao passo de
integragcdo (utilizadas na construg¢ao da aproximante de Runge-
Kutta), sejam também de ordem p. Entdo, utilizando tais
aproximacdes, construimos um polindmio interpolador de Hermite que
representa, localmente, a solugdo do p.v.i com ordem p, e que,

globalmente, seja de classe C'.

Neste capitulo vamos apresentar uma técnica para a construgao
dessa interpolante, proposta em [Shampine-1985] e, em seguida,

analisar sua ordem.

IV.2 - O Problema

Ao integrarmos o p.v.i. de x, até x,+h, através de um método

de Runge-Kutta explicito com s estédgios e ordem p, sempre
consideramos pontos intermediarios x,=x,ta;h, j=2(1)s-1. Assim,

nesses pontos geramos aproximagdes y,;, definidas por:
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i-1

Y,;=Y,*thY} b. .k,
k=0

€ que sdo necessarias para a construcdo dos k; sequintes. Ainda,
uma vez obtida a aproximagao VL podemos determinar
k,=f(x,th,y,,). Essa avaliagcao da derivada deve sempre estar
disponivel para o passo seguinte, apenas ndo sendo necessaria ao
final do intervalo de integragao. Logo, sua determinag¢do, a cada
passo, nao implica em custo computacional adicional.

Nos métodos de Runge-Kutta, as aproximagdes intermediarias
Yuir J=2(1) (s-1) nao necessariamente apresentam ordem p. Na verdade,
a maioria delas tem ordem inferior a p e eventualmente algumas
delas sao de ordem p.

O que se pretende é construir um polindmio que interpole para

X, ¥,n € alguns dos pontos x,, as aproximagdes y,; e k,, fornecendo,

nao apenas uma aproximag¢do local para a solugdo u,(x) de (2-4), com

a mesma ordem p, do método de Runge-Kutta considerado, mas,
principalmente, garantindo que o interpolante seja globalmente de

classe C'.

Logo, devemos ter, a nossa disposigao, uma quantidade
suficiente de aproximagdes y,; e k; de ordem p, o que vai nos levar
a busca de um método de Runge-Kutta adequado. Para isso, vamos
considerar, a partir de um método basico com s estagios, a
construgao de um método de Runge-Kutta embutido, com um nuimero de

estagios s'>s suficiente para tal. Isto é, podemos ter a necessidade

38
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de acrescentar alguns estagios ao método basico onde um deles pode

ser a aproximagao y,,;.

Na pratica estamos considerando um método de Runge-Kutta
ampliado, fazendo a,, =1 e b,,; ;=c; com j=1(1)s.

No que segue vamos desenvolver o raciocinio num intervalo
[%,,%,,] genérico, e entao, a fim de simplificar a anotacao vamos
anotar simplesmente por u(x) a solugao exata u,(x) do p.v.i.
definido localmente.

Vamos anotar por 2z, g=l(l)m os m pontos x,, onde a
aproximagcdo para a solugao tem ordem p. De maneira andaloga,
anotaremos por u, as aproximagdes y,;, correspondentes aos m pontos
z, e por u', as aproximacdes k;, correspondentes a r dos m pontos z,.

Conforme adiantamos, queremos que o interpolante seja
localmente uma aproximacdo de ordem p, ou seja da mesma ordem que
o método de Runge-Kutta.

Vale lembrar que, como as aproximagdes tem ordem p, entao

temos:
Eu(z'l) -4, HSY-l h"*! g=1(1l)m

Portanto, também podemos concluir que:

[’ (z,) - Jsy, Thee
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onde L é a constante de Lipschitz da funcao f(x,y) com relacao a

variavel vy.

IV.3 - A Construgao do Interpolante

Seja entao p(x) o polindémio interpolador de Hermite definido

pelas condigbes:

p(z,)=u, : g=1(1l)m

p’(z,) =u, q=1(1)r

Conforme definimos no capitulo I, p(x) sera dado por:

)u+28(
Bi(x)=(x—zi)Lm(x}L“(x),

[1-(x-2,) . [Li,(2,) +L;, (z,) 1L, (%) .L_(x)

Lirn(}:) 'H ; (:i__zrl) ’ i=r+l (1)m0

q=1 (Zi 'Z])

(\}—II i=1(1)m

a1 z —z)

A aproximagao y,,, tera ordem p em x=x,th para todo valor de n

considerado, logo, esse podera ser um dos valores assumidos para z,




em (4-2), muito embora o procedimento, aqui apresentado, nao iréa

considerar essa exigéncia como necessaria.

Assim, através de (4-3), podemos construir a aproximante p (x)
que verifica (4-2), um polindmio interpolador de Hermite. Torna-se,
aqui, interessante analisar a ordem de precisdao de p(x) como um

aproximante local para u(x).
IV.4 - A ordem da interpolante

Considere, ¢(x) o polindmio de menor grau que interpola a

solucado local u(x) , satisfazendo:

e(z,)=u, g=1(1l)m

¢ (z,)=u'(z,) q=1(1)r
Podemos, entdo, garantir a sequinte desigualdade:

fu® () -p™ ()] < Ju™ (x) -@™ (x)] + |@™ (x) -p™ (x)] (452

Devido a [Kansy-1983]*'para 0 <K< mt+r e :,<x<x,+h podemos assegurar

que:

ﬂu“.] (}:) H} (\ )H < max [" , X +h] uutmn]u }}ll*!‘l‘fl [4—6)

(-m+r-K) !

A equacgado (4-6) garante que a interpolante ¢(x) determina
aproximacdes da ordem O(h"''"*) para a k-ésima derivada de u(x), para

todo ponto xe(x,, x%,th).
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devemos estudar um limitante para [¢(x)-p(x)].

Desta forma,
pode ser escrita

Usando de (4-3-a) e (4-4) a equacao (4-5)

Ilq)tm () -p™ (“)" < nzllg\:m (x)',llu(zl) —ui" + ZI:;B:H (%) ||Ll'f (Zi) —U: ||
i=1 i=1

que devido a (4-1) resulta em:

m

o ) 2 o] < 0| T oy, s DB Gy, ot
- i=1 i=1

A equagdo (4-7) nos leva a considerar uma analise dos

limitantes para A;"™ e B;'".

Para isto fazemos:

z, =x_+d .h, i=1(1)m

T =minl d, -d., I)O para i#q

Usando de (4-8) concluimos que:

=1
m 1 1 .

- Sl com 1#qg
1=1 (zi—;J th

A aplicacao K vezes do teorema de Rolle, a

m

w, (x) =II (x-2z,)

i =1

onde z, sdo raizes distintas em [x,,x,+h], resulta em:
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in=kK =1

Wi (%) =(m=1) . (m=2) ... (m=K) . [T (x-c;")

Logo, utilizando (4-9) e (4-10) conclui-se que:

L & da ordem de o(h™) (4-11)

im

Derivando, agora, A, (%) para i=1(1)r dado em(4-3-c), K vezes

resulta em:

A=K (30) ST Ce) RS Ey [0 (e =20 T 2 ) V0 (2 T (e ) L () LS

Podemos, entdo, concluir que:

A" (%) € da ordem de O(h™) ,se i=1(1)r (4-12)
Para i=r+1(1)m, com o uso de (4-11), e derivando K vezes

A, (%), concluimos que:

A" (%) € da ordem de O(h™), para i=r+l(1)m (4-13)

Logo, devido a (4-12) e (4-13), podemos concluir que:

A" (x) € da ordem de 0(h™) para i=1(1)m (4-14)

Derivando B, () dado em (4-3-b), K vezes obtemos:

Bk () =i [Tt [ TS TS UM e = 22

Assim usando, (4-11), concluimos que:

43
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(K)
i

B/" (x) e da ordem de O (h'™)

Considerando, entao, (4-14) e (4-15) e substituindo (4-7),

concluimos que:

@™ (x) =p™ (x) +O (h"*1™) (SLC)

Finalmente, usando esses resultados e considerando (4-5),

(4-6)e(4-7), podemos concluir que:

U[H'(}i) =p!h']l (::) +0 (hrnﬂ —L') +0 (hl“l—h') ;

Vale registrar que se mtr2p+l, podemos garantir que a ordem
do polindmio interpolador p(x) serd a mesma do método de Runge-

Kutta considerado.

IV.5 - O Interpolante e os métodos com Fator de Escala

Vamos, agora, mostrar que o interpolante (4-3) é na verdade

um caso especial das férmulas embutidas com um fator de escala.

Para isso, escrevemos (4-3) na forma:
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i =1 r

p(x)=Y>A ()i [y, +h 30 bk ] & YEB () ks,

i=1 q=1 i=1

com j (i), fungdo conveniente de 1i.

Da definigdao do polindmio interpolador, temos que a soma
dos A, (x), para i=1(1)s, sera igual a 1.

Para z,=x,toh verificamos que:

n o-d
Lim (xn+0h} = —
.11 d -d,

1

isto é, L,,(x, + oh) é funcao apenas de o¢.

Analogamente, usando (4-3), concluimos que:

A, (x+ch) =a, (0)

B, (x,+oh) =h b, (o)

Usando (4-18) podemos escrever (4-17) para x=x,tch como:

" 3 (g) 0 "D
P (x +aoh) =y"+ch[2 LS E bi{i:kq+2 '"l"((‘,"}‘ki{il] (4-19)

i=l g q=1 i=l g

Logo, da maneira como (4-19) esta escrita, podemos
desenvolver cada um dos somatérios, concluir sua semelhanga com
e '? "Vd=s férmulas embutidas. Isto é, a técnica, aqui apresentada
nada mais é do que um caso especial de férmulas embutidas. Desta
forma, podemos analisar o erro do interpolante de maneira analoga

as dos métodos escala.
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IV.6-Considerag¢des finais

A escolha dos pontos de interpolagdo para a construgado do

interpolante de Hermite nao afeta a sua ordem. O que podemos ter

é que apds determinarmos esses pontos de interpolagdo, através de

um método de Runge-Kutta de ordem p, garantirmos a ordem do
interpolante.

Como o interpolante aqui construido se assemelha com os
métodos com fator de escala, do capitulo anterior, seria
interessante, para a determinacdao dos pontos de interpolacgao,
usarmos da idéia daquele capitulo. Ainda que ndo fora tratado o
erro local para o aproximante determinado, de Hermite, essa

estimativa pode ser feita pelas técnicas ja conhecidas.
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CAPITULO V

Um processo continuo para a obtengao de aproximantes

V.1l - Introdugao

Neste capitulo, vamos novamente considerar a obtencgao,
através de métodos_ de Runge-Kutta, de aproximantes y,,, para a
solugado do p.v.i., definido por (1-1) e (1-2) em pontos x=x,+ah,
ee(0,1].

Para isso, vamos voltar a idéia explorada no capitulo III,
onde procuramos construir métodos de Runge-Kutta com um fator

escala. O objetivo aqui sera o de gerarmos aproximantes da mesma

ordem p que o método basico considerado, quando usamos a€(0,1]

fixo, e aproximantes de ordem p-1, quando consideramos quaisquer

pontos entre x, e x,+ah.

Para ilustrar a construcdo da técnica, vamos considerar

métodos de ordem 5, quando tomamos « fixo, e de ordem 4 para «

livre no passo.
V.2 - A Construcdo do método.

Através da expansdo em série de Taylor da funcao f(x,y) em
torno do ponto (X,..,VY.a)s, podemos expressar os coeficientes

Ci,a;,b;; do método de Runge-Kutta em fungao de «.

47
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Da mesma forma, as condigdes de ordem do método também

podem ser expressadas em fung¢do de a. Considerando, entdo, esses
procedimentos, chegamos as condig¢bes de ordem para ps<5, todas

em funcao de «, e que sao:

60

i=4

(3 i-2 ar’
PTEDE A Dy aT—
j=1

i -1 :

b i=1
Yo', Yib, 32 b, ik %
i=5  j=d

m=1 l O
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i-1 ?aﬁ

ZE Ciz (ai +ai‘lbi,]O1Aj-l,l =m

i=4 j=4  j=1

I' A’ =£
ILIH 20

i=2

Observe que, se considerarmos nas equacgbes de (5-1), a=1,

obtemos as condigdes de ordem, para os métodos de Runge-Kutta com
ordem 5 e 6 estagios, dadas em (2-13).

Assim, devemos buscar solugdes para o sistema (5-1), que
nos fornegam métodos de Runge-Kutta nas condig¢des aqui desejadas.

Para isto, como fizemos em (2-13), vamos resolver o sistema
usando a condigdo de simplificagdo (2-14-b) e, ainda considerando

como hipbtese:

(5=2]

Usando (5-2) e (2-11) na -equagdo (5-1-j), e subtraindo
(5-1-k) associada (2-14-b) concluimos que c;=0. Ainda, conforme

visto em (2-16), também teremos c, =0.
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Logo, o sistema (5-1) fica reduzido a:

C,*C,*C +C =« (S=3-a)

2

o«
claldtc daltoaime (5-3-b)
' 2

i
2 ? 2 O
C,a,+C,a;+C,a,=_ (=3 =)
3

1 i i
C,a,+C,a;+C as=__ (O=3=d)

4 4 .o
C,a,1C.astC.ac=— (5-3-e)
; 5

C4b4,3+csbf., x+cnb|‘, =0a’ (5-3-f)

i

c,lab, ,]+c, (ab, ,*+a,b, ,] =_;_6 (5-3-g)

O sistema ndo linear (5-3) apresenta 7 equagdes a 10
incbégnitas, logo, em principio, possui 3 coeficientes livres.
Usando das equagdes (2-11) e (2-14-b), obtemos em funcéao de

a, os valores dos segquintes coeficientes, utilizados no método:

3a,[3a,-2a,]

L e

2
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Veremos, a seguir que utilizando para as equacgdes do
sistema (5-3) duas outras condigbes de consisténcia (A,=A4,=0),
teremos apenas um coeficiente livre, a ser escolhido entre a, e
a,, e com esse procedimento conseguiremos uma familia de métodos
de Runge-Kutta de modo que, para « €(0,1], o aproximante vy,,, para
a solugado exata y(x), em x=x,+ah, terd ordem 5, e ordem 4 para
¥, <x<x,+ah.

De fato, considerando as equagdes (5-3-c/d/e/f), obtemos a

condi¢ao de consisténcia:

Assumindo que a, a, a, (a, - a,) (a, - a¢) (a, - a,;) #0 podemos reescrever

(5-4) como:

A =12a'-150a’ (a,+a,+a,) +20a(a,a, +a,a +a.a. ) -30a,a,a,= 0 (5=5)

s )

Das equacgdes (5-3-d/e/h) e usando (2-14-b), (5-3-g) junto

com (2-11), temos entdo, a condigdao de consisténcia A, dada por:
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Desenvolvendo o determinante de (5-6) resulta:

A =3a’-5a(a,+a,) +10a,a,=0 (5-7)

Assim devido as equacgdes (5-4) e (5-7) podemos escrever:

A =(3a-4a,) A +(3a’+10a,a,) (&-a, ) =0

Como A, =0, devemos ter entdo que:

3a’+10a,a,=0 (5-8-a)
ou

x-a, =0 (5-8-D)

O uso de (5-8-a) implica c¢¢=0 , o que ndo é conveniente,
portanto devemos ter a=a,.

De (5-7), obtemos:
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«(5a,-3a)

a,) e i
5(2a,-a)

Assim, considerando as condigdes de consisténcia (5-5) e
(5-7), podemos resolver (5-3), determinando todos coeficientes
necessarios para a obtengdao do método de Runge-Kutta que
procuramos.

De (5-3-c/d/e), obtemos:

«[3a’-4a(a,+a,) +6a,a,]

CI%

12(a’+a,a, -a(a, +a,) ]

«'(2a,-a)

o

=12[a,}(a,}—a)(a,}—ad)

«'(2a, -a)

4ﬁ12a¢(a4—a)(a4—aﬂ

Substituindo (5-9) em (5-3-f), obtemos:

3’ [’ (2a.-a,) -6aa,a, +6a,a, ]
z el ! daditant (5-9-d)
4a;[3a’-4a(a,+a,) +6a,a,]

6,3

De (5-3-g), associada a (2-14-b) e(2-11), determinamos:
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o (a -a) [a'+aa, (a,-4a, ) +2a’a, ]
i 4 i ' 4 1 ‘] {5_9_8)

6,4

ai(as—aq)[3a2—4a(a4+a5)+6a4a5]

« (x-2a,) (x-a,) («-a,)
Dg 55 . - (559°F)
" a,(a,-a,) [3«’-4a(a,+a,) +6a,a,]

b t=lol =0y DS (5-9-9)
j=3
Portanto os coeficientes do método de Runge-Kutta com ordem

5, sao dados por:

a(5a4—3a)

BCLans el o b, ,(a,a,)
5(2a4_a} 5,4 4

E ; bm(“' aa) bm(a’ aq)

c,(¢,a,) c.(«a,) c. (&« a,)

Observe, entdo, que os quatro primeiros estagios
independem do valor de «, logo, ao alterarmos o valor de a ,

somente k, e k, devem ser novamente avaliados.

A¥A
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unespml 12 13 14 L5 216 17

18



Portanto, tomando @=1, um aproximante vy,,, de ordem 5, é
obtido em x,,,=x,+h, para o que necessitamos de apenas 2 avaliacdes
adicionais da derivada (k, e ki) . Outros aproximantes y,,,, também
de ordem 5, podem ser obtidos para outros valores de a€(0,1).

Vale registrar que nem todos os aproximantes internos ao
passo tém a mesma ordem do método considerado, sendo, na verdade,
0 maior numero desses aproximantes com ordem inferior a p. Alguns
valores de a tais como 1, 3/4, 1/2, 1/4 garantem aproximantes de
ordem 5.

Como ilustragdo considerando, as=a=1 e a,=1/3 em (5-10)

obtemos o método:

4
27
2
9
1
&
4
5

50

28

—

125014
33608336
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Portanto o aproximante y,,, , com ordem 5, é gerado por:

1
Yo =Y, * e (35K, +162K, #125K, +14k,)

Agora, se «=1/2 e a,=1/3, reavaliando k, e k; , escrevemos

entdao (5-10), como a seguir:

3
12
54 21

1000 1000

378 237 400
280 280 280

4
21
2
9
1
3
1
10
1
2

162 12505
672 61288672

e, portanto, um aproximante y,,,,, ,de ordem 5, é gerado:

1
=y e (1dk 162k, 4125k, +35k
an? yl- 6?2 1 4 g f.)
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V.3 - O Método de Runge-Kutta de ordem 4

Nosso objetivo, agora, & gerar através de métodos de
Runge-Kutta de ordem 4, aproximantes para y(x), com
XE (%, X tarh)k

Através das equagdes (5-3-a/b/c/d), podemos determinar
todos os coeficientes do método de Runge-Kutta de ordem 4, e
para distingui-los dos coeficientes do método de ordem 5, ja
determinado, substituiremos a por t e, portanto, teremos

c,=c,;(t), com o<t<l, dados pelas equagdes:

C +C *C *C =C (S=15=a)

2
c4a4+c5a5+chah=zr (bElasl)

c,al+c,al+c,al="_ (5-15-c)
‘] (3 3

4
cdaa+c5ag+chah=jf. (5-15-d)

De (5-15-b,c e d) resulta:

€ escrevemos.:

You =Y, *C kK, +C K +C .k, +C .k, (5-17)

que é um método que gera aproximantes com ordem 4 para um

parametro te(0,1).
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t’[3t’-4t (a,+a,) +6a,a,]

L2 aw(a% —ar) {ai=ar)

C

6

(5-16-a)

_t?[3t*-4t(a,+a,) +6a,a,]
12a,(a,-a,) (a,-a,)

({5=16-D)

5

t?[3t’-4t (a,+a, ) +6a,a,]

C, (5-16-c)

12a,(a,-a,) (a,-a,)

ci=t={CodCa+C f) (5-16-d)

V.4 - Uma combinagdo conveniente para os k;'s

Utilizando, convenientemente, uma combinagdo para os k;'s
de um método de Runge-Kutta de ordem 5, j& construido,
pretendemos construir um interpolante, que gera aproximantes
de ordem 4 para todos os pontos entre x, e x,+ah e, para o
ponto x=x,+ah, o aproximante vy,,, seja de ordem 5.

Para isso podemos reescrever (5-17) em poténcias de t,

como mostramos a sequir, definindo:

1 did i(ki=ka) . a,a, (k,-k,) T a,a, (k. -k,)

2 a,(a,-a,) (a,-a,) a,l(a,-a,)(a,-a,) a,l(la,-a,)(a -a,)

(a5+ah)(k1_k4) = (a,+a.) (k -k,) " (a+ag) (k, -k,)

a,(a,-a,) (a,-a,) a,(a;-a,) (a,-a,) a.(a;-a,) (a,-a,)

k,-k, k. -k, kK
+ +
a,(a,-a,) (a,-a,) a,(a,-a,) (a,-a,) aﬁ{aﬁ-aq) (a,-a,)
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L]
Y . =Y. +Z s“tu

n=1

Assim, temos (5-19) fornecendo um aproximante de ordem 4
para todo ponto xe€(x,,x,tah). Se t=a, a€(0,1) fixo, temos em
(5-19) um aproximante de ordem 5. Isso pode ser facilmente
verificado, pois, usando (5-8-b), concluimos que c;(t)=c, («,a,)
para i=4,5,6, o que implica que (5-19) é um polindémio de grau
5 em «.

Retomando o primeiro exemplo apresentado, onde a.=a=1

, =1/3, nas férmulas (5-18), resulta:

S =k

1 1

Eal

5

iL[lle =243k, +250k,-119k,]

(-147k, +216k, -125k, +56k ]

S

3

S [-21k, +54k,-74k, +42k ]
T 102

Substituindo em (5-19), obtemos:

ynﬂ=y"+Sl+S,+S‘+S4=yH+§%E[35k0+162k4+125k3+14kJ

que é a equagdo (5-12), e portanto, um método de ordem 5.
Fazendo, agora, a,=e«=1/2, a,=1/3, as férmulas (5-18)

fornecem:
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S. =k

1 1

S, = [-105k,-27k, +125k, +7k, ]
4 14 2

s‘=h2_}I [392k, +324k,-625k, =91k, ]

s, ;%53 [-14k, -18k, +25k, +7k,]

para t=1/2, obtemos:

1
Y-i““_‘.m g T [14k +162k, +125k, +35K, ]

Estes dois exemplos mostram que para t=a (a:fixo), temos
aproximantes de ordem 5, dados por (1-19) e, para xe€(x,,x,ta.h)

aproximantes de ordem 4.
V.5 - Consideracgdoes finais

O interpolante de ordem 5, aqui construido, que determina
aproximantes em x=x,+ah, «€(0,1], tem a particularidade de
expressar todos os coeficientes necessarios em fungao de a e a,,
isso torna-se interessante, pois para cada vez que alteramos o
valor de a somente as derivadas k, e k; devem ser reavaliadas.

O interpolante que gera aproximantes de ordem 4 para os

pontos internos a (%,,%,tah) e aproximantes de ordem 5 em x=x,+ah,
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€é construido apés uma combinagdo conveniente dos k;'s de ordem 5,

associados a um método de ordem 4.

Esse 1interpolante assegura, para as suas derivadas,

aproximagoes com uma ordem menor, isto é: se o interpolante for

de ordem 4, sua primeira derivada assegura aproxima¢des de ordem

3, e a segunda derivada aproximacdes de ordem 2.
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CAPITULO VI

Métodos de Runge-Kutta e Interpolantes com Ordem Elevada

VI.1 - Introdugao

Assim como fizemos em outros capitulos deste trabalho,
neste pretendemos construir um interpolante que seja globalmente
de classe C' e que gere aproximantes em pontos internos ao passo,
sem a necessidade de avaliagdes adicionais da derivada para se
obter aproximantes em diferentes pontos do passo considerado.

Considerando o par de métodos embutidos devido a
[Dormand-Prince-1981], com ordem 7 e 8 respectivamente e com 13
estagios, o interpolante a ser construido terd ordem 5 para todos
os pontos do intervalo (x,,%,+th), garantindo ordem 6 apenas para
alguns pontos do intervalo citado.

Para a obtencao de uma estimativa para o erro local,
usaremos das técnicas proposta em [Shampine-Bogacki-1990] e a

segunda técnica proposta em [Gladwell e outros-1987].

VI.2 - Preliminares

Consideremos as aproximacdes y*,,, € V.., Com ordem p e q

respectivamente, q<p, geradas através de um par de métodos

embutidos de Runge-Kutta explicitos com s estagios:
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y;n 'T'Yr:F +hz: C:kl

i=1
Y, =Ya*th) c k,
i=1

onde

k,=f£(%,,¥.)

i=1

ki=f(xn+aih,y;+h§:t%jkj),

1=l

Note que, ao avangarmos a integracgao, vamos utilizar sempre

a aproximacdo de ordem mais alta y’, também no método de ordem
menor, isto é, consideraremos "extrapolacao local".

Ainda, como pretendemos obter interpolantes que sejam
globalmente de classe C', vamos necessitar ndo apenas do valor da
aproximagao em X, e X,,;, mas, também, do valor da aproximagado para
a derivada f(x,y) nesses pontos. Assim, a cada passo, devemos
determinar f(x,,,,Y ,:) independentemente da necessidade de
considerarmos, ou nao, novos passos de integracdo. Considerando
a,=1l essa avaliagdo da derivada pode ser utilizada na obtencdo de
Vit L coms Xk, =x.+h

Como ja& observamos no capitulo anterior, essa avaliacdo no

passo corrente da derivada em ¥,,, nado acarretara custo
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computacional adicional, a menos quando chegarmos ao ponto final
do intervalo de integragdo. Essa técnica é identificada em
[Shampine-Bogacki, 1990] como FSAL - First Same As Last.

Quando essa técnica ndo ¢é utilizada, o que se faz é
considerar a avaliagdo da derivada no passo corrente como um
ultimo estagio do método. Isto é, independente de utilizarmos ou

ndo a FSAL no par de métodos embutidos, vamos considerar:

a’=1 ci=b,, 5=1(1)s-1 (6-2)

Observe que, assim definidos, os coeficientes c’; terdo soma

igual a 1, como deve ser.
VI.3 - A Construg¢dao da Interpolante.

Para melhor entendimento, a idéia a ser, aqui, apresentada
serd desenvolvida, considerando o particular par de métodos
embutidos de ordem 7 e 8 respectivamente, apresentado por
[Dormand e Prince, 1981)] , e que considera 13 avaliacgdes da
funcdo f(x,y) a cada passo. Segundo [Shampine e Bogacki, 1990],
esse é um dos melhores pares de métodos com ordem alta,
justificando-se, portanto, sua utilizagao.

Considerando a observagao do final do paragrafo anterior,
neste caso, teremos s=14 e c¢’,,=0, apesar de ndo considerarmos a
técnica FSAL.

O problema a ser resolvido consiste em gerarmos

aproximagdes y*,, para y(x,toh),o< ¢ <1 utilizando informagodes

64

AVA
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unespml 12 13 14 L5 216 17

18



obtidas enquanto avancamos de x, para x,,, através do par de
métodos de Runge-Kutta, definido por (6-1-c)

Na pratica, o que se pretende é gerar y',,, através de um
método de Runge-Kutta com passo oh, que pode ser obtida a partir
da idéia explorada em [Horn-1983] e apresentada no capitulo III

deste trabalho. Isto €&, para o#0 calculamos:

a;=a,/ag, b{,=b, /o para i=1(1)s, Jj=1(1)i-1

Para isto, consideramos:

que sao definidos como em (3-1).

Yueo=YatohY_ i (0) k,

i=l

onde

k,=£ (%, y.)

1

k,=f (% +a, oh,y,+eh) b/;k,) , i=2(1)s , (6-3-b)

j=1

Podemos representar a expressao do erro local da
aproximagédo y,,, em poténcias de oh, através da expansdo em série

de Taylor, como fizemos em (3-4). Isto é, podemos escrever:

(1

- 1. g
Yoso~u (% +oh) =Y" (oh)’ z:t;“}(a)Dk (a)
=1 k=1

onde apenas os coeficientes t,'? (0) dependem dos coeficientes do

método de Runge-Kutta (6-3). Como todos os coeficientes definidos
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no método ja sao conhecidos, exceto c';(o), i=1(1)14, nossa meta
é, entdo, determinar estes coeficientes a fim de garantir uma
certa ordem na aproximagcao gerada pelo método definido em (6-3),
para todo ¢ entre 0 e 1.

De (6-4) temos que a aproximacgcdo terd ordem m se:

;" (@) =0, k=1(1)r, j=1(1)m
Vale a pena adiantar que, conforme veremos mais a frente,
o valor maximo a ser alcangado por m sera 5.
Observe que para m=5, como estamos trabalhando com métodos
de ordem 7 e 8, podemos dispor de um certo grau de liberdade na

escolha dos coeficientes. Logo, seria natural aproveitarmos desse

fato, por exemplo, procurando encontrar entre os método de ordem

5, "o mais preciso possivel". Isto é: o que se pretende ¢é a
busca de um método cujo coeficiente do termo dominante, na
expressao do erro local, seja minimo.

Vale a pena lembrar que a expressdo do erro ndo é& apenas
dependente do método, mas também, do problema de valor inicial,
através das diferenciais elementares D,'.

No caso em questao, como a ordem maxima alcancavel é 5,
devemos impor condig¢des para que os coeficientes de (oh)®, que
sdao as condigdes de ordem para método com ordem 6, sejam
suficientemente préximos de zero na expansao (6-4). Isto é,

vamos optar por tornar minima para todo o€(0,1) a quantidade:
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20

G : 2
T, (0) =a" [[X [7," (0) ] (6-5)
k=]
[Dormand e Prince,1980] mostram que os coeficientes do erro local

para o método de ordem inferior a q podem ser expressosS por:

(IJ h]'

i=1
£

r', , dependem dos parametros a, e c, das férmulas de
Runge-Kutta, definidas em (6-1).

y?,, sdo valores numéricos que dependem somente de j e q.

Ainda, vamos considerar a condigao de simplificacéo:

i Vi, 'k (6-7)
(k-1)!

Por outro 1lado, os coeficientes do erro local da
interpolante y’,,, podem ser determinados sem maiores dificuldades
a partir das expressbes correspondentes para t'Y,, dados por

(6-6). Isto é:

_mEC { )rm

L=l Yi‘.
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A condigdo de consisténcia do método de Runge-Kutta nos

garante que:

cila) = —ch (0)

i=2

Fazendo agora:

=0 g=1(1)A

|

e usando de (6-8), obtemos:

" (0) *Ec (0) ry,

i=1

{H (a) EC (0) (/]

14

1 1 ' 3
ri’(a):_TZ:ci(o)rh}

g i=

_Zc( )rftl— k= ()
0 i= YF:

"’(a)-__zc (a0 5], k=1(1)9
U i=1 Yk

Usando as condigdes de simplificacdao dadas em (2-14), as 16
equacgoes de (6-9) podem ser reduzidas a 5 equagbdes dadas em
(6-10) por:

Considerando como hipétese simplificadora de trabalho,
c’,(a)=c’,(g)=c’,(0)=c’s(0)=0 e, usando a condicao de simplificacao
(6-7),0 sistema (6-10) pode ser expresso na forma matricial por:

68
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at/2

a,/6

c's(0g) em funcdo dos demais,

, a§/2

a,/6

ar/24 a;/24

6

7
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unesp

Escrevendo em (6-10) os coeficientes c

12

e (0)Y

13

(6-10-a)

(6-10-b)

(6-10-c)

(6-10-d)

(6-10-e)

chylo) zcs ol

14

1:5

podemos reescrever o sistema como:
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0 0 0
1742580 0
1) AT 0
0 0 1/24] ‘

i=10

Como a,,a,,a, € a, devem ser nao nulos, as matrizes diagonais

terao determinante ndo nulo.

Ainda, como a segunda matriz nesse sistema é a matriz de
Van der Mond, podemos concluir que, quando a,;,a,,a; € a, forem
distintos entre si a solugdao sera nao nula, e uUnica para cada
valor de o entre 0 e 1. Isto é para cada valor de ¢ entre 0 e 1,
um método de Runge-Kutta de ordem 5 é obtido.

Desejamos que esse método, além de ter ordem 5, gere bons
aproximantes y',,,. Para isso, podemos considerar que a quantidade
definida por (6-5) tenha um valor muito préximo de zero. O que
na pratica se traduz em obtermos um método com desempenho prbéximo
do alcancavel por um método de ordem 6.

Para condugao do raciocinio, podemos tomar as condigdes de
ordem que caracterizam um método de Runge-Kutta de ordem 6, que

sdao dadas por (6-8), fazendo j=6 e k=1(1)20.
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Dai, como foi feito em capitulos anteriores, usando as
condigcdes de simplificacao dadas por (2-14) e (6-6), tornamos
muitas destas equag¢des redundantes, reduzindo, portanto, o
sistema de 20 para 4 equagdes que, segundo [Shampine-Bogacki-
1990], podem ser escritas na forma matricial por:

: el ]
BVildiriteasyildin: s may1 14 3 Laln il
Vaete e aere ruca ki aNr (3 . /78
PATRERI,  ppandin SrakrTaanr (Eom i1

(6) (%) (6) r 1
620 120 = » a0 :

_C;4(0)_

Se o sistema (6-13) admitisse solugdo para todo ¢ entre 0
e 1, teriamos, a possibilidade de obteng¢dao de um método de Runge-
Kutta de ordem 6. Nas condic¢des desejadas, utilizando o método
dos minimos quadrados para a resolugdo do sistema (6-13),
obtemos, para cada valor de g, os coeficientes de c, (g) expressos
como polindémios de grau 5 em 0. As expressdOes desses coeficientes
podem ser encontradas de forma aproximada com 18 digitos, em
[Shampine-Bogacki-1990]. Embora ndo unica, todas as solugdes nos

levam a:

T, (0) =9.158x%107| 0’ (a-1)? (140’ -140+3|

Se considerarmos T.(0)=0 (o que corresponde a métodos com
ordem 6), verificamos que a mesma s6 é satisfeita para ¢=0, o=l

e 0=1/2 + ¥7/14. Isto é, ndo é possivel construir métodos de

7l
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Runge-Kutta nessas condig¢des, com ordem 6, para todo ¢ entre
0 e 1. Portanto, a ordem maxima m alcancavel para ¢ entre 0 e 1

serd m=5, como haviamos adiantado.

VI.4 - A Estimativa do Erro Local

Conforme ja vimos no capitulo II, uma técnica para o
controle do erro local, que tem se mostrado computacionalmente
eficiente, quando trabalhamos com um par de métodos de Runge-
Kutta embutidas de ordem p e q, respectivamente, com p<qg, &
considerarmos a diferenga das duas aproximagdes como uma nova
estimativa para o erro local ao integrarmos com o método de ordem
B

Do desenvolvimento apresentado no paragrafo anterior, ao
trabalharmos com um par de métodos embutidos de ordem 7 e 8,
respectivamente, construimos um interpolante com ordem 5 para
todo o intervalo entre :, e ¥,,;-

Vamos, agora, discutir o problema de controle do erro local
da interpolante.

A primeira hipbétese seria pensarmos em considerar a
estimativa obtida em %, e %,,,, para a aproximacado de ordem 7, como

valida em todo ponto entre x, e ,,, pois, na verdade, estamos

considerando em cada ponto um h'=gh, com 0<e<h, logo, com h'<h.

Porém, conforme constatamos, a interpolante obtida serd de ordem
5, apenas garantindo ordem 6 para particulares valores de .

Portanto, torna-se ndao confiavel para todos os pontos entre x, e

72
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a estimativa do erro local obtida para x,,,. [Shampine-

Xeti
Bogacki-1990] propde uma outra técnica para o controle do erro
local, que apresentamos a seguir.

Conforme vimos no paragrafo anterior, para ¢ assumindo
valores iguais a 1/2 + ¥7/14 a interpolante terd ordem 6 e ndo
5, como acontece para os demais valores de ¢ entre 0 e 1.

Considerando, entdo, ¢'=1/2+¥7/14, podemos gerar a

aproximag¢do para y,,,» dada por:

14

- . .
yar=y itaiiiic ki

i=1

onde os coeficientes de c; sao obtidos através de (6-10) e

(6-13) . Sabemos que a aproximagdo y*,, terd como erro local

0
18 _-16)

¢, (0) =(ch)"Y t; D" +o(ch)’.
k=l

Logo, para ¢ =g, esse erro local pode ser estimado através da
quantidade hA =y, ,,- = YV..o- + Seguindo o raciocinio explicitado no
inicio deste paragrafo.

Observe que A =L dik;, i=1(1)14, com d';=c’[c;"(d") - c].
Para o par de métodos 7 e 8 considerados no paragrafo anterior,
os valores de d;, sdo apresentados no trabalho de Shampine e
Bogacki.

Entdo, a precisdo apresentada por y,,, foi obtida por um
método de Runge-Kutta com ordem 6, podendo ser pensada e valida,
também para os demais valores de ¢ entre 0 e 1, geradas por um

método de ordem 5. Essa é a proposta de Shampine e Bogacki , que

3
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admitem ser uma técnica que teoricamente parece ser aceitavel,

embora nao exaustivamente testada computacionalmente.
Um outro caminho para o controle do erro local é
trabalharmos com limitantes, como o© proposto por Gladwell e

outros-1987, que demonstraram que:

14, (o) I sh*/20 T (a) T +o (h’)

onde I'" = max|D,'’], com k =1(1)20 e T'.(0), é como definido em
(6=5)"%

A partir dai, podemos considerar a comparagdo de limitantes
para o erro local, ao invés dos préprios erros.

Vale a pena registrar que, em qualquer das escolhas,
devemos ser bastante conservadores na previsdao do tamanho do
passo, pois rejeigdes do passo, quando trabalhamos com método de
Runge-Kutta, que exigem 13 avaliagbdes da derivada por passo pode

ser computacionalmente caro, tornando a técnica nao competitiva.

VI.5 - Consideragao final

A idéia para aconstrugdo deste interpolante, é bastante
interessante, ja que ndo necessita de avaliag¢des adicionais, para
determinar aproximantes em diferentes pontos, mas pode nao ser
aceitdvel em termos de custo computacional, pois o numero de

estagios é alto.
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CAPITULO VII

Considerag¢des finais

O objetivo principal desta dissertacdo foi o de apresentar
de uma forma que esperamos tenha sido clara ao leitor, utilizando
uma linguagem e notagcao uUnica, as principais técnicas hoje

disponiveis para, utilizando métodos de Runge-Kutta, integrar

problemas de valor inicial com "saida densa”, isto €&, quando

valores aproximados _para a solugdo exata y(x) sao necessarios em
pontos muito préximos no intervalo de existéncia da solugao.
Esses problemas passaram a ser efetivamente considerados a
partir do momento em que se tinham métodos numéricos que
permitiam a integragcdo a passo variavel e a um custo
computacional adicional baixo. Nesse sentido, os métodos de
Runge-Kutta explicitos embutidos trouxeram uma grande
contribuicdo, Wpoist®a Wpartir®da'® diferenca “entres as. duas
aproximagdes geradas no ponto podemos estimar o erro local da
aproximagdo de menor ordem, a um custo adicional pequeno. A
partir dessa estimativa é possivel determinar um "tamanho 6timo"
para o préoximo passo de integracgao e com uma boa chance de éxito.
Isto pode nos levar a alcancar o final do intervalo de integragao
com um menor numero de passos, logo, com economia no tempo de
processamento e no numero de avaliagdes da fungdo f(x,y).
Porém, essa possibilidade de trabalharmos com um tamanho de
passo otimizado torna-se na maioria das vezes ndo aplicavel para

problemas com saida densa.
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Isto levou os pesquisadores na area a buscar técnicas que
ao se utilizar métodos de Runge-Kutta, tais problemas nao
eliminem a possibilidade de se considerar o tamanho 6timo para

O passo.

Temos hoje  varias técnicas que consideram essa

possibilidade com eficiéncia computacional e qualidade numérica.

Um dos primeiros trabalhos nessa linha é o de Horn,
publicado em 1983, cuja técnica apresentamos no capitulo III.
Como pode ser constatado da analise do capitulo, Horn propde, a
partir de um método de Runge-Kutta basico a obtengdo de um novo
método com passo h'=gh, com a preten¢do de que ¢ possa assumir
qualquer valor no intervalo [0,1].

Partindo do método de Fehlberg com ordem 4 (pag-34)Horn
obtem para todo valor de ¢, entre 0 e 1, um novo método de ordem
4 e ainda, para o=1 temos um método de ordem 5. Esse método exige
a cada ponto uma avaliagao adicional da derivada f(x,y). Para
obtermos ordem 5 em qualquer ponto interno ao passo o método de
Horn exige duas avaliagdes adicionais em cada ponto onde a
aproximagao €& desejada.

Horn obteve um outro método que fornece aproximagdo com
ordem 5 em qualquer ponto, a um custo adicional total de 5
avaliacdes da derivada.

Uma outa técnica voltada para a solugdo numérica de
problemas com saida densa considera a associacgdo de um polindmio
interpolador de Hermite as aproximagdo disponiveis no passo,

geradas através de um método de Runge-Kutta. Essa técnica foi
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proposta por Shampine e publicada em 1985. O capitulo IV é
dedicado a apresentagcdao da mesma e a analise do erro da
interpolante associada.

O problema computacional dessa técnica esta na necessidade
de que se tenha a cada passo um numero minimo de aproximagdes de
ordem p, a fim de gerar a interpolante com ordem p. Isto faz com
que o método de Runge-Kutta tenha necessariamente mais estagios
do que o minimo necessario para um método com ordem p.

No secgao 1V.4 foi apresentado um estudo sobre a precisao da
interpolante, mostrando sob quais condigdes ele tem a mesma ordem
que o método de Runge-Kutta considerado. Ainda, na seg¢ao final
mostramos a relagdo entre a interpolante obtida e o método
proposto por Horn.

Voltando a idéia considerada por Horn, no capitulo V
mostramos como €& possivel obter métodos com ordem p, quando
consideramos o passo h'=gh com ¢ fixo entre 0 e 1, e com ordem
p-1 para todo ponto interno ao intervalo [x%,,%,+h’].Vale lembrar
que p € a ordem do método de Runge-Kutta considerado. Essa
técnica foi inicialmente explorada por Sarafyan, em 1984, que
levou a um aproximante com ordem 4. A partir dai, o proépio

Sarafyan, propde em 1987 uma familia de aproximantes onde para

qualquer escolha de ¢ entre 0 e 1 nos fornece uma aproximagdo com

ordem 5, que necessitam de 6 avaliagdes da derivada, mas tendo
4 dessas avaliagbes comuns a todos os pontos (ndo dependem de @) .

Todos os procedimentos para o obtengcdo desses métodos sao

desenvolvidos no capitulo V.
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Finalmente, apresentamos no capitulo VI uma técnica

interpolatdéria que permite gerar aproximagdes com ordem elevada,

proposta por Shampine e Bogacki em 1990. A técnica foi

desenvolvida considerando-se um par de métodos de Runge-Kutta com
ordem 7 e 8 respectivamente, porém, como pode ser observado da
analise apresentada no capitulo, podemos considera-la para
qualquer ordem.

Além das técnicas aqui apresentadas ndo podemos deixar de
mencionar outras apresentadas em [Enright e outros, 1986] que
propde a construcgao de interpolantes de Hermite-Birkhoff. Essa
técnica foi estudada por [Vasconcelos,1994] e apresentada em sua
dissertacao de mestrado. Analisando-a podemos dizer que a mesma
é qualitativamente muito boa pois se serve das propriedades dos
polindmios interpoladores de Hermite-Birkhoff, porém a existéncia
da interpolante depende dos pontos de interpolagdo considerados.

Como nao existem regras para a escolha desses pontos o
problema de obtengdo da interpolante pode levar ao insucesso da
técnica, o0 que nao acontece com nenhuma das técnicas aqui
apresentadas.

Gostariamos de resgistrar que nosso trabalho teve como meta
o entendimento dessas técnicas e a possibilidade de apresenta-las
de forma detalhada. Reconhecemos que em uma segunda etapa desse
trabalho, a implementagdo das técnicas e uma avaliagao

comparativa pode trazer uma grande contribuigao.
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