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Resumo

Em um artigo publicado em maio de 2008 na revista Nature [18], um grupo de pes-
quisadores da Hewllet-Packard Company (HP) anunciou a fabricagao de um componente
eletronico chamado memristor, uma contracao para “memory resistor”. A existéncia teo-
rica dos memristores havia sido prevista em 1971, pelo Engenheiro da Universidade da
Califérnia em Berkeley, Leon Chua, com base em propriedades de simetria de certos cir-
cuitos elétricos, porém até 2008 sua existéncia fisica nao havia sido comprovada. Tal
componente é considerado o quarto componente eletronico fundamental, ao lado do resis-
tor, do capacitor e do indutor, pois possui propriedades que nao podem ser duplicadas por
nenhuma combinacao desses trés outros componentes. A construcao fisica do memristor
atraiu grande interesse no mundo todo, devido ao grande potencial de aplicagcoes deste
componente.

No presente trabalho fazemos um estudo das bifurcagoes que ocorrem em um sistema
de equacoes diferenciais ordinarias, que serve como modelo matematico de um circuito
elétrico formado pelos quatro elementos fundamentais: um memristor, um capacitor, um
indutor e um resistor. O circuito estudado foi proposto por Ttoh e Chua em [9] e foi
construido tendo como base os conhecidos circuitos de Chua.

O modelo estudado é dado por um sistema linear por partes, descontinuo, definido em
trés zonas no R?, determinadas pelas seguintes inequagoes: |z| < 1 (aqui denominada zona,
central) e |z| > 1 (denominadas zonas externas). O sistema tem o eixo-z composto por
pontos de equilibrio. Estudamos a estabilidade local normal destes equilibrios em cada
zona. Mostramos que, devido a existéncia da linha de equilibrios, o R? fica folheado por
planos invariantes, transversais ao eixo z e paralelos entre si em cada zona. As solucoes
do sistema ficam contidas em uma combinacao de trés destes planos invariantes: um na
zona central e dois nas zonas externas. Mostramos ainda que o sistema pode apresentar
oscilagoes nao-lineares devido a existéncia de orbitas periddicas, passando por duas das
trés zonas ou passando pelas trés zonas. A andlise desenvolvida aqui é composta de uma
parte analitica e uma parte numérica, sendo que a parte analitica tem como base o estudo
de sistemas lineares por partes com trés zonas no plano, desenvolvido por Freire et al.
[5]. Os resultados analiticos e numeéricos obtidos completam o estudo desenvolvido para
0 mesmo sistema por Messias et al. em [12].

Palavras-chave: Sistemas Lineares por Partes; Memristor.



Abstract

Study of Piecewise Linear Systems with Three Zones and Application in
the Analysis of an Electric Circuit with a Memristor

In the present work we make a bifurcation analysis of a system of ordinary differential
equations, which serves as a mathematical model of an electric circuit formed by the four
fundamental elements: one memristor, one capacitor, one inductor and one resistor. The
studied circuit was proposed by Itoh and Chua in [9] and was constructed based on the
well-known Chua’s oscillators.

The studied model is given by a discontinuous piecewise-linear system, defined on
three zones in R?, determined by the following inequalities: |z| < 1 (called central zone)
and |z| > 1 (called external zones). The z-axis is composed by equilibrium points of
the system. The local normal stability of these equilibira in each zone is analyzed. We
show that, due to the existence of this line of equilibria, the phase space R? is foliated by
invariant planes transversal to the z—axis and parallel to each other, in each zone. The
solutions of the system are contained in a combination of three of these invariant planes:
one of them in the central zone and the other two in the external zones. We also show
that the system may present nonlinear oscillations due to the existence of periodic orbits
passing through two of the three zones or passing by three zones. The analysis developed
here has analytical and numerical parts. The analytical part was developed based on the
study of planar piecewise-linear systems with three zones presented by Freire et al. in
[5]. The analytical and numerical results obtained complete the study of the same system
developed by Messias et al. in [12].

Keywords: Piecewise Linear Systems; Memristor.
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CAPITULO

Introducao

Por 150 anos, os conhecidos elementos fundamentais de um circuito elétrico foram
o capacitor, o resistor e o indutor, descobertos em 1745, 1827 e 1831, respectivamente.
Aparentemente, estes trés elementos eram teoricamente suficientes. No entanto, em 1971,
Leon Chua, professor da Universidade da Califérnia em Berkeley, previu a existéncia de
um quarto elemento eletronico fundamental.

Esta descoberta tedrica aconteceu quando Leon Chua examinou as relagoes entre qua-
tro variaveis fundamentais de um circuito: corrente 4, voltagem v, carga ¢ e fluxo mag-
nético ¢. Existem cinco relagoes entre estas varidveis que sao amplamente conhecidas.

Duas delas sao dadas pela definicao de corrente elétrica e pela Lei de Faraday, ou seja,

_dg

de
1= v(t) = —

dt-
As outras trés sao equacoes basicas do circuito:

o _de o dg

R=up =g ¢ C= 4

onde R, L e C sao resisténcia, indutancia e capacitancia, respectivamente. Chua observou
que havia uma relacao que estava indefinida, a que existe entre ¢ e ¢. A partir de argu-
mentos de simetria, Chua [3] postulou a existéncia de um quarto elemento fundamental
do circuito (ver Figura 1.1), que chamou de memristor (abrevia¢ao de “memory resistor”)
definido por

iy

dq
onde M denota a memristéncia (ou memresisténcia), propriedade do memristor, assim
como a resisténcia é uma propriedade do resistor.

No caso de elementos lineares, em que M é uma constante, a memristéncia é idéntica

a resisténcia. Entretanto, quando M ¢é uma funcao de ¢, gerando um elemento nao linear

13
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Figura 1.1: Tlustragdo dos quatro elementos fundamentais de um circuito: resistor, capacitor,
indutor e memristor. Fonte: referéncia [18].

no circuito, entao nenhuma combinacao dos elementos do circuito - capacitor, indutor e
resistor - pode duplicar as propriedades do memristor.

Quase 40 anos depois do artigo [3]| ser publicado, um grupo de cientistas da Hewllet-
Packard Company (HP), liderado por R. Stanley Williams, anunciou em um artigo pu-
blicado na revista Nature [18] a constru¢ao do novo componente eletronico fundamental
teorizado por Chua, ver Figura 1.2. Este grupo havia sido criado em 1995, com o propdsito

de trabalhar com eletronica molecular.

Figura 1.2: Estrutura de um memristor, visualizada em uma imagem de microscopio. Fonte:
referéncia [21].

Durante a pesquisa, os cientistas observaram comportamentos inesperados apresenta-
dos pelos dispositivos nos quais estavam trabalhando, que nao conseguiam explicar. Foi
quando Greg Singer, um colaborador da equipe, trouxe o artigo em que Chua teorizava
a existéncia do memristor. Nesta época, o artigo [3| ja havia sido publicado h& 30 anos e
tinha poucas citacoes. A partir disto, foram varios anos lendo e relendo o artigo de Chua,
até perceberem que os dispositivos moleculares em que eles trabalhavam eram realmente

memristores.
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O motivo do memristor ser tao diferente dos outros elementos fundamentais é que, ao
contrario deles, o memristor “carrega a memoria do seu passado”.

A analogia cléssica para um resistor ¢ um tubo por meio do qual a dgua (eletricidade)
atravessa. O diametro do tubo é analogo a resisténcia do fluxo da corrente - quanto mais
estreito o tubo, maior a resisténcia. Resistores normais tém um diadmetro fixo. Segundo
R. Stanley Willians, o memristor € um tubo cujo diametro muda conforme a quantidade e
direcao da agua que flui através dele. Se a agua flui através deste tubo em uma direcao, o
mesmo se expande (tornando-se menos resistivo). Mas se a dgua flui na diregao oposta, o
tubo encolhe (tornando-se mais resistivo). Além disso, o memristor lembra o diametro da
ultima vez que a dgua atravessou por ele. Ou seja, quando o fluxo é desligado, o diametro
do tubo “congela” até que o fluxo seja ligado novamente.

Segundo Willians, esta propriedade de “congelamento” dos memristores se adapta bri-
lhantemente, por exemplo, para a memoria do notebook. A capacidade de armazenar
indefinidamente valores de resisténcia significa que um memristor pode ser usado como
uma memoria nao-volatil. Atualmente, ao retirar a bateria do notebook sem salvar nada,
certamente tudo serd perdido. Mas se o notebook for construido usando uma memoéria
com base no memristor, quando coloca-se a bateria novamente, a tela retornara com tudo
exatamente como foi deixado [21].

Mas o potencial do memristor vai além do “desligamento instantaneo” de notebooks,
pode também ajudar em um dos grandes desafios da tecnologia: imitar as funcoes de
um cérebro. Em [21] Williams afirma que os memristores podem permitir a reprodugao,
ao invés da simples simulacdo, de redes de neurénios e sinapses!. Ao usar o memristor
seremos capazes de construir circuitos eletronicos analdgicos que podem funcionar de
acordo com os mesmos principios fisicos de um cérebro. Um circuito hibrido - contendo
muitos memristores conectados e transistores - poderia levar maquinas a reconhecerem
padrdes que os seres humanos reconhecem, como por exemplo, escolher uma face particular
em uma multidao, mesmo que tenha mudado significativamente desde a tiltima recordacao.

Os memristores podem ser considerados como componentes de um circuito elétrico,
combinados com resistores, capacitores e indutores. Tais circuitos podem ser modela-
dos matematicamente por sistemas de equacoes diferenciais ordinérias nao-lineares, cuja
complexidade aumenta com o niimero e o tipo de componentes do circuito.

Propriedades dinamicas destes circuitos podem ser estudadas analisando-se o retrato
de fase destes sistemas, obtendo-se por exemplo estados de equilibrio, oscilagoes nao-
lineares, e até mesmo comportamento caotico das solugoes [9]. Varios modelos matemati-
cos de circuitos envolvendo memristores surgiram na literatura, desde o seu descobrimento
|6, 7, 8, 10, 15, 16, 22|.

Neste trabalho é apresentado o estudo de um circuito elétrico envolvendo os quatro

elementos fundamentais: um memristor, um capacitor, um indutor e um resistor. Tal cir-

Pontos de contato entre duas células nervosas.
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cuito foi proposto em [9], sendo que os componentes estao conectados conforme mostrado

na Figura 1.3.

Y

L
+
-R i Flux-controlled
— C1 memristor

Figura 1.3: Circuito elétrico envolvendo os quatro elementos fundamentais: um memristor, um
capacitor, um indutor e um resistor.

O memristor considerado na Figura 1.3 é caracterizado por uma funcao linear por
partes. O circuito é modelado matematicamente pelo seguinte sistema de equacoes dife-

renciais ordinérias (conforme [9])

&= aly — W(z)z),
=gz + By, (1.1)

z=ux,

onde x, y e z sao as variaveis e a, 5 e £ sao os parametros, que serao considerados
positivos e estao relacionados com caracteristicas fisicas do sistema (voltagem, corrente,

capacitancia, resisténcia e indutancia). No sistema (1.1),

a, |z| <1,
b, lz| > 1,

¢ a funcao linear por partes que caracteriza o memristor envolvido (chamada de mem-
dutancia). Observe que o sistema (1.1) é um sistema linear por partes, definido em trés
zonas do espago R3, |z| < 1 e |z| > 1. O sistema nao esta definido nos planos |z| = 1.
Com o objetivo de apresentar um estudo do sistema (1.1), este trabalho esté organizado
da seguinte forma. No Capitulo 2 apresentamos as defini¢oes basicas sobre os sistemas
suaves por partes, para um melhor entendimento do que serd estudado nos capitulos
seguintes. No Capitulo 3 apresentamos o estudo de sistemas lineares por partes no plano,
com trés zonas, desenvolvido em [4]. No Capitulo 4, combinando as técnicas apresentadas
no Capitulo 3 com simulag¢oes numéricas, estudamos o circuito elétrico envolvendo um
memristor, modelado pelo sistema (1.1). Tal modelo foi proposto em [9] e estudado
analitica e numericamente em [12|. A anélise aqui desenvolvida complementa os resultados

de [12|. No Capitulo 5 apresentamos algumas conclusoes e consideragoes finais.



CAPITULO

Definicoes e resultados preliminares

Este capitulo traz algumas defini¢oes e resultados preliminares para auxiliar na leitura
do restante do trabalho. Os resultados aqui apresentados tém como base os trabalhos
[1, 11, 19].

Um campo vetorial suave de classe C", r > 1, definido num aberto U C R"™, é uma

aplicacao X : U — R"™ de classe C". Ao campo vetorial X associamos a equacao diferencial
= X(z), (2.1)

onde z € U C R". As solugoes desta equagao sao aplicagoes diferenciaveis ¢ : I C R — U

que satisfazem

“2(1) = X(o(0)

para todo t € I, I é um intervalo aberto, e sao chamadas de trajetorias do campo vetorial
X, ou da equacao (2.1). Um ponto z* € U é dito ponto de equilibrio de X se X(z*) =0
e ponto regular de X se X (z*) # 0.

Um conjunto invariante de X é um subconjunto A C X tal que p € A implica que
o(p) € A, para todo t € I.

A seguir exibiremos alguns tipos de conjuntos invariantes (ver Figura 2.1):

a) Equilibrios. A forma mais simples de um conjunto invariante de um campo vetorial
é uma solucao de equilibrio z* que satisfaz X (z*) = 0. Também pode ser chamado

de ponto estacionario do fluxo, pois p(z*,t) = p(z*,0) para todo t.

b) Orbitas periddicas. Outro tipo de conjunto invariante sdo as orbitas periodicas,
determinadas por uma condicao inicial z, e um periodo 7. Aqui 7 é definido como
o menor tempo 7 > 0 tal que p(z,,7) = x,. Orbitas periodicas formam curvas

fechadas no retrato de fase. Uma oOrbita periodica isolada é chamada de ciclo limite.

17
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c) Orbitas homoclinicas e heteroclinicas. Outra importante classe de conjuntos
invariantes sao as orbitas conectadas, que sao solucoes que tendem para conjuntos
invariantes quando o tempo tende para +oo e para —oo. Uma 6rbita homoclinica
é uma trajetoria z(t) que se conecta a um equilibrio z*, ou seja, x(t) — z* quando
t — Zoo. Uma orbita heteroclinica conecta dois diferentes equilibrios z] e z7;

x(t) — x} quando t — —oo e x(t) — 3 quando t — +oc.

(a) (b)
(c) (d)
Figura 2.1: Retratos de fase representando conjuntos invariantes de fluxos suaves: (a) Equilibrio.
(b) Orbita periddica. (c) Orbita homoclinica. (d) Orbita heteroclinica.

Um campo vetorial suave por partes definido em um conjunto compacto e conexo M
do plano é determinado por dois campos vetoriais e uma aplicacao real suave que define

M.

Definigcao 1 Sejam X, Y € X", onde X" € o conjunto dos campos vetoriais C" sobre M,
e F': M — R uma aplicacao real suave tal que 0 € seu valor reqular. Assumiremos que o
conjunto 11 = F~1(0) é compacto e conexo tal que M\II tem duas componentes conezas
que sio denotadas por S = F~1(—00,0] e N = F~1[0,00). Assim o campo vetorial suave
por partes Z = (X,Y) definido em M € dado por

Denotamos por Q" (M) o conjunto dos campos vetoriais suave por partes definidos em M
e o conjunto II serd chamado de conjunto de descontinuidade.

Sobre II as solucoes de ¢ = Z(q) obdece a formulagao de Filippov. Ele definiu treés
regras para a transicao de orbitas de um campo vetorial suave por partes entre as duas
regioes, cruzando ou atigindo o conjunto II. Estas regras sao denominadas de convencoes

de Filippov.
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Como Maciel em [11], para definir as convencoes de Filippov usaremos a seguinte
notagao: X F'(p) significa a derivada de F' na dire¢do X. Escrevendo localmente X (p) =
(a(p),b(p)), para um ponto qualquer p € M, temos que

X £ () = () b0, (5200, 50)) ) = at) 500+ 60 5 0),

onde <, > é o produto interno usual do R2.

Definicao 2 Considerando o campo vetorial Z = (X,Y).

a) A regiao de costura de Z é definida como o conjunto Cz = {q € 11 : XF(q) YF(q) >

Figura 2.2: Regioes de Costura.

b) A regiao de escape de Z ¢é definida como o conjunto €5 = {q € Il : XF(q) <
0, YF(q) > 0}.

Figura 2.3: Regiao de escape.

c) A regiao de deslize de Z ¢é definida como o conjunto Dy = {q € 1I : XF(q) >
0, XF(q) < 0}.

Figura 2.4: Regiao de deslize.

Para as regioes de deslize ou de escape ¢ definido um campo vetorial auxiliar, o campo

de Filippov.
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Definigao 3 Sejam Z = (X,Y) € Q" (M), II o conjunto de descontinuidade e p € 11 um
ponto de escape ou de deslize. O campo de Filippov no ponto p, denotado por Fz(p), é o

unico vetor tangente a 11 em p contido no cone gerado por X(q) e Y (q).

A Figura 2.5 apresenta um exemplo de campo de Filippov.

LYip)

-~ l':z{]:'] |

p

M
“Xip 1

5

Figura 2.5: Campo de Filippov em p. Fonte: referéncia [11].

Para descrever um modo de calcularmos o campo de Filippov em um ponto, Maciel
escreve localmente X (p) por (a(p),b(p)) e Y(p) por (c¢(p),d(p)). Entdo, o campo de

Filippov no ponto p tem a expressao

(2.2)

Usando a notagao (2.2) sdo definidos os equilibrios do campo de Filippov.

Definicao 4 Um ponto p € 11 € um equilibrio do campo de Filippov se for um ponto de
escape ou de deslize e satisfizer a equagao a(p)d(p) — b(p)c(p) = 0.

A seguir definiremos os casos em que p nao é um equilibrio do campo de Filippov.

Definicao 5 Um ponto p € 11 € dito 1l-reqular de Z se satisfaz uma das sequintes condi-

coes
a) p € ponto de costura,

b) p é um ponto de deslize ou de escape e nao é uma singularidade do campo de Filippov,

ou seja, a(p)d(p) — b(p)c(p) # 0.

Definicao 6 Um ponto p € Il é dito uma 1l-dobra de Z se for um ponto de tangéncia
quadrdtica do campo X com 11, ou do campo Y com 1. Dizemos que uma Il-dobra de Z

é

a) externa se YF(p) # 0, XF(p) = 0 e X2F(p) < 0, isto é, quando p é um ponto de
tangéncia quadrdtica externa do campo X com 11. De forma similar € definida uma

[I-dobra de Z externa que seja tangéncia do campo Y ao conjunto II.
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Figura 2.6: II-dobra externa. Fonte: referéncia [11].

b) interna se se YF(p) # 0, XF(p) =0 e X*F(p) > 0, isto €, quando p é um ponto de
tangéncia quadrdtica interna do campo X com Il. Uma 1l-dobra de Z interna que

seja tangéncia do campo Y ao conjunto 11 € definida analogamente.

Figura 2.7: II-dobra interna. Fonte: referéncia [11].

Definicao 7 Seja v uma curva em M composta por arcos requlares de trajetorias de X
em N, e/ou de trajetorias de Y em S, e/ou de trajetorias de Fy em I1. Nestas condigoes,

v € uma politrajetoria de Z se satisfizer

i) v contém arcos de trajetdria de pelo menos dois entre os campos vetoriais X, Y e Fy,

ou € formado por um arco de Fy;

ii) a transi¢ao de arcos de trajetdria de X para arcos de trajetoria de'Y € feito em pontos

de costura,

iii) a transicao de arcos de trajetoria de X, ou de Y, para arcos de trajetoria de Fy é feita
através de 11-dobras, ou de pontos requlares do arco de escape, ou do arco deslizante,

respeitando-se o sentido dos arcos de trajetoria.

Na Figura 2.8 é apresentado um exemplo de uma politrajetoria.

Figura 2.8: Politrajetoria. Fonte: referéncia [11].
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Definicao 8 Seja v uma politrajetoria de Z.

a) Seja ¢* um equilibrio de X (ou Y ). Uma drbita homoclinica é uma trajetoria que se

conecta ao equilibrio q*, isto €, v(t) — q*.

b) Seja qf e ¢; equilibrios de X eY, respectivamente. Uma drbita heteroclinica conecta

qi e qs, isto €, y(t) — qf quando t — —oo e y(t) — ¢ quando t — +oo.

N ‘
X AN

(a

g2
n g=

Figura 2.9: (a) Orbita homoclinica. (b) Dupla ligacio heteroclinica.
A seguir apresentamos como em [11] uma caracterizagao de orbitas fechadas, ou seja,
de politrajetorias fechadas de Z.

Definigao 9 Seja v uma politrajetoria fechada de Z. Dizemos que

a) v € uma trajetoria fechada do tipo I se vy encontra I1 apenas em pontos de costura.

Figura 2.10: Politrajetoria do tipo I. Fonte: referéncia [11].

b) ~ € uma trajetoria fechada do tipo II se v = IL.
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Figura 2.11: Politrajetoria do tipo II. Fonte: referéncia [11].

c) v € uma trajetdria fechada do tipo III se v contém, pelo menos, uma Il-dobra de Z.

Figura 2.12: Politrajetéria do tipo III. Fonte: referéncia [11].

Definicao 10 Dada uma politrajetoria fechada ~ do tipo I, com v = vy Uy U--- U,

onde 7y; sao arcos de trajetoria de X em N e ;41 sao arcos de trajetoria de Y em S,
n—1
para j =0,1,...,

. Para cada j =0,1,...,n seja ;NI = {pj, pj+1} com po = pni1.
Para cada j =0,1,...,n definimos um germe em p; de uma transformacao de Poincaré

7; @ (ILp;) — (I, pj41) tal que a aplicacao de primeiro retorno associada a orbita vy é

dada por

T =Ty O0Tp_10- 0T

com m(po) = Po-

A Figura 2.13 mostra a divisao de uma politrajetoria fechada de acordo com a defini¢ao

anterior.

Figura 2.13: Politrajetoria fechada. Fonte: referéncia [11].



CAPITULO

Sistema linear por partes no plano

com trés zonas

Neste capitulo é apresentado o estudo de sistemas lineares por partes, continuos, de-

finidos no plano, simétricos e com trés zonas, conforme estudado em |[5].

3.1 Formas canonicas

Nesta secao estudaremos as formas candnicas para sistemas lineares por partes, con-
tinuos, definidos no plano, simétricos e com trés zonas como uma etapa para facilitar sua
andlise. Apresentamos procedimentos para determinar sistemas equivalentes ao inicial
(obtidos por mudangas lineares) com menor niimero de parametros e que, portanto, sao
mais simples e tem o mesmo comportamento dinamico do sistema inicial.

Como o sistema tem trés zonas existem duas retas paralelas dividindo o plano. Os
campos de vetores de cada zona devem ser sistemas lineares nao-homogéneos com coefici-
entes constantes que sao “colados” de forma continua nas duas retas paralelas. Como em
[5], o campo de vetores é considerado simétrico em rela¢do a origem.

Sem perda de generalidade, toma-se as duas retas paralelas {z; = —1} e {z; = 1}

dividindo o plano em trés zonas. Supondo que

Arx+cp, sex; <—1,
i=Fx)=q Acr+ce, se —1<x <1, (3.1)

Arx + cr, se x; > 1,

com Ay, Ac e Ap € M(R)gus € ¢, co € cgr € R2
E necessario que A, = Ac = Ag, ¢, = —cg = c e ¢cc = 0, pois o campo de vetores é

simétrico em relagao a origem. O indice E indica as zonas externas.
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A continuidade nas fronteiras das zonas, ou seja, nas retas {x; = £1}, exige que

er a ¢ oa ep —c

AE:( 1 ) A0:< 1 ) : c:< 1 ) 52
€2 Qa2 C2 Q2 €2 — C2

As equagoes correspondentes ao sistema (3.1)-(3.2) podem ser escritas da forma

1= ¢1(z1) + ay,

(3.3)
wo(r1) + asxs,

To
com
ex1 + (e, —¢), se x; < —1,
pi(z1) = i, se —l<a<l1, i=12

eix1 — (e, —¢;), se 1<u,

O sistema (3.3) tem pelo menos um ponto de equilibrio na origem, e pode ter outros
dois (um em cada zona externa) ou um segmento de pontos de equilibrio.

Assumindo que o sistema (3.3) tem uma curva invariante fechada T', nota-se que
quando T" ocupa apenas duas das trés zonas, entao (devido a simetria) o sistema tem
uma outra curva invariante fechada simétrica a I' com relagao a origem, e nenhuma des-
tas curvas inclui a origem. Por outro lado, quando I' passa pelas trés zonas, entao I' é
simétrica com relacao a origem e a origem ou é englobada por I' ou pertence a I'.

Valem os seguintes resultados apresentados em [5].

Proposicao 1 (Freire et al., 2002) Se o sistema (3.3) tem uma inica curva invariante
fechada I, entao

// TC dﬂfldﬂfg + // TE d.Tld.Tg = TC SC + TE SE = 0,
into(T) intp(T)

onde ' é uma curva de Jordan, intc(I') = {|z1| < 1} Nint(D), intg(T) = {1 < |z1|} Nint(D),
Te = Trago(Ac), Ty = Traco(Ag), Sc = Area(into (') e Sp = Area(intp(I)).

Proposicao 2 (Freire et al., 2002) Se ' € um ciclo limite, uma drbita homoclinica ou
uma dupla ligagao heteroclinica do sistema (3.3), entao T' existe, pelo menos, em duas
zonas e a condicao inicial a1 # 0 e TETe < 0 ou TgTe = 0 € vdlida. Além disso quando

I' € um ciclo limite, entao TrTo < 0.

Demonstragao. Dentro de cada zona o sistema (3.3) é linear e sistemas lineares nao
podem ter ciclos limites, 6rbitas homoclinicas e nem o6rbitas heteroclinicas, portanto I’
esta em pelo menos duas zonas. Entretanto, para que I' seja um ciclo limite, uma 6rbita

homoclinica ou uma dupla ligacao heteroclinica, a curva deve cruzar alguma fronteira, ou
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as duas, duas vezes e em sentido oposto. Supondo que a; = 0, o sistema (3.3) mostra que
551|21=71 = € 1’1|ml=1 =C -

Se ¢; # 0 entao o fluxo em todos os pontos da fronteira é direcionado para dentro ou
para fora da zona central, pois a primeira coordenada do campo é constante em cada
fronteira. Se ¢; = 0 entao as fronteiras sao invariantes com relacao ao fluxo do sistema.
Em qualquer um dos casos é impossivel cruzar uma fronteira em ambos os sentidos, logo
[' nao é um ciclo limite, uma 6rbita homoclinica e nem uma dupla ligacao heteroclinica e
assim chega-se a uma contradicao. Portanto, a; # 0.

Se Tc'Ty > 0, entao T ,Tg > 0ou Ty, T < 0 e assim TeSe + TSk # 0. Logo, pela
Proposigao 1, o sistema (3.3) nao pode ter qualquer orbita periodica, 6rbita homoclinica
ou ligacoes duplas heteroclinicas. Entao ToTr < 0.

Se I'" € um ciclo limite que estd em duas ou trés zonas com T Tg = 0, pela Proposicao
1, Tc e Tk serao nulos o que resulta em um sistema conservativo. Como em sistemas
conservativos nao existem ciclos limites chega-se a uma contradi¢cao. Desta forma, I é um
ciclo limite quando TgT- < 0. m

Para obter a forma candnica do sistema (3.3) as variaveis serdo alteradas preservando

os limites verticais. Em [5] os autores fazem as seguintes mudangas de variaveis

=T,
(3.4)
y=e€T + ey, € #0.

Com isto, obtem-se
€1a1x ary
- - + =

T =i(x) — - o

Y = €101 + €20

€17a a €T
=€ ((pl(x)— ! 1+—y 1)+62 (w(x)—i—az (ﬂ—l—))
€9 €9 €2 €2

€1a €E1a
= c11(7) + €apa(z) — € (le Ly &2) T +y (11 + a2>
2

= e11() + €2p2(x) — €163 + ye,

€141 ~ . .
onde e3 = —— 4 as e €1, €5 serao adequadamente selecionados. O sistema com as novas
€2
variaveis é dado por

. €1ray yay
Tr=p(r)— + —,

(@) €2 €2 (3.5)
U = e101(x) + €apa () — €137 + Yes.

Para simplificar (3.5) podemos analisar o termo linear por partes €;¢1(x) + €22 em cada

uma das trés zonas, com o que obtemos.
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e Paraz < -1

e101(x) + eapa(x) = €1(e1x + €1 — ¢1) + €x(eax + 3 — ¢3)
= €161T + €161 — €1C1 + €269 + €269 — €902

= (€161 + €2e9)x + (€161 + €262) — (€101 + €2¢2) .
e Para -1 <z <1

€101(x) + e2pa(x) = e1(c1x) + ea(ca)

= (€101 + €209) .
e Paraz >1

e1p1(x) + e2pa(x) = e(e1x —er + ¢1) + ea(ear — ex + ¢2)
= €161 — €161 + €1C] + €29 — €262 + €2C9

= (€161 + €ae0)x — (€161 + €269) + (€101 + €2¢2) .

Ou seja,
(6161 + 6262)1' -+ (6161 + 6262) — (6161 —+ 6262), se X S —1,
e191(z) + e2p2(x) = < (e1€1 + e969), se |z| <1,
(e1€1 + €xe2)x — (€161 + €2€9) + (€101 + €3¢2), se 1<ux.

Se €161 + €969 = €1¢1 + €309 ou equivalentemente

62(62 — CQ) = 61(61 — Cl)
=e(e1+a; —a; — )
= 61(TE — Tc),

entdo a segunda equacao de (3.5) torna-se linear.

Proposigao 3 (Freire et al., 2002) Se a; # 0 existe uma mudancga de varidveis que

reduz o sistema (3.3) para a sequinte forma canodnica (Forma de Liénard)

{ = F(x)—y, (3.6)

y=g(x),
onde
Texr+ (Tg — T¢), se x < —1,
F(x) =< Toux, se —1l<x<l,
TEJI — (TE — Tc), se T Z 1
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Dgx + (Dg — D¢),  se o< -—1,
g(x) =< D¢z, se —l<ax<l,
Dgpx — (Dg — D¢), se x> 1.

Demonstragao. Na mudanga de variavel (3.4) tomando €; = ay e € = —ay, obtemos

e Paraz < -1
€121 a T
+ N

T o=p(r) — o

=ex+ (e — 1) —

(%agx ary
_'_ v
—Qaq —Qa
=ex+(e1—c1)tagr —vy
=(e1+a)r+(e1—c1)—vy
:TE{E+(TE—T0)—y.

U = €e1p1(x) + e209() — €1632 + €3y

=ay(erw + (61 —c1)) + (—a1)(eax + (e — ¢2)) — ag (a1ag + (—ay)ag)x

+(aras + (—ay)az)y

= age1T + az(e; — 1) — arear — ag(eg — o)
= (age; — a1€3)x + age; — ascy — arey + ajco
=Dgx+ (Dp — D¢) .

e Para -1 <z <1

. €121 aix
T =pi(x) — ; + ;

alaga?’ 2
=17 + a2x — Y

= 1T —

=Tex —1y.

U = e101(x) + eapa(x) — €163 + €3y
= (2C1T + —A1C2T
= Dcx .

e Paraz >1
€1a2T arxr
+

T = p(r) — 6

€
CL216L2I ary
=er—(e1—c1)— — + —>

—ay —ay
=er—(e1—c1)+agr —y
=(e1+a)r—(e1—c1) —y
:TEI—(TE—Tc)—y.
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y = 61(,01(13) -+ 62(,02(1’) — €1€3% —+ €3y
(a1ag + (—aq)az)x

=as(e1x — (e1 — 1)) + (—ay)(eax — (€3 — ¢3)) — ay
+(6L16L2 + (—al)ag)y

= age1x — as(e; — 1) — arear + aq(eg — c3)

= (age; — a1€2)x — aseq + ascy + arey — aico

Proposigao 4 (Freire et al., 2002) Se Tr # Tc e a; # 0, existe uma mudanga de

varidveis que reduz o sistema (3.3) para a sequinte forma candnica ( forma de Van der

Pol)
{ i=f(r) -y, 57)

y = pr — by,

onde
mpx + (Mg — meg), se 1< —1,
flx) =< mea, se —l<uax<l,

mgxr — (mg —me), se x>1,

- =Tp+b =Tc+b = b .
To—Tp P EtO, mg=1c+b e p 5 + 5

Demonstragao. Se na mudanca de variaveis (3.4) for assumido

b:

_al(CQ - 62)

R

€2 = —aq,

tem-se que

e Sex < —1

al(CQ — 62)
Te —T¢
a1(62 - 62)

= 61—TE_TC)37—IU+(€1—01)
ay(ca — e
= el—l—ag—ag—m r—y+(e1—a1)
b —

Tr — T —
= |e +ag— ax(Tp c) +aile 62))x—y+(el—cl)

Ty —Tc
as€1 —CL261+CL162—CL162> [E—y—l—(el —Cl>
7)1'—:9—'_(61—01)

De—D

— (61"‘@2—H>$—y+(61—01)

= Tg+bx—-—y+Tp+b—-0-"T¢)

= mEa:+(mE—mc)—y.

T = 611‘4‘(61-61)-

= (61 + &2)[E —

= (61 + CLQ)I —
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= 61@1(.13) + 62()02(.1’) — €1€37 —+ €3y
. ai(ca — e2)
= |~ ) ez + (&1 — 1)) + (—a1)(e2z + (ea — c2))
T —1T1c
aq (Cg — 62) ay (02 — 62) aq (CQ — 62)
(( TE_TC><G,2+ TE—TC T+ | ax+ TE—TC Y
ai({Cy — € ai({Cy — € €1 — C
- 2)61:76— e —ele —a — arear + ay(cg — e2)+
i) (e e’
a10a9(Co — €9 —a1(Cy — €9
—b
- Tr—Tc x+( Tp—Tc )x Y

= (b+ as)e1r — arear — asbr — a3z + b?x + 2basxr + aiw — by
= bew + age1x — aresx + asbrb®x — by
= [(e1 + as)b+ b* + (ase; — ares)|x — by
(Tgb+V* + Dg)x — by
= (Tg+b)x+ Dgx — by.

e Se —1l<z<xl

T —1Tg
D¢ — Dg
= (cl+a2—TC_TE)x—y
= (Te+bx—y
= McT —Y

U= €e1¢1(x) + epa(x) — 1637 + €3y
. a1(62 — 62) aq (CQ — 62) aq (CQ — 62)
- ( TE_TC)clx—l—( ap)cax (( T, T, as + T, T, x
01(02 - 62)
+<a2+ TE—TC )y
= (b+az)c1x — arcor — as(b+ az)w + (b + as)?x — by
= bcix + ascix — ajcox — asbr — a%x + b%z + 2basx + a%a: — by
= beix + ascix — ajcow + basxr — by
= (1 + ag)bz + (aze; — arce)x — by
= Tox + Dex — by.
e Sex>1

Do —D
T = 61I+(—u+a2)$—(61—01)—y

De—D
— <el+a2—M)z—(el—cl)—y
= (TE+b)J}—(TE+b—b—TC)—y

= mgx— (mg—mg) —y.
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y = 61@1(13) + 62(,02(5(]) — €1€3% + €3y

a(co —e
= (-5 e e - )+ (Canfeas - e - )+
r—1c
B ((_G;SCQ —T€2)> <a2+ Q;ECQ —;2))) - (a2+ alT(CQ —Tez))y
r—1c r— Tt r—1c
— _al}cz _Te(j elx+a1(02_€62)(§1_01 —ajesxr + ai(co — eg)+
B — 1—C
G1G2(02—€2) —al(Cz—ez) ?
—b
L — M( To-Tc )"

= (b+as)eir — areaxr — ash + x — adx + b*x + 2basx + asx — by
= beix + aze1x — ajeax + ashx + b2x — by
= [(e1 + as)b+ b* + (ase; — ares)|x — by
(Tgb+V? + Dg)x — by
= (Tg+b)x+ Dgx — by.

Teorema 1 (Freire et al., 2002) Se um sistema linear por partes (3.1)-(3.2) tem um
ciclo limite, entao se verifica TgTo < 0 e o sistema pode ser transformado por uma

mudanca de varidveis mais um reescalonamento no tempo na forma candnica

i = ¢(z) -y,
{ e (3.8)

onde
per + (e — po),  se v < -1,
o(x) =< pew, se —l<x<l,

per — (e — po),  se x>1

e B, ug e pe sao parametros reais.

Demonstragao. Primeiro serd mostrado que se o sistema linear por partes (3.1)-(3.2)
tem um ciclo limite, entao o sistema pode ser transformado na forma canénica (3.7) com
p > 0. Pela Proposicao 2, se o sistema (3.1)-(3.2) tem um ciclo limite, entdao a; # 0 e
TcTg <0, ou seja, Ty # T, Assim, aplicando a Proposicao 4, tem-se a forma candnica
do sistema (3.1)-(3.2)
{r:ﬂm—%
y = pr — by.

Assumindo que o ciclo limite I' estd em duas zonas, é claro que existe outro ciclo

limite simétrico a I'. Logo I' nao envolve a origem, pois caso contrario as duas curvas se

cruzariam. Sabe-se que uma oOrbita periédica de um campo vetorial continuo no plano
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deve conter no minino um ponto de equilibrio em seu interior [17]. Portanto, T" deve
englobar o ponto de equilibrio T que esta localizado em uma das zonas externas.

Se p <0, T é sela ou é no. De fato, os autovalores de (3.7) nas zonas externas sao

mE—bi\/(mE—i—b)Q—élp

A2 = 9

¢ assim
(m+b)2—4p20 & p<0.

Portanto, T ¢ sela ou é n6 quando p < 0 e assim existem retas invariantes associadas a
este ponto, o que exclui a existéncia de ¢rbitas periddicas situadas em duas zonas. Agora,
supondo que I" esteja nas trés zonas, p < 0 e observando o fluxo nas fronteiras r = —1
e x = 1, tem-se que I' deve englobar a origem. Além disso, a 6rbita I' atravessa os dois
semieixos positivos nos primeiros quadrantes.

Se p =0, aretay =0 é uma trajetoria que cortaria I', o que é impossivel. Se p < 0,
uma anéalise do fluxo nas fronteiras do primeiro quadrante mostra que as 6rbitas que saem
de tal quadrante nunca mais voltam a ele. Conclui-se que p > 0 e entao tomando em

(3.7) a mudanga de variaveis

T T e Y = /Py,

t
e o reescalonamento no tempo t — — , tem-se

de dr dr  f(z)
dt)\Jp P%—\/ﬁ(f(x)—y(\fp) = E_W_%

( HE (ME—MC)

B e se x < —1,

/P VP
M: 'u—cx, se —l<x<l,
VP VP

pe, (pe—pe)

[ VP VP
dy+/p 2dy dy b

Considerando entao as mudancas de parametros

b mcgc mg
po=— € jip=——

va VP VP

o sistema (3.8) é obtido, o que prova o teorema. m

8=
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3.2 Solugoes do sistema (3.8)

Como as formas explicitas das solugoes de (3.8) sao necessarias para o estudo dos
sistemas lineares por partes com trés zonas, facamos um estudo detalhado das mesmas.
Isto é possivel devido ao fato dos sistemas serem lineares em cada zona. Primeiramente
assumamos, seguindo o que é feito em [5], que D # 0, onde D é Dg ou Dy, A denota Ag
ou Ac e T = trago(A).

As solugbes no interior de cada zona (para ser estendida continuamente para a fronteira

comum) tem a forma:

Bluc — ) Bluc — )
v 2 i = e v wu | (3.9)
y(t) 5 y(0) F =5

onde et = e%tC(t), pé g ou pe e o sinal de menos (resp. mais) deve ser escolhido para
a zona direita (resp. esquerda) (na zona central o termo correspondente desaparece). A

matriz C'(t) depende do sinal de

A = (n=P)—4(—pB+1)

= (n+p8)°—4
B Apg, se |xz| > 1,
B Ag, se |z| <1,

pois o comportamento dinamico do sistema é determinado pelos autovalores de cada zona.
Quando D > 0 e A < 0, as 6rbitas lineares correspondem a um foco ou a um centro
e em ambas as situacoes sera usado a expressao zona de foco. Quando D >0e A >0 a

zona serd chamada de zona de sela. Escrevendo

VIA| { WE, se x| >1,
w=—————=

2 we, se x| <1

e usando A para Ap ou Ag, e w para wg ou we, sao obtidas as seguintes expressoes para
a matriz C(t).

Se A < 0 (caso zona de foco), entao

cos(wt) + (B + p)sen(wt) _ sen(wt)

ct) = sen(wt)Qw cos(wt) — (Bcgi- w)sen(wt)
w 2w
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Se A > 0 (casos zonas de sela ou de n6 proprio), entao

cosh(wt) + (B 1 p)senhiwt) _ senhiwt)
C(t) = senh(wt)Qw cosh(wt) — (5%})— w)senh(wt)
w 2w

Quando A = 0 (caso zona de n6 improprio), entao

o) = L+t(p—1T/2) —t
N t 1—t(p—T/2) |

Considerando D =1 — uf8 = 0 é possivel deduzir que f #0e p=1/8. Quando D =0 e
T #0,istoé p=1/Fe0#|5| # 1, aexpressao (3.9) ndo é mais valida. Assim usaremos

1 t t
(:L‘(t) ) _ l BeT —5 1—¢T (CL‘(O) ) :FDCt 6+%€Tt
T\ ey L1 _gem y(0) Laert |

B

onde T = (1 — %)/, e o sinal de menos (mais) corresponde a zona direita (esquerda).
Mais um caso degenerado surge quando y = 8 = +1, entao D =T = 0. Neste caso,

as solugoes sao da forma

(x(t)>:<1+6t ¢ )(‘”(O))q:m(l).
y(t) t  1-pt y(0) B

Por fim, Freire et al. [5] introduzem dois parametros que sao cruciais na analise do

caso em que A # 0,

sz QwE

_pr—p Tg _pe—pB  Tc
2&)0 2(,00

Y

YE

para o qual uma observacao elementar é dada.

Observagdo 1 Para A >0 e D # 0, tem-se > — 1 = D/w?, e entio |y| < 1 para uma
zona de sela e |y| > 1 para uma zona de nd, onde v = vo ou v = vg de acordo com a

escolha de w = we ou W = wWg.
O seguinte resultado ¢ imediato, analisando-se os casos para se ter © = em (3.8).

Proposigao 5 (Freire et al., 2002) Para o sistema (3.8) a origem é sempre um ponto

de equilibrio e as sequintes condigoes ocorrem.

(a) Se DpDc >0 e Do # 0, entao a origem € o inico ponto de equilibrio.

(b) Se DpDc < 0, entiao B # 0 e o sistema tem trés pontos de equilibrio, um em cada

zona.
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(c) Se D # 0 e Do = 0, entao 8 # 0 e o sistema tem uma infinidade de pontos de

equilibrio que compoem o segmento dado pory =x/B com |z| < 1.

(d) Se D = De = 0, entao 8 # 0 e o sistema tem uma infinidade de equilibrios que

compoem a linha dada pela equagao y = x/p.

3.3 Sistema linear por partes no plano com trés zonas

e um ponto de equilibrio

Nesta secao sera estudado o caso (a) da Proposigdo 5, isto é, o sistema linear por
partes no plano com trés zonas e um ponto de equilibrio. Neste caso, exclui-se T = T
(que implica pgp = pe), pois esta condigao resulta em um sistema linear e ndo em um

sistema linear por partes.

Proposigao 6 (Freire et al., 2002) Considere o sistema (3.8) com DD > 0 e Do #

0. Entao a origem € o unico ponto de equilibrio e as sequintes condi¢oes acontecem.

(a) Se De > 0, a origem € uma antissela (nd, foco ou centro) e surgem os sequintes

Ccasos:

(al) Se TcTr < 0, entao a origem é englobada por um iunico ciclo limite, que é

estdvel se Te > 0 e instdvel se Te < 0 (ver Figura 3.1(a)).

(a2) SeTe =0 eTg #0, entao a origem € englobada por um continuum de orbitas

periddicas contidas na zona central (ver Figura 5.1(b)).

(a3) Se TcTg > 0, com T # 0, entdo nao existe uma curva invariante fechada
(ver Figuras 3.2(a) e 3.2(h)).

(b) Se Do <0, o ponto de equilibrio é uma sela e o sistema nao tem curvas invariantes
fechadas (ver Figura 3.2(c)).

Demonstragao. Pela afirmagao (a) da Proposigao 5 segue que a origem é o tinico ponto

de equilibrio do sistema (3.8).
(a) Como D¢ > 0, a origem é uma antissela.

(a1) Considerando que T¢ > 0, como o sistema (3.8) pode ser transformado, através
de uma mudanca de variaveis, no sistema (3.6), que esta escrito na forma de

Liénard, as seguintes propriedades podem ser deduzidas.
(i) F(z) = —F(-z), g(z) = —g(—x).

(ii) zg(z) > 0 quando = # 0.

(iii) F(0) =0, F'(0) > 0.
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(a) (b)

Figura 3.1: Esboco dos retratos de fase: (a) A origem é um foco englobado por um ciclo limite
estével, afirmacao (al) da Proposigao 6. (b) A origem é um centro englobada por um continuum
de orbitas periodicas na zona central, afirmagio (a2) da Proposigao 6.

(a) (b) ()

Figura 3.2: Esboco dos retratos de fase : (a) A origem é um foco, ndo ha curva invariante
fechada, afirmacdo (a3) da Proposi¢ao 6. (b) A origem é um no, nao ha curva invariante fechada,
afirmacao (a3) da Proposi¢ao 6. (c) A origem é uma sela, o sisterma nao tem curvas invariantes
fechadas, afirmacao (b) da Proposicao 6.

(iv) Quando z > 0, a equagao F(r) = 0 tem uma tnica raiz xog = 1 —
(Tc/TE) > 1.

(v) Para © > xp, quando x — oo F decresce monotonamente para menos
infinito.

(vi) As funcoes F' e g tém derivadas continuas para todo x, com excec¢ao dos

pontos x = 1 onde as duas fungoes tem derivadas laterais diferentes.

O Teorema de Liénard, demonstrado no Apéndice A, garante que as condi¢oes
acima sao suficientes para provar a existéncia de um ciclo limite estavel. Para

Te < 0, basta fazer uma analise semelhante invertendo o tempo.

(a2) A matriz Jacobiana na zona central do sistema (3.8) ¢ dada por

(Mlo :;)
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Os autovalores da matriz Jacobiana sao dados por A\jo = £y/=1+ ucfB. A
igualdade T> = 0 junto com D¢ > 0 implica que os autovalores sao imaginarios
puros. Logo, a origem é um centro e portanto existe um continuum de 6rbitas
periddicas englobando este ponto. Da Proposicao 1 conclui-se que TgSg = 0,
o que é possivel somente se Sg = 0 (pois por hipotese T # 0), ou seja, a area
das oOrbitas periddicas nas zonas externas é nula e portanto, nao existe érbitas
periddicas com partes nas zonas externas. FEntao as érbitas periddicas estao

restritas a zona central.
(a3) Se TcTr > 0 e T # 0, entdo existem as seguintes possibilidades :

e Tr = 0 e assim pela Proposicao 1, tem-se Tc.Sc = 0 que é possivel somente
se S = 0, logo nao existem orbitas periddicas envolvendo a zona central.

Portanto, nao existem orbitas periodicas no sistema.

e Io, Ty >0o0uTy,Tr <0 e assim

Logo, pela Proposicao 1, o sistema nao pode ter qualquer 6rbita periodica.

(b) Como D¢ < 0, o ponto de equilibrio é uma sela. Entao nao existem orbitas periodicas
que estao apenas na zona central, e uma possivel o6rbita invariante fechada pode ter
algumas partes nas zonas externas. Mas isto é impossivel neste caso, pois quando
uma oOrbita periddica entra em uma das zonas externas, nunca retorna para a zona

central.

1
47

{ T =o(@) -y, (3.10)

Exemplo 1 Tomando-se pc =2, up = —1 e f = —%, o sistema (3.8) toma a forma

y=+ 1y,
onde
—r — 3, se x < —1,
o(r) =< 2z, se —l<xz<l,
—x 4+ 3, se x>1.
Como Do = 1.5 > 0 e TcTg = —1.7 < 0 temos que o caso (al) da Proposi¢io 6 se

verifica. O retrato de fase € mostrado nas Figuras 3.3 e 3.4.

1 1
Exemplo 2 Tomando-se pe = =, pg=1¢e = 2’ tem-se

2
{ = oz) —y, (3.11)

y:x_%ya
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com
T+ %, se < —1,
o(x) = %x, se —l<uax<l,
T — %, se x> 1.

ComoTe=0elg = %, caso (a2) da Proposicao 6, entao a origem é englobada por um
continuum de orbitas periodicas que ficam na zona central, como podemos observar na

Figura 3.5.

1
Exemplo 3 Considerando o sistema com os valores de parametros uc = 2 g =3 e

1 . .
b= 5 temos o sequinte sistema
T =¢(z) —y,
‘ ¢( )1 Y (3_12)
Y=+ Y,
onde
3x + g, se T S _17
o(xr) = ¢ 3z, se —l<xz<l,
3x — %, se x>1.

Note que Do = 1.25 e Te'Te = 3.5 > 0 com Te = 1, portanto, sequndo a Proposicao 6

nao eriste uma curva invariante fechada neste caso. Ver Figura 3.6.

P e T bk S NN N NN

/

e — NN N NN
M AN N NN v
S NNNN -
=X\ S
\ X AN
04 N
ol A /
=LY e
= /f —&
S T -

Figura 3.3: Retrato de fase do sistema (3.10). (a) A origem é um foco instavel, e o ciclo limite
englobando a origem ¢é estéavel. O tempo de integragao é [-8,16]. (b) No tempo de integracao
[11,14] observa-se a existéncia de uma orbita periddica estéavel.
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Figura 3.5: Retrato de fase do sistema (3.11). Tempo de integragao: [-20,20]. A origem é um
centro e existe um continuum de 6rbitas periddicas englogando a origem.

Exemplo 4 Tomando-se pc =5, ug =3 e f = %, temos o sequinte sistema:

{ =) — v, (3.13)

y =T — %yv
onde
3r — 2, se x < —1,
o(z) =< 5z, se —1l<x<l,
3x + 2, se x>1.
Como Te = 4.5, Tg = 2.5, D = —0.5 ¢ Dg = —1.5, temos o caso (b) da Proposicao 6.

O retrato de fase do sistema (3.13) € mostrado na Figura 3.7.
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Figura 3.6: Retrato de fase do sistema (3.12). Tempo de integracao: [—10,5]. A origem é uma
foco globalmente repulsor.

e e———

e o S ey B e -

e a—a—a—|e—<a—<lo_a 4—a—a—

e I~y — & &

mﬁ—e:ﬁje_r—aﬁ—er—a—»fa>7$fa>7$

Figura 3.7: Retrato de fase do sistema (3.13). Tempo de integracao: [—20,5]. A origem é um
ponto de sela.

Proposigao 7 (Freire et al., 2002) Se o sistema (3.8) tem somente um ponto de equi-

librio e |B] > 1, entao o sistema nao pode ter curvas invariantes fechadas.

Demonstracao. Em virtude da simetria, serao considerados apenas o caso > 1. Como
o sistema tem apenas um ponto de equilibrio, pela Proposicao 5 temos que DeDg > 0 e
D¢ # 0. Quando Dg > 0e D > 0, tem-se uc < 1/ < e up <1/ < [ e entao

TcTe = (e — B)(pe — B)
= uc pg — Bue — Pug + 52 > 0.

Assim, da afirmacao (a3) da Proposi¢ao 6, nao existe uma curva invariante fechada. Se

D¢ < 0, nao ha curvas invariantes fechadas devido a afirmagao (b) da Proposi¢ao 6. m
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Exemplo 5 Tomando-se pc = —1, up = —3 ¢ =15 em (3.8) obtemos o sistema:

{f:mw—%

. (3.14)
Yy =z — 5y,

onde
—3r — 2, se x < —1,
o(x) =< —u, se —l<uax<l,
-3z + 2, se x> 1.

Como tomamos [ > 1, pela Proposicao 7 temos que o sistema nao pode ter curvas inva-

riantes fechadas como podemos observar na Figura 3.8.

P e
A A A A AF ]
Vi s
Vel 4 /1
Vb b 2
'RREN | /|
NN N Y,
~a a

e )
s N S

A e
DN

Figura 3.8: Retrato de fase do sistema (3.14). A origem é um no estavel.

3.4 Sistema linear por partes no plano com trés zonas

e um ponto de equilibrio em cada zona

Nesta secao estudaremos o sistema linear por partes no plano com trés zonas com um
ponto de equilibrio em cada zona (caso (b) da Proposi¢ao 5). Desta forma, no sistema
(3.8) verifica-se D D¢ < 0 0 que implica que apenas um determinante é negativo, ou seja,
Dg <0 ou De < 0. Logo o ponto de sela esta ou na zona central ou nas zonas externas.
Lembrando que £ # 0 em todos os casos.

O sistema nao é diferenciavel nas linhas {x = £1}, entao nao é possivel usar teoremas
sobre sistemas diferencidveis. Portanto, integrando o sistema em cada zona, uma trans-

formacao de retorno de Poincaré pode ser definida, o que é uma etapa importante para

os resultados desta secao.
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Nas orbitas na zona externa x < —1, pontos de S, = {z = —1,y > —puc} podem ser
transformados em pontos de S_ = {x = —1,y < —ue}. Usando a notagao (—1,p — o)
com p > 0 para representar pontos de S, e (—1,—q — u¢) com g > 0 para representar
pontos de S_ é possivel definir uma transformagio de retorno Pg (quando existir) de
modo que ¢ = Pg(p), esta igualdade denota a existéncia de uma 6rbita na zona externa
x < —1 do ponto (—1,p — pc) para o ponto (=1, —q — pe).

Com relagao a zona central, existem Orbitas que transformam os pontos de S_ em
pontos de ¥_ = {z = 1,y > pc}. E definida uma transformacio de retorno Qc,
se existe, descrita por s = Qc(q). Esta funcao transforma o ponto (—1,—q — uc)
no ponto (—1,—s + uc). Também existem oOrbitas que transformam pontos de ¥_ em
Y, ={x=1,9y> pc} e pontos de ¥, em pontos de S, respectivamente. Estas trans-
formacoes de retorno sao definidas (se existirem) por ISE(S) = u, que transforma o ponto
(=1, —s — pe) no ponto (—1,u+ uc), e éc(u) = r, que transforma o ponto (—1,u — u¢)

no ponto (—1,7 — pc), respectivamente, onde u, s, r > 0 (ver Figura 3.9).

Figura 3.9: As transformacoes de retorno Pg, Q¢, ﬁE e @c.

A composicao Pr = @C o ﬁE o Q¢ o Pg, quando existe, constitui uma transformacao
de Poincaré relacionada com a secao de Poincaré x = —1. As quatro transformacoes sao
crescentes, e entao suas derivadas sao nao-negativas. Portanto, a composicao Pr seréd
crescente.

Trabalhar com a transformacao Pr é muito dificil. Logo usando a simetria do sis-
tema, em [5| os autores consideram a transformacio P = Q¢ o P que tem propriedades

semelhantes a transformacao Pr como mostra a seguinte proposicao.

Proposicao 8 (Freire et al., 2002) As transformacoes Pr = QcoProQcoPre

P = Q¢ o Pg, onde ambas sao definidas, possuem as sequintes propriedades.

(a) PT:POP.
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(b) P e Pr tém os mesmos pontos fizos com as mesmas propriedades de estabilidade.

Demonstragao. Ver [5].
Da relacao entre Pr e P, a partir de agora usaremos P ao invés de Pp. Para este fim,

sao introduzidas as fungoes auxiliares

oy(17) =1—¢€"(cosT — 7 senT)

Py (1) =1—¢€"(coshT — v senhT)

com as propriedades de simetria

P (=T) = y(7), P (7) = y(=7)

¢—W(_7) = ¢7(T)v ¢—7(7_) = b, (—7),

para v, 7 € R e os gréficos estao nas Figuras 3.10 e 3.11.

@il

Figura 3.10: A funcao ¢, (7) para v > 0. Fonte: referéncia [5|.

¥iTl

AL

=

0 .

(a) (b)

Figura 3.11: (a) A funcdo (1) para v > 1. (b) A funcdo ¢, (7) para 0 < v < 10. Fonte:
referéncia [5].
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O primeiro caso considerado sera o foco-sela-foco.

Teorema 2 (Freire et al., 2002) (Foco-sela-foco com 0 < || < 1) Consideramos o
sistema (3.8) com Do < 0, Dp > 0 e A < 0. Entao o sistema tem um ponto de equilibrio
em cada zona. O ponto de equilibrio na origem € um ponto de sela e os equilibrios nas
zonas externas sao focos. Além disso, se |B| < 1 entao Tc # 0 e as sequintes afirmagoes

se verificam.

(a) (Curvas fechadas em duas zonas) Se TcTr < 0, entao um e somente um dos sequintes

casos ocorrem:

(al) FEzistem dois ciclos limites instdveis, mutuamente simétricos, englobando cada
ponto de equilibrio nas zonas externas e nao hd orbitas homoclinicas (ver Figura
3.12(a)).

(a2) FEzistem duas orbitas homoclinicas, mutuamente simétricas, englobando cada

ponto de equilibrio nas zonas externas (ver Figura 3.12(b)).

(a3) Nao existem nem ciclos limites nem drbitas homoclinicas (ver Figura 3.13(a)).

(b) (Curvas fechadas em trés zonas) Se Tc Ty < 0, entao um e somente um dos sequintes

CasS0Ss ocorrem.:

(b1) Exzistem dois ciclos limites instdveis mutuamente simétricos englobando cada
ponto de equilibrio nas zonas externas, e um terceiro ciclo limite estdvel englo-

bando o terceiro ponto de equilibrio e os dois outros ciclos limites (ver Figura
3.13(b)).

(b2) Eristem duas drbitas homoclinicas mutuamente simétricas englobando cada
ponto de equilibrio nas zonas externas, e um ciclo limite estdvel englobando o

terceiro ponto de equilibrio e os duas orbitas homoclinicas (ver Figura 3.14(a)).

(b3) Exzistem dois ciclos limites englobando os trés equilibrios. O externo € estdvel

e o interno € instdvel e nao existem dorbitas homoclinicas (ver Figura 3.14(b)).

(b4) Existe um 1nico ciclo limite semiestdvel e nao existem drbitas homoclinicas
(ver Figura 3.15(a)).

(b5) Nao ezistem ciclos limites nem drbitas homoclinicas (ver Figura 3.15(b)).

(c) Se Tgp = 0, entao cada ponto de equilibrio na zona externa é englobado por um
continuum de orbitas periodicas que se encontram nestas zonas, e nao exristem ciclos

limites nem orbitas homoclinicas.

(d) Se Ty > 0 nao existem ciclos limites nem orbitas homoclinicas.
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Figura 3.12: Esbogo do retrato de fase do sistema (3.8). (a) Existem dois ciclos limites instaveis,
mutuamente simétricos, afirmagio (al) do Teorema 2. (b) Existem duas ¢rbitas homoclinicas,
mutuamente simétricas, afirmacao (a2) do Teorema 2.

Figura 3.13: Esboco do retrato de fase do sistema (3.8). (a) Nao existem nem ciclos limites
nem Orbitas homoclinicas, afirmagdo (a3) do Teorema 2. (b) Existem um ciclo limite estavel
englobando a origem e dois ciclos limites instaveis que englobam cada ponto de equilibrio na
zona externa, afirmacao (bl) do Teorema 2 .

(a)

Figura 3.14: Esbogo do retrato de fase do sistema (3.8). (a) Existe um ciclo limite estével
englobando a origem e os duas 6rbitas homoclinicas que englobam cada ponto de equilibrio na
zona externa, afirmacao (b2) do Teorema 2. (b) Existe dois ciclos limites cercando os trés pontos
de equilibrio, o externo é estavel e o interno é instéavel, afirmagao (b3) do Teorema 2.

Demonstragao. O sistema (3.8) tem um ponto de equilibrio em cada zona, na zona
central a origem ¢ uma sela, Do < 0, nas zonas externas os equilibrios sao focos ou
centros, Ag < 0. Se |3] < 1, supondo que T = pe — B =0 temos que Do =1 — 2 > 0,
o que contradiz a hipotese de Do < 0. Portanto T # 0.
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Figura 3.15: Esbogo do retrato de fase do sistema (3.8). (a) Existe um tnico ciclo limite semi-
estavel, afirmacao (b4) do Teorema 2. (b) Nao existem ciclos limites nem orbitas homoclinicas,
afirmacao (b5) do Teorema 2.

A simetria do sistema (3.8) permite considerar apenas o caso 0 < § < 1. Assim, de
Dec =1— peB <0, pode-se concluir que uc > 1/ > 1> (3, e assim To = pc — 5 > 0.
(a) A prova deste item segue da Proposi¢ao 20 de [4], neste artigo o estudo é feito para
duas zonas.

(al) O item (b2) da Proposi¢ao 20 de [4] afirma que nao existem orbitas homoclinicas e
que existe um ciclo limite na zona de foco. Logo, neste caso, haverd um ciclo limite em
cada zona de foco (zonas externas) que sio mutuamente simétricos (por causa da simetria
do sistema) e nao existem orbitas homoclinicas.

(a2) A afirmagdo (b3) da Proposicao 20 de [4], garante que em duas zonas, com um ponto
de sela em uma zona e um foco na outra zona, existe uma orbita homoclinica englobando
o foco e nao existem orbitas periddicas. Portanto, para o caso foco-sela-foco, existem duas
orbitas homoclinicas englobando os pontos nas zonas externas. Além disso, na Proposicao
27 de |4], os autores deduzem que a situagao (a2) aparece exatamente quando pug = h(ue),

onde a funcao
1
h: (B, oo) — (=2 — 5, u"),

que corresponde a uma dupla 6rbita homoclinica, é definida implicitamente pela equacao

7+ cot™!

4 — (pc + B)(ne + B) + Y g (chﬁ—wcﬁ+2 —52)2

dwowg Tr pe — B — 2we

ep €(=2-4,p).
(a3) A sentenga (b1) da Proposi¢ao 20 de [4] afirma que nao ha nem orbita homoclinica
e nem ciclos limites no caso foco-sela, assim no caso foco-sela-foco também nao ha.
(b) Por hipotese, tem-se que T¢Tr < 0, entao T < 0, pois T > 0. De Ap < 0e Ty <0,
é preciso considerar apenas os valores de ug tal que —2 — f < ug < S.

Como os pontos de equilibrio nas zonas externas sao focos, toma-se como valores
iniciais (2(0),y(0)) = (=1,p — pe) com p > 0 (Figura 3.9) na fronteira x = —1, a orbita

que envolve a zona da esquerda chega a mesma fronteira no ponto (—1, —q — ) depois
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do tempo ¢. Das solugoes (3.9), temos
Tg
14 ﬁ(Mc;:)— LE) ) ¢ cos(wpt) + B+ Mi)sen(wEt) —sen(wgt) a4 B(Hc;:)— LE)
né—us | =€ sen(wgt) (8 + um)sen(wyt) i - g
—q—po + ———= _— cos(wpt) — —— P—HC T
Dg wpg 2wg Dg
ou equivalentemente

T sen(w
- g—z 7Et cos(wpt) + B+ pp)sen(wpt) M];c)uE C=0) —sen(wpt) _g_z
y Dcug =e sen(wgt) (B4 ug)sen(wrt) . Dcug

cos(wpt
Dg WE (wet) 2wg Dg

que permite escrever p e ¢ da forma

wpDce  "FEp, (TE) wpDce™ ™oy, (TE)

Dgsen(g)

p(Tr) = q(1E) =

Dgsen(Tg) ’

T,

com yg = 2—E < 0er7p =wpt € (0,7), onde t é o tempo de passagem das orbitas na
wWE

zona r < —1.

De Pg(p) = q tem-se que P,'(q) = p e sua derivada ¢ dada por

_ dp/drg
(PEl)/(Q) :dq/TTE
_ wgDeyp_,(Tg) Dpsen®(Tg)
~ Dgsen?(tg) wpDeop,,(TR)
_ SO_’YE(TE)
SO'YE(TE)

— _672'YETE ,

p

donde obtemos

lim (P;')(q) = e 2™ > 1, (Pz")"(q) > 0.
q—+00
Consequentemente Pj(p) < 0, porque Pj(p) > 0.
Da mesma forma, toma-se (x(0),y(0)) = (=1, —¢ — ¢) como valores iniciais, que pelo
fluxo na zona central é levado no ponto (1, —s+pu¢). Agora, usando (3.9), a transformagao

de retorno s = Q¢ (q) é definida pelas equagGes paramétricas

wee 77 (2 — Py (10))

senh(1¢)

S(T ) _ wee'Te (2 — 7WD—’YC (TC))
’ ¢ senh(7c)

q(1c) = : (3.15)

com Yo = ﬁ > (0 e 7o =wct, onde t é o tempo da trajetoria na zona central.
c
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Por outro lado, o sistema tem duas retas invariantes associadas ao ponto sela que corta

a fronteira x = —1 nos pontos

Yyr =\ —pe ey =X\ — o (3.16)

onde \; sao autovalores da matriz Ac. Nesta proposigao sera utilizada a notagdo p = A
eqg=A_.

Esta claro que para analisar ciclos limites em trés zonas, deve-se considerar apenas as
situagoes em que q > q.

De (3.15) e (3.16), tem-se

lim q(7c) =q e lim ¢(7¢) = +00.
TC—++00 Tc—0

Depois de alguns célculos, tem-se

/ o 2— ¢Wc (TC)
QC(q) - 2 Qﬁ_,yc (TC) )
com
limQclg) =+oo e lim Qclg) =1

A segunda derivada de Q¢(q) é dada pela expressao

2(v% — 1)senh®(1¢)[senh(veTe) + yosenh(Tc)]
we(2 = Pose (10)]? '

cla) =

Como De < 0 e T > 0 tem-se 0 < ¢ < 1 e das propriedades da funcao v, tem-se

Y_ (1) < 0 e entdo Q¢ (q) < 0.
Agora, serdo consideradas as fun¢des z(p) = P(p) — p para p € (Py'(g), +00). Assim

Z(p) =P(p) -1
= Qu(Pr(p))Pp(p) — 1
= QE(Q)m -1,

e entao, tem-se

lim 2'(p) =400 e lim 2'(p) = —1<0,

—1 — —YET
p—Pg p—+00 e

o que indica que existe pelo menos um ponto critico p € (PEI, +00).

A segunda derivada de z(p) é

Z”(p) — P//(p)
= Q¢(q)(Pg(p)* + Qu(q) Pr(p) <0,
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pois Q7(q) < 0, Q(¢) > 0 e Pp(p) < 0. Entao, o ponto critico é tinico e z(p) < z(p) para
todo p > P'(§). Tem-se entdo os seguintes casos a considerar.

(b1) Se up € (h(uc), B). A inequagdo pg > h(uc) implica que P,'(g) < p. Portanto,

i (P() =) = 5= Py (0) > 0
R )
isto ¢, z(p) = P(p) — p > 0 quando p estd proximo de P;'(§). Logo, o valor maximo
de z(p) é positivo. Entdo, no intervalo [P5'(q),p), a fungao 2(p) é positiva, enquanto o

intervalo (P, c0) é estritamente decrescente. Além disso,

Jim ) =t p (5 1)
= lim p(P'(p) —1) = —o0, (3.17)
p——+o00

entdo, existe um tnico p* € (p, 00) tal que z(p*) = 0. Portanto, o sistema tem um tnico
ciclo limite estavel com partes nas trés zonas.

(b2) Como neste caso, existem duas orbitas homoclinicas mutuamente simétricas englo-
bando os pontos de equilibrio nas zonas externas, pela Proposigao 20 de [4], tem-se que
h(uc) = pg e portanto Pyt (q) = p. Entdo, z(p) = P(p) —p = 0, e o valor méximo de z(p)
¢ positivo. Logo, no intervalo (P5'(4),p), a fungdo z(p) é positiva, enquanto o intervalo

(P, 00) é estritamente decrescente. Além disso,

. . ()
1 = 1
Jim ) = iy (7 1)
—  lim p(P'(p)—1) = —
A PP (P 0,
entdo, existe um unico p* € (p, 00) tal que z(p*) = 0. Portanto, o sistema tem um tnico
ciclo limite estavel com partes nas trés zonas.

Nos casos (b3) e (b4), tem-se que pp < h(pc) o que implica que Pg'(§) > p. E entdo

isto é, z(p) = P(p) — p < 0 quando p esta proximo de Py’ (q).

(b3) Neste caso, considera-se que —2 — < ugr < h(uc), com pg suficientemente perto
de h(puc). Pela continuidade, o valor maximo z(p) ainda é positivo. Como a fungao
z(p) é monotonamente crescente no intervalo [P,'(§),p] existe um tinico ponto p} neste
intervalo, tal que z(pj) = 0. Como (3.17) também é valida para este caso, temos que existe
Py € (p,00) com z(p3) = 0. Portanto, como z(p) tem duas raizes, existe um ciclo limite
instavel correspondente a pj englobando os trés equilibrios e outro ciclo limite estavel

correspondente a p3 englobando o primeiro ciclo limite.
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(b4) Consideremos —2— f3

< pup < h(pe), com pg suficientemente perto de —2— /. Como

¢ mostrado em [5] a transformagdo Q)¢ tem uma assintota. De fato,

lim LC(Q) = lim s(rc)
q——+o00 q Tc—0 q(TC)
= lim e*rere (2 w—vc (TC)) 1,
7o =0 2 wvc (TC)

lim (Qc(q) —q) =

q——+00

Portanto, a reta s, = q +

TEIEO(S(TC —q(7c))

)
i 5 (2 (76) — 2 — )

. we _
lim ————(&7°7¢ — 7 7¢7C L 2vasenh(T
Tc—0 senh(TC)( e (7))

2senh

Tc—0 senh(1¢)

h
lim T, ( SePbere) |
Tc—0 Yesenh(Te)
2T¢.

2T¢ é uma assintota para Qc. Além disso, como Q% (q) < 0,

tem-se Qc(q) < Sq, para todo ¢ > ¢. Agora, analisaremos o sinal da fungao

z(p) = P(p) —p = Qc(Pe(p)) — Pg'(q) = Qelq) — Pg'(q). (3.18)

Considerando a inequacao

Qc(q) — Pg'(q)

< q+2Tc — Pg'(q)

Dcwg _
— 9T YETE _ o= VETE _ 9
o+ Dpsen(rp) e e yesen(Tg))
DCWE eVETE _ o~ VETE
= 27 -2
ot Dpg ( sen(Tg) 7E)
o+t Dg ( 2ypsen(Tg)
DTy senh(vgTE)
— 9T, 9y (1 - 2METE)
o 2Dg (=2) ( vesen(Tg)
D h
— T, —Tp % (1 _ W)
Dg, vesen(Tg)

onde ™ < T < 27, como Tg € (7, 2m) a seguinte inequacao é valida

_ senh(veTE) ) senh(ygm

1
yesen(Tg) VE
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Logo
D senh(ygm
Qc — Pp'(q) < 2Tc — Tp—- <1+ (s ) ;
Dg VE
que juntamente com
h
lim (1+ oen (WT) — oo
pE——(2-F) YE

permite concluir que para pp suficientemente perto de —2 — 3 tem-se z(p) < 0. O
que exclui a existéncia de um ponto fixo de P. Na afirmacao (b3) foi mostrado que se
ue < h(pe) e pp esta suficientemente perto de h(ue), o valor maximo de z(p) ainda é
positivo. Agora foi mostrado que para pup < h(pc) e pp suficientemente perto de —2 — 3,
o valor maximo da fung¢io z(p) é negativo. Entdo, por causa da continuidade, deve existir
um valor de pug € (=2 — 3, h(ue)) tal que o valor maximo z(p) = 0, o que corresponde a
existéncia de pelo menos um ciclo limite semiestavel.

(ab) Assumindo que pp > —2— f com ug suficientemente perto de —2 — 4. Foi mostrado
na ultima afirmagao que o valor maximo de z é negativo e entao a equagao z(p) = 0
nao tem raiz. Portanto, nao existe uma orbita invariante fechada. Os casos (b) e (c) sao

semelhantes aos casos (a2) e (a3) da Proposi¢ao 6. m

Exemplo 6 A sequir ilustraremos alguns dos casos do Teorema 2, assumindo valores de

B, pg e pc para o sistema (3.8) que satisfagam as hipdteses da proposicao.

. _ _ _ 1
Caso bd: yp=-1, uc=5ef=7.
Como TcTr < 0 temos que ou acontece o caso (a) ou o caso (b). No entanto, ao
analisarmos o retrato de fase mostrado na Figura 3.16, observamos que existe um

unico ciclo limite semiestavel e nao hd orbitas homoclinicas, ou seja, temos o caso

(b4).

Caso b5: up=—1, uc =3¢ =09.
Temos que Ty = —1.9, portanto temos que este sistema nao se encaira nos casos
(c) e (d). Analisando o retrato de fase, obtido com o método de Runge-Kutta de
quarta ordem e passo 0.01, temos que o sistema (3.8), com pg = —1, uc = 3 e

£ =0.9, nao tem ciclos limites nem drbitas homoclinicas. Logo, temos o caso (b5).
Ver Figura 5.17.

) _ 1 _ _ 1
Caso c: up =5, uc=3ef=5.
Podemos observar na Figura 3.18 que cada ponto de equilibrio na zona externa
é englobado por um continuum de orbitas periddicas. Logo, o sistema (3.8) com

g = %, o =3 e = %, representa o caso (¢) do Teorema 2.

Casod: ug=0.1, yc =—-2epf=-08.
Com estes valores de parametros, temos que Tr > 0 e portanto ocorre o caso (d) do

Teorema 2, como podemos observar no retrato de fase mostrado na Figura 3.19.
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Figura 3.16: Retrato de fase do sistema (3.8} com pg = —1, po =5 e 8 = | que representa o
caso (bd) do Teorema 2.
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Figura 3.17: Retrato de fase do sistema (3.8) com os parfmetros pp = —1, po =3 e § =0.0.
A origem é um ponto de sela e os pontos de equilibrio nas zonas externas séo focos estéveis.

Proposicao 9 (Freire et al., 2002) (Coso foco-selo-foco com |8] = 1). O sistema (3.8)
com Do <0, Dp>0, Ap<0e

B8] = 1, ndo pode ter curvas invoriantes fechodos.

Demonstragio. Consideramos apenas o caso § > 1. Neste caso o Teorema 2 de |5} exclui
a ideia de que pode haver curvas invariantes fechadas em apenas duas zonas. Provemos
que o sistema nao tem orbitas invariantes fechadas gue estejam nas trés zonas. Para isto,

consideramos as ideias usadas para provar a atirmacao {ad) do Teorema 2. Mais uma vez
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Figura 3.18: Retrato de fase do sistema (3.8) com os seguintes parametros pp = 3, pc = 3

g0 = % Cada ponto de equilibrio na zona externa é englobado por um continuum de drbitas
peridédicas.
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Figura 3.19: Retrato de fase do sistema (3.8) com os seguintes parametros pgp = 0.1, po = —2
e 8 = —0.8, que representa o caso (d} do Teorema 2.
serg analisado o sinal da funcao (3.18). Notemos que:
sinh{vypm
L= # > 1+, para todo g € K,

YE
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e assim, é possivel escrever

D
2(p) < 2Te — Tp=S(1+7)

Dg
(l—l—ﬂ') DC
2T, —Tr—(1
Uxm  Tep,+7)
2 TgDc 14
= 2T-(1 — VYop>P .
o +7r)((1+7r) DETC)’ p> Py (q)

Como Dg > 0, entao up < 1/8 e assim, Ty = 1 — 82 < 0 ja que 8 > 1. Logo, tem-se que
(Tg/Dg) < 0, e esta razao é decrescente com pp. De =2 — 5 < up < 2 — 3 temos que

pe—pF =2
B+1<ﬁ+1

e também que
1 1

|

e portanto,

Te  pp—p < —2

— = ara —2-0< <2-—0.
Dy —wpB+1- B+l " feum szl

Por outro lado, a razao (D¢/T¢) < 0, pois Do > 0 e T < 0, e é crescente com uc. De
De <0e pue > 1/0 tem-se
1 —
< 2
pe—p 1-p

e de Te < 0 e uc > [ encontra-se

1—pef<1-p5%.

As duas tltimas desigualdades permitem concluir que

De  1—pcpB
S =" < —f para [ < uc.
Ic pe—p He
Entao,
2 20

e assim P(p) < p para todo p > P;'(§), o que impossibilita a existéncia de curvas

invariantes fechadas. m

Lema 1 Se 0 < |5| < 1, entao existe um certo valor uc, < 5 € pp, > 1/5 junto com a
fungao het : (—o0, ica) — R, tal que o sistema (3.8) tem uma drbita heteroclinica se e so-
mente se 0s pardmetros pg € po verifica a igualdade pp = het(uc). Além disso, a fungao

het tem como assintota a reta pp = g, quando e — —oo, e lim het(pc) = +00.

HC—Heg
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Observagao 2 Como visto em [4] quando het(uc) = pp a fungao het : (—oo, peq) — R

€ dada implicitamente por

=0.

coth-1 (4 — (e + B) (e + 6)) _ we log(62 + D) (ps + 8) — 48 + 2wp(8* — 1)
dwecwp po— B 7 (B2 4+ 1) (ue + 8) — 48 — 2wp(B* — 1)

Lema 2 Se || > 1, entdo o sistema (3.8) nao pode ter drbitas heteroclinicas.

Proposigao 10 (Freire et al., 2002) (O caso sela-antissela-sela com 0 < |f| < 1).
Consideremos o sistema (3.8) com De > 0 e Dg < 0. Entdo o sistema tem um ponto
de equilibrio em cada zona. O ponto de equilibrio na origem € uma antissela (nd, foco ou
centro) e os equilibrios nas zonas externas sao pontos de sela. Além disso, se || < 1,

entio Ty # 0 e as sequintes condi¢oes ocorrem.
(a) Se TcTg <0, um e somente um dos sequintes casos acontecem:

(al) Eziste um tnico ciclo limite instdvel englobando o ponto de equilibrio na ori-

gem e nao hd orbitas heteroclinicas (ver Figura 3.20(a)).
(a2) Existe um unico loop heteroclinico e nao hd ciclos limite (ver Figura 3.20(b)).

(a3) Nao hd ciclos limites nem drbitas heteroclinicas (ver Figura 3.21).

(b) Se T =0, o ponto de equilibrio na origem é englobado por um continuum de orbitas

periodicas que fica na zona central.

(c) Se TcTr > 0, nao hd nem ciclos limites nem orbitas heteroclinicas.

e

Figura 3.20: Esbogo do retrato de fase do sistema (3.8). (a) Existe um ciclo limite instével
englobando o ponto de equilibrio na origem, afirmagao (al) da Proposi¢ao 10. (b) Existe um
loop heteroclinico, afirmacao (a2) da Proposicao 10.

Demonstragao. Da Proposicao 5, o sistema tem um ponto de equilibrio em cada zona.
Como Dg < 0 os pontos de equilibrio nas zonas externas sao pontos de sela, enquanto que
na zona central o equilibrio é uma antissela, pois D¢ > 0. Novamente, sera considerado o

caso 0 < 8 < 1, devido a simetria. Assim, Dg = —ugf+1 < 0 o que implica em T > 0.
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Figura 3.21: Esbogo do retrato de fase do sistema (3.8), nao existem ciclos limites e nem 6rbitas
heteroclinicas, afirmagao (a3) da Proposigao 10.

As duas semirretas invariantes do ponto de sela na zona externa da esquerda, cortam a

fronteira x = —1 nos pontos

l

—
?7

Figura 3.22: Retrato de fase de antissela-sela-antissela (a) y > y_ (b) ¥y < y_.

Tomando (z(0),y(0)) = (—=1,p — uc) como valores iniciais da orbita, com —puc <
y(0) <y, (veja Figura 3.22(a)) a orbita evolui na zona externa voltando a mesma fron-
teira no ponto (—1, —g— ). Deste modo, usando (3.9) obtemos as equagoes paramétricas

da transformacao de retorno Pg:

_ wgDce Y, (75)
p(Te) = Dgsenh(7g) '
_ wpDeeFEY_, (1)
9(7e) = Dgsenh(7g) ’
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e fica claro que Pg é definido para 0 < p < p.

Das relacoes,

Jim p(7E) =P, i p(te) =0 e Pyp) = %
tem-se
e
tim Py(p) = lim 2T

A segunda derivada Pj(p) é dada por

Pl(p) = &2(7% — 1)senh?(7g)(senh(veTE) — Yesenh(Tg)) -0

D¢ we (77Z)—’YE(TE))3

Além disso, Pj, ¢ uma funcao crescente de p, com
1 < Py(p) para todo p € (0,p). (3.19)

A orbita que passa pelo ponto (1, uc) é tangente a fronteira z = 1 e comega no ponto
(—1,7) (veja as Figuras 3.22(a) e 3.22(b)). Agora, surgem dois casos, que dependem do
sinal de y — y_.

Quando y < y_, as possiveis orbitas que poderiam estar em duas zonas englobam a
origem, o que nao é permitido (pois devido a simetria, estas curvas se cruzariam). Entao
o sistema nao pode ter uma orbita periddica apenas em duas zonas.

Por outro lado, é claro que uma 6rbita comegando do ponto (—1,y) com y < y chega
a linha 2 = 1 e ndo pode retornar ao ponto inicial. Entdo, se y < y, o ponto (—1, ) nio
pode pertencer a uma oOrbita periédica que ocupa as trés zonas. Além disso, é claro que
o sistema nao tem oOrbitas heteroclinicas para y < y_ (ver Figura 3.22(h)).

Como o sistema tem orbitas heteroclinicas para certos parametros (veja Lema 1) e isto
é incompativel com a condicao y < y_, entao a condicao y > y_ deve valer para aqueles
valores de parametros. Desta forma, a desigualdade y > y_ serd assumida. Entao,
através da transformacao de retorno P = Q¢ o Pg pode-se ver que o sistema tem curvas
invariantes fechadas. Primeiramente, considera-se o ponto de equilibrio na origem como
um no6 proprio. O ponto (—1,—¢ — puc) com y_ < y(0) < —pue € o ponto inicial da orbita
que atravessa a zona central até a fronteira x = 1 depois de um tempo 7¢, tocando o ponto

(1, —s + pc), entdao usando (3.9) é possivel obter as seguintes equagoes paramétricas da
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transformacao de retorno Q¢

wee 1T (2 = y(r))

o)== (3.20)
weeeTe (2 — w*"/C(ﬂ)
s(te) =
senh(1¢)
Denotando ¢ = —y — uc, é claro que para analisar os ciclos limites com partes nas trés

zonas é preciso considerar ¢ > ¢. De (3.20) retira-se

lim ¢(r¢) = +o0 e q(rco) =1,
Tc—0t
onde 7¢p € a Gnica raiz positiva da equagao s(7¢) = 0, ou seja, 2 — ¢_,,(7¢) = 0.
Se o ponto na origem for um n6 proprio estavel, tem-se —vyo > 1, e entao T¢g corres-

ponde a 7y na Figura 27(a). Além disso, a primeira derivada de @, ¢ dada por

2— w’Yc (TC>

Qe =
2 - w*Wc(Tc)

Y

com lim, ,; Qr(q) = o0 e lim, . Qr(q) = 1.

Depois de alguns calculos em [5] os autores mostraram que considerando v¢ < 0, tem-se

_ 2(7¢ — )senh®(1¢)(senh(ye7e) + yesenh(r))

Q(Q) = > 0.
we (2 = Pye(70))?
Entao, Q¢ é uma funcao decrescente de ¢ com
1 < Qx(q) para todo q>q. (3.21)

Quando o ponto de equilibrio na origem é um n6 improprio, de modo analogo pode-se

obter as seguintes equacoes paramétricas da transformacao Q¢,

T,

e 512 — o7 2(tc))

Q(tC) - tC ’
T,
ez (2—o_ t
s(tC) = ( tC TC/2( C))a

onde a fungao op é definida por op(t) = 1 — e?(1 — Tt). Finalmente, quando o ponto de

equilibrio na origem é um foco, as equagoes paramétricas da transformacao Q¢ sao

_ wee 72 — ¢y (10))
a(re) = sen(7¢) ’
s(ro) = 4R Poselre))

sen(1¢)
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Nos dois tltimos casos, a transformacao Q¢ verifica

lim Q(q) = oo, lim Qn(q) =1
q—q q—00
1 <Qx(q) para todo q>q.

Agora, considerando a transformacdo de Poincaré P : [P5*(q)] — [0, Qc(4)] com

P(P;'@)=0 e limP(p) = Qo(d).

p—p

Para analisar a existéncia de 6rbitas periddicas, considera-se novamente a fungao

z(p)=P(p)—p para pe[PzY(Q),D)

2 (p) = Qc(Pr(p))Py(p) — 1.

Levando em consideragio (3.19) e (3.20), tem-se

2(Pg'(q)) = —P5'(q) <0,
(3.22)

Desta forma, dependo do sinal de Q¢(q) — p, as seguintes situagoes acontecem.

(i) Quando Q¢ (§) —p < 0, entdo z(p) < 0 para todo p € [P5'(q), p) e o sistema nio tem

nenhuma 6rbita heteroclinica nem ciclos limites.

(ii) Quando Q¢(¢) —p = 0, considerando a simetria deduz-se que o sistema tem uma

orbita heteroclinica.
(iii) Quando Q¢(G)—p > 0, z tem apenas uma raiz e o sistema tem um tnico ciclo limite.

A seguir é estabelecido que os trés casos mencionados acima aparecem. Para isto,

calculamos q i 5
A N D
—(Q q—p—<Q’q—A—1>—. 3.23
Logo, para analise de z sera estudado o sinal de ambos os fatores. Comecando com

dp ~ Dc (1-p _ 3
d,u]_:; n QDECUE )\+ '
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De D =1— pugpf <0, desde que 0 < g < 1, temos

1—

1—
5 .

8

pe — B> e (hp+B)? —4 >

Portanto,

pe =B (e +p)P—4 1-5°
AL = .24
e consequentemente

di

Py para 0<f<l. (3.25)

dpg

Por outro lado, de p = (D¢/Dg)A- e § = —(D¢/Dg) Ay, tem-se

D¢ (Bp + De)
B2 —1)p+ BDc

=7

dq _ Dé
dp (B> = 1)p+ FDc)?

Agora, analisaremos o sinal de

dg 2
— 1= -1

(p— (Dc + Bp)(p + (Dc + Bp))
(B2 = 1)p+ BDc)?

(3.26)

O tnico fator que o sinal é desconhecido em (3.26) é p — (D¢ + Bp). Usando (3.24) é

possivel escrever

e entao .
Ell}qﬁ > 1 para 0<p<l. (3.27)
Usando (3.21), (3.25) e (3.27) é possivel verificar que a expressao (3.23) é negativa, entao
Qc(q) — p € uma funcao decrescente de g quando 0 < 8 < 1. Nesta parte, Freire et al.
[5] dividem o intervalo —oco < e < 8 em duas partes, —00 < o < fica € fica < to < [,
onde pi¢o, € definido no Lema 1.

Comecando com o intervalo —oo < puc < ficq, serda considerada a fungao “het” defi-
nida no Lema 1. Usando a transformacao de retorno Qc¢, a igualdade pup = het(uc) é
equivalente a Q¢(q) = p. E como Q¢(q) — p € uma fungio decrescente de pp, a inequacao
pg < het(pue) implica que Qc(q) > p, enquanto que a desigualdade ugp > het(ue) implica

que Qc(q) < p.
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Considerando agora o outro intervalo, puc, < pe < 3, onde het nao é definida. Por

isso, Q¢ (q) — p nunca desaparece. Para fazer a analise do seu sinal, o limite é calculado

D¢
li 1—p) = — >0
MEl_{{lLOO(QC(q p) = Qc ( 5 ) ;
e lembrando que (3.23) é negativo obtemos que Q¢(g) — p > 0, sempre. Com essas ideias,

conclui-se

(al) Se pg < het(puc) com —o00 < e < fica OU fica < pe < B tem-se Qc(§) —p > 0.
Entao, de (3.19) e (3.21), a transformacao de Poincaré P tem um tnico ponto fixo
p com P'(p) > 1. Entdo o sistema (3.8) tem ciclo limite instavel e ndo tem orbitas

heteroclinicas.

(a2) Se pup = het(uc), entdo Qc(§) — p = 0 e assim, o sistema (3.8) tem uma oOrbita

heteroclinica e nao tem ciclos limites.

(a3) Se up > het(uc), entdao Qc(q)—p < 0, e a transformagao de Poincaré nao tem pontos

fixos, isto é, o sistema (3.8) nao tem ciclos limites nem orbitas heteroclinicas.

(b) Esta afirmagao pode ser provada pelo mesmo caminho da afirmagao (a2) da Propo-

si¢ao 6.
(c) Se TcTg > 0, a Proposigao 2 exclui a existéncia de orbitas periddicas isoladas.

Exemplo 7 Neste exemplo, escolheremos os parametros ug, pc e  no sistema (3.8)

para que satisfacam as hipoteses da Proposicao 10.

Caso al: ug =3, pc=—-1,eff=1.
Como T T = —3.75 < 0, entdo ocorre o caso (a). Observando a solu¢io encontrada
pelo método Runge-Kutta de quarta ordem na Figura 3.23, notamos que existe um

unico ciclo limite instdvel englobando a origem e nao hd orbitas homoclinicas.

. _ _ 1 _ 1
Caso b: up =3, pc =5, eB=3.

Neste caso, temos Te = 0 e portanto, ocorre o caso (b) da Proposi¢ao 10, isto €, o

ponto de equilibrio na origem estd englobado por um continuum de orbitas periodicas

que ficam na zona central como podemos notar na Figura 5.24.

Caso ¢: ugp =3, pc=1,e8=73 .
Como TgTe > 0, neste caso nao hd ciclos limites nem drbitas heteroclinicas (ver
Figura 3.25).
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Figura 3.23: Retrato de fase do sistema (3.8) com os seguintes parametros up = 3, uc = —1,
ef= %, existe um ciclo limite instével englobando a origem e os pontos de equilibrio nas zonas
externas sao pontos de sela.

Figura 3.24: Retrato de fase do sistema (3.8) com pup = 3, pc = %, e f = % O ponto

de equilibrio na origem englobado por um continuum de orbitas peridédicas que ficam na zona
central.

Proposigao 11 (Freire et al., 2002) (O caso sela-antissela-sela com |5 > 1). Consi-
dere o sistema (3.8) com Do >0, D <0 e |B| > 1, entao o sistema nao pode ter curvas

invariantes fechadas.

Demonstracao. Da Proposicao 5, o sistema tem um ponto de equilibrio em cada zona.
Os equilibrios nas zonas externas sao pontos de sela enquanto que o ponto de equilibrio
na zona central é um ponto de antissela estavel. Do Lema 2, temos que o sistema nao
pode ter 6rbitas heteroclinicas. Por outro lado, o ponto de equilibrio na origem nao é um

centro, porque T = 0, Dc > 0 e |f| > 1 sdo condi¢oes incompativeis com um centro.
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Figura 3.25: Retrato de fase do sistema (3.8) com ug =3, upc=1,e =3

Entao, curvas invariantes fechadas englobando a origem s6 sao possiveis se forem ciclos
limites, assim sua existéncia sera analisada usando a transformacao de Poincaré.

No entanto, Qc(¢) —p < 0, o que implica de acordo com (3.22) que o sistema nao tem
ciclos limites. De fato, seja o ponto de equilibrio na origem um né proprio estavel. Entao

usando a equagao implicita definindo Q¢ (ver (3.20)), tem-se

senh(yeTo)

<Te <0
”ycsenh(Tc)) © ’

s(re) — q(re) = Te (1 +

que para ¢(7¢) = q, tem Qc(q) — ¢ < T¢.
Por outro lado, de (3.4) tem-se que p — § = (D¢/Dg)Tk, e entdo

Qc(q) —p = (Qc(é - —®—-1q

< T TE
_ (1= 52)(TC —Tx)
D < 0.

Os outros casos (quando o ponto de equilibrio na origem sao n6 impréprio ou foco) podem

ser provados de forma similar. m

3.5 Sistema linear por partes no plano com trés zonas

e um segmento de pontos de equilibrio

Nesta secao estudaremos o sistema linear por partes com trés zonas e um segmento de
pontos de equilibrio. De acordo com as afirmagoes (c¢) e (d) da Proposigao 5, isto ocorre
quando Do =1 — puef =0, e entao [ # 0.
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Se Do = Di = 0, mostra-se que todas as trajetorias sao linhas retas, e o sistema nao
tem uma curva invariante fechada.

Agora, analisaremos o caso Dg # 0 com Dg = 0.

Proposigao 12 (Freire et al., 2002) Considerando o sistema (3.8) com Dg # 0, Do =
0e0<|B| <1. Entao o sistema tem uma infinidade de pontos de equilibrio que compoem

o segmento dado pela equacao y = pcx com |z| <1 e as sequintes condigdes ocorrem.
(a) Se up < —1— f, existe uma infinidade de drbitas heteroclinicas.

(b) Se =2 — B < pugp < B existe um unico ciclo limite estdvel englobando todos os pontos

de equilibrio.
(c) Se pg > B, curvas fechadas invariantes nao existem.

Demonstragcao. De acordo com a Proposicao 5, o sistema tem infinitos pontos de
equilibrio, que sdo da forma y = pex, com |z| < 1 e sem mais pontos de equilibrio. Sera

considerado apenas o caso 0 < 3 < 1. A solucao na zona central é dada por
x(t) _ 1 %eTct — 5 1-¢"C z(0) ‘
o) ) T\ eeran g )\ yo)

11 ,, 1 1 1
= (g bt g)e 0+ () w0 (3.25)

o0 = (7567 = 72 ) 20 + (75 - 786 ) w00 (3.29)

Fazendo (3.29)—[3(3.28), obtemos

o0~ o) = (22 ) o0+ (L5 w00

Ou seja,

x(t

~—

ou equivalentemente
y(t) — B(t) — (y(0) — Bz(0)) = 0. (3.30)

A equacgao (3.30) é a equagdo para as Orbitas, observe que é uma reta.

Como Dg = 0, tem-se que uc = 1/ e portanto Tc = p— =1/ — 5 > 0. Com
isto, os pontos de equilibrio no interior da zona central sao instaveis e as retas vao desde
o equilibrio até a fronteira.

(a) A condigdo pup < —2 — [ implica que Dg > 0, assim as zonas externas sao zonas de
n6 com Tr < 0. Portanto, todas as orbitas que estao entrando nas zonas externas caem

em um dos pontos de equilibrio que estao na fronteira x = £1. Logo, ha uma infinidade
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de orbitas heteroclinicas conectando os pontos de equilibrio na zona central com um dos
equilibrios nas fronteiras.

(b) Se =2 — f < pug < f, entdo as zonas externas sdo zonas de foco com Tr < 0.
Construindo uma transformacao de Poincaré e provando que tem um tnico ponto fixo,
conclui-se que o sistema tem um tnico ciclo limite. O ponto (—1,p — pc) é transformado

pelo fluxo no ponto (=1, —¢ — pe). Usando (13) é possivel encontrar
q = Pg(p) = pe™™".

Agora, o ponto (—1,—q — p¢) é transformado pelo fluxo no ponto (1, —s + pu¢). Usando
(3.30) tem-se

s=q+2(uc—B) =Qc(q).

Finalmente, temos a transformacao de Poincaré

s = P(p)
= Qc(Pe(p))
= peET + 2(uc — B), p>0.

Esta funcao tem um tinico ponto fixo p*, de fato

2(pc — B)

* * * __ o x _YET o *
pP=P@) = p=p e+ 2o - ) =0T =

com P'(p) = e’5™ < 1, desde que Tg < 0. Entdo o sistema tem um tnico ciclo limite.
(c) As condigbes ug > e Do = 0 implicam que T > 0 e T > 0. Pela Proposigao 2, o

sistema nao tem uma curva invariante fechada isolada. m

Exemplo 8 A sequir ilustraremos alguns dos casos da Proposicao 12, assumindo valores

de B, pug e po para o sistema (3.8) que satisfacam as hipdteses da proposi¢ao.

Caso a: uc =2, g = %, g = —4.
Tomamos prp < —1 — 3, logo o sistema (3.8) tem uma infinidade de drbitas hetero-

clinicas, como podemos observar na Figura 3.26.

Caso b: puc =2, g = %, g = —1. Neste caso tomamos —2 — 3 < pup < [, 0 que nos
garante o caso (b) da Proposi¢ao 12. Na Figura 3.27 podemos notar que existe um

ciclo limite estavel englobando todos 0os pontos de equilibrio.

Caso c: uc =2, f = %, pup =1 Como ug > 3, temos o caso (c¢) da Proposi¢ao 12. Na

Figura 3.28 € possivel observar que nao existem curvas invariantes fechadas.

Proposigao 13 (Freire et al., 2002) Considerando o sistema (3.8) com Dy # 0, Do =
0e

segmento dado pela equac¢ao y = pcx com |z| <1 e nao hd curvas invariantes fechadas.

Bl > 1. Entao o sistema tem uma infinidade de pontos de equilibrio que compoem o
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P e
P

/.

Figura 3.26: Retrato de fase do sistema (3.8) com pup = —4, uc =2, e g = % Tempo de
integracao: [-5,15]. Existe uma infinidade de oérbitas heteroclinicas.
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Figura 3.27: Retrato de fase do sistema (3.8) com pugp = 2, uc = 2, e f = % Tempo de
integracao: [-5,12]. Existe um ciclo limite estével englobando todos os pontos de equilibrio.

Demonstragao. Considerando apenas o caso § > 1, de Do = 0 tem-se que Ty =
pc — B = 1/ — 5 < 0. Pela Proposi¢ao 2, para que exista alguma curva invariante

fechada é preciso que TgTe < 0 e portanto, T > 0. Se Tg > 0, entao
g >4 >1 e Ag = (up+ p)* —4>0.

Entao, as zonas externas sao zonas de n6 proprio ou zonas de sela com retas invariantes
associadas aos equilibrios nas fronteiras x = 41, o que impede a existéncia de curvas

invariantes fechadas. m

1
Exemplo 9 Tomando uc = 3 B =2, ugp =1 em (3.8) obtemos o sistema
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Figura 3.28: Retrato de fase do sistema (3.8) com pug = 1, pc = 2, e f = 5. Tempo de
integracao: [-5,15]. Nao existem curvas invariantes fechadas.

y=x—2y,
onde 1
T — =, se x < —1,
1 2
o(z) = 5% se —l<ux<l,

1
- se > 1.

xr + 5’ se T >

Como 8 > 1 temos que o sistema (3.31) tem uma infinidade de pontos de equilibrio e nao

possui curvas invariantes fechadas, como podemos notar na Figura 3.29.
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Figura 3.29: Retrato de fase do sistema (3.8) com os seguintes parametros puc = 2 B=2e
we = 1.
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Observacao 3 Sistemas lineares por partes, continuos, simétricos e com trés zonas, sobre
certas condigoes podem apresentar orbitas periodicas no infinito e um ciclo limite bifurca

a partir desta orbita periddica no infinito, para mais detalhes ver [13].



CAPITULO

Estudo de um circuito elétrico

envolvendo um memristor

Conforme visto na Introducao, por 150 anos, os conhecidos elementos fundamentais
de um circuito elétrico foram o capacitor, o resistor e o indutor, descobertos em 1745, 1827
e 1831, respectivamente. Porém, no inicio da década de setenta, Leon Chua, engenheiro
elétrico da Universidade da Califérnia em Berkeley, observou que existem seis diferentes
relacoes matematicas que conectam pares de quatro variaveis fundamentais de um circuito:
corrente 7, voltagem v, carga g e fluxo magnético ¢. Cinco dessas relagoes sio amplamente
conhecidas. Duas sao dadas pela definicao de corrente elétrica e pela lei de Faraday, ou
seja,
i= % e o(t) = Ocll—f
As outras trés sao equacoes béasicas do circuito

dv dq dy

—_ — — L:_
=2 C=g, ¢ di’

onde R, C' e L representam a resisténcia, a capacitancia e a indutancia, respectivamente.
Chua observou que parecia faltar uma relagao, a que existe entre p e 1.

Assim, o pesquisador percebeu que poderia existir um quarto elemento basico para um
circuito, o qual denominou memristor, abreviacao de “memory resistor”. Chua demonstrou
matematicamente que esse dispositivo hipotético poderia estabelecer uma relacao funcio-
nal entre fluxo e carga, semelhante a que um resistor nao-linear forneceria entre voltagem
e corrente. Isto equivale a dizer que a resisténcia do dispositivo poderia variar de acordo
com a quantidade de carga que passa através dele e o dispositivo poderia armazenar o
valor da resisténcia, mesmo depois da corrente ser desligada. Em 1971, Chua provou

em [3] que as propriedades do memristor nao poderiam ser reproduzidas por qualquer

69
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combinacao dos outros trés elementos, por isso o memristor é considerado um elemento
eletronico fundamental, o quarto elemento.

Apesar de ter sido teorizado por Leon Chua em 1971, foi somente em 2008 que ci-
entistas da Hewllet-Packard Company anunciaram em [18] a construgdo fisica de um
memristor. O grupo de pesquisadores da HP conseguiu desenvolver um protétipo em na-
noescala, cujas propriedades comprovam ser as do memristor teorizado em [3]. A demora
na construcao do memristor se deve a dimensao em que os dispositivos eletronicos foram
construidos. Williams afirma em [21]| que a memristéncia - propriedade do memristor - é
importante em escala nanométrica e em escala micrométrica, nao podendo ser observada
em escalas milimétricas e maiores.

Segundo [9] o memristor mostrado na Figura 4.1 é um dispositivo eletronico passivo,
de dois terminais, caracterizado por uma relagao funcional nao-linear entre a voltagem
v e a corrente 4. I dito ser de carga controlada (fluxo controlado) se a relagio pode ser

expressa como tunico valor da fungao ¢ (do fluxo associado ).

P
-

O O >
+ +
v V
o -
(a) V.= M(q)i (b) i =W(p)V

Figura 4.1: (a) Memristor de carga controlada. (b) Memristor de fluxo controlado. Fonte:
referéncia [9].

A voltagem que atravessa um memristor de carga controlada é dada por

onde
Mg - 20 (4.1)
Da mesma forma, a corrente que atravessa um memristor de fluxo controlado ¢ dado
por
it) = W(p)u(t),
com
Wip) = date) (4.2)
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A quantidade M (q) em (4.1) tem a unidade de medida da resisténcia, e é chamada de
memristéncia, enquanto que W () em (4.2) tem a unidade de medida da condutancia, e

é chamada de memdutdncia, sendo que

qé/_;i(t)dt e @é/_;v(t)dt-

De acordo com [3], o memristor caracterizado por um curva diferenciavel g(¢) (resp.

©(q)) € passivo se, e somente se, M(q) (resp. W(g)) é nao-negativa, isto é

) =L 20 e W) = >0

Em [9], Itoh e Chua assumem que o memristor é caracterizado por uma fun¢ado mono-

tona crescente e linear por partes, mostrada na Figura 4.2, da forma

©(q) = bg +0.5(a = b)(|g + 1| — |g — 1),

q(p) = dp +0.5(c — d) (|l + 1| — | = 1]),

onde a, b, ¢, d > 0.

. I

inclinacao b / inclinagao d

—1i 0 \1 q —1 0 \‘ 1 @

inclinacao a

inclinagao ¢

(a) (b)

Figura 4.2: Relacao constitutiva de um memristor monotonamente crescente e linear por partes.
(a) Memristor de carga controlada. (b) Memristor de fluxo controlado.

Consequentemente, a memristéncia M (q) e a memdutancia W(y) de um memristor

determinado por estas fun¢oes nao-lineares sao definidas por

M(q) = de(q) _ |} a, gl <1,
b, lg] > 1,
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dq( ¢ o <1,
W) = 1)
de d, ol > 1,
respectivamente.
A poténcia instantanea dissipada pelo memristor tomado por Itoh e Chua, em [9] é

dada por

p(t) = v(t)i(t) = M(q(t))i(t)* > 0,
e

sendo que o fluxo de energia no memristor de ¢y a ¢ satisfaz
t
/ p(r)dr >0,
to

para todo t > ty5. Portanto, o memristor constituido pelas relacoes mostradas na Figura

4.2 é do tipo passivo.

4.1 Circuito com memristor obtido do oscilador cano-

nico de Chua

Considere o oscilador candénico de Chua mostrado na Figura 4.3 (a). Substituindo neste
circuito o diodo de Chua por um memristor de fluxo controlado, Itoh e Chua obtiveram
o circuito apresentado na Figura 4.3 (b). Removendo um capacitor do circuito da Figura

4.3 (b), encontraram o oscilador de terceira ordem mostrado na Figura 4.4 (a).

Flux-controlled
memristor

Figura 4.3: (a) Oscilador canénico de Chua. (b) Oscilador canonico com um memristor de fluxo
controlado.

Aplicando as leis de Kirchhoff no n6 A e no loop C do circuito mostrado na Figura
4.4 (b), obtém-se o sistema

{ W=t (4.3)

V3 = Vg — V1.
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-+ +

-R § vV _— @ Flux-controlled  *
— C1 memristor

Figura 4.4: (a) Oscilador de terceira ordem com um memristor de fluxo controlado. (b) Oscilador

de terceira ordem com um memristor de fluxo controlado. Fonte: referéncia [9].

Integrando (4.3) com relagao ao tempo ¢, Itoh e Chua em [9] obtiveram o sistema de

equacoes que define a relacao entre a carga e o fluxo, dado por

{ a1 = q3 — q(p),

¥3 = P4 — P,

onde

a2 [ _ad, g2 [ isdt, g2 [T it

1= ffoo vit)dt, 3= ffoo vs(t)dt, s = fjoo w(t)dt, o= ffoov(ﬂdt

(4.4)

Os simbolos ¢, q3 e ¢ denotam a carga no capacitor C'y, no indutor L e no memristor,

respectivamente, e os simbolos @1, @3, @4 € @ denotam o fluxo no capacitor C', no indutor

L, na resisténcia —R e no memristor, respectivamente. Considerando a seguinte curva

caracteristica para o memristor (ver Figura 4.2)

q(p) = by + 0.5(a = b)(|¢ + 1| = [» — 1])

e resolvendo (4.4) para gs e 4, encontramos

{ a3 = q1 + q(p),

P4 = @3+ .

Entao, ¢1, ¢ e @3 podem ser escolhidas como variaveis independentes, ou seja, de-

terminamos expressoes para a carga no capacitor ', o fluxo no indutor L, e o fluxo no

memristor, respectivamente. Diferenciando (4.4) com rela¢ao ao tempo ¢, é possivel obter

o sistema de trés equacoes diferenciais de primeira ordem, que define a relacao entre as
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trés variaveis vy, i3, ¢

01@ =13 — W(p)vy,
afy!
LE = R’Lg — Uy, (45)
de
E U1,
onde

@ZZ’l:Cl@ @2% %:Ul

dt dt’ dt ’ dt ’

%:ng %, %:’ngRig, W(go):%;p).

Em [12] os autores estudam o comportamento deste circuito. O sistema (4.5) pode ser

transformado em um sistema adimensional da forma

& =aly - W(2)),

dz

a — L

por meio da mudanga de varidveis e parametros © = vy, y = i3, 2 = ¢, « = 1/C}, E = 1/L

e f = R/L, e considerando-se as fun¢des lineares por partes ¢(z) e W(z) dadas por

<1
0(2) = bz +05a—b)(z+1 -z —1) e WE) =4 " ™ 2] < 1,
b, se |z| >1,

com «, 3, & a, b>0.
E importante observar que o sistema (4.6) nao esta definido nos planos z = +1. De
fato, o sistema fica definido em trés zonas no R3, determinadas pelas inequagoes |z| < 1

e |z] > 1, tendo como fronteira os planos {z = £1}.

4.2 Convencoes de Filippov aplicadas no estudo do sis-
tema (4.6)

Consideremos os planos II; = F;*(0) e Il = F;'(0) onde Fy, Fy : R® — R sio
dadas por Fi(z,y,2z) = z — 1 e Fy(x,y,2) = z + 1, respectivamente. Entdo o conjunto

M = 1I; UIl; corresponde a fronteira das regioes
M, = {(z,y,2) € R®| 2 > 1},

M ={(z,y,2) eR*| —1<2<1}
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M_={(z,y,2) e R®| 2 < —1}.
Definigao 11 Seja Q7 (R3) o conjunto dos campos vetoriais X em R3 tais que
Xyi(q), se qe M.,

X(g) =< Xclq), se q€ Mg,
X_(g), se qe M,

onde X, Xc e X_ € C"(R?), e C"(R®) denota o conjunto dos campos vetoriais de classe
Cr, definidos no R3, com r > 1. Denotamos por X = (X, Xc, X_) os elementos de
Q" (M, R3).

Proposigao 14 Seja X = (X, X¢, X_) € Q°(R?) o campo vetorial suave por partes

associado ao sistema (4.6), dado por

X (q) = (ay — abx, —Ex + By, x), se q& My,
X(Q) = XC((]) = (Oéy — aar, _fl‘ + Byv l‘), s€ g S MC) (47)
X_(q) = (ay — abx, =z + By, x), se qe M_,

onde ¢ = (x,y,2) € R®, M, Mg e M_ e M =11, UIly sio definidos como acima. As

sequintes propriedades sao vdlidas.

a) Todos os pontos de M sao pontos de costura de X, exceto os pontos das linhas
Ly ={(0,y,1);y eR}, Ly ={(0,y,-1);y € R}.

b) Se o # 0 entao todos os pontos em LU Ly sao pontos de dobra de X, exceto (0,0, £1),

que sao pontos mais degenerados.

Demonstracao. Das definicoes das fungoes Fi e Fy, temos
VF, =VFEF,=(0,0,1)
e entao
X+F1 :XC’Fl =, XCFQ :X_F2 =x.

Entao os pontos em II; UIl, sao pontos de costura de X se, e somente se, x # 0. Além
disso XiFl = X(ZjFl = X%Fg = X2F, = ay em L; U Ly. O resultado segue entao da

definicao de ponto de dobra e de costura. m

Teorema 3 a) O campo vetorial (4.7) tem os planos

B
(§—ap

mz{w%@eRﬂzza szMMean<1}

1
(€ —aB)

)
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B
(&—0p

Y+ ka, ]{ZQER,l;‘Z| >1}

mz{(x,y,z)éR3|z:a )SL’—

1
(€ —0B)
como planos invariantes, onde my C Mg, 19 C M_ se z < —1 e my C My se z > 1.

b) Os planos m e my intersectam os planos z = +1 nas retas paralelas

v="La 4 (b F )~ a9)

v="La k(b F 106~ 1)

respectivamente. Além disso, estas retas coincidem se para mo C M, tivermos

k2:1+(k1—1)%

e para mo C M_ tiwvermos
_ (€ —ap)
ko = 1+(k1+1)(§—b5)’

ou seja, dado ki € R, sempre existe ko tal que os planos invariantes intersectam-se

na mesma reta, sobre os planos z = +1.

Demonstragao. Temos que o plano a,x + asy + asz + a4, = 0 é um plano invariante do

campo vetorial (4.7), com |z| < 1, se e somente se

((a(y —azx), —&x + By, x), (a1, az, a3)) = 0,

ou seja
(a3 — awaay — Eag)x = 0,
(cvay + Bag)y = 0.

Resolvendo o sistema acima, temos que

Bay as
oy I ——— — ) G R, O
T ag—aB) T g—ap ¢ R BT
Logo o plano invariante é dado por
15} 1
z = x — y+ ki, com k;€R.
a¢—af)”  E-ap” 1
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Da mesma forma, temos que o plano b1z + by + b3z + by = 0 é invariante para o campo
vetorial (4.7) com |z| > 1 se, e somente se,

b b
L BN

a(§ —bp)

e bgeR,bg#O,

donde obtemos

Talg—b)" g—bd

Fica assim provada a parte (a) do teorema.

y+ ke, com ko €R.

Para provar a parte (b), observemos que m N {z = 1} é a reta

v=" 4 (b 1)(E — a)

e que m N{z=—1} é areta

y="c 4 (b +1)(6 - ap),

o que mostra que o plano 7 intersecta os planos z = £1 nas retas paralelas

5 p
y=a$+(k’1—1)(§—ﬁa) e y=a$+(k1+1)(f—@5)‘
De maneira andloga, temos que o plano my C M, intersecta o plano {z = 1} na reta

p

y = aﬂﬁ‘(k’z—l)(ﬁ—bﬁ)

e my C M_ intersecta o plano {z = —1} na reta

y=" 4 (ko 1)(E—08)

Logo, dado ky, os planos m; C Mg e mo C M, se intersectam no plano z = 1 se e

somente se

§—ap
=08

Por outro lado, os planos m; C Mg e my C M_ também se intersectam em uma reta no

ko =14 (k1 —1)

plano z = —1 se, dado k;, tomarmos

§—af

k22_1+(k1+1)§—bﬁ

Observacao 4 Pode-se mostrar facilmente que estes planos sao gerados por autovetores

associados aos autovalores nao nulos dos equilibrios (0,0, z), z € R.
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Da Proposigao 14 e do Teorema 3 acima, segue o seguinte resultado.

Teorema 4 a) Em cada uma das zonas M_ e M, (externas) e Mq (central), as solugoes
do campo vetorial (4.7) ficam contidas em planos invariantes, paralelos entre si
e transversais ao eixo-z, gerados pelos autovetores associados aos autovalores nao

nulos dos equilibrios (0,0, z), z € R.

b) A posicao relativa destes planos depende dos pardametros do sistema, sendo que os

planos localizados nas zonas externas, M_ e M, sao também paralelos entre si.

c) Os planos da zona central intersectam os planos das zonas externas sobre os planos

[Ty e Il em retas paralelas em cada um destes planos e paralelas entre si.

Para uma visualizagao geométrica deste resultado, ver Figura 4.5.

A

Figura 4.5: Representacao dos planos 71 e mo. Os planos da zona central intersectam os planos

das zonas externas sobre os planos Iy e Il em retas paralelas.

Um fato importante que segue do Teorema 4 é que, para cada condigao inicial (o, Yo, 20)
dada, existe uma combinagao de trés planos invariantes (um na zona M¢ e outros dois nas

zonas M_ e M) que contém a solugao do campo vetorial (4.7) que passa por (zg, Yo, 20)-



79

Desta forma as solugoes do sistema ficam sempre contidas em uma combinacgao de trés
planos invariantes, obtidos dentre aqueles dados no Teorema 3 (ver Figura 4.5).

Na proxima secao estudaremos a posicao relativa destes planos, com o objetivo de
determinar como o R? é folheado por esses planos invariantes, contendo as solucoes do
campo vetorial (4.7), lembrando que o eixo—z é composto por pontos de equilibrio do

sistema.

4.3 Posicao relativa dos planos

Como vimos nas segoes anteriores, as solugoes do campo vetorial (4.7) ficam contidas
em planos invariantes paralelos, em cada zona. Da demonstracao do Teorema 3 temos

que os vetores normais dos planos 7 e m, sao dado por

i = (—g L€ - ﬁW(Z))> ,

onde

W) a, se |z] <1,
Z) =
b, se |z|>1.

Para estudar a posicao relativa destes planos, usando o fato deles serem transversais
ao eixo z, determinamos o angulo entre um vetor normal ao plano e o vetor (0,0,1).

Calculando o produto escalar entre estes vetores obtemos
<mn, (07 07 1) >= (f - 5W(Z)) )

que substituido na expressao que fornece o angulo entre estes vetores, nos da

cos B = < ﬁv (07_’071) > _ (5_6}/‘/(2))
7] 7]

Assim, o angulo entre 77 e (0,0,1) é agudo se (§ — W (z)) > 0 e a inclinagdo do plano

¢ a mostrada na Figura 4.6; se (§ — W (2)) < 0 o angulo entre os dois vetores é obtuso e

A
b

a inclinagao do plano é a mostrada na Figura 4.7.

Figura 4.6: Inclina¢ao do plano quando o angulo entre o vetor normal e (0,0, 1) é agudo.
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Figura 4.7: Inclinagao do plano quando o angulo entre o vetor normal e (0,0, 1) é obtuso.

As Figuras 4.8 (a), (b) e 4.9 (a), (b) representam as possiveis combinagoes das posigoes
relativas dos planos 7 na zona central e 75 nas zonas externas. Utilizaremos estas figuras

para representar as solugoes do sistema (4.6), nas proximas segoes.

2 %

(a) (b)

Figura 4.8: Combinagao da inclinag¢ao dos planos. (a) O angulo entre o vetor normal aos planos
das zonas externas e o vetor (0,0,1) é agudo. Entre o vetor normal da zona central e o vetor
(0,0,1) é obtuso. (b) O angulo entre o vetor normal de todos os planos e o vetor (0,0, 1) é agudo.

Na Figura 4.10 sao representados os planos 7 e m. Tomamos o angulo entre o vetor
normal do plano 7 e o vetor (0,0, 1) como agudo e mostrados as posi¢oes relativas entre
e mp. Quando o angulo entre o vetor normal de 75 e 0 vetor (0,0, 1) é agudo, representamos
o plano pela cor verde. Note que nesta combinacao dos planos, havera apenas um ponto de
equilibrio na zona central. Quando o angulo é obtuso, plano representado na cor vermelha,
havera trés pontos de equilibrio na combinacao destes planos, um em cada zona. O plano
representado pela cor azul, representa a situacao em que os planos 7, nas zonas externas,

sao paralelos ao eixo z.
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L L0

(a) (b)

Figura 4.9: Combinagao da inclinac¢ao dos planos. (a) O angulo entre o vetor normal aos planos
das zonas externas e o vetor (0,0,1) é obtuso. Entre o vetor normal, da zona central, e o vetor
(0,0,1) é agudo. (b) O angulo entre o vetor normal de todos os planos e o vetor (0,0, 1) é obtuso.

4.4 Estudo local dos equilibrios

Os pontos de equilibrio do sistema (4.6) sdo dados pelo conjunto
A={(z,y,2) ER* |z =y=0 e z€R},

portanto o sistema tem uma linha de pontos de equilibrio contida no eixo-z. Estudando
a estabilidade local dos equilibrios nesta linha, os autores de [12] obtiveram o seguinte

resultado:

Teorema 5 (Messias et al.,2010) A estabilidade local normal dos equilibrios (0,0, z)
do sistema (4.6) com 0 < a < b € descrita na Tabela 4.1, para valores positivos dos pard-
metros o, 3,&, a, b.
Demonstragao. A matriz Jacobiana J do sistema (4.6) aplicada no ponto de equilibrio
(0,0, z) é dada por
—aW(z) a 0
J = —£ g 0
1 0 0

que tem como autovalores

)\1:0 e )\23:7, (48)
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Figura 4.10: Representacao das possiveis posi¢oes relativas dos planos invariantes m e mo.

onde 7= —aW(z), A=72—4D e D = a(é — BIW(z)). Os autovetores correspondentes
sao v; = (0,0, 1),

b (7— VA —(5+aW(z) = VR) (-7 + VA) 1) (49)
2 4oy ’ '

yy <T+ VA —(5+aW () + VA)(-7 ~ VA) 1) (410)
2 4o e '

Analisando as diferentes possibilidades para os autovalores (4.8), em funcao das relagoes
entre 7, A e D, que dependem dos parametros «, 5, &, a,b, obtemos os casos descritos
na Tabela 4.1 para a estabilidade local (normal) dos equilibrios (0,0, z), com |z| # 1.
Para verificar a hiperbolicidade normal dos equilibrios (0,0, z), é suficiente calcular a
equagao do plano m gerado pelos autovetores (4.9) e (4.10). Se os autovalores A\; e Ay sdo

reais, entao tal plano m tera

nzuﬂ\m,z(—é,l,é—ﬁW(z))
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Condicoes Condicoes Estabilidade Local de (0,0, z) Casos
em T em A [z] <1 [z] > 1
T<0 A <0 Foco estavel Foco Estavel (a)
(g < W(z)) A=0 N6 improéprio estavel N6 improéprio estavel (b)
A>0eD>0 N6 estavel N6 estavel (c)
A>0eD<O0 Sela Sela (d)
A>0 e D<O0 se [z][<1 Sela Foco Estavel (e)
A<0 se |z|>1
A>0 e D>0 se |z[<1 N6 estavel Foco Estavel ()
A<0 se |z|>1
A <0 selz]<1 Foco Estavel Sela (2)
A>0 e D<O0 se |z/>1
A <0 selz]<1 Foco Estavel N6 Estavel (h)
A>0 e D>0 se |z/>1
T>0 A <O Foco Instavel Foco Instavel (i)
(g > W(z)) A=0 N6 Improprio Instavel | N6 Improprio Instavel ()
A>0 e D>0 N6 Instavel N6 Instavel (k)
A>0 e D<O Sela Sela )
A>0 e D<O0 se |z[<1 Sela Foco Instavel (m)
A<0 se |z|>1
A>0 e D>0 se |z[<1 N6 Instavel Foco Instavel (n)
A<0 se |z|>1
A<Ose [z]<1 Foco Instavel Sela (o)
A>0 e D<O0 se |z[>1
A<Ose [z]<1 Foco Instavel N6 Instavel (p)
A>0 e D>0 se |z/>1
7 muda de A <0 Foco Instéavel Foco Estavel (a)
sinal de acordo A=0 N6 improprio Instavel N6 improprio estavel (r)
com z A>0 e D>0 N6 Instavel N6 Estavel (s)
(a < B < b) A>0 e D<O Sela Sela (t)
a
A>0 e D<O0 se [z[<1 Sela Foco Estavel (u)
A<0 se |z]>1
A>0 e D>0 se |z[<1 N6 Instavel Foco Estavel V)
A<0 se |z]>1
A<0 se [z]<1 Foco Instavel Sela (w)
A>0 e D<O0 se |z[>1
A<0 se [z]<1 Foco Instavel N6 Estavel (x)
A>0 e D>0 se [z[>1

Tabela 4.1: Estabilidade normal local dos pontos de equilibrio (0,0, z).

como vetor normal. Calculando o produdo escalar de n com o vetor (0,0,1) tem-se

<n, (07 0, 1) >= (5 - BW('Z)) )

o que implica que o plano 7 é transversal ao eixo-z. Pelo Teorema da Variedade Estavel,

as variedades invariantes do equilibrio (0,0, z) com |z| # 1 sdo tangentes ao plano T,

sendo assim, essas variedades sao tranversais ao eixo-z. Portanto, as singularidades sao

normalmente hiperbolicas, com excecao do caso em que A = 0. No caso de autovalores

complexos, tem-se o mesmo tipo de resultado, considerando o plano gerado pelas partes

real e imaginaria de v,. m

No entanto, nos casos em que os autores de |12] consideraram A > 0se [z <1le A <0

se |z| > 1 (casos (e), (f), (m), (n), (u) e (v) da Tabela 4.1), as hipoteses sdo impossiveis

de serem verificadas. Tais casos sao possiveis somente se considerarmos 0 < b < a em vez

de 0 < a < b, como serd mostrado a seguir.
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Visando completar o estudo apresentado em [12], fizemos uma anélise da estabilidade
local dos equilibrios (0,0, z) no caso 0 < b < a. Os resultados obtidos estao descritos na
Tabela 4.2. Indicamos cada caso com a mesma letra usada na Tabela 4.1 para facilitar a

comparagao.

Teorema 6 A estabilidade local normal dos equilibrios (0,0,z) do sistema (4.6) com

0 <b<a édescrita na Tabela 4.2, para valores positivos dos parametros o, 3,&, a,b.

Condigoes Condigoes Estabilidade Local de (0,0, z) | Casos
em T em A z[ <1 ] [z] > 1
T<0 A>0 e D<0 se |z|<1 Sela Foco Estavel (e)
(é < W(z)) A<O0 se |z]>1
«
A>0 e D>0 se |z|<1 N6 estavel Foco Estavel ()
A<0 se |z]>1
>0 A>0 e D<O0 se |z]<1 Sela Foco Instavel (m)
(é > W(z)) A<O0 se |z|>1
«a
A>0 e D>0 se |z]<1 | N6 Instavel Foco Instavel (n)
A<O0 se |z]>1
7 muda de A>0 e D<0 se |z|<1 Sela Foco Instéavel (u)
sinal de acordo A<O0 se |z]>1
com z A>0 e D>0 se |z]|<1l | No Estavel Foco Tnstavel )
(b<ﬁ<a) A<0 se |z/>1
Q

Tabela 4.2: Estabilidade local dos pontos de equilibrio (0,0, z), complemento da Tabela 4.1.

Demonstragao. A matriz Jacobiana J do sistema (4.6) aplicada no ponto de equilibrio
(0,0, z) é dada por

—aW(z) a 0
J = —£ g 0
1 00
que tem como autovalores
+ VA
M=0 e My=_ \/_, (4.11)

onde 7= f—aW(z), A=712—4D e D = a(é — BIW(z)). Os autovetores correspondentes
sao v; = (0,0,1)

3

. (T—ﬂ ~(B+aW(z) = VA)(=7 + VA) 1) (412)
2 4oy ’ '

. (rwﬁ —(B+aW(z) + VE)(=7 — V&) 1) (413
2 4o ) '

Analisando as diferentes possibilidades para os autovalores (4.11), em funcao das relagoes

entre 7, A e D, que dependem dos parametros «, [, £, a,b, encontramos os casos
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descritos na Tabela 4.2 para a estabilidade local (normal) dos equilibrios (0,0, z), com
o £ 1.
Os casos em que A > 0se 2] < 1e A < 0se|z|] > 1, sdo possiveis somente se

0 < b < a. De fato, para |z| < 1 temos

A= (B+aa)?—4a>0 = (B+aa)® > 4a, (4.14)
e para |z| > 1 temos

A= (B+ab)?—4a<0 = (B+ab)? < 4a. (4.15)

De (4.14) e (4.15) segue que (B+ab)? < 4a < (B+aa)?, donde obtemos, necessariamente,
que b < a.
Para verificar a hiperbolicidade normal dos equilibrios (0,0, z) o procedimento é ana-

logo ao descrito na prova do Teorema 5. m

4.5 Estudo numérico de casos que levam a oscilacoes
periodicas

O fato das solucoes do sistema (4.6) ficarem contidas na combinacao de trés planos
invariantes no R3 nos leva a fazer um paralelo entre o estudo desenvolvido por Freite et
al. em [5], apresentado no Capitulo 3, e as possiveis situagdes que podem ocorrer com as
solugoes de (4.6).

Assim, tendo como base o estudo analitico desenvolvido até aqui e os resultados de
Freire et al. |[5], nesta se¢do faremos um estudo numeérico dos casos (q), (w) e (x) do
Teorema 5 e dos casos (u) e (v) do Teorema 6. A escolha destes casos se deve ao fato de
apresentarem as solucoes mais interessantes do ponto de vista dos circuitos elétricos, que

sao as oscilagoes periodicas (ndo-lineares).

4.5.1 Foco Estavel - Foco Instavel - Foco Estavel

Caso (q). Foco Estavel - Foco Instavel - Foco Estavel. No caso (q), apresentado na
Tabela 4.1 do Teorema 5, o equilibrio (0,0, z) do sistema (4.6) tem autovalores complexos
conjugados com parte real positiva na zona central e com parte real negativa nas zonas
externas, levando a mudancas de estabilidade dos equilibrios quando z cruza os planos
z = £1. Considerando uma 6rbita que tem como conjunto a-limite um dos equilibrios
na zona central, |z| < 1, temos que o conjunto w-limite pode ser vazio (a soluc¢ao tende
para infinito) ou uma oOrbita periodica, como podemos observar no esbogo da solugao na

Figura 4.11. Veremos a seguir que, ao resolver numericamente o sistema (4.6) pelo método
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de Runge-Kutta de quarta ordem e tomando valores dos parametros que satisfazem as
condigoes do caso (q), isto é, a < B/a < be A < 0 para |z| < 1 e |z| > 1, obtivemos
evidéncias numéricas de que, para certos valores dos parametros, ocorrem as situacoes
mostradas na Figura 4.11. Observamos que, no conjunto de planos em que a solugao é
representada nesta figura, temos apenas um equilibrio na zona central. Este caso pode
ser comparado ao caso (al) da Proposi¢ao 6 do Capitulo 3, estudado em [5] (ver Figuras
3.1 (a) e 3.2 (a) no Capitulo 3). Observamos que o caso de o equilibrio na zona central
ser um centro (caso (a2) da mesma Proposi¢ao 6 do Capitulo 3) nao ocorre no estudo do
sistema (4.6), pois para isso teriamos que ter a = b neste sistema, o que o tornaria um
sistema linear trivial no R3. De fato, estamos considerando somente os casos 0 < a < b e

0<b<a.

AN

.

(a) (b)

N

(o
(o

Figura 4.11: Esbogo da solucao do caso (q). (a) A solugdo tende para infinito quando ¢ — co.
(b) Quando ocorre uma orbita periodica.

Considerando os valores « = 0.17,a =1, b =12, £ = 50 e § = 2, resolvemos o sistema
(4.6) numericamente e obtivemos as solu¢oes mostradas na Figura 4.12 (a), que indica que
o conjunto w-limite é vazio, isto é, a solucao tende para infinito. Ao alterarmos o valor do
parametro a para 0.5, obtivemos a solu¢ao mostrada na Figura 4.12 (b), que sugere que

o conjunto w-limite da solugao é uma o6rbita periddica estavel.
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Figura 4.12: Retrato de fase do sistema (4.6) (a) com a =0.17, a=1,b=12, (£ =50e f =2
(b)ecom a=0.5,a=1,b=12, £ =50 e = 2, indicando a existéncia de uma orbita periddica

estavel englobando o eixo-z.

Em Messias et al. [12] os autores também estudaram este caso e afirmam que ha
evidéncias numéricas de que existe uma Orbita periddica relacionada com cada ponto de
equilibrio instavel (0,0, z) para |z| < 1 no seguinte sentido: para cada —1 < z < 1
existe uma solucao correspondente que tem (0,0, z) como conjunto a-limite e uma orbita
periodica como conjunto w-limite. Como é possivel ver na Figura 4.13 (a), que mostra
apenas as Orbitas periddicas, quanto mais proximo a variavel z estd de z = 41, menor é a
amplitude das orbitas periddicas relacionadas a (0,0, z). Além disso, as 6rbitas periodicas
sao simétricas com relacao a origem e a de maior amplitude esté relacionada a z = 0, isto
é, ao ponto de equilibrio (0,0,0). A Figura 4.13 (b) mostra esta propriedade claramente,
também pode ser observado o efeito da descontinuidade do sistema (4.6) nos planos z = +1

e o conjunto de planos invariantes que contém as solugoes (conforme o Teorema 3).

4.5.2 Sela - Foco Instavel - Sela

Caso (w). Sela - Foco Instéavel - Sela. No caso (w) do Teorema 5, onde a < /o < b
e A < Opara |z2] <1leA >0eD < 0 para |z|] > 1, os autovalores sao reais e
com sinais opostos para |z| > 1 e complexos conjugados com parte real positiva para
|z| < 1. Cada ponto de equilibrio (0,0, 2) com |z| < 1 é o conjunto a-limite de uma
solucao correspondente que pode ter como conjunto w-limite uma o6rbita periddica, um
ciclo heteroclinico ou pode tender ao infinito, como podemos observar na Figura 4.14.
Na Figura 4.14 (a), consideramos o conjunto w-limite da solugao descrita acima vazio, a
solugao tende para infinito. Neste caso nao existe 6rbita heteroclinica e nem ciclo limite,
pois a solucao que comeca sobre a variedade instavel da sela em z > 1, depois de atravessar

o zona central, entrar na zona externa z < —1 e contornar a sela, tende ao infinito.
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Figura 4.13: (a,b) Retrato de fase do sistema (4.6) com a« =0.5, a=1,b=12, £ =50e 5 =2
indicando a existéncia de orbitas periddicas estaveis englobando o eixo-z, que corresponde aos
equilibrios (0,0, z) com |z| < 1.

Na Figura 4.14 (b) consideramos que o conjunto w-limite da solu¢ao correspondente
ao equilibrio (0,0, z) com |z| < 1 é um ciclo heteroclinico, enquanto na Figura 4.14 (c)
a solucao considerada tende a uma orbita periodica. Este caso pode ser comparado ao
resultado da Proposigao 10 do Capitulo 3 (ver Figuras 3.20 e 3.21), estudado em [5] para

sistemas lineares por partes no plano, com trés zonas.

|
(a) (b) (c)

Figura 4.14: Esboco da solucao do caso (w). (a) Considerando que nao ha nem orbita periodica
e nem ciclo heteroclinico. (b) Considerando que a solugao tende a um ciclo heteroclinico. (c)
Considerando que existe um ciclo limite estével.

Resolvendo o sistema numericamente, podemos observar na Figura 4.15 que as solucoes
encontradas numericamente indicam que ocorre o que se esperava, com base nos estudos

analiticos. Com os valores dos parametros o = 0.32, a = 0.02, b=2,( =02¢e =022
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obtivemos a solu¢ao mostrada na Figura 4.17 (a), onde supostamente nao ha ciclos limites
e nem oOrbitas heteroclinicas. Quando a = 0.35 a solucao encontrada indica o surgimento
de um ciclo heteroclinico e a solugao que tem como conjunto a-limite o equilibrio da zona
central tende a este ciclo heteroclinico. Esta solucao é similar a descrita na afirmacao
(a2) da Proposicao 10. Por causa da continuidade, ao alterarmos o parametro « para 0.38
surge uma Orbita periddica com parte nas trés zonas, o que é semelhante ao caso (al) da
Proposicao 10 (Ver Figura 3.20).

E importante dizer que as variedades estavel e instavel associadas aos pontos de sela
(nas zonas externas) estao exatamente na dire¢ao dos autovetores associados a cada ponto
de equilibrio. No entanto, devido as aproximacoes que sao feitas no calculo numérico das
orbitas, as variedades nio vao direto para o ponto de equilibrio. E por isso que na
solugao mostrada na Figura 4.15 (b) a variedade estével se afasta do ponto de equilibrio

e acompanha a variedade instével.

372(t) 3

(a)

Figura 4.15: Solugao numérica do caso (w) com os parametros (a) a« = 0.32, a = 0.02, b = 2,
€ =02e =02 e tempo [—20,180], onde supostamente nao ha nem orbita periédica e nem

orbita heteroclinica (b) o = 0.35, @ = 0.02, b =2, { = 0.2 e f = 0.2 e tempo [—20, 180], onde
a solucao indica a existéncia de uma dupla 6rbita heteroclinica. (¢) o = 0.38, a = 0.02, b = 2,
€ =0.2ep=0.2e tempo [—20, 180], onde héa evidéncias numéricas de que existe um ciclo limite
estavel.

Na Figura 4.16 pode-se ver apenas a orbita periodica da solu¢cao mostrada na Figura
4.15 (¢). Na Figura 4.16 (b) mostramos o grafico da coordenada z(t) da solugao periodica
contra o tempo t. No passado a solucao tende ao equilibrio e, no futuro, tende para a
orbita periddica, o que fica claro nesta figura.

Da mesma forma que no caso (q), ha evidéncias numeéricas de que existe uma orbita
periodica relacionada com cada ponto de equilibrio instavel (0,0, z) para |z| < 1, como
podemos verificar na Figura 4.17. De fato, em cada uma das combinagoes de trés planos
paralelos invariantes que contém a solugao do sistema (4.6), ha indicios de que existe uma
orbita periddica. Devido a posicao dos planos paralelos nas trés zonas, a amplitude destas

orbitas é diferente. Ver Figura 4.17
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(a) (b)

Figura 4.16: (a,b) Solugdo numeérica do sistema (4.6) com os parametros o = 0.38, a = 0.02,
b=2¢£=02e [ =0.2e tempo [40,80].

Figura 4.17: Solugdo numérica do sistema (4.6) com os parametros o = 0.8, a = 0.02, b = 2,
€ =10.2e [ =0.2e tempo [40,80]. Indicando a existéncia de orbitas periodicas associadas aos
equilibrios (0,0, z) com |z| < 1.

4.5.3 NO Estavel - Foco Instavel - N6 Estavel

Caso (x) N6 Estavel - Foco Instavel - N6 Estavel. No caso (x) do Teorema 5 temos
a<fB/a<beA<Opara|z|<leA>0eD >0para]z| > 1. Neste caso, a combina¢ao
dos planos é da forma da Figura 4.8 (b), ou seja, o angulo entre os vetores normais de
cada um dos planos e o (0,0, 1) é agudo. Assim, como os equilibrios na zona externa sao
nos estaveis e devido a inclinacao dos planos, ocorre o que é esbocado na Figura 4.18.
Note que o no estavel da zona externa apresentado esbocado tem os dois autovetores bem
proximos e logo, as curvas proximas aos autovetores tem a forma mostrada Figura 4.18.
Logo, a solucao que entra nesta zona acompanha a diregao destas curvas e retorna a zona
central, sendo que o mesmo ocorre na zona externa com z < —1. Assim, é provavel que

sempre exista uma orbita periddica, como mostrado na Figura 4.18(b).
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(a) (b)

Figura 4.18: Esbogo da solucao do caso (x). (a) Visao de como é o no estavel. (b) Esboco da
solugao com uma érbita periddica.

Resolvendo numericamente o sistema (4.6) tomando-se os valores dos parametros como
sendo a =23, a=1,0b=2, =3¢ =6.1 comprovamos que ocorre o exposto acima,
como podemos ver na Figura 4.19 (a). Fizemos uma escolha particular dos parametros
para a resolucao numérica, mas é interessante observar que para quaisquer valores dos
parametros satisfazendo as condigoes a < f/a < be A < O para |2/ <1leA >0e
D > 0 para |z| > 1, surge uma 6rbita periddica. Da mesma forma que no caso (q) e (w),
neste também podemos observar que existe uma Orbita periddica relacionada com cada
equilibrio na zona central, ver Figura 4.19 (b). De fato, cada uma delas fica contida num

dos conjuntos de planos que contém as solugoes.

Figura 4.19: Solu¢ao numeérica do caso (x) com os parametros a = 2.3, a =1, b=2, § =3
e { = 6.1. (a) Indica a existéncia de uma orbita periédica. (b) Indica a existéncia de orbitas
periddicas associadas aos equilibrios da zona central.
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A seguir sao apresentados os estudos dos casos (u) e (v) do Teorema 6.

4.5.4 Foco Instavel - Sela - Foco Instavel

Caso (u) Foco Instavel - Sela - Foco Instavel. Neste caso temos a < f/a < b e
A>0eD <O0Opara |z <1leA <0para |z| > 1. Como os equilibrios nas zonas externas
sao focos instéveis, quando a solucao entra na zona central existem é possivel que: a
solucao se une ou fica a esquerda da variedade estavel da sela. Quando ocorre a uniao
da solucao que tem como conjunto a-limite o equilibrio da zona externa com a variedade
estavel da sela, a solucao da variedade instavel da sela, ao entrar nas zonas externas,
contorna os focos instaveis (ver Figura 4.20 (a)). Ao variarmos algum dos parametros, a
solucao que sai da zona externa ao entrar na zona central fica a esquerda da variedade
estavel da sela, logo quando a solugao entra na zona central contorna as variedades da
sela e retorna a zona externa. Neste caso, a variedade instavel da sela, ao entrar na
zona externa pode contornar a solucao formada pelo foco instavel e se unir a variedade
estavel da sela, quando entrar na zona central novamente. Assim, surgem duas orbitas
homoclinicas, formando a “figura oito” como eshogamos na Figura 4.20 (b). Quando esta
ultima solucao nao se une a variedade estavel da sela, ela acompanha a solucao formada

pelo foco instéavel, envolvendo-a, formando duas (por causa da simetria do sistema) 6rbitas

N \N\%
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periodicas, Figura 4.20 (c)

0
K| |
|

(a

A
\

Z
\\J

W
2N A A

~—

Figura 4.20: Esbog¢o do caso (u). (a) Existem duas orbitas heteroclinicas e nao ha orbitas
periodicas. (b) Existem duas orbitas homoclinicas, formando a “figura oito”. (c) Existem duas
orbitas periddicas simétricas com relagao & origem.

Tomando-se os valores dos parametros como sendo o« = 1.8, a = 5,0 =2, =25 ¢
£ = 6 e integrando o sistema numericamente, obtivemos a solu¢ao mostrada na Figura

4.21 (a) que indica o seguinte: a solugdo que comega proxima do ponto de equilibrio
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na origem, através das variedades instaveis, contorna os pontos de equilibrio nas zonas
externas e tendem ao infinito. A solucao que supostamente tem como conjunto a-limite
o equilibrio na zona externa se une a variedade estavel da sela na zona central. O que
sugere que existe duas Orbitas heteroclinicas, ligando os focos na zona externa a sela na
zona central. Ao alterarmos o valor do parametro « para 2.08, a solucao, citada acima,
que antes se unia a variedade estavel da sela, agora fica a sua esquerda. E a solucdo que
comeca no equilibrio da zona central e contorna os equilibrios nas zonas externas que se
une as variedades estaveis da sela. Logo, esta mudanca no valor do parametro « indica
o surgimento de duas 6rbitas homoclinicas, formando a figura de um “oito”, mostrada na
Figura 4.21 (b).

Quando aumentamos novamente o parametro « para 3.1 surge outra situagao. Agora
a solucao numérica encontrada sugere que temos duas orbitas periddicas simétricas com
relagdo & origem que ficam em duas zonas, veja Figura 4.21 (¢). Assim, encontramos

numericamente a solu¢ao semelhante ao esho¢o mostrado na Figura 4.20 (c).

(b)

Figura 4.21: Soluc¢ao numeérica do caso (u) com os parametros (a) a =1.8, a =5,b=2 ¢ =25
e 8 =06 etempo [—20,20]. (b) @ =2.08,a=5,b=2&=25e =06 etempo [0,30]. (¢c) a = 3.1,
a=5b=2&6=25e =6 e tempo [—10,20].

Neste caso, podemos observar que os resultados sao similares aos de Freire et al. [5],
apresentados no Capitulo 3, quando os autores trabalham com sistemas lineares por partes
no plano com trés zonas e trés pontos de equilibrio. Os autores estudaram o caso foco-
sela-foco, mesma configura¢ao que temos no caso (u). Observando a solugao apresentada
na Figura 4.21 (a), indica que nao existem nem ciclos limites e nem 6rbitas homoclinicas,
como no caso (a3) da Proposi¢ao 2; na solugao da Figura 4.21 (b) é semelhante a solugao
da afirmagdo (a2) da Proposi¢ao 2 do Capitulo 3. E como na afirmacao (al) do mesmo
resultado, temos a solu¢ao mostrada na Figura 4.21 (c).

Acima notamos que ao alterar o parametro «, mudamos a posi¢ao (em relacao as
variedades estaveis da sela) em que as Orbitas que supostamente tem como conjunto

a-limite o equilibrio nas zonas externas “entram” na zona central. Agora veremos que
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mudando o mesmo parametro hé indicios de que surgem oOrbitas periddicas que englobam
os trés equilibrios.

No caso em que a solucao sugere a existéncia de duas érbitas heteroclinicas, isto é,
Orbitas que ligam pontos nas zonas externas ao equilibrio na zona central, como mos-
trado na Figura 4.21 (a), ao alterarmos o parametro « de 1.8 para 2 a solu¢ao numérica
encontrada indica o surgimento uma Orbita periédica que engloba os focos e o ponto de
sela, como mostrado na Figura 4.22 (a). A Figura 4.22 (b), que apresenta o grafico da
coordenada z(t) contra o tempo ¢, indica a existéncia da érbita periodica. Observe que a
solugao que tem como conjunto a-limite o equilibrio na zona externa, no futuro, tende a
uma orbita periodica. Este caso é semelhante ao da afirmacgao (b4) da Proposigao 2 do
Capitulo 3.

z(t)

T T
-40 -30 -20 -10 0

S

(b)

Figura 4.22: (a) Solu¢do numérica do caso (1) com parametros a« =2, a =5,b=2, & =25¢
f = 6 e tempo [—40,30], que indica a existéncia de uma orbita periodica. (b) Grafico z(t) x t
da solucao de (a).

Numericamente detectamos também o surgimento de uma oOrbita periddica, no caso

7

em que existem duas orbitas periddicas simétricas com relacao a origem, isto é, o caso
mostrado na Figura 4.21 (¢). Quando tomamos o valor de « igual a 2.2 observamos
que a solugdo numérica, mostrada na Figura 4.23 (a), sugere a existéncia de duas orbitas
periddicas simétricas em relagao a origem e a solucao que se afasta dos equilibrios tendendo
a uma Orbita periodica. Esta tltima orbita engloba as duas orbitas periddicas simétricas.
Assim, no passado, temos uma Orbita periddica com partes nas trés zonas, e no futuro
temos duas Orbitas periddicas simétricas com relacao a origem com partes em duas zonas.
Este caso é semelhante ao descrito na afirmagao (b1) da Proposi¢ao 2 do Capitulo 3.

Na Figura 4.23 (b) podemos observar evidéncias da existéncia de duas orbitas perio-
dicas simétricas com relacao a origem com partes em duas zonas e da érbita que engloba
estas orbitas “menores” e o equilibrio na zona central. As solucoes que tendem a oOrbita

periodica no passado (azul e vermelha), tendem no futuro para as duas 6rbitas periodicas
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menores. Enquanto que a solucao que tem como conjunto a-limite o equilibrio na zona

externa tende a uma oOrbita periddica.

z(t)

(b)

Figura 4.23: Soluc¢ao numeérica do caso (u) com os parametros « = 2.2, a =5, b=2, £ =25¢e
B = 6 e tempo [—20,20] que indica a existéncia de dois ciclos limites simétricos com relagao a
origem e uma Orbita periddica englobando os dois ciclos limites.

A Figura 4.24 mostra as orbitas periddicas deste caso separadamente. Na Figura
4.24 (a) no tempo [—25, —20] e na Figura 4.24 (b) no tempo [20, 30] (nesta figura mudamos

um pouco a escala para melhor visualizar as érbitas periddicas).

52 55'
x(t)

Figura 4.24: Solu¢ao numérica do caso (u). (a) No tempo [—25, —20], que indica a existéncia
da orbita periodica com partes nas trés zonas. (b) No tempo [20,30] indicando a existéncia de
dois ciclos limites simétricos com relacao a origem.

4.5.5 Foco Instavel - N6 Estavel - Foco Instavel

Caso (v) Foco Instavel - N6 Estavel - Foco Instavel . No caso (v) do Teorema 6,

temos a < f/a<be A >0e D >0para|z] <1leA <O0para |z| > 1. Os equilibrios sdo



96

nos estaveis para |z| < 1 e focos instaveis para |z| > 1. A solugao que tem como conjunto
a-limite os equilibrios da zona central, podem ter como conjunto w-limite uma o6rbita
periodica ou tender ao infinito. Na Figura 4.25 (a) quando a solugdo tende ao infinito e

na Figura 4.25 (b) podemos ver o esbogo da solugdo quando temos uma érbita periddica.

(a) (b)

Figura 4.25: Esbogo da solugao do caso (v). (a) Quando nao existe 6rbita peridédica. (b) Quando
existe uma 6rbita periodica.

Tomando valores especificos dos parametros para satisfazer as condi¢oes necessérias
para este caso, a resolu¢ao numérica é mostrada na Figura 4.26. As condigoes iniciais
utilizadas foram pontos pertencentes as retas geradas pelos autovetores vy e v3 associados
aos equilibrios ndo nulos em |z| < 1. Na Figura 4.26 (a) foram utilizados os parametros
a=29 a=5 b=2, &=31e [ =06; podemos notar que a solu¢cao numérica tende ao
infinito. Quando alteramos o valor do parametro « para 2 a solugao encontrada sugere a
existéncia de uma orbita periddica, que é o conjunto w-limite da solucao, como podemos
observar na Figura 4.26 (b).

Na Figura 4.27 (a) temos os mesmos valores de parametros da Figura 4.26 (b) com
o tempo [—18, —16], mostrando apenas a solugdo que indica a existéncia de uma orbita
periodica. Podemos observar que ocorre mudanca de estabilidade local do ponto de equili-
brio quando z atravessa os pontos de descontinuidade do sistema (4.6), ou seja, os planos
z = +1. Essa mudanga na estabilidade dos pontos gera as oscilagoes periodicas (ins-
taveis). Na Figura 4.27 (b) tomamos condi¢es iniciais com |z| > 1, isto é, quando os
equilibrios sao focos instaveis. Note que com os mesmo valores de parametros e com o

tempo [—8, 4] indicam o surgimento orbitas periddicas.
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(a) (b)

Figura 4.26: Solu¢ao numérica do caso (v) com os parametros (a) « =2.9,a =5,b=2,{ =31
e f=6etempo [-8,5]. (b) a=2,a=5b=2(=31e =06 e tempo [—8,4].

Figura 4.27: Solugao numeérica do caso (v) com os parametros (a) a =2, a =5, b=2, £ =31
e =06 e tempo [-18,—16]. (b) a=2,a=5,b=2,{(=31e =06 e tempo t = —8.4.



CAPITULO

Consideracoes Finais

Neste trabalho apresentamos o estudo de sistemas lineares por partes no plano com
trés zonas, desenvolvido em [5]. Utilizamos as ideias deste trabalho no estudo analitico
e numérico de um modelo matematico de um circuito elétrico envolvendo um memristor,
um resistor, um capacitor e um indutor, os quatro elementos eletronicos fundamentais.
O memristor envolvido no circuito é caracterizado por uma funcao linear por partes,
o que implica em que o modelado matemético associado seja dado pelo sistema (4.6),
que é um sistema linear por partes, definido em trés zonas no R3. O circuito e seu
modelo matemético foram propostos por Itoh e Chua em [9] e uma primeira anélise
teorico computacional do mesmo foi elaborada por Messias et al. em [12].

A partir dos estudos desenvolvidos em |5, 9, 12|, obtivemos alguns resultados analiticos
e numeéricos que complementam aqueles obtidos em [12]. A dinamica do modelo se mostrou
bastante rica, com varias possibilidades para as solugoes. Dentre estes, analisamos os casos
que consideramos mais relevantes, do ponto de vista do estudo dos circuitos elétricos, ou
seja, aqueles em que é possivel a ocorréncia de oscilagoes nao-lineares para as solucoes
do sistema. Em [9] foi provado que o sistema nao apresenta comportamento caotico,
pois é equivalente a um sistema plano. Deste modo, os tipos de oscilacoes aqui descritos
representam os comportamentos dindmicos mais interessantes para o sistema analisado.

Apesar de o sistema estudado ser formado por funcoes lineares em cada zona, surgem
grandes dificuldades ao se tentar provar analiticamente a existéncia de solucoes periodicas,
obtidas numericamente neste trabalho. A dificuldade maior ocorre ao se tentar determinar
analiticamente o ponto exato em que as solucoes atingem os pontos de descontinuidade,
nos planos |z| = 1. Tais pontos sdo importantes na definicado de uma forma analitica
para a transformagao de Poincaré associada ao sistema e no célculo dos pontos fixos
desta transformacao, que determinariam as orbitas periddicas. Assim, depois de muito

esforco na tentativa de provar analiticamente a existéncia de tais 6rbitas, porém sem éxito,
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optamos por apresentar os resultados numéricos obtidos, descrevendo-os e justificando-os
com base no estudo analitico apresentado em [5].

O estudo aqui apresentado ainda nao é exaustivo, dada a riqueza de possibilidades
dinamicas para as solucoes do sistema analisado. Restam, por exemplo, o estudo dos
casos em que as solugoes ficam contidas numa combinacao de trés planos invariantes, com
equilibrios somente em uma das zonas externas. Estes casos sao deixados para trabalhos

futuros, a serem desenvolvidos por n6s ou outros interessados.
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APENDICE

Teorema de Liénard

A prova deste teorema foi baseada em [2| e em [14].

Teorema 7 (Liénard) Considere o sequinte sistema de Liénard

Pl
g () =y, (A1)
y= g(z),
onde
Tex + (T — To), se x < —1,
F(z) =< T, se —l<x<l,
Tpx — (Tg — To), se x>1
e

Dgx+ (Dg — D¢), se o< —1,
g(x) =< D¢, se —l<uxz<l,
Dgx — (Dg — D¢), se x> 1.

Suponhamos que as fun¢oes F(x) e g(x) no sistema (A.1) satisfacam as sequintes condi-

coes:
o F(x) = —F(=x), g(x) = —g(—x);
e zg(x) >0 para x # 0;
e F(0)=0, F'(0) > 0;
e Quando x > 0, a equagio F(x) =0 tem uma dnica raiz x9 = 1 — (Tc/Tr) > 1;
e Para x > xg quando x — oo F decresce monotonamente para menos infinito;

o As funcgoes F' e g tém derivadas continuas para todo x, com exce¢io dos pontos x+1
onde as duas fungoes tém derivadas laterais diferentes. Considere Ty > 0, entao o

sistema (A.1) tem uma inica solugao periddica nao constante que € estdvel.
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Figura A.1: Plano com trajetoria I'.

Na prova do Teorema 7 usaremos o diagrama apresentado na Figura A.1 onde os

pontos P; tem coordenadas (z;,y;) para ¢ = 0,1,...,4 e I' é a trajetoria do sistema de
Liénard (A.1). A fun¢ao F(x) que é mostrada na figura é uma tipica fun¢ao que satisfaz
as hipoteses do teorema.
Demonstragdo. As fungoes F'(z) e g(x) sido de classe C° em R? e de classe C' em cada
uma das zonas. No entanto, elas satisfazem a condicao de Lipschitz em todo o R2. Logo,
é possivel aplicar o Teorema de Existéncia e Unicidade ao sistema (A.1). Assim, existe
uma tinica solugio que passa por cada ponto (x(t),y(t)) do plano.

Como por hipotese as fungoes F' e g sao impares, é facil verificar que o campo X (z,y) =
(F(x) —y,g(x)) é simétrico com relac¢do a origem, isto é, X (—z, —y) = —X(x,y). Entao
se ['(z, z) € uma trajetoria do sistema (A.1) entdo I'(—x, —z) também sera, isto quer dizer
que se I' é uma trajetoria fechada do sistema (isto é, periodica) entdao deve ser simétrica
com relagao a origem.

Do sistema (A.1) vemos que toda solucao (x(t),y(t)) é tal que z(t) é crescente onde
y(t) < F(x(t)) e decrescente onde y(t) > F(x(t)). Também y(t) é decrescente se x(t) < 0
e crescente se x(t) > 0. Além disso o campo de vetores (F(x) — y, g(x)) é horizontal no
eixo y e vertical na curva y = F'(x). Assim, qualquer trajetéria I' comegando de um ponto
Py sobre o eixo negativo y, deve cruzar verticalmente a curva y = F(z) no ponto P» e
entdo cruzar horizontalmente o eixo positivo y no ponto Py [14|. Pela simetria, se I' é
uma trajetoria fechada do sistema (A.1) se e somente se y; = —p; € para

u(e,y) = 5 +Gla),
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isto ¢ equivalente a u(0,y4) = u(0,yp), onde G(x) = [ g(s)ds.
Seja A o arco que vai de P, até P; sobre a trajetoria [' e considere a fun¢ao definida

pela seguinte integral de linha,

o (o) = /Adu =u(0,y4) — u(0,y0),

onde « é a abscissa do ponto P, isto é, & = 5. Segue que I' é uma trajetoria fechada do
sistema (A.1) se e somente se ¢(«) = 0, para isto, mostraremos que a funcao ¢(a) tem

exatamente uma raiz a = ag para ag > xo. Notemos que sobre I'
du = g(x)dzx + ydy = F(x)dy.

Se oo < g entdo F(z) > 0 e dy = g(x)dt > 0. Entao du > 0, ou seja, que ¢(«) > 0, logo
w(0,y4) > u(0,yo). Assim, qualquer trajetéria I' que cruza a curva z = F'(x) no ponto Py
com 0 < 29 = o < xp nao ¢é fechada.

Agora vejamos que para todo a > g, a fungado ¢(«) é monotona crescente e cresce
desde o valor negativo ¢(xg) até +o0o quando « cresce no intervalo [z, 00).

Para o > xg, como na Figura A.1, vamos decompor o arco A em trés partes: A; que

vai de Py até P, Ay que vai de Py até Py e A3 que vai de P até Py e definir as funcoes:

¢1(a)://41du’ qbQ(a):/AQdu, e ¢3(a):/ASdu.

Portanto ¢(a) = ¢1(a) + ¢a(@) + ¢3(). Ao longo de I' se tem que

T
du = F(z)dy = <y + E) %dx

Ao longo de A; temos
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que F(z) >0, g(z) >0e ﬁ = dt < 0. Portanto, ¢;(a) < 0. Para cada z fixado
) —y

em [0, zo], quando aumentamos «a o arco A; abaixa, decrescendo y, e assim F(x) — y
g(x)F ()

decresce. Logo o integrando aumenta. Portanto ¢(a) cresce quando « cresce.

Sobre As temos

0 g(a)F(z) wg@)F@) [ g(a)F(a)
¢“”:Lﬁuwm“:‘l mw—f“zl () — g™

que F(z) > 0, g(z) > 0 e = dt > 0. Logo, ¢3(a) < 0. Para cada z fixado

dx
F(r) -y
em [0, 20|, quando aumentamos « o arco As sobe, o que faz com que y cresga, e portanto
F(z) — y também cresga. Assim —(F(z) — y) decresce e ¢3(«) cresce quando « cresce.

Sobre A,, a integral esta definida para y; <y < y3 e x > xg. Para cada x fixado em

[y1, y3], aumentando x, diminui-se F'(x) e como

@ww:/wF@My:F@x%—ym

isto mostra que ¢o(a) é crescente. Portanto, para o > xy, ¢ é uma fun¢do monotdéna
crescente de a.

Como

alg{olo ¢2(&) = 00,

entdo ¢ (a) — 400 quando o — 0.

Finalmente, como ¢ (zy) é uma fungao continua que cresce monotonamente desde o
valor negativo ¢ (o) até oo quando « cresce em [z, 00), segue que existe um g € (g, 00)
tal que ¢ (o) = 0. Assim, o sistema (A.1) tem exatamente uma trajetoria fechada I' que
passa pelo ponto (ag, F' (ap)).

Além disso, desde que ¢(a) > 0 para a > «ap, segue da simetria do sistema (A.1) que
para a # ap, pontos sucessivos da intersec¢ao da trajetoria I' através do ponto («a, F/(«))
com o eixo z aproximam-se de ['g, isto é, 'y um ciclo limite estavel.
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