
���������	�� ��
	��	� �	����
	

��������� �� �	
��	�� � 
�������	� �� ����	����� ��������

�������� �� ������������� �� �������	�� ���	���� � ��������	����

������ �� �	���
�� �	
����� ��� ������ ��


���� ��
�� � ���	����� 
� �
��	�� �� �


�	���	�� �����	�� �
�����
�� �
 ��
�	����

������� �� ���� ����������

 �	�������! ���"# $�# ������� ����	��

���������� ��	�����
 ���
� �� ����



���������	�� ��
	��	� �	����
	

��������� �� �	
��	�� � 
�������	� �� ����	����� ��������

�������� �� ������������� �� �������	�� ���	���� � ��������	����

������ �� �	���
�� �	
����� ��� ������ ��


���� ��
�� � ���	����� 
� �
��	�� �� �


�	���	�� �����	�� �
�����
�� �
 ��
�	����

������� �� ���� ����������

 �	�������! ���"# $�# ������� ����	��

���������	
 ���������
� �
 ��
����� 
�

�������
���	
 �� ���������� ������
� �

�
�������
��� 
� �����
�
� 
� �������� �

����
�
��� 
� �� !� ���� 
"����	
 

 �#�

���
 
� ������ �� ���������� ������
� �

�
�������
���$

�����
���� ���
����% ����
 
� &'(&



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

FICHA CATALOGRÁFICA 
 

 
Scarabello, Marluce da Cruz. 

S296e Estudo de Sistemas Lineares por Partes com três Zonas e Aplicação na 
Análise de um Circuito Elétrico Envolvendo um Memristor / Marluce da Cruz 
Scarabello. - Presidente Prudente : [s.n], 2012 

105 f. : il. 
 
Orientador: Marcelo Messias 
Dissertação (mestrado) - Universidade Estadual Paulista, Faculdade de 

Ciências e Tecnologia 
Inclui bibliografia 
 
1. Sistemas Lineares por Partes. 2. Memristor.  I. Messias, Marcelo. II. 

Universidade Estadual Paulista. Faculdade de Ciências e Tecnologia. III. 
Título. 

 
 

 
 





��� ���� ��	�


�	�� � 
������



��������	�
��


����������	� 
��	�
�� �� �

�����
 �� �
������
 �
� ��
���� ������� ���� �
���	�����

���������� ��������� � �����	����

��� ���� ���� � � ����� �
��� ��
 ����
�����
�� �� �����	�� �� �������� � ����

����	��	� �������� �� ��� �� �����
��
�� �������
 ��� � !�	����

�� "������ ��� ����
��� � ���
�� ��
 	��� ���������
����� ����
������� ���
 �

�����	����

�� ������ ���
�� �� 
��# ����� $%����� � ��	
&���� ����� �����	�� �� ������	
�����

�

����� � 	���� �� �
������
�� �� ��'( � �� �����(� �����������	� �� �
��� �
�

)��	*��� �� ���
�� ��� ��� ����� �
����
� �����
���� ���	� ���� ���������� � �� �
��� �
�

$��% "� �
	� +�
���
�� ���� ���,��� ����	
�&�� � ���� �-����� �� �
��������� ���������

� 	���� �� ������ �� �����(� �����������	� ��� ������ ��� ��
��
�� ����
� �

�
����
� 	�
�� �� ���	
���. (�/����� ������ 0�� ����
���1� ���
�� ��
������� ��
�����

2���
�� � 3����
�%�� 4 
�
��� ��
 	��� ��������
���� � ���,����

��� �������/
��� �� )���� �� �5�67
������� ��� ��
�� ����
� �
��	�	���� � ������	���

� 	���� ��� ��
�	� �� ����
�	����	� �� �!���
�� �� ��� �
���� ���	� 	
� �����

8 9��')�� ���� ����� �������
��

9�������	�� � ����� �� 	���� � ���� ���� ����� �����



������

�� �� �����	 
����
��	 �� ���	 �� ���� �� ������� ������ ����� �� ���
	 �� 
���

������	��� �� ����������
����  	�
��! "��# ����
�	� � $����
�%&	 �� �� 
	�
	�����

�����'��
	 
(����	 �����	�
�� ��� 
	����%&	 
��� )���	�! ������	�*+ , �-���.�
�� ��/�

��
� �	� �������	��� (���� ���	 
������� �� �01�� 
��	 �����(���	 �� 2����������� ��

 ���$/���� �� 3������!� 4�	�  (��� 
	� ���� �� 
�	
�������� �� �������� �� 
���	� 
���


���	� ��5���
	�� 
	�5� ��5 ���� ��� �-���.�
�� $6��
� �&	 (���� ���	 
	�
�	����+ 7��


	�
	����� 5 
	��������	 	 �����	 
	�
	����� �����'��
	 $����������� �	 ���	 �	 ������

�	�� �	 
�
�
��	� � �	 �����	�� 
	�� 
	���� 
�	
�������� ��� �&	 
	��� ��� ��
��
���� 
	�

���(��� 
	�����%&	 ������ ��.� 	���	� 
	�
	������+ , 
	�����%&	 $6��
� �	 �������	�

������ ������ ��������� �	 ����	 �	�	� �����	 �	 ������ 
	���
��� �� �
��
�%8�� �����


	�
	�����+

9	 
������� ������(	 $�:��	� �� �����	 ��� ��$��
�%8�� ��� 	
	���� �� �� �������

�� ����%8�� ��$����
���� 	����;����� ��� ����� 
	�	 �	���	 �����;��
	 �� �� 
��
���	

��5���
	 $	����	 
��	� �����	 �������	� $�����������< �� �������	�� �� 
�
�
��	�� ��

�����	� � �� ������	�+ = 
��
���	 �������	 $	� 
�	
	��	 
	� >�	( �  (�� �� �0� � $	�


	�����6�	 ����	 
	�	 ���� 	� 
	�(�
��	� 
��
���	� ��  (��+

= �	���	 �������	 5 ���	 
	� �� ������� ������ 
	� 
������ ���
	��6��	� ��?���	 ��

��.� :	��� �	 R3� ������������ 
���� ��������� ������%8��< |z| < 1 "���� ���	������ :	��


������# � |z| > 1 "���	������� :	��� �-������#+ = ������� ��� 	 ��-	@z 
	�
	��	 
	�


	��	� �� �����6���	+ �������	� � ������������ �	
�� �	���� ������ �����6���	� �� 
���

:	��+ A	�����	� ���� �����	 B �-���.�
�� �� ���(� �� �����6���	�� 	 R
3 ?
� $	�(���	 
	�


���	� ������������ ������������ �	 ��-	@z � 
������	� ����� �� �� 
��� :	��+ ,� �	��%8��

�	 ������� ?
�� 
	������ �� ��� 
	�����%&	 �� ��.� ������ 
���	� �����������< �� ��

:	�� 
������ � �	�� ��� :	��� �-������+ A	�����	� ����� ��� 	 ������� 
	�� �
��������

	�
���%8�� �&	��������� �����	 B �-���.�
�� �� /������ 
���/��
��� 
������	 
	� ���� ���

��.� :	��� 	� 
������	 
���� ��.� :	���+ , ��;���� ������	����� ���� 5 
	�
	��� �� ���


���� ����6��
� � ��� 
���� ���5��
�� ����	 ��� � 
���� ����6��
� ��� 
	�	 ���� 	 �����	

�� �������� �������� 
	� 
����� 
	� ��.� :	��� �	 
���	� ������	����	 
	� C����� �� ��+

�D�+ =� ��������	� ����6��
	� � ���5��
	� 	����	� 
	�
����� 	 �����	 ������	����	 
���

	 ����	 ������� 
	� A������ �� ��+ �� ����+

����
��	����
�< E������� 4������� 
	� ������F A������	�+



��������

����� �� �	
�
�	

 �	�
�� ��
�
�
 �	�� ���

 ���

 ��� ����	���	�� 	�

��
 �����
	
 �� �� ��
���	� �	���	� �	�� � �
��	
���

�� ��� ������� 	
�� 	� �
�� 
 ������
��
� 
�
����� 
� 
 ������ 
� 
����
�� ���������
�

���
��
��� 	���� ������ 
� 
 �
����
���
� �
��� 
� 
� �������� ������� �
���� �� ��� �
��

����
����
� ��������� 
�� �������
�� 
�� �
�
���
�� 
�� ������
� 
�� 
�� ������
�� ���

������� ������� 	
� ��
�
��� �� ��
� 
�� ���
 �� �� 
�� 	
� �
��������� �
��� 
� ���

	���!��
	� ���
"� 
�����
�
���

��� ������� �
��� �� #���� �� 
 ����
�����
�� �����	���!����
� ������� ��$��� 
�

����� %
��� �� R
3� ���������� �� ��� �
��
	��# �����
������� |z| < 1 &�
���� �����
� %
��'


�� |z| > 1 &�
���� �(����
� %
���'� ��� z)
(�� �� �
��
��� �� ����������� �
���� 
�

��� ������� ��� �
�
� �
��
� ��
������ 
� ����� ���������
 �� �
�� %
�� �� 
�
��%��� *�

��
	 ��
�� ��� �
 ��� �(������� 
� ���� ���� 
� ���������
� ��� ��
�� ��
�� R
3 �� �
��
��� ��

���
��
�� ��
��� ��
������
� �
 ��� z)
(�� 
�� �
�
���� �
 �
�� 
����� �� �
�� %
��� ���

�
����
�� 
� ��� ������ 
�� �
��
���� �� 
 �
����
��
� 
� ����� 
� ����� ���
��
�� ��
����


�� 
� ���� �� ��� �����
� %
�� 
�� ��� 
���� �	
 �� ��� �(����
� %
���� *� 
��
 ��
	

��
� ��� ������ �
� ������� �
�����
� 
�����
��
�� ��� �
 ��� �(������� 
� ����
��� 
�����

�
����# ���
�#� �	
 
� ��� ����� %
��� 
� �
����# �� ����� %
���� ��� 
�
����� �����
���

���� �
� 
�
�����
� 
�� �������
� �
���� ��� 
�
�����
� �
�� 	
� �����
��� �
��� 
� ���

����� 
� ��
�
� �����	���!����
� ������� 	��� ����� %
��� ��������� �� +����� �� 
�� ��

�, � ��� 
�
�����
� 
�� �������
� ������� 
��
���� �
������ ��� ����� 
� ��� �
�� ������

�����
��� �� -����
� �� 
�� �� �./ �

��������� 0����	��� 1���
� 2������3 -������
��



����� �� ��	
���

��� ��������	
 �
� �����
 
�
�
��
� ������
����� �
 �� �������
� �
����
�� �������
��

�����
� 
 �
�����
�� �
��
� �
�
������ ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ��������� �
 �� �
�����
�� ����������� 
� ��� ��� 
� �
 ����
��!��
� �
��
�

�
�
������ �"��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� #������
 
�$����
 
��
��
��
 
� �����
 
�
�
��
� ������
������ �� �
�����
��

�� �������
�� �� �����
� 
 �� �
����
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� %
����
� �
 ���
 �
��
�
�����
 �
�&���
� ���������
� �
 '�(
� ����
�� )�* ����+

�,-��
� )-* .�-��� �
��!����� )�* .�-��� /
�
��,����� )�* .�-��� /
�
�
��,����� � ��

��� %
 �0
� �
 #
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� %
 �	
 �
 
����
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� %
 �	
 �
 �
����
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��	 #���
 �
 ������
� 
� p� �
��
� �
�
������ ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � �


��� Π+�
-�� 
(�
���� �
��
� �
�
������ ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� Π+�
-�� ���
���� �
��
� �
�
������ ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� 1
�����&
�!���� �
��
� �
�
������ ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� )�* .�-��� /
�
��,����� )-* 2���� �� ��	
 /
�
�
��,����� � � � � � � � � � � � � � ��

���
 1
�����&
�!��� �
 ���
 �� �
��
� �
�
������ ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� 1
�����&
�!��� �
 ���
 ��� �
��
� �
�
������ ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� 1
�����&
�!��� �
 ���
 ���� �
��
� �
�
������ ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� 1
�����&
�!��� �
�/���� �
��
� �
�
������ ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ��-
�
 �
� �
����
� �
 ���
� )�* 3 
�� 
� $ �� �
�
 
� �
-��
 �
� �� ����


�����
 
��4�
�� �5����	
 )��* �� 1�
�
���	
 6� )-* 3 
�� 
� $ �� �
���
 
� �
+

-��� �
� �� ��������� �
 !�-���� �
��!����� �� �
�� �
������ �5����	
 )�"* ��

1�
�
���	
 6� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ��-
�
 �
� �
����
� �
 ���
 � )�* 3 
�� 
� $ �� �
�
� �	
 /4 ����� ���������


�
�/���� �5����	
 )�7* �� 1�
�
���	
 6� )-* 3 
�� 
� $ �� �!� �	
 /4 �����

���������
 �
�/���� �5����	
 )�7* �� 1�
�
���	
 6� )�* 3 
�� 
� $ ��� �
��� 


����
�� �	
 �
� ������ ���������
� �
�/����� �5����	
 )-* �� 1�
�
���	
 6� � � ��



��� ������� �� ��	� �� 	
	���� �
����� ��� � ��
��� � �� ���� 
�	������ � � �
��� �
�
��

���������� � ��
��� � �	������ � ����� �� 
��������� �  !"��#$� ��� %� �����

�� 
�������&�  ����'$ ��	����!	� � �(
	�)��
� �� ��� *��
�� ���
*�
�� �	������ � � ��

��� ������� �� ��	� �� 	
	���� �
����� +���� �� 
�������&�,  !"��'$� � � � � � � � � ��

��� ������� �� ��	� �� 	
	���� �
����� +���� �� 
�������&�,  !-��-�$� � ��
��� �

�� ������ � �(
	�� �� ��������� �� *��
��	 ���
*�
��	 ���������� � ��
���� � � ��

��� ������� �� ��	� �� 	
	���� �
��-�� +���� �� 
�������&�, [−10, 5]� � ��
��� �

��� ���� ����������� �����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��	 ������� �� ��	� �� 	
	���� �
��
�� +���� �� 
�������&�, [−20, 5]� � ��
��� �

�� ����� �� 	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������� �� ��	� �� 	
	���� �
��'�� � ��
��� � �� �* �	������ � � � � � � � � � � �


��� �	 ����	������.�	 �� ������� PE� QC � P̃E � Q̃C � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��
� � ����&� ϕγ(τ) ���� γ > 0� /����, �����)��
�  0$� � � � � � � � � � � � � � � � � ��
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	���� �
�"� ��� μE = −1� μC = 5 � β = 1
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	 ������� �� ��	� �� 	
	���� �
�"� ��� �	 ���8�����	 μE = −1, μC = 3 � β = 0.9�
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���	 ���������	 μE = 0.1� μC = −2
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��	 (�������"�
��	� �#����$� ��
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		��� ��� ỹ > y− ��� ỹ < y−� � � � � � � � � ��

���� ������� �� ��	� �� 	
	���� �
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���	 ���������	 μE = 3, μC = −1,

� β = 1
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	���� �
��� ��� μE = 3, μC = 1
2 , � β = 1
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���� ������� �� ��	� �� 	
	���� �
��� ��� μE = 3, μC = 1, � β = 1
2 � � � � � � � � � � ��

���� ������� �� ��	� �� 	
	���� �
��� ��� μE = −4, μC = 2, � β = 1
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	�� �����	�����$� ��	 �����	 π1 � π2� ,	 �����	 �� +��� ������� 
����	����� �	

�����	 ��	 +���	 �������	 	���� �	 �����	 Π1 � Π2 �� ����	 ��������	� � � � � � 
�

	�� 9���
���$� �� ����� ������ � ������ ����� � !���� ������ � (0, 0, 1) : ������ � � 
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���$� �� ����� ������ � ������ ����� � !���� ������ � (0, 0, 1) : ����	�� � � ��
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�� ����� � ����� ������ 
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���� ������� � � ����� (0, 0, 1) � ����
�� ��� � ������ ����� � ����� ������ 
�
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�
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 �����
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��� ��������	� 
� ��������	� 
�
 �����
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� ������ ��� &����� ����&
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� ������� 
� '�
� 
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�
���� �(�)� ��� ��� α = 0.17� a = 1� b = 12� ξ = 50 � β = 2

��� � ��� α = 0.5� a = 1� b = 12� ξ = 50 � β = 2� ��
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���
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"�� �����
���
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 (0, 0, z) ��� |z| < 1� � � � � � � � � � � � � � � � ��
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� �-� ��� �
 ���������
 ��� α = 0.32� a = 0.02� b = 2�

ξ = 0.2 � β = 0.2 � ����� [−20, 180]� ��
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����&
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� α = 1.8� a = 5� b = 2 ξ = 25

� β = 6 � ����� [−20, 20]� ��� α = 2.08� a = 5� b = 2 ξ = 25 � β = 6 � �����
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ξ = 31 � β = 6 � ����� [−8, 5]� ��� α = 2� a = 5� b = 2� ξ = 31 � β = 6 � �����
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ẋ = α(y −W (z)x),
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���� Cr� &� ����� #������
X ���������� � ��	��%� ��'�������


ẋ = X(x), ()��*

���� x ∈ U ⊂ R
n� &� ��
	���� ����� ��	��%� �%� ��
������� ��'������+#��� ϕ : I ⊂ R → U

�	� �����'�
��
dϕ

dt
(t) = X(ϕ(t)),

���� ���� t ∈ I� I $ 	� �����#�
� ������� � �%� �������� �� ���,��-���� �� ����� #������


X� �	 �� ��	��%� ()��*� "� ����� x∗ ∈ U $ ���� ����� �� ��	�
����� �� X �� X(x∗) = 0

� ����� ���	
�� �� X �� X(x∗) �= 0�

"� ���,	��� ��#������� �� X $ 	� �	����,	��� Λ ⊂ X ��
 �	� p ∈ Λ ���
��� �	�

ϕ(p) ∈ Λ� ���� ���� t ∈ I�

& ���	�� ���������� �
�	�� ����� �� ���,	���� ��#�������� (#�� .��	�� )��*/

�� ������	
���� & '���� ���� ����
�� �� 	� ���,	��� ��#������� �� 	� ����� #������


$ 	�� ��
	�%� �� ��	�
����� x∗ �	� �����'�
 X(x∗) = 0� 0���$� ���� ��� �������

�� ����� ��������+��� �� 1	��� ���� ϕ(x∗, t) = ϕ(x∗, 0) ���� ���� t�

	� 

	���� ��
�������� �	��� ���� �� ���,	��� ��#������� �%� �� -������ ����-������

������������ ��� 	�� ������%� ������
 xp � 	� ������� τ � &�	� τ $ ������� ����

� ����� ����� τ > 0 ��
 �	� ϕ(xp, τ) = xp� 2������ ����-����� '����� �	�#��

'������� �� ������� �� '���� "�� -����� ����-���� ���
��� $ ������� �� ���
� 
������

�3



��

�� ������	 
����
�����	 � 
������
�����	� ����� 	
�����
�� ������ �� ��
��
���

	
���	�
��� ��� �� ���	��� ��
�������� ��� ��� �������� ��� ��
��
 ���� ��
��
���

	
���	�
��� ���
�� � ��
�� ��
�� ���� +∞ � ���� −∞� �
� ���	�� ��
����
	��

� �
� ��������	� x(t) ��� �� ��
���� � �
 ���	����	� x∗� �� ����� x(t) → x∗ ���
��

t → ±∞� �
� ���	�� ���������
	�� ��
���� ��	� �	 ���
��� ���	����	�� x∗
1 � x∗

2!

x(t) → x∗
1 ���
�� t → −∞ � x(t) → x∗

2 ���
�� t → +∞�

��� ���

��� ���

"	#��� $��% �������� �� 	��� ��
���������� ���
����� ����������� �� ����� ������� ��� �����������
��� ������ 
��������� ��� ������ ������������ ��� ������ ��������������

�
 ��
�� �����	�� ����� ��� ������ ��&
	�� �
 �
 ��
��
�� ��
����� � ��
�'� M

�� ���
� � �����
	
��� ��� ��	� ��
��� �����	�	� � �
� ���	����� ���� ����� ��� ��&
�

M �

�������� � ����� X, Y ∈ X
r� ��	� X

r 
 � ������
� 	�� ������ ��
������ Cr ����� M �

� F : M → R ��� ��������� ���� ����� 
�� ��� 0 
 ��� ����� �������� ����������� ��� �

������
� Π = F−1(0) 
 ������
� � ������ 
�� ��� M\Π 
�� 	��� ��������
�� �������

��� ��� 	���
�	�� ��� S = F−1(−∞, 0] � N = F−1[0,∞)� ����� � ����� ��
����� �����

��� ���
�� Z = (X, Y ) 	����	� �� M 
 	�	� ���

Z(q) =

{
X(q), se F (q) ≥ 0

Y (q), se F (q) ≤ 0.

(�
���
�� ��� Ωr(M) � ��
��
�� ��� ��
��� �����	�	� ����� ��� ������ ��&
	��� �
 M

� � ��
��
�� Π ���) ���
��� �� ��
��
�� �� �����
�	
�	�����

*���� Π �� �������� �� q̇ = Z(q) ������ +  ��
������ �� "	�	����� ,�� ��&
	� ��-�

��#��� ���� � ���
�	��� �� ���	��� �� �
 ��
�� �����	�� ����� ��� ������ �
��� �� ����

��#	���� ���.�
�� �� ��	#	
�� � ��
��
�� Π� ,���� ��#��� ��� ��
�
	
���� �� ��
��
����

�� "	�	�����



��

���� ���	
� 
� ���
� ���� �
��	� �� ����
���
� �
 �	�	���� ����
��� � �
��	��


�������� XF (p) �	��	��� � �
�	���� �
 F �� �	�
��� X � ����
�
��� ������
��
 X(p) =

(a(p), b(p))� ���� �� �����  ��� �
� p ∈ M � �
���  �


X F (p) =

〈
(a(p), b(p)),

(
∂F

∂x
(p),

∂F

∂y
(p)

)〉
= a(p)

∂F

∂x
(p) + b(p)

∂F

∂y
(p),

���
 <,> ! � ������� 	��
��� ����� �� R
2�

�������� 	 ��������	��� � 
	��� 
�����	� Z = (X, Y )�


� � ������ �� 
�����	 �� Z � ������	 
��� � 
������� CZ = {q ∈ Π : XF (q) Y F (q) >

0}�

Π Π

�	���� %�%� ������� �� �	�
��
�

�� � ������ �� ��
	�� �� Z � ������	 
��� � 
������� EZ = {q ∈ Π : XF (q) <

0, Y F (q) > 0}�

Π

�	���� %�&� �����	 �� ���
���


� � ������ �� ������� �� Z � ������	 
��� � 
������� DZ = {q ∈ Π : XF (q) >

0, XF (q) < 0}�

Π

�	���� %�'� �����	 �� ��������

"��� �� �
�	�
� �
 �
��	(
 �� �
 
����
 ! �
��	�� �� ����� �
���	�� ��)	�	��� � �����

�
 �	�	�����



��

�������� 	 ����� Z = (X, Y ) ∈ Ωr(M)� Π � �������� �	 �	
�����������	 	 p ∈ Π �


����� �	 	
���	 �� �	 �	
���	� � ��
�� �	 �������� �� ����� p� �	������ ��� FZ(p)� � �

����� �	��� ����	��	 � Π 	
 p ������� �� ���	 �	���� ��� X(q) 	 Y (q)�

� ������ �	
 ����
���� �� ������� �� ����� �� ��������	

������ �	
� ����� �� �	
	���� �� p� ��
��� ������
�	� �����

���� ��
������ �� ���� �� ����������
 � ����� �� �������� �� �� ������ ������

�
����� ���������� X(p) ��� (a(p), b(p)) � Y (p) ��� (c(p), d(p))	 ������ � ����� ��

�������� �� ����� p ��� � �����

��

FZ(p) =

(
a(p)d(p)− b(p)c(p)

d(p)− b(p)
, 0

)
. ��	��

�
���� � ���� �� ��	�� 
�� ��!����
 �
 �"���#$���
 �� ����� �� ��������	

�������� 	 �
 ����� p ∈ Π � �
 	��������� �� ��
�� �	 �������� 
	 ��� �
 ����� �	

	
���	 �� �	 �	
���	 	 
���
��	� � 	���� � a(p)d(p)− b(p)c(p) = 0�

� 
����� ��!������
 �
 ��
�
 �� "�� p ��� % �� �"���#$��� �� ����� �� ��������	

�������� 
 �
 ����� p ∈ Π � ���� Π!�	����� �	 Z 
	 
���
��� �
� ��
 
	�����	
 �����!

�"	


�� p � ����� �	 ��
�����


� p � �
 ����� �	 �	
���	 �� �	 	
���	 	 � � � �
� 
�����������	 �� ��
�� �	 ���������

�� 
	��� a(p)d(p)− b(p)c(p) �= 0�

�������� � �
 ����� p ∈ Π � ���� �
� Π!����� �	 Z 
	 ��� �
 ����� �	 ����#����

�����$���� �� ��
�� X ��
 Π� �� �� ��
�� Y ��
 Π� %��	
�
 ��	 �
� Π!����� �	 Z

�

�� 	&�	��� 
	 Y F (p) �= 0� XF (p) = 0 	 X2F (p) < 0� �
�� �� ������ p � �
 ����� �	

����#���� �����$���� 	&�	��� �� ��
�� X ��
 Π� %	 ���
� 
�
���� � �	����� �
�

Π!����� �	 Z 	&�	��� ��	 
	�� ����#���� �� ��
�� Y �� �������� Π�



��

������ �	
� Π������ ��	��
�� ��
	�
 ������
��� �����

�� ������� �� �� Y F (p) �= 0� XF (p) = 0 � X2F (p) > 0� ���	 
� ����
	 p 
 �� �	��	 
�

��������� ���
������ ������� 
	 ����	 X �	� Π� ��� Π�
	��� 
� Z ������� ���

���� ��������� 
	 ����	 Y �	 �	�����	 Π 
 
����
� ����	��������

������ �	�� Π������ �
	��
�� ��
	�
 ������
��� �����

������	
 � ���� γ ��� ����� �� M �	��	��� �	� ���	� ��������� 
� ����������� 
� X

�� N � ��	� 
� ����������� 
� Y �� S� ��	� 
� ����������� 
� FZ �� Π� ������ �	�
� !���

γ 
 ��� �	������������ 
� Z �� ������"��

�� γ �	��
� ���	� 
� ���������� 
� ���	 ���	� 
	�� ����� 	� ����	� ���	����� X� Y � FZ �

	� 
 #	���
	 �	� �� ���	 
� FZ $

��� � ������ %	 
� ���	� 
� ���������� 
� X ���� ���	� 
� ���������� 
� Y 
 #���	 �� �	��	�


� �	�����$

���� � ������ %	 
� ���	� 
� ���������� 
� X� 	� 
� Y � ���� ���	� 
� ���������� 
� FZ 
 #����

�����
� 
� Π�
	����� 	� 
� �	��	� ��������� 
	 ���	 
� ������� 	� 
	 ���	 
����"�����

���������
	��� 	 �����
	 
	� ���	� 
� �����������


� ������ �	� � ����������� �� ������� �� ��� ��������������	

������ �	�� ����	����	����� ��
	�
 ������
��� �����



��

�������� 	 ���� γ ��� ��	
������
�
� �� Z�


� ���� q∗ �� ���
	���
� �� X ��� Y �� ��� 
��
�� �����	��
�� � ��� ������
�
� ��� ��

������� �� ���
	���
� q∗� 
��� �� γ(t) → q∗�

�� ���� q∗1 � q∗2 ���
	���
�� �� X � Y � �������
�������� ��� 
��
�� �������	��
�� �������

q∗1 � q∗2� 
��� �� γ(t) → q∗1 ������ t → −∞ � γ(t) → q∗2 ������ t → +∞�

NN
ΠΠ

SS

q∗

γ

���

NN
ΠΠ

SS

q∗1

q∗2

γ

���

������ ���� ��� ������ 	
�
�
������ ��� ���
� 
�����
 	����
�
������

� ������ �	����
����� ���� �� ���� ��� �������������� �� �� ���� ���!����" �� ��#�"

�� 	�
����#������� ���!���� �� Z�

�������� 
 ���� γ ��� ��	
������
�
� ������� �� Z� �
����� ���


� γ � ��� ������
�
� ������� �� �
��  �� γ �������� Π ������ �� ������ �� ��������

������ ���$� �

����������� �
 ���
 �� �
���� ����� ���� !""#�

�� γ � ��� ������
�
� ������� �� �
��   �� γ = Π�



��

������ �	

� ��������	�
��� �� ���� 

� ����	� �	�	������ �����

�� γ � ��� ������	�
� ���
��� �� �
�� ��� �� γ ������� ���� ������ ��� Π������ �� Z�

������ �	
�� ��������	�
��� �� ���� 


� ����	� �	�	������ �����

������	
 �� ���� ��� ���
������	�
� ���
��� γ �� �
�� �� ��� γ = γ0 ∪ γ1 ∪ · · · ∪ γn

���� γ2j ��� ����� �� ������	�
� �� X �� N � γ2j+1 ��� ����� �� ������	�
� �� Y �� S�

���� j = 0, 1, . . . ,
n− 1

2
� ���� ���� j = 0, 1, . . . , n ���� γj∩Π = {pj, pj+1} ��� p0 = pn+1�

���� ���� j = 0, 1, . . . , n ����
��� �� ����� �� pj �� ��� ������������� �� ��
�����

πj : (Π, pj) → (Π, pj+1) ��� ��� � ���
����� �� ��
��
�� ������� �����
���  	��
�� γ �

���� ���

π = πn ◦ πn−1 ◦ · · · ◦ π0

��� π(p0) = p0�

� ������ �	
� 
����� � ������� �� �
� �������������� ������� �� ������ ��
 � ��������

��������	

������ �	
�� ��������	�
��� �	������ ����	� �	�	������ �����



��������

•

������� ��	��
 ��
 ��
��� 	� ���	�


�� �
�� ��	��

����� �����	
� � ��
�������� � ���	�� �� �������� 
����
�� ��
 ��
���� ������	��� ���

������ �� �
���� �����
���� � ��� �
�� ������ �����
�� ���	���� �� ����

��� �����	 
����

�	

����� ����� ���	��
���� �� ��
��� ��������� ��
� �������� 
����
�� ��
 ��
���� ����

���	��� �������� �� �
���� �����
���� � ��� �
�� ����� ���� 	�� ����� ��
� ����
���
 �	�

���
����  �
��������� �
����������� ��
� ����
����
 �������� �!	�"�
����� �� ������


#�$����� ��
 �	������ 
����
��% ��� ����
 �&��
� �� ��
'���
�� � !	�� ��
������ ���

���� ����
�� � ��� � ����� �����
������� ���'���� �� ������� ������
�

(��� � ������� ��� �
�� ����� �)����� �	�� 
���� ��
�
�
�� ��"������ � �
���� *�

������ �� "���
�� �� ���� ���� ��"�� ��
 �������� 
����
�� ����+���,����� ��� �������

����� ���������� !	� ��� -��
����. �� ��
�� ������	� ��� �	�� 
���� ��
�
�
��� (��� ��

���� � ����� �� "���
�� � �������
��� �����
��� �� 
�
���� / �
�,���

0�� ��
�� �� ,���
�
������ ������� �� �	�� 
���� ��
�
�
�� {x1 = −1} � {x1 = 1}
��"������ � �
��� �� �
�� ������ 0	����� !	�

ẋ = F (x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
ALx+ cL, �� x1 ≤ −1,

ACx+ cC , �� − 1 ≤ x1 ≤ 1,

ARx+ cR, �� x1 ≥ 1,

#1�2%

��� AL� AC � AR ∈ M(R)2x2 � cL� cC � cR ∈ R
2�

3 �������
�� !	� AL = AC = AE � cL = −cR = c � cC = 0� ���� � ����� �� "���
�� �

�����
��� �� 
�
���� / �
�,��� * ������ E ������ �� ����� �)��
����
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� ������	�
�
� ��
 ���������
 
�
 ����
� �	 
���� ��
 ����
 {x1 = ±1}� ����� �	�

AE =

(
e1 a1

e2 a2

)
, AC =

(
c1 a1

c2 a2

)
� c =

(
e1 − c1

e2 − c2

)
. �����

�
 ��	����
 �����
���
����
 �� 
�
���� ����������� ��
�� 
�� �
�����
 
� �����

ẋ1 = ϕ1(x1) + a1x2,

ẋ2 = ϕ2(x1) + a2x2,
�����

���

ϕi(x1) =

⎧⎪⎨⎪⎩
eix1 + (ei − ci), 
� x1 ≤ −1,

cix1, 
� − 1 < x1 < 1,

eix1 − (ei − ci), 
� 1 ≤ x1,

i = 1, 2.

 
�
���� ����� ��� ��!� ����
 	� ����� 
� ��	�!"#��� �� ������� � ��
� ��� �	���
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 �	� �� ��
� ���� �������� �	 	� 
������� 
� �����
 
� ��	�!"#����

�

	���
� �	� � 
�
���� ����� ��� 	�� �	�$� ��$������� ���%�
� Γ� �����
� �	�

�	��
� Γ ��	�� �����
 
	�
 
�
 ��&
 ����
� ���'� �
�$�
� � 
�������� � 
�
���� ���

	�� �	��� �	�$� ��$������� ���%�
� 
��(����� � Γ ��� ��!��'� ) ������� � ���%	�� 
�
�
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������ �
 ���� ����� �� � ������� 	
�
� ��� 
�� ����� �
��� ����������

������� Γ� �����∫ ∫
intC(Γ)

TC dx1dx2 +

∫ ∫
intE(Γ)

TE dx1dx2 = TC SC + TE SE = 0,

���� Γ � 
�� �
��� �� ������� intC(Γ) = {|x1| < 1} ∩ int(Γ)� intE(Γ) = {1 ≤ |x1|} ∩ int(Γ)�

TC = �����(AC)� TE = �����(AE)� SC = ����(intC(Γ)) � SE = ����(intE(Γ))�

���������� � 
������ �
 ���� ����� �� Γ � 
� ����� ������� 
�� ������ ������ ���� �
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�
�� ����� Γ �#����� !��� ������ �� �
��

$���� � � �������� ������� a1 �= 0 � TETC < 0 �
 TETC = 0 � �%����� &��� ����� '
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� ����� ������� ����� TETC < 0�
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�� ����� ���� �	
	� 	 	� �	�
��� ����
�� ������� ��	 a1 = 0� � ���
	�� ����� ���
�� ��	

ẋ1|x1=−1 = −c1 	 ẋ1|x1=1 = c1 .

�	 c1 �= 0 	�
�� � ���� 	� 
���� �� ���
�� �� ����
	��� � ���	������� ���� �	�
�� ��

���� ���� �� 
��� �	�
���� ���� � ����	��� �����	���� �� ����� � ����
��
	 	� ����

����
	���� �	 c1 = 0 	�
�� �� ����
	���� ��� ��������
	� ��� �	����� �� ���� �� ���
	���

 � ������	� �� ��� ����� � ������!�	� ���
�� ��� ����
	��� 	� ��"�� �� �	�
����� ��#�

Γ ��� � �� ����� ����
	� ��� $�"�
� %�����!���� 	 �	� ��� ����� ��#���� %	
	����!���� 	

����� �%	#�&�	 � ��� ���
�������� '��
��
�� a1 �= 0�

�	 TCTE > 0� 	�
�� TC , TE > 0 �� TC , TE < 0 	 ����� TCSC + TESE �= 0 . (�#�� �	��

'��������� )� � ���
	�� ����� ��� ���	 
	� ������	� $�"�
� �	��$����� $�"�
� %�����!����

�� ��#��*	� ������ %	
	����!������  �
�� TCTE ≤ 0�

�	 Γ � �� ����� ����
	 ��	 	�
+ 	� ���� �� 
�,� 
���� ��� TCTE = 0� �	�� '���������

)� TC 	 TE �	��� ����� � ��	 �	���
� 	� �� ���
	�� ����	���
���� -��� 	� ���
	���

����	���
���� ��� 	���
	� ������ ����
	� �%	#�&�	 � ��� ���
�������� .	�
� ������ Γ � ��

����� ����
	 ������ TETC < 0�

'��� �"
	� � ����� ���/���� �� ���
	�� ����� �� ����+�	�� �	��� ��
	����� ��	�	������

�� ����
	� �	�
������  � 012 �� ��
��	� ��
	� �� �	#���
	� �������� �	 ����+�	��

x = x1 ,

y = ε1x1 + ε2x2 , ε2 �= 0.
���3�

-�� ��
�� �"
	�&�	

ẋ = ϕ1(x)− ε1a1x

ε2
+

a1y

ε2

	
ẏ = ε1ẋ1 + ε2ẋ2

= ε1

(
ϕ1(x)− ε1xa1

ε2
+

ya1
ε2

)
+ ε2

(
ϕ2(x) + a2

(
y

ε2
− ε1x

ε2

))
= ε1ϕ1(x) + ε2ϕ2(x)− ε1

(
ε1a1
ε2

+ a2

)
x+ y

(
ε1a1
ε2

+ a2

)
= ε1ϕ1(x) + ε2ϕ2(x)− ε1ε3x+ yε3,

���	 ε3 =
ε1a1
ε2

+ a2 	 ε1 , ε2 �	��� ��	������	�
	 �	�	��������� 4 ���
	�� ��� �� �����

����+�	�� � ���� ��� ⎧⎨⎩ ẋ = ϕ1(x)− ε1xa1
ε2

+
ya1
ε2

,

ẏ = ε1ϕ1(x) + ε2ϕ2(x)− ε1ε3x+ yε3.
���1�

'��� ������5��� ���1� ���	��� �������� � 
	��� ���	�� ��� ���
	� ε1ϕ1(x) + ε2ϕ2 	� ����

��� ��� 
�,� 
����� ��� � ��	 �"
	����
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• ���� x ≤ −1

ε1ϕ1(x) + ε2ϕ2(x) = ε1(e1x+ e1 − c1) + ε2(e2x+ e2 − c2)

= ε1e1x+ ε1e1 − ε1c1 + ε2e2x+ ε2e2 − ε2c2

= (ε1e1 + ε2e2)x+ (ε1e1 + ε2e2)− (ε1c1 + ε2c2) .

• ���� −1 < x < 1

ε1ϕ1(x) + ε2ϕ2(x) = ε1(c1x) + ε2(c2x)

= (ε1c1 + ε2c2)x .

• ���� x ≥ 1

ε1ϕ1(x) + ε2ϕ2(x) = ε1(e1x− e1 + c1) + ε2(e2x− e2 + c2)

= ε1e1x− ε1e1 + ε1c1 + ε2e2x− ε2e2 + ε2c2

= (ε1e1 + ε2e2)x− (ε1e1 + ε2e2) + (ε1c1 + ε2c2) .

�� �	
��

ε1ϕ1(x) + ε2ϕ2(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
(ε1e1 + ε2e2)x+ (ε1e1 + ε2e2)− (ε1c1 + ε2c2), �	 x ≤ −1,

(ε1e1 + ε2e2)x, �	 |x| < 1,

(ε1e1 + ε2e2)x− (ε1e1 + ε2e2) + (ε1c1 + ε2c2), �	 1 ≤ x.

�	 ε1e1 + ε2e2 = ε1c1 + ε2c2 
� 	������	��	�	��	

ε2(e2 − c2) = ε1(e1 − c1)

= ε1(e1 + a1 − a1 − c1)

= ε1(TE − TC),
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 � �	����� 	�����
 �	 ����� �
�����	 ���	���

���������� 	 
������ �
 ���� ����� �� a1 �= 0 ������ ��	 ��
	��	 
� 
	���
��� ���

��
�� � ������	 ����� �	�	 	 �������� ����	 �	�����	 �����	 
� ����	�
�{
ẋ = F (x)− y,

ẏ = g(x),
�����

��
�

F (x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
TEx+ (TE − TC), �� x ≤ −1,

TCx, �� − 1 < x < 1,

TEx− (TE − TC), �� x ≥ 1



��

�

g(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
DEx+ (DE −DC), �� x ≤ −1,

DCx, �� − 1 < x < 1,

DEx− (DE −DC), �� x ≥ 1.

��������	
��� �� �����	� �
 ���
��
� ����� ������� ε1 = a2 
 ε2 = −a1� ���
���

• ���� x ≤ −1

ẋ = ϕ1(x)− ε1a2x

ε2
+

a1x

ε2
= e1x+ (e1 − c1)− a1a2x

−a1
+

a1y

−a1
= e1x+ (e1 − c1) + a2x− y

= (e1 + a2)x+ (e1 − c1)− y

= TEx+ (TE − TC)− y .

ẏ = ε1ϕ1(x) + ε2ϕ2(x)− ε1ε3x+ ε3y

= a2(e1x+ (e1 − c1)) + (−a1)(e2x+ (e2 − c2))− a2
(a1a2 + (−a1)a2)x

−a1
+(a1a2 + (−a1)a2)y

= a2e1x+ a2(e1 − c1)− a1e2x− a1(e2 − c2)

= (a2e1 − a1e2)x+ a2e1 − a2c1 − a1e2 + a1c2

= DEx+ (DE −DC) .

• ���� −1 < x < 1

ẋ = ϕ1(x)− ε1a2x

ε2
+

a1x

ε2
= c1x− a1a2x

−a1
y

= c1x+ a2x− y

= TCx− y .

ẏ = ε1ϕ1(x) + ε2ϕ2(x)− ε1ε3x+ ε3y

= a2c1x+−a1c2x

= DCx .

• ���� x ≥ 1

ẋ = ϕ1(x)− ε1a2x

ε2
+

a1x

ε2
= e1x− (e1 − c1)− a1a2x

−a1
+

a1y

−a1
= e1x− (e1 − c1) + a2x− y

= (e1 + a2)x− (e1 − c1)− y

= TEx− (TE − TC)− y .
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ẏ = ε1ϕ1(x) + ε2ϕ2(x)− ε1ε3x+ ε3y

= a2(e1x− (e1 − c1)) + (−a1)(e2x− (e2 − c2))− a2
(a1a2 + (−a1)a2)x

−a1
+(a1a2 + (−a1)a2)y

= a2e1x− a2(e1 − c1)− a1e2x+ a1(e2 − c2)

= (a2e1 − a1e2)x− a2e1 + a2c1 + a1e2 − a1c2

= DEx− (DE −DC) .

���������� 	 
������ �
 ���� ����� �� TE �= TC � a1 �= 0� ������ �	
 	��
�

 ��

�
������� ��� ����� � �����	
 ����� �
�
 
 �������� ���	
 �
�����
 � ���	
 �� �
� ���

���� {
ẋ = f(x)− y,

ẏ = ρx− by,
�����

����

f(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
mEx+ (mE −mC), �� x ≤ −1,

mCx, �� − 1 < x < 1,

mEx− (mE −mC), �� x ≥ 1,

b = −DC −DE

TC − TE
, mE = TE + b, mC = TC + b � ρ =

mC −mE

2
b+

DC +DE

2
.

������
������ �	 
� �
��
�� �	 ������	�� ����� ��� ���
����

ε1 = −a1(c2 − e2)

TE − TC

	 ε2 = −a1,

�	���	 �
	

• �	 x ≤ −1

ẋ = e1x+ (e1 − c1)− a1(c2 − e2)

TE − TC
x− y

=

(
e1 − a1(c2 − e2)

TE − TC

)
x− y + (e1 − c1)

=

(
e1 + a2 − a2 − a1(c2 − e2)

TE − TC

)
x− y + (e1 − c1)

=

(
e1 + a2 − a2(TE − TC) + a1(c2 − e2)

TE − TC

)
x− y + (e1 − c1)

= (e1 + a2)x−
(
a2e1 − a2c1 + a1c2 − a1e2

TE − TC

)
x− y + (e1 − c1)

= (e1 + a2)x−
(
DC −DE

TE − TC

)
x− y + (e1 − c1)

=

(
e1 + a2 − DC −DE

TE − TC

)
x− y + (e1 − c1)

= (TE + b)x− y + (TE + b− b− TC)

= mEx+ (mE −mC)− y .



��

ẏ = ε1ϕ1(x) + ε2ϕ2(x)− ε1ε3x+ ε3y

=

(
−a1(c2 − e2)

TE − TC

)
(e1x+ (e1 − c1)) + (−a1)(e2x+ (e2 − c2))

−
((

−a1(c2 − e2)

TE − TC

)(
a2 +

a1(c2 − e2)

TE − TC

))
x+

(
a2 +

a1(c2 − e2)

TE − TC

)
y

= −a1(c2 − e2)

TE − TC
e1x− a1(c2 − e2)(e1 − c1)

e1 − c1
− a1e2x+ a1(c2 − e2)+

+
a1a2(c2 − e2)

TE − TC
x+

(−a1(c2 − e2)

TE − TC

)2

x− by

= (b+ a2)e1x− a1e2x− a2bx− a22x+ b2x+ 2ba2x+ a22x− by

= be1x+ a2e1x− a1e2x+ a2bxb
2x− by

= [(e1 + a2)b+ b2 + (a2e1 − a1e2)]x− by

= (TEb+ b2 +DE)x− by

= (TE + b)x+DEx− by.

• �� −1 < x < 1

ẋ = c1x+

(
−DC −DE

TC − TE
+ a2

)
x− y

=

(
c1 + a2 − DC −DE

TC − TE

)
x− y

= (TC + b)x− y

= mCx− y .

ẏ = ε1ϕ1(x) + ε2ϕ2(x)− ε1ε3x+ ε3y

=

(
−a1(c2 − e2)

TE − TC

)
c1x+ (−a1)c2x−

((
−a1(c2 − e2)

TE − TC

)(
a2 +

a1(c2 − e2)

TE − TC

))
x

+

(
a2 +

a1(c2 − e2)

TE − TC

)
y

= (b+ a2)c1x− a1c2x− a2(b+ a2)x+ (b+ a2)
2x− by

= bc1x+ a2c1x− a1c2x− a2bx− a22x+ b2x+ 2ba2x+ a22x− by

= bc1x+ a2c1x− a1c2x+ ba2x− by

= (c1 + a2)bx+ (a2c1 − a1c2)x− by

= TCx+DCx− by.

• �� x ≥ 1

ẋ = e1x+

(
−DC −DE

TC − TE
+ a2

)
x− (e1 − c1)− y

=

(
e1 + a2 − DC −DE

TC − TE

)
x− (e1 − c1)− y

= (TE + b)x− (TE + b− b− TC)− y

= mEx− (mE −mC)− y.



��

ẏ = ε1ϕ1(x) + ε2ϕ2(x)− ε1ε3x+ ε3y

=

(
−a1(c2 − e2)

TE − TC

)
(e1x− (e1 − c1)) + (−a1)(e2x− (e2 − c2))+

−
((

−a1(c2 − e2)

TE − TC

)(
a2 +

a1(c2 − e2)

TE − TC

))
x+

(
a2 +

a1(c2 − e2)

TE − TC

)
y

= −a1(c2 − e2)

TE − TC
e1x+

a1(c2 − e2)(e1 − c1)

e1 − c1
− a1e2x+ a1(c2 − e2)+

+
a1a2(c2 − e2)

TE − TC
x+

(−a1(c2 − e2)

TE − TC

)2

x− by

= (b+ a2)e1x− a1e2x− a2b+ x− a22x+ b2x+ 2ba2x+ a22x− by

= be1x+ a2e1x− a1e2x+ a2bx+ b2x− by

= [(e1 + a2)b+ b2 + (a2e1 − a1e2)]x− by

= (TEb+ b2 +DE)x− by

= (TE + b)x+DEx− by.
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� �
��� ��
�
���{
ẋ = φ(x)− y,

ẏ = x− βy,
�����



��

φ(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
μEx+ (μE − μC), �� x ≤ −1,

μCx, �� − 1 < x < 1,

μEx− (μE − μC), �� x ≥ 1

� β, μE � μC ��
 ��������
� ������

������������
 �	
��
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 ��� �� 
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���	 �
	 ��	��� �����������

��� �� �
��
 �
�
��� ����
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����� �
�� ��	 �	����
	���
 �� �
	�� �����
�� ����� �
�

ρ > 0� ���� �	
�
�
��
 �� �� 
 �
����� ����������� ��� �� �
��
 �
�
��� ����
 a1 �= 0 �

TCTE < 0� 
� �� �� TE �= TC � !��
�� ���
����
 � �	
�
�
��
 "� ������ � �
	�� �����
��

�
 �
����� ����������� {
ẋ = f(x)− y,

ẏ = ρx− by.
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���� ���	�
 �� ���
�� �� ���	� �� ���
���

� �� ��� 
�	�

�
 ����� ��
	��	�� Γ ����

�������
 � ���	� �� ���
���

� x ��� ��	� �����
���� �� ��� ��� ����� ��	�
����

 � ρ ≤ 0� x ! ���� �� ! �"� #� $�	�� �� ��	�����
�� �� %���& ��� ����� ��	�
��� �'�

λ1,2 =
mE − b±√

(mE + b)2 − 4ρ

2

� ���
�

(m+ b)2 − 4ρ ≥ 0 ⇔ ρ ≤ 0.

��
	��	�� x ! ���� �� ! �" ������ ρ ≤ 0 � ���
� ��
�	�� 
�	�� 
���

��	�� �����
���� �

��	� ���	�� � ��� �����
 � ��
�	(��
� �� "
�
	�� ��

"�
��� �
	����� �� ���� ������ )��
��

������� ��� Γ ��	�*� ��� 	
(� ������ ρ ≤ 0 � ����
����� � +��� ��� $
��	�

�� x = −1

� x = 1� 	��,�� ��� Γ ���� �������
 � �

���� )�!� �
���� � "
�
	� Γ �	
������ �� ��
�

���
�
��� ���
	
��� ��� �

��

�� ����
��	���

 � ρ = 0� � 
�	� y = 0 ! ��� 	
�*�	"

� ��� ��
	�

� Γ� � ��� ! 
����������  � ρ < 0�

��� ����
�� �� +��� ��� $
��	�

�� �� �

��

� ����
��	� ���	
� ��� �� "
�
	�� ��� ����

�� 	�� ����
��	� ����� ��
� ���	�� � ���� -�����
,�� ��� ρ > 0 � ��	'� 	������ ��

%���& � �����.� �� ��

���
�

x 
→ x � y 
→ √
ρy,

� � 
������������	� �� 	���� t 
→ t√
ρ
� 	��,��

dx

dt/
√
ρ
=

√
ρ
dx

dt
=

√
ρ (f(x)− y(

√
ρ) ⇒ dx

dt
=

f(x)√
ρ

− y,

f(x)√
ρ

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

μE√
ρ
x+

(μE − μC)√
ρ

, �� x ≤ −1,

μC√
ρ
x, �� − 1 < x < 1,

μE√
ρ
x− (μE − μC)√

ρ
, �� x ≥ 1,

dy
√
ρ

dt/
√
ρ
= (

√
ρ)2

dy

dt
= ρx− by

√
ρ ⇒ dy

dt
= x− b√

ρ
y .

-���
��
���� ��	'� �� �����.�� �� ��
/��	
��

β =
b√
ρ
, μC =

mC√
ρ

� μE =
mE√
ρ

� �
�	��� %��0& ! ��	
��� � ��� �
��� � 	��
����



��

��� �����	
� �� �
��
�� �����

���� �� ������ 	
��
����� ��� ������	� �	 ����� ��� �	�	������� ���� � 	����� ���

����	��� ���	��	� ��� ����	� ��� ���� ������ ������� �� 	����� �	������� ��� �	�����

 ��� ! ����
"	� �	"��� �� ���� ��� ����	��� �	�	� ���	��	� 	� ���� ����� #���	����	��	

���������� �	$����� � %�	 ! �	��� 	� &'(� %�	 D �= 0� ���	 D ! DC �� DE � A �	���� AE

�� AC 	 T = �����(A)�

)� ������	� �� ���	���� �	 ���� ���� ����� �	� 	��	����� ���������	��	 ���� � �����	���

������ �	� � �����*⎛⎜⎝ x(t)∓ β(μC − μ)

D

y(t)∓ μC − μ

D

⎞⎟⎠ = eAt

⎛⎜⎝ x(0)∓ β(μC − μ)

D

y(0)∓ μC − μ

D

⎞⎟⎠ , ���+�

���	 eAt = e
T
2
tC(t)� μ ! μE �� μC 	 � ����� �	 �	��� ��	��� ����� �	"	 �	� 	�������� ����

� ���� ���	��� ��	��� 	�%�	���� ��� ���� �	����� � �	��� ����	�����	��	 �	�����	�	�� )

������ C(t) �	�	��	 �� ����� �	

Δ = (μ− β)2 − 4(−μβ + 1)

= (μ+ β)2 − 4

=

{
ΔE , �	 |x| ≥ 1,

ΔC , �	 |x| < 1,

���� � ���������	��� ���,���� �� ����	�� ! �	�	������� �	��� ����"����	� �	 ���� �����

-����� D > 0 	 Δ < 0� �� .�/���� ���	��	� ����	�����	� � �� ���� �� � �� �	����

	 	� ��/�� �� �������	� �	�� ����� � 	
��	���� ���� �	 ����� -����� D > 0 	 Δ ≥ 0 �

���� �	�� ������� �	 ���� �	 �	��� 0���	"	���

ω =

√
|Δ|
2

=

{
ωE, �	 |x| ≥ 1,

ωC , �	 |x| < 1

	 ������ Δ ���� ΔE �� ΔC � 	 ω ���� ωE �� ωC� ��� �/����� �� �	$����	� 	
��	���	� ����

� ������ C(t)�

1	 Δ < 0 ����� ���� �	 ������ 	����

C(t) =

⎛⎜⎝ cos(ωt) +
(β + μ)sen(ωt)

2ω
−sen(ωt)

ω
sen(ωt)

ω
cos(ωt)− (β + μ)sen(ωt)

2ω

⎞⎟⎠ .



��

�� Δ > 0 ����	� 
	��� �� ��
� 	� �� �� ������	�� ����	

C(t) =

⎛⎜⎝ cosh(ωt) +
(β + μ)senh(ωt)

2ω
−senh(ωt)

ω
senh(ωt)

ω
cosh(ωt)− (β + μ)senh(ωt)

2ω

⎞⎟⎠ .

�����	 Δ = 0 ����	 
	�� �� �� ��������	�� ����	

C(t) =

(
1 + t(μ− T/2) −t

t 1− t(μ− T/2)

)
.

�	���������	 D = 1− μβ = 0 � �	�����
 ����
�� ��� β �= 0 � μ = 1/β � �����	 D = 0 �

T �= 0� ���	 � μ = 1/β � 0 �= |β| �= 1� � ��������	 ��� � ��	 � ���� �!
���� "���� ������	�

(
x(t)

y(t)

)
=

1

T

⎛⎜⎝
1

β
eTt − β 1− eTt

eTt − 1
1

β
− βeTt

⎞⎟⎠(
x(0)

y(0)

)
∓DCt

⎛⎝ β +
1

β
eTt

1 + eTt

⎞⎠ ,

	��� T = (1− β2)/β� � 	 ����
 �� ���	� ������ �	�����	��� # 
	�� ������� �����������

$��� �� ���	 ��%������	 ���%� �����	 μ = β = ±1� ����	 D = T = 0� &���� ���	�

�� �	
�'(�� ��	 �� )	���(
x(t)

y(t)

)
=

(
1 + βt −t

t 1− βt

)(
x(0)

y(0)

)
∓ TCt

(
1

β

)
.

*	� +�� ,����� �� �
� -./ ����	��
�� �	�� ���0����	� ��� ��	 �������� �� ��!
��� �	

���	 �� ��� Δ �= 0�

γE =
μE − β

2ωE

=
TE

2ωE

, γC =
μC − β

2ωC

=
TC

2ωC

���� 	 ���
 ��� 	1�����'�	 �
������� � �����

��������	
 � ���� Δ > 0 � D �= 0� ����	� γ2 − 1 = D/ω2� � �
��� |γ| < 1 
��� ���

��
� �� 	��� � |γ| > 1 
��� ��� ��
� �� 
�� �
�� γ = γC �� γ = γE �� ������ ��� �

�	����� �� ω = ωC �� ω = ωE�

2 ��%����� ����
���	 � �������	� ���
�����	3�� 	� ���	� ���� �� ��� ẋ = ẏ �� ���4��

��


���	
 � ������� �� ���� ����� ���� � 	�	���� ���4� � ������ � 	��
�� �� 
�
��

�� ���������� � �	 	����
��	 ��
�����	 ��������

��� �� DEDC ≥ 0 � DC �= 0� �
��� � ������ � � �
��� 
�
�� �� �����������

��� �� DEDC < 0� �
��� β �= 0 � � 	�	���� ��� �� 	 
�
��	 �� ����������� �� �� ����

��
��



��

��� �� DE �= 0 � DC = 0� ����� β �= 0 � � �	���
� ��
 �
� 	�
�	���� �� ������ ��

���	����	� ��� ��
���
 � ���
���� ���� ��� y = x/β ��
 |x| ≤ 1�

��� �� DE = DC = 0� ����� β �= 0 � � �	���
� ��
 �
� 	�
�	���� �� ���	����	�� ���

��
���
 � �	��� ���� ���� ������� y = x/β�

��� ������	 
���	� 
�� 
	���� �� 

	�� ��� ���� ���	�

� �� 
���� �� ����
�����

����� ���	
 ���� ���
���
 
 ���
 ��� �� ��
�
���	
 �� ���
 �� 
 ������� ������ �
�

������ �
 ����
 �
� ���� �
��� � 
� �
��
 �� ��
������
� ����� ���
� � ��
�!�� TE = TC

��
� ������� μE = μC�� �
�� ���� �
����	
 ���
��� �� 
� ������� ������ � �	
 �� 
�

������� ������ �
� �������

�����	
��� 
 ����
�� �� ���� ����� ����	���� � �	���
� ���"� ��
 DEDC ≥ 0 � DC �=
0� ����� � ��	��
 � � ��	�� ����� �� ���	����	� � �� ����	���� ����	���� ��������
�

��� �� DC > 0� � ��	��
 � �
� ���	����� �� � !��� �� ������" � �����
 �� ����	����

�����#

���� �� TCTE < 0� ����� � ��	��
 � ��������� ��� �
 ��	�� �	��� �	
	��� ��� �

���$%�� �� TC > 0 � 	���$%�� �� TC < 0 �%�� &	���� '�(��""�

���� �� TC = 0 � TE �= 0� ����� � ��	��
 � ��������� ��� �
 ����	���
 ��  ��	���

���	 �	��� ����	��� �� )��� ������� �%�� &	���� '�(��""�

���� �� TCTE ≥ 0� ��
 TC �= 0� ����� ��� �*	��� �
� ���%� 	�%��	���� !������

�%�� &	����� '�+��" � '�+��""�

��� �� DC < 0� � ����� �� ���	����	� � �
� ���� � � �	���
� ��� ��
 ���%�� 	�%��	�����

!������� �%�� &	���� '�+��""�

�����	������� ���� �#����	
 ��� �� ��
�
���	
 � ��$
� �
� � 
��$�� � 
 %���
 �
��


�� ��
������
 �
 ������� ���"��

��� &
�
 DC > 0� � 
��$�� � 
�� ����������

���� &
���������
 �
� TC > 0� �
�
 
 ������� ���"� �
�� ��� �����'
����
� ����(��

�� 
�� �
����� �� (����(���� �
 ������� ���)�� �
� ���� ������
 �� '
��� ��

*������� �� ��$
����� ��
��������� �
��� ��� ���
������

�
� F (x) = −F (−x), g(x) = −g(−x)�

�

� xg(x) > 0 �
���
 x �= 0�

�


� F (0) = 0, F ′(0) > 0�



��

��� ���

������ �	
� ������ ��� ��	�
	�� �� �
��� 

� � ������ � �� ���� ������
�� ��� �� ����� ����	�

��	����� 
���
��� 

�� �
 ����������  ! 
�� � ������ � �� ���	�� ������
�
 ��� �� ���������

�� "���	
� ����"���
� �
 #��
 ���	�
�� 
���
��� 

$� �
 ����������  !

��� ��� ���

������ �	�� ������ ��� ��	�
	�� �� �
�� � 

� � ������ � �� ����� ��� %� ����
 ���
��
�	�

���%
�
� 
���
��� 

&� �
 ����������  ! 
�� � ������ � �� �"� ��� %� ����
 ���
��
�	� ���%
�
�


���
��� 

&� �
 ����������  ! 
�� � ������ � ��
 ���
� � ���	��
 ��� 	�� ����
� ���
��
�	��

���%
�
�� 
���
��� 
�� �
 ����������  !

���� 
����� x > 0� � ������� F (x) = 0 ��� ��� ����� ���� x0 = 1 −
(TC/TE) > 1	

��� ���� x ≥ x0� ������ x → ∞ F �������� ������������� ���� �����

�������	

���� ��  ���!�� F � g �"� ����#���� ����$���� ���� ���� x� ��� �%����� ���

������ x = ±1 ���� �� ����  ���!�� ��� ����#���� &������� �� �������	

' (������ �� )�*����� ����������� �� ��"����� �� ������� ��� �� ������!��

����� ��� ���������� ���� ���#�� � �%���"���� �� �� ���&� &����� ���+#�&	 ����

TC < 0� ,����  ���� ��� ��+&��� ����&-���� ��#������� � �����	

���� � ������ .���,���� �� ���� ������& �� ������� /�	01 * ���� ���(
μC −1

1 −β

)
.



��

�� ����	�
���� 
� ������ ��������� ��� 
�
�� ��� λ1,2 = ±√−1 + μCβ� �

����

�
� TC = 0 ����� ��� DC > 0 ���
��� ��� �� ����	�
���� ��� �����������

������ ����� � ������ � �� ������ � �������� � ���� �� ��������� 
� !������

����!
���� ���
����
� ���� ������ "� #������$�� % ����
��&�� ��� TESE = 0�

� ��� � ����'	�
 ������� �� SE = 0 (���� ��� )��!���� TE �= 0*� �� ����� � ����


�� !������ ����!
���� ��� ����� � ������ � ��
� � ��������� ��� � ���� !������

����!
���� ��� ������ ��� ����� � ������� +���� �� !������ ����!
���� �����

��������� , ���� ������
�

���� -� TCTE ≥ 0 � TC �= 0� ����� � ����� �� ��������� �������
�
�
�� .

• TE = 0 � ����� ��
� #������$�� %� ���&�� TCSC = 0 ��� � ����'	�
 �������

�� SC = 0� 
��� ��� � ����� !������ ����!
���� ��	�
	��
� � ���� ������
�

#�������� ��� � ����� !������ ����!
���� �� ��������

• TC , TE > 0 �� TC , TE < 0 � �����

TCSC + TESE �= 0 .

����� ��
� #������$�� %� � ������� ��� ��
� ��� ���
���� !����� ����!
����

��� /���DC < 0� � ����� 
� ����
'���� � ��� ��
�� +���� ��� � ����� !������ ����!
����

��� ����� ������ �� ���� ������
� � ��� ����'	�
 !����� ��	������� 0��)�
� ��
� ���

�
����� ������ ��� ����� � ������� 1�� ���� � ������'	�
 ����� ����� ���� ����
�

��� !����� ����!
��� ����� �� ��� 
�� ����� � ������� ����� ������� ���� � ����

������
�

���	
�� 
 ���	�
���
 μC = 2� μE = −1 
 β = −1
4
� � ����
�	 (��2* ���	 	 ����	{

ẋ = φ(x)− y,

ẏ = x+ 1
4
y,

(��%3*

��



φ(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
−x− 3, �
 x ≤ −1,

2x, �
 − 1 < x < 1,

−x+ 3, �
 x ≥ 1.

���� DC = 1.5 > 0 
 TCTE = −1.7 < 0 �
��� ��
 � �	�� �	�� 
	 ���������� � �


�
����	� � �
��	�� 

 �	�
 � �����	
� �	�  �!��	� "�" 
 "�#�

���	
�� � ���	�
���
 μC =
1

2
� μE = 1 
 β =

1

2
� �
���


{
ẋ = φ(x)− y,

ẏ = x− 1
2
y,

(��%%*



��

���

φ(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
x+ 1

2
, �� x ≤ −1,

1
2
x, �� − 1 < x < 1,

x− 1
2
, �� x ≥ 1.

���� TC = 0 � TE = 1
2
� ���� 	�
� �� 
��������� �� ����� � ������ � ��������� ��� ��

��������� �� ������� ���������� ��� ���� �� ���� �������� ���� ������� �������� ��

 ����� !"#"

������� � ��������	��� � ���
��	 ��� �� 
	����� �� �	����
��� μC =
1

2
, μE = 3 �

β = −1

2
� 
���� � ������
� ���
��	

{
ẋ = φ(x)− y,

ẏ = x+ 1
2
y,

������

����

φ(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
3x+ 5

2
, �� x ≤ −1,

1
2
x, �� − 1 < x < 1,

3x− 5
2
, �� x ≥ 1.

��
� ��� DC = 1.25 � TCTE = 3.5 > 0 ��� TC = 1� ���
	�
�� ������� 	 ���������� �

��� ����
� ��	 ���
	 ��
	��	�
� ����	�	 ���
� �	��� ��� �����	  ���

��� ���

��	
�� ���
 ������� �� ��	� �� 	
	���� �
����� ��� � ��
��� � �� ���� 
�	������ � � �
��� �
�
��
���������� � ��
��� � �	������ � ����� �� 
��������� �  !"��#$� ��� %� ����� �� 
�������&�
 ����'$ ��	����!	� � �(
	�)��
� �� ��� *��
�� ���
*�
�� �	������



��

������ �	
� ������� �� ��	� �� 	
	���� �
����� ����� �� 
���������� ��������

��� ���

������ �	�� ������� �� ��	� �� 	
	���� �
����� ����� �� 
���������� ���������  ��
��� ! "�
#����� � �$
	�� "� ��������� �� %�&
��	 ���
%�
#�	 ���'������ � ��
����

������� � ���������	 μC = 5
 μE = 3 	 β = 1
2

 �	��� � �	�
���	 ����	���{

ẋ = φ(x)− y,

ẏ = x− 1
2
y,


�	���

���	

φ(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
3x− 2, �	 x ≤ −1,

5x, �	 − 1 < x < 1,

3x+ 2, �	 x ≥ 1.

���� TC = 4.5
 TE = 2.5
 DE = −0.5 	 DC = −1.5
 �	��� � ���� ��� �� ���������� ��

� �	����� �	 ���	 �� ����	�� 
�	��� � �������� �� ���
��  �!�



��

������ 	
�� ������� �� ��	� �� 	
	���� �
����� ����� �� 
���������� [−10, 5]� � ��
��� � ���

���� ����������� �����	���

������ 	

� ������� �� ��	� �� 	
	���� �
��
�� ����� �� 
���������� [−20, 5]� � ��
��� � ��

����� �� 	����

���������� 	 
������ �
 ���� ����� �� � ������� �	
�� ��� ����	�� 
� ��	�� �� �

��

������ � |β| ≥ 1� �	��� � ������� 	�� ���� ��� �
���� �	�����	��� ���������

������
������ �� ������� �� ��������� ����� ������������ ������ � ���� β ≥ 1
 ����

� ������� ��� ������ �� ����� �� ���� !"���� �� � #������$�� % ����� ��� DCDE ≥ 0 �

DC �= 0
 &����� DC > 0 � DE ≥ 0� ���'�� μC < 1/β < β � μE ≤ 1/β ≤ β � �����

TCTE = (μC − β)(μE − β)

= μC μE − βμC − βμE + β2 ≥ 0.

(����� �� �)���$�� ��	� �� #������$�� �� ��� �*���� ��� ����� ���������� +��,���
 -�

DC < 0� ��� ,. ������ ����������� +��,���� ������ � �)���$�� �"� �� #������$�� �




��

������� � ���������	 μC = −1
 μE = −3 	 β = 5 	� ����� ���	��� � �
��	���{
ẋ = φ(x)− y,

ẏ = x− 5y,
������

���	

φ(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
−3x− 2, �	 x ≤ −1,

−x, �	 − 1 < x < 1,

−3x+ 2, �	 x ≥ 1.

���� ������� β > 1
 �	�� ������
��� � �	��� ��	 � �
��	�� ��� ���	 �	� ������ 
����

�
���	� �	������ ���� ���	��� ���	���� �� �
���� � ! 

�	
��
 ���� ������� �� ��	� �� 	
	���� �
����� � ��
��� � �� �� �	������

��� �����	
 ����

 ��
 �

��� �� ��
�� ��	 �
�� ���
�

� �	 ����� �� �������
�� �	 �
�
 ���


����
 ����� �����
����� � �	����
 �	��
� ��� �
���� �� ��
�� ��� ���� ���
� ��� ��

����� �� ���	�� �	� �� �
�
 ���
 ��
�� � � �
 !�����	��� "�� #���
 $���
% �� �	����


����� &��	'�
(�� DEDC < 0 � ��� 	���	�
 ��� 
���
� �� ������	�
��� ) ��

�	&�% �� ��*
%

DE < 0 �� DC < 0� +�
� � ����� �� ���
 ���, �� �
 ���
 �����
� �� �
� ���
� �-����
��

+�� �
��� ��� β �= 0 �� ����� �� �
����

. �	����
 ��� ) �	$�����	,&�� �
� �	�/
� {x = ±1}% ����� ��� ) �����&�� ��
� ������
�

�� �� �	����
� �	$�����	,&�	�� !���
���% 	���
�
��� � �	����
 �� �
�
 ���
% ��
 ��
��(

$���
��� �� ������� �� !�	��
�) ���� ��� ��'�	�
% � ��� ) ��
 ��
�
 	�����
��� �
�


�� ������
��� ����
 ������



��

��� ���	
�� �� �
�� ��
���� x ≤ −1� �
�

� �� S+ = {x = −1, y ≥ −μC} �
��� ���


�����
����
� �� �
�

� �� S− = {x = −1, y ≤ −μC}� �����
 � �

���
 (−1, p − μC)

�
� p ≥ 0 ���� ��������
�� �
�

� �� S+ � (−1,−q − μC) �
� q ≥ 0 ���� ��������
��

�
�

� �� S− � �
������ ����	� ��� 
�����
�����
 �� ��

��
 PE  !����
 ��	�
	�" ��

�
�
 !�� q = PE(p)� ��
� 	#������� ���

� � ��	�
$��	� �� ��� ���	
� �� �
�� ��
����

x ≤ −1 �
 �
�

 (−1, p− μC) ���� 
 �
�

 (−1,−q − μC)�

%
� ������
 � �
�� ���
���� ��	�
�� ���	
�� !�� 
�����
���� 
� �
�

� �� S− ��

�
�

� �� Σ− = {x = 1, y ≥ μC}� & ����	�� ��� 
�����
�����
 �� ��

��
 QC �

�� ��	�
�� �����	
� �
� s = QC(q)� '�
� �����
 
�����
��� 
 �
�

 (−1,−q − μC)

�
 �
�

 (−1,−s + μC)� (����� ��	�
�� ���	
�� !�� 
�����
���� �
�

� �� Σ− ��

Σ+ = {x = 1, y ≥ μC} � �
�

� �� Σ+ �� �
�

� �� S+� ������
	�����
�� '�
�� 
����)

�
����*�� �� ��

��
 ��
 ����	���  �� ��	�
	���" �
� P̃E(s) = u� !�� 
�����
��� 
 �
�



(−1,−s− μC) �
 �
�

 (−1, u+ μC)� � Q̃C(u) = r� !�� 
�����
��� 
 �
�

 (−1, u− μC)

�
 �
�

 (−1, r − μC)� ������
	�����
�� 
��� u, s, r ≥ 0  ��� +	#��� ,�-"�

PE P̃E

μC

−μC

−q − μC
−s+ μC

u+ μC
p− μC

r − μC

QC

Q̃C

S−

S+

Σ−

Σ+

1−1 0

+	#��� ,�-0 �� ��������	�
��� 
� ������� PE � QC � P̃E � Q̃C �

1 �
��
�	��
 PT = Q̃C ◦ P̃E ◦ QC ◦ PE� !����
 ��	�
�� �
��
	
�	 ��� 
�����
�����


�� .
	����� �����	
���� �
� � ����
 �� .
	����� x = −1� 1� !��
�
 
�����
����*�� ��


�������
��� � ��
�
 ���� ���	����� ��
 ��
)��#�
	���� .
�
��

� � �
��
�	��
 PT ���2

�������
��

(�����3�� �
� � 
�����
�����
 PT � ��	

 �	���	�� 4
#
 �����
 � �	��
�	� �
 �	�)


���� �� 567 
� ��

��� �
��	����� � 
�����
�����
 P = QC ◦ PE !�� 
�� ��
��	������

�����3��
�� 8 
�����
�����
 PT �
�
 �
�
�� � ��#�	�
� ��
�
�	��
�

���������� 	 
������ �
 ���� ����� �� ��������	�
��� PT = Q̃C ◦ P̃E ◦ QC ◦ PE �

P = QC ◦ PE
 ���� �	��� ��� ��������
 ������	 �� ��������� �������������


�� PT = P ◦ P �



��

��� P � PT ��� �� ������ ������ 	
�� ��� �� ������ �
��
������� �� �������������

�����	
��
��� ��� ���	


� ����
�� ����� PT � P � � ������ �� ����� �������� P �� ����� �� PT 	 ���� ���� ���

��� ������������ �� ���
 �� ��!�������

ϕγ(τ) = 1− eγτ (cos τ − γ sen τ)

�

ψγ(τ) = 1− eγτ (cosh τ − γ senh τ)

"�� �� ������������ �� ��������

ϕ−γ(−τ) = ϕγ(τ), ϕ−γ(τ) = ϕγ(−τ)

�

ψ−γ(−τ) = ψγ(τ), ψ−γ(τ) = ψγ(−τ),

���� γ, τ ∈ R � �� ��#�"�� ����� ��� $������ �	%& � �	%%	

$����� �	%&' � ������ ϕγ(τ) �	
	 γ > 0� ���
�� 
���
����	 ����

��� ���

$����� �	%%' �	� � ������ ψγ(τ) �	
	 γ > 1� ��� � ������ ψγ(τ) �	
	 0 < γ < 10� ���
��


���
����	 ����



��

� �������� 	
�� 	����
��

� ���� � ��	�����
���	��

������� � �	��
�� �� ��
� ����� ���������	�
��� ��� 0 < |β| < 1� 
�������	��� �

������	 ����� ��� DC < 0� DE > 0 � ΔE < 0� ����� � ������	 ��� �� ����� �� ����������

�� �	�	 ���	� � ����� �� ���������� �	 ������ � �� ����� �� ���	 � �� ����������� �	�

���	� � ����	� ��� 
����� !��� ������ �� |β| < 1 ����� TC �= 0 � 	� ��������� 	"��	#$��

�� %���"�	��

��� �
��%	� 
��&	�	� �� ��	� ���	�� '� TCTE < 0� ����� �� � ������� �� ��� ���������

�	��� �������(

���� � ����� ���� ������ ������� ����)%���� ����	����� ����������� ������	��� �	�	

����� �� ���������� �	� ���	� � ����	� � ��� &) *����	� &���������	� �%�� �����	

+�,-�	���

���� � ����� ��	� *����	� &���������	�� ����	����� ��������	�� ������	��� �	�	

����� �� ���������� �	� ���	� � ����	� �%�� �����	 +�,-�����

���� .�� � ����� ��� ������ ������� ��� *����	� &���������	� �%�� �����	 +�,+�	���

��� �
��%	� 
��&	�	� �� ��/� ���	�� '� TCTE < 0� ����� �� � ������� �� ��� ���������

�	��� �������(

���� � ����� ���� ������ ������� ����)%��� ����	����� ���������� ������	��� �	�	

����� �� ���������� �	� ���	� � ����	�� � �� �������� ����� ������ ���)%�� ������

�	��� � �������� ����� �� ���������� � �� ���� ������ ������ ������� �%�� �����	

+�,+�����

���� � ����� ��	� *����	� &���������	� ����	����� ��������	� ������	��� �	�	

����� �� ���������� �	� ���	� � ����	�� � �� ����� ������ ���)%�� ������	��� �

�������� ����� �� ���������� � �� ��	� *����	� &���������	� �%�� �����	 +�,0�	���

���� � ����� ���� ������ ������� ������	��� �� ��/� ������������ � � ����� � ���)%��

� � ������� � ����)%�� � ��� � ����� *����	� &���������	� �%�� �����	 +�,0�����

���� � ���� �� 1���� ����� ������ �������)%�� � ��� � ����� *����	� &���������	�

�%�� �����	 +�,2�	���

���� .�� � ����� ������ ������� ��� *����	� &���������	� �%�� �����	 +�,2�����

��� '� TE = 0� ����� �	�	 ����� �� ���������� �	 ���	 � ����	 � ������	�� ��� ��

��������� �� *����	� ����*���	� ��� �� �������	� ����	� ���	�� � ��� � ����� ������

������� ��� *����	� &���������	��

��� '� TE > 0 ��� � ����� ������ ������� ��� *����	� &���������	��
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��� ���

������ 	
��
 ������ �� ��	�
	� �� �
�� �� ���	�

 ������ �
� ����	�
 ���� ������ ��
�	�� ���	������


�	�

��	� ��
�	������ 
��

��� �
�� �� �����

  � ��� ����	�
 ��
� !���	
� "�
���#���
��


�	�

��	� ��
�	���
�� 
��

��� �
 � �� �����

  �

��� ���

������ 	
�	
 ������ �� ��	�
	� �� �
�� �� ���	�

 ������ �
� $�� ����	�
 ��
 ������ ��
�	��

��
 !���	
� "�
���#���
�� 
��

��� �
�� �� �����

  � ��� ����	�
 �
 ����� ��
�	� ��	����

��%���
��� 
 ���%�
 � ���� ������ ��
�	�� ���	����� &�� ��%���

 �
�
 '��	� �� �&���#���� �


(��
 ��	���
� 
��

��� ���� �� �����

  �

��� ���

������ 	
��
 ������ �� ��	�
	� �� �
�� �� ���	�

 ������ �
� ����	� �
 ����� ��
�	� ��	����

��%���
��� 
 ���%�
 � �� ��
� !���	
� "�
���#���
� &�� ��%���

 �
�
 '��	� �� �&���#���� �


(��
 ��	���
� 
��

��� �� � �� �����

  � ��� ����	� ���� ������ ��
�	�� ����
��� �� 	�)� '��	��

�� �&���#����� � ��	���� � ��	���� � � ��	���� � ���	����� 
��

��� ���� �� �����

  �

��������	
��� � ������� �	
�� ��� �� ����� �� ���������� �� ���� ���� �� ����

������� � ������ ! ��� ���� DC < 0 ��� ����� �"������ �� ����������� �#� $���� ��

������� ΔE < 0
 %� |β| < 1 ������� ��� TC = μC − β = 0 ����� ��� DC = 1− β2 > 0 

� ��� ��������� � &��'���� �� DC < 0
 (������� TC �= 0




��

��� ���

������ 	
��
 ������ �� ��	�
	� �� �
�� �� ���	�

 ������ �
� ����	� �
 ����� ����� ��
�	� ��
��

��	����� 
��

��� ���� ��  ����

 !� ��� "�� ����	�
 ������ ��
�	�� ��
 #���	
� $�
���%���
��


��

��� ��&� ��  ����

 !�

� �������� �� ������� �	
�� ������� ���������� ������ � ���� 0 < β < 1
 ������ ��

DC = 1− μCβ < 0� ������� �������� ��� μC > 1/β > 1 > β� � ����� TC = μC − β > 0


��� � ����� ����� ���� ����� ��  ������!"� 20 �� #�$� ����� ������ � ������ % &���� ����

���� '����


���� ( ���� �)*� ��  ������!"� 20 �� #�$ �+��� ��� �"� �,����� -�)���� .�����/����� �

��� �,���� �� ����� ������ �� '��� �� &���
 0���� ����� ����� .����1 �� ����� ������ ��

���� '��� �� &��� �'���� �,������� ��� �"� ���������� ���%������ ���� ����� �� ��������

�� �������� � �"� �,����� -�)���� .�����/�����


��*� � �+���!"� �)	� ��  ������!"� 20 �� #�$� ������� ��� �� ���� '����� ��� �� �����

�� ���� �� ��� '��� � �� &��� �� ����� '���� �,���� ��� -�)��� .�����/���� �����)����

� &��� � �"� �,����� -�)���� ����-�����
  �������� ���� � ���� &���������&���� �,����� ����

-�)���� .�����/����� �����)���� �� ������ ��� '���� �,������
 ��%� ������ ��  ������!"�

27 �� #�$� �� ������� ����'�� ��� � �����!"� ��*� ������� �,�������� ������ μE = h(μC)�

���� � &��!"�

h :

(
1

β
,∞

)
→ (−2− β, μ∗),

��� ����������� � ��� ����� -�)��� .�����/����� % ��+���� �������������� ���� ����!"�

π + cot−14− (μC + β)(μE + β)

4ωCωE
+

ωE

TE
log

(
2ωCβ − ωCβ + 2− β2

μC − β − 2ωC

)2

� μ∗ ∈ (−2 − β, β) 


��	� � ������!� �)�� ��  ������!"� 20 �� #�$ �+��� ��� �"� .1 ��� -�)��� .�����/����

� ��� ������ ������� �� ���� &��������� ����� �� ���� &���������&��� ���)%� �"� .1


�)�  �� .��-����� ������ ��� TCTE < 0� ���"� TE < 0� ���� TC > 0
 2� ΔE < 0 � TE < 0�

% ������� ���������� ������ �� ������� �� μE ��� ��� −2− β < μE < β


3��� �� ������ �� �����/)��� ��� '���� �,������ �"� &����� ������� ���� �������

�������� (x(0), y(0)) = (−1, p− μC) ��� p ≥ 0 ������� 	
4� �� &�������� x = −1� � -�)���

��� ������� � '��� �� �������� �.��� � ����� &�������� �� ����� (−1,−q − μC) ������



��

�� ����� t	 
�� ��
����� ��	��� �����

(
−1 +

β(μC − μE )

DE

−q − μC +
μC − μE

DE

)
= e

TE

2
t
(

cos(ωEt) +
(β + μE)sen(ωE t)

2ωE

−sen(ωE t)

sen(ωE t)

ωE

cos(ωEt) −

(β + μE )sen(ωE t)

2ωE

)(
−1 +

β(μC − μE )

DE

p − μC +
μC − μE

DE

)
�� ������
���������

(
−
DC

DE

−q −
DCμE

DE

)
= e

TE

2
t

(
cos(ωEt) +

(β + μE)sen(ωEt)

2ωE

−sen(ωEt)

sen(ωEt)

ωE

cos(ωEt)−
(β + μE)sen(ωEt)

2ωE

)(
−
DC

DE

p −
DCμE

DE

)

��� ������� �������� p � q �� �����

p(τE) =
ωEDCe

−γEτEϕγE(τE)

DEsen(τE)
, q(τE) =

ωEDCe
γEτEϕ−γE(τE)

DEsen(τE)
,

��� γE =
TE

2ωE
< 0 � τE = ωEt ∈ (0, π)� ���� t � � ����� �� �������� ��� �� ���� ��

!��� x ≤ −1	


� PE(p) = q ���"�� ��� P−1
E (q) = p � ��� �������� � ���� ���

(P−1
E )′(q) =

dp/dτE
dq/dτE

=
ωEDCϕ−γE(τE)

DEsen2(τE)

DEsen
2(τE)

ωEDCϕγE(τE)

=
ϕ−γE(τE)

ϕγE(τE)

=
q

p
e−2γEτE ,

����� � �����

lim
q→+∞

(P−1
E )′(q) = e−γEπ > 1, (P−1

E )′′(q) > 0.

#��������������� P ′′
E(p) < 0� ������ P ′

E(p) > 0	


� ����� ������ ����"�� (x(0), y(0)) = (−1,−q−μC) ���� ��
���� ��������� ��� ��
�

$�%� �� !��� ������
 � 
����� �� ����� (1,−s+μC)	 &����� ������ ��	��� � �����������'�

�� ������� s = QC(q) � ��(���� ��
�� �������� ������������

q(τC) =
ωCe

−γCτC (2− ψγC (τC))

senh(τC)
, s(τC) =

ωCe
γCτC (2− ψ−γC (τC))

senh(τC)
, ��	)*�

��� γC =
TC

2ωC
> 0 � τC = ωCt� ���� t � � ����� �� ���+������ �� !��� ������
	



��

��� ����� �	
�� � �
����	 ��� 
�	� ���	� 
��	�
	���� 	����
	
	� 	� ����� ���	 ��� ����	

	 ������
�	 x = −1 ��� ������

y+ = λ+ − μC � y− = λ− − μC ������

��
� λ± ��� 	����	����� 
	 �	��
� AC � ����	 ������
��� ��� ��
�
�	
	 	 ���	��� p̂ = λ+

� q̂ = λ−�

!�� ��	�� ��� �	�	 	�	�
�	� �
���� �
�
��� �� ��"� ���	�� 
���#�� ����

��	� 	���	� 	�

�
��	�$�� �� ��� q > q̂�

%� ����&� � ������� ���#��

lim
τC→+∞

q(τC) = q̂ � lim
τC→0

q(τC) = +∞.

%���
� 
� 	�'��� � ������� ���#��

Q′
C(q) =

2− ψγC (τC)

2− ψ−γC (τC)
,

���

lim
q→q̂

Q′
C(q) = +∞ � lim

q→+∞
Q′

C(q) = 1.

( ��'��
	 
��
�	
	 
� QC(q) ) 
	
	 ���	 �*�������

Q′′
C(q) =

2(γ2
C − 1)senh3(τC)[senh(γCτC) + γCsenh(τC)]

ωC [2− ψ−γC (τC)]
3

.

+��� DC < 0 � TC > 0 ���#�� 0 < γC < 1 � 
	� �����
�
	
�� 
	 ������ ψγ� ���#��

ψ−γ(τ) < 0 � ����� Q′′
C(q) < 0�

('��	� ����� ����

��	
	� 	� ����$�� z(p) = P (p)− p �	�	 p ∈ (P−1
E (q̂),+∞)� (��
�

z′(p) = P ′(p)− 1

= Q′
C(PE(p))P

′
E(p)− 1

= Q′
C(q)

1
(P−1

E
(q))′

− 1,

� ������ ���#��

lim
p→P−1

E

z′(p) = +∞ � lim
p→+∞

z′(p) =
1

e−γEπ
− 1 < 0,

� ��� 
�

�	 ��� �*
��� ���� ����� �� ����� ��,�
�� p ∈ (P−1
E ,+∞)�

( ��'��
	 
��
�	
	 
� z(p) )

z′′(p) = P ′′(p)

= Q′′
C(q)(P

′
E(p))

2 +Q′
C(q)P

′′
E(p) < 0,



��

���� Q′′
c (q) < 0� Q′

C(q) > 0 � P ′′
E(p) < 0	 
��
�� � ����� ������� � ����� � z(p) ≤ z(p) ����

���� p ≥ P−1
E (q̂)	 ������ ���
� �� ��������� ����� � ����������	

���� �� μE ∈ (h(μC), β)	 � ��� ��!
� μE > h(μC) ���"���  �� P−1
E (q̂) < p̂	 #��������

lim
p→P−1

E
(q̂)
(P (p)− p) = p̂− P−1

E (q̂) > 0

���� �� z(p) = P (p) − p > 0  ����� p ���$ ��%&��� �� P−1
E (q̂)	 '���� � (�"�� �$&���

�� z(p) � ������(�	 
��
�� �� �����(�"� [P−1
E (q̂), p)� � )��!
� z(p) � ������(�� �� ����� �

�����(�"� (p,∞) � ������������ �����������	 �"�� ������

lim
p→+∞

z(p) = lim
p→+∞

p

(
P (p)

p
− 1

)
= lim

p→+∞
p(P ′(p)− 1) = −∞, �*	�+�

���
�� �&���� �� ����� p∗ ∈ (p,∞) ��"  �� z(p∗) = 0	 #�������� � ������� ��� �� �����

���"� "����� ���$(�" ��� ������ ��� ��,� -����	

��.� /��� ����� ����� �&����� ���� %������ 0����"������ ���������� ���������� ���"��

����� �� ������ �� � ��"����� ��� -���� �&������� ��"� #������!
� 20 �� 1�2� ������  ��

h(μC) = μE � �������� P−1
E (q̂) = p̂	 
��
�� z(p̂) = P (p̂)− p̂ = 0� � � (�"�� �$&��� �� z(p)

� ������(�	 '���� �� �����(�"� (P−1
E (q̂), p)� � )��!
� z(p) � ������(�� �� ����� � �����(�"�

(p,∞) � ������������ �����������	 �"�� ������

lim
p→+∞

z(p) = lim
p→+∞

p

(
P (p)

p
− 1

)
= lim

p→+∞
p(P ′(p)− 1) = −∞,

���
�� �&���� �� ����� p∗ ∈ (p,∞) ��"  �� z(p∗) = 0	 #�������� � ������� ��� �� �����

���"� "����� ���$(�" ��� ������ ��� ��,� -����	

3�� ����� ��*� � ����� ������  �� μE < h(μC) �  �� ���"���  �� P−1
E (q̂) > p̂	 
 ���
�

lim
p→P−1

E
(q̂)
(P (p)− p) = p̂− P−1

E (q̂) < 0

���� �� z(p) = P (p)− p < 0  ����� p ���$ ��%&��� �� P−1
E (q̂)	

��*� 3���� ����� ������������  �� −2 − β < μE < h(μC)� ��� μE ��4����������� �����

�� h(μC)	 #�"� ������������� � (�"�� �$&��� z(p) ����� � ������(�	 /��� � )��!
�

z(p) � ������������� ��������� �� �����(�"� [P−1
E (q̂), p] �&���� �� ����� ����� p∗1 �����

�����(�"�� ��"  �� z(p∗1) = 0	 /��� �*	�+� ������ � ($"��� ���� ���� ����� �����  �� �&����

p∗2 ∈ (p,∞) ��� z(p∗2) = 0	 #�������� ���� z(p) ��� ���� ���-��� �&���� �� ���"� "�����

����$(�" �������������� � p∗1 ���"������ �� ��,� � ��"������ � ����� ���"� "����� ���$(�"

�������������� � p∗2 ���"������ � �������� ���"� "�����	



��

���� ��	
��
�
��
 −2−β < μE < h(μC)� ��� μE 
����
	�
�
	�
 �
��� �
 −2−β� ����

� ��
����� 
� ��� � ���	
�������� QC �
� ��� �

�	����� �
 �����

lim
q→+∞

QC(q)

q
= lim

τC→0

s(τC)

q(τC)

= lim
τC→0

e2γCτC (2− ψ−γC (τC))

2− ψγC (τC)
= 1,




lim
q→+∞

(QC(q)− q) = lim
τC→0

(s(τC)− q(τC))

= lim
τC→0

ωC

senh(τC)
(eγCτC (2− ψ−γC (τC))− e−γCτC (2− ψγC (τC)))

= lim
τC→0

ωC

senh(τC)
(eγCτC − e−γCτC + 2γCsenh(τC))

= lim
τC→0

ωC

(
2senh(γCτC)

senh(τC)
+ 2γC

)
= lim

τC→0
TC

(
senh(γCτC)

γCsenh(τC)
+ 1

)
= 2TC .

 ����	��� � �
�� sa = q + 2TC � ��� �

�	���� ���� QC � !"�� ��

�� ���� Q′′
C(q) < 0�

�
�#

 QC(q) < sa� ���� ���� q > q̂� !$���� �	�"�
��
��
 � 
�	�" �� ��	���

z(p) = P (p)− p = QC(PE(p))− P−1
E (q) = QC(q)− P−1

E (q). �%�&'�

��	
��
��	�� � �	
(�����

QC(q)− P−1
E (q) < q + 2TC − P−1

E (q)

= 2TC +
DCωE

DEsen(τE)
(eγEτE − e−γEτE − 2γEsen(τE))

= 2TC +
DCωE

DE

(
eγEτE − e−γEτE

sen(τE)
− 2γE

)
= 2TC +

DCωEγE
DE

(
2(eγEτE − e−γEτE)

2γEsen(τE)
− 2

)
= 2TC +

DCTE

2DE

(−2)

(
1− senh(γEτE)

γEsen(τE)

)
= 2TC − TE

DC

DE

(
1− senh(γEτE)

γEsen(τE)

)
,

�	�
 π < τE < 2π� ���� τE ∈ (π, 2π) � 

$��	�
 �	
(����� � )*"���

1− senh(γEτE)

γEsen(τE)
> 1 +

senh(γEπ

γE
.



��

����

QC − P−1
E (q) < 2TC − TE

DC

DE

(
1 +

senh(γEπ

γE

)
,

��� 	�
��
�
�� ��


lim
μE→−(2−β)

(
1 +

senh(γEπ

γE

)
= +∞

���
��� ��
����� ��� ���� μE ������
��
�
�� ����� �� −2 − β ��
��� z(p) < 0� �

��� ������ � ������
��� �� �
 ��
�� ��� �� P � �� ���
���� �� ! "�� 
������� ��� ��

μE < h(μC) � μE ���# ������
��
�
�� ����� �� h(μC)$ � %���� 
#��
� �� z(p) ��
�� &

������%�� '���� "�� 
������� ��� ���� μE < h(μC) � μE ������
��
�
�� ����� �� −2−β$

� %���� 
#��
� �� "�
��� z(p) & 
�����%�� (
���$ ��� ����� �� ��
��
������$ ��%� �������

�
 %���� �� μE ∈ (−2− β, h(μC)) ��� ��� � %���� 
#��
� z(p) = 0$ � ��� ��������
�� �

������
��� �� ���� 
�
�� �
 ����� ��
��� ��
����#%���

���! '���
�
�� ��� μE > −2−β ��
 μE ������
��
�
�� ����� �� −2−β� )�� 
�������


� *���
� ���
���� ��� � %���� 
#��
� �� z & 
�����%� � �
��� � ������� z(p) = 0


�� ��
 ���+� ,����
��$ 
�� ������ �
� -����� �
%����
�� "��.���� �� ����� ��! � ��! ���

��
��.�
��� ��� ����� ��/! � �� ! �� ,��������� 0�

������� � � ������ ����	�
����� 
���
� ��� �
��� �� ������
 �� 
�����
�� �
����� ��

β� μE � μC �
�
 � ���	��
 � �1! ��� �
	���
�
� 
� ����	���� �
 �����������

	
�� �
� μE = −1, μC = 5 � β = 1
4
�

���� TCTE < 0 	���� ��� �� 
��
	��� � �
�� �
� �� � �
�� ����  � �
	

	�� 
�




���
���� � ��	�
	� �� �
�� ���	�
�� 

 !����
 "�#$� ������
��� ��� �%��	� ��

&
��� ����� ����	� ������	'��� � 
�� �' ����	
� ������(
��
�� �� ��)
� 	���� � �
��

��*��

	
�� ��� μE = −1, μC = 3 � β = 0.9 �

����� ��� TE = −1.9� ���	

	� 	���� ��� ��	� ���	��
 
�� �� �
�
�%
 
�� �
���

��� � ���� �

���

�� � ��	�
	� �� �
��� ��	��� ��� � �+	��� �� ,�
��-.�		
 ��

��
�	
 ����� � �
��� /�/#� 	���� ��� � ���	��
 � �1!� ��� μE = −1, μC = 3 �

β = 0.9� 
�� 	�� ������ ����	�� 
�� ����	
� ������(
��
�� 0���� 	���� � �
�� ��1��

2�� !����
 "�#3�

	
�� �� μE = 1
2
, μC = 3 � β = 1

2
�

4������ ������
� 

 !����
 "�#5 ��� �
�
 ��
	� �� �����(���� 

 6�

 �%	��



+ �
����
�� ��� �� ��
	�
��� �� ����	
� ��������
�� 0���� � ���	��
 � �1! ���

μE = 1
2
, μC = 3 � β = 1

2
� �������
	
 � �
�� ��� �� ������
 ��

	
�� �� μE = 0.1� μC = −2 � β = −0.8 �

��� ��	�� �
����� �� �
�7��	���� 	���� ��� TE > 0 � ���	

	� ������ � �
�� ��� ��

������
 �� ���� ������� ������
� 
� ��	�
	� �� �
�� ���	�
�� 

 !����
 "�#8�







��

� ������ 	 
����
�� �����
��

z(p) < 2TC − TE
DC

DE
(1 + π)

= 2TC
(1 + π)

(1 + π)
− TE

DC

DE
(1 + π)

= 2TC(1 + π)

(
2

(1 + π)
− TEDC

DETC

)
, ∀ p > P−1

E (q̂).

���� DE > 0� ����� μE < 1/β � ������ TE = 1− β2 ≤ 0 �� ��� β ≥ 1� ����� ������ ���

(TE/DE) < 0� � ���� ����� 	 ����������� ��� μE � �� −2− β < μE < 2− β ����� ���

μE − β

β + 1
<

−2

β + 1

� ��� 	� ���
1

−μEβ
<

1

β + 1

� 
��������

TE

DE
=

μE − β

−μEβ + 1
≤ −2

β + 1

��� − 2− β < μE < 2− β.

!�� ����� ����� � ����� (DC/TC) < 0� 
��� DC > 0 � TC < 0� � 	 ��������� ��� μC� ��

DC < 0 � μC > 1/β ������
1

μC − β
<

−β

1− β2

� �� TC < 0 � μC > β �����������

1− μCβ < 1− β2 .

"� ���� #������ ������������� 
������� �������� ���

DC

TC

=
1− μCβ

μC − β
≤ −β 
��� β < μC.

$�����

z(p) < TC(1 + π)

(
2

1 + π
− 2β

β + 1

)
< 0, ∀ β ≥ 1,

� ����� P (p) < p 
��� ���� p > P−1
E (q̂)� � ��� ��
���� ����� � �%���&���� �� ���
��

��
�������� '��(�����

���� � �� 0 < |β| < 1� ����� ��	
�� �� 
���� ����� μCa < β � μEa > 1/β ����� 
�� �

������ het : (−∞, μCa) → R� ��� ��� � 
	
���� )*�+, ��� ��� ���	�� ������
���	
� 
� � 
��

����� 
� �
 ���������
 μE � μC ���	�
� � 	�������� μE = het(μC) !�"� �	

�� � ������

��� ��� 
��� �

������ � ���� μE = μEa ������ μC → −∞� � limμC→μ−

Ca
het(μC) = +∞ 



��

��������	
 � ���� ����� �� 	
� �
���� het(μC) = μE � �
���� het : (−∞, μCa) → R

� ���� �������������� ���

coth−1

(
4− (μE + β)(μC + β)

4ωCωE

)
− ωC

μC − β
log

(β2 + 1)(μE + β)− 4β + 2ωE(β
2 − 1)

(β2 + 1)(μE + β)− 4β − 2ωE(β2 − 1)
= 0.

��
� � �� |β| ≥ 1� ����� � ������� ����� ��� ���� ��� ������� ���������������

��
�
���	
 �� ������� �� ���� �����  ! ���� ����"���������"���� ��� 0 < |β| < 1#�

������������ � ������� ����� ��� DC > 0 � DE < 0� $���� � ������� ��� 
� �����

�� ��
������� �� ���� %���� ! ����� �� ��
������� �� ���&�� � 
�� ���������  ��� ���� �


������# � �� ��
�������� ��� %���� �'������ ��� ������ �� ����� (��� ������ �� |β| < 1�

����� TE �= 0 � �� ��&
����� ������)�� ��������

��� �� TCTE < 0� 
� � ������� 
� ��� ��&
����� ����� ���������*

���� $'���� 
� +���� ����� ������ ����,��� ��&������� � ����� �� ��
������� �� ���"

&�� � ��� �, ������� ��������������  ��� -�&
�� .�/0 �##�

���� $'���� 
� +���� ���� ������������� � ��� �, ������ ������  ��� -�&
�� .�/0 �##�

���� 1�� �, ������ ������� ��� ������� ��������������  ��� -�&
�� .�/2#�

��� �� TC = 0� � ����� �� ��
������� �� ���&�� � ��&������ ��� 
� ������

� �� �������

���������� �
� 3�� �� %��� ��������

��� �� TCTE > 0� ��� �, ��� ������ ������� ��� ������� ���������������

��� ���

��	
�� ��
�� ������ �� ��	�
	� �� �
�� �� ���	�

 ������ �
� ����	� �
 ����� ��
�	� ���	����

������
��� � ���	� �� ���������� �
 �����
� 
��

� � �
!� �
 "������� � !#� ��� ����	� �


���� $�	����������� 
��

� � �
%� �
 "������� � !#�

��

������	
� �� ���������� �� � ������� ��� 
� ����� �� ��
��� ��� �� !��� "����

#��� DE < 0 �� ������ �� ��
��� ��� ��� "���� �$������ ��� ������ �� ����� ���
���� �
�

�� "��� !������ � ��
��� ��� % 
�� ���������� ���� DC > 0� &�'������� ���( !���������� �

!��� 0 < β < 1� ��'��� ) ��������� *����� DE = −μEβ +1 < 0 � �
� �����!� �� TE > 0�



��

������ 	
��
 ������ �� ��	�
	� �� �
�� �� ���	�

 ������ ��� ����	�
 ������ ��
�	�� � ��
 ����	
�

��	���������
�� 
��

��� �
�� �
 ���������� � �

�� ���� ���������� ����������� �� ����� �� ���� �� ���� ������� �� ��������� ������ �

��������� x = −1 ��� ������

y+ =
DC

DE
λ− − μC = p̂− μC ,

y− =
DC

DE
λ+ − μC = −q̂ − μC,

���� λ± ��� �� ����������� �� ������ AE 


ỹ

y−

y+

−μC

μC

y(0) = p− μC

−s + μC

−q − μC

−1 0 1

���

ỹ
y−

−μC

μC

−1 0 1

���

������ 	
��
 !�	�
	� �� �
�� �� 
�	�����
"���
"
�	�����
 �
� ỹ > y− ��� ỹ < y−


"������ (x(0), y(0)) = (−1, p − μC) ���� ������� �������� �� #�$���� ��� −μC ≤
y(0) ≤ y+� %��&� ������ 	
��%�'' � #�$��� ������ �� ���� ������� �������� ( ����� ����)

����� �� ����� (−1,−q−μC)
 *���� ����� ������ %	
+' �$����� �� ����,-�� �����.������

�� ����������,�� �� ������� PE


p(τE) =
ωEDCe

−γEτEψγE (τE)

DEsenh(τE)
,

q(τE) =
ωEDCe

γEτEψ−γE(τE)

DEsenh(τE)
,



��

� ��� ����	 
�� PE � 
����
	 ���� 0 < p < p̂�

��� ���������

lim
τE→+∞

p(τE) = p̂, lim
τE→0+

p(τE) = 0 � P ′
E(p) =

ψγE(τE)

ψ−γE (τE)

������

lim
p→0

P ′
E(p) = lim

τE→0

ψγE(τE)

ψ−γE (τE)
= 1

�

lim
p→p̂

P ′
E(p) = lim

τE→∞

ψγE (τE)

ψ−γE(τE)
= ∞.

� �����
� 
�����
� P ′′
E(p) � 
�
� �	�

P ′′
E(p) =

DE

DC

2(γ2
E − 1)senh3(τE)(senh(γEτE)− γEsenh(τE))

ωE(ψ−γE(τE))3
> 0.

���� 
���	� P ′
E � ��� �����	 ��������� 
� p� �	�

1 < P ′
E(p) ���� �	
	 p ∈ (0, p̂). � �!"#

� $�%��� 
�� ����� ���	 �	��	 (1, μC) � �������� & ��	������ x = 1 � �	���� �	 �	��	

(−1, ỹ) ���'� �� (������  �))��# �  �))�%##� ��	��� ������ 
	�� ���	�� 
�� 
����
�� 
	

����� 
� ỹ − y−�

*���
	 ỹ ≤ y−� �� �	��+���� $�%���� 
�� �	
����� ����� �� 
��� ,	��� ����	%�� �

	������ 	 
�� ��	 � �������
	 ��	�� 
���
	 � ��������� ����� ������ �� ���,�����#� -���	

	 ������� ��	 �	
� ��� ��� $�%��� ����$
��� ������ �� 
��� ,	����

.	� 	���	 ��
	� � ����	 
�� ��� $�%��� �	�����
	 
	 �	��	 (−1, y) �	� y < ỹ �/���

& ���/� x = 1 � ��	 �	
� ���	���� �	 �	��	 �������� -���	� �� y < ỹ� 	 �	��	 (−1, y) ��	

�	
� ��������� � ��� $�%��� ����$
��� 
�� 	���� �� ��0� ,	���� ���� 
���	� � ����	 
��

	 ������� ��	 ��� $�%���� /����	��+����� ���� ỹ ≤ y− ���� (�����  �))�%##�

1	�	 	 ������� ��� $�%���� /����	��+����� ���� ����	� ���2����	� ���'� 3��� !# � ���	

� ���	����+��� �	� � �	�
���	 ỹ ≤ y−� ����	 � �	�
���	 ỹ > y− 
��� ����� ���� �
�����

���	��� 
� ���2����	�� ����� �	���� � 
�������
�
� ỹ > y− ���4 ������
�� -���	�

������� 
� ������	�����	 
� ���	��	 P = QC ◦ PE �	
���� ��� 
�� 	 ������� ��� ������

����������� ���/�
��� .������������� �	���
������ 	 �	��	 
� �
���+%��	 �� 	����� �	�	

�� �$ ��$���	� 5 �	��	 (−1,−q − μC) �	� y− < y(0) ≤ −μC � 	 �	��	 ������� 
� $�%���


�� ��������� � ,	�� ������� ��� � ��	������ x = 1 
��	�� 
� �� ����	 τC � �	���
	 	 �	��	

(1,−s + μC)� ����	 ����
	 � �"# � �	��+��� 	%��� �� ��������� �
������ ������������ 
�



��

������	�
���	 
� ���	��	 QC

q(τC) =
ωCe

−γCτC (2− ψγC(τ))

senh(τC)
,

s(τC) =
ωCe

γCτC (2− ψ−γC(τ))

senh(τC)
.

������

���	���
	 q̃ = −ỹ − μC � � ����	 ��� ���� �������� 	� ����	� ��
���� �	
 ������ ��� ����

�	��� � ������	 �	���
���� q > q̃� �� ������ ������ ��

lim
τC→0+

q(τC) = +∞ � q(τC0) = q̃ ,

	�
� τC0 � � !���� ���� �	����"� 
� ������	 s(τC) = 0� 	� ��#�� 2− ψ−γC (τC) = 0�

$� 	 �	��	 �� 	��%�
 �	� �
 �& ��&���	 ���'"��� ��
 �� −γC > 1� � ����	 TC0 �	���� 

�	�
� � τ0 �� (�%��� �)���� *��
 
���	� � ���
���� 
���"�
� 
� Q′
C � 
�
� �	�

Q′
C =

2− ψγC (τC)

2− ψ−γC(τC)
,

�	
 limq→q̃ Q
′
C(q) = ∞ � limq→∞Q′

C(q) = 1�

������ �� 	
��
� ��
��
�� �� ��� �� 	������ �����	�	� ��� ��
�����	
�� γC < 0� ������

Q′′
c (Q) =

2(γ2
C − 1)senh3(τC)(senh(γCτC) + γCsenh(τ))

ωC(2− ψ−γC (τC))
3

> 0.

�
���� Q′
C � ��	 ��
��� ��������
�� �� q ���

1 < Q′
C(q) �	�	 ���� q > q̃. ��� !"

#�	
�� � ��
�� �� ����
$%��� 
	 ������ � �� 
& ����&����� �� ���� 	
�
��� �������

�%��� 	� �����
��� ���	�'�� �	�	������	� �	 ��	
�����	��� QC �

q(tC) =
e−

TC
2

t(2− σTC/2(tC))

tC
,

s(tC) =
e

TC
2

t(2− σ−TC/2(tC))

tC
,

�
�� 	 ��
��� σT � ��(
��	 ��� σT (t) = 1− eTt(1− T t)� )�
	
��
��� ��	
�� � ��
�� ��

����
$%��� 
	 ������ � �� ����� 	� ���	�'�� �	�	������	� �	 ��	
�����	��� QC ���

q(τC) =
ωCe

−γCτC (2− ϕγC (τC))

sen(τC)
,

s(τC) =
ωCe

γCτC (2− ϕ−γC (τC))

sen(τC)
.



��

��� ���� �	
���� �
���� 
 
�
������
��� QC ������


lim
q→q̃

Q′
C(q) = ∞, lim

q→∞
Q′

C(q) = 1

�

1 < Q′
C(q) �
�
 
��� q > q̃.

����
� ��������
��� 
 
�
������
��� �� �����
�� P : [P−1
E (q̃)] → [0, QC(q̂)] ���

P (P−1
E (q̃)) = 0 � lim

p→p̂
P (p) = QC(q̂).

�
�
 
�
	��
� 
 ����
����
 �� ����

� ��������
�� ��������
 �� ���
���
� 
 �!����

z(p) = P (p)− p �
�
 p ∈ [P−1
E (Q̃), p̂)

���

z′(p) = Q′
C(PE(p))P

′
E(p)− 1.

"��
��� �� ��������
��� #$%&�' � #$%()'� 
�� ��

z(P−1
E (q̃)) = −P−1

E (q̃) < 0,

limp→p̂ z(p) = QC(q̂)− p̂, z′(p) > 0.

#$%(('

*��

 ����
� ������� �� ���
	 �� QC(q̂)− p̂� 
� ���!��
�� ��
!
�+�� 
���
����%

��� ,!
��� QC(q̂)− p̂ < 0� ��
�� z(p) < 0 �
�
 
��� p ∈ [P−1
E (q̃), p̂) � � ���
��
 ��� 
��

���-!�
 ����

 -�
����	.���
 ��� ���	�� 	���
��%

���� ,!
��� QC(q̂) − p̂ = 0� ��������
��� 
 ����
��
 ���!/ �� 0!� � ���
��
 
�� !�


����

 -�
����	.���
%

����� ,!
��� QC(q̂)− p̂ > 0� z 
�� 
���
� !�
 �
�/ � � ���
��
 
�� !� ����� ���	� 	���
�%

� ���!�� � ��

��	����� 0!� �� 
��� �
��� �������
��� 
���
 
�
�����% �
�
 ��
��

�
	�!	
���
d

dμE
(QC(q̂)− p̂) =

(
Q′

C(q̂)
dq̂

dp̂
− 1

)
dp̂

dμE
. #$%($'

"���� �
�
 
�1	��� �� z ���1 ��
!�
�� � ���
	 �� 
���� �� �

����% 2����
��� ���

dp̂

dμE

= − DC

2DEωE

(
1− β2

λ+

− β

)
.



��

�� DE = 1− μEβ < 0� ����� �	� 0 < β < 1� 
����

μE − β >
1− β2

β
�

√
(μE + β)2 − 4 >

1− β2

β
.


��
��
��

λ+ =
μE − β

2
+

√
(μE + β)2 − 4

2
>

1− β2

β
������

� ������	��
����
�
dp̂

dμE
< 0 ���� 0 < β < 1. ������


�� �	
�� ����� �� p̂ = (DC/DE)λ− � q̂ = −(DC/DE)λ+� 
�����

q̂ =
DC(βp̂+DC)

(β2 − 1)p̂+ βDC

�
dq̂

dp̂
=

D2
C

((β2 − 1)p̂+ βDC)2
.

������ ������������ � ����� ��

dq̂

dp̂
− 1 = (β2 − 1)

(p̂− (DC + βp̂))(p̂+ (DC + βp̂))

((β2 − 1)p̂+ βDC)2
. ������

�  ���� !�
�� �	� � ����� " ������#����� �� ������ " p̂ − (DC + βp̂)� $����� ������ "

����%&�� �����&��

p̂− (DC + βp̂) = p̂(1− β)−DC

= DC

(
1−β
λ+

− 1
)
< 0,

� ��
'�
dq̂

dp̂
> 1 ���� 0 < β < 1. ����(�

$����� ����)�� ������ � ����(� " ����%&�� &���*��� �	� � �+�����'� ������ " ����
�&�� ��
'�

QC(q̂)− p̂ " 	�� !	�,'� ���������
� �� μE �	���� 0 < β < 1� -��
� ���
�� .����� �
 ���

/�0 ��&���� � ��
��&��� −∞ < μC < β �� �	�� ���
��� −∞ < μC < μCa � μCa ≤ μC < β�

���� μCa " ��*���� �� 1��� )�

2���,���� ��� � ��
��&��� −∞ < μC < μCa� ���3 ����������� � !	�,'� 4#�
5 ��*�

���� �� 1��� )� $����� � 
����!����,'� �� ��
���� QC � � ��	������ μE = het(μC) "

��	�&����
� � QC(q̂) = p̂� 6 ���� QC(q̂)− p̂ " 	�� !	�,'� ���������
� �� μE� � ����	�,'�

μE < het(μC) ������� �	� QC(q̂) > p̂� ���	��
� �	� � �����	������ μE > het(μC) �������

�	� QC(q̂) < p̂�



��

������	
���� ���
� � �
�
� ���	
����� μCa ≤ μC < β� ���	 �	� ��� � �	������ ��


����� QC(q̂)− p̂ �
��� �	����
	�	� ��
� ���	
 � ������	 �� �	
 ������ � �����	 � ����
����

lim
μE→+∞

(QC(q̂ − p̂) = QC

(
DC

β

)
> 0,

	 �	��
���� �
	  !�"!# � �	������ ���	��� �
	 QC(q̂)− p̂ > 0� �	��
	� ��� 	���� ��	����

�����
�$�	

���� %	 μE < het(μC) ��� −∞ < μC < μCa �
 μCa ≤ μC < β �	�$�	 QC(q̂) − p̂ > 0�

&����� �	  !��'# 	  !�"�#� � �
�����
��(�� �	 ������
� P �	� 
� )���� ����� �*�

p ��� P ′(p) > 1� &���� � ����	��  !�+# �	� ����� �����	 ������	� 	 ��� �	� ,
�����

�	�	
���-������

���� %	 μE = het(μC)� 	���� QC(q̂) − p̂ = 0 	 ������ � ����	��  !�+# �	� 
�� ,
����

�	�	
���-���� 	 ��� �	� ������ �����	��

���� %	 μE > het(μC)� 	����QC(q̂)−p̂ < 0� 	 � �
�����
��(�� �	 ������
� ��� �	� ������

�*��� ���� �� � ����	��  !�+# ��� �	� ������ �����	� �	� ,
����� �	�	
���-������

��� &��� ��
��(�� ���	 �	
 �
����� �	�� �	��� ������� �� ��
��(��  �"# �� �
���$

��(�� ��

��� %	 TCTE > 0� � �
�����(�� " 	*��
� � 	*���.���� �	 ,
����� �	
�,����� ���������

	
��
�� � ����� ������	
 ���	���
��	� 	� ��
����
	� μE, μC � β �	 �������  !�+#

��
� ��� ���������� �� ��������� �� �
	�	����	 ���

���� ��� μE = 3, μC = −1, � β = 1
2
�

�	�	 TCTE = −3.75 < 0
 ����	 	�	

� 	 ���	 ����  !��
"���	 � �	����	 ���	��
���

���	 �#�	�	 $��%�&'���� �� ���
�� 	
��� �� (�%�
� )�*)
 �	���	� ��� ������ ��

+���	 ����	 ������ ����,"�� ��%�	!���	 � 	
�%�� � ��	 �, �
!���� �	�	��-������

���� �� μE = 3, μC = 1
2
, � β = 1

2
�

����� ���	
 ���	� TC = 0 � �	
����	
 	�	

� 	 ���	 �!� �� �
	�	����	 ��
 ���	 #
 	

�	��	 �� �����-!
�	 �� 	
�%�� ���, ��%�	!��	 �	
 �� �	������� �� �
!���� ��
�������

��� .��� �� /	�� ����
�� �	�	 �	���	� �	��
 �� (�%�
� )�*0�

���� �� μE = 3, μC = 1, � β = 1
2
�

�	�	 TETC > 0
 ����� ���	 ��	 �, ����	� ������� ��� �
!���� ����
	��-����� �"�


(�%�
� )�*1��



��

������ 	
�	� ������� �� ��	� �� 	
	���� �
��� ��� �	 	���
���	 ���������	 μE = 3, μC = −1,
� β = 1

2 � ��
	�� �� �
��� �
�
�� 
�	����� ���������� � ��
��� � �	 �����	 �� ���
����
� ��	 ����	

�������	 	 � �����	 �� 	����

������ 	
��� ������� �� ��	� �� 	
	���� �
��� ��� μE = 3, μC = 1
2 , � β = 1

2 � ! �����

�� ���
����
� �� ��
��� ��������� ��� �� ��������� �� "��
��	 ���
"�
��	 ��� #��� �� ����

��������

���������� 		 
������ �
 ���� ����� �� ���� ����	�
�������	���� ��
 |β| ≥ 1�� ��
��	

���� � �����
� 
	
�� ��
 DC > 0� DE < 0 � |β| ≥ 1� �
��� � �����
� 
�� ���� ��� ������

�
�����
��� ���������

������
������ �� ���������� �� � ������� ��� �� ����� �� ����� !��� �� "��� #���


$� ����� !���� ��� #���� �%������ ��� ������ �� ���� �������� ��� � ����� �� ����� !���

�� #��� "������ & �� ����� �� ��������� ���'(��
 �� )��� �� ����� ��� � ������� ���

���� ��� *�!���� +�����"� ��"��
 ��� ����� ����� � ����� �� ����� !��� �� ������ ��� & ��

"������ ������ TC = 0� DC > 0 � |β| ≥ 1 ��� "�����,�� ��"����� (��� "�� �� "�����




��

������ �	
�� ������� �� ��	� �� 	
	���� �
��� ��� μE = 3, μC = 1, � β = 1
2 �


����� ������ ����������� �������� ���������� � ������ �� ��� ��������� �� ����� ������

�������� ����� ��� � ���!���� ���" ��������� ������ � ����������#�� �� $������%	

&� �������� QC(q̂)− p̂ < 0� � '�� ������� �� ������ ��� (�	

) '�� � ������� ��� ���

������ �������	 *� ����� ��+� � ����� �� �'�������� �� ������ �� �� ������� ���"���	 
����

������ � �'��#�� ��������� ��,����� QC (��� (�	
-))� ���.��

s(τC)− q(τC) = TC

(
1 +

senh(γCτC)

γCsenh(τC)

)
< TC < 0,

'�� ���� q(τC) = q̂� ��� QC(q̂)− q̂ < TC 	

$�� ����� ����� �� (�	/) ���.�� '�� p̂− q̂ = (DC/DE)TE � � �����

QC(q̂)− p̂ = (QC(q̂ − q̂)− (p̂− q̂)

< TC − DC

DE
TE

=
(1− β2)(TC − TE)

DE
< 0.

0� ������ ����� ('����� � ����� �� �'�������� �� ������ ��� �� ��������� �� ����) �����

��� �������� �� ����� �������	

��� �����	
 ����

 ��
 �

��� �� ��
�� ��	 �
�� ���
�

� �	 ���	���� �� ������ �� �������
��

&���� ��#�� ����������� � ������� ������ ��� ������ ��� ��!� 1���� � �� �������� ��

������ �� �'��������	 *� ������ ��� �� �,���#2�� (�) � (�) �� $������#�� �� ���� ������

'����� DC = 1− μCβ = 0� � ����� β �= 0	



��

�� DC = DE = 0� ���	
���� 
�� 	���� �� 	
���	�
��� ��� ������ 
�	��� � � ���	��� ���

	�� ��� ��
�� ����
���	� ��������

���
�� �������
���� � ���� DE �= 0 ��� DC = 0�

���������� 	
 ���
��
 
� ���� 
��
� ��������	��� � ���
��	 ���� ���DE �= 0
 DC =

0 � 0 < |β| < 1� ��
�� � ���
��	 
�� ��	 ������	�� �� ���
�� �� ���������� ��� �������

� ������
� �	�� ���	 ���	��� y = μCx ��� |x| ≤ 1 � 	� ������
�� ��������� ��������

��� �� μE ≤ −1− β
 ����
� ��	 ������	�� �� ����
	� ��
���������	��

��� �� −2− β < μE < β ����
� �� ����� ����� ����
� ��
 !�� ������	��� 
���� �� ���
��

�� �����������

��� �� μE > β
 ���!	� "���	�	� ��!	��	�
�� ��� ����
���

�
����������� !� ���
�� ��� � "
�#���$�� %� � ���	��� 	�� ��&��	�� #��	�� ��

�
���'(
��� 
�� ��� �� ��
�� y = μCx� ��� |x| ≤ 1 � ��� ���� #��	�� �� �
���'(
��� ��
)

�������
��� �#���� � ���� 0 < β < 1� � ����$�� �� *��� ���	
�� + ���� #�
(
x(t)

y(t)

)
=

1

TC

(
1
β
eTC t − β 1− eT

t
C

eTCt − 1 1
β
− βeTCt

)(
x(0)

y(0)

)
.

,� �����

x(t) =

(
1

TC

1

β
eTC t − 1

TC

β

)
x(0) +

(
1

TC

− 1

TC

eT
t
C

)
y(0), ���-� 

y(t) =

(
1

TC

1

β
eTCt − 1

TC

)
x(0) +

(
1

TC

1

β
− 1

TC
βeT

t
C

)
y(0). ���-. 

/�*���� ���-. −β���-� � �(	����

y(t)− βx(t) =

(
β2 − 1

TC

)
x(0) +

(
1− β2

βTC

)
y(0),

�� �
�������	����	�

y(t)− βx(t)− (y(0)− βx(0)) = 0. ����0 

� �
��$�� ����0 + � �
��$�� #�
� �� �
(�	��� �(��
�� 
�� + ��� 
�	��

1��� DC = 0� 	����� 
�� μC = 1/β � #�
	��	� TC = μ − β = 1/β − β > 0� 1��

��	�� �� #��	�� �� �
���'(
�� �� ��	�
��
 �� *��� ���	
�� ��� ���	)���� � �� 
�	�� ��� �����

� �
���'(
�� �	+ � �
��	��
��

�� � �����$�� μE ≤ −2 − β ��#���� 
�� DE > 0� ����� �� *���� �2	�
��� ��� *���� ��

�� ��� TE < 0� "�
	��	�� 	���� �� �
(�	�� 
�� ��	�� ��	
���� ��� *���� �2	�
��� ����

�� �� ��� #��	�� �� �
���'(
�� 
�� ��	�� �� �
��	��
� x = ±1� 3���� �) ��� ��&������
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� �
�	
� �� ���������
 �
 �
�
 ���	�
� �
� �� �
�

���������
� �
� ��
�	���
��

��� �� −2 − β < μE < β� ��	�
 
� �
�
� ��	���
� ��
 �
�
� �� �
�
 �
� TE < 0�

�
��	�����
 ��
 	�
���
��
 �
 �� !
���
�" � ��
#
��
 ��� 	�� �� $���
 �
�	
 %�
�

�
�����&�� ��� 
 ���	��
 	�� �� $���
 ����
 ����	�� ' �
�	
 (−1, p− μC) " 	�
���
��
�


���
 (��
 �
 �
�	
 (−1,−q − μC)� )�
��
 �*+� " �
���#�� ���
�	�
�

q = PE(p) = peγEπ .

,-
�
� 
 �
�	
 (−1,−q − μC) " 	�
���
��
�
 ���
 (��
 �
 �
�	
 (1,−s + μC)� )�
��


�+�+.� 	��&��

s = q + 2(μC − β) = QC(q).

/��
����	�� 	��
� 
 	�
���
��
 �
 �� !
���
�"

s = P (p)

= QC(PE(p))

= peγEπ + 2(μC − β), p > 0.

0�	
 ��� �
 	�� �� $���
 �
�	
 %�
 p∗� �� �
	


p∗ = P (p∗) ⇒ p∗ = p∗eγEπ + 2(μC − β) ⇒ p∗ =
2(μC − β)

1− eγEπ

�
� P ′(p) = eγEπ < 1� ����� ��� TE < 0� 0�	�
 
 ���	��
 	�� �� $���
 ����
 ����	��

��� ,� �
��� 1�� μE > β � DC = 0 ������
� ��� TE > 0 � TC > 0� !��
 !�
�
�� �
 2� 
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 	�� ��
 ���#
 ��#
��
�	� ����
�
 ��
�
�
�

������� � � ������ ����	�
����� 
���
� ��� �
��� �
 ���������� ��� 
�����
�� �
�����

�� β� μE � μC �
�
 � ���	��
 �+�3� ��� �
	���
�
� 
� ����	���� �
 �����������

	
�� 
� μC = 2, β = 1
2
, μE = −4�

���
��� μE ≤ −1− β� ���� � ���	��
 �+�3� 	�� ��
 �
�
��
�� �� ����	
� ��	��� 

��!
��
�� ���� ������� ������
� 

 "����
 #��$�

	
�� 
� μC = 2, β = 1
2
, μE = −1� %��	� �
�� 	��
��� −2 − β < μE < β� � ��� 
��

�
�

	� � �
�� &�' �
 ���������� ��� %
 "����
 #��( ������� 
�	
� ��� �)��	� ��

����� ����	� ��	*��� �
����

�� 	���� �� ��
	�� �� �����!�����

	
�� �� μC = 2, β = 1
2
, μE = 1 +��� μE > β� 	���� � �
�� &�' �
 ���������� ��� %


"����
 #��, - ����!��� ������
� ��� 
�� �)��	�� ����
� �
�
��

	�� ����
�
��

���������� �� ������� �� 
��� ����� +�
�����

�� � ���	��
 �+�3� ��� DE �= 0� DC =

0 � |β| ≥ 1� .
	�� � ���	��
 	�� ��
 �
�
��
�� �� ��
	�� �� �����!���� ��� ����/�� �

�����
	� �
�� ���
 ���
��� y = μCx ��� |x| ≤ 1 � 
�� �* ����
� �
�
��

	�� ����
�
��
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������ �	
�� ������� �� ��	� �� 	
	���� �
��� ��� μE = −4, μC = 2, � β = 1
2 � ����� ��


���������� �������� � 
	�� !�� 
�"�
���� �� #�$
��	 %������&'�
��	�

������ �	
�� ������� �� ��	� �� 	
	���� �
��� ��� μE = 2, μC = 2, � β = 1
2 � ����� ��


���������� �����(�� � 
	�� !� �
�&� &
�
�� �	�)*�& ���&�$���� ����	 �	 �����	 �� �+!
&'$�
��

��������	
��� 
����������� ������ � ���� β ≥ 1� �� DC = 0 ������ ��� TC =

μC − β = 1/β − β < 0	 ���� ���������� 
� ���� ��� ������ ������ ����� ����������

 ��!��� " ������� ��� TETC < 0 � ��������� TE > 0	 #� TE > 0� �����

μE > β ≥ 1 � ΔE = (μE + β)2 − 4 > 0.

$����� �� %���� �������� ��� %���� �� �& ��&���� �� %���� �� ���� ��� ����� �����������

���������� ��� �����'(���� ���  ��������� x = ±1� � ��� ������ � �����)���� �� ������

�����������  ��!����	


������ � ������� μC =
1

2
, β = 2, μE = 1 �� *�	+, ��	���
 � 
�
	���



��

������ 	
��
 ������� �� ��	� �� 	
	���� �
��� ��� μE = 1, μC = 2, � β = 1
2 � ����� ��


���������� �������� ��� � 
	��� �!�"�	 
�"��
����	 ���#���	�

{
ẋ = φ(x)− y,

ẏ = x− 2y,
�	
	��

����

φ(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x− 1

2
, �� x ≤ −1,

1

2
x, �� − 1 < x < 1,

x+
1

2
, �� x ≥ 1.

���� β > 1 ����� 	
� � ������� �	
	�� ��� 
�� ��
������ �� ������ �� �	
������� � ���

����
� �
���� ����������� ��������� ���� ������� ����� �� ���
�� �����

������ 	
��
 ������� �� ��	� �� 	
	���� �
��� ��� �	 	��!
���	 ���$�����	 μC =
1

2
� β = 2 �

μE = 1�
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���� ��
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����

�������� �	
�� �� 
���������� ��� ��� ���
� �
 ������	��
 ��������
 ����������	


�� �� �	���	�� �����	�� ����� � ���������� � ��	�	��� � � �
������ ��
�������
 �� ����� ����

� �� �� ��
����	�������! "����� �� 	�#�	� �� ������ �� 
������� $��� ����� ��%����	��

�����	�� �� &�	���
	���� �� ���	�'��	� �� (��)���*� ��
����� +�� �,	
��� 
�	
 �	�������


�����-�
 �����.�	��
 +�� �������� ����
 �� +����� ���	.��	
 ����������	
 �� �� �	���	��/

�������� i� �����%�� v� ���%� q � 0�,� ��%���	�� ϕ! �	��� ��

�
 �����-�
 
�� ����������

������	��
! 1��
 
�� ����
 ���� ��2�	��� �� �������� �����	�� � ���� ��	 �� 3�����*� ��


�4��

i =
dq

dt
� v(t) =

dϕ

dt
.

5
 �����
 ��6
 
�� �+���-�
 �.
	��
 �� �	���	��

R =
dv

di
, C =

dq

dv
� L =

dϕ

di
,

���� R� C � L �����
����� � ��
	
�6��	�� � �����	�7��	� � � 	����7��	�� ��
����	�������!

���� ��
����� +�� �����	� ������ ��� �������� � +�� �,	
�� ����� ϕ � i!

5

	�� � ��
+�	
���� �������� +�� �����	� �,	
�	� �� +����� �������� �.
	�� ���� ��

�	���	��� � +��� �����	���
�
��	���� �����	���� �� 8�����* ��
	
���9! ���� �����
����

�������	������� +�� �

� �	
��
	�	�� �	�����	�� �����	� �
��������� ��� ������� ����	�:

��� ����� 0�,� � ���%�� 
��������� � +�� �� ��
	
��� ���:�	���� ��������	� ����� �����%��

� ��������! 

�� �+�	���� � �	;�� +�� � ��
	
�6��	� �� �	
��
	�	�� �����	� ���	�� �� ������

��� � +����	���� �� ���%� +�� ��

� ������
 ���� � � �	
��
	�	�� �����	� ����;���� �

����� �� ��
	
�6��	�� ��
�� ����	
 �� �������� 
�� ��
�	%���! <� �=��� ���� ������

�� > ? +�� �
 �����	�����
 �� ����	
��� ��� �����	�� 
�� �������;	��
 ��� +���+���
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 ��������
� ��� �

� � �����
��� � ���
����	�� �� ��������

�������	
� ���
�������� � ������ ���������

���
	� �� ��� 
��� ������	�� ��� ���� ���	 �� ����� ��� 
������ ��  ��! "�� ��#

����
�	
 �	 $�%����#&	�'	�� ����	�( 	�����	�	� �� )�!* 	 ���
���
�� �+
��	 �� ��

�����
���� , -���� �� ��
"��
	����
 �	 $& ���
�-��� ��
��.��.�� �� ����/���� �� �	#

���
�	�	� ��0	
 ��������	��
 ������.	� 
�� 	
 �� �����
��� ������	�� �� )1*� � �����	

�	 ���
���
�� �� �����
��� 
� ��.� 2 �����
�� �� "�� �
 ��
��
���.�
 �����3����
 ���	�

���
���+��
� 4����	�
 	5��	 �� ) �* "�� 	 �����
�����	 # ��������	�� �� �����
��� # �

������	��� �� �
�	�	 �	��������	 � �� �
�	�	 �����������	� ��� ������� 
�� ��
��.	�	

�� �
�	�	
 ����������	
 � �	����
�

6�-���� )�* � �����
��� ��
��	�� �	 7�-��	 8�� � �� ��
��
���.� �����3���� �	

�.��

�� ���
 ������	�
� �	�	������	�� ��� ��	 ���	
�� �������	� ���#����	� ����� 	 .���	-��

v � 	 �������� i� 9 ���� 
�� �� �	�-	 �������	�	 :;�<� �������	��= 
� 	 ���	
�� ���� 
��

�<���

	 ���� >���� .	��� �	 ���
�� q :�� ;�<� 	

���	�� ϕ=�

��� V =M(q)i ��� i =W (ϕ)V

7�-��	 8��? ��� �����	
�� �� 
���� 
��
������� ��� �����	
�� �� ���� 
��
������� ���
��
�������
�� ����

� .���	-�� "�� 	��	.�

	 �� �����
��� �� �	�-	 �������	�	 � �	�	 ���

v(t) = M(q)i(t),

����

M(q) =
dϕ(q)

dq
. :8��=

@	 ��
�	 ����	� 	 �������� "�� 	��	.�

	 �� �����
��� �� ;�<� �������	�� � �	��

���

i(t) = W (ϕ)v(t),

���

W (ϕ) =
dq(ϕ)

dϕ
. :8� =



��

� �����	
�
� M(q) �� 
���� ��� � ��	
�
� 
� ��
	
� 
� ���	�����	�� � � �����
� 
�

���������	�
� �������� ��� W (ϕ) �� 
���� ��� � ��	
�
� 
� ��
	
� 
� ���
�����	�� �

� �����
� 
� ������
�	�
� ���
� ���

q �

∫ t

−∞

i(t)dt � ϕ �

∫ t

−∞

v(t)dt.

�� ����
� ��� ���� � ����	���� ��������	��
�  �� �� ���!� 
	"�����	#!�$ q(ϕ) 
��� �

ϕ(q)� � �
����� ��� � ������� ��� M(q) 
��� � W (ϕ)� � �%�&��'��	!�� 	��� �

M(q) =
dϕ(q)

dq
≥ 0 (��� � W (ϕ) =

dq(ϕ)

dϕ
≥ 0).

(� �)�� *��� � +��� ������� ��� � ����	���� � ��������	��
�  �� ��� "��,%� ���-&

���� ��������� � $	����  ��  ������ ������
� �� .	'��� ���� 
� "����

ϕ(q) = bq + 0.5(a− b)(|q + 1| − |q − 1|),

��

q(ϕ) = dϕ+ 0.5(c− d)(|ϕ+ 1| − |ϕ− 1|),

��
� a, b, c, d > 0�

	��$	��,%� b

	��$	��,%� a

q

ϕ

−1 0 1

���

	��$	��,%� d

	��$	��,%� c

q

ϕ−1 0 1

���

.	'��� ���1 ������� ��	
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���� �� 
� �����
��� ��	���	���	�� ���
��	�� � ��	��� ��� �����
�

��� �����
��� �� ����� ��	�������� ��� �����
��� �� �
�� ��	��������

+���������������� � ����	�����	� M(q) � � ���
�����	� W (ϕ) 
� �� ����	����


�����	��
�  �� ����� "��,2�� �%�&$	������ �%� 
�3�	
��  ��

M(q) =
dϕ(q)

dq
=

{
a, |q| < 1,

b, |q| > 1,



��

�

W (ϕ) =
dq(ϕ)

dϕ
=

{
c, |ϕ| < 1,

d, |ϕ| > 1,

�������	
���
���

� ����
�	� 	
���
��
�� �	��	���� ���� ����	���� ������ ��� ���� � ����� �� ��� �

���� ���

p(t) = v(t)i(t) = M(q(t))i(t)2 ≥ 0,

�

p(t) = v(t)i(t) = W (ϕ(t))v(t)2 ≥ 0,

��
�� ��� � �� � �� �
��!	� 
� ����	���� �� t0 � t ���	�"�#∫ t

t0

p(τ)dτ ≥ 0,

���� ���� t ≥ t0� $����
��� � ����	���� ��
��	��%�� ����� ����&'�� ��������� 
� (	!���

)�� � �� �	�� ����	
��

��� ������	
 �
� �����
	
� 
�	��
 �
 

�����
� �����

���
 �� ����

��
�	���� � ���	����� ��
*
	�� �� ���� �������� 
� (	!��� )�+ ,�-� .�/��	��	
�� 
����

�	���	�� � �	��� �� ���� ��� �� ����	���� �� �� � ��
�������� ���� � ���� �/�	
����

� �	���	�� ������
���� 
� (	!��� )�+ ,/-� 0���
�
�� �� �����	��� �� �	���	�� �� (	!���

)�+ ,/-� �
��
������ � ���	����� �� �����	�� ����� �������� 
� (	!��� )�) ,�-�

��� ���

(	!��� )�+1 ��� ������	
� ���
���
 	� ����� ��� ������	
� ���
���
 �
� �� �������
� 	� ���


�
���
��	
�

���	��
�� �� ��	� �� 2	�����3 
� 
4 � � 
� ���� � �� �	���	�� �������� 
� (	!���

)�) ,/-� �/���5�� � �	����� {
i1 = i3 − i,

v3 = v4 − v1.
,)�+-



��

��� ���

������ 	
	� ��� ������	
� 	� 
������� 
�	�� �
� �� ������

� 	� ���
 �
�
�
��	
� ��� ������	
�

	� 
������� 
�	�� �
� �� ������

� 	� ���
 �
�
�
��	
� �
�
�� ���������� ����

�
�����
�� �	
�� ��� ������� �� ����� t� ���� � ���� �� ��� � ��!���� � "�"���� ��

�#���$�" #�� ��%
� � ������� �
��� � ����� � � &�'�� ���� ���{
q1 = q3 − q(ϕ),

ϕ3 = ϕ4 − ϕ1,
�	
	�

�
��

q1 �
∫ t

−∞
i1(t)dt, q3 �

∫ t

−∞
i3(t)dt, q �

∫ t

−∞
i(t)dt,

ϕ1 �
∫ t

−∞
v1(t)dt, ϕ3 �

∫ t

−∞
v3(t)dt, ϕ4 �

∫ t

−∞
v4(t)dt, ϕ �

∫ t

−∞
v(t)dt = ϕ1.

(" ")� ���" q1� q3 � q ��
���� � ����� 
� ��������� C1� 
� �
����� L � 
� �����"����

��"�����!���
��� � �" ")� ���" ϕ1� ϕ3� ϕ4 � ϕ ��
���� � &�'� 
� ��������� C1� 
� �
�����

L� 
� ��"�"�*
��� −R � 
� �����"���� ��"�����!���
��
 ��
"�����
�� � "����
�� ���!�

��������)"���� ���� � �����"��� �!�� ������ 	
+�

q(ϕ) = bϕ + 0.5(a− b)(|ϕ+ 1| − |ϕ− 1|)

� ��"��!�
�� �	
	� ���� q3 � ϕ4� �
��
�����"{
q3 = q1 + q(ϕ),

ϕ4 = ϕ3 + ϕ.

,
���� q1, ϕ � ϕ3 ����� "�� �"�������" ���� !���-!��" �
����
��
��"� �� "�.�� ��/

�����
���" �'���""$�" ���� � ����� 
� ��������� C1� � &�'� 
� �
����� L� � � &�'� 
�

�����"���� ��"�����!���
��
 0�1���
���
�� �	
	� ��� ������� �� ����� t� 2 ��"")!�� � ���

� "�"���� �� ��*" �#���$�" ��1���
����" �� �������� ������ #�� ��%
� � ������� �
��� �"



��

���� ���	
��	� v1, i3, ϕ ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
C1

dv1
dt

= i3 −W (ϕ)v1,

L
di3
dt

= Ri3 − v1,

dϕ

dt
= v1,

��
��

����
dq1
dt

= i1 = C1
dv1
dt

,
dq3
dt

= i3,
dϕ1

dt
= v1,

dϕ3

dt
= v3 = L

di3
dt

,
dϕ4

dt
= v3 = Ri3, W (ϕ) =

dq(ϕ)

dϕ
.

�� ���� �� ������� ������� � ������������� ����� �	���	��
 � �	����� ��
�� ���� ���

������������ �� �� �	����� ��	����	���� �� �����

dx
dt

= α(y −W (z)x),
dy
dt

= −ξx+ βy,
dz
dt

= x,

��
��

��� ��	� �� ����� � �� ���	
��	� � ���!������ x = v1" y = i3" z = ϕ" α = 1/C1" ξ = 1/L

� β = R/L" � ����	�������#�� �� ��� $�� �	������ ��� ������ q(z) � W (z) ����� ���

q(z) = bz + 0.5(a− b)(|z + 1| − |z − 1|) � W (z) =

{
a, �� |z| < 1,

b, �� |z| > 1,

��� α, β, ξ, a, b > 0


% 	��������� �&������ '�� � �	����� ��
�� �(� ���
 ��)�	�� ��� ������ z = ±1
 *�

����" � �	����� )�� ��)�	�� �� ���� +���� �� R
3" ������	����� ����� 	��'�� $�� |z| < 1

� |z| > 1" ����� ���� ������	�� �� ������ {z = ±1}


��� ������	
�� �� 
������� ��������� �� ������ �� ����

���� �����

,���	������� �� ������ Π1 = F−1
1 (0) � Π2 = F−1

2 (0) ���� F1, F2 : R
3 → R �(�

����� ��� F1(x, y, z) = z − 1 � F2(x, y, z) = z + 1" �������	�������
 ���(� � ���-����

M = Π1 ∪ Π2 ����������� . ������	�� ��� ��/	$��

M+ = {(x, y, z) ∈ R
3 | z ≥ 1},

MC = {(x, y, z) ∈ R
3 | − 1 ≤ z ≤ 1}



��

�

M− = {(x, y, z) ∈ R
3 | z ≤ −1}.

�������� 		 ���� Ωr(R3) � ������	� 
�� ���
�� ��	������ X �� R
3 	��� ���

X(q) =

⎧⎪⎨⎪⎩
X+(q), se q ∈ M+,

XC(q), se q ∈ MC ,

X−(q), se q ∈ M−,

��
� X+� XC � X− ∈ Cr(R3)� � Cr(R3) 
���	� � ������	� 
�� ���
�� ��	������ 
� ������

Cr� 
����
�� �� R
3� ��� r ≥ 1� ����	���� 
�� X = (X+, XC , X−) �� ������	�� 
�

Ωr(M,R3)�


����
���� 	� ���� X = (X+, XC , X−) ∈ Ωr(R3) � ���
� ��	����� ����� 
�� 
��	��

�������
� �� ���	��� ������ 
�
� 
��

X(q) =

⎧⎪⎨⎪⎩
X+(q) = (αy − αbx,−ξx+ βy, x), se q ∈ M+,

XC(q) = (αy − αax,−ξx+ βy, x), se q ∈ MC ,

X−(q) = (αy − αbx,−ξx+ βy, x), se q ∈ M−,

�����

��
� q = (x, y, z) ∈ R
3� M+� MC � M− � M = Π1 ∪ Π2 ��� 
����
�� ���� ������ ��

������	�� 
��
���
�
�� ��� ����
���

�� ��
�� �� 
��	�� 
� M ��� 
��	�� 
� ���	��� 
� X� ����	� �� 
��	�� 
�� ������

L1 = {(0, y, 1); y ∈ R}, L2 = {(0, y,−1); y ∈ R}.

�� �� α �= 0 ��	�� 	�
�� �� 
��	�� �� L1∪L2 ��� 
��	�� 
� 
���� 
� X� ����	� (0, 0,±1)�

��� ��� 
��	�� ���� 
�������
���

�����
������� 	
� ��
������ �
� ������� F1 � F2� �����

∇F1 = ∇F2 = (0, 0, 1)

� �����

X+F1 = XCF1 = x, XCF2 = X−F2 = x.

����� �� ������ �� Π1 ∪ Π2 ��� ������ �� ������
 �� X ��� � ������� ��� x �= 0� ����

����� X2
+F1 = X2

CF1 = X2
CF2 = X2

−F2 = αy �� L1 ∪ L2�  ������
�� ��!�� ����� �


��
����� �� ����� �� ��"�
 � �� ������
�

������� � �� � ���
� ��	����� ����� 	�� �� 
�����

π1 =

{
(x, y, z) ∈ R

3 | z =
β

α(ξ − aβ)
x− 1

(ξ − aβ)
y + k1, k1 ∈ R, 1; |z| < 1

}



��

�

π2 =

{
(x, y, z) ∈ R

3 | z =
β

α(ξ − bβ)
x− 1

(ξ − bβ)
y + k2, k2 ∈ R, 1; |z| > 1

}
���� �����	 
����
��
�	� ���� π1 ⊂ MC� π2 ⊂ M− 	� z < −1 � π2 ⊂ M+ 	� z > 1�

�� �	 �����	 π1 � π2 
�
��	��
�� �	 �����	 z = ±1 ��	 ��
�	 ��������	

y =
β

α
x+ (k1 ∓ 1)(ξ − aβ)

�

y =
β

α
x+ (k2 ∓ 1)(ξ − bβ),

��	���

�����
�� ���� �
		�� �	
�	 ��
�	 ��
��
��� 	� ���� π2 ⊂ M+ 

�����	

k2 = 1 + (k1 − 1)
(ξ − aβ)

(ξ − bβ)

� ���� π2 ⊂ M− 

�����	

k2 = −1 + (k1 + 1)
(ξ − aβ)

(ξ − bβ)
,

�� 	���� ���� k1 ∈ R� 	����� ��
	
� k2 
�� ��� �	 �����	 
����
��
�	 
�
��	��
���	�

�� ��	�� ��
�� 	���� �	 �����	 z = ±1�

������	
��
�� ����� �	� � 
��
� a1x+ a2y + a3z + a4 = 0 � 	� 
��
� �
�����
�� ��

���
� �������� ������ ��� |z| < 1� �� � ����
�� ��

〈(α(y − ax),−ξx+ βy, x), (a1, a2, a3)〉 = 0,

�	 ���� {
(a3 − αaa1 − ξa2)x = 0,

(αa1 + βa2)y = 0.

�������
�� � ������� ������ ����� �	�

a1 = − βa3
α(ξ − aβ)

, a2 =
a3

ξ − aβ
� a3 ∈ R, a3 �= 0.

���� � 
��
� �
�����
�� � ���� 
��

z =
β

α(ξ − aβ)
x− 1

ξ − aβ
y + k1, ��� k1 ∈ R.



��

�� ����� ��	��
 ����� �
� � ����� b1x+ b2y + b3z + b4 = 0 � ����	����� ��	� � �����

����	��� ����� ��� |z| ≥ 1 ��
 � ������� ��


b1 = − βb3
α(ξ − bβ)

, b2 =
b3

ξ − bβ
� b3 ∈ R, b3 �= 0,

����� �������

z =
β

α(ξ − bβ)
x− 1

ξ − bβ
y + k2, ��� k2 ∈ R.

���� ����� �	����� � ��	�� ��� �� ���	����

��	� �	���	 � ��	�� ���
 ����	����� �
� π1 ∩ {z = 1} � � 	���

y =
β

α
x+ (k1 − 1)(ξ − aβ)

� �
� π1 ∩ {z = −1} � � 	���

y =
β

α
x+ (k1 + 1)(ξ − aβ),

� �
� ����	� �
� � ����� π1 ����	����� �� ������ z = ±1 ��� 	���� ��	������

y =
β

α
x+ (k1 − 1)(ξ − βa) e y =

β

α
x+ (k1 + 1)(ξ − aβ).

�� �����	� �������
 ����� �
� � ����� π2 ⊂ M+ ����	����� � ����� {z = 1} �� 	���

y =
β

α
x+ (k2 − 1)(ξ − bβ)

� π2 ⊂ M− ����	����� � ����� {z = −1} �� 	���

y =
β

α
x+ (k2 + 1)(ξ − bβ).

����
 ���� k1
 �� ������ π1 ⊂ MC � π2 ⊂ M+ �� ����	������ �� ����� z = 1 �� �

������� ��

k2 = 1 + (k1 − 1)
ξ − aβ

ξ − bβ
.

��	 �
�	� ����
 �� ������ π1 ⊂ MC � π2 ⊂ M− ������ �� ����	������ �� 
�� 	��� ��

����� z = −1 ��
 ���� k1
 ����	���

k2 = −1 + (k1 + 1)
ξ − aβ

ξ − bβ
.

��������	
 � ������� ����	
	 �
�
������ ��� ����� ��
��� ��� ��	
��� ��	 
�������	��


����

��� 
�� 
����
��	�� ��� ����� ��� ���
���	
�� (0, 0, z)� z ∈ R�



��

�� �����	
��� 
� � �� ������� � ��
��� 	���� � 	���
��� ��	�������

������� � �� �� ���� ��� ��� �	
��M− � M+ ��
���
��� �MC ���
������ �� �	������

�	 ����	 ���	���� ����� ���� �	
����� �� ���
	� �
�����
���� �������	� �
��� ��

� ���
�������� �	 ��
	��� �����	� ���	� ���	���	��� ���	����	� �	� ���	���	��� 
�	


��	� �	� ���������	� (0, 0, z)� z ∈ R�

	�  �	����	 �������� ������ ���
	� ����
�� �	� ���!����	� �	 �������� ��
�	 ��� 	�

���
	� �	�������	� 
�� �	
�� �
���
��� M− � M+� ��	 ����"� �������	� �
��� ���


� #� ���
	� �� �	
� ��
���� �
��������� 	� ���
	� ��� �	
�� �
���
�� �	��� 	� ���
	�

Π1 � Π2 �� ����� ��������� �� ���� �� ������ ���
	� � ��������� �
��� ���

���� ��� �
	���
����� ���� ��
�� ��	�� ��	������� ��� !
���� ��"�

z

y

x

π1

π2

π2

Π1

Π2

!
���� ��"% ����������	
� ��� �
���� π1 � π2� �� �
���� �� ���� ������
 ����������� �� �
����

��� ����� �������� ����� �� �
���� Π1 � Π2 �� ����� ����
�
���

&� $��� 
��������� '�� 	���� �� ������� �  '��� ���� ���� ����
��� 
�
�
�� (x0, y0, z0)

����� �(
	�� ��� ���)
����� �� ��*	 �����	 
����
����	 ��� �� ���� MC � �����	 ��
	 ��	

����	 M− � M+� '�� ���� � � 	������ �� ����� �����
�� ����� '�� ��		� ��� (x0, y0, z0)�



��

����� �	
�� �� �	�
���� �	 ������� ���� ����
� �	������ �� 
�� �	�������	 �� �
��

����	� ����
������� 	����	� ����
� ��
���� ���	� �	 ��	
��� � ���
 �� 

� !"#$"

%� �
&'��� ����	 ���
��
��	� � �	����	 
������� ������ ����	�� �	� 	 	�(����	 ��

����
����
 �	�	 	 R
3 ) �	�*���	 �	
 ����� ����	� ����
������� �	�����	 �� �	�
���� �	

����	 ���	
��� �!"�$� ����
���	 �
� 	 ��'	+z ) �	��	��	 �	
 �	��	� �� ��
��,�
�	 �	

�������"

��� �����	� 
��
���
 ��� ��
���

-	�	 ���	� ��� ������ ����
�	
��� �� �	�
���� �	 ����	 ���	
��� �!"�$ ���� �	������

�� ����	� ����
������ ��
����	�� �� ���� .	��" �� ���	���
���	 �	 ��	
��� � ���	�

�
� 	� ���	
�� �	
���� �	� ����	� π1 � π2 ��	 ���	 �	


�n =

(
−β

α
, 1, (ξ − βW (z))

)
,

	���

W (z) =

{
a, �� |z| < 1,

b, �� |z| > 1.

/�
� ���
��
 � �	����	 
������� ������ ����	�� 
����	 	 ���	 ����� ��
�� �
�����
����

�	 ��'	+z� ����
�����	� 	 0� 
�	 ���
� 
� ���	
 �	
��� �	 ����	 � 	 ���	
 (0, 0, 1)"

-���
����	 	 �
	�
�	 ������
 ���
� ����� ���	
�� 	����	�

< n, (0, 0, 1) >= (ξ − βW (z)) ,

�
� �
�����
,�	 �� �'�
����	 �
� �	
���� 	 0� 
�	 ���
� ����� ���	
��� �	� �1

cos θ =
< �n, (0, 0, 1) >

|�n| =
(ξ − βW (z))

|�n| .

2����� 	 0� 
�	 ���
� �n � (0, 0, 1) ) � 
�	 �� (ξ− βW (z)) > 0 � � ���������	 �	 ����	

) � �	��
��� �� �� 

� !"34 �� (ξ − βW (z)) < 0 	 0� 
�	 ���
� 	� �	�� ���	
�� ) 	��
�	 �

� ���������	 �	 ����	 ) � �	��
��� �� �� 

� !"�"

θ

�� 

� !"36 ���������	 
	 ����	 �
��
	 	 ���
�	 ����� 	 ���	� �	���� � (0, 0, 1) � ��

	�



��

θ

������ ���� ���������	 
	 ����	 �
��
	 	 ���
�	 ����� 	 ���	� �	���� � (0, 0, 1) � 	��
�	�

�� ������� ��� ���� ��� 	 ��� ���� ��� �	
�	�	���
 �� 
���� 	�� ��
����!"	� #�� 
���!"	�

�	���� �� #�� 
����� π1 �� $��� �	����� 	 π2 ��� $���� 	%�	����� &����$��	
�� 	���� '�����


��� �	
�	�	���� �� ����!"	� #� ����	
� ���(�� ��� 
�)%�
�� �	!"	��

��� ���

������ ���� �	�������	 
� ���������	 
	� ����	�� ��� � ���
�	 ����� 	 ���	� �	���� �	� ����	�


�� �	��� �������� � 	 ���	� (0, 0, 1) � ��

	� ����� 	 ���	� �	���� 
� �	�� ������� � 	 ���	�

(0, 0, 1) � 	��
�	� ��� � ���
�	 ����� 	 ���	� �	���� 
� �	
	� 	� ����	� � 	 ���	� (0, 0, 1) � ��

	�

*� ������ ��+� �,� �	
�	�	���#�� �� 
����� π1 	 π2� -�
�
�� � .����� 	���	 �  	���

���
�� #� 
���� π1 	 �  	��� (0, 0, 1) ��
� ���#� 	 
�����#�� �� 
���!"	� �	���� �� 	���	 π1

	 π2� /���#� � .����� 	���	 �  	��� ���
�� #	 π2 	 �  	��� (0, 0, 1) 0 ���#�� �	
�	�	���
��

� 
���� 
	�� ���  	�#	� *��	 1�	 �	��� ��
����!,� #�� 
������ 2� 	�3 �
	��� �
 
���� #	

	1�������� �� $��� �	������ /���#� � .����� 0 ������� 
���� �	
�	�	���#� �� ���  	�
	�2��

2� 	�3 ��4� 
����� #	 	1�������� �� ��
����!,� #	��	� 
������ �
 	
 ��#� $���� 5 
����

�	
�	�	���#� 
	�� ��� �$��� �	
�	�	��� � �����!,� 	
 1�	 �� 
����� π2� ��� $���� 	%�	�����

�,� 
����	��� �� 	�%�6z�



��

��� ���

������ 	
�� ��������	� 
� ��������	� 
�
 �����
� ��� � ������ ����� � ����� ������ ��
 �����



�
 ����
 �������
 � � ����� (0, 0, 1) � ����
�� ����� � ����� ������� 
� ���� �������� � � �����

(0, 0, 1) � ���
�� ��� � ������ ����� � ����� ������ 
� ��
�
 �
 �����
 � � ����� (0, 0, 1) � ����
��

��� ������ 	�
�	 ��� �
��	������


� ������ �� ���������� �� ������� �	
�� ��� ����� ���� ��������

A = {(x, y, z) ∈ R
3 | x = y = 0 � z ∈ R},

�������� � ������� ��� ��� ��� � �� ������ �� ���������� ������� �� ��!�"#
 $��������

� ������������ ����� ��� ����������� ����� ��� �% �� ������� �� &�'( ����)���� � ��������

����������

������� � �	�

��
 �� �
������� � ��������	�	� �
��� �

��� 	
� �������
�
� (0, 0, z)

	
 ������� �	
�� �
� 0 < a < b � 	���
��� �� ������ ���� ��
� ���

�� �
�����
� 	
� ��
��

���

� α, β, ξ, a, b�

�����
������� * �����# +�������� J �� ������� �	
�� �������� �� ����� �� ����������

(0, 0, z) , ���� ���

J =

⎡⎢⎣ −αW (z) α 0

−ξ β 0

1 0 0

⎤⎥⎦
��� ��� ���� ����)������

λ1 = 0 � λ2,3 =
τ ±√

Δ

2
, �	
��



��

z

y

x

π1

π2

π2

Π1

Π2

������ ����� ����������	
� ��� ����
���� ����	��� ��������� ��� ������ ����������� π1 � π2�

���	 τ = β−αW (z)� Δ = τ 2−4D 	 D = α(ξ−βW (z))� �� �����	���	� ����	�
���	��	�

��� v1 = (0, 0, 1)�

v2 =

(
τ −√

Δ

2
,
−(β + αW (z)−√

Δ)(−τ +
√
Δ)

4α
, 1

)
��� !

	

v3 =

(
τ +

√
Δ

2
,
−(β + αW (z) +

√
Δ)(−τ −√

Δ)

4α
, 1

)
. �����!

"��������� �� ���	�	��	� 
����#������	� 
��� �� ���������	� ����!� 	
 ���$�� ��� �	��$%	�

	���	 τ, Δ 	 D� &�	 �	
	��	
 ��� 
��'
	���� α, β, ξ, a, b� �#�	
�� �� ����� �	�������

�� (�#	�� ��� 
��� � 	���#������	 ����� ����
��! ��� 	&���)#���� (0, 0, z)� ��
 |z| �= 1�

���� �	��*��� � +�
	�#��������	 ���
�� ��� 	&���)#���� (0, 0, z)� , ��*��	��	 �������� �

	&��$�� �� 
���� π �	���� 
	��� �����	���	� ��� ! 	 �����!� �	 �� ���������	� λ1 	 λ2 ���

�	���� 	���� ��� 
���� π �	�-

n = v2 ∧ v3 =

(
−β

α
, 1 , ξ − βW (z)

)



��

��������	 ��������	 
	��
������� ����� �� (0, 0, z) ��	�	
�� τ �� Δ |z| < 1 |z| > 1

τ < 0 Δ < 0 ���� �	����� ���� 
	����� ���(
β

α
< W (z)

)
Δ = 0 �� ��������� �	����� �� ��������� �	����� �
�

Δ > 0 � D > 0 �� �	����� �� �	����� ���
Δ > 0 � D < 0 ���� ���� ���

Δ > 0 � D < 0 	� |z| < 1 ���� ���� 
	����� ���
Δ < 0 	� |z| > 1

Δ > 0 � D > 0 	� |z| < 1 �� �	����� ���� 
	����� ���
Δ < 0 	� |z| > 1
Δ < 0 	�|z| < 1 ���� 
	����� ���� ���

Δ > 0 � D < 0 	� |z| > 1
Δ < 0 	�|z| < 1 ���� 
	����� �� 
	����� ���

Δ > 0 � D > 0 	� |z| > 1
τ > 0 Δ < 0 ���� ��	����� ���� ��	����� ���(

β

α
> W (z)

)
Δ = 0 �� ��������� ��	����� �� ��������� ��	����� � �

Δ > 0 � D > 0 �� ��	����� �� ��	����� �!�
Δ > 0 � D < 0 ���� ���� ���

Δ > 0 � D < 0 	� |z| < 1 ���� ���� ��	����� ���
Δ < 0 	� |z| > 1

Δ > 0 � D > 0 	� |z| < 1 �� ��	����� ���� ��	����� ���
Δ < 0 	� |z| > 1
Δ < 0	� |z| < 1 ���� ��	����� ���� ���

Δ > 0 � D < 0 	� |z| > 1
Δ < 0	� |z| < 1 ���� ��	����� �� ��	����� ���

Δ > 0 � D > 0 	� |z| > 1
τ �"�� �� Δ < 0 ���� ��	����� ���� 
	����� �#�

	���� �� ������ Δ = 0 �� ��������� ��	����� �� ��������� �	����� ���
��� z Δ > 0 � D > 0 �� ��	����� �� 
	����� �	�(

a <
β

α
< b

)
Δ > 0 � D < 0 ���� ���� ���

Δ > 0 � D < 0 	� |z| < 1 ���� ���� 
	����� �"�
Δ < 0 	� |z| > 1

Δ > 0 � D > 0 	� |z| < 1 �� ��	����� ���� 
	����� ���
Δ < 0 	� |z| > 1
Δ < 0 	� |z| < 1 ���� ��	����� ���� �$�

Δ > 0 � D < 0 	� |z| > 1
Δ < 0 	� |z| < 1 ���� ��	����� �� 
	����� �%�

Δ > 0 � D > 0 	� |z| > 1

������ �	
� �����������	 
��
�� ����� ��� ��
��� �	 	��������� (0, 0, z)�

�
�
 ���
� �
����	 ���������
 
 ��
���
 ������� �� n �
� 
 ���
� (0, 0, 1) ������

< n, (0, 0, 1) >= (ξ − βW (z)) ,


 ��� ������� ��� 
 ����
 π � ����������� �
 ���
��	 ���
 ��
���� �� ���������  ��!���"

�� ���������� ����������� �
 �����#���
 (0, 0, z) �
� |z| �= 1 �$
 ���%����� �
 ����
 π"

����
 �����" ����� ���������� �$
 ����������� �
 ���
�z	 �
�����
" �� ���%���������� �$


�
��������� &�����'�����" �
� ����($
 �
 ���
 �� ��� Δ = 0	 )
 ���
 �� ���
���
���

�
�����
�" ������ 
 ����
 ���
 �� ��������
" �
���������
 
 ����
 %����
 ����� ������

���� � ���%��!��� �� v2	

)
 ������
" �
� ���
� �� ��� 
� ���
��� �� *
+, �
���������� Δ > 0 �� |z| < 1 � Δ < 0

�� |z| > 1 -���
� -�." -/." -�." -�." -�. � -�. �� ������ �	
." �� &��'����� �$
 ���
��#����

�� ����� ����0�����	 ���� ���
� �$
 �
��#���� �
����� �� �
���������
� 0 < b < a �� ���

�� 0 < a < b" �
�
 ���! �
�����
 � ��%���	



��

������	 
	��
���� 	 �����	 ����������	 �� ����� ����	� ��� ���
��� �� ������
�����


	
�
 �	� ����
����	� (0, 0, z) �	 
��	 0 < b < a� �� ����
���	� 	����	� ����	 ���
���	� ��

 ���
� ���� !���
��	� 
��� 
��	 
	� � ����� 
���� ����� ��  ���
� ��� ���� "�
�
���� �


	�����#�	�

������� � � ��������	�	� �
��� �

��� 	
� �������
�
� (0, 0, z) 	
 ������� $��%& �
�

0 < b < a � 	���
��� �� ������ ���� ��
� ���

�� �
�����
� 	
� ��
����

� α, β, ξ, a, b�

��������	 ��������	 
	��
������� ����� �� (0, 0, z) ��	�	
�� τ �� Δ |z| < 1 |z| > 1

τ < 0 Δ > 0 � D < 0 	� |z| < 1 ���� ���� 
	����� ���(
β

α
< W (z)

)
Δ < 0 	� |z| > 1

Δ > 0 � D > 0 	� |z| < 1 �� �	����� ���� 
	����� ���
Δ < 0 	� |z| > 1

τ > 0 Δ > 0 � D < 0 	� |z| < 1 ���� ���� ��	����� ���(
β

α
> W (z)

)
Δ < 0 	� |z| > 1

Δ > 0 � D > 0 	� |z| < 1 �� ��	����� ���� ��	����� ���
Δ < 0 	� |z| > 1

τ ���� �� Δ > 0 � D < 0 	� |z| < 1 ���� ���� ��	����� ���
	���� �� ������ Δ < 0 	� |z| > 1

��� z Δ > 0 � D > 0 	� |z| < 1 �� 
	����� ���� ��	����� ���(
b <

β

α
< a

)
Δ < 0 	� |z| > 1

 ���
� ���' �����������	 �
��� �
� �

�
� �	 	��������
 (0, 0, z)� �
���	�	
�
 �� ���	�� ����

����	
����
�� ( ������ )�
	����� J �	 ������� $��%& ��
�
��� �	 �	��	 �� ����
����	

(0, 0, z) * ���� �	�

J =

⎡⎢⎣ −αW (z) α 0

−ξ β 0

1 0 0

⎤⎥⎦
��� ��� 
	�	 ���	+�
	���

λ1 = 0 � λ2,3 =
τ ±√

Δ

2
, $����&

	��� τ = β−αW (z)� Δ = τ 2−4D � D = α(ξ−βW (z))� �� ���	+��	��� 
	�����	�������

��	 v1 = (0, 0, 1)�

v2 =

(
τ −√

Δ

2
,
−(β + αW (z)−√

Δ)(−τ +
√
Δ)

4α
, 1

)
$����&

�

v3 =

(
τ +

√
Δ

2
,
−(β + αW (z) +

√
Δ)(−τ −√

Δ)

4α
, 1

)
. $���,&

(��
�����	 �� ��"������� �	�����
������ ���� 	� ���	+�
	��� $����&� �� "��#�	 ��� ��
�#-��

����� τ, Δ � D� ��� �������� �	� ���.����	� α, β, ξ, a, b� ��
	�����	� 	� 
��	�



��

������	
� �� 
����� ��� ���� � ��	��������� �
��� ��
����� �
� ���������
� (0, 0, z)� �
�

|z| �= 1�

�� ���
� �� ��� Δ > 0 �� |z| < 1 � Δ < 0 �� |z| > 1� ��
 �
������� �
���	� ��

0 < b < a� �� ��	
� ���� |z| < 1 	��
�

Δ = (β + αa)2 − 4ξα > 0 =⇒ (β + αa)2 > 4ξα, ��� ��

� ���� |z| > 1 	��
�

Δ = (β + αb)2 − 4ξα < 0 =⇒ (β + αb)2 < 4ξα. ��� ��

�� ��� �� � ��� �� ��!�� ��� (β+αb)2 < 4ξα < (β+αa)2� �
��� 
�	��
�� �������������	��

��� b < a�

"��� ����#��� � $�����
�������� �
���� �
� ���������
� (0, 0, z) 
 ��
�������	
 % ��&'

�
!
 �
 ������	
 �� ��
�� �
 
�
���� ��

��� �����	 
���
��	 �� ���	� ��� ����� � 	���������

��
�������

� ��	
 ��� �
��()�� �
 ���	��� ���*� #����� �
�	���� �� �
�����(�
 �� 	�+� ����
�

��������	�� �
 R
3 �
� ���� � ��,�� �� �������
 ��	�� 
 ��	��
 ������
����
 �
� -���	� �	

��� �� .�/� �������	��
 �
 0���	��
 1� � �� �
������� ��	��()�� ��� �
��� 
�
���� �
� ��

�
��()�� �� ���*��

2����� 	���
 �
�
 ���� 
 ��	��
 �����	��
 ������
����
 �	% ���� � 
� �����	��
� ��

-����� �	 ��� .�/� ���	� ��(�
 �����
� �� ��	��
 ���%���
 �
� ���
� ���� �3� � �4� �



�
���� � � �
� ���
� ��� � ��� �
 
�
���� *� 2 ���
�$� ���	�� ���
� �� ���� �
 ��	
 ��

�������	���� �� �
��()�� ���� ��	�������	�� �
 �
�	
 �� ���	� �
� ������	
� ��%	���
�� ���

��
 �� 
�����()�� ����5����� ���
'����������

����� ���� �	
��
� � ���� ��	
��
� � ���� �	
��
�

���� ���� 	�
� ���
��� � 	�
� ����
��� � 	�
� ���
���� 6
 ���
 ���� �������	��
 ��


����� �� �
 
�
���� �� 
 ���������
 (0, 0, z) �
 ���	��� ���*� 	�� ��	
���
��� �
����4
�

�
�7�!��
� �
� ���	� ���� �
��	��� �� ,
�� ���	��� � �
� ���	� ���� ��!�	��� ��� ,
���

�4	������ ������
 � �����(�� �� ��	��������� �
� ���������
� �����
 z ���,� 
� ����
�

z = ±1� 0
���������
 ��� 5���	� ��� 	�� �
�
 �
�7��	
 α'����	� �� �
� ���������
�

�� ,
�� ���	���� |z| < 1� 	��
� ��� 
 �
�7��	
 ω'����	� �
�� ��� ��,�
 �� �
��(�
 	����

���� ��#��	
� 
� ��� 5���	� ����5����� �
�
 �
���
� 
������� �
 ���
(
 �� �
��(�
 ��

-�!��� ��  � 8����
� � ��!��� ���� �
 ���
���� �����������	� 
 ���	��� ���*� ���
 �%	
�




��

�� �����	
���� �� 
����� ����� � ������� ������� ��� ���������� 
�� ���������� ��

��������� �� ���� �
�� ���� �� a < β/α < b � Δ < 0 ���� |z| < 1 � |z| > 1� � �������

����!����� ��������� �� 
��� ���� ������ ������� ��� ����������� ������� �� ���������

��������� �� "����� #$%%$ & �������� 
��� �� ���'���� �� ������ �� 
�� � �����(� �

������������ ����� )����� ����� ������ �� �
���* ��� �� ���� �������$ +��� ���� ����

��� ��������� �� ���� ��%� �� ,�������(� � �� -��*���� .� �������� �� /01 ���� "������

.$% ��� � .$2 ��� �� -��*���� .�$ & �������� 
�� � ���� �� � �
���* ��� �� ���� �������

��� �� ������ ����� ��2� �� ����� ,�������(� � �� -��*���� .� �(� ������ �� ������ ��

������� �#$��� ���� ���� ���� ���*���� 
�� ��� a = b ����� �������� � 
�� � �������� ��

������� ������ ������� �� R
3$ 3� ����� ������� ������������ ������� �� ����� 0 < a < b �

0 < b < a$

��� ���

"����� #$%%4 ������ �� ���	�
� �� ���� �
�� ��� � ���	�
� ����� ���� ������� 
	���� t → ∞�

��� �	���� ������ 	�� ������ ����������

-����������� �� ������� α = 0.17� a = 1� b = 12� ξ = 50 � β = 2� ���������� � �������

�#$�� ������������� � � ������� �� �������� ��������� �� "����� #$%2 ���� 
�� ������ 
��

� ���'���� ω	������ � ������ ���� �� � �����(� ����� ���� ��)����$ 5� ���������� � ����� ��

��������� α ���� 0.5� � ������� � �����(� �������� �� "����� #$%2 � �� 
�� ������ 
��

� ���'���� ω	������ �� �����(� � ��� 6� ��� ����6���� ���7���$
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������ 	
��
 ������� �� ��	� �� 	
	���� �
��� ��� ��� α = 0.17� a = 1� b = 12� ξ = 50 � β = 2

��� � ��� α = 0.5� a = 1� b = 12� ξ = 50 � β = 2� 
��
����� � ��
	����
� �� ��� ���
�� ���
��
��

�	����� ���������� � �
�����

�� ������� �� ��
 ���� �� ������� ������ ��������� ���� ���� � ������ ��� ��

� ��!"���� "�������� �� ��� �#���� ��� $����� %���$���� �������"��� ��� ���� %�"�� ��

�����&���� �"��� �� (0, 0, z) %��� |z| < 1 "� �����"�� ��"����
 %��� ���� −1 < z < 1

�#���� ��� ����'(� ������%�"��"�� ��� ��� (0, 0, z) ���� ��")�"�� α*������ � ��� $�����

%���$���� ���� ��")�"�� ω*������
 +��� � %���& ��  �� "� ������ 	
�, -�./ ��� ������

�%�"�� �� $������ %���$�����/ ���"�� ���� %�$#��� �  ���� �� z ���� �� z = ±1/ ��"�� � �

��%������ ��� $������ %���$����� �������"���� � (0, 0, z)
 0��� �����/ �� $������ %���$�����

�(� ���������� ��� ����'(� � ������ � � �� ����� ��%������ ���� �������"��� � z = 0/ ����

�/ �� %�"�� �� �����&���� (0, 0, 0)
 0 ������ 	
�, -�. ������ ���� %��%������� �������"��/

������ %��� ��� ����� ��� � �1���� �� �����"��"������ �� ������� -	
2. "�� %��"�� z = ±1

� � ��")�"�� �� %��"�� �" ����"��� ��� ��"��� �� ����'3�� -��"1���� � 4������ ,.


����� ���� 	 
��� 
������� 	 ����

���� ���� 	
�� � 
��� ������
� � 	
��
 5� ���� -6. �� 4������ 7/ �"�� a < β/α < b

� Δ < 0 %��� |z| < 1 � Δ > 0 � D < 0 %��� |z| > 1/ �� ���� ������ �(� ����� �

��� ��"��� �%����� %��� |z| > 1 � ���%��#�� ��")������ ��� %���� ���� %����� � %���

|z| < 1
 +��� %�"�� �� �����&���� (0, 0, z) ��� |z| < 1 � � ��")�"�� α*������ �� ���

����'(� ������%�"��"�� ��� %��� ��� ���� ��")�"�� ω*������ ��� $����� %���$����/ ��

����� ��������&"��� �� %��� ��"��� �� �"�"���/ ���� %������ ����� �� "� ������ 	
�	


5� ������ 	
�	 -�./ ��"��������� � ��")�"�� ω*������ �� ����'(� �������� �����  �8��/ �

����'(� ��"�� %��� �"�"���
 5���� ���� "(� �#���� $����� ��������&"��� � "�� ����� ������/

%��� � ����'(� ��� ����'� ����� �  �������� �"��� �� �� ���� �� z > 1/ ��%��� �� ���� �����

� 8�"� ��"����/ �"���� "� 8�"� �#���"� z < −1 � ��"���"�� � ����/ ��"�� �� �"�"���
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���� ����� �
� α = 0.5� a = 1� b = 12� ξ = 50 � β = 2
��������
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������ �� �	����
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 �
�����
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�
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�� ��!�	�

 (0, 0, z) �
� |z| < 1�


� ������ �	
� ��� ������������ ��� � �������� ω������� �� ������� ��������������

�� ����� ���� (0, 0, z) ��� |z| < 1 ! �� ����� "������� ����# �������� �� ������ �	
� ���

� ������� ����������� ����� � ��� $����� ����$����	 %��� ���� ���� ��� ��������� ��

��������� �� &��������� 
' �� (�� ���� � �)�� ������� �	*' � �	*
�# �������� �� +,- ����

�������� �������� ��� ������ �� �����# ��� ��.� /����	

��� ��� ���

������ �	
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�
#
 �� 

� #$
 �
 ��
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�
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 � � �$
 '� ��� �	���� ��	������
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 '���	
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�
���	���
 � � � 

� #$
 ����� �  � ����
 '���	
��!���
� ���

&
�
���	���
 � � ���
��  � ����
 ������ �
������

0����)���� � ������� �������������# ������� �����)�� �� ������ �	
, ��� �� �����1��

����������� ������������� ������� ��� ������ � ��� �� ������)�# ��� ���� ��� �������

���� �����	 (�� �� )������ ��� ���2������ α = 0.32# a = 0.02# b = 2# ξ = 0.2 � β = 0.2
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� ��	  �����
 ��������!����
� "
���� α = 0.35 � 
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��� ���������� ������ � 

���	����

�� 
	 ����� ��������!���� � � 
��
��� #
� ��	 ��	� ���$
��� α%��	��� � �#
��!���� �� &���

������� ����� � �
�� ����� ��������!����� '
�� 
��
��� ( 
�	���� � ��
����� �� �)�	����

��*� �� +����
���� �,� +�� ��

� �� ������
������ �� �������	�
 � ���-	���� α ���� 0.38
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 ��.
 &���
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 ��� ��� ������ ���� � ����� �� �#
��!����� 1 ��� �

� #
� ��
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��� 	�
����� �� ���
�� ���6 ��� � ��������� �
����� 
� �5�
�� �� ����� �� �#
��!����

� ���	����� � ��������� ��
������

��� ��� ���

���
�� ���67 ������� ���	
��
 �� �
�� ��� ��� �� �

����
�� �
� α = 0.32� a = 0.02� b = 2�
ξ = 0.2 � β = 0.2 � ����� [−20, 180]� ���� ������
����� ��� �� ��� �
���
 ��
�����
 � ���
�
���
 ����
�������
 ��� α = 0.35� a = 0.02� b = 2� ξ = 0.2 � β = 0.2 � ����� [−20, 180]� ����

 ������� �����
 
 ���������
 �� ��
 ����
 �
���
 ����
�������
� ��� α = 0.38� a = 0.02� b = 2�
ξ = 0.2 � β = 0.2 � ����� [−20, 180]� ���� �� � ������
� ���	
��
� �� !�� ������ �� ����� ������

���� ���

3� ���
�� ���8 ����%
� ��� �����
 �  ����� ���� ���� �� 
��
��� 	�
����� �� ���
��

���6 ���� 3� ���
�� ���8 ��� 	�
���	�
 � ���)�� �� ���������� z(t) �� 
��
��� ���� ����

������ � ��	�� t� 3� ��

��� � 
��
��� ����� �� �#
��!���� �� �� 5
�
��� ����� ���� �

 ����� ���� ����� � #
� )�� ����� ��
�� )�
���

9� 	�
	� 5��	� #
� �� ��
� �#�� �� ����.����
 �
	(����
 �� #
� �2�
�� 
	�  �����

���� ���� ����������� ��	 ���� ����� �� �#
��!���� ��
����� (0, 0, z) ���� |z| < 1� ��	�

����	�
 ����)��� �� ���
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 ��	�����4�
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 ����� ���	
�� �	
����� �� �����
� ����� ��
 �� ����
����� α = 0.38� a = 0.02�

b = 2� ξ = 0.2 � β = 0.2 � ��
�� [40, 80]�

��� ���

������ 	
��
 ���	
�� �	
����� �� �����
� ����� ��
 �� ����
����� α = 0.8� a = 0.02� b = 2�

ξ = 0.2 � β = 0.2 � ��
�� [40, 80]� ��������� � ���������� �� ������� ���������� ���������� ���

��	�� ����� (0, 0, z) ��
 |z| < 1�

����� �� ��	
��
 � ���� ���	
��
 � �� ��	
��


���� ��� �	 
���
�� � ���� �����
�� � �	 
���
��
 �� ���� ��� �� ������� � �����

a < β/α < b � Δ < 0 ���� |z| < 1 � Δ > 0 � D > 0 ���� |z| > 1
 ����� ����� � ������� !�

��� �"���� # �� $���� �� ������ 	
% ���� �� ��&�� � '���"� ����� �� (������ ������� ��

���� �� ��� �"���� � � (0, 0, 1) # �����
 )����� ���� �� �*��"+����� �� ,��� ������� �!�

�-� ���.(��� � ��(��� � ���"��� !� ��� �"����� ������ � *�� # ���� ��� �� ������ 	
�%


���� *�� � �- ���.(�" �� ,��� ������� ����������� ���� ��� ��� �� ���� ����(������ ���

��-����� � "���� �� ���(�� ��-����� ��� ����(������ ��� � $���� �������� ������ 	
�%


/���� � ��"� !� *�� ����� ����� ,��� �������0� � ���� !� ������ ���(�� � ������� � ,���

������"� ����� *�� � ����� ������ �� ,��� ������� ��� z < −1
 )����� # ���(.(�" *��

������ ������ ��� -����� ����-����� ���� �������� �� ������ 	
�%���
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��������� ������������� � ������� �	
�� ���������� �� ������� ��� ���������� ����

����� α = 2.3� a = 1� b = 2� β = 3 � ξ = 6.1 ����������� ��� ������ � � ����� ������

���� ������� ��� �� ������ 	
�� ���
 ��!���� ��� �����"� ���������� ��� ����������

���� � ������#$� ���%����� ��� % ������������ �&������ ��� ���� ��������� ������� ���

���������� �����'�!���� �� �����#(�� a < β/α < b � Δ < 0 ���� |z| < 1 � Δ > 0 �

D > 0 ���� |z| > 1� ����� ��� )�&��� ����)����
 *� ����� '���� ��� �� ���� ��� � �+��

����� ���&%� ������� �&������ ��� � ���� ��� )�&��� ����)���� ����������� ��� ����

�����,&��� �� !��� �������� ��� ������ 	
�� �&�
 *� '���� ���� ��� ����� -�� ������� ���

��� ���.����� �� ������ ��� ����%� �� ����#(��
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������ 	
��� ���	�
� �	������ �� ���� �
� ��� �� ���������� α = 2.3� a = 1� b = 2� β = 3
� ξ = 6.1� ��� ������ � �
��� ���� �� 	�� ������ ���������� ��� ������ � �
��� ���� �� �������

���������� ���������� ��� �!	��"����� �� #��� ��������
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	��������� �� ������� ��� ����� ��� � ��� �� ���	��� ��

����� ���� ��	
��
� � �
�� � ���� ��	
��
�

���� ��� ��	� 
���
��� � ���� � ��	� 
���
���� ����� ���� ����� a < β/α < b �

Δ > 0 � D < 0 
�	� |z| < 1 � Δ < 0 
�	� |z| > 1� ���� �� �������	��� ��� ����� � ��	���

�
� !���� ����"����# ������ � ����$
� ���	� �� ���� ����	�� � ����� % 
������� ���& �

����$
� �� ��� �� '�� � �����	�� �� ��	������ ���"��� �� ����� (����� ���		� � ���
�

�� ����$
� ��� ��� ���� ���)���� α*������ � �������	�� �� ���� � ��	�� ��� � ��	������

���"��� �� ����# � ����$
� �� ��	������ ����"��� �� ����# �� ���	�	 ��� ����� � ��	���#

�����	�� �� !���� ����"���� ���	 +���	� ,��- ����� �� ��	��	��� ����� ��� 
�	.���	��# �

����$
� ��� ��� �� ���� � ��	�� �� ���	�	 �� ���� ����	�� '�� � �����	�� �� ��	������

���"��� �� ����# ���� ������ � ����$
� ���	� �� ���� ����	�� �����	�� �� ��	������� ��

���� � 	���	�� � ���� � ��	��� ����� ����# � ��	������ ����"��� �� ����# �� ���	�	 ��

���� � ��	�� 
��� �����	��	 � ����$
� !�	���� 
��� !��� ����"��� � �� ���	 � ��	������

���"��� �� ����# ������ ���	�	 �� ���� ����	�� ���������� �����# ��	��� ���� /	�����

0�����������# !�	����� � 1'��	� ����2 ���� ����$���� �� +���	� ,��- ���� (����� ����

3����� ����$
� �
� �� ��� � ��	������ ���"��� �� ����# ��� ����
��0� � ����$
� !�	����
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�	 ����� �� �����	�� �� �������� /	�����
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�������*�� �� ����	�� ��� 
�	.���	�� ���� ����� α = 1.8# a = 5# b = 2# ξ = 25 �

β = 6 � �����	���� � ������� ����	��������# ��������� � ����$
� ����	��� �� +���	�
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 ��
� ��� ���� α!��
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� 	��������� �� ���� 	��	��� �	 ��	 � 
���	���	 	���
	� �� �	�� �� ���� �	������ " ��	
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ẋ = F (x)− y,

ẏ = g(x),
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F (x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
TEx+ (TE − TC), �� x ≤ −1,

TCx, �� − 1 < x < 1,

TEx− (TE − TC), �� x ≥ 1
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g(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
DEx+ (DE −DC), �� x ≤ −1,

DCx, �� − 1 < x < 1,

DEx− (DE −DC), �� x ≥ 1.
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�
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φ (α) =
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A

du = u(0, y4)− u(0, y0),
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φ1(α) =
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du.
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dt
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dx
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dt
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=
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y
dy

dx
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=
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g(x) + y

g(x)

F (x)− y

)
dx
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(−yg (x) + F (x) g (x) + yg (x)

F (x)− y
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F (x) g (x)

F (x)− y

)
dx.

"� ����� �	 A1 �	 ��

φ1(α) =

∫ x0

0
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F (x)− y
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