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RESUMO

Sejam K e L p-extensbes abelianas ndo ramificadas de condutores livres de
quadrados m e n, respectivamente, com p um primo impar. O objetivo principal deste
trabalho é o de apresentar a Forma Traco Integral Trm/@(xz), com x um inteiro de KI,
Nos casos em que m e n sao relativamente primos e nos casos em que 0 mdc(m,n) é
um inteiro primo. Se m = p;p, ...ps € a decomposicado prima de m e K* é o Corpo de
Género de K, também foi explicitada uma cadeia crescente de extensdes de corpos
Qc K, =KcK,c: - cK; =K < Q(,), de forma que para cada i=1,2,...,5-1, a
extensdo K;,,/K; € de grau p, ndo ramificada e é conhecido a expressédo da Forma

Traco Integral TrKi/Q(xZ), com x um inteiro de K;.

Palavras—chave: Corpos de Numeros. Reticulados Algébricos. Forma Traco Integral.

Corpo de Género.






ABSTRACT/ RESUMEN/ RESUME

Let K and L. be unramified abelian p-extensions of square-free conductors m and n,
respectively. The principal objective of this work is to present the integral trace form
TrM/Q(xZ), with x a integer in KL, in cases where m and n are relatively prime and in
cases where the mdc(m,n) is a positive prime integer. If m = p;p, ...ps is the prime
decomposition of m and K* is the genus field of K, also explained a ascending chain
of fields extesions Q c K; =K € K, € - € K, = K* € Q(&,,), so that for each
i=1,2,..., s-1, K;,,/K; is a unramified extesion of degree p and the expression of the

integral trace form TrKi/Q(xz), with x a integer in K;, is known.

Keywords/ Palabras-claves / Mots-clés: Number Fields. Algebraic Lattices. Integral

Trace Form. Genus Field.
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1 Introducao

Os reticulados (subgrupos aditivos discretos) no R™ tém sido bastante estudados
nos ultimos tempos, neste tema um assunto que tem se sobressaido em pesquisas € o de
quao denso é um empacotamento reticulado, ou seja, o estudo da proporcao do espago
R™ recoberto por um empacotamento de esferas de mesmo raio.

Seja K/Q uma extensao abeliana de grau n. Se M < Ok é um Z-médulo livre de
posto n, entao oy (M) é um reticulado algébrico de posto n, sendo ox 0 homomorfismo
canonico. Além disso, conforme Corolario 2.3.14, a densidade de centro do reticulado
ox (M) é dado por

B 27’2pn
7= (M)) = [ Dise () 7205 - M]
d
onee min{|og(z)|; € M,z # 0}
- ; ,
e

jow (@) = { 1

Tri(x?) se K é totalmente real;
B §T rr/o(2Z) se K é totalmente imagindrio,

sendo Trgq(27) uma forma quadrdtica, com x um inteiro algébrico de K sobre Q,
chamada de Forma Traco Integral de K. Se {wy, ws, ..., w,} é uma base integral de K,
com K um corpo totalmente real, essa forma quadratica é dada por

Trysq(e®) = ), aia; Trgg(wawy),

i,j=1

onde z = aqyw; + aywsy + - - - + apw, € Ok.

Dessa forma, é possivel estudar reticulados através de objetos algébricos, isto é,
se K/Q é uma extensao galoisiana de grau n e M < Ox é um Z-médulo livre de
posto n, podemos determinar um reticulado de posto n. Além disso, para conhecermos
sua densidade de centro, basta conhecermos o discriminante do corpo K (Disc(K)), o
indice do Z-médulo M em Ok ([Ok : M]) e no caso de K ser um corpo totalmente
real, o minimo da Forma Traco Integral restrita ao Z-médulo M. Sendo que destes
trés objetos, geralmente o mais complexo de se obter é a Forma Trago Integral e sua
minimizagao.

A motivagao deste trabalho é contribuir com um acréscimo ao realizado por Oli-
veira, E. L. em sua tese de doutorado, referéncia [7], na qual ele exibiu a Forma Trago
Integral de uma p-extensao abeliana nao ramificada e também a Forma Tracgo Integral
de um compdsito de p-extensoes abelianas nao ramificadas de condutores relativamente
primos e linearmente disjuntos. Nos propomos estudar a Forma Traco Integral de um
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14 Introducao

compésito, de grau p?, de p-extensdes abelianas nao ramificadas de condutor cheio,
exigindo a existéncia de dois subcorpos de grau p e condutores coprimos. Também
estudamos a Forma Traco Integral de um compdsito, de grau p?, de p-extensoes abelia-
nas nao ramificadas de condutores my e ma, respectivamente, com mdc(my, ms) = py,
sendo pr um nimero primo.

Outras teses de doutorado também contribuiram com o estudo da Forma Trago Inte-
gral e vale ser ressaltado aqui: Em [3], Chagas, A. C., descreveu a Forma Trago Integral
de uma p-extensao abeliana ramificada de condutor n = p?q, onde ¢ = 1(mod p) e ¢
é primo. Ja em [1], Araujo, R. R., estendeu esse feito, obtendo a expressao da Forma
Traco Integral de p-extensoes abelianas ramificadas de condutores n = p?pips . .. ps,
sendo p; = 1(mod p) e p1,p2, ..., ps primos distintos. Por fim, Moro, E. M., propds em
[6] a obtengao da Forma Trago Integral para compésitos KIL de grau pg, com K e L p
e g-extensoes abelianas nao ramificadas, respectivamente, com p # q.

O primeiro capitulo deste trabalho esté reservado para os conceitos necessarios para
o amplo entendimento dos resultados aqui expostos. Ele é basicamente composto de
resultados mais elementares conhecidos da Teoria de Galois, da Teoria Algébrica dos
Numeros e também de Reticulados Algébricos.

No Capitulo 3 detalhamos resultados ja obtidos em outros trabalhos (teses de dou-
torado) sobre o tema: Forma Trago Integral de p-extensdes abelianas (ramificadas e
nao ramificadas) e o compdsito de p e ¢ extensoes abelianas nao ramificadas. Uma
contribuicao nossa para este capitulo, foi desenvolver uma maneira “adequada” e na-
tural de obter a Forma Traco Integral do Corpo de Género K* de uma p-extensao
abeliana nao ramificada K de condutor n = p1ps...ps, livre de quadrados. Para isso
foi apresentado um algoritmo para expressar o composito KK K, ...K, na forma de
um composito do tipo MK K, . .. K, sendo M uma p-extensao abeliana nao ramificada
com m, pi, Pa, - - -, Py coprimos entre em si, onde m = cond(M) e p; = cond(K;), para
1 <@ < wu. Em [7] foi apresentado uma expressao para a Forma Trago Integral para
um compoésito do tipo MK K, ... K,.

Em [7], Oliveira, E. L. determinou a Forma Traco Integral de um compésito de p-
extensoes abelianas nao ramificadas de condutores coprimos na respectiva base normal
integral. Em particular, para o caso de duas p-extensoes abelianas nao ramificadas K,,,
e K,,,, de condutores coprimos e livre de quadrados m; e mq, respectivamente, tomando
n = myme, temos que o compédsito K,,, K,,, possui p—1 subcorpos de grau p e condutor
n, conforme 3.1.5. O Capitulo 4 deste trabalho esta dividido em quatro segoes, onde
nas duas primeiras é proposto o estudo da Forma Trago Integral dos compdsitos de
p-extensoes abelianas nao ramificadas Ly Ly, com L4, Ly < K, K,,,, ambos de condutor
n, na respectiva base normal integral enquanto que nas duas ultimas secoes, buscamos
contribuir com o estudo da Forma Trago Integral de um compdésito de duas p-extensoes
abelianas nao ramificadas, mas agora considerando o caso em que os condutores nao
sejam coprimos. Mais especificamente, sendo K,,, e K,,, p-extensoes abelianas nao
ramificadas de condutores m; e my, respectivamente, com mdc(my, mg) = py, sendo
pr um numero primo diferente de m; e my. Os resultados mais relevantes das duas
primeiras se¢oes sdo: a Proposigao 4.1.5, que relaciona geradores dos grupos Gal(LL;/Q)
e Gal(L,/Q) a uma poténcia f e o Teorema 4.2.4 o qual expressa a forma traco integral
canonica. Ja nas secoes finais, tem énfase o Teorema 4.4.4, o qual expoe a expressao da
Forma Traco Integral do compésito K,,,,K,,,. A fim de deixar este capitulo mais leve,
alguns resultados foram colocadas no Apéndice 7?7, o qual serd necessédrio apenas para
a total compressao e veracidade dos resultados.
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Por fim, no Capitulo 5 é apresentado algumas perspectivas de estudos a serem
realizadas a partir dos resultados obtidos neste trabalho.






2 Conceitos Preliminares

Neste capitulo trataremos de topicos fundamentais para a compreensao deste tra-
balho, tais topicos serao divididos em 3 grandes vertentes, sendo elas: Teoria de Galois,
Teoria Algébrica dos Nimeros e conceitos de reticulados.

A primeira secao, que aborda assuntos da Teoria de Galois, tem seu foco principal
no Teorema da Correspondéncia de Galois, Teorema 2.1.9.

Na sequéncia, dividimos a se¢ao de Teoria Algébrica dos Numeros em trés subsecoes,
onde o primeiro refere-se a médulos e elementos inteiros algébricos, o segundo tras os
conceitos de norma, traco e discriminante de Corpos de Numeros e alguns resultados
relacionados e por fim, a ultima subsecao € reservada para tratar sobre a decomposicao
de ideais.

Na ultima secao deste capitulo é abordado o conceito de reticulados e alguns resul-
tados. A motivacao central dessa secao é fazermos uma identificacao dos Z-maédulos
livres de posto finito n em um Corpo de Numeros K com reticulados em R™, através
do mergulho de Minkowski.

A prova dos resultados deste capitulo serao omitidas, contudo, inserimos as refe-
réncias utilizadas.

2.1 Teoria de Galois

Esta secao estara voltada para uma abordagem simples e direta sobre a Teoria de
Galois que serd util no decorrer do trabalho. As referéncias principais utilizadas sao os
livros: Galois Theory de Ian Stewart, [15] e Classical Theory of Algebraic Numbers,
[13]. Estaremos sempre considerando subcorpos de C.

Definicao 2.1.1. Dizemos que um corpo I € uma extensao de um corpo K se K ©
L. Naturalmente, 1L pode ser identificado como um K-espaco vetorial e a dimensao
dimgl = |[L : K] € chamada de grau da extensdao de L. sobre K. Denotamos tal
extensao por L/K.

Qualquer extensao de corpos finita de Q é chamada de corpo de nimeros algé-
bricos, ou simplesmente, corpo de nimeros. Além disso, dado um nimero primo p,
chamaremos qualquer extensao IL/Q de grau p de p-extensao.

Exemplo 2.1.2. Dado a = /3, temos que o polindmio minimal de o sobre Q é p, () =

22 — 3, logo [Q[v3] : Q] = d(palx)) = 2 e portanto, Q[v/3] = {a + bv/3; a,be Q} ¢

uma 2-extensao.

Exemplo 2.1.3. Considerando 3 = /2, segue que pg(z) = 2 —2 é o polindmio minimal
de 3 sobre Q e assim Q[v/2] = {a + bv/2 + cv/4; a,b,c € Q} é uma 3-extensio.

17



18 Conceitos Preliminares

O teorema a seguir é conhecido como o Teorema da Multiplicidade dos Graus, ou
ainda, como a lei das torres.

Teorema 2.1.4. ([15], pdg.68) (A Lei das Torres) Sejam K <€ M < 1L corpos. Entdo a
extensao IL/K € finita se, e somente se, as extensoes L/M e M/K sao finitas. Neste

caso, [L : K] = [L : M].[M : K].

Sejam L/K uma extensao e Aut(L) = {0 : L — L; o ¢é isomorfismo de anéis} o
grupo dos automorfismos de .. O conjunto

Gal(L/K) = {o € Aut(L); o(z) =z, Vx e K}
é um subgrupo de Aut(L), chamado de grupo de Galois de L sobre K.

Proposicao 2.1.5 ([15] pdg 128). Se L/K € uma extensao finita de graun e F é um corpo
algebricamente fechado contendo K, entao existem exatamente n K-monomorfismos
distintos de . em F.

Estabelecido o conceito de grupo de Galois de uma extensao de corpos L/K, pode-
mos definir o que é uma extensao galoisiana, como segue:

Defini¢ao 2.1.6. Uma extensao finita de corpos L/K € dita ser de Galois ou galoisi-
ana se [L : K] = o(Gal(L/K)). Nesse caso, se Gal(L/K) € abeliano (ciclico) dizemos
que L/K € uma extensdio abeliana (ciclica).

Um Corpo de Numeros K de grau finito n com grupo de Galois Gal(K/Q) abeliano
é dito ser uma extensao abeliana absoluta, vide [18] pagina 316. Dessa forma, sempre
que considerarmos p-extensoes abelianas, estaremos tratando de extensoes abelianas
absolutas.

Exemplo 2.1.7. Dado um primo ¢, temos que Q[,/q] ¢ uma 2-extensao abeliana.

De fato, note que [Q[,/q] : Q] = 2, uma vez que o polinémio minimal de /g sobre
Q é pg(x) = 2> —q. Se 0 € Gal(Q[\/q]/Q), dado = = a + b\/g € Q[,/q], temos que
o(z) = o(a) + a(b)o(\/q) = a + bo(y/q). Além disso, 0(,/q)* = o(\/q*) = o(q) = q,
ou seja, o(y/q) = +,/q. Dessa forma, Gal(Q[,/q]/Q) = {01, 02}, onde o, é a aplicacao
identidade (07 : /g — /q) € 02 : \/g — —,/q ¢ a aplicacdo conjugacao. Portanto,
Q[y/q] é uma 2-extensao abeliana.

Exemplo 2.1.8. Q[+/2] ¢ uma 3-extensdo, porém nao é uma extensido de Galois. Basta

observar que dado o € Gal(Q[v/2]/Q), temos que o(v/2) = v/2w* para k = 0,1,2, onde
w=e5 . Além disso, o € Aut(Q[¥/2]), logo o(¥/2) = ¥/2, ou seja, Gal(Q[¥2]/Q) ¢ o

grupo trivial.
O proéximo resultado é o mais importante dessa secao.

Teorema 2.1.9 ([15], pdg.133) (Teorema da Correspondéncia de Galois). Seja L/K uma
extensao galoisiana.

(i) Se H é um subgrupo de G = Gal(L/K), entao existe um wunico corpo M tal que
KeMcL eH= Ga(lL/M). Nesse caso, M € dito o corpo fizo de H.

(ii)) Se K € M < L, entao L/M € galoisiana e Gal(L/M) € o nico subgrupo de
Gal(L/K) que satisfaz

o( Gal(L/K))

[M: K] = o( Gal(L/M))’
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L
H=Gal(L/M)
M | G=Gal(L/K)

K

Figura 2.1: Correspondéncia de Galois.
Fonte: Proéprio autor.

(iti)) Se K € M < L, entao M/K € galoisiana se, e somente se, Gal(L/M) é um
subgrupo normal de Gal(L/K). Nesse caso,

Gal(M/K) ~ m.

Observagao 2.1.10. O teorema anterior foi reescrito de uma forma mais adequada para
a utilizagao neste trabalho.

Sejam K uma extensao de K, com L e " subcorpos de K contendo K. O compésito
de L e I em K é o menor subcorpo de K contendo IL e I.”. Denotamos tal corpo por
LL'.

K
LI/
L \ L'
LnL
K
Figura 2.2: Compdsito de dois corpos.
Fonte: Proéprio autor.
O proximo resultado nos fornecera uma forma de verificar se um compdésito de

corpos € galoisiano.

Proposicao 2.1.11. (/15], pag.17) Sejam L/K e L'/K extensoes finitas de corpos, com
L/K uma extensao de Galois. Entao o compdsito LL é uma extensao de Galois sobre
L' e Gal(LL'/I') = Gal(L/LAL"). Em particular, se L/LAL" e L'/LnL' sao extensées
de Galois, entao LL' /L n 1" € uma extensao de Galois, com

Gal(LL'/L nL') = Gal(L/L n L") x Gal('/L. n ).

Exemplo 2.1.12. Pelo exemplo 2.1.7, temos que L = Q[v2] e L' = Q[+/3] sdo 2-
extensdes abelianas. Uma vez que 2% —3 é irredutivel sobre L, segue que [L[v/3] : L] = 2
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e pelo Teorema 2.1.4, temos que Q[v/2,v/3] : Q] = [L[v3] : L][L : Q] = 2.2 = 4. Por
outro lado, . # L', assim [LL' : L] > 2, ou ainda, [LL' : Q] > 4. Além disso,
como LI/ € Q[v/2,v3], segue que LL' = Q[v/2,v3]. Logo, Q[v2,V3]/(L L") =
Q[v2,v3]/Q ¢ de Galois com

Gal(Q[V2,v3]/Q) = Gal(Q[v2]/Q) x Gal(Q[v3]/Q).

Seja m um inteiro positivo, o corpo Q(¢,), onde ¢, = e%, é chamado de n-ésimo
corpo ciclotomico. Conforme [16], pdgina 11, o grau da extensao Q((,)/Q é dada pela
fungao de Euler ¢(n), isto é, [Q((,) : Q] = o(n) = #{t € {1,2,...,n}; mdc(t,n) =1} e
Gal(Q(¢,/Q)) ~ Z=. E f4cil ver que, se p é um niimero primo, entao o(p") = (p—1)p" 1,
e se mdc(a, b) = 1, entao ¢(ab) = ¢(a)p(b).

O conjunto {1,¢,,¢?,...,¢¢™=11 é uma base de Q(¢,) sobre Q. Os elementos ¢J
tais que 1 < j < n e mde(j,n) = 1 sdo chamados de raizes n-ésimas primitivas da
unidade, e vale Q(¢,) = Q(¢Y).

O polinémio minimal de ¢, sobre Q serd denotado por ¢,(x). Para um inteiro primo

p, tem-se que
z? —1 —1 -2
qbp(:r):w_l::rp +aP P+t a4 L

De modo geral, vale

dn(z) = [[alx) = [] @@-¢).
dln

1<j<n

mdc(j,n)=1

Estes resultados também podem ser encontrados em [8], a partir da pagina 12.
Por fim, enunciaremos o Teorema de Kronecker-Weber, um teorema classico na
teoria de extensoes de corpos.

Teorema 2.1.13. ([13], pag. 275) (Teorema de Kronecker-Weber) Se K é um Corpo de
Numeros abeliano, entao eziste um inteiro positivo n tal que K < Q((,)-

O menor inteiro positivo n tal que K € Q((,), é definido como o condutor de K e
denotado por cond(K).

ngemplo 2.1.14. Note que Q(v2) < Q(&) e Q(v2) & Q((y), logo cond(Q(v/2)) = 8 =
2°.

2.2 Teoria Algébrica dos Ntuimeros

Colocaremos nessa secao algumas defini¢oes e resultados da Teoria Algébrica dos
Numeros os quais acreditamos serem importantes no intuito de inserir o leitor no con-
teudo estudado nos capitulos centrais deste trabalho. As principais referéncias utiliza-
das nesta secao sao [8] e [13].

2.2.1 Modulos e Elementos Inteiros Algébricos

Nesta parte apresentaremos os conceitos de médulos e submodulos, além de algu-
mas propriedades e resultados relacionados. Consideraremos sempre A como um anel
comutativo com unidade.
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Definigao 2.2.1. Um A-modulo M ¢é um grupo abeliano aditivo M, munido de uma
aplicagio A x M — M, definida por (a,m) — am, tal que para quaisquer a,b € A e
x,y e M, tem-se:

1. a(x +y) = ax + ay;
2. (a+b)x = ax + bx;
3. (ab)x = a(bx);

4. lx = x.

Observe que um anel A por ser visto como um A-médulo e todo espaco vetorial V'
sobre um corpo K é um K-mddulo.

Defini¢ao 2.2.2. Seja M um A-mddulo. Um subconjunto ndo vazio N < M ¢é um
A-submédulo de M se N é um subgrupo de (M, +) e an € N para todo a € A e
neN.

Em particular, N/ é por si s6 um A-mdédulo.

Defini¢ao 2.2.3. Sejam M um A-mddulo e {xq1,xs,...,2,} S M.

i) Dizemos que {x1,2s,...,x,} € um conjunto gerador de M se todo elemento x € M
pode ser expresso na forma x = a1r1+asxa+- - +a,x,, coma; € A, parai=1,2,... n.

ii) O conjunto {x1,xs,...,x,} € dito ser linearmente independente se a unica so-
lugdo da equacao 0 = ayxy + asxs + -+ + apx,, coma; € A, parai=1,2,...,n, fora
solugao nula, isto é, a1 = ay = -+ =a, = 0.

Se {x1,xa,...,2,} € um conjunto gerador de M, entao M ¢ dito ser finitamente
gerado. Se além disso {xy,xa,...,x,} for um conjunto linearmente independente,
dizemos que {x1,x2,...,T,} € uma base de M e que M é um A-mddulo livre. Neste
caso, a cardinalidade do conjunto {xi,xs,...,x,} € chamada de posto do A-mddulo

M.

O proximo resultado relaciona o posto de um A-médulo M com o posto de seus
A-submodulos.

Teorema 2.2.4 ([13], pag 113 e 115). Sejam A um anel principal, M um A-mddulo
livre de posto n e N' um A-submddulo de M. FEntdio,

i) N € livre de posto q, com 0 < g < n.

ii) Se N # {0}, existe uma base {e1, ea, ..., e,} de M e elementos nao nulos ay, as, . .., a,
em A, tais que {aie1,azes, ..., a,e,} € uma base de N, de modo que a; divide a1, para
1<i<q-1.

Sejam A < B anéis. Um elemento « € B ¢é dito ser um elemento inteiro algébrico
(ou simplesmente um elemento inteiro) sobre A se existir algum polinémio moénico nao
nulo f(x) € Alz], tal que f(a) = 0, ou seja, se existirem ag, ay, ..., a,_1 € A tais que,

1

" +ap1a" 4+ +aa+ag = 0.

Exemplo 2.2.5. O elemento 1 — i € Z[i] = {a + bi; a,b € Z} é inteiro sobre Z, pois é
raiz do polinomio f(z) = 2? — 2z + 2 € Z[z].
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Definigao 2.2.6. Sejam A < B anéis. O conjunto
Op(A) ={a € B; a é um inteiro algébrico sobre A}

¢ chamado de fecho integral de A em B. Se A é um dominio de integracao e B é
o seu corpo de fragoes, o conjunto Og(A) € chamado de fecho integral de A.

Exemplo 2.2.7. O elemento 1/2 nao é inteiro sobre Z, logo Z[1/2] nao é inteiro sobre
Z.

Se K ¢ um Corpo de Numeros, o conjunto Og(Z) é chamado de anel de inteiros ¢
serd denotado simplesmente por Og.

A referéncia [13] traz uma secao inteira abordando resultados para os corpos (de
nimeros) quadraticos e seus respectivos anéis de inteiro, em especial temos que:

Teorema 2.2.8 ([13], pag. 98). Seja K = Q(+v/d), com d um inteiro livre de quadrados.
1. Sed=2 (mod 4) oud=3 (mod4), entio {1,vd} ¢ uma Z-base de Ok.
2. Sed=1 (mod 4), entao {1, 1+2*/3} ¢ uma Z-base de Ok.

Exemplo 2.2.9. Temos que Og, 5 = Z[\?] e Ogpva) = Z[V3].

Teorema 2.2.10 ([13], pag 115). Sejam A um anel principal, K seu corpo de fragies e
L uma extensao finita de grau n sobre K. Nessas condigoes,

i) OL(A) é um A-mddulo livre de posto n.

ii) Se a é um ideal nao nulo de OL(A), entao a é um A-mddulo livre de posto n.

Se K é um Corpo de Nimeros de grau n, segue pelo teorema anterior que Ok é um
Z-médulo livre de posto n. Nesse caso, uma Z-base de Ok é dita ser uma base integral
de K.

Teorema 2.2.11 ([16], pag 11). O conjunto {1,Cy, ..., (™1} ¢ uma base integral de
Q(Cn), cujo anel de inteiros € Ogc,y = Z[C)-

Uma familia bastante estudada em Teoria Algébrica dos Ntumeros é a colegao dos n
distintos K-monomorfismos de L sobre um fecho algébrico, onde /K é uma extensao
finita de corpos de grau n. Para este estudo iniciamos com o Lema de Dedekind.

Teorema 2.2.12 ([13], pdg 20) (Lema de Dedekind). Sejam L/K uma extensio de cor-
pos finita de graun e oy,09,...,0, 0s K-monomorfismos distintos de I sobre um corpo
algebricamente fechado F contendo K. Entao, {01,09,...,0,} € linearmente indepen-
dente sobre F.

Defini¢ao 2.2.13. Seja K/Q uma extensdo galoisiana finita, com

Gal(K/Q) = {o1,09,...,0,}.

Se existir a € Ok tal que {o1(a), 09(a), ..., 0n()} € uma base integral de K, entdo ela
¢ dita ser uma base normal integral de K. O elemento o € chamado de gerador
dessa base.

Na préxima subsegao iremos exibir uma base normal integral associadas a Corpo
de Numeros de condutores impares livres de quadrados.
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2.2.2 Trago, Norma e Discriminante

Nesta parte introduziremos os conceitos de trago e norma de um elemento e de
discriminante de um conjunto de uma extensao finita L/K de grau n, além de alguns
resultados relacionados.

Sejam LL/K uma extensao finita de grau n e o0y,09,...,0, os K-monomorfismos
distintos de . em um corpo algebricamente fechado F contendo K.

Defini¢ao 2.2.14. Seja o € L. Definimos o trago e a norma de o na extensio L/K,
como sendo respectivamente

Tk (o) = anai(oz) e Nyx(a) = ﬁ oi(@)

Sejam K € IL corpos, a € K e a, § € L, conforme [14] pagina 36, valem as seguintes
propriedades:

o Trpx(a+ B) = Trom(a) + Trow(8);
o Tryje(aa) = a.Try(a):

o Tryx(a) = [L: Kl.g;

o Nijx(eB) = Nyjx(a). Ny (8);

o Nyk(a) = al“¥l,

Além disso, se Ml é um corpo tal que K € L. € M e v € M, entao:

° TrM/K(v) = TTL/K(TYM/L(V))§
° TI'M/K(OC) = [M : ]L]TI']L/K(OC),

o Nk (7) = Nog(Naw(7));

® NM/K(Oé) = NL/K(OZ)[M:L].

Proposigao 2.2.15 ([14], pag 36). Se K é um Corpo de Nimeros, L. uma extensdio
finita de grau n de K, o € L e ay,s,...,q, as raizes do polinomio minimal de o
sobre K, cada uma repetida [L : K[o]] vezes, entao Trix(o) = o + o+ -+ ap e
Nk (a) = aras ... on,.

I o

Exemplo 2.2.16. Considere o corpo K = Q[v2,v/3]. Logo [K : Q[v6]] = 2
ming(v/6) = (z — v6)(z + v/6), assim pela Proposigao 2.2.15, segue que Trx/g(1/6)
V6 + /6 + (=v/6) + (=/6) = 0 e Nigjg(v/6) = v6/6(—v/6)(=+/6) = 36.

A proposicao a seguir nos fornece a informacao de que a norma e o traco de um
elemento inteiro é ainda inteiro com relagao a qualquer subcorpo.

Proposicao 2.2.17 ([14], pag 38). Se K é um Corpo de Numeros, . uma extensdo finita
de graun de K, a € O, entao Trix(a) e Nyk(a) sao elementos de Ok.

Se I e Ml sao extensoes galoisianas de um corpo K e a € L, pela Proposicao 2.1.11,
temos que Trpmmi(a) = Tryk(a), com isso podemos enunciar o seguinte lema:
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Lema 2.2.18. Sejam a e b inteiros com mdc(a,b) = 1. Sen = a.b, entao

Troe.)e(Cn) = Trowe.)e(C) Trowe) o(G)-

Demonstrag¢ao. Desde que mdc(a,b) = 1, existem r, s € Z tais que ar + bs = 1. Assim,

o =Can ™ =G Cap = G G-

Além disso, mdc(a,s) = mde(b,r) = 1, logo ¢ e (, sao conjugados e dessa forma
possuem o mesmo traco. Da mesma forma, ¢j e ¢, sao conjugados, logo Trg(c,)0(¢)) =
Troe,) /o). Assim,

Troeye(én) = Trocye(Trec.)/ec.) ()
= Troeao(Troc.) e (G-G))
Troe.)e(6a) Trocae)/ac) ()
(
(

»w Qw

Troe.)/(C)- Trowe)e(C)
= Troe.)/o(Ca)- Troe)e()-

S}

]

O proximo teorema estabelece uma base normal integral para uma p-extensao abe-
liana nao ramificada a qual usaremos para expressar os resultados deste trabalho, sua
demonstragao pode ser encontrada em [7] (Teorema 1.3.4, pag. 30).

Teorema 2.2.19. Seja n um inteiro positivo impar livre de quadrados, K < Q(¢,) um
Corpo de Nimeros de grau r e Gal(K/Q) = {6,,6,,...,0,}, entdo

{91(75), 92@)’ s 79T(t)}
¢ uma base normal integral de K, cujo gerador é t = Tro,)/x(Cn)-

Além disso, temos que:

Proposigao 2.2.20 ([7], pag 29). Seja n um inteiro positivo impar livre de quadrados,
K < Q(¢,) um Corpo de Nimeros e t = Tro,)x(Cn), entdo K = Q(t).

Iremos agora introduzir o conceito de discriminante de uma extensao de corpos
finita. Dada uma n-upla (ay, g, ..., a,) de elementos de L, definimos o discriminante
em L/K dessa n-upla por

Discp/k(aq, o, . . ., o) = det(Tryk (cuoy)).

Proposigao 2.2.21 ([14], pag 39). Se 01,09, ...,0, sio os K-monomorfismos de I em
um corpo algebricamente fechado F contendo K, entdo

Discpx (o, ag, ... ap) = [det(o; ()]

Proposigao 2.2.22 ([14], pdg 38). Seja (f1, B2, .- ., Bn) uma n-upla de elementos em L,
tais que B; = > aijaq, com a;; € K, para j =1,2,...,n. Entao

DiSCL/K(ﬁl, ﬁg, e ;5n) = [det(aij)]zDiscL/K(al, A9, . .. ,Oén).
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Pelas Proposicoes 2.2.22 e 2.2.17, se {aq,as,...,a,} é uma base integral de um
corpo de nimeros K de grau n, entao {1, s, ..., 3,} também serd uma base integral
de K se, e somente se,

DiSCK/Q(Oq, Oo, ... ,an) = DiSCK/Q(ﬁl, /82, e ,Bn)
Com iSSO, podemos enunciar:

Definigao 2.2.23. Seja K um corpo de nimeros. O discriminante na extensao K/Q, de

qualquer base integral de K, € chamado de discrimante do corpo K, e denotado por
Disc(K).

Podemos determinar a norma do discriminante de um corpo de niimeros K conhe-
cendo apenas o seu condutor e o seu grau, conforme o teorema a seguir:

Teorema 2.2.24 ([10], pag 38). Seja m = Hle pit e K um corpo de nimeros abeliano
de condutor m. Entao,

K@)

| Disc(K)| =

Como consequéncia obtemos:

Proposicao 2.2.25. Seja K um corpo de numeros abeliano de grau primo p e condutor
m. Entao,
| Disc(K)| = mP .

Exemplo 2.2.26. Dados nimeros primos p e ¢, de forma que ¢ = 1( mod p), é visto em
[5] que exite um tnico subcorpo L, € Q(¢,), com [L, : Q] = p. Dessa forma,

Disc(Ly)] = ¢ .

Sejam K e IL corpos de nimeros de grau n e m, respectivamente. Dizemos que
K e L sao disjuntos quando [KL : Q] = nm. Quando K e L sao disjuntos e seus
discriminantes relativamente primos, eles sao ditos ser linearmente disjuntos. Se K/Q
e L/Q sao extensoes galoisianas, segue pelo Teorema 2.1.9 que K e LL sdo disjuntos se,
e somente se, KN L = Q.

Proposigao 2.2.27 ([9], pag 68). Se K e L sao corpos de niimeros linearmente disjuntos,
de graus n e m, respectivamente, entao

Z) OKL:OKOL.
ii) Disc(KILL) =Disc(K)™ Disc(IL)™.
Se K é um corpo de nimeros de grau n e M < Ok é um Z-mdédulo livre de

posto também n, chamamos de norma de M a cardinalidade do quociente %, a qual
serd denotada por [Ox : M]. Se a é um ideal de Ok, denotaremos tal norma por

N(Cl) = [OK . Cl].
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2.2.3 A Decomposicao de Ideais Primos

Seja K um Corpo de Nimeros e L. uma extensao finita de grau n de K. Se p é um
ideal primo nao nulo de Ok, entao o ideal pOy,, gerado por p em O, nao é em geral um
ideal primo em O, contudo veremos nesta parte algumas informagoes interessantes a
seu respeito. As referéncias utilizadas aqui sao: [8], [13] e [14]. Alguns enunciados aqui
descritos estao readequados de forma a abordar os casos estudados neste trabalho.

Teorema 2.2.28 ([14], pag. 71). O ideal pOy, € expresso de maneira inica na forma
pOL = BBy ... B,

onde B4, By, ..., B, sao os ideais primos nao nulos de Oy, satisfazendo Bi N Og = p,
para cada v =1,2,...,q.

Dizemos que um ideal primo B de O, esta acima de p se B; Ok = p. Sendo assim,
os ideias B4, Bo, ..., B, do teorema anterior sao justamente os ideias de O, que estao
acima de p. Os inteiros e; = e(B1/p),es = e(By/p),...,e, = e(B,/p) sdo chamados
de indice de ramificagao de 95,,°B,,...,B,, respectivamente. Quando ao menos um
dos indices de ramificagao e; é maior que 1, dizemos que p se ramifica, ou é ramificado
em L (ouem Q). Se p é o ideal de Ok gerado pelo nimero primo p, diremos que p se
ramifica em IL sempre que p for ramificado em L.

Além disso, conforme [8] pagina 64, se B é um ideal primo nao nulo de Oy, acima de

. O, - Ok OL Ok
p, entao B ¢ uma extensao de corpos de ? e seu grau, B D —
grau de inercia de B, o qual serd denotado por f = f(B/p).

Dizemos que L/K é uma extensao de corpos nao ramificada quando todos os ide-
ais primos de Ok sao nao ramificados em L. A extensdao abeliana maximal sobre K
(Gal(L/K) é um grupo abeliano) é chamada de Corpo de Classes de Hilbert de K, o
qual serd denotamos por H(K), conforme referéncia [8], pagina 232.

< n, é chamado

Teorema 2.2.29 ([14], pag. 71). (Igualdade Fundamental) Seja K um corpo de nimeros,
L/K uma extensao finita de grau n, p um ideal primo nao nulo de Ok e B1,Bs, ..., B,
os ideias de Or, acima de p. Entao,

q
Zeifi — [OL : OK] —n.
~ pOL P
No caso de extensoes galoisianas, podemos ainda destacar o seguinte teorema:

Teorema 2.2.30 ([8], pag. 71). Se K < L € uma extensao galoisiana de grau n de
corpos de numeros e p € um ideal primo nao nulo de Ok, entdo ey = ey = ... = ¢, €
fi=fo=...=f;, sendo By, By, ..., B, os ideais primos nao nulos de O, satisfazendo
BinOg=p, parai=1,2...,q.

Dessa forma, se K € IL é uma extensao galoisiana de grau n de corpos de niimeros,
denotando e = e; e f = f1, segue que a igualdade fundamental é dada por

efq=n.
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2.3 Reticulados

Nesta secao iremos definir reticulado n-dimensional e desenvolver alguns de seus
conceitos, relacionando posteriormente Z-moddulos livres de posto finito contidos em
corpos de nimeros com reticulados no R™. Essa identificagdo nos permite descrever
algumas propriedades do reticulado obtido, através das propriedades do corpo de nu-
meros que contém o respectivo Z-médulo. As principais referéncias utilizadas nesta
segao serao [14] e [17].

2.3.1 Reticulados no R"

Sejam A < R™ um subgrupo. Dizemos que A é um subgrupo discreto do R” se para
qualquer subconjunto compacto K < R"”, a intersecao K n A é finita. Um exemplo
tipico de subgrupo discreto de R" é o (Z", +).

Teorema 2.3.1 ([14], pdg. 53). Se A < R"™ € um subgrupo discreto, entdo A € um
Z-maodulo livre, gerado por m vetores linearmente independentes sobre R, com m < n.

Definicao 2.3.2. Um Z-mddulo livre contido em R™ é chamado de reticulado em
R™. Se {w;}, é um conjunto gerador de A, linearmente independente sobre R, entdo
dizemos que A é um reticulado m dimensional com base {w;}",, ou seja,

A= {i a;W;;, a; € Z} c R"™.

i=1

Consideramos, nesta secao, somente os reticulados no R" cuja base apresenta n
vetores, ou seja, os reticulados n-dimensionais no R”.

Se B = {w;}!~; é uma base de um reticulado n-dimensional A ¢ R", entao a matriz
M = (v;;), onde para cada ¢ = 1,2,...,n, w; = (w1, W2, . .., W) € R, é chamada de
matriz geradora do reticulado A. Assim, A = {aM; a € Z"}. O conjunto

PB = {Z)\ZU)Z, 0< )\z < 1}

i=1

é denominado regiao fundamental de A com relagdo a base B. O volume da regiao
fundamental Py é dado por

vol(Pp) = |det(M)].

Proposicao 2.3.3. Sejam B = {w;}!, uma base de A e {v;}1, < A um conjunto de
vetores linearmente independente sobre R, tais que v; = > | a;jw;, com a;; € Z.
Entao, {v;}1, € uma base de A se, e somente se, det(a;;) = £1.

Demonstragao. Basta ver que A = (a;;) é uma matriz mudanca de base se, e somente
se, A é invertivel, ou seja, detA = +1. O

A partir da Proposigao 2.3.3, se B e C' sao duas bases de um reticulado A, com
matrizes geradoras associadas M e N, respectivamente, entao |det(M)| = |det(N)] e
det(MM?") =det(NN'), logo ficam bem estabelecidas as seguintes definigoes:
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Definigao 2.3.4. Seja B uma base de A, o volume do reticulado A é o volume da
regiao fundamental Pg e € denotado por vol(A), isto €,

vol(A) = vol(Pp).

Se M é a matriz geradora de um reticulado A associada a uma base B = {w;}}_,
definimos a matriz de Gram de A, associada a M, como sendo a matriz

G = MM".

Definicao 2.3.5. Seja G uma matriz de Gram do reticulado A. Definimos o determi-
nante do reticulado A como sendo o determinante de G, e o denotamos por det(A).
Desta forma, det(\) =det(M)?.

Exemplo 2.3.6. Considere o reticulado hexagonal no plano conforme figura abaixo.

® ® ® ® ®
o [ ] [ ] [ ]
(3 %)
—@ L 2 L L *—
(0,0) (1,0)
[ ) [ ] [ ] [ ]
[ } o [ } [ } [ }

Figura 2.3: Reticulado hexagonal.
Fonte: Préprio autor.

Uma matriz geradora pode ser dada por

-

G:M]\/[t:(

[Ny [y
ol
N——

obtendo a matriz de Gram

D= =
=l
v

edetAzdeth%
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Um empacotamento esférico em R” é uma colecao de esferas de mesmo raio no R",
distribuidas de maneira que a intersecao de quaisquer duas esferas tenham no méaximo
um ponto. Se a colecao dos centros dessas esferas formam um reticulado A < R",
dizemos que este empacotamento é um empacotamento reticulado. O maior raio para
o qual é possivel definir um empacotamento de A é obtido pelo niimero

min{|Al; Ae A, A # 0}
2 Y

o qual é chamado de raio de empacotamento de A.

Dado um reticulado A no R", um assunto bastante estudado atualmente é o de
quao denso é o empacotamento reticulado, ou seja, o estudo da proporgao do espago
R™ recoberto pelo empacotamento de esferas de raio p. Assim, se B é uma base de A
e B(p) ¢ a esfera de centro na origem e raio p, entao:

Definigao 2.3.7. A densidade de empacotamento de A ¢ definido por

vol(B(p)) _ vol(B(1))p"
AlA) = vol(Pp) - vol(A)

Definigao 2.3.8. Definimos a densidade de centro 6(A) do reticulado A como sendo

Exemplo 2.3.9. Considerando o reticulado A apresentado no Exemplo 2.3.6, temos que
p = minllX: );A’ AZ0} 1 e vol(A) = +/3/2. Portanto,

A(A) = \/% ~ 0, 9069,
¢ 1
3(A) = 5 = 0, 288675,

2.3.2 0O Mergulho Candnico de um Corpo de Numeros

Nosso préximo passo é abordar o conceito de mergulho de Minkowski, também
conhecido como homomorfismo candnico. Para isso, faremos uso dos Q-monomorfismos

de K em C.

Definigao 2.3.10. Sejam K um Corpo de Numeros de grau n e o1,09,...,0, 0s Q-
monomorfismos distintos de K em C.

i) Se 0;(K) € R dizemos que o; é um monomorfismo real. Caso contrdrio, dizemos
que o; € um monomorfismo complexo.

it) Se todo monomorfismo o; € um monomorfismo real, dizemos que K é um corpo
totalmente real. Se todo monomorfismo o; é um monomorfismo complexo, dizemos
que K € um corpo totalmente complezxo.

Observagao 2.3.11. Se K/Q ¢ uma extensao galoisiana de grau n, entao Gal(K/Q) =
{o1,09,...,0,}. Dessaforma, K serd um corpo totalmente real ou totalmente complexo,
uma vez que 0;(K) = K, para todo i = 1,2,...,n. Em particular, como para cada
Q-monomorfismo, seu conjugado também é um Q-monomorfismo, segue que se n é
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impar entao K sera um corpo totalmente real. Logo, a quantidade de monomorfismos
complexos é par. Denotemos por r; o numero de monomorfismos reais, por 2ry o

numeros de monomorfismos complexos e os ordenaremos de maneira que oy, 03, ...,0,,
sejam reais € Oy, 41, Orq 12, -« -5 Op t2r, S€jam complexos, com n =1y + 279 € Oy 1pyyi =
Or+i, parat = 1,2, ... 7.

Defini¢ao 2.3.12. Chamamos de homomorfismo canénico (ou homomorfismo de
Minkowski) de K em R™ a aplicag¢ao

oxg: K — R"
Tr = (O‘l(ﬂ/}),...,O‘Tl($),m(0r1+1(1‘)),j(0}1+1($)),...,m(O'nJer(l‘)),j(O‘rlJer(l‘))),

onde R(y) e a parte real de y em C e I(y) e a parte imagindria de y em C.

Teorema 2.3.13 ([14], pag. 56). Seja K um corpo de nimeros de grau n, M um
submddulo Ok de posto n e {uy,ug, ..., u,} € uma Z-base de M, entao ox(M) € um
reticulado em R™, cujo volume € dado por

vol(og(M)) = 27" |det(o:(u;))|1<ij<n-

Coroldrio 2.3.14 ([14], pag. 57). Se Ok € o anel de inteiros de K e M < Ok € um Z-
modulo livre de posto n. Entio ox(Ox) e ox (M) sdo reticulados em R™, cujos volumes
sao, respectivamente,

vol(og (Ok)) = 27| Disce(K)|Y? e vol (og(M)) = vol(ox (Ox))[Ok : M].

Seja M < Ok um Z-médulo livre de posto n. Pelo Corolario 2.3.14 segue que a
densidade de centro do Reticulado Algébrico ox(M) é dada por
_ 27’2 pn

|Disc(K)['/2[Ox : M]’

d(ox(M))

min{|og(z)|; € M,z # 0} .
2

onde p =

) Tri(z?) se K é totalmente real;
|ox(2)|” =

§T rr/(2T) se K é totalmente imagindrio.
Conforme [17] pdg 225. Nos casos em que n é impar segue que K é totalmente real.

Nos préximos capitulos focaremos o estudo nas p-extensoes, assim, pela observagao
anterior trabalharemos com corpos de nimeros totalmente reais.
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Neste capitulo abordaremos alguns resultados sobre a forma traco integral de p-
extensoes abelianas, onde p é um ntimero primo fmpar, além de alguns algoritmos
utilizados na minimizacao de tal forma. Em geral, o método para isso consiste em con-
siderar alguns Z-modulos “interessantes” contidos em seus anéis de inteiros envolvendo
congruéncias modulo m, para algum natural m. Uma vez que p é impar, segue que as
p-extensoes galoisianas aqui estudadas serao sempre totalmente reais.

3.1 Caracterizacao das p-Extensoes Via Condutor

Seja p um inteiro primo fmpar e K uma p-extensao abeliana. Dizemos que K é
uma p-extensao ramificada se o primo p se ramifica em K, caso contrario, o corpo K é
denominado ser uma p-extensao abeliana nao ramificada.

O resultado a seguir estabelece uma conexao entre as p-extensoes galoisianas que
se ramificam (e as que ndo se ramificam) com o seu condutor.

Proposigao 3.1.1 ([7], pag. 33). Seja K uma p-extensao abeliana de condutor n. Entdo,
i. p se ramifica em K se, e somente se, o condutor n = p*pips . .. ps;
1. p nao se ramifica em K se, e somente se, o condutor n = p1ps...ps,

onde p1,Da, ..., Ps SG0 numeros primos impares distintos, tais que p; = 1(mod p), para
cada i =1,2,...s.

A partir dessa Proposicao, podemos dividir o estudo da Forma Traco Integral de
uma p-extensao abeliana em dois casos. O primeiro caso é quando o primo p se ramifica
em K e o segundo é quando o primo p nao se ramifica em K. Esses dois casos foram
estudados em teses de doutorados aos quais exibiremos seus principais resultados nas
secoes 3.2 e 3.3.

Naturalmente, o préximo passo a seguir é nos perguntarmos sobre o comportamento
da Forma Trago Integral de uma extensao galoisiana de grau impar qualquer. Parte
desta pergunta foi respondida na tese de doutorado de Moro, E. M., [6], ao qual des-
creveu a foma traco integral de um o compésito finito K;Kj . ..K,, onde cada Corpo
de Numeros K; é uma p;-extensao abeliana nao ramificada, com os primos py, ps, . . ., Ps
distintos (note que KKy ... K, tem grau p1ps . ..ps). Este caso serd visto na segao 3.4.

O objetivo deste trabalho ¢ o de contribuir respondendo um pouco mais a questao
acima, descrevendo a Forma Traco Integral do compdsito K;K,, onde K; e Ky sao
ambos p-extensoes abelianas nao ramificadas distintas. Note que neste caso, K;Ky
¢ um corpo de numeros de grau p?. Essa exploracao serd exposta no Capitulo 4,

31
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sendo esta dividade em duas partes, a primeira estudara o caso de condutores coprimos
enquanto que a segunda parte analisa o caso em que os condutores de K; e Ky possuem
exatamente um primo em comum, na suas respectivas fatoracoes dos seus condutores.

Prosseguindo nesta secao, iremos destacar alguns resultados sobre contagem das
p-extensoes. O primeiro destes resultados estabelece a quantidade de p-extensoes abe-
lianas que ha no corpo ciclotéomico Q((,,), com m um inteiro positivo, enquanto que
o segundo expressa a quantidade de p-extensoes abelianas nao ramificadas em corpos
ciclotémicos Q((,), com n um inteiro livre de quadrados, de condutor cheio, isto é, a
quantidade de p-extensoes abelianas nao ramificadas de condutor n.

Proposicao 3.1.2 ([7], pdg. 33). Sejam m = pi*p3*...p% wm inteiro positivo e

s=##pi; plo(), i=12,... u}.
Entao, Q((n) contém (p* —1)/(p — 1) extensoes abelianas de grau p sobre Q.

Proposicao 3.1.3 ([7], pag. 34). Se n = pips...ps, com p; = 1(mod p) para i =
1,2,...,s, entao o corpo ciclotomico Q(¢,) contém (p — 1)*~! p-extensoes abelianas
nao ramificadas de condutor n.

Os dois ultimos resultados sobre a contagem de p-extensoes abelianas em corpos
ciclotomicos podem ser estendidos em dois teoremas sobre a contagem de subcorpos de
grau p (sobre Q) de compésitos de p-extensoes, como segue:

Teorema 3.1.4 (7], pag 50). SelLq, Lo, ..., 1L, sao p-extensies abelianas tais que Lyly ... Li_10
Ly = Q, para todo k = 2,3, ...,u, entao o composito LLilLs ... 1L, tem grau p* e contém
(p* —1)/(p — 1) p-extensies abelianas.

Teorema 3.1.5 ([7], pdg 52). Sejam Ly, Lo, ..., L, p-extensoes abelianas e m; = cond(L;),
1=1,2,...,u. Se my,ma,...,my SG0 coprimos entre si e n = H;‘Zl m;, entao o com-
pdsito Ly, ... L, contém (p — 1)"~! p-extensdes abelianas de condutor n.

Mais adiante faremos uso do Lema 3.1.6 e da Proposicao 3.1.7, a seguir, a fim de
expressar a Forma Traco Integral do compédsito ILilLs, onde Ly e Ly sao p-extensoes
abelianas nao ramificadas.

Lema 3.1.6 ([7], pag 51). Sejam L Ly - - - 1L, um compdsito de p-extensoes abelianas de
grau p* e K &€ L1 1Ly - - - L, uma p-extensao abeliana. Entao, toda p-extensao abeliana
contida em KIL Ly - - - I, € também um subcorpo de KIL;, para algumi = 1,---  ay,, onde
0s Lls sao as p-extensoes abelianas contidas em LylLg---1L, e c, = (p* —1)/(p — 1).

Proposigao 3.1.7 ([7], pdg 50). Sejam Ly e Ly p-extensoes distintas, tal que L11Ly possui
condutor n e Ml € L1ILy uma p-extensao de condutor m < n. Entao,

M =LiLy n @(Cm)

e € a unica p-extensao de condutor m contida em ILqlLs.
Além disso, se d um divisor préoprio de n, entao m|d se, e somente se, Ml = L;ILy m

Q(Ca)-
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3.2 p-Extensoes Ramificadas

Nessa se¢ao iremos expor alguns resultados para o caso de corpos de nimeros K de
grau p, sendo p um numero primo ramificando em K. As referéncia serao as Teses de
Doutorado de Chagas, A. C. e de Araujo, R. R., [3] e [1], respectivamente.

Para esta se¢ao, consideremos sempre K como uma p-extensao abeliana ramificada
e L = Q((2). Assim,

Proposicao 3.2.1 ([3], pag 37). Supondo que cond(K) = n, entdo:
1. K =Q(t), onde t =Tr k()
2. {1,0(t),0%(t),...,0"7 (t)}, é uma Z-base de Ok, onde {0y = Gal(K/Q).

Além disso, em [3], Chagas obteve a expressao da forma trago para os casos em que
cond(K) = p? ou p?q, com ¢ = 1( mod p) um primo. Nesses casos observou-se que:

Proposicao 3.2.2 ([3], pdg 38 e 46). Seja K um corpo de nimeros abeliano de grau

primo p e condutor n, p* | n, {1,0(t),0%(t),..., 077 (t)} uma Z-base de Ok, com 6 um
p—1

gerador de Gal(K/Q) et =Trg,)x(¢.). Dado x = ag + Z 0'(t) € Ok:

i=1

1. Sen = p?, entdo

p—1
Trig(z®) = p (ag +(p—1)) a— Z aiaj> .
1

i= I<i<j<p—1

2. Sen = p?q, com q=1( mod p) um nimero primo, entio

p—1
Tryso(r®) = p <a3 talp—1) ) a; —2¢ ) aiaj> .
=1

1<i<j<p—1

Em sua tese de doutorado, [1], Araijo estendeu a Proposi¢ao anterior, como segue:

Proposigao 3.2.3 ([1], pdg 66). Seja K um corpo de nimeros abeliano de grau primo

p e condutor n = p*p1ps - - p,, com p; = 1( mod p) primo, para cada i = 1,2,...,7 ¢
pi # pj, {1,0(t),0%(t),...,077 (¢)} wma Z-base de Ok, com 0 um gerador de Gal(K/Q)
p—1

e t =Trge,)x(C). Dado v = ag + Z 0'(t) € O, entdo:

i=1

p—1
TTK/Q(xQ) =D (ag +pp2--pr(p—1) Z af —2p1p2 - pr Z aﬂj)

i=1 1<i<j<p—-1

p—1
= pag +ppip2---pr <(P—1)Za?—2 )y am)

i=1 1<i<j<p—1
n
2
= p (% + ?qu(aham e @r)) ;

p—1
onde Qp—1(ai,as,...,a,) € a forma quadrdtica Z a? + Z (a; — a;)*.

i=1 1<i<j<p—1
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Se K é uma p-extensao abeliana ramificada, n = p?p1ps---p, é o condutor de K
com r = 1 e B; sao os unicos ideais primos de Ok acima de p; para ¢ = 1,2,...,7,
respectivamente. Em [3], pagina 48, é visto que cada ideal 8; pode ser descrito como:

p—1
B, = {ao + Z a;6"(t); ap = 0(mod pi)},
k=1

sendo f e t como na proposicao anterior. A densidade de centro de cada um desses
reticulados algébricos ok (2B;) é dado por:

Proposigao 3.2.4 ([1], pdg 75). Sejam K uma p-extensao abeliana ramificada de con-
dutor n = p’pipa---py, v = 1, com p; = 1(mod p) para i = 1,2,...,s e B; o ideal
primo de Ox acima de p;. Entdo a densidade de centro do reticulados algébricos de
posto completo ox(B;) < RP ¢

A2

5(0—]1((%1)) = 2ppin(p,1)/27

onde
A = min{pp;, n(p — 1)/p}.

Exemplo 3.2.5 ([1], pdg. 75). Parap =3, n =819 = 32 x 7 x 13 (note que p; = 7
€ P2 = 13)

1. Sendo *B, o ideal de Ok acima de p; = 7, entao 6(ox(B1)) ~ 0,03886.

2. Sendo B, o ideal de Ok acima de ps = 13, entao §(ox(Bz)) ~ 0, 13403.

A maior densidade de centro de um reticulado na dimensao 3 é obtida pelo reticulado
As, sendo §(A3) ~ 0,17678.

3.3 p-Extensoes Nao Ramificadas

Nessa secao iremos expor resultados importantes obtidos para os corpos de niimeros
K de grau primo p, com p nao ramificando em K. A referéncia serd a Tese de Doutorado
de Oliveira, E. L., [7].

Seja K uma p-extensao abeliana de condutor n = pips ... ps, com p nao ramificando
em K, p; = 1( mod p), parai = 1,2,...,5 e p; # pj, se i # j. Se 0 é um gerador de
Gal(K/Q), entao o conjunto

{t,0(t),0%(t),...,0°7 (1)}

¢ uma base normal integral de KK, gerada pelo elemento ¢ = Trg, )k (Cn)-

p—1 p—1
Dado = = Z a;0'(t) € Ok, temos que x? = Z a;a;0' ()67 (t). Além disso,
i—0 ij=0
Tricjo(0" ()07 (1)) = Treso(t0™ (1)),
comi,7=0,1,...,p— 1. Dessa forma,
p_l . .
TT‘K/@(JZQ) = Z a;a; Trgp(td™(t)).
ij=0

A partir disso, obtemos:
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Teorema 3.3.1 ([7], pag. 35). Se 6 é um gerador de Gal(K/Q) et = Troe,) k()

entao
n—1

n— se k=0
Trgo(t0* (1)) = 2T : (3.1)
se k#0

p
comk=0,1,...,p—1.

Com isso, podemos enunciar o resultado que descreve a Forma Traco Integral das
p-extensoes abelianas nao ramificadas, como segue:

p—1
Coroldrio 3.3.2 ([7], pag. 42). Sex = Z a;0'(t) € Ok, entdo

Trg(z®) =n <ZO a?) U ; ! <ZO ai> . (3.2)

Em sua tese, Oliveira desenvolveu um algoritmo para determinar o minimo da
Forma Trago Integral Ty g(z?), restrita ao Z-médulo livre

M, = {pzl arf*(t) € Ox; pzlak = ( ( mod m)} : (3.3)

k=0 k=0
onde m é um inteiro positivo, obtendo o seguinte resultado:

Teorema 3.3.3 ([7], pdg. 45). Sejam m um inteiro positivo e

M* = min Trgg(z?).

TEMm

i. Se p divide m, entdo M* = min{2n, m?/p}.
ii. Se p ndo divide m, entdo M* = min{2n, M (m), M(2m),..., M(pm)}, onde
n—1,

M(S) = pq?g + 2qgrs + nrg — Trs,

sendo qg € rg o quociente e resto, respectivamente, da divisdo de S por p.

Exemplo 3.3.4 ([7], pdg. 46). 1. Para p =3, n = 1123 e m = 67, temos que M* =
2245. Assim o reticulado ox (Mgr), de dimensao 3, tem densidade de centro igual
a d(ox(Mer)) ~ 0,17672.

2. Para p = 5, n = 92111 e m = 607, a densidade de centro do reticulado 5-
dimensional o (Megor) é dada por §(ox(Meor)) = 0,08839.

3. Para p = 7, n = 600601 e m = 1096, a densidade de centro do reticulado 7-
dimensional o (Mggs) é dada por d(ox(Migs)) ~ 0,0625.

Observagao 3.3.5. A maior densidade de centro de um reticulado na dimensao 3 é obtido
pelo reticulado Az, sendo 6(A3) ~ 0,17678. J& de posto 5, a maior densidade de centro
é obtida pelo reticulado D5, tendo 0(D5) ~ 0,08839. Por fim, o reticulado E; possui a
maior densidade de centro entre os reticulado 7-dimensional, obtendo d(E7) ~ 0, 0625.
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3.4 Compdésitos KiK,...K; de grau pips...ps livre de
quadrados

Nessa secao iremos expor resultados obtidos na Tese de Doutorado de Moro, E.
M., [6], o qual estudou a Forma Trago Integral para compdsitos na forma KK, . .. K
de grau pips...p, livre de quadrados, sendo cada K; uma p;-extensao abeliana nao
ramificada, com py, pa, ..., ps, primos. Para esta secao, estaremos sempre considerando
K uma p-extensao abeliana nao ramificada de condutor n; e L uma g-extensao abeliana
nao ramificada de condutor no, com p # ¢ primos. Com isso, temos:

Lema 3.4.1 ([6], pag. 38). Se mdc(ny,ny) = d, entdo cond(KL) = ™72

Para o préximo teorema, considere o compédsito Ml = KIL, n = cond(M) e o grupo
de Galois Gal(M/Q) = {6 o §3} =0~ . I, onde 6;|x é um gerador de Gal(K/Q), com
01|, = Idy, O5|p é um gerador de Gal(L/Q), com Oo|g = Idg. Se t = Troe,)m(Gn);
segue que:

p—1g-1
Teorema 3.4.2 ([6], pdg. 41). Se x € Oy, com x = Z Z a;j (05 0 0}) (t), entdo

1=0 j=

—1g—1 n—ny p—1 [q—1
(s’ = 0SSt z(zaw)

=0 j=
2
—1g¢-1
n— Ny n—nl—nQ—I—l =
Z Z aij AR
pq i=0 j=0
Vejamos uma generalizacao desse teorema. Para cada i =1,2,...,s, sejam K; uma

pi-extensao abeliana nao ramificada de condutor n;, com p; # p;, se i # j e M =
KKy ...K,. Considere n;, ;, ;. = cond(K; K;,...K; ), n = cond(M), Gal(M/Q) =
{6]' 003 0-- 00} 5 01,1, (Ki/Q), com b;|x, = Id,,
se i # jet="Trge,m(¢). Com essas notacoes obtemos:

s pi—1
4 _ J1 . pi2 j
Teorema 3.4.3 ([6], pag. 47). Se x € Oy, com x = Z Z Ay o (01 005 00075 (1)),
i=1 ;=0
entao
s pi—1 s pk—1 [pi—1 2
Thaga() = n2, 0, & ,JS+ZT DI Z
1=0 j;= k 0jk =0
2
s pe—1 [Piy— p]Z2
2 Loy 20 2, Z Z R
11 <i2 k=0 jr=0 i1=0 Jiy=0
k#1112
s Pj;— 2
o Tpipyops Z Z @jyjaseds |
=1 j;=
onde
T, —# (—1)Tn+(—1)r_lim +(—1)T_2 Z n: o~ +ns o
PiyPigPir p p . p ik iklyikQ .711:.7227 7-]7«'r
182 tr k=1 k1 <ko
)0 _ _
sendo h = M55 = M2, i1t k—Lk+1,.,s € M55 o= L.

p1p2-Ps’
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Em sua Tese, Moro observou que é possivel simplificar a expressao da Forma Traco
Integral do Teorema 3.4.2 tomando n; = ny, = n, obtendo assim a equacao:

1=0 5=0 =0 57=0

Além disso, ele obteve o minimo da Forma Traco Integral para os Z-médulos livres

da forma
1g-1 —1qg—1
{ZZ&U GG ZZQ’JE modm)},

1=0 7=0 =0 j=0
COmo segue:

Teorema 3.4.4 ([6], pdg. 58). Se m é um inteiro positivo, entao

M = BB, Te(e) = min {2”’ F(m), F(2m), ... ,F(pdqm) }

onde d = mdc(pg, m), F(km) = pqsi + 2s,1y, + nry, — "p—‘qlr,%, para k inteiro positivo,

sendo s e 1, 0 quociente e resto da divisao de km por pq, respectivamente.

Exemplo 3.4.5 ([6], pdg. 59). Para py =3, pa =5n; =ny =n =237l em =49, a
densidade de centro do reticulado 15-dimensional op(Myg) é dada por 0(ow(Mag)) ~
0,0055. A melhor densidade de centro conhecida na dimensao 15 é 1/(16+/2) ~ 0,04419.

3.5 Torre de p-Extensoes Abelianas

Nesta segao iremos estudar alguns aspectos de corpos da forma M = L L, ... L,
(compositos) de grau p*, para u € N, com Li,Lo, ..., L, p-extensoes abelianas nao
ramificadas e linearmente disjuntas, isto é, sendo mqy, mo,...,m, os condutores de
L, Lo, ..., L,, respectivamente, entao m; e m; sao coprimos, ou equivalentemente,
cond(M) =n = [[;_, m;.

Note que neste caso obtemos a torre de compdsitos em Q((,) dada pela Figura 3.1,
onde cada extensao de corpos iy ... 1Ly /1Ly ... L;_; é uma extensao ramificada de
grau p, para 2 < k < u. Mais especificamente, sendo my = pg, Pk, - - - P, a fatoragao
prima de my, entao os ideais primos de Or,1,.. 1, , = OL,OL, ... OL,_,, acima de py,,
para algum 1 < ¢ < s, sao os ideais primos que se ramificam em O, 1, .

Vamos iniciar definindo Corpo de Género de um Corpo de Ntmeros e alguns resul-
tados sobre ele com o objetivo final de associar o Corpo de Género de uma p-extensao
abeliana nao ramificada com o topo de qualquer torre como na Figura 3.1, para u = s
en = pps...ps livre de quadrados.

Definicao 3.5.1. Seja K um Corpo de Numeros algébricos. O Corpo de Género K*
de K € a extensao abeliana maximal de K de forma que K* = KIL, onde I. € um Corpo
de Nimeros abeliano absoluto, e K* € ndo ramificado sobre K. O grau g, = [K* : K]
¢ denominado o numero de género de K e o grupo de Galois G = Gal(K*/K) é
chamado de grupo de género de K.
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Q(¢n)

Figura 3.1: Torre ramificada de p-extensoes abelianas.
Fonte: Préprio autor.

A defini¢ao acima pode ser encontrada na referéncia [12], pagina 1. A partir do
Teorema de Kronecker-Weber (Teorema 2.1.13), essa defini¢do pode ser representada
através do seguinte diagrama:
onde K, é o maior subcorpo abeliano de K e cond(LL) = n.

Se K é um corpo de niimeros abeliano de condutor n = pyps . .. ps livre de quadrados,
entao o Corpo de Género pode ser visto como a parte abeliana do Corpo de Classes de
Hilbert, H(K), de K, isto é, K* = H(K) n Q({,). Sendo assim, K =Ky, K* =L eo
diagrama acima se reduz na Figura 3.3.

Quando o Corpo de Classes de Hilbert de K é uma extensao abeliana (sobre Q),
entao o Corpo de Classes de Hilbert de K é o Corpo de Género K* de K.

Destacamos alguns resultados sobre Corpo de Geénero.

Proposicao 3.5.2 ([12], pag 46). Seja K um Corpo de Niumeros algébricos de grau
n = ning, com mdc(ny,ng) = 1. Suponha que K é o compdsito de dois subcorpos 1Ly
e Ly de forma que [Ly : Q] = ny e [Ly : Q] = ny e seja LY o Corpo de Género de
L; (i = 1,2). Entdo, o Corpo de Género de K é K* = LK, sendo L = L]}, e L. o

subcorpo abeliano mazximal de K, isto é, K* = LiLL3.

Teorema 3.5.3 ([12], pag 48). Seja K um Corpo de Niumeros abeliano de grau n =

1 Q3% ... qpt, com qi,qo...q numeros primos distintos e s; > 0, para i = 1,2,--- ,t.
Entao K € um compdsito de corpos de niumeros abelianos absolutos Iy, Loy, - -+ ,IL;, com

L; : Q] = q;*. Além disso, K* = LjL5 ... L.

Teorema 3.5.4 ([5], pag. 393). Sejam K um corpo de nimeros abeliano absoluto de
grau p°, p primo, s = 1, S o conjunto de todos os primos q € Z ramificados em K e
e(q) o indice de ramificagcio de ¢ em K/Q. Entdo o Corpo de Género de K é

K* =K n K, = HKq (compdsito),
qeS\{p} qesS
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Q(¢n)
K* = LK
L / nio ramificada
K )
/
Ko
Q

Figura 3.2: Diagrama do Corpo de Género.
Fonte: Proéprio autor.

Q(Cn) H(K)

\/

K* =L = Q(¢) n H(K)
ndo ramificada

K =Ky

Q

Figura 3.3: Diagrama do Corpo de Género no caso K abeliano.
Fonte: Préprio autor.

onde, K, € o dnico subcorpo de grau e(q) de de Q((,) (¢ # p), K, € o unico subcorpo
de grau e(p) de Q((yt), para algum t.

Seja K um Corpo de Numeros de grau primo impar p nao ramificado de condutor
n = p;---ps, com p; = 1 (mod p), e p; # p;. Tome K; o tinico Corpo de Nimeros
(abeliano absoluto) de grau p e condutor p;. Logo, o compésito KK; é um Corpo de
Numeros de grau p? e podemos enunciar o seguinte resultado:

Proposicao 3.5.5. Sejam K uma p-extensdo abeliana ndao ramificada de condutor n =
p1p2 - - - ps livre de quadrados e Ky a tnica p-extensdo (abeliana nao ramificada) contida
em Q((,,), entdo existe um unico Corpo de Numeros M de grau p com cond(M) =
n/pr = pa---ps, tal que KKy = KM = K; M.

Demonstracdo. Seja K; a inica p-extensao abeliana nao ramificada de condutor p;, para
1 =1,2,---,5. Conforme o Teorema 3.5.4, o Corpo de Género de K ¢ K* = K K - - - K,
e assim, KKs - - - K, € K Ks - - - K, e pelo Teorema 3.1.4 ambos os compdsitos possuem
o mesmo grau sobre Q, a saber p*, com isso KKy --- K, = KK, ---K,. Logo, K; <
KK, - - - K, e pelo Lema 3.1.6 existe uma p-extensao M contida em Ks - - - K, de forma
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(p2— 1)(1'%/

Q(¢p,)

p2-- ps)

(p2—1)-(ps—1) 1) ((ps—1)

KK; =
Q
Figura 3.4: Existéncia da p-extensdao M de condutor n/p;.
Fonte: Proéprio autor.

K

\
\
T

que K; < KM. Note que, cond(M) = m divide ps - - - ps, uma vez que M < Ky - - - K
e cond(Ky - --K) = pg- - ps. Além disso, Ki,M € KM e Ky n M = Q, assim K;M é
um subcorpo de KM de grau p?, ou seja, K;M = KM. Como cond(K;) = p; é coprimo
com cond(M) e cond(K;M) = cond(KM) = cond(K) = n = pips---ps, temos que
cond(M) = ps - - - ps. Por outro lado, K; e K sao p-extensoes distintas contidas em KM,
logo KK; = KM = K; M.

Por fim, a unicidade do Corpo de Numeros M segue da Proposicao 3.1.7, pois
M < KK; e cond(M) = py - -+ ps < n, logo, Ml = KK; N Q((p,..p,) ¢ & tinica p-extensao
de condutor ps - - - ps contida no compédsito KKj. O

Pela Proposigao 3.5.5 temos a unicidade do corpo M de cond(M) = paps - - - ps,
porém a reciproca dessa afirmacao nao é em geral verdadeira, isto é, se K e K’ sao
p-extensoes abelianas nao ramificadas tais que M = M, onde M = KK; n Q((p,-p, )
e M' = K'Ky; n Q((p,-p,), D0 temos a garantia de K = K’, contudo podemos reduzir
essa afirmacao, conforme segue:

Proposicao 3.5.6. Sejam K e K' p-extensoes abelianas nao ramificadas de condutor
n = pips...ps, Ky a dnica p-extensio com cond(K;) = p1, M = KK; n Q((pyep,) €
M = K'K; N Q((pyop, ). Entao, M =M’ se, e somente se, KK; = K'K;.

Demonstracao. Suponha que M = M'. Se K = K/, entao KK; = K'K;, caso contréario
[KK' : Q] = p?. Note que neste caso, pela Proposicao 3.5.5

KK'K; = KK;M' = K\MM' = K;M,

assim [KK'K; : Q] = [K;M : Q] = p?, ou seja, K; « KK’ dessa forma, KK, K'K,
KK’ como ambos os compdsitos sao corpos de nimeros de grau p?, segue que KK,
KK’ = K'Kj.

Reciprocamente, supondo a igualdade dos compésitos KK; e K'K;, obtemos que
M = KK; N Q((pyeps) = KKy N Q(Cpyerp,) = M. O]

N

Segue diretamente dessa proposigao que:

Corolario 3.5.7. Dados K e K’ p-extensoes abelianas nao ramificadas distintas de con-
dutor n = | [_, pi, Ki a dnica p-extensio com cond(K;) = p1, M = KKy N Q(Cpyep, )
e M' = K'Ky N Q((pyep,)- Entdo, sao equivalentes:
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1. M =M.

2. K; € KK'.

3. KK = K;M.

Novamente, consideremos Ly, Lo, ..., L, € Q((,) p-extensoes abelianas nao ra-
mificadas linearmente disjuntas de condutores mq,mo, ..., m,, respectivamente, n =

p1p2 - - - ps livre de quadrados e . = LiL,...L,. Logo, cada uma das extensoes de
corpos Ly ... Ly /1Ly ... Li_1 de grau p é ramificada, para k = 1,2,... u.

Se K; é a tnica p-extensao abeliana nao ramificada de condutor p;, para 1 <1 < s,
entao K;Kj . ..K, é o Corpo de Género de qualquer p-extensao abeliana nao ramificada
K de condutor n, com [K* : Q| = p®, assim a Figura 3.1 pode ser vista como na Figura
3.5, observando os condutores de cada um dos compositos.

Q(Gn)
\

K* Q(gmﬂng...mu)

L1L2 T 'Lu Q(<m1m2m3)
pv3 . \
p1 LlLQLB Q(Cmﬂnz)

I N

LlLQ @(le)

Figura 3.5: Condutores de cada compodsito de p-extensoes linearmente disjuntos.
Fonte: Préprio autor

Se m = mimsy...my, 6;|L, é um gerador de Gal(LL;/Q), com 6; € Gal{(Q((,,)/Q),
entao
{(6”1‘;1 oo 0ff)(t); k;=0,1,...,p—1, i= 1,2...,u}

¢ uma base normal integral de L. = LjLy...L,, onde t = Trog,,)L(Gn). Assim,
conforme [7] pagina 58, se t; = Trq(c,, /L (Gm;), entdo

Tryg(t(0} 0 032 o -0 05)(1)) = | | Troje(t:67 (1)),

i=1

onde para cada k; =0,1,...,p—1,com:=1,2,...,u, temos que
i — 1

. m; — m , se k; =0

— , se k; #0

p
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Em particular, obtemos que

Proposicao 3.5.8 ([7], pag 57). Se © =

inteiros O, 1,, entao

TTLILQ/Q('TQ) =

p—1

mimes <

Z a%) +
t,j=0

p—1

1,7=0

(m1 —1)(me — 1)

Z ai; (0% 0 03)(t) € um elemento do anel de

p2

p—1 2
. o
i,j=0

() 5 ()

p—1 p—1
onde A; = Zaij e B; = Zaﬁ, para cada v =0,1,...,p

j=0 7=0

Dado uma p-extensao abeliana nao ramificada K de condutor n = pips ..

. s livre

de quadrados, podemos utilizar as proposicoes desta se¢ao para descrever uma maneira
adequada para “subir” até o Corpo de Género K* de K, de forma que em cada subida
(préximo compdsito) obtemos um compdsito de p-extensoes abelianas nao ramificadas

linearmente disjunta.

Q(<P1P2)

Q1)

Q(¢n)

Figura 3.6: Construgao de compodsito de p-extensoes de condutores coprimos.

Fonte: Proéprio autor.

Considere K; a tunica p-extensao de condutor p;, para cada ¢ = 1,2,---
forma o Corpo de Género K* de K pode ser visto como o compésito KK; K, - -
Pela Proposicao 3.5.5, temos que KK;
unica p-extensao abeliana nao ramificada de condutor pops - -

= KM, onde M =

, 5. Dessa
K.

KK1 N Q(Gpops-rp.) € 2
- ps contida no composito
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KK;. Assim, KK;Ky; = K;MKj;. Podemos utilizar novamente a Proposicao 3.5.5,
substituindo K por M e K; por Ko, isto é, MKy = KyMs, onde My = MKy N Q((papy--p. )
¢ a unica p-extensao abeliana nao ramificada de condutor pspy .. .p,s contida em MIKs.
Logo,

KKKy = KiMK, = K; KoM,

conforme a Figura 3.6.
Continuando o processo, de forma iterativa obtemos que

KKK, - - K; = KyKy - - KM,

sendo M; = M;_1K; n Q(¢ps,1ps,0-p,) @ Unica p-extensao abeliana nao ramificada de
condutor p; 1p;re - -+ ps contida em M;_K;, parat=2,3,...,s — 2.

Note que na (s — 1)-ésima iteragdo obtemos o Corpo de Género K* de K, onde
K* = KKy - - Ky 1 Mg, além disso M1 = M 02Ky 1 n Q((,,) = K.
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Em [7], Oliveira obteve a expressao da forma trago integral de um compoésito KL,
sendo K e IL p-extensoes abelianas nao ramificadas de condutores coprimos m; e my,
respectivamente. Neste contexto, as extensoes LK/K e LK/LL sao ramificadas. Como
uma das proposta em [7] foi a de descrever a forma traco integral com rela¢ao ao corpo
de Género, o qual tem a propriedade que K*/K é nao ramificada, podemos pensar em
obter a forma traco integral de um compoésito LiILy, com Ly e Ly sendo p-extensoes
abelianas nao ramificadas, de forma que LL;LLy/IL; é nao ramificado. Este é o primeiro
desafio atribuido para este capitulo, o qual esta situado nas secoes 4.1 e 4.2 e tem como
principal resultado a expressao da forma traco integral dado no Teorema 4.2.4.

As Segoes 4.3 e 4.4 tem o propoésito de fornecer a expressao da forma trago integral
sobre uma nova perspectiva: Sejam K,,,, e K,,,, p-extensoes abelianas nao ramificadas de
condutores my = pips ... Pk € Mo = PrPr+1 - - - Ps, respectivamente, com mde(my, ms) =
pr de forma que exista uma p-extensao abeliana nao ramificada P € K,,,,K,,,, de condu-
tor myms/py. A forma trago integral para essa configuragao esta descrita no Teorema
4.4.4, o qual é o principal resultado desta parte.

A fim de nao sobrecarregador este capitulo com resultados extensos, recorreremos
ao auxilio das Secoes 5 e 5 do Apéndice ?7?.

4.1 Construcao de uma base normal integral para LI,

Sejam Ly, Lo, ..., L, p-extensoes abelianas nao ramificadas de condutor cheio (isto
é, cond(LL;) = n, para todo 1 < i < u), tal que LiLLy...Ly_1 n Ly = Q para todo
2 < k <ueK L p-extensoes abelianas nao ramificadas de condutores coprimos m; e
ma, respectivamente. Note que cada extensao LjLy...Ly/LiLy... Ly 1 é de graup e
nao ramificada, pois LiLy ... Ly € L¥ = KiK;...K, e Lf/LL; é ndo ramificada, sendo
K; a unica p-extensao abeliana nao ramificada de condutor p;, conforme a Figura 4.1.

44
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Q(¢n)

. ndo ramificada

LyLy---L,

. nao ramificada

L,LoLs

nao ramificada
P | nao ramificada

L;iLs

P | nao ramificada

Ly

Q

Figura 4.1: Torre nao ramificada de p-extensoes abelianas nao ramificadas
Fonte: Proéprio autor.

Pelo Teorema 3.1.4 temos que KL contém (p*> — 1)/(p — 1) = p + 1 p-extensoes
abelianas nao ramificadas, sendo que (p — 1)>~! = p — 1 destas p-extensdes possuem
condutor n, conforme o Teorema 3.1.5. Uma vez que p > 3, existem ao menos duas
p-extensoes abelianas nao ramificadas, IL; e Lo, contidas em KIL de condutor cheio, isto
é, cond(IL;) = cond(LLy) = n. Além disso, K e L s@o as tinicas duas p-extensoes em KIL
de condutor menor que n.

T S

L K L

Figura 4.2: Subcorpos de grau p contidos em KL.
Fonte: Proprio autor

Com isso, KL = 1Ly, onde Q < K € KL = L1, é uma cadeia de corpos ramifi-
cadae Q € L; € KL = IL;IL, é uma cadeia de corpos com L;1Ly/IL; ndo ramificada.

Logo, uma pergunta pertinente a se fazer é: Como se comporta a Forma Traco
p—1
Integral Try,1,/0(2%), com = = Z a;; (6] 0 03)(t), onde 0y,05 € Gal(Q((,)/Q), 01|, ¢
i,j=0
um gerador de Gal(L,/Q), 01|, = Idy,, 02|, ¢ um gerador de Gal(LLy/Q) e 05|, = Idy,.
Responder a esta pergunta é a proposta desta e da préxima secao deste capitulo.
Para isso, considere p-extensoes abelianas nao ramificadas IL; e Lo, de mesmo condutor
n = pips...ps, € p-extensoes abelianas nao ramificadas K,IL < L L, de forma que
n = myms, onde my = p1py...ps, = cond(K), my = pipy...p,, = cond(L), s; + 5o =
s e mdc(my,my) = 1, ou seja, K e I sdo p-extensoes abelianas nao ramificadas e
linearmente disjuntas contidas no compésito IL;ILs.
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Seja H o subgrupo de Zy = Z¥ x Z* x ... x Z¥ ~ Gal(Q((,)/Q) que fixa L;L,.
Assim, obtemos a correspondéncia de Galois conforme a Figura 4.3:

Q(Cn) = Gal(Q(¢n)/Q(¢n)) = {127’5}

LlLQ <~ Gal(@(cn)/Lng)

H

2

p [Z}:H]=p

Q ~—— Gal(Q(¢)/Q) ~——1Z;

Figura 4.3: Correspondéncia de Galois.
Fonte: Proéprio autor.

Se Gal(LiLy/Q) = {6 o 63}ij=0..p—1, onde 6;|r, é um gerador de Gal(L,/Q) e
5|1, é um gerador de Gal(L,/Q), o,,,0,, € Gal(Q((,)/Q)) tal que o,,|L,L, = 0;, com
0,,(Cn) = ¢, para i = 1,2 e t = Trg,)/L,L, (Cn), entao

(91 09] Z C 02 OQJ (Z Cﬁ) _ Z Cro; (Z Cgﬁ%) _ Z CerﬁrlrQ

acH peH a€H peH a,feH

Seja d = oo oo e+ on, assim mdc(n,d) =1 e ¢ = (,,(p, - - - (p,, desta forma

a+pri rl . .. .
n U2 é uma raiz primitiva da unidade se, e somente se,

CZ(OHrﬁTi?"g) _ <a+5r rgca—i-ﬂr r o Ca—i—ﬂrir%

s

também é uma raiz primitiva da unidade.
Denotando a = (aq, a9, ...,a4), 8= (01,02,...,0s) € H ery = (ry,,T,,.-.,71,),
£ *k %k .
Ty = (ro,, T2y, -+, 12,) € L5 X Ly, X ... x Z7 , temos que:

a+ Briry (mod pi) = ay + Bkrikrék,

para todo k =1,2,...,s . Assim,

Troase (H0 0 #)(1) = Tracn < 2 Cfi“wir%)

a,feH

= Y Tragae (Gi)

a,BeH

= ) Trogse (H r? T”"')

a,BeH k=1

_ Z TTQ /o (H gak+5krlkr2k>

a,feH
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Além disso, para todo y € Q((,) e todo [ =1,2,...,s,

z)/Q (TTQ(Cn)/Q<<;l) (?/)) ,

Tr =Tr
(en)/ay) @( :

'E‘j

em que,

ak+5w1krzk akJr,Bkrl r' OélJmBz?"l r2
Tr Ly
@J/@( l) (1_[( ) ( H Cox ) QGp)/Q (Cpl >

k=1,k#l

Logo, o trago canonico parcial Trgc, o (¢(05 o 9%)(75)) ¢ dado por:

o +B1rt rd 5 ap+ Pt 7“]'.
2 TragnelGr T o) (n o 2k>
Pl

«a,feH k=2
ap+Bert T
_ Z H (TT Cp /@ ( k k)) ’ (4.1>
a.feH k=1
onde ]
Oszrﬂk’r'lkT‘zk . Pk — 1, se ap + Bkr’ik =0
TT‘Q(Cpk)/Q < ) o { —1, se ap+ 5kr11k =0’

para k=1,2,...,s
Utilizando as notagoes dessa se¢ao enunciaremos o préoximo lema. De forma a
facilitar as equacoes faremos uso da conversao g, = pr — 1, para cada 1 < k < s.

Lema 4.1.1. Sejam P = {1,2,...,s1}, P' = {1,2,...,8}, Y ={y}i ., c PeY' =
{y}v_ < P', com 1 < y1<y2<...<yu<sl el <yl <yh<...<y,<sye
considere as projecoes canonicas Iy vy : H — Zy vy, dadas por:

HYXY’(ala Qg ... aO‘S) = (aylv Aoy vy Ay a51+y’1, asl-ﬁ-y'z’ t 7a81+y;/)7

onde Zy yyr = Zy X Dy, com Ly = Z;y ><Z;y2 X -XZE Iy =T XZF x---xZF
Y1

Py’

Entao Ny (H) = Zy, se Y & P, lly/(H) = Zy, se Y < P, Ip(H) e llp(H) sdo
subgrupos proéprios de indice p de Zp = 7Ly, € Zp = Z* respectivamente. Além

mo’

disso, Uy «y(H) =y (H) x lly.(H). Em particular, H = Hp(H) x Hp/(H).

Demonstragao. Para cada j =1,2,...,s1 e j =1,2,..., sy, temos que II;(H) < YA
Il (H) < Zj, , logo
]‘/

Z* Z*/ /

D q p]/ q'/
() = E2 =B e ) = 2 =
T] 7"] T’]/ T']/

onde r; e rj sao numeros naturais nao nulos. Tome

H=1L(H) xHa(H) x ... x I (H) x s, 41(H) x U, 42(H) x ... x I(H),

) , Q1025 @) G- q102--0s, 41 @G
assim H < H' < Z} e daf, —12""2 divide ——172""2 dessa forma r =
n p r172.. rglr r2 'rs2

!0 ! 2
7’17’2...7’817’17”2...7’32/]) , Ou seja, r = 1,]? oup .



48 Compdsitos de grau p?

Além disso,

Ly, NG - - qs Ly, 0 - --q.
gy = ol 0ty gy Bl i
t1 t to to

onde t; e ty sd0 numeros naturais nao nulos. Considere os grupos Jx = Gal(Q(¢,)/K),
J, = Gal(Q(¢,)/L) e as projegoes candnicas Iy : Z* — Zp e I : Z% — Zp. Note
que I (Jx) = Gal(Q((m, )/K) e I (J1) = Gal(Q((m,)/L) e como H < Jx n JL, segue
que:

p(H) = p(H) < p()1) # Zy,

mi

mo?

assim t; =t = p (Ip(H) = Gal(Q((n,)/K) e lIp(H) = Gal(Q(¢my)/L)). Mas, H <
IIp(H) x Ilp/(H) e ambos possui ordem #4514 dessa forma H = Ilp(H) x Ilp/(H).
Considere os subgrupos de Zj, e Zy |

Hp =T (H) x Ty(H) x ... x I, (H) e Hpr = I, (1 (H) x Ty, o (H) x ... x I, (H),

respectivamente. Logo, obtemos as correspondéncias de Galois dadas na Figura 4.4.

QGmy) <~ {1z } QGmy) <~ {122}
K p(H) L Iy (H)
p|Fiz(Hp) Hp | @5, del=p »|Fiz(Hp) ~— Hpr |Zh,:Hpl=p

Q L, Q Ly,
Figura 4.4: Correspondéncia de Galois dos corpos fixos de Hp ¢ Hpr.
Fonte: Préprio autor.

onde Fix(ﬁ p)e Fix(ﬁ[ pr) s80 0s corpos fixos por Hp e Hpr, respectivamente.
Assim, 17y ... /t1 = periry...r, [ty = p. Suponha que ri7ry...7r, = p, entao
existe 1 < j < s; de forma que r; = p e r, = 1, para todo k € P\{i}. Entdo Fix(Hp) =
K e cond(K) = p;, o que é um absurdo. Da mesma forma, ry =7y =--- =7, =1.
SeY # PeY' # P considere os subgrupos

Hy =Ty (H) x (H Hz(H)> e Hy: = Ily/(H) x ( 11 Hz(H)>,

leP\Y leP\Y'

de Z}, e Z, , respectivamente. Um argumento similar ao feito acima mostra que
IIp(H) é um subgrupo préprio de Hy e I1p/(H) é um subgrupo préprio de Hy,, ou seja,
Hy(H) = Zy e Hy/(H) = Zy/.

Resta mostrarmos que Iy .y/(H) = Iy (H) x IIy/(H). Note que,

HYXYI(H) - Hy(H) X HYI(H)
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Por outro lado, dado
= (o, s - -5 Qs gyt s sy s - - 70451+y;,) e lly(H) x Iy, (H),
existem elementos

a = (Oél)oQ sy gy Qg 41, gy 425 - - - 7as) €eH

!/ / !/ !
o = (061,0627 s 7asl7a81+17a81+27 s ,Oés) € H7

assim @ = Iy (&) x Ily/(a/). Como H =Ilp(H) x [Ip(H), entao
o = (Oél,Oég, . ,Oés) = Hp(&) X HP/(O/) eHea= nyy/(Oé) € nyy/(H).
LOgO, nyyl(H) = Hy(H) X Hy/(H) L]

Com as mesma notagoes do lema anterior temos que:

Corolério 4.1.2. Se 1 < [} < Iy < ... < l5—y < 51 sao os elementos distintos
de y1,y2,...,yu e 1 < I} < Iy < ... < I,_, < 82 sdo os elementos distintos de

s1—u so—u/

Yl Ysy -y Yhs, denotando L = {1;}3:2," e L' = {l},}; ", entao

1 ,s¢ u=s (L=g <Y =P)
Ap = |kerIly| = 2,
r = [kerIly| i "o ,se u<sy (L# <Y #P)’
p
1 yse U =8y (=g« Y' =P)
Ap = |kerTly/| = 2
v = v 71_[%_1 s yse U <sg (U# J <Y #P)
p
E,
ALXL’ = |kel"Hy><y/|
( 1 ,se u=speu =5 (Y=PeY =P)
S1—u
iz " yse u<syeu =s9 (Y#PeY =P)
p
= g
— M yse u=syeu <sg (Y =PeY #P)
p
s1—u so—u'
111" 4 12_[1’=1 Q@ yse u<syeu <sg (Y#PeY #P)
L p

Demonstracao. De fato, basta notar que

|H|
AL = |kel'Hy| =T,
Iy (H)
|H|
AL’ = |keI'Hy/| = —
Iy (H)]|
e,
H H
ALXL' = |keI'nyy/| | | | |

T My (H)] ~ [Ty (H)[[Ty (H)[
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Corolario 4.1.3. Dado z € Iy y+(H), entdo |II;Ly.(2)| = |Kerllyxy/| = Apxp.

Demonstragdo. Basta notar que dado a € IlyLy.(2), obtemos que I;L,/(2) = a +
KeT’HYXy/. ]

Com isso, para cada a € H, a quantidade de elementos em H que coincidem com
o em todas as coordenadas de Y x Y’ é exatamente Ay ..

Observagao 4.1.4. Usaremos também a notagao All’lz,lﬂ_u,yl’lg’l; _, bara Apsrr.
-

A proposicao a seguir nos fornecera uma base normal integral, a qual utilizaremos
a fim de obter a Forma Trago Integral da extensao L;LLy/Q.

Proposicao 4.1.5. Seja 1 € Gal(L,/Q), com oy # Idy,. Entio eviste 1 <t <p—1
e elementos o,, e o,, em Gal(Q(¢,)/Q), de forma que G = Gal(LiLy/Q) = {6} o
03}i im0 p—1, onde Oy = 04 |LiLys Orl, = €1 5 02 = Ory|LiLys OolL, € um gerador de
Gal(Ly/Q) e ao identificarmos o, e 0., em Z% ~ Gal(Q((,)/Q), obtemos:

r = (7”11,7”12,...,7’181,7”131+1,7“1$1+2,...,7”18)
e?
— _ i t t
7o = (721,729 -+ + 5 T2 5 T20 41> T2 405 -+ 5 T2,) = (7“11,7’12,...,7“131,7’151“,7“151”, o),
respectivamente.

Demonstra¢ao. Dado um gerador 1 de Gal(IL;/Q), considere a extensdo 01 € G de ¢
pelo homomorfismo Idy,, logo 01|, = ¢1 # Idy, e 01|, = Idy,.

Q(¢n)
y ¢(m1)
Q(Gmy) s Q(Gma)
KL = L Lo
#(my) #(ma)

P p

p p
K L, p> Lo L

©1 Idy,

p p p p

Q

Figura 4.5: Obtencao de 0,.
Fonte: Proéprio autor.

Tome o,, € Gal(Q((,)/Q), tal que o, |L,L, = 01, isto é, qualquer extensao de ; em
Gal(Q(¢x)/Q) e

T = (T117T127 s 7T1517r131+17r131+27 s >rls)
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a identificacao de o0,, em

* ES * * * k
Zplemx...pr X 7, X 7 X---szs-

Dsy+1 Dsy +2

Note que, o,, ¢ Gal(Q(¢,)/LiLs) = Gal(Q((,)/KL), ou seja, r ¢ H, em particular

or, ¢ Gal(Q(G,)/K) e o, ¢ Gal(Q(¢,)/L). Além disso, Gal(Q((,)/K) e Gal(Q(¢,)/L)
sdo subgrupos normais de Gal(Q(¢,)/Q), com

‘Gal @ (Cn)/Q)‘ _ ‘Gal (Q(Cn)/(@)‘ _
Gal (Q(¢)/K)|  [Gal (Q(G)/L) |

Logo, 0% € Gal(Q((,)/K) e o € Gal(Q((,)/L), ou seja,

(r1y,rigs .o, )t = (r’fl,r’fz,...,r’f51) € Jx < k=0 (mod p),

onde Jg ¢ o subgrupo de Z;, que fixa K e
P _ (P p P _
(T151+17T151+2,..'7T15) == (T131+17T131+27...,T15)6J]L@kao (]_’I]_Od p)7

onde Jp, ¢ o subgrupo de Z;, que fixa L.
Dado £ € {1,2...,p — 1}, denotemos &; o elemento de Gal(Q((,)/Q) tal que na
identificagao Gal(Q(¢,)/Q) ~ Z obtemos

i i i
(Tll,T12, oo 7r151,7n181+1,7n181+2, “e . ,7’15).

Claramente, temos que

7 ¢ Gal(Q(G)/K). 67 ¢ Gal(Q(G)/L), 67 € Cal(Q(G,)/K) e 67 € Cal(Q(G,)/L).
com isso ‘6,;|L11L2‘ = p. Seja IP; o subcorpo de 1L, fixo por 6;|r,1,. Note que,
[P;: Q] =p=|LiLy:Py], P; #KeP; #L.
Sejam 1 < 1,6 < p—1, com P, =Py, logo

P p pti+(ta—t1) pti+(ta—t1) pt1+(ta—t1) ~p—1~
(T117T127“'?r1517 Tsy+1 A P v Ty ) =0t Oty

fixa P;, e também fixa K # P,,. Dessa forma, P, K = KL, em particular fixa L,
portanto t, = t;. Como a quantidade de p-extensoes contidas em IL;ILs, distintas de K
e L, é p—1, segue que existe 1 < < p— 1, tal que 54, gera Gal(IL,/Q). Tomando
0., = 07, obtemos que

— _ i i t
re = (T217T227' T2 T2 415 T2 400 - - - 77'25) - (Tlnrlzw .- ,7”151,7’131+1,7’131+2, S arls)a

Ory|L, gera Gal(ILy/Q) e Gal(ILyLy/Q) = {6 o Qg}i’jzo_,_p_l, onde 0y = 0y, |L,L,- O
Segue diretamente dessa proposi¢ao que:

Corolario 4.1.6. Se 0 <i,j<p—1el <t <p-—1, entdo:

1) (r ﬁ”, g],...,rizj,l,l,...,l) € H se, e somente se, i + j =0 (mod p).
2) (1,1,...,1,T§:1511>7"§:1t~12,...,rﬁfj) € H se, e somente se, i +1tj =0 (mod p).
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4.2 Forma Traco Integral no caso linearmente disjunto

Com os resultados obtidos na Se¢ao 5 podemos enunciar o Teorema 4.2.4, principal
resultado deste capitulo. Para facilitar a sua prova, faremos uso de trés lemas auxiliares
(Lemas 5.0.4, 5.0.5 e 5.0.6) como segue:

Lema 4.2.1. Sejam 1L, e Ly p-extensies abelianas nao ramificadas de condutor n =
P1P2 - - - Ps, COM P1, P2, ..., Ps numeros primos distintos, K e . € 1Ly p-extensoes de
condutores my e ms, respectivamente, comn = myms (mdc(my, mg = 1)) e Gal(L1Ly/Q) =
{0 0 03} j—0.p-1, onde O], € um gerador de Gal(L,/Q) e Oy, ¢ um gerador de
Gal(Ly/Q), ov, |11, = 6i, para i = 1,2 satisfazendo

_ i 7 7
To = (T1,,T1yy - - - ST ST T S T1.)s

para algum 2 <t < p— 1. Entdo, dado t = Troec,) /i1, (Gn) € escrevendo x € Oy, 1,
p—1

como T = Z aij (0% 0 03)(t), temos que
i,j=0

1
Tr,Ly () = ETT@(cn)/@(tZ)

_ (my —1)(mg — 1) _ mi(me — 1) + (my — 1)ms .
p? P )

Demonstracao. A prova deste resultado encontra-se no Apéndice ??, Lema 5.0.4. [

Lema 4.2.2. Sejam 1L, e Ly p-extensoes abelianas ndao ramificadas de condutor n =
PiP2 ... Ps, COM P1,Pa,...,Ds numeros primos distintos, K e I € IL;lLy p-extensoes de
condutores my e ms, respectivamente, comn = myms (mdc(my, mo = 1)) e Gal(L1Ly/Q) =
{68 o Hg}mzo__p_l, onde 01|, € um gerador de Gal(L;/Q) e O], é um gerador de
Gal(L,/Q), or,|L,L, = 0:, para i = 1,2 satisfazendo

i i i
To = (71, T1yy - - - Tl Tl Ty - S T1.)s
para algum 2 <t < p— 1. Entao, dado t = Troe, )L, (C) € escrevendo z € Oy,
p—l 4
como T = Z a;; (07 0 63)(t), temos que
i,j=0

Tro,L,o(t(0])(1) = ;Tr@(gn) tOD() = (1~ 1;2% —1)

)

1

T tB0) = 1 Troye(t@)(n) = =202

p2

Demonstracao. A prova deste resultado encontra-se no Apéndice ??, Lema 5.0.5. [

Lema 4.2.3. Sejam L, e Ly p-extensoes abelianas nao ramificadas de condutor n =
P1P2 - - - Ds, COM D1, P2, ..., Ps numeros primos distintos, K e L. € 1L 11Ly p-extensoes de
condutores my e mq, respectivamente, comn = myms (mdc(my, mg = 1)) e Gal(L1Ly/Q) =
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{68 o Hé}i,jzomp_l, onde 01|, € um gerador de Gal(lL;/Q) e s3], € um gerador de
Gal(Ly/Q), ov, |11, = 6i, para i = 1,2 satisfazendo

_ i t i
T2 = (1,5 71505 T4, 5 Tayo1o Tl par - S T1.)s

para algum 2 <t < p— 1. Entdo, dado t = Troe,)m1,(Cn) € escrevendo x € Oy,
p—1

como x = Z ai; (0 0 03)(t), temos que
ij=0

1. Sei# —j (mod p) ei % —tj (mod p), entdo

1

Tresaralt0 0 (1)) = 3 Trage(t(8 0 () = =M =)

p2

2. Sei=—j (mod p), entao

T,/ (U0} 0 (1)) = 2 Trgqeuya(t(6] o () = T2 =D 2= 1)

p? p
3. Sei=—tj (mod p), entdo
; . 1 i ; m1 —1)(mg — 1 m1 — 1)m
T, 0/ (U0} 0 (1)) =+ Trgqeuya(t(6] o () = M2 =D (= Dms

p p

Demonstracao. A prova deste resultado encontra-se no Apéndice ??, Lema 5.0.6. [

Juntando estes trés Lemas, destacamos o proximo resultado que nos fornece a forma
trago integral.

Teorema 4.2.4. Sejam Ly e Ly p-extensoes abelianas nao ramificadas de condutor n =
D1P2 - . . Ps, COM D1, Pa, ..., Ps numeros primos distintos, K e I < [L1ILy p-extensoes de
condutores my e msy, respectivamente, comn = myms (mdc(my, mg = 1)) e Gal(IL;1Ly/Q) =
{67 0 03} j=0.p-1, onde O], € um gerador de Gal(L,/Q) e Oy|n, ¢ um gerador de
Gal(L,/Q), or,|L,L, = 0, para i = 1,2 satisfazendo

. t t t
To = (7’11,7’12, c. ,7’151,7”131+1,7”1$1+2, . 77’15),

para algum 2 <t < p— 1. Entao, dado t = Troe, )L, (C.) € escrevendo x € Oy,
p—1

como x = Z ai; (0 0 03)(t), temos que
ij=0

p—1 p—1 2
my—1)(my — 1
TT]LﬂLz/Q(IQ) = n Z a?j + (1 )g 2~ 1) (Z az‘j)

4,7=0 p 7,7=0
—1 p—1
ml(mg — 1) e (m1 — 1)m2
_ Yz o Ume s g (4.2)
p j=0 p j=0
p—1 p—1
onde A; = ag; + Qyy € Bj = apj + Z Ay -

=1,v=0 5 u=1,v=0
j—v) (mod p) u=t(j—v) (mod p)
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Demonstracao. Dado

p—1
r = Z aij(ei © 9%)@) € OL,L,,
i,j=0
temos que
p—1 p-1 ' '
2P = 27 ) a8 0 B)(0)(0 © 6)(2).
1,7=0 u,v=0
Assim,

4,7=0 u,v=0

p—1 p—1
Triio(r?) = Tmm<2 > az-jaww;o%)(t)(e%o%)(t))
zjauvTT LiLasa (67 0 03) (1) (6% 0 63)(1))

zjauvTT]Llng/Q (t(ei_u © Hg_v)(t)) :

Hbﬂh3 QM‘
||D4H HM‘

Logo, utilizando os Lemas 5.0.4, 5.0.5 e 5.0.6, temos que o valor de Trp,1,/(2?) é

-1 -1 p-1

Z a1, (t?) + Z D aiaiTre, Lo (tE)(1)
4,7=0 =0 j,v=0
J#v
-1 p—1 —1 p-1 . .
+ Z 2 i Ty (t( Z D @ T, o (H07" 0 657°)(1)
i,u=0 j=0 i,u=0 j,v=0
1£U 1#EU JFU

2

5 [<m1 —1)(my—1) mu(my—1) + (mi = Lmy +n]

i,j=0 p p
p—1 p—1 p—1 p—1
myp — 1)(mg — 1 myp— 1)(mg — 1
+ aij(lw[( ! )g 2 ):| + Z aijauj[( ! )g 2 ):|
=0 j,v=0 p i,u=0 7=0 p
p—1 p—1
mp—1)(mg — 1
+ Z a awl( ! )g 2 )]
1,u=0 j,v=0 p
1#EU JFU
2
p—1 p—1 p—1
my(mo — 1
+ apj + Ay | — Z afj [— l( 2 )]
]:0 u=1,v=0 ’i7j:0 p
u=(j—v) (mod p)
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95

R

2
p—1 p—1 p—1
2
+ doj + )y aw | = 2 @
]:0 - u=1,v=0 z,j:O
u=t(j—v) (mod p)
1 — -1
pP— mQ o 1 p
-y 5 | +
1,7=0 7=0 =1,0=
—(J v) (
2
—1 -1
mi — 1 Mo R R
- 2 | a0 2 G
j=0 5 u=1,v=0
u=t(j—v) (mod p)
Portanto,
p—1
2
Tri,po(r™) = n Qg +
1,j=0
mqi{mseo — 1
- mimo DS -
p
p—1
onde A; = ag; + Z Ay € Bj = agj +
u=1,v=0

u=(j—v) (mod p)

(i~ ma—1) (%5 )
p2 (Z a”)

i,§=0
o=t Z

p—1

2w

u=1,v=0

u=t(j—v) (mod p)

O préximo resultado relaciona os coeficientes A; e B; com as diagonais da matriz

de x na base normal integral

{01 0 00) ()} jm0,1,.. o1,

no caso em que t = p — 1. Com as notagoes do teorema anterior temos que:

Corolario 4.2.5. Set = p — 1, seque que:

(my —1)(my — 1) <p21 aij>2

p2

TTL1]L2/Q(x2) =

p—1

onde A; = ap; + Z

p—1
HE

,j=0

a0 )

u=1,v=0
u=(j—v) (mod p)

considerando a matriz M =

i,J =0

1)

u=1,v=

u=(p—1)(j—v) (mod p)

Qo € Bj = Qoj +
[ M M ], com
Qoo o1
Q10 11
A(p—2)0  Ap-2)1
| A(p-1)0 A(p-1)1

0(p—1)
1(p—1)

QD

A(p—2)(p—1)
A(p—1)(p—1) |

p—1
2w
0

Além disso,
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temos que B; € a soma dos elementos da diagonal principal da matriz M, resultante
da matriz M retirando as primeiras j-ésimas colunas e A; é a soma dos elementos
da diagonal secunddria da matriz M, resultante da matriz M retirando as ‘iltimas
p — (j + 1)-ésimas colunas, para j =1,2,...,p—1.

Exemplo 4.2.6. Se p=3, temos que

Qoo Qo1 Qo2
M = aipp daixz a2

Aoy A21 A22

Dessa forma, considerando a matriz acima, para cada j = 0, 1,2, segue que A; é a
soma dos elementos da diagonal secundéria D; e B; é a soma dos elementos da diagonal
principal Fj;.

Corolario 4.2.7. Sejam K e L corpos de nimeros abelianos distintos, ambos de condutor
n, com |[K : Q] = [L : Q] = 3, sendo 3 ndo ramificado em K e nem em L. Se
n = p1paps € livre de quadrados, py,ps e p3 sao primos inteiros, entao existe uma base
normal integral {(8% 0 63)(t); i,j = 0,1,2} de Ogy, tal que escrevendo x € Ok como
p—1
v =Y a0 0 63)(t) € O,

i,j=0

obtemos que existe p; € {p1, p2, p3} tal que:

2 (pl _ 1) <p£ _ 1) 2 2
TTKL/Q(ZEQ) = N Z a?j + 9 Z aij
7 0

2
onde A; = agp; + Z Qyy € Bj = ap; + Z Ay -

uz(jijjyv(?r(;od 3) uz2(j1:=1;1jv(=7(r)zod 3)
Demonstracao. Pelo Corolario 3.5.7, basta verificarmos que K; < KIL, para algum
i € {1,2,3}, onde K; é a tnica 3-extensao abeliana nao ramificada em Q((,,). Note
inicialmente que KIL possui ?;)2%11 = 4 3-extensoes abelianas nao ramificadas distintas,
sendo duas delas K e L.

Suponha que K, Ky, K3 ¢ KL, logo

K KoK; = K* = L* = K4 KL = KoKL,
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dessa forma, K3 € K;KIL = KyKIL. Pelo Lema 3.1.6, existem 3-extensoes K', K” < KL,
de forma que K3 € KiK' e K3 € KoK”, logo cond(K') = p1p3 e cond(K") = paps.

Por outro lado, K; € KyKIL e assim, existe uma 3-extensao K” < KIL, de maneira
que, K; € KoK”) com isso, cond(K”) = pypy. Dessa forma, K, L, K’/ K" K" sao 3-
extensoes abelianas nao ramificadas distintas contidas em KIL, um absurdo.

Portanto, K;, Ky ou K3 é uma 3—extensao contida em KIL. O

4.3 Condutores das p-extensoes contidas em KK,,,

Na secao 3.5, vimos que dada uma p-extensao abeliana nao ramificada K de con-
dutor n = pips...ps, poderiamos “subir” adequadamente até seu Corpo de Género
K* = KKy - - - K,_1M,_; pela torre de compdésito dada na Figura 4.6, onde para cada
1=1,2,...,s — 1, K; é a tnica p-extensao abeliana nao ramificada de condutor p; e
M; =M, 1 K;nQ(Cpyyypyoe-pe) € @ Unica p-extensao abeliana nao ramificada de condutor
DPit1Pive - - - Ps contida no compdsito K;M; 1, considerando M, = K.

Q(¢n)

K* = KiK. .. Koo 1M,

Q

Figura 4.6: Torre ramificada de p-extensoes abelianas nao ramificadas.
Fonte: Préprio autor.

Se K,,p, ¢ uma p-extensao abeliana nao ramificada com cond(K,,,,) = pip2 ¢ K;
¢ a tnica p-extensao abeliana nao ramificada de condutor p;, entao K, ,, < K;K, <
K* = KiKy... K; = KKyKj3...K,. Pelo Lema 3.1.6, existe uma p-extensao P <
KoKs ... K tal que K,,,, < KPP, conforme a Figura 4.7. Note que nesse caso teremos
duas possibilidades para o condutor de P: cond(P) = p3py ... ps ou cond(P) = paps . .. ps
e que cond(P) = pops . .. ps se, e somente se, a extensao KoKj . .. K, /P é ndo ramificada,
ou equivalentemente, P* = KyKj... K.

Queremos analisar uma forma mais geral para essa configuracao: Seja K,,,K,,, um
composito, tal que mde(my, ms) = pi, sendo K,,,, e K,,, p-extensoes abelianas nao
ramificadas de condutores m; = pips...pr € Mo = PrPri1- - - Ps, respectivamente, de



58 Compdsitos de grau p?

Q(CIHPQ) @(CPZ”'ps)
Qo) Q(¢ps)
K* = K|Ks ... K,
p

= ps—2 KgKg . KS

KK KKy = KipP p?

/ P \\ Jo-" B p T
p/ — p ~ _ -
K; Ko~ K, K P
Np /
p

Figura 4.7: Condutor de P.
Fonte: Préprio autor.

maneira que exista uma p-extensao abeliana nao ramificada P < K,,,K,,, de condutor
mymse/pi. Para isso vejamos alguns resultados.

Proposicao 4.3.1. Sejam K, K,,, e K,,, p-extensoes abelianas nao ramificadas de con-
dutores n = p1pa...ps, M1 = P1P2...PL € Mo = Ppi1Pk+2 - - - Ps, Tespectivamente, com

k < s, de forma que
KK, = K, K,

Entao, K, = My, onde M; = M1 K; n Q(Cipys )(piyo)-ps ) Ki € a tinica p-extensdo de
condutor p; e My = KKy N Q((pops-ps ) -

Demonstragao. Sejam K, K,,, e K,,, como no enunciado, entao
K, € KK,,, € KKKy ... Ky = KiKy ... KiM;.
Assim, pelo Lema 3.1.6, existe uma p-extensao P < KK, ...K, de forma que
Ko, © PM.

Se K,,,, # M, entao
(Ko, M, 0 Q] = p? = [PM, : Q]

ou seja,
P < PM,, = KmQMk,

o que é um absurdo, pois cond(K,,,My) = my = pry1pri2-..ps € 0 condutor de P
divide my = p1ps ... pg. Portanto, K,,, = M. ]
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Da proposicao anterior obtemos:

Corolario 4.3.2. Sejam K, K,,, e K,,, p-extensoes abelianas nao ramificadas de con-
dutores n = pi1pa...ps, M1 = P1P2...Px € My = m%, com k < s, respectivamente, de

forma que KK,,, = K, K,.,. Entdo, K,,, = M;' , onde
MZI = M;JrllKl a @(Cplpz“'piﬂpi)v
K; € a unica p-extensao de condutor p; e
M;1 = KK; n Q(CplpT"ps—l)'

Note que alterando a ordem dos fatores de n = pips...ps para n = psps_1 .. .PaP1,
pelo corolario anterior K,,,, = My, onde my = pi1ps...ps e K, = M,:l. Consequente-
mente obtemos:

Corolario 4.3.3. Dada uma p-extensao abeliana nao ramificada K de condutor n =
Pip2 - - - Ps, para cada par de inteiros positivos my, ma, satisfazendo n = mimy (note
que mdc(my,ms) = 1) existem unicas p-extensoes abelianas nao ramificadas K,,, e
K, de condutores my e mso, respectivamente, de forma que K < K, K,,,. A saber,
fixada a ordem da fatoracao de n = p1ps...ps, de maneira que my, = p1ps ... Pk, entdo
K, = My, e K, = Mt

Agora, sejam K,,, e K,,, p-extensoes abelianas nao ramificadas de condutores
my = p1P2 ...k € M2 = DpDk+1 - - - Ps, respectivamente e K € K,,,, K,,,, uma p-extensao
abeliana nao ramificada de condutor n = myms/pr = p1p2 ... ps. Note que neste caso
K., # M; ! e K,,, # M} (considerando a construcio feita anteriormente sobre o corpo
K). Além disso, como

K, € K" = KKKy ... Kp_1Kpyq ... K,
segue pelo Lema 3.1.6 que existe uma p-extensao abeliana nao ramificada
Ko, € KiKy .o K1 Kig .- K,
de condutor ms, tal que K,,, < KK,,,. Uma vez que
Koy, Ky, € Ky Koy, = KKy = K, Ko,

obtemos que ms = n/py = p1ps . . . Pr—1Pk+1 - - - Ps- Observe que, K,,,,, K,,,, e K,,, sdo as
Unicas p-extensoes abelianas contidas no compdésito K,,,,K,,, de condutor menor que n.

Q(¢n)

g

Q(Cmy) Q(Cm,) Q(Cms)

Ko,
/ \\\ p

p =~

P ~<_
K Ko, Ko,
P
P

\ )
Figura 4.8: p-extensoes abelianas nao ramificadas de condutores menores que n.
Fonte: Préprio autor

I\
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Observagao 4.3.4. Pelo Teorema 3.1.4, o compdsito K,,,,K,,, contém p — 3 p-extensoes
abelianas nao ramificadas distintas de K de condutor cheio n.

4.4 Forma Trago Integral do compésito K,,,,K,,,, com mdc(my, my) =
Pk

Considere K,,, e K,,, p-extensoes abelianas nao ramificadas de condutores m; =
P1P2 - - - Pk € M2 = PpPit1 - - - Ps, Tespectivamente, com mdc(my, me) = pg, de forma que
exista uma (e portanto a unica) p-extensao abeliana nao ramificada

K, € K, Ky,

com cond(Kp,,) = -*, sendo n = ™2 e H o subgrupo de Zj que fixa K, Ky,

Q(¢n)

T N—

Q(Cmy) Q(Cma) Q(Cma)

Ky
p =~
p = =~ ~
K K, Ko
\ P
p
p p
Figura 4.9: Compésito K,,,K,,, com mdc(mq,ms) = py.
Fonte: Préprio autor

I\

Assim, a obtencao da forma trago integral do compésito K,,,K,,,, apresentado no
Teorema 4.4.4, serd dividida em trés lemas auxiliares (como feito na segao 4.2). De
maneira a nao sobrecarregar esta segao, estes lemas auxiliares, assim como alguns
resultados de contagens de elementos de H, terao sua prova apresentada no Apéndice
??. na Secao 5.

Lema 4.4.1. Sejam K,,,, K,,, e K,,, p-extensoes abelianas nao ramificadas de con-
dutores my = pipa...DL, Ma = PkPry1---Ps € M3 = MyMa/ps, respectivamente, com
mdc(my, ma) = pi, de forma que K, S K, Kon,. Se G = {0i 003} i=0.p—1 € 0 grupo
de Galois de K,,,,K,,, sobre Q, satisfazendo:

1. |k, € um gerador de Gal(K.,,/Q), com 0:|x,, = Idg,, ;
2. Oo|k,,, € um gerador de Gal(K,,,/Q), com bs|k,,, = Idx,,,;
3. (91 o 92)|K7n3 = Ides’
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entdo o valor de Trg,, x,,, jo(t*) é:

m1<%—1)+m2(%— )—m3+1 m1<%—1)+m2<%— >+m3(pk:_1)

+n,
p? p
onde n = mima/py et = TTQ(¢n) /Koy Koy (Cn)-
Demonstracdo. Sua prova encontra-se na Secao 5, Lema 5.0.14. ]

Lema 4.4.2. Sejam K,,,, K,,, e K,,, p-extensoes abelianas nao ramificadas de con-
dutores my = p1pa...Dk, Mo = DpPrs1---Ps € M3 = mlmg/pi, respectivamente, com
mdc(my, ma) = pi de forma que K,y € K, Ky, Se G = {60605} i-0.p1 € 0 grupo

de Galois de K,,,K,,, sobre Q, satisfazendo:
1. 0ilk,, € um gerador de Gal(K,,,/Q), com 01|k, = Idxg,, ;
2. Oolk,,, € um gerador de Gal(K,,,/Q), com bs|k,,, = Idx,,,;
8. (01 00y)|x,, = ldx,,,

entao:

1. Para 1 <i<p—1, owalor de Try,, x,,,/0(t0i(t)) é

ml(%—)—kmg(%—)—mg—i—l ml(%—

Y

p? P

2. Paral < j<p-—1, o valor de TTKlem2/Q(t9%(t)) é:

ml(%—)—l—mg(%—)—mg—i—l mz(%—

)

p? p
onde t = Troc,) /Ko, Km, (Cn)-

Demonstra¢ao. Sua prova encontra-se na Secao 5, Lema 5.0.15.

)

?

]

Lema 4.4.3. Sejam K,,,, K,,, e K,,, p-extensoes abelianas nao ramificadas de con-
dutores my = pipa...DPk, Mo = PrPri1-.-Ps € M3 = m1m2/p%, respectivamente, com
mdc(my, ma) = pr de forma que K,y € K, Kp,. Se G = {0 0603}i j—0.p—1 € 0 grupo

de Galois de K,,,,K,,, sobre Q, satisfazendo:
1. 0|k,,, € um gerador de Gal(K,,,/Q), com 01|k, = Idx,, ;
2. Oolk,,, € um gerador de Gal(K,,,/Q), com Osk,,, = ldx,, ;
3. (0100)k,, = Idxk,, ,

entao, para 1 < 1,7 < p—1, temos que:

m1<m— >+m2(%— )—m3+1

9

ma

TTKlemQ/Q(t(ei 0 03)(t) = ( ) . mQPQ(

)=l mgp-)

sei#j

p2

onde t = TrQCn)/Kony Ky (Cn)-

p

, sei=]
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Demonstrag¢ao. Sua prova encontra-se na Secao 5, Lema 5.0.16. O

Fazendo uso destes trés lemas, enunciaremos agora o principal teorema desta secao
como segue:

Teorema 4.4.4. Sejam K,,,,, K,,,, e K,,, p-extensoes abelianas nao ramificadas de con-
dutores my = pipa...Pk, Mo = PrPri1---Ps € M3 = mlmg/pi, respectivamente, com
mdc(my, ms) = pi de forma que K, € K., K,,,. Se G = {6 o H%}i,jzomp,l ¢ o grupo
de Galois de K,,,,K,,, sobre Q, satisfazendo:

1. Oilk,, € um gerador de Gal(K.,,/Q), com 01|k, = Idg,, ;
2. Oslk,,, € um gerador de Gal(K,,,/Q), com 05k, = Idx,, ;
3. (6106, = I, .
Entao, dado n = mymy/py, t = TTrQ(C0) /Ky Koy (Cn) e escrevendo x € Ok, K,,, COMO
p—1
T = 'ZO as; (010 63) (1),
ij=

temos que

TTKlem2/Q (1‘2) = N Z aij +

-1 ma my _ 1Y) _ -1 2
o, () eme (5 -1 mf”“(pZ a..)
ij

2
170 p i.j=0
m ()5 ) meeny
9 Pk 2 3 \Pk 2
- p D, A7 - 2B - » 2. G
§=0 j=0 J=0
p—1 p—1 p—1
onde Aj:Zaij; Bj:Zaji eCj=a0j+ Z Qo -
1=0 =0 u=1,v=0
u=(j—v) (mod p)
Demonstracao. Considere
~ ma ~ ma ~
my = ml(— — 1), mo = mg(— — 1) e Mms = mg(pk — 1)
Pk Pk

Utilizando os lemas anteriores temos que o valor de Trg,, k,,, jo(z?) é:
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p—1 -1 p— '
Z a Tr]KleWQ/Q Z Z awTTKm KmQ/Q( (0]_0)@))
1,j=0 i=0 v=
p—1 p—1 —1 p—

+ Z Z a’tja”u]Terleg/Q( 0 u Z Z Z]au’UTTKlemQ/Q( (02 “ © 9] v)( ))
'LZ,.;J;EUO‘] =0 'LZ;J;EUO ]J;:

-1 - - - - -
K 2[m1+m2—m3+1 mi1 + Mo + M3 ]
= Za - +n

(] 2
=0 b P
o My 41 —ms+1
1 2 — 113 2
+ Z 2 aijaiv[ B - }
120 jom0 p p
J#v
p—1 p—1 ~ ~ ~
mi+ms—mg+1 1My
o [T
i,u=0 j=0 p p
1FU
L My + e —ms + 1
1 2 — M3
+ Z Z az’jauv[ B) :|
o p
7,u J,v
iFEU JHEU
2
_ p—1 p—1 ~
ms3
| P T
: u=1,v=0 i,j:[) p
u=(j—v) (mod p)
= A e —ms+1 (P \
2 1 2 — 113
= ), A+ 5 <2az‘j>
i,j=0 p 3,j=0
2
~ p—1 /p—1 2 ~ p—1 /p—1 2 ~ p—1 p—1
mo mi ms3
- 2 () 25 (Sa) -2 S e 5w
P iz \j=o P 2o \izo P izo u=1v=0
u=(j—v) (mod p)
Portanto,
S mE) ()
TrRp Kmy/(T7) = 1 Z ai; + 2 Qi
i,j=0 p 1,j=0
m ( )% (m )% w1
_ ZAQ ZBQ 3 pk Z
p—1 p—1 p—1
onde A Z Qij, Bj = Z Qj; € Cj = Aoy + Qo - L
=0 =0 u=1,v=0



5 Consideracoes finais

Se K/Q é uma extensao galoisiana de grau n, Ok é o anel de inteiros de K e M < Ok
é um Z-modulo livre de posto n, entao a densidade de centro do Reticulado Algébrico
ox (M) é dada por
B 27’2 pn
~ |Disc(K)[1/2[O : M]’
min{|ok(z)|; € M,z # 0} .
2

d(ox(M))

onde p =

B )|2 { TTK/Q(flf2) se K é totalmente real,
oglT =

§T rk/(2T) se K é totalmente imagindrio.

Dessa forma, conhecer o valor do discriminante de K, do indice do Z-mdédulo M
em Ok e a forma trago integral sao grandes ferramentas no estudo de reticulados al-
gébricos. A proposta deste trabalho foi o de apresentar uma contribuicao no estudo
da forma traco integral, sobretudo sobre compdésitos de p-extensoes abelianas nao ra-
mificadas de grau p?. Contudo, para se obter a densidade de centro de um reticulado
algébrico ox (M) é necessario conhecermos o menor valor que a forma trago integral
tem nos elementos de M. Esse estudo se mostrou complexo no caso dos compositos
aqui estudados, proporcionando assim um desafio futuro: descrever Z-mddulos livres
M, de posto finito n, a fim de minimizar as formas trago integral obtidas no Capitulo
4, com relagao a estes médulos, visando a obtencao de reticulados algébricos com boas
densidades de centro.

Seja p um numero primo impar e n = p;py...ps um inteiro livre de quadrados,
com p; = 1( mod p), para cada 1 < i < s. Fixado k € {1,2...5s}, considere m; =
PiD2 - - Dk—1, M2 = Dip1Dk+2 - --Ps, M3 = MMy = NP, M1 = MiPj € My = MaPj.
Se Ky, Ky, Ky, € Ky, s@0 p-extensoes abelianas nao ramificadas de condutores 7,
Ma, Mo € Mg, respectivamente, entao os compositos M = Kp, K, e M = Ky, K, sao
ambos corpos de nimeros de grau p? e condutor n. Suponha ainda que exista uma, e
portanto a Unica, p-extensao abeliana nao ramificada K,,, de condutor mg, de forma
que K,,, S M. Logo, se G = {0 o eg}i,jzo,,,p,l é o grupo de Galois de M sobre Q,
satisfazendo:

1. 91|Km2 ¢ um gerador de Gal(Kz,/Q), com 91|Km1 = Idxg,, ;
2. Oo|k,,, € um gerador de Gal(Ky,/Q), com Ok, = ldx,, ;

3. (6} 0 0)l,,, = Idx,,, paratodoi=0,1,...,p—1.

64
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p—1
Entao, dado ¢ = T, m(Cn) e escrevendo x € Oy como x = Z ai; (0} 0 63)(t),
i,j=0
2 p-l 2 2n—mqy —me —mg + 1 pl 2
Trygp(z®) = n Z a;; + 5 Z a;j
i.j=0 p i.5=0
. 1 p—1

J §=0
p—1 ~ p—1 2
my — 1)(mg — 1) + (m3 — ma)(pr — 1)
= n Z a,?] + p2 Z a’ij
i,j=0 1,5=0
-1
_ r(me — 1) A2 ma (g — 1) —ma(pr — 1) ' sz ~ ma(pr— 1) pZ: Cf
A P = P A
p—1 ~ p—1
2 myi(mg — 1) 2
= n Z aj; Z AJ
i,5=0 p 20
-1 p—1 2
mao(my — 1) R 5 (M1 —1)(m2 —1)
o » Bj + 2 Z Qij
Jj=0 i,7=0
154 1 (% ’ 154 1 (% ’
+ ma(py —1) ZBJQ_ 2 Za” m3(pr — 1) 720?_ 2 Za” )
=0 P \ij=o P iz P \i=o
p—1 p—1 p—1
Onde AJ = Z aij? Bj — Z aji e Cj — aoj + Z auv-
=0 1=0 =

u=(j— v) (mod )
Assim, se G’ = {6]' o eéj}i]’:o...pq ¢ o grupo de Galois de M sobre Q, onde 0k,
é um gerador de Ky, 0[k,, ¢ um gerador de K,,,, com 0,0, € Gal(Q(¢,)/Q) e
p_l . . o
x = Z a;; (07" 0 65) (t), com t = Trge,)m(C), entdao pela Proposicao 3.5.8, segue
ij=0
que

p—1 2
Triyg(a®) = Trigo(a™) +ma(ps — 1) Z B — — <Z aij>

p—1 2
— my(py — 1) ZCQ—<Z%]‘>

1,7=0

Uma questao a ser discutida é: dado um Z-modulo livre M, constituido de matrizes
quadradas de ordem p — 1, é comparavel os minimos das formas tragos relativo a esse
moédulo? Se sim, em qual caso obtemos reticulados com maior densidade de centro?
Essa é uma questao a ser pesquisada futuramente.
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Apéndice A: Caso linearmente disjunto

A fim de nao sobrecarregar o capitulo 4 com demasiadas contas e tirar o foco dos
principais resultados, propusemos a criacao deste apéndice a fim de auxiliar na compre-
ensao deste material. Este capitulo sera refente ao caso do compdsito de p-extensoes
abelianas nao ramificadas IL; e Ly de mesmo condutor n, admitindo a existéncia de
p-extensoes abelianas nao ramificadas K, I € [L1ILy de condutores m e ms, respecti-
vamente, com mdec(my, my) = 1 e n = mymsy. O segundo caso, serda abordar algumas
contagens de elementos considerando p-extensoes abelianas nao ramificadas K e 1L de
condutores m; e mg, respectivamente, de maneira que mdc(my, my) = p;, com p; um
nimero primo.

Iniciamos destacando um resultado bastante conhecido, o qual foi utilizado nas
teses de doutorado citadas nos capitulos anteriores. Tal resultado sera ttil nas se¢oes
seguintes e por isso deixaremos aqui sua prova.

Proposicao 5.0.1. Dado um inteiro positivo u, temos que

() () (1) e (3) -

Em particular,

_ U U T A 0, sewu é impar
(u—1)+(u—2) +(=1) (1)_{—2, se u é par

u —1, sew é impar
Demonstrag¢ao. Temos que ( ’ , p
0 1, sewé par
Se u é impar, entao para cada 1 < a < , segue que

e assim,

> S
gl
L
=
N
S
| <
S
SN——
I

[
D gt
~
|
L
=
N
S
| <
B
SN—
+
*
Naw
IS
L
N
ENESS
SN———
—_—

I
Anat

|
o =
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Logo,

2(—1)’f ( uﬁk ) - 1.

Se u é par, entao u — 1 é impar e pelo caso anterior

g(_”k( W)=

Além disso, a relagao de Stifel diz que ( " g I ) =

Dessa forma,

(
:Zj(—l)k<uﬁk) = §<—1)kl(5:i)+((u3;)l—k)]

_ :Zl(l)k < Z:]i > +:1( 1)k< (ugz)l_k )

Por outro lado,

| i :Zj“)k( <u31)1—k>—<—1>°(§j:})
= 0-1=-1
E,
:(_UR ( (uﬁz)l—k ) B :(‘1)’“ ( (ﬁ])l— k ) + (-1 ( ugl )
= 0+ (=1)=-1
Logo,
Portanto,

i(—l)k(uﬁk)=t§(—1)k<uﬁk>+(—1)“<g)=—2+1=—1.

k=1
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Sejam LL; e Ly p-extensoes abelianas nao ramificadas de mesmo condutor n =
p1p2 - .. ps, de forma que existam duas p-extensoes abelianas nao ramificadas K, L <
Ly, com cond(K) = my = pipy...ps,, cond(L) = my = piph...pl,, s = 51+ 82,
mdc(my, my) = 1 e n = mymsy. Considere ainda os conjuntos Y, Y’ P, P' L e L' como
no Lema 4.1.1, e a« = (ay,q9,...,a5) € H, sendo H o subgrupo de Z? isormorfo a
Gal(Q(¢,)/Q) que fixa LL;1Ly. Nessa se¢ao estamos interessados em obter a quantidade
S%7 ., de elementos § € H de forma que 38 coincide com —a exatamente nas co-
ordenadas y1,¥a, .-, Yu, Y1, Y1» - - - Yo (isto €, nas coordenadas de Y x Y”). Também

e 2] 3 27.7
faremos o uso da notacao Sll7l2u~~-,lsl7u)l/17l,27~~7l;2_u/ para descrever a quantidade S}7 ;.

O préximo teorema fornecera os valores de S3”7 ;, por meio das quantidades A _ 7,
LxL LxL'

onde L e L' sdo subconjuntos de L e L', respectivamente. Considere ¢, = q = 1.
Note também que Ag =1, pois Ag = Arxp, quando Y = PeY' = P'.

Teorema 5.0.2. Com as notagées do Lema 4.1.1, sejam @ = u + v € lg_yi1 =
Vls—ure =1y, .. le—qg = 1,,_,. Entdo:

1. Para 1= j =0, temos que

s—1u
0,0 . k
Sll,lz,...,ls_ﬂ - Z (_1) Z Altl,ltz,...,lts_ﬁ_k
k=0 1<t <to<-<ts_ g p<s—u

2. Parai#0ej=0o0ui=0ej#0,

2-a)Temos que

i,7 _ 1,7 —
Sltl,th,...,ltk =0eS)y v =0,

para todo k =0,1,...,81 —u, K =0,1,...,8 —u, com

/ / !/ !
ll <ltlalt27”'7ltk §lsl,u 6[1 < tll’ t'27"'7 t;c/ ngZ*U"

2-b)Sel<u<s;—1el<u <sy—1, temos que

u
/L"j —_—
Sl17l27---al817u7l,17l127---7ll ! - Z

Sg—u

onde Ak,k’ ¢ a quantidade

/ 7 !
: Altl7lt2~~~7lt517u7k7lt/17lt/27-"7lt/

/ 7 /
1<ty <t2<~--<t51,u,k<317u e 1<t1<t2<-~-<t32

—u =

3. Parai#0ej#0,

3-a)Se i # —j (mod p) e i % —tj (mod p) entdo:

i)Temos que
1,3 _ Qb —
Sltl,lt2,~-~7ltk B (N RN 0,

VERMY AR AN 7
tl t2 tk/

para todo k =0,1,...,81—uek' =0,1,...,8 —u.
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ii)Sel<u<s—1el<u <sy—1, temos que

1,7 o _1\k+K A
S (=1 Ag o,
s k=0 k=0
onde Ay € a quantidade
2 Altl,th...,ztsrufk,zi,l gy
ISt <ta<e<ts, o p<S1—u € 1<tl1<t/2<.“<tl327u’7k’<827ul sg—u/—k
3-b)Se i = —j (mod p) entao:
i)Temos que
i7j [
Sltl,ltz,...,ltk - 07

para todo k =0,1,...,8 —u.

ii)Se 0 < ' < s9 — 1 obtemos que

] _ VKR
511,12,..‘,131_%1'1,1'2,...,1'52_ = (=) Ap s

k=0 k'=0
onde Ay € a quantidade
Z Altl,ztz...,ztsl_u_k,l;,l Byl
ISti<to<r<ts) —y—kp<s1-U € 1<t'1<t’2<~--<t;27u,7k,<52—u’ sg—u'—k

se0<k<si—u—1ce,

Alsi—u) i Z Av, v, .,
, 1t

1<t <ty <--<t’
s —

3-c)Se i = —tj (mod p) entdo:
i) Temos que
ij _0
v, ;

’
R r“:lt/
1 72 k!

para todo k' = 0,1,..., 59 —u'.

ii)Se 0 < u < s1 — 1 obtemos que

s1—u—1 sog—u’
i, o k+k A
Sll,12,‘..,131,%1;,lg,...,z's T Z Z (=) Ag s
2 k=0 k'=0
onde Ay € a quantidade

7 ! !/
E Altl,th...,zt51_u_k,zt,l Ay el

ISty <ta<e <ty _y—p<S1—u e ISt <th<--<t’
527
se0< Kk <sg—u' —1e,

Ak,(sg—u’) Z Altl’lt2""’lt51—u7k .

1<ty <t2<~~-<tsl_u_k<517u
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Demonstracao.

1. Temos que

o—ii
0,0 _ 0,0
Sll,...,lsfﬂ - Allm--alsfﬂ - Z Sltl"“’lts—ﬂ—k : (51)
k=1 | 1sti<to< - <lg_g_pSS5—1U
Além disso,
S—Uu S—Uu S /Z/L
0,0 - 0,0
Sl - Z Alt - ( 1 ) SO )
t=1 t=1
s—i—1\S s—1u
0,0 _ - W 0,0 - 0,0
2 Sltlath - Z Altl’lfz o 1 Z Slt - 2 SO )
I<ti<to<s—u I<ti<to<s—1u t=1
0,0 s—u—2 0,0
Sltvliz’lts - Z Altl’lt2’lt3 N 1 Z 511171752
1<t <to<tz<s—u 1<t <to<tz<s—u I1<ti1<to<s—1u
s—u—1)\% sS—1u
- W= 0,0 - 0,0
- 2 Z Slt 3 SO .
t=1

Continuando o processo, para todo 1 < k < s — 4, o valor de

0,0
Z Slt1 Aty bty gy

t1<to<..<ts_g—1k

¢é dado por

s—

i—k—1
E+(d+1) 0.0
Z Aty gl — Z ( d+1 Z Sltl,ltz,...,lts_a_k_l_d
d=0

i <to<-<ts_a_k ti<to<'<ts_—k—1—d

. L. 0.0 . .
Assim, substituindo o valor de Z Slt’ I , obtido acima, na equa-
127t20 Yls—a—1
t1<to<..<ts_g—1

¢ao (5.1) temos que

0,0 _
Sll,lz...,ls_a - Al17l2---7l5711 - |: Z Altlvlt21"'7ltsiﬂ71
t1<to<-<tg—q—1

() s () oy s,
1 Lty sltg st _g_o 2 fyseoltsa—s
t1<to<-<ts—g—2 t1<

o <ts—g—3
~ ~ s—1 ~
s—u—2 0,0 s—u—1 0,0 s—1Uu 0,0
- ; 2 Sty — ; P ; S
s—u—3 t1ott2 s—u—2 t s—u—1
t1<to t=1
s—Uu
0,0 00 0,0 _ q0,0
a 2 Sltl,---,lts_ﬂ_z Z Slt1 ltg Z Slt SO
1 <..<tg—g—2 t1<to t=1
— 0,0
- Allvl%---»lsfﬂ B Z Altvltw"-vltsfa—l + Z Slt:pltzv“'vlis—a—z
t1<to<--<ts_g—1 t<to<<-<ts_g—2

3 0,0
- [1 o < 2 ) } Z Slt17lt2,-~-7lts_ﬁ_3 -
t1<to<--<ts—g—3
s—1U—2 0,0 s—u—1 N 00
A-GEE) 2P ) | e
t1<to t=1
S — U 0,0
- () s
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.. 0,0
Dessa forma, substituindo o valor de E Slt1 " , temos que
EAE 2, R R LY Sy S

t1<to<..<ts_g—2

0,0 _
Sll,lz‘..,l = AllJZu-yls—ﬂ - Z Altl, ¢

s—1
t1<to<-<ts—_g—1

3 0,0
Alflvthv"vlts—a—z o ( 1 Z Sltl dtorolty o s

t1<to<--<ts—q—3

— 0,0 s—i—1Y\"O 000 s—u 0,0
4) 2 Sty ey ~ ( s—1u—3 ) Zslt B ( s—1—2 )SO ]
t1<to t=1
1 3 §00
N B 2 2 lipltg ity
t1<to<-<ts—g—3
|y (s-u-2 A s—a—1 ‘“iso,o
s—u—3 leyly s—1—2 b
t1<to t=1

|:t1<t2<"'<ts_ﬂ_2

|
7N
»w ®»
I
S
|
[\)

= k k 0.0
B ({_ < k—1 ) + < k—2 ) + 1] 2 Sltvltw'“vlts—a—k) ’
k=3 t1<to<-<ts_g—k

Pela Proposigao 5.0.1,

(2)+(2) o

2
_ k
511,12 ls—a T Z (_1) Z Alt17lt2""’lts—'&—k
t1<to<--<ts_g—k

0,0
Ly bty oeeoslit

Logo,

T
o

s—1—3
t1<to<--<ts—gz—3

s—1 L L 0.0
k=4 t1<to<<ts_g—k

2
= Z [(_1)k Z Altlvltw"vlfs—a—k]

t1<to<-<ts_f_k

- Z Altlyltgv'”ylts_ﬂ_3

t1<to<--<ts—_g—3

+ g [( 3 +d i T 1) ) 3 Sﬁf{ltwl%“d]
)

1 <tp<--<ts_g—4-d

k 0,0
([ < —1 ) + ( k—2 > + 1] Z Sltvltzv"'vlts—a—k)
t1<to<-<ts_g—k
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Il
e

D" D Aty a_k]

t1<to<-<tg_g—k

s k 0,0
Z l(_l) ( k—wv ):| + 1) Z Sltl’lt2""’lts—ﬂ—k
v=1 t<to<-<ts_g—1k

Observe que pela Proposicao 5.0.1, para todo inteiro k,

k=1
v k | 1, sek éimpar
Uzll(_l) (k—v)]+1_{—1 se k é par

i
o

E »
Il |
~ @
I 11
w

Logo,

4
5?1732-“7[3—& = Z (_1)k

Alt1 dtgsensltg gy,
| 1 <to<-<ts_g—k

[/ 4
v k 0,0
- (Z [(_1) < E—w )] + 1) D St gl
5 L \v=1 t1<to<--<ts ik

Portanto, continuando o processo

T
2 o

w0

E

—U—
0,0 _
SllJQ---Js—a - Z Z Altl’ltT'”’lts—ﬁ—k

k=0 t)<to<<---<ts_g_k

k’
)] +1 >
1}:1 t1<to<-<ts_ gk

1 <to<t--<ts_g—k

2. Faremos a prova para o caso ¢ # 0e j =0, o caso i =0ej#0 seguird de maneira

) . J = A 3
andloga bastando observar que 73 = (r{,,71,, .. 7’131 Tlsﬁu rljs ar s TTL)

2.a) Se = (ﬁl,ﬁg, ..., Bs) € Z* satisfaz a + fri = 0, entdo —fBri = a € H, ou ainda,
B = —arf™. Como, n = 0 (mod p), entdo n —i = —i (mod p) e assim, —aw € H e

r7~" ¢ H. Logo 3 ¢ H e dessa forma, nio existe 5 € H tal que o + Bri = 0, portanto
00 ~
Sy =0,paral <i<p-—1.

Suponhamos agora que 5 = (81,32, ..., 0s) € Z; satisfaz Tikﬁk = —qy, para todo
1 < k < s, entao

(r’l'l,rzl'Q,...,r’iSl,l,...,1)(61,[)’2,...,ﬁsl,l,...,l) = (—aj,—qg,...,—az,1,...,1)

Contudo, pelo Corolario 4.1.6,

(T ST



Apeéndice A: Caso linearmente disjunto

dessa forma

(/817/62""7/881717""1)¢H
e assim, 3 ¢ H. Portanto, S,Ol, v, =0, para todo k' =1,2,..., 89 — .
N

700
t k’

De forma analoga, segue que Sltl, =0, para k = 1,2,...,s; — u, bastando

ltgse-nslty,

notar que (1,1,...,L,7{ 17 ,.....7r1,) ¢ H.
2.b) Para cada l; € L, I}, € L', considere Y; = P\{l;} e Y, = P"\{l},}, temos que

n—i n—i n—i nfz n—1u
(—0417“11 y —0427“12 ) —Ozlt_lrllt_l s —alt“ 1lt+ . 04517"151 )
(§]
—1 —1 n—i nfi n—i
< Qg -‘!-1741S 417 04514,_27"15 IPEERRE _0451-‘!-11,717‘13 "y 5 OZS1+lt,+1 a1+l seeey _Oésr'dlS ) 5
LYY 1 t'+1

sao elementos de Z7 e ZL* , respectivamente. Como
(/) ( )

mQ/p;/
+

Limaton) Z*( )" Zy, x Zyy, = Ty, (H) » Tly, (H) = Ty, (H),
! ma/p

existe v = (v1,72,--.,7s) € H de forma que para todo k € {1,2,...,s}\{l4,, 2,1} temos

que 7, = —ax, e pelo item 2.a) r{, y, # —ou, e 1, W, # —ou,.
Portanto, i
Siw, = Mgy (D=8 =857 = 55"
Alt,l;, —-0-0-0
- Alt,l;,'

Agora, sejam I} < I, < ly, < li; < ls—y, com Iy, € L e Iy, € L' (tomamos [;, ao
invés de [, para facilitar as contas). Assim como no argumento acima, existe v =
(71,725 ---,7s) € H de forma que para todo t € {1,2,...,s}\{l;, s, s} temos que
r1, vt = —ay;. Logo,

0,0 _ Q0 @i0 @0 i0 0
Sltlalt27lt3 o Ali17lt2’lt3 liysley leqsleg ligslig lt1 S Slt3 SO
- { Al gy — At oy — Aty s8¢ i, €L
!
5 Altpth — Alilyltg , S€ th e L

el =l bl é dado por

Generalizando, temos que o fator Sz

i,0
! ! 7 -
Azl,z2,...,zsl,u,ll,12,‘..,zs2_u, § Slzl,l ey by,
! 7 7
t1<tg<..<te ety <ty<..<t!,
ete/=s—u—1
— E g0 —
b iy ot iy ,ltg...,lt;,

7 / /
t1<tg<..<te ety <th<..<t,

ete/=s—u—2
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Apéndice A: Caso linearmente disjunto

i,0 7,0
- Z Slt Mty bt + Z Slt Ly, 1! + Z Slz v, T Z S 2,
1 2 3 127200 at/7 / t/ t, tl3

ti<ta<ts t1<ta, lyeL’ th<th, lieL 1 ] <th <t}
i0 G0
o Z Slt17lt2 + Z li’l/ + Z S /’t/
t1<to lteL, lt/GL’ t/ <t'
S1—Uu so—u’
2,0 1,0
ol DIT AR DN A
t=1 =1
onde e, e’ > 0.
Pelo item 2.a) podemos descartar as parcelas em que e = 0 ou ¢ = 0, assim,
00 , .
Sttty il ot € 18UALA
527’11/
0,0
All,lzv---,lsl7u7l’1,l’2,---,l’52,u, - Z Sltl,th g ol L seenslly
] <tg<...<tq e t| <t’2<...<tii,
dtd/ =s—ii—1
0,0
- Z Sltl,ltz...,ltd,lt/l,lt/ -y
t]<tg<..<tg e t’1<t’2<m<tii, d
d+d'=s—u—2
0 0
N s Y s ) s
bty sleg b, Lty b, Lt
ti<to, lyel’ ) <tl, ltel 12 lyeL, lyel’
com d,d >
Logo, de forma analoga ao caso 1., segue que Sll bl il é
All7l27---7l317ual,17l127---7l;27u/ - Z Alt17 ltd7l17l27 71;/
t)<tp<..<tge t’1<t’2<...<t:i,
dt-d' =s—ii—1
+ Z Aztl,th...,ztd,zt,l7zt,2,_.yztiil _
ty<tg<..<tge t’1<t’2<“.<t;l,
d+d'=s—u—2
s—u—3
+(_]‘) Z Altl,ltgvlgl + Z Altvlt/ 7lil
t1<ta, lyeL! t) <t!, lieL L2
s—u—2
+ (-1 > A,
lteL, lt/EL'
com d,d > 1. Ou ainda,
s1—u—1 so—u'—1
%5 _ _1\k+K' A
Sttty = 2 2y (FDT T Ak,
I k=0  k'=0
onde Ay é a quantidade
Z Alt17lt2~--7lt51_u_k. 7121 7l£/ 7~~-7l;/ :
’ 1 "2 sg—ul —k/

ISti<ta<<tg) —y—p<s1—U € 1<t’1<t’2<---<t’527u,7k,<327u
3. Sejai#0ej#0.
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Apeéndice A: Caso linearmente disjunto

3.a) Pelo Corolério 4.1.6, desde que i % —j (mod p) e i  —tj (mod p) temos que

ity i+j i+j i+tj i+tj i+ij
(ry?ory s L L ) ¢ He (L1, Ly e, ) € L

Portanto, o resultado segue de forma andloga ao caso 2.

3.b) Para i = —j (mod p).

i) Note inicialmente que i # —%j (mod p). Logo, pelo Coroldrio 4.1.6 , segue
o b inie ]
que (riy?, ey, oL ) e He (1,1, LT ot ) ¢ L
Dessa forma, assim como no caso 2.a), segue que

i0 _
Sltl,lty-u,ltk - O’

para todo k =0,1,...,s — u.

i1) Suponha que u # s3. Logo, utilizando a construcao feita em 2. observando o
item 7), obtemos que o valor de

0,

ll»l27~--,lsl—uvl/1:l,2> 51/2_1/
¢é dado por:
— 1,3
Ah,lz,.--,lsl_u,l’l,lg,--.,l’sru, Z Sztl,z gl el
t]<tg<...<te et} <t’2<...<t;,
d+d'=s—u—1
_ Sid — ...
Z lt17lt2"'7ltd’lt,17lt/2"'7lt:i,
t]<tg<..<tg e t) <t <. <t:i’
d+d'=s—u—2
| D sther T st >
Z lt17lt27l;/ + lt7l;/ ) i/ t’ ’ t’ ) t’
t1<te, lyel’ th<th, lteL L2 <t <t
so—u/
. 0] z,] 1,J
2 w*Z bt - v
lteLl, 1l el! t) <t t'=1
comd>0ed >=1. Ou seja,
All7l27-~-7lsl—uvlll7l,27'~-7l;27u/ - Z Alt17lt2 ltdyll7l27 l,
t]<tg<...<tq et} <th <. <t’d,
d+d'=s—u—1
+ Z Ay, gl g oy T
t1<tg<..<tg e t) <th <. <tll, ¢
d+d'=s—u—2
s—u—3
+( 1) Z Altlaltgvl;/ + Z Altv " 1l;/ + Z Alt/ ’ ;/ ’ /
ti<ta, lyel’ th <th, lteL ) <th <ty
so—u/
s—1—2 8 u—1
+ (_1) Z Alt’l + Z Al,/:I/ +( Z Al,/’
lteL, lyel! t) <t t'=1
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Apéndice A: Caso linearmente disjunto

com d > 0ed > 1. Dessa forma,

u
1,7 o _N\k+E A
511,12,...,z51,u,zg,z;,...,z; = Z Z (=) Ag e,

27 k=0 Kk'=0

onde flk’k/ ¢é a quantidade

A roq /
E Uy ltg oty ol dy ol )

ISti<to<<tg) —y—p<S1—U € 1<t’1<t’2<---<t’527u,7k,<327u

se0<k<s—u—1e,

A(slfu),k’ E Al’ N i
z’l t’2 t/ .
1<t’1<t/2<...<t;27u,7k,<52_u/ so—u'—k
3.c) Segue de forma andloga ao caso 3.b), apenas observando que se i = —tj (mod p),

entdo ¢ # —j (mod p). O

Substituindo as quantidade A;, 7, obtidas no Lema 4.1.1 no teorema anterior, segue

que:

Corolario 5.0.3. Com as notacoes do teorema anterior, considerando

tsl—u—k
s1—u—1 H QZt
L _ k t=t1
DL T Dll:l2,~~-»lsl—u - Z (_1)
k=0 ti<to<..<ts; —u—k p
67
_ , _
tsgfulfk’
!
qy
so—u'—1 t’l_t[’ by
/ K -
v=Dpy v = Z (—1) Z R
172 sg—u’ p
k=0 U <th<..<ty _,1_p
2
Entao,

1. Para @ = s, temos que S9° =1 e S§? = 0, se (i,7) # (0,0).
2. Para0<u<s —1eu = sy,
(a) Sei# —tj (mod p), temos que

ShI =0.

llJZmylsl—u

(b) Sei=j=0, temos que

S0,0 — DL + (_1)51711.

l17l2-'~7lsl—u
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(¢c) Sei=—tj (mod p), com (i,j) # (0,0), temos que

Sll l2...,l51 [y = ‘DL'
3. Parau=s1 e0<u <s9—1,
(a) Se i % —j (mod p), temos que
Z/ ’ ’ == 0
Ulhenl!
(b) Sei=j=0, temos que
»51/17l/2 7l/2,ul = DI/ + (_1)52*714 .

(c) i =—j (mod p), com (i,7) # (0,0), temos que

z’l,z’z S Dy
4. Para0<u<s—1e0<u <sy—1.
(a) Sei=j =0, temos que
0,0 _ o
Sll,lg, eyl D ’1;2 y (DL + (—1)51 U) <DIL, + (—1)82 u) .

(b) Sei# —j (mod p) ei# —tj (mod p) temos que

S’L

roqr ’
l17l2 ----- l51 ul1:l27 7l so—u/

== DLD/ /.

(c) Sei=—j (mod p), com (i,7) # (0,0), temos que

S’L

’ ’
l1712 ----- lsl —U> l17l27 7l so—u/

= (Dp + (-1)*"") D},

(d) Sei=—tj (mod p), com (i,7) # (0,0), temos que

SiJ o =Dy (D/L/ + (_1)32*u/) .

ll7l27---7l817u7l17l27---7 sg—u/

Faremos uso destes resultados para verificarmos a veracidade de trés lemas auxiliares

destacados no Capitulo 4 (Lemas 4.2.1, 4.2.2 ¢ 4.2.3) a fim de obtermos a forma traco

¢(n)

integral, para isso denotaremos h = |H| = e utilizaremos a expressao
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/

k=1 k'=1

14
Sl17l2 ..... 5517u7l’171’27._,,l;27u, = H prk )/Q ( Pyk) 1_[ TT (C )/@ <
k/

= 0 L [ 4,

Py

)

k=1 k=1

_ (_1)571151 — (b(Z)u (52)

n QZt H QZ/
=1
para (u,u') # (0,0) e
S1 S9
Sy =T Lan T 1y, = 6tm)s(ms) = 6(n).

k=1 k=1
Lema 5.0.4. Com as notacgoes do Lema 4.2.1, temos que

1

Trie®’) = +Troe)e(t’)
_ (ml—l)(mg—l) _ml(mg—l)—l—(ml—l)mQ in
p? p
Demonstracao. Pela equagao (4.1) temos que
Troeoe?) = TW+TH+ T+ + T + 17,
onde
u 0,0
¥ = h Z Szll,zz,...,ld,z'l,1'2,...,1;,Szl,12,..A,zd,z;,z'2,...,z;,
l1<lg<...<ly, l’1<l’2<...<l£l,
d+d'=u
Conforme o Corolario 5.0.3, temos que 3870 = 1, assim
T = hS)) 5070 = h.¢(n).
Para o caso T}, temos que S] = -2 ¢ S}, = . ), parale P el € P'. Logo,

! = h ZSZSOOJrZSl,SZO,O]
_ 3 i_é(n (_1) Z p(n (qy_l)
¢

=1 QZ’

q =1

A7) ) -2

g g )

] |
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Note que, S, ;, = %, Sy = fl(;f,) 1’,171,2 = q(?,(q;), , para l,l,lo € Pel I € P
Assim, a parcela T? é igual a
h l 3 ¢(n) (%% _ oty 1) N d)(fﬁ) (qzté{/ _ata 1>
li<ls Qh(]lg p p leP, l'eP! qlql’ p p
q/’ q// q// _ q//
+ Z di(n/) ( ) _ i b + 1)
1<l Gy I, p p
é(n) p(n é(n) <¢(n) ¢(n)> p(n) | ¢(n)
= h + i T L
e le;e o D 11;2 E, 1222 Pa, P l’;; pd'y pdy
~ Y (¢<n>+¢(7>>+ 3 ¢<n)]
leP,l'eP! Pq pq U 1<k <ko<s Qk1Qk2
N 1 51 $2 BRI K () PN )
- h [p25152¢(n) + ; ([( o 2 ) + ( 62 )] p(n) — (s1 l)l:Z1 " (s2—1) 121 a0
- o(n) > ¢(n) p(n)
— - |+
82; a ll; q ) 1<k§k2<8 %(ij
_ 1 S1 S9 1 S1 59
- h[pz(<81—1)<82—1)>¢<n>+p<[(31—2>+<82—2)]¢<n>
51— 1 sp—1 S1 < ¢(n)
G GBI E )
=1 U'=1
¢(n)
+ .
1<klz<:k2ss qqu;@]

De forma analoga, olhando para os elementos de H que coincidem com —a em
exatamente trés coordenadas, temos que a parcela correspondente a T3, na expressao

(4.1), é igual a

' Z s (qll%qls AL, O Qs — Qs G G @, 1)
li<la<ls a1, 41,915 D
+ __¢(n) (qh%% —Gn G = G —n s+ G+ s+ a4 1)
li<la, l'eP’ qhqb‘lf/ P2 )
+ __o(n) (Ql(Ifg‘If'Z — Qqr, — Qd, N ot +a, - 1)
! ! 5
lep, Iy <, qulzl quQ P ”
$(n) Qzlflq;'QCIfg - %1(1212 - ql’,lq;,3 — qgéq;g + qffl i ng n ng
+ Z _ e .
I <y <ll ql’1 qléqlg »
1 S1 S9 $1 S
) _h[zﬂ([(sl_l)(%—? Tls-2 s —1 ¢(n)
_ (51—1>< )Z ( 51 ><82—1)i¢(n)
51— 2 32—1 = s1—1 Sy —2 2y
1 S1 PR o1 .
+ p([(81—3)+<52_3 o(n) — s n 52_2 ;
()]
— N )
[(52—3> <81—2>]1121 a [(51—3 52_1 2 ga,
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¢(n)

7
tep<repr N4

82—1
82—2

] |

81—1
81—2

[

1<k <ka<ks<s

)+
¢(n)
Ak 9k; ks

)] |

82—2
82—3

¢(n)
qu q;,’z

S1
81—1

)+ (L)l g 59)

I <l

Generalizando esse processo, analisando quando 0 < % < s — 1 coordenadas de
—a coincidem com elementos de H, precisamos tomar alguns cuidados com os indices.

Sejam 0 < u < s, 0<u <s9,d,d =1

{

se u > 8
se < 8

31_17

da -2,

— d/

o

: |

e considere que

82—1,
i— 2,

se U > S9
se t < S9

S; B
(20)-n
se c > s;, para t = 1,2. Logo,
i I 1 S S
= (_1)h[2<lz (Sid)<s—2d’)]¢(n)
™\ Lata=a \ 71 2
_ s1—1 82 o P(n)
_d+d’2=ﬂ—1( (81_1)_d> ( s2—d >_ ; @
51— 2 ) ( S9 ) o(n)
+
_d+dzfa2 ( (81 - 2) - d S2 — dl l1<lo QhQIg
SENEE RIS e
| d+d'=a—3 (81 N 3) —d s2—d 1 li<la<ls 1, 912915
i - dﬁ S9 (]5(71)
+(—1)% ( o1 ) ( ) e
[d-&-d;l—du (81 N d~) —d 527 d l1<lz§-<ldﬁ anqi, - - - QIda
_ S1 s3— 1 | & o(n)
_d+dza1 ( s1—d ) ( (52— 1) —d )_ 1/211 q
51 Sy — 2 > o(n)
+
d+d’2=ﬂ—2 ( s1—d ) ( (52—-2) —d 1<l qf’qu'z
S ENERIPEE
!
d+d'=i—3 s1-d (82 N 3) —d d <<ty qg’lqlllzqgé
/ —d; ¢(n)
o 2 )] 2, e
i Vs o™ )| 2, daa,
Loy ( o1 )( 1 ) o)
d+d/—i—2 (s1—-1)—d (52 —1) —d' eprep A
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U0 ) (e ) e

ol L Y R GRS | 3t
N 60)+ (i )] 2%
) (-] 20

i _(<sl—f§:<1a—2>>+(<82—f§:<1a—2>>]l€1§@%
5 ) (a2 de

n
S <b<>> |
L<ky <kgpe-<kg<s k1R - - - Gka

Assim, T}* é dado por:

2
b u+u'=0 wt =0 W=
onde
¢(n)
Qu,w = Z . - ,7
LeP(P), L'eP(P’) Hl:l ql Hl’:l ql/
|L|=u e |L'|=v
/
S1—U So — U
-, 2 .
o (Sl - U/) —d (32 _ U,I) —d w,u
d+d' =i—(u+u')
e,

A, = Slju / Sz—u: i S1—U 82—~u' Quu’a
’ s1— (a—u) Sy —u $1—u So — (@ — u) ’

sendo P(P) e P(P’) o conjuntos de todos os subconjuntos de P e P’, respectivamente.
2)’ p(mz)  $(ma) ¢(m2)

7 Ty e ey T
Q. ’ ql’ q/ ’ ’ ql’ ql’ - q ’ ’
u s1—1

Observe que para @ > s;, 0os termos ¢(m nao

aparecem multiplicando }% mas aparecem multiplicando %. Da mesma forma, para

), B(m1) <z>(m1) B(m1)
a QT Qg QgD gy 1

mas aparecem multiplicando = 5
O termo 77 ¢é dado por:

U > S, 0S termos ¢(my nao aparecem multiplicando 1%

41492 - - - q

. (—1)%( [ (Z Z(bén))

h[S{,z,,.,SS?JS..‘,s] _ h|:(_1)s¢(n)(Dp—l-(—l)sl)(D;g/—i-(—l)SQ)]
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+ ZM—FZ +Z

li<ly qllQZQ lePl'epP’ qul’ l’ <l’ ql’ QZ’

+(_1)s—2 Z ¢(n)

Ay - - - Gy —a Gy G, - - -

l1<lg<...<lsl,1,l’1<l’2<...<l;2_1 sq—1
1 d(m o(m
1 2 -2 2
+ M Captm) + (cprm 32T e 3
p =1 QI’ l/ l/ QZ ql'

¢(m2) s sl ¢m1
— N =7 00 _1 2 2
5 o e 52

l’1<l’2<--~<l’5271 a1
li<la 4. 41> li<lp<-<lg -1 an4qi, - - qlsl_l

Desse modo, considerando

wa = 04 () e =07 ().

temos que o valor Troe,o(t?) = TP + Tt + T + -+ + T~ + T ¢ dado por:

i ap,q + i bo,a Z Qo,d <Z bo d’)

h d=1 pd’:l + d=1 p2 (b(n)

[ 511 s1—1 52
Sowe Sne S (Sne)],
d'=1

+ + = -
p p? =~ g
sa—1 so—1 ]
Zaod—i-Zbld/ Zaa0d<2 bld’) so
n n Z ¢(n)
p p? = @

[ 512 51 2 S2 T
Zaszerow a?d boa
dr=1 o(n
»?

+ = >
p I <l CIll%
_8171 so—1 s1—1 so—1 -
Z a4+ Z b1, Z ai,d bi,a o(n)
i _ =1 + d=1 ;l’ 1 Z
p p lEPl' p! QZQZ/
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Apeéndice A: Caso linearmente disjunto

So—2 s0—2
Za0d+Zde’ Za()d ZbZd’ ol
d/
+ + ¢
p p? ,,Z:‘, a ql/
S92 so—1
Z bo,a Z bra |
r_ 7 r_ 7 2 m b _ m
LT ) + 42 2 o( ,2) sa—1,1 Z Qig 12),
p p =1 q1’ p l’1<l'2<~~~<l;271 =1 ql/
S1 s1—1
Z Qo,d Z ard
— - m Qg m
Lo ) 4 A Z¢( 1) 4 Gai-L Z <Z5S(1 12)
p pom @ Py, ITL a
S
+ ¢(n)+ZM+Z o) .. > oy
=1 Yk =k, ek hy<koeochy i Te1Tka - Gk s
Como
S1—u so—u’
Z Qy,d = —1= Z bu’,d’a
d—1 =1

segue pela Proposicao 5.0.1, que Trg,)q(t?) ¢ igual a

|5 (ww

k=1 9k

-+

2

k}1<]€2<-~'<]€571

+Z¢

k1 <ko Qk1 ng

b (=) (oo 4 3 ol 5 $(m1)
2
p P = 2L G ll<lz<_._<lsﬂ Qs - Qs
1 1 B(ma2) P(ms) B(m2)
+ (_2) ¢(m2)+z 7 Z — toot Z ] 7
p - p =1 <l i, ly<ly<e<ll, Q, "'ql;2_1
S
n n n
b ome SO,y B o),
k=1 Qk k}1<k12 Qk1Qk2 k1<k2<4..<’€571 qqukz 'qk571

No entanto,

¢(n)
k1 9ks - - - Gk_y

mimy = (q+1)(q+ 1) (g, + 1)((1'1 gy + 1)+ (g5, + 1)
_ + Z Cb . gb(n) 41,
k=1 k1 <k qqu’” by <hy<orshy_y TrGha - - Ghay
m = (@+1)(@+1) (g4 +1)
m m
_ olm1) 3 _m)
l1<l2 qllql2 l1<l2<~~~<l51,1 qllql2 e ql51*1
e
my = (¢ + 1)(6./2 + 1)---(q;2 +1)
¢ ms) P(ms)
= ¢(m2)+2 Z ot Z - + 1,
I'=1 ql/ l/ <l/ ql, qll l’1<l’2<...<l;2_1 qlllqlé tee ql;g_l
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Apéndice A: Caso linearmente disjunto

Assim, o valor de Trq,/o(t?) ¢

p? - p
_ h{(ml—l)(mg—l) mi(mg — 1) + (mg — 1)mo +n}.

h|:m1m2 —1- (m1 — 1) — (m2 — 1) 2(m1m2 — 1) — (m1 — 1) — (m2 — 1) I n]

p? P

Portanto, como Try,1,/0(t%) = +Trg(c,.)a(t?), segue que

TT]Ll]LQ/Q(tz) = (ml Z))ng ) . my (mQ ) "; (m1 )m2 .

Lema 5.0.5. Com as notacoes do Lema 4.2.2, para 1 <i,5 < p—1 temos que

TTLlLQ/Q(t((gli)(t)) = ;LTTQ(Cn)/Q(t(ei)(t)) _ (m1 — 11)927712 — 1)7
TreaotB) (1) = + Trogeot(B) (1) = 2 1;27”2 -1

Demonstracao. Basta observar que nesses casos, pelo Corolario 5.0.3, os termos que

aparecem na soma de Ty + T} + .-+ + T sdo exatamente os que multiplicam o fator

z% (coincidindo com os termos que aparecem multiplicando 1% do lema anterior), pois

i % j (mod p) ei #tj (mod p). ]
Por fim, o terceiro lema auxiliar é:

Lema 5.0.6. Com as notacoes do Lema 4.2.3 temos que:
1. Sei# —j (mod p) ei# —tj (mod p), entdo

i j 1 i j
Trisaa(t(fh 0 62)(1) = 5 Tro)a(t(fr 0 62)(1) =

(ml - 1)(m2 — 1)
p? '
2. Sei=—j (mod p), entdo
_1 (m1—1)(mg =1) _ma(mg 1)

Tri,na/o (86 © 03)(1)) = 7T, ot} © 63)(1) = 5 -

3. Sei= —tj (mod p), entdo

(’I’)’Ll — 1)(m2 — 1) _ (’I’)’Ll — 1)TTL2‘

; , 1 ; .
Tre,La/0(t(01 2 03)()) = +Tro) 001 © 02)(1)) = pe »

Demonstracao. Pela equagao (4.1), temos que
Trowae(t(0i 0 09 (t) = T3 + Ty + T3 +--- + T + T3,

onde
u o ! %,]
Ty = hl D0 Stk Sk |

k1<ko<...<ky
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Apeéndice A: Caso linearmente disjunto

Aqui vamos separar em trés casos:
Caso 1: i # —j (mod p) e i # —tj (mod p). Note que este caso é parecido com o
feito no Lema 5.0.5. Assim,

Trisaa(tf o o)) = == 1)

Caso 2: i = —j (mod p).

Observe inicialmente que i # —%j (mod p).

Para T2, segue do Corolario 5.0.3 que T9 = hS}Sy” = h.¢(n).0 = 0. Para o caso T
temos que,

T} = h is;sfuisg,sf;j]

I'=1

= h Z lzl qﬁqy .ql’]
g ]

| I'=1

() o]

Além disso, S5} ;, = $(n) Sl,hl’l = ) o 1,’1,1'2 = 20 paral,lbe Pe I}, e P.

/ /
Q4 qzlql,l q,

1O
Assim, pelo Corolério 5.0.3, a parcela T} ¢ igual a:

/ ! / !/
i Z ¢(”)O+ Z ¢(n) (%%/ _ w) Z ¢(n) ( dy, I T
l1<12 QIlql2 leP, l'eP qlql’ p l/ l/ QZ’ Ql’ p p

., Z ), 5, 90 Z<¢<7)+¢<7)>_ 3 o)

leP, l'eP! p? A gy \Pvy Py reprer P4

o pgslsﬁ)w;((S;i2)¢<n>—<52—1>li 5]

Logo,

# -Gl ) ()] s
() ()5 (20h) S

De forma analoga, o valor de T3 ¢

[
N——
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Apéndice A: Caso linearmente disjunto

%:Z _ ) gy > —J&lu%h +1) D,

hi<la<ls qh ql2q[3 li<la, UeP! Qh ngq[/

o(n
+ Z - (/ ), (Dy — Tt Z Dy

iep, <y, N, A ql ql’ql’

_ g _ o(n) <QI1QZQQI/’ U k4 )
li<la, l'eP! QI1QZQQlI’ p2 p
! ! ! ! ! !
Z B ¢(n) Qquflql'Q — qq, — Q4 . _qlflql’2 + ql’l + ql’2
p? p

/ !
lep, <, 1,

_l’_

3 _¢M)<%%%—%%—%%

N ) !/ / !
Qudy, + Gy T @y, + ql,3>
! 7
y<ty<r, %y

p

Ou seja,

e () () () () o
(1) () B
! 119[<828i3)¢(n)_(32—2); o) <82_1>Z ;Z)

-1 -2 n
() () (me2) s )
52 <ty Tl 52 tep<vep N0 52 i<, I,

Para generalizar esse processo, analisando quando 0 < @ < s — 1 coordenadas de
—ary'ry? coincidem com elementos de H, sejam 0 < u < 51, 0 </ < 89, d,d' > 1e

()=
S; —C

se c = s;, para ¢ = 1,2. Entao,

i 1 1 & u+u’ 1 = utu’ AJ
T3 :(euh[2§]pn+rwq-2(40+A%,,
p u+u'=0 pquu’:O

onde

!
=B (etota) (e ) o
[d+d/ﬂ(u+u’) (51 - 'LL) —d (52 _ u) —d

!

i So — U
A= . Qo
u7u/ 52 o (u _ U,) u,u

38



Apeéndice A: Caso linearmente disjunto

) 3 ¢(n)

! = 7
LeP(P), L'eP(P’) Hk 1 QZk Hkl 1 ql/
|L|=u e |[L'|=u/

sendo P(P) e P(P’) o conjuntos de todos os subconjuntos de P e P’, respectivamente.
Observe que para @ > s, 08 termos ¢(ms), $ma) - ¢(ms) _ma) h3,

7 7
a. ’ quQI’ ’ qlllql’ --ql/ ’

a—s1—1

aparecem multiplicando z% mas aparecem multiplicando 5 Ja para 4 > sy, 0s termos

d(my), dlm) - $lmy) () , NA0 aparecem multlphcando nem l

ql/ ’ q,/q/ "'.7(],(],.-(1/
l l l l
u s1—1

Agora, para o indice s temos que, T5 = h [(—1)8 o) (Dp 4 (=1)") D}u], ou seja,

q192-.--9s

s = (—1)%( [ (; 121 ql')

o) 5 o) 52 o)

+
/ !
<ty Wz jepyep W 2, Uy,
s—2 ¢(n)
1) 2 Qs - Gy D 4y, - - - G
h<ly<..<lsy—1ly<ly<..<lj _, e S
b 2 cvrotm + (a3 A e 3 )
p =1 QZ’ l/ <l/ QI’ QZ’
B ¢(ms)
! / !
i <ly<w<li 4 ql/lqlé ql,sQ—l

Somando todos os termos, obtemos pela Proposi¢ao 5.0.1 que Trq,y/o(t?)/h é:

1 1 > o(n n n
(L) fsms ey yo o0y o(n)
pp i1 Ik k1<ko e ez k1 <ko<--<ks_1 Tk1 9y - - - Qs
1 1 L o(m m m
N (_2> b(my) + 9( 1)+Z¢( Do, 3 p(ma)
p p =1 ql l1<l2 qll ql2 l1<l2<-'~<l51,1 ql1 ql2 ce QZsl_l
1 o p(ma) ¢(m2) ¢(m2)
T2 ¢(m2)+2 7 +2 g Tt Z T 7
p qp q; 4y q 4 - - -4y
=1 ! U<y, A I <lh<--<l 170 g1
Assim,

Troeot®) = h

Portanto, neste caso
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Apéndice A: Caso linearmente disjunto

(my—1)(ma—1)  my(mg — 1)'

1
TT]LﬂLz/Q(tz) = ETTQ(Cn)/Q(t2) = p2 - D

Caso 3: i = —1j (mod p).
Segue de forma andloga ao Caso 2.
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Apéndice B: Caso mdc(mj, mo) = ¢,
com ( primo

Para esta capitulo iremos considerar p-extensoes abelianas nao ramificadas K,,,
e K,,, de condutores my = pips...pr € My = DgPg+1--.Ds, Tespectivamente, com
P1,D2,- .., Ps inteiros primos distintos (em particular, mdec(my,ms) = pi) e K,y a
Unica p-extensao abeliana nao ramificada de condutor

mims
2
P

ms3 = = P1P2 .- . Pk—1Pk+1 - - - Ps,

contida em K,,,K,,,,. Sejam n = mymay/pr ¢ H o subgrupo de Z? que é isomorfo a
Gal(Q(¢n) /K, Koy ), ou seja, H é o subgrupo de Z! que fixa K,,,K,,,. Considere
ainda os subgrupos

i~ Gal(Q(Cn)/Kom,), J2 = Gal(Q(Cn) /Ko, ), J5 = Gal(Q(Cn)/Koms) < Zy,,

conforme a Figura 5.1:

Q(¢n)

Gal(@(Cn)/Q(Cn)) -~ {1Z§}

Kml ng =~ Gal(@(gn)/Kﬂu sz) ~——H

p [Ji:H]=p
P [Z%:Ji]=p
Q Gal(Q(¢)/Q) Zy,

Figura 5.1: Correspondéncia de Galois de J;, Jo e Js.
Fonte: Proprio autor

O préximo lema é um resultado semelhante ao Lema 4.1.1, apresentado no capitulo
4, o qual teve o proposito de analisar o nicleo das projecoes canonicas sobre o grupo
H que fixava o compdésito LLilLy. Observe que para o caso estudado neste capitulo, a
diferenca é que o grupo Z} possui trés subgrupos nao triviais (a saber, Ji, Jy e J3)
contendo o subgrupo H (que aqui fixa K,,,K,,,) fixando p-extensoes de condutores
menores que n, ou equivalentemente, o compésito K,,,K,,, contem trés p-extensoes
abelianas nao ramificadas de condutor nao cheio (K,,,, K, e K,,,).
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Apéndice B: Caso mdc(mq, mg) = ¢, com ¢ primo

Lema 5.0.7. Sejam K,,, e K,,, p-extensoes abelianas nao ramificadas de condutores
miy = piP2..-Pk € Mo = PpPrs1---Ds, respectivamente, com mdc(my,ms) = py, de
forma que exista uma (e portanto a unica) p-extensao abeliana ndo ramificada

Ko, € Ko, Koy,
com cond(K,,,) = -, sendon = "2 Tome X = {1,2,...,s}, Y ={y}*, & X, com
1<y <y <... <y, <5,

e a projecao canonica

HyI H —> ZyzZ;yle;”x---xZ;yu
a=(an,q,...,05) —  Iy(a) = (ay,, 0y, ... 0p,)

Entao,

. Zy, se P, P, Py &Y
Ty (H) _{ J; % Zy\p, se P,CY ’

para i = 1,2,3, onde P, = {1,2,...k}, P, ={k,k+1,...,s}, Ps = X\{k} e J; € 0
subgrupo de 7, isomorfo a Gal(Q(Cm,)/Km,)-

Demonstracao. Note que, se ¢ # j, entao P, U P; = X, e assim P, u P; £ Y.
Se P, ¢ Y, parai = 1,23 entao [y (H) = Zy, pois caso contrério,

H < Hy(H) X Zx\y < 7*

com |Z% : H| = p?, logo [Z% : IIy(H) x Zx\y| = p ou p*. Supondo que
[Z, : My (H) x Zx\y] = p,

temos que K,,,K,,, possul uma p-extensao abeliana nao ramificada de condutor m,
com m dividindo py, py, - . . py, € como P; £ Y, entao m # n e m # m,, parai = 1,2, 3.
O que é um absurdo.
Supondo que
[Z2 Ty (H) x Zx\y] = p°,

entdo K, K,,, possui condutor m < n, absurdo. Dessa forma, Iy (H) = Zy.

Se P, € Y, para algum i = 1,2,3, entdao P; ¢ Y\P,, para j = 1,2,3. Logo, pelo
argumento anterior, segue que Ily\p,(H) = Zy\p,. De forma andloga ao feito no Lema
4.1.1, obtemos que Ilp,(H) = J;, assim Iy (H) = J; x Zy\p,. O

Seguem diretamente do lema anterior:

Corolario 5.0.8. Com as notagoes do lema anterior:

[ ]] -1
jEX\Y—2, se P, P, Py &Y
Axy=|kerHy|=< 5
\ [T@w-1
jex\wy se P, CY
p Y 1 =

para algum 1 =1,2,3.
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Apéndice B: Caso mdc(mq, my) = ¢, com ¢ primo

Corolério 5.0.9. Dados os grupos Jy, Jo, Js € Ji, Ja, Js, como anteriormente definidos.
Entao,

1. 0y =Tp (H) x Tx\p,(H) = Jiy x Zx\p, = J1 X Loy X Loy X+ X L

Pk+1 Pk +2 e Ps?

2. Jy =Tp,(H) x Wx\p,(H) = Jo x Zx\p, = Zpy X Lipy X« X L | % o
3. Jg = HP3(H) X Hx\P3(H) = j3 X Zx\p3 = jg X Zpk'
Além disso, H=Ji,nJy=J1nJ3=Jy " Ja.

Considere G = Gal(K,,,K,,,/Q) = {#i o 95}1’,3‘:0,1...;9—1 , onde 0]k, é um gerador
de Gal(K.,,/Q), com 61|k, = Idk, e Ok, ¢ um gerador de Gal(K,,/Q), com
82|Km2 =1 de2. Podemos considerar r; e ro em Z tal que seus correspondentes em
Gal(Q(¢n)/Q) sdo oy, e a,,, respectivamente, sendo oy, |k, K., = 0i, para i = 1,2.

Vejamos algumas relagoes entre os elementos 7} e r% com os grupos Ji, Jy e Js,
para 1 < 4,7 < p — 1. Inicialmente, observe que r; fixa K,,, e restrito a K,,, gera
Gal(K,,,/Q), ou seja, r1 € Jy e r1 ¢ Jo, J3. De forma andloga, ro fixa K,,, e restrito a
K., gera Gal(K,,,/Q), ou seja, 1o € Jy e o ¢ Jy, J3. Assim, pelo Corolario 5.0.9, temos
que para todoi=1,2,...,p— 1:

Lo(L,1,.., 9 1, Veyay - -5 7L) € Ji, para cada combinagao v, valendo 7, ou 1,
comk+1<t<s;

2. (V4,98 .., 4, 1,1,...,1) € Jy, para cada combinagao 7; valendo 71, ou 1, com
1<t<k-1;

3. (1,1, 1, 1,1, 1) € Js.
Além disso, como r € Jy e r1 & Jy, J3, segue que:

4. (ri,mly - T Yhyss Vhaas - - -» %) € Ji, para cada combinagao ~y valendo 71, ou
Lcomk+1<t<s;

5. (V4,9 v, Tl Tlgys - - - ,71.) ¢ Jo, para cada combinacao v; valendo r;, ou
l,coml<t<k-1;

6. (T117T127 “ .. ’le‘7 1,T1k+1,7"1k+2, oe . ,7“15) ¢ J3

Relacionando agora os produtos rir} com Ji, Jo e J3, temos diretamente que rirs €
1'2 ; 3 1'2
Ji, se e somente se, j = 0 e rir) € Jo, se e somente se, i = 0. J& para rir) € J3, temos
que:
Aﬁrmagéo: Para cada ¢ = 1,2,...,p — 1 existe um unico j; € {1,2,...,p — 1} tal
que riry € Jz. Além disso, j; = i.7;.
Com efeito, dados 0 < j,v < p — 1 segue que, r735.J3 = rirlJs se, e somente se
) ) ) 2 2 9 )
j—v . . p—1 7 ’ o~
ry = € J3, 0 que ocorre se, e somente se, 7 = v. Assim, Uj:0 riryJs € uma uniao
disjunta. Logo,

p—1 p—1
Urirdds| = 3 11 =22 = m) = 122,
=0 7=0 p
Ou seja,
p—1 '
U 7“17”%(]3 = ZZ
=0
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Apéndice B: Caso mdc(mq, mg) = ¢, com ¢ primo

Logo, existe j; € {1,2,...,p — 1} tal que 3 € J5 (note que r; ¢ Js, assim néo pode
ocorrer de j; = 0).

Por fim, como 773" € Js, entdo (ry79") = rirj"
(i,i.71) é imediata.

€ J3. A unicidade do par (i, j;) =

Observagao 5.0.10. Note que, tomando ¢}, = 63!, temos que
Gal(Kn, K, /Q) = {6} o (65)}7 120,

com 717 fixando K,,,, onde r} = 7.

A partir deste ponto em todo o resto deste capitulo estaremos sempre exigindo
que a base Gal(K,,,K,,,/Q) = {6 o QJ}” _o, também satisfaca a Observagao 5.0.10
(rire € J3), isto é, o indice j;, como na Afirmagao é j; = 1.

O préximo resultado é uma adaptagdo de um lema apresentado na tese [7], o qual
nos sera 1util a seguir. Como sua prova pode ser feita de forma idéntica a encontrada
na referéncia, ela sera aqui omitida.

Lema 5.0.11 ([7], pag. 35). Sejam a = (ay,qa,...,a5) € J; < Zp, 1 < q < s; = #(P))
€ a projecao

1T : Ji — Ly XL XX LY
J1 Pjg Pjq ,
(aha?a ce >as¢) — H( ) = (O‘jna/jzv cee 7ajq)

com1<j1 <jo<...<j;<s. Entao,

Y

T i — 1
|kerH| _ HZZI(pZ )
p

onde 1 < iy <ip <...<i, <8 sao as coordenadas de o distintas dos ji, j2, ..., Jq-

Observacao 5.0.12. Para facilitar as contas, para cada J;, com ¢ = 1,2,3 e II como no
lema anterior, consideraremos
Qil Qil s qir

p

Neste ponto queremos estabelecer um resultado semelhante ao Corolério 5.0.3 apre-
sentado no capitulo anterior, readequando-o ao caso agora estudado. Dados os conjun-

tos Pll = Pl\{k’}, P, = Pg\{]{?}, L1 = {ll,ZQ,...,l{I} < Pll (S LQ = {lll,llz,,l%Q} < PQI,

Cco1m

Al | ker IT| =

11,2255 0r

I<h<lb<..<lp<k<li<ly<...<l <s,
considere Y = {y1, 92, ..., yn,} = P\LY, Yy = {y1, 45, ..., y,} = P5\Lj, com

<y <y <...<yy, <k<yp,yp<...<y, <s

Note que, t; +1, = k—1 ety + 1, = s — k. Podemos ainda destacar os seguintes
conjuntos: Y =Y, uYy, L=Liulse X ={1,2,...,s}.
Dado a = (a1, g, ..., as) € H, queremos determinar os nimeros

ig . i i\j ij
Sr = Sy u e Sy = Sll,lz, g

iy U
£y Al Rl ledf

ty oMt

da quantidade de elementos 3 € H de forma que rir%ﬂ coincide com —a exatamente
nas coordenadas de X\L = Y [ J{k} e X\ (L|J{k}) = Y, respectivamente. Como a
coordenada k é onde temos uma alteracao nas contagens ela necessita ter uma atencao
extra, por isso a divisao da contagem de S%7.
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Apéndice B: Caso mdc(mq, my) = ¢, com ¢ primo

Proposicao 5.0.13. Com as notacoes acima estalecidas e considerando

tq
n qi,

ty )
DLl = Dll,lz,...,lfl = Z (—]_)(tlfd) Z t*t}l) ’
d=1

1<ty <to<...<tq<i1

N n q{;/

[2)

o =t
Dy, = Dz'l,zg,...,% = Z (—1)274) Z ]19 ;

[ / 7 ! 7.
d'=1 1<t <thy<..<t/,<t>

temos que:
1.
i 1, sei=0ej=0;
Sd: - .
0, sei#0 ouj=0;
2.
%’C—l, sei=0¢ej=0;
gii_ ) 0, sei=0ej#0, ousei#0ej=0;
)0, set#0eyjg#0,comi#j;
e sei#0ej#0,comi=j
3.
DL1+(—1)£1, sei=0ej=0;
i _ 0, set#0ej=0;
Ly Dy, set=0eyj#0;
0, sei#0 eyj#0;
4.
( i 4k : : .
(Du+ () (% 1), seiz0ej—0
p
DL1%a set#0ej=0;
Liof) = 3 DLl(Cf:—1>> sei=0ej#0;
DL1%, sei#0ej#0, comi# 7,
p
(DL1_|_(_1)'51) %, sei#0ej#0, comi=y;
L p
d.
Dy, + (=1, sei=0ej=0;
ii _ ) Dr,, set#0eyj=0;
Ly 0, set=0ej#0;

0, set#0ej#0
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Apéndice B: Caso mdc(mq, mg) = ¢, com ¢ primo

.
(D, + (—1)) @6_1), sei=0¢ej=0;
DLz(if—l), set#0 ey =0;

Szgu{k}:< Dquia sei=0ej5 #0;

Dm%; sei#0ej#0, comi # j;
(DL2+(—1)£2) Z;“? sei#0ej#0, comi=j;
\

(Dr, + (1)) (D, + (=1)2), sei=0¢j=0;

Si’j = (‘DLl—l_(_l){1 D~L27 se1 #0 ejzo,
Frke Dy, (DL2 + (1)), set=0eyj#0;
DL1DL27 5@@'750€j;,50;

8. Para Squ{k}uLg; seque que

(a) S%lou{k}uLQ ¢ dado por:

dk i i dk
(p _ 1) (Pr+ (%) (Dra + (<1)) = D1, D, % + Dr, D

(b) S}‘:?u{k}uLgf com i # 0 € dado por:

(zf - 1) (DLl + (_1)51) DLQ - -DL1‘DL2€]I;€ + DL1DL2Qk + (_1)£2DL1C‘Z€;

(c) S%lju{k}uLz, com j # 0 € dado por:
% 1) py, (Do, + (~1)2) = D1, D% + D, D —1)ap,, 2.
1) Dp, { Dr, + (1) 1D, + D1, Dr,qe + (—=1)" D, —;
p p p
(d) Szfu{k}uh, coml<i,j<p—1ei+#7j € dado por
i dx 1 dr .
DLIDLqu_DLlDL2+(_1) DL1;+(_1) DL2E)
(e) Sﬁu{k}uh, coml1<i,j<p—1ei=7j € dado por

D1, Droqy — D, D, + (_1)£2DL1if + (_1)1&1)1:2(‘2~C + (—1)51#235.

Demonstracao. O caso S*?, segue utilizando o Teorema 5.0.2. Faremos uma abordagem
mais explanada para os casos S e S, com 1 <i,57 < p— 1. O caso S° pode ser
obtido de forma andlogo ao caso S*°.
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Apéndice B: Caso mdc(mq, my) = ¢, com ¢ primo

Caso S™°, com 1 < i < p— 1: Desde que i ¢ H, para 1 <i < p— 1, segue que

< p—1

Ji = Uz‘:o TiH’

ou seja, r H () H = ¢, logo rlﬁ # —a, para todo elemento € H, isto é, SO = 0.
Para analisar o valor de S}, veja que Ilp,(£a) = +(ay, agy1, .- ., a;) € Jo e assim,

(617&27 B J/Bk—17 Ok, Q41 -, —Oés) € J27 vﬁt € Z; , com 1 <t < k—1.

pt?

Logo, se B = (B4, Ba, - .., Bs) € Z* é tal que r}3 coincide com —a ao menos nas tltimas
s — k + 1 coordenadas (ou seja, coincide ao menos em todo o conjunto P), entdo
riB € Jo, como 1" ¢ Jo, entdao B = ri'riB3 ¢ Jo, em particular, 3 ¢ H. Ou seja,

S =815, . =0, (5.3)

- ll7l27“'7lt1
Como Ilppy (L) = Ilp,(£a) € J3, entdo
&
(—Oél, —Q9, ..., —0_1, Gk, g1y ey —Oés) S Jg, V(gk S Zplc'

Assim, se € Z é tal que rif3 = (—04-1, —Qgy .., —ak,l,rﬁkﬂk, — Qi1 .-, —Q) € 3,
entao = r{'rif8 ¢ Js, uma vez que r; " ¢ Js, em particular, S ¢ H. Logo,

SpY=0. (5.4)

—1
1, Qs

Queremos determinar agora o valor de SZ?U%}. Se Ly = {l}, tome (3, = —ry,

para todo t € (P/\{l}) v Py = X\{[, k}, logo
(Brt1, Brras -+ -5 0s) € Zpy = HPQ'(H),

e assim, pelo Lema 5.0.11, existem A,{Q =
de forma que

q; elementos distintos [ # —rlk Q; em sz

(Brs Bra1s -+ Bs) € Ja.

Por outro lado, para cada um desses [,
(B1, Bas -5 Bie1, Bisr, - - Bre) € Zppy = ppay (H),

assim, existem Afl = % elementos distintos f; em Z; de forma que

(61a62a cee Bk) € jl.

Logo, para cada uma das escolhas de (; e [, temos que

B: (Bl)ﬁ?)"'/gs)EJlmJQ :Ha

i . i 0 - .
observe que f; # —ry'a, pois S° = 0, conforme equacao (5.4). Dessa forma, existem
A = ql qk elementos distintos 3 de forma que 7’/ coincide com —« nas coordenadas

X\{l k} ou seja,
Si0 = Ay — 50— g0 = 1k

p2
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Apéndice B: Caso mdc(mq, mg) = ¢, com ¢ primo

Estendendo essa construgao para Ly = {l1,ls,...,l; }, temos que o valor de

00 0
SLlu{k} =5 k>

lila, oty

¢ dado por:
7’5171 {1
7,0 30 G0
Al oyl e = D > Sty gk > > S degediy ~ S
d=1 I<ti<to<...<tg<t d=1 1<t <to<...<tg<ty

.
i,0
Al s ol k= D 2 Sy iy eoig b
d=1

1<ty <to<..<tg<i1
Assim, conforme visto no Teorema 5.0.2, segue que

t )
SZ?u{k} = Z (1) Z Aty oy ke | (5.5)

d=1 1<t <tp<...<t <t
onde pelo Corolario 5.0.8

qltl qth cee Qth qk
p? '

Al i =

Vamos analisar agora o valor de Ség. Se Ly = {I'}, tome B, = —ri'ay € 7z, para
todo t € P, u (PO\{l'}) = X\{l}, logo
(/81”8% s 76/6) € j17
e assim,
(61, 62, B ,Bk, 91€+1, 91€+2, R ,05) S Jl, para todo gt’ € Zpt,, comk+ 1< t < S.
Por outro lado,

(ﬁl?ﬁ% v 75k*175k+1 o 761'717ﬁl'+17 s 768) € ZP3\{l’} = HP3\{Z’}(H)7

assim, pelo Lema 5.0.11, existem Ag3 = %’ elementos distintos Sy em Zzl, de forma que

(B1, B2y -y B, Brar -+, Bs) € j3-

—i : i (R i i T
Repare que By # —ri jap, pois (17,75, 77,71, "1, - T1,) & J3. Logo, para
cada uma das escolhas de [y, temos que

B=(B1,P2...0) € JinJs=H,

!

. q .o _ ..
dessa forma, existem Ay = %’ elementos distintos 5 € H de forma que r{'( coincide
com —a nas coordenadas Y = X\{l'}, ou seja,

/

;0 qp
S;/ = Al/ = 7l
p
Estendendo essa construcao para Lo = {I},1,.... 1L}, temos que o valor de
1> %2 ) Yo I
i0 i
SL2 - S'l,lé,...,l;_Qa
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Apéndice B: Caso mdc(mq, my) = ¢, com ¢ primo

¢é dado por:
to—1

i,0
A — E E Sh .
l;,zg,...,zg2 , ,zté...,z;,

I — / / / 7, 1
d'=11<t) <th<..<t/, <tz !

Assim, conforme visto no Teorema 5.0.2, segue que

2 o
Sy = Z (—1)f2d 2 Av o, | (5.6)

ol
r_ royl r <7 d’
d'=1 1<t1<t2<...<td,<t2

onde pelo Corolario 5.0.8

/ 7 /

Determinemos agora o valor de Sf}?}uLQ, quando Ly = {l},15,..., 17 }.
Para cada t € P} U Yy = X\({k} U Lo) seja 8; = —r v, logo

(Bi, B2, Br1) € Zp = HP{(H)~

Dessa forma, existem A,{l = %’“ elementos distintos 8, € Z» ( incluindo 3, = —ry,'ay),
de forma que

(81, B2y - - -, Brs Oks1, Opaas - - -, 0s) € Ju, para todo Oy € Zy,, com k+ 1<t <s.

Por outro lado,

(ﬁlvﬁ% s 75k—175y'176y’27 s 7By£2) € ZP{UYQ = HP{UYZ’(H)

7 ! .y
qzquQ ay

Assim, pelo Lema 5.0.11, existem A;{3l, o= T’SQ elementos distintos
1982900 52

(B, By, - - - ,5122) € Zy, =g, (H),

de forma que

(Brs B2y -y Bro1, Brar -, Bs) € j3-

Logo, para cada uma das escolhas de (ﬂlrl, Buys - - - ,51% ) e B, temos que
2

B: (Blaﬁ?w--ﬁs)eJlmJ?):Ha

dessa forma, existem
/ ! /
vy, - - -9 9k
t2
Appyp, = ——5——
b k2 b b t2 p

elementos distintos 8 de forma que r7*/3 coincide com —a nas coordenadas do conjunto
X\(L2 U {k}), ou seja, o valor de

3,0 3,0

S{k}uLg = Sk,l’l,lg,..‘,l;b»
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Apéndice B: Caso mdc(mq, mg) = ¢, com ¢ primo

¢é dado por:
fQ—l 52
2,0 7,0
At =2 2 Siw w w25 S
2 - 0 T 5 o by ety
d=ligt) <th<..<t/, <ty 1 2 & d=ligt)<th<..<t/, <tz 1 2 &

Assim, conforme visto no Teorema 5.0.2, segue que

o )
SE}S}ULQ = (Qk_ )Z (1)~ 2 Av, o, | (5.7)
1 2

b

=1 1<t) <th<..<t!, <l d
onde pelo Corolario 5.0.8
! !/ /
ql', ql,/ . ql',
t t 13
A _ 1 2 &
vy, =
t1 t td/ p

Agora, para cada t € Y{ U {k} U Y, = X\L, seja B = —r{'a;. Assim,

(Byrs Byas - -+ Buny» Br) € Zyrogry = Wyropy (H),

) 7 AUy Gty -1 .
e dessa forma, pelo Lema 5.0.11, existem A = % elementos distintos

2,
(ﬁl15/8127 e aﬁlgl) € ZL’l, tais que:

(517527 S 76k’70k+170k+27 s 798) € J17 para todo (9k+179k+27 cee aes) € ZP2’

~ QZ/ QZ/ "'ql,’
7 . 1 "2 t. . .
De forma analoga, obtemos que existem A;{Q I = ft? elementos distintos

1,2,...,l%2 -
(B, B, - - - ,Bl%2) em Zp,, tais que:
(917 927 s 79k2717/8k7 /8k+17 s 7/88) € JQa para todo (917 92) s 79]671) € ZP{

Portanto, para cada uma dessas Al‘]l1 Loyl A2, = Ap,or, escolhas temos que
W25ty 1oh20 by,

peJinJy=H. Assim, para Y =Y/ u {k} U Y] = X\L, temos que
.0 ShS dbd —(Fy+
Stiory, = dZZ’ad,Zl(—lﬂ O A, (5.8)
onde a quantidade A, é dada por

> A’tvltz~-vlfcwli/1 byl

1<ty <to<..<tg<ti e 1<t’1<t’2<...<t’d,<fg '
isto é,
@, q, ---q,

Agar = Z qlth“zp' i, 2p i .

1<t <ta<...<tg<ti e 1<t’1<t’2<...<tfi,<t~2

Por fim, para encerrarmos o caso S“°, devemos verificar quando ¢/ coincide com
—a exatamente nas coordenadas de Y = Y/ u Y], para § € H, em outras palavras,

100



Apéndice B: Caso mdc(mq, my) = ¢, com ¢ primo

. i,0 . ~ .
queremos determinar S}, | (K}oL Seguindo com as mesmas construgoes anteriores temos

que,
0
b0 = S
L u{k}ul, el 0 el
~1 ~2 - N t~1 £2 _ _
dtd —(F1+F drd —(F14+82)—1
B D
d=0d'=1 d=0d'=1
i
th1—d
+ (=1)""Aqy,
d=1
onde
Ajar e = Lty sl -slty ok, lt, NS
1<ty <ty <...<tg<iy e 1<t) <th<..<t/,<is 2
Agar = > Al iy eyl By ol
ISti<te<..<tg<ty e 1<t) <th<..<t/, <ty 2 o
Agp = Z Altl,th...,ltd,k:a
1<t1<t2<...<td<£1
e’
Ag ) = Z Ay, By eyl
1<t <thy<..<t!, <I d
Caso Shi, com 1 < — 1: Observe que rir,H rrYH se, e somente se
172 172 ) ;
ry ¢ 7°2 Y€ H, o que por sua vez ocorre se, e somente se, i = u e j = v, ou seja
p—1 p—1
i 7 o ¢(n) _ _ *
| rirst| = >} [H| =p*—5= = o(n) = |Z;].
i,j=0 ,5=0 p
Logo,
- p—1

Dessa forma, rir} JH N H = @, para todo 1 <4,j < p— 1, ou seja,

Sg? = 0. (5.9)
Conforme o caso S™0 e analogamente S%/, como 7ir} ¢ Jy e rir) ¢ J,, entdo
=58 =0 (5.10)
Como Ilppy(ta) = Ilp(£a) € J3, entdo
(—Oél, —Qg, ..., —Q_1, Qk, g1y ey —Oés) € Jg, V@k S sz.
Assim, como rir% € J3 se, e somente se, ¢ = j, segue que
0, sei#]J
(5.11)

S’ivj: £l sei =]

Y
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Apéndice B: Caso mdc(mq, mg) = ¢, com ¢ primo

Note que dado [ € P, Sll,i = A — S — Sp7 — S Assim,

ﬂ%, sei#J
ij bp
Lk = <Ql ) Qi o (5.12)
——1)—, seit=7
p p
Generalizando, temos que
N DLI%, sei#J
Lo = b -\ Ok : (5.13)

(D, + (—1)") . sei=j

De maneira semelhante,

s

N Dy,—, set#]J
S = p ) : (5.14)
tkjoLe (DL2 + (—1)t2) %, sei=]
p
Além disso, a partir do exposto no caso SE?U L, Segue que
zzuLQ = DLIDLQ' (515)

Por fim, para encerrarmos o caso S*/, devemos determinar S}’ . Seguindo
) ’ Liu{k}uLo
com as mesmas construcoes anteriores temos que:

1. Se i # j, entao Sﬂu{k}uh ¢ dado por

Dy, Dig. — Dp, Dy, + (—1)£2DL162]9'€ n (—1)£1DL26§. (5.16)

2. Se i = j, entao Sz’fu{k}uh ¢ dado por

Dr,Dr,qi — D1, Dr, + (—1)52DL1%’“ + (—1)51DL2%’“ + (—1)fl+f2%. (5.17)

]

A partir da contagem estabelecida na Proposicao 5.0.13, podemos introduzir os
lemas auxiliares para a obtencao da forma trago integral. Estes lemas sao adaptacoes

dos Lemas 5.0.4, 5.0.5 e 5.0.6, obtidos na sec¢ao anterior. Antes, considere h = |H| =
o(n)
P2 ©

s’ ) (5.18)

V1,V2;,...,V4 a ’
| | Qoys

k'=1

’_
sendo S|, = ¢(n).

Considere K,,, e K,,, p-extensoes abelianas nao ramificadas de condutores m; =
PiP2 - - - Pk € My = PpPr+1 - - - Ps, Tespectivamente, com mdc(my, msy) = py, de forma que
exista uma (e portanto a tnica) p-extensao abeliana nao ramificada

ng g Klemga

com cond(Kp,,) = -*, sendo n = ™12 e H o subgrupo de Zj que fixa Ky, Ky,
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Apéndice B: Caso mdc(mq, my) = ¢, com ¢ primo

Lema 5.0.14. Sejam K,,,, K,,, e K,,, p-extensoes abelianas nao ramificadas de con-
dutores my = p1pa...Dk, Mo = DEPrs1---Ps € M3 = mlmg/pz, respectivamente, com
mdc(my, ma) = pi de forma que K,y € K, Ky, Se G = {00605} ;-0 p 1 € 0 grupo
de Galois de K,,,,K,,, sobre Q, satisfazendo:

1. 0ilk,, € um gerador de Gal(K,,,/Q), com 0|k, = Idxg,, ;
2. Oo|k,,, € um gerador de Gal(K,,, /Q), com bs|k,,, = Idx,,,;
3. (91 o 02)|Km3 = [de37

n = mimy/pr et = TToe,)/Km Kn, (Cn), entdo o valor de Trx,, k., jo(t*) é:

mq

m1<@—1)+m2<m— )—mg—l—l m1<@— )—i—mQ(%— )—i—mg(pk—l)

Pk Pk Pk
5 +n.
p b
Demonstragao. Pela equacao (4.1) temos que
2 _ 0 1 2 s—1 S
onde
(A ! 0,0 ’ - QY0
Tl B h Z St17t2St~17£2 - Z Stlvk’tQSEkaz )
l1<l2<4..<l{1, l’1<l’2<.4.<l’t~ ll<l2<m<l£1¢ lll<ll2<'“<l/t~
2 2
t1+ta=u t1+to=u—1
com S; . =S S 7, =S St =3 e
fds T Pllenliy el 0 PEE T Pl Gty 0 Ptk T Py kol el

0,0
Sty kis = Sll,lg,...,lt—l,k,l’l,l’g,...,l%2'

Conforme a Proposicao 5.0.13, temos que 58’0 = 1, assim
TP = hShSy" = h.¢(n).

Para o caso em que € H coincide com —a, exceto em uma de suas coordenadas
temos o fator representante 2. Note que S) = —20) g1 — —% e Sy = —2n

o 7, para
le P{ el e Pj. Logo,

(
9

[ —1 s—k
T} = h ZS{S?’OJFS,’CS,S’OJFZS{,S?’O]
| 1=1 =1
5 6(n) (4 o(n) ( q o o) (q
RCRAGURR G IR CR)
_l:1 (:Zl p q]i’ p =1 QZ’ p

i _h<zlo[<uiil—l)“*((sf%k—l)]ﬂ”)_;?)

A quantidade de elementos $ € H de forma que (3, coincide com —, exatamente
em s — 2 de suas coordenadas (equivalentemente, difere de —a exatamente em duas de
suas coordenadas) é representada pelo fator:
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Apéndice B: Caso mdc(mq, mg) = ¢, com ¢ primo

/ /
T = h [Z ¢(n) (qhqlz oy Tt a, n 1) n Z ¢(n) (C]le _atq n 1)
l1<l2

QhQZz p p leP, I'eP’ QZQZ’ p2 p
1 I | k—1
gb(n) Q@ q, Q4 1 625(”) Qqr Q@ * gk 1
+ — +1)+ )] - +
iy \ P p = qq \p p
s—k
o) (Gae  q + 1
+ > = +
V=k+1 ql"]k p p

G ()

- [( (kﬁz)l_l ) * ( (si;)k—1 )]ﬁbéz)) +1<v12<1)2<56z1(232>'

Olhando para os elementos de H que coincidem com —a em exatamente trés coor-
denadas, temos que a parcela correspondente a T3, na expressao (4.1), é igual a

(o) (et (e ) (6 nte)
o1 —2 ) om—2 )T w1 )L somy—1 ) [¢®
(et () () (i o
ol (TR | QR E3 (Pl B QR | o

(e ) (e ((ﬁifﬁl—l>+<<k551—1>]§¢$)

+




Apéndice B: Caso mdc(mq, my) = ¢, com ¢ primo

I

! ( (kS)Q—l ) +< (S:ﬁ;)l— 1 ) ’ 1] lep;;eps (Zl(;;’)
( )
(

_l’_
| — |
N
—~
=
|
~
S—
|>—‘
—
~
VRS
—
5y
| ®
> |
| =
=
SN
|)—l
—_
~~
—
< S
Il |
— ol
ISHESS
~ |~
SIS

1< <ve<vz<s

B P(n)
) Z Qo Qoa Qog |

A fim de expressar uma generaliza¢ao para o termo T}, sejam d e d’ inteiros positivos

nao nulos, 0 <u<k—1,0<u < s—k e considere

(a%0)=0

se b > a. Logo, T{ = (=1)%h (A\g; — Aa, + Aay), onde

u—2 a—1
1 ! 1 ’ 7
>‘ft1 = 5 Z (_1)u+u Fu,u’ + = Z (_1)u+u Au,u’ + Z (_1)u+u Qu,u’a
p u+u'=0 u+u'=0 u+u' =1
1 = / 1 = ’  Q ’
Aiv=—3 O, ()" Tywr+- Y (D"“"Aupp+ D (mDUY
u+u'=0 u+u'=0 utu' =i—1 dk
1 a—2 L. 1 )
)‘ﬁB = 5 Z (_1)u+u Fu,u’ + = Z (_1)u+u Qu,u’a
u+u'=0 utu'=a—1
sendo
p(n)
Q=Y

U u’ 70
L1€P(P]), LaeP(P)) Hl:l a Hlle qy
|Li|=u e |Lo|=1'

k—1—-u s—k—u
Luw = Z ((k:—l—u)—d)((s—k—u’)—d’) Lot
d+d'=tu—(u+u')

(5.19)

, (5.20)

(5.21)

k - ]. — U S — k _ ul Q ,
Fu,u’,k = Z ( ) ( , , ) u,U ’
[d+d’ﬁ(u+u')1 (k —1- u) —d (8 —k—u ) —d Tk

Ly = > < (k — 1k—_u1) _ 2(Ld —1) > ( (s — ks—_ul’ﬁ)_—léii' -1 >

d+d'=t—(u+u')+1

s = (S0 ) (2 Gy ) e
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Apéndice B: Caso mdc(mq, mg) = ¢, com ¢ primo

k—1—u s—k—u

(b ) (ot e

onde P(P]) e P(Pj) o conjuntos de todos os subconjuntos de P| e Pj, respectivamente.
Além disso,

Au,u’,k

h [(—1)5%;@@‘% ((Dp{ + (=1 ) (Dpy + (1)) (zf - 1)

dk
- Dp Dp;— + DP{DPQ’qk>:| .
p

T; =

L ¢ dado por:

(1T
h

Logo, o termo

1 (5 e | N e o)
p2 [¢(n) (1211 o +lgl qf, + 122 qllqlz—i-

2,

!
1ep) vepy 1

$(n) ¢(n)
_ _l’_ —_ ..
z’Z:l'2 qz’l q{; )

+(=1)572

2

l1<l2<...<lk,2,l’1<l’2<...<l;_k_

B i B kilM sfkrM M
[d)(n) (ZZ @ + 2 q )" leqzlqzzJr

2
P qk 1 =1 4l li<

¢(n)
L qll qlz M qlk*qullql//z e q;;_k_l

2,

leP],l’'eP}

o) |
q14;

5 ¢(")>_

Y
<ty 9%

+(=1)573

2

l1<l2<...<lk_2,l’1<l’2<...<l;_k_

P(n)
A, - iy dpy

1 k-1 k—2 o P(m2) k—3 ¢(m2)
b [0 gt + (-1 3 By s 3 BT

p =1 4 <l ql’lql’Z

k—1
—s ¢ m s— s—k— ¢) m
+(-1) L)yt my) 4 (-t )
n<ty<o<r_ Wy, - ¢
+ (_1)87}{)72 ¢(m1) 4ot (_1)s+2 d)(ml)
li<ls QhQZQ li<lo<-<lp_o q11q12 e qlk72
s—k

1 _ o(m _ o(m
b DR+ (-p Y AT e 3 A

P4k = 1<t a4y,

9(my) N ok § 9lm)
- Y + (_1) d)(ml) + (_1) Z
<ly<oo<l Dy, - @
+ (_l)s—k—l 2 M 4o — Z ﬂ
ll<12 QZl QZQ l1<l2<'“<lk72 ql1q12 qlk72
1

bt ¢ln) N

Desse modo, considerando

k—1—u

u,d = (—1)d( (k—1—u)—

PAG2 - Q14105 -4y

L s—k—u
d)ebu’,d’_( 1) ((S—]{}—U/)—d/)’
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temos que o valor

h h
¢ dado por:
k1 .
Za0d+260d’_1 Za0d+260d/
. 2dl : p(n)
p p
k2 -
ZaldJerOd'_l Za1d+250d' k-1
* = =) $(n)
p P2 &g
_k 1 s—k—1 k1 -
S e S ]
+ ¢=1 I 3 o(n)
p p2 & ql,
o
Za2d+2()0d/—1 Za2d+260d’ ¢
d=1 =
+ ) o lgzqh%
:k 2 s—k—1 k1 _
Zmd—i— Z b —1 Za1d+ Z bra "
= = n
+ =1 2d =1 ,
3 P 1ep vep; 4
_k 1 s—k—2 k9 a
Zaocz—i- Z bo,ar — 1 Za0d+ Z bo.a "
=1 d'=1
+ ) e l; qz'qy
_ . B .
ZCLOd—FZbod' 2a0d<2 bOd,>
+ = S V= W TG
p p2 o
- k— _
Zam—i-Zbod' Zald(z bOd,> ¢
+ d'=1 d= Cé 1 Z

b p =1 q19k
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Apéndice B: Caso mdc(mq, mg) = ¢, com ¢ primo

s—k—1 k—1 s—k—1
Za()d"’_ D1 b Z%,d( > bld/) _
: Z

n d'=1 L d=1 0;’
p p
S
n n
+Z¢ + ] o) L > o
v=1 V1 <v2 qvl qu V1 <v2<...<VUg—1 qvl qv? Tt qufl
Repare que para os termos ¢(my), oma) o(mg) ~  _ _e(ma) obtemos:
a ql' ql' ql/ ql/ "'ql/
1 2 s—k—1
s—k s—k s—k—1 s—k—1
Diboar—1 > boa Z bo—1 > b
d'=1 d'=1 d'=1
— ¢ mo) + —
p p? (m2) p p? l; ql/
bs—p—11—1  bs_p_
+[ s—k—1,1 40 k2 1,1] Z : I¢(m2)
p p I <ly<i<l! ql’l qu2 qp .
Equivalentemente, para os termos ¢(m;), glm) olma) - Hm) hgemos:
q qi19i4 Qi1 91591, _o
k—1 k-1 k—2 k—2
Diaoa=1 Y aa 2 Bt
d=1 d=1 d=1 d=1 1
- = | olm) + -S| X +
p p p P |2 a

P(ma)

] li<lo<o<lj o qu,9i; " di_y

B 2

ap-o21—1 ap_
+{k2,1 k—2,1
p p

Pela Proposi¢ao 5.0.1, temos que Trg,)o(t?) ¢ igual a

3 2 -
' l<_+2><¢()+21¢ .2 q(iqu IRy q”lqj'(“)q“s—l)

p p V1 <vo V] <V < o <Vg_1
1 1 £ ¢(ma) P(m1)
+ - == ¢(m1) + Z + Z s Z S EE—
p p =1 Iy <l qllqlz l1<lz<~--<lk_2 Qthg e qlk72
1 1 o 0 B(ma) p(m2)
" <_2> ¢(m2)+2 + Z Z PV
p p =1 ql/ 1<y ql’ ql/ <ly<o<ll_, ql'lql’Q s ql,’s—k—l
1 1 m
N ( _ 2) Z ),y A vy dm)
p p v=1 Qv vy <vy Gur q“2 v <vg<-<vg_o QuiGus -+ - Qus_o
v#k v1,v2 #k V1,V2,...,0s_2F#k
S
n
DT N SR Y IR 1] .
v=1 V1 <vo Gv; qv? V1<V <. .. <Vg_1 Gu19vz - - - Qs

No entanto,

n = (Q1+1)(QZ+1)"'(% 1+1)(qk+1)(Q'1+1)(QQ+1)---(q27k+1)

= +Z¢ + ) o) Ly > (b(n)qul,

v=1 QU v <v2 quUQ V] <V <+ <Vg—1 qvlqvg e
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Apéndice B: Caso mdc(mq, my) = ¢, com ¢ primo

my = (@ +1)(@+1) - (qr=1 +1)
k-1
m m m
— ¢(m1)+2¢( 1)+Z¢( 1)_|_...+ &4_17
l:1 QZ l1<l2 Qh(]lz l1<l2<"~<lk72 QhQZQ R QI;C,Q

my = (+D)(G+1)(dp+1)

_ m2+2¢ +Z¢m2 T Z ¢(m2) ¥,

! ! !
o =, Ty, y<ty<zr,_, W,
e
m3=(m+D@+D~%%1+D@+D@%ﬂf~@%+ﬂ
m m m
= m3+2¢ 3) Z ¢(m2) 4t Z &4_1’

v] <vg qvlqv2 V] <vg < <vg_o qvl qv2 oo QUS,Q

’U;ék‘ v1,v2#k V1,02,...,Us—2F#k

Assim, o valor de Trq,/o(t?) ¢

h[2n—m1—n;2—m3+1+—3(n—1)+(m1—1)+(m2—1)+(m3—1) +n]
p p

[ ) e i

p? P

+ hn.

Portanto, Trg,, k,.,/0(t*) = + Troc.)/o(t?) ¢ dado por:

m1<%—)+m2(——>—m3+1 m1<%—)+mg(%—>+m3(pk—1)

- +n.
p? P

Lema 5.0.15. Sejam K,,,, K,,, e K,,, p-extensoes abelianas nao ramificadas de con-
dutores my = pipa...Dk, Mo = DkPhs1---Ps € M3 = mlmg/pz, respectivamente, com
mdc(my, ma) = pi de forma que K,y € K, Ky, Se G = {60605} ;-0 p 1 € 0 grupo
de Galois de K,,,,K,,, sobre Q, satisfazendo:

1. 0ilk,, € um gerador de Gal(K,,,/Q), com 0|k, = Idg,, ;
2. Oo|k,,, € um gerador de Gal(K,,,/Q), com bs|k,,, = Idx,,,;
8. (01 00o)lk,, = ldx,,,,
et = Tro,)/Km Knm, (Cn), entdo:
1. Para 1 <i<p—1, ovalor de Trg,, k,, /o(t0i(t)) ¢
my (%—1)+m2(m—:—1)—m3+1 ml(%—l)
P’ p '
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Apéndice B: Caso mdc(mq, mg) = ¢, com ¢ primo

2. Paral<j<p-—1, o valor de TTKlem2/Q(tQ§(t)) é:

ml(;f:—l)—i—mQ(m;—1)—m3+1_m2(’;€1—1)
P’ p '

Demonstracao. Faremos a prova apenas para o caso 1., o outro caso ¢ analogo. Pela
equagao (4.1) temos que

Troeayeti(t) = T8 +Ty + T+ + T3~ + T,

onde

i _ 1,0
Ty = h Z Sll,lg, ol A lyeenll, 511,12,. iy A lyenll
U / U
l1<12<...<lt—1, ll<12<...<l£2
t1+ta=1u
! %,0
+ Z Szl,zz,...,ltl,k;,zl,l ,...,1;2511,12,.,.,zt1,k,l;,zg, ,l’
U ! U
ll<l2<...<L£1, ll<l2<”'<lt"2
t1+Ea=u—1

Conforme a Proposicao 5.0.13, temos que Sé’o = (), assim
Ty = hSyS5° =
Para o caso Ty, segue que

Sggo| _p|S_ema| _ 1 s—k n
ZS"S']_h[Z a p]_ hp((s—k)—1>¢( )

I'=1

A parcela Ty ¢ igual a

D (s ) 3 st () et (0
= ([ (et ) (ot )+ (el )+ (62t )]om
ol sk
+ ;[( (Sf;)k_Q >¢(n)— ( (Si;)k_1 ) lzl(bél)_< (s—k—1) 1 )l,zl(bql/
(e2nm) %)

Sejam 0 <u<k—1,0<u <s—k,d,d >1 e considere que

(a24)=0
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Apéndice B: Caso mdc(mq, my) = ¢, com ¢ primo

se b = a. Logo, o termo geral, para 1 <4 < s — 1 é dado por:

Ty = (=1)"h (Aa, — Aay + )

onde
1 U—2 , 1 a—1 ,
My =5 O (D" T+ > ()" AL, (5.22)
p u+u'=0 u+u'=0
1 S : 1 ,
AﬁZ - 9 (_1)u+u Fu,u’,k + - 2 (_1)U+u Au771,’7k7 (523)
p u+u'=0 p u+u'=0
1 uU—2 L.
/\a3 == Z (_1)u+u Fu,u’a (5'24)
u+u’'=0
sendo

O, - Z ¢(n)
w,u Hu Hu/ A
L1eP(P]), Loep(p)) 1 li=1 Q=19
|L1i]=u e |La|=u’

Fuas :[ 2 ((kﬁibu—d)((sff?f%u,—d')]%“

dtd' =a—(utu’)

F“’“”’f:[ 2 ((kﬁi;)u—ﬁ((s—si%u,—d')]g);f’

d+d'=t—(u+u')—1

o = [Z ((k—lk—_uﬁizfd—n><<s—ks—_u]f>_—lf,d'—1>)]QW”

—(u+u')+1

s—k—u
Au,u’ = [(s—k—(ﬁ—u) )]Qit,ul7

S—k—ul Qu,u’
s = (o) 5

onde P(P]) e P(Pj) o conjuntos de todos os subconjuntos de P| e Pj, respectivamente.
Temos também que,

s s ¢(Tl) k—1 3 dk

+ DP{DPéq]C + (—1)SikDP1/ zf)] .
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Apéndice B: Caso mdc(mq, mg) = ¢, com ¢ primo

Logo,

1 1 s—1 1 s—k—1
T8 = (—1h [ = — — —1 u+u’Quu/ 4+ -1 k+u’Q u
i =1 (ﬁz ﬁ%)[ 2, (D ’] p%[wo( ) kl’]

u+u'=0

Assim, pela Proposi¢ao 5.0.1, temos que Tro,)q(t0;(t)) é igual a

o) 9(n)
PR ALy )

v=1 v1 <v2 V<V <+ <Vg_1 v, oy - -

1 1 L b(m m mi
(p_pz)(gb(mwzﬂqluzM+...+ £ i)

=1 1 i<l M lh<ly<sly_p Tz - Qs
1 o ¢(m2) p(m2) ¢(m2)
+ Y ¢(m2)+ 7 +Z — tot Z 7 ’
p =1 qp v <l qr ql’2 U<lhy<-<ll_, | qlll ql'z o ql.’e—k—l
1 ° m m m
B O (B S D N (5
p o vi<oy  du1vs vy <vp v, g Q1dvz - Qus_s
vk 1,027k V1,02,...,Vs—2Ek
Portanto,
T 6 _ Ly 6.
K Ky /Q(E01(E)) = 7 TQ(¢)/Q (01 (1))
mg _ m1 1Y) _ mg _
m1<pk )—I—m (pk ) m3+1_m1<Pk 1)
p? P

Lema 5.0.16. Sejam K,,,, K,,, e K,,, p-extensoes abelianas nao ramificadas de con-
dutores my = pips...DPk, Mo = PrPri1---Ps € M3 = mlmg/pi, respectivamente, com
mdc(my, ms) = pi de forma que K, € K., K,,,. Se G = {0} o (9%}1-7]-:0.”1,,1 € 0 grupo
de Galois de K,,,K,,, sobre Q, satisfazendo:

1. 0|k,,, € um gerador de Gal(K,,,/Q), com 01k, = Idx,, ;
2. Oolk,,, € um gerador de Gal(K,,,/Q), com bsk,,, = Idx,,,;
3. (91 O 82)|Km3 = Id]Km3 P

et = TrQ,)/Km Km, (Gn), €ntdo, para 1 <i,j < p—1, temos que:

ml(m—;— )—i—mg(—— )—mg—i-l

‘ ‘ 2 , set #J
Tr,,, K, /(0] © 03)(t)) =
AT m( >+m (PT_)_m3+1_m3(Pk—1)

P2 p

, set=17]
Demonstracao. Pela equagao (4.1) temos que

Troeot@i o)1) = T3 +T3 +T5 +---+ T3 ' + T3,
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Apéndice B: Caso mdc(mq, my) = ¢, com ¢ primo

onde

o ! 0]
Iy = h Z Sllvl%---vlfl7l/171,27---7l;~2Sl1,lz,...,lt~l,l'l,l'2,...,l%2
. ! U !
ll<l2<.“<lt1, l1<12<m<l£2
t~1+£2:ﬂ
! i,J
+ Z Sh,lg,...,l;l,k,l’l,l’Q,...7l%2Sll,lg,...,lfl,k,l’l,l’z,...,l%Z

- U ! !
ll<l2<...<Lt1, ll<l2<4..<l1‘72

i1 +ta=u—1

Note que, T9 = 0. Faremos aqui uma divisdo em dois casos:

Caso 1: Se i # j.

Repare que neste caso, pela Proposicao 5.0.13, os valores nao nulos sao exatamente
os que aparecem multiplicando ]% nos dois lemas auxiliares anteriores, dessa forma:

o m(%—l)—i—mg(%—l)—mg—i—l
T7i Ky /0 (107 © 03)(2)) = :

e
Caso 2: Se i = j.
Sejam 0 <u<k—1,0<u <s—k,d,d >1 e considere que

a
a—>b
1)%h

se b = a. Logo, o termo geral Ty = (—1)

0,

(Aa; — Aa, + Agy), onde

1

2
Ay = > (=" Ty, (5.25)
u+u'=0
1S :
Aiy = — (=1)" T ks (5.26)
p u+u'=0
1 = u+u T 1 u+u’
Ais = —5 (D" T+ - Y, ()", (5.27)
P™ =0 utu/'=ti—1

sendo

QO ., - Z ¢(n)
w,u Hu Hu/ A
LyeP(P]), Loep(p)) 1 Lli=1 Q1= 4y
|Li]=u e |La|=u’

= |3 (W) () e

d+d'=t—(u+u’)

F“’“”’f:[ 2 ((kﬁi;)u—ﬁ<<s—5/?i?)u,—d'>]Q§;“"

d+d'=t—(u+u')—1
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Apéndice B: Caso mdc(mq, mg) = ¢, com ¢ primo

o = [Z ((k—lk—_uﬁi?d—n><<s—k8—_u]f>_—lf,d'—1>)]QU’“”

—(utu')+1

onde P(P]) e P(Pj) o conjuntos de todos os subconjuntos de P| e Py, respectivamente.
S

Além disso, o termo f ¢ dado por:

¢(n) —kp Ok 1y O 1k
(—1)sm DpDpyaqr, — Dp;Dpy + (1) kDP{; + (=1 lDPQ’E +(=1)° 15 :
Logo,

75 = (- o) [ 3 (—1)u+u’szu,u,] oy

2 2
p P~k u+u’'=0

Pela Proposi¢ao 5.0.1, temos que Tro,y/o(t?) ¢ igual a

(G R Be B )

"2
p p v <v2 V] <V <---<VUg_—1
k—1
1 o(my o(m (ma
- = ¢(m1)+ ( )+Z ( 1)+...+ Z #
p - 1=t T ly<ly sy T2 - Qs
1 T ¢(mo) $(m>) $(mo)
- 9 P(ma) + 7 +Z T Tt Z ] /
p = A KR U<lhy<e--<ll | Wty -,
1 1 >
" (‘z) pmy)+ 3 2 oy dma) o dma)
p p v=1 Qv v <vg v, Qo V] <vg<-<vg_o QuiQuy - - - Qus_s
v£k v1,v2 %k V1,02,...,Vs—2#£k
Portanto,

TrK,, Koy /0 (H(0] © 05) (1)) =
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linearmente disjuntos, 25 de um ideal, 26 o
totalmente complexo, 26
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de um Z-moédulo, 25
de um elemento, 23

de um nimero primo, 26
grau de inercia, 26
Reticulado, 30, 35
densidade de centro, 29, 30, 34, 35
determinante, 28
empacotamento, 28

Discriminante
de um corpo de nimeros, 25
de uma n-upla, 24

Elemento inteiro algébrico, 21 raio, 28
Extensao densidade, 29
p-extensao matriz de Gram, 28
nao ramificada, 45 matriz geradora, 27
abeliana, 18 no R", 27
absoluta, 18 regiao fundamental, 28
ciclica, 18 volume, 28
de corpos, 17 volume, 28, 30

grau da extensao, 17

nao ramificada, 26 )
p-extensao, 17 A Lei das Torres, 18

nio ramificada, 31, 34 da Correspondéncia de Galois, 18
ramificada, 31, 33 de Kronecker-Weber, 20
Igualdade Fundamental, 27
Forma trago integral, 33, 35, 36, 42, 54, 62 Lema de Dedekind, 22
Traco de um elemento, 23

Teorema
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