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RESUMO  
 
 

 Sejam 𝕂 e 𝕃 p-extensões abelianas não ramificadas de condutores livres de 

quadrados m e n, respectivamente, com p um primo ímpar. O objetivo principal deste 

trabalho é o de apresentar a Forma Traço Integral 𝑇𝑟𝕂𝕃/ℚ(𝑥2), com 𝑥 um inteiro de  𝕂𝕃, 

nos casos em que m e n são relativamente primos e nos casos em que o mdc(m,n) é 

um inteiro primo. Se m = 𝑝1𝑝2 … 𝑝𝑠 é a decomposição prima de m e 𝕂∗ é o Corpo de 

Gênero de 𝕂, também foi explicitada uma cadeia crescente de extensões de corpos 

ℚ ⊂  𝕂1 = 𝕂 ⊆ 𝕂2 ⊆ ⋯ ⊆ 𝕂𝑠 = 𝕂∗ ⊆ ℚ(𝜉𝑚), de forma que para cada i=1,2,...,s-1, a 

extensão 𝕂𝑖+1/𝕂𝑖 é de grau p, não ramificada e é conhecido a expressão da Forma 

Traço Integral 𝑇𝑟𝕂𝑖/ℚ(𝑥2), com 𝑥 um  inteiro de 𝕂𝑖.  

 

Palavras–chave: Corpos de Números. Reticulados Algébricos. Forma Traço Integral. 

Corpo de Gênero. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 





 

 

 

ABSTRACT/ RESUMEN/ RÉSUMÉ 

 

Let 𝕂 and 𝕃 be unramified abelian p-extensions of square-free conductors m and n, 

respectively. The principal objective of this work is to present the integral trace form 

𝑇𝑟𝕂𝕃/ℚ(𝑥2), with 𝑥 a integer in 𝕂𝕃, in cases where m and n are relatively prime and in 

cases where the mdc(m,n) is a positive prime integer. If m = 𝑝1𝑝2 … 𝑝𝑠 is the prime 

decomposition of m and 𝕂∗ is the genus field of 𝕂, also explained a ascending chain 

of fields extesions ℚ ⊂  𝕂1 = 𝕂 ⊆ 𝕂2 ⊆ ⋯ ⊆ 𝕂𝑠 = 𝕂∗ ⊆ ℚ(𝜉𝑚), so that for each 

i=1,2,…, s-1, 𝕂𝑖+1/𝕂𝑖 is a unramified extesion of degree p and the expression of the 

integral trace form 𝑇𝑟𝕂𝑖/ℚ(𝑥2), with 𝑥 a integer in 𝕂𝑖, is known. 

 

 

Keywords/ Palabras-claves / Mots-clés: Number Fields. Algebraic Lattices. Integral 

Trace Form. Genus Field. 
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2.2 Teoria Algébrica dos Números . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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1 Introducao

Os reticulados (subgrupos aditivos discretos) no Rn têm sido bastante estudados
nos últimos tempos, neste tema um assunto que tem se sobressáıdo em pesquisas é o de
quão denso é um empacotamento reticulado, ou seja, o estudo da proporção do espaço
Rn recoberto por um empacotamento de esferas de mesmo raio.

Seja K{Q uma extensão abeliana de grau n. Se M � OK é um Z-módulo livre de
posto n, então σKpMq é um reticulado algébrico de posto n, sendo σK o homomorfismo
canônico. Além disso, conforme Corolário 2.3.14, a densidade de centro do reticulado
σKpMq é dado por

δpσKpMqq � 2r2ρn

|DiscpKq|1{2rOK : Ms ,

onde

ρ � mint|σKpxq|; x P M, x � 0u
2 ,

e

|σKpxq|2 �
#

TrK{Qpx2q se K é totalmente real;
1
2TrK{Qpxxq se K é totalmente imaginário,

sendo TrK{Qpxxq uma forma quadrática, com x um inteiro algébrico de K sobre Q,
chamada de Forma Traço Integral de K. Se tw1, w2, . . . , wnu é uma base integral de K,
com K um corpo totalmente real, essa forma quadrática é dada por

TrK{Qpx2q �
ņ

i,j�1
aiajTrK{Qpwiwjq,

onde x � a1w1 � a2w2 � � � � � anwn P OK.
Dessa forma, é posśıvel estudar reticulados através de objetos algébricos, isto é,

se K{Q é uma extensão galoisiana de grau n e M � OK é um Z-módulo livre de
posto n, podemos determinar um reticulado de posto n. Além disso, para conhecermos
sua densidade de centro, basta conhecermos o discriminante do corpo K (DiscpKq), o
ı́ndice do Z-módulo M em OK (rOK : Ms) e no caso de K ser um corpo totalmente
real, o mı́nimo da Forma Traço Integral restrita ao Z-módulo M. Sendo que destes
três objetos, geralmente o mais complexo de se obter é a Forma Traço Integral e sua
minimização.

A motivação deste trabalho é contribuir com um acréscimo ao realizado por Oli-
veira, E. L. em sua tese de doutorado, referência [7], na qual ele exibiu a Forma Traço
Integral de uma p-extensão abeliana não ramificada e também a Forma Traço Integral
de um compósito de p-extensões abelianas não ramificadas de condutores relativamente
primos e linearmente disjuntos. Nos propomos estudar a Forma Traço Integral de um

13



14 Introducao

compósito, de grau p2, de p-extensões abelianas não ramificadas de condutor cheio,
exigindo a existência de dois subcorpos de grau p e condutores coprimos. Também
estudamos a Forma Traço Integral de um compósito, de grau p2, de p-extensões abelia-
nas não ramificadas de condutores m1 e m2, respectivamente, com mdcpm1,m2q � pk,
sendo pk um número primo.

Outras teses de doutorado também contribúıram com o estudo da Forma Traço Inte-
gral e vale ser ressaltado aqui: Em [3], Chagas, A. C., descreveu a Forma Traço Integral
de uma p-extensão abeliana ramificada de condutor n � p2q, onde q � 1pmod pq e q
é primo. Já em [1], Araujo, R. R., estendeu esse feito, obtendo a expressão da Forma
Traço Integral de p-extensões abelianas ramificadas de condutores n � p2p1p2 . . . ps,
sendo pi � 1pmod pq e p1, p2, . . . , ps primos distintos. Por fim, Moro, E. M., propôs em
[6] a obtenção da Forma Traço Integral para compósitos KL de grau pq, com K e L p
e q-extensões abelianas não ramificadas, respectivamente, com p � q.

O primeiro caṕıtulo deste trabalho está reservado para os conceitos necessários para
o amplo entendimento dos resultados aqui expostos. Ele é basicamente composto de
resultados mais elementares conhecidos da Teoria de Galois, da Teoria Algébrica dos
Números e também de Reticulados Algébricos.

No Caṕıtulo 3 detalhamos resultados já obtidos em outros trabalhos (teses de dou-
torado) sobre o tema: Forma Traço Integral de p-extensões abelianas (ramificadas e
não ramificadas) e o compósito de p e q extensões abelianas não ramificadas. Uma
contribuição nossa para este caṕıtulo, foi desenvolver uma maneira “adequada” e na-
tural de obter a Forma Traço Integral do Corpo de Gênero K� de uma p-extensão
abeliana não ramificada K de condutor n � p1p2 . . . ps, livre de quadrados. Para isso
foi apresentado um algoritmo para expressar o compósito KK1K2 . . .Ku na forma de
um compósito do tipo MK1K2 . . .Ku, sendo M uma p-extensão abeliana não ramificada
com m, p1, p2, . . . , pu coprimos entre em si, onde m � condpMq e pi � condpKiq, para
1 ¤ i ¤ u. Em [7] foi apresentado uma expressão para a Forma Traço Integral para
um compósito do tipo MK1K2 . . .Ku.

Em [7], Oliveira, E. L. determinou a Forma Traço Integral de um compósito de p-
extensões abelianas não ramificadas de condutores coprimos na respectiva base normal
integral. Em particular, para o caso de duas p-extensões abelianas não ramificadas Km1

e Km2 de condutores coprimos e livre de quadrados m1 e m2, respectivamente, tomando
n � m1m2, temos que o compósito Km1Km2 possui p�1 subcorpos de grau p e condutor
n, conforme 3.1.5. O Caṕıtulo 4 deste trabalho está dividido em quatro seções, onde
nas duas primeiras é proposto o estudo da Forma Traço Integral dos compósitos de
p-extensões abelianas não ramificadas L1L2, com L1,L2 � Km1Km2 ambos de condutor
n, na respectiva base normal integral enquanto que nas duas últimas seções, buscamos
contribuir com o estudo da Forma Traço Integral de um compósito de duas p-extensões
abelianas não ramificadas, mas agora considerando o caso em que os condutores não
sejam coprimos. Mais especificamente, sendo Km1 e Km2 p-extensões abelianas não
ramificadas de condutores m1 e m2, respectivamente, com mdcpm1,m2q � pk, sendo
pk um número primo diferente de m1 e m2. Os resultados mais relevantes das duas
primeiras seções são: a Proposição 4.1.5, que relaciona geradores dos grupos GalpL1{Qq
e GalpL2{Qq a uma potência t̃ e o Teorema 4.2.4 o qual expressa a forma traço integral
canônica. Já nas seções finais, tem ênfase o Teorema 4.4.4, o qual expõe a expressão da
Forma Traço Integral do compósito Km1Km2 . A fim de deixar este caṕıtulo mais leve,
alguns resultados foram colocadas no Apêndice ??, o qual será necessário apenas para
a total compressão e veracidade dos resultados.
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Por fim, no Caṕıtulo 5 é apresentado algumas perspectivas de estudos a serem
realizadas a partir dos resultados obtidos neste trabalho.





2 Conceitos Preliminares

Neste caṕıtulo trataremos de tópicos fundamentais para a compreensão deste tra-
balho, tais tópicos serão divididos em 3 grandes vertentes, sendo elas: Teoria de Galois,
Teoria Algébrica dos Números e conceitos de reticulados.

A primeira seção, que aborda assuntos da Teoria de Galois, tem seu foco principal
no Teorema da Correspondência de Galois, Teorema 2.1.9.

Na sequência, dividimos a seção de Teoria Algébrica dos Números em três subseções,
onde o primeiro refere-se a módulos e elementos inteiros algébricos, o segundo trás os
conceitos de norma, traço e discriminante de Corpos de Números e alguns resultados
relacionados e por fim, a última subseção é reservada para tratar sobre a decomposição
de ideais.

Na última seção deste caṕıtulo é abordado o conceito de reticulados e alguns resul-
tados. A motivação central dessa seção é fazermos uma identificação dos Z-módulos
livres de posto finito n em um Corpo de Números K com reticulados em Rn, através
do mergulho de Minkowski.

A prova dos resultados deste caṕıtulo serão omitidas, contudo, inserimos as refe-
rências utilizadas.

2.1 Teoria de Galois

Esta seção estará voltada para uma abordagem simples e direta sobre a Teoria de
Galois que será útil no decorrer do trabalho. As referências principais utilizadas são os
livros: Galois Theory de Ian Stewart, [15] e Classical Theory of Algebraic Numbers,
[13]. Estaremos sempre considerando subcorpos de C.

Definição 2.1.1. Dizemos que um corpo L é uma extensão de um corpo K se K �
L. Naturalmente, L pode ser identificado como um K-espaço vetorial e a dimensão
dimKL � rL : Ks é chamada de grau da extensão de L sobre K. Denotamos tal
extensão por L{K.

Qualquer extensão de corpos finita de Q é chamada de corpo de números algé-
bricos, ou simplesmente, corpo de números. Além disso, dado um número primo p,
chamaremos qualquer extensão L{Q de grau p de p-extensão.

Exemplo 2.1.2. Dado α � ?
3, temos que o polinômio minimal de α sobre Q é pαpxq �

x2 � 3, logo rQr?3s : Qs � Bppαpxqq � 2 e portanto, Qr?3s � ta � b
?

3; a, b P Qu é
uma 2-extensão.

Exemplo 2.1.3. Considerando β � 3
?

2, segue que pβpxq � x3�2 é o polinômio minimal
de β sobre Q e assim Qr 3

?
2s � ta� b 3

?
2� c 3

?
4; a, b, c P Qu é uma 3-extensão.
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18 Conceitos Preliminares

O teorema a seguir é conhecido como o Teorema da Multiplicidade dos Graus, ou
ainda, como a lei das torres.

Teorema 2.1.4. p[15], pág.68q pA Lei das Torresq Sejam K � M � L corpos. Então a
extensão L{K é finita se, e somente se, as extensões L{M e M{K são finitas. Neste
caso, rL : Ks � rL : Ms.rM : Ks.

Sejam L{K uma extensão e AutpLq � tσ : L ÝÑ L; σ é isomorfismo de anéisu o
grupo dos automorfismos de L. O conjunto

GalpL{Kq � tσ P AutpLq; σpxq � x, @x P Ku
é um subgrupo de AutpLq, chamado de grupo de Galois de L sobre K.

Proposição 2.1.5 ([15] pág 128). Se L{K é uma extensão finita de grau n e F é um corpo
algebricamente fechado contendo K, então existem exatamente n K-monomorfismos
distintos de L em F.

Estabelecido o conceito de grupo de Galois de uma extensão de corpos L{K, pode-
mos definir o que é uma extensão galoisiana, como segue:

Definição 2.1.6. Uma extensão finita de corpos L{K é dita ser de Galois ou galoisi-
ana se rL : Ks � �pGalpL{Kqq. Nesse caso, se GalpL{Kq é abeliano pćıclicoq dizemos
que L{K é uma extensão abeliana pćıclicaq.

Um Corpo de Números K de grau finito n com grupo de Galois GalpK{Qq abeliano
é dito ser uma extensão abeliana absoluta, vide [18] página 316. Dessa forma, sempre
que considerarmos p-extensões abelianas, estaremos tratando de extensões abelianas
absolutas.

Exemplo 2.1.7. Dado um primo q, temos que Qr?qs é uma 2-extensão abeliana.
De fato, note que rQr?qs : Qs � 2, uma vez que o polinômio minimal de

?
q sobre

Q é p?qpxq � x2 � q. Se σ P GalpQr?qs{Qq, dado x � a � b
?
q P Qr?qs, temos que

σpxq � σpaq � σpbqσp?qq � a � bσp?qq. Além disso, σp?qq2 � σp?q2q � σpqq � q,
ou seja, σp?qq � �?q. Dessa forma, GalpQr?qs{Qq � tσ1, σ2u, onde σ1 é a aplicação
identidade (σ1 : ?q ÝÑ ?

q) e σ2 : ?q ÝÑ �?q é a aplicação conjugação. Portanto,
Qr?qs é uma 2-extensão abeliana.

Exemplo 2.1.8. Qr 3
?

2s é uma 3-extensão, porém não é uma extensão de Galois. Basta
observar que dado σ P GalpQr 3

?
2s{Qq, temos que σp 3

?
2q � 3

?
2ωk para k � 0, 1, 2, onde

w � e
2πi

3 . Além disso, σ P AutpQr 3
?

2sq, logo σp 3
?

2q � 3
?

2, ou seja, GalpQr 3
?

2s{Qq é o
grupo trivial.

O próximo resultado é o mais importante dessa seção.

Teorema 2.1.9 ([15], pág.133q pTeorema da Correspondência de Galois). Seja L{K uma
extensão galoisiana.

(i) Se H é um subgrupo de G � GalpL{Kq, então existe um único corpo M tal que
K �M � L e H � GalpL{Mq. Nesse caso, M é dito o corpo fixo de H.

(ii) Se K � M � L, então L{M é galoisiana e GalpL{Mq é o único subgrupo de
GalpL{Kq que satisfaz

rM : Ks � �pGalpL{Kqq
�pGalpL{Mqq .
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L

M

H�GalpL{Mq

K

G�GalpL{Kq

Figura 2.1: Correspondência de Galois.
Fonte: Próprio autor.

(iii) Se K � M � L, então M{K é galoisiana se, e somente se, GalpL{Mq é um
subgrupo normal de GalpL{Kq. Nesse caso,

GalpM{Kq � GalpL{Kq
GalpL{Mq .

Observação 2.1.10. O teorema anterior foi reescrito de uma forma mais adequada para
a utilização neste trabalho.

Sejam K̃ uma extensão de K, com L e L1 subcorpos de K̃ contendo K. O compósito
de L e L1 em K̃ é o menor subcorpo de K̃ contendo L e L1. Denotamos tal corpo por
LL1.

K̃

LL1

L L1

LX L1

K

Figura 2.2: Compósito de dois corpos.
Fonte: Próprio autor.

O próximo resultado nos fornecerá uma forma de verificar se um compósito de
corpos é galoisiano.

Proposição 2.1.11. p[13], pág.17q Sejam L{K e L1{K extensões finitas de corpos, com
L{K uma extensão de Galois. Então o compósito LL1 é uma extensão de Galois sobre
L1 e GalpLL1{L1q � GalpL{LXL1q. Em particular, se L{LXL1 e L1{LXL1 são extensões
de Galois, então LL1{LX L1 é uma extensão de Galois, com

GalpLL1{LX L1q � GalpL{LX L1q �GalpL1{LX L1q.
Exemplo 2.1.12. Pelo exemplo 2.1.7, temos que L � Qr?2s e L1 � Qr?3s são 2-
extensões abelianas. Uma vez que x2�3 é irredut́ıvel sobre L, segue que rLr?3s : Ls � 2
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e pelo Teorema 2.1.4, temos que Qr?2,
?

3s : Qs � rLr?3s : LsrL : Qs � 2.2 � 4. Por
outro lado, L � L1, assim rLL1 : Ls ¥ 2, ou ainda, rLL1 : Qs ¥ 4. Além disso,
como LL1 � Qr?2,

?
3s, segue que LL1 � Qr?2,

?
3s. Logo, Qr?2,

?
3s{pL X L1q �

Qr?2,
?

3s{Q é de Galois com

GalpQr
?

2,
?

3s{Qq � GalpQr
?

2s{Qq �GalpQr
?

3s{Qq.

Seja n um inteiro positivo, o corpo Qpζnq, onde ζn � e
2πi
n , é chamado de n-ésimo

corpo ciclotômico. Conforme [16], página 11, o grau da extensão Qpζnq{Q é dada pela
função de Euler φpnq, isto é, rQpζnq : Qs � φpnq � #tt P t1, 2, . . . , nu ; mdcpt, nq � 1u e
GalpQpζn{Qqq � Z�

n. É fácil ver que, se p é um número primo, então φpprq � pp�1qpr�1,
e se mdcpa, bq � 1, então φpabq � φpaqφpbq.

O conjunto t1, ζn, ζ2
n, . . . , ζ

φpnq�1
n u é uma base de Qpζnq sobre Q. Os elementos ζjn

tais que 1 ¤ j ¤ n e mdcpj, nq � 1 são chamados de ráızes n-ésimas primitivas da
unidade, e vale Qpζnq � Qpζjnq.

O polinômio minimal de ζn sobre Q será denotado por φnpxq. Para um inteiro primo
p, tem-se que

φppxq � xp � 1
x� 1 � xp�1 � xp�2 � � � � � x� 1.

De modo geral, vale

φnpxq �
¹
d|n

φdpxq �
¹

1¤j¤n
mdcpj,nq�1

px� ζjnq.

Estes resultados também podem ser encontrados em [8], a partir da página 12.
Por fim, enunciaremos o Teorema de Kronecker-Weber, um teorema clássico na

teoria de extensões de corpos.

Teorema 2.1.13. p[13], pág. 273q pTeorema de Kronecker-Weberq Se K é um Corpo de
Números abeliano, então existe um inteiro positivo n tal que K � Qpζnq.

O menor inteiro positivo n tal que K � Qpζnq, é definido como o condutor de K e
denotado por condpKq.
Exemplo 2.1.14. Note que Qp?2q � Qpζ8q e Qp?2q � Qpζ4q, logo condpQp?2qq � 8 �
23.

2.2 Teoria Algébrica dos Números

Colocaremos nessa seção algumas definições e resultados da Teoria Algébrica dos
Números os quais acreditamos serem importantes no intuito de inserir o leitor no con-
teúdo estudado nos caṕıtulos centrais deste trabalho. As principais referências utiliza-
das nesta seção são [8] e [13].

2.2.1 Módulos e Elementos Inteiros Algébricos

Nesta parte apresentaremos os conceitos de módulos e submódulos, além de algu-
mas propriedades e resultados relacionados. Consideraremos sempre A como um anel
comutativo com unidade.
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Definição 2.2.1. Um A-módulo M é um grupo abeliano aditivo M, munido de uma
aplicação A � M Ñ M, definida por pa,mq Ñ am, tal que para quaisquer a, b P A e
x, y P M, tem-se:

1. apx� yq � ax� ay;

2. pa� bqx � ax� bx;

3. pabqx � apbxq;
4. 1x � x.

Observe que um anel A por ser visto como um A-módulo e todo espaço vetorial V
sobre um corpo K é um K-módulo.

Definição 2.2.2. Seja M um A-módulo. Um subconjunto não vazio N � M é um
A-submódulo de M se N é um subgrupo de pM,�q e an P N para todo a P A e
n P N .

Em particular, N é por si só um A-módulo.

Definição 2.2.3. Sejam M um A-módulo e tx1, x2, . . . , xnu � M.

i) Dizemos que tx1, x2, . . . , xnu é um conjunto gerador de M se todo elemento x P M
pode ser expresso na forma x � a1x1�a2x2�� � ��anxn, com ai P A, para i � 1, 2, . . . , n.

ii) O conjunto tx1, x2, . . . , xnu é dito ser linearmente independente se a única so-
lução da equação 0 � a1x1 � a2x2 � � � � � anxn, com ai P A, para i � 1, 2, . . . , n, for a
solução nula, isto é, a1 � a2 � � � � � an � 0.

Se tx1, x2, . . . , xnu é um conjunto gerador de M, então M é dito ser finitamente
gerado. Se além disso tx1, x2, . . . , xnu for um conjunto linearmente independente,
dizemos que tx1, x2, . . . , xnu é uma base de M e que M é um A-módulo livre. Neste
caso, a cardinalidade do conjunto tx1, x2, . . . , xnu é chamada de posto do A-módulo
M.

O próximo resultado relaciona o posto de um A-módulo M com o posto de seus
A-submódulos.

Teorema 2.2.4 ([13], pág 113 e 115). Sejam A um anel principal, M um A-módulo
livre de posto n e N um A-submódulo de M. Então,

i) N é livre de posto q, com 0 ¤ q ¤ n.

ii) Se N � t0u, existe uma base te1, e2, . . . , enu de M e elementos não nulos a1, a2, . . . , aq
em A, tais que ta1e1, a2e2, . . . , aqequ é uma base de N , de modo que ai divide ai�1, para
1 ¤ i ¤ q � 1.

Sejam A � B anéis. Um elemento α P B é dito ser um elemento inteiro algébrico
(ou simplesmente um elemento inteiro) sobre A se existir algum polinômio mônico não
nulo fpxq P Arxs, tal que fpαq � 0, ou seja, se existirem a0, a1, . . . , an�1 P A tais que,

αn � an�1α
n�1 � � � � � a1α � a0 � 0.

Exemplo 2.2.5. O elemento 1 � i P Zris � ta � bi; a, b P Zu é inteiro sobre Z, pois é
raiz do polinômio fpxq � x2 � 2x� 2 P Zrxs.
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Definição 2.2.6. Sejam A � B anéis. O conjunto

OBpAq � tα P B; α é um inteiro algébrico sobre Au
é chamado de fecho integral de A em B. Se A é um domı́nio de integração e B é
o seu corpo de frações, o conjunto OBpAq é chamado de fecho integral de A.

Exemplo 2.2.7. O elemento 1{2 não é inteiro sobre Z, logo Zr1{2s não é inteiro sobre
Z.

Se K é um Corpo de Números, o conjunto OKpZq é chamado de anel de inteiros e
será denotado simplesmente por OK.

A referência [13] traz uma seção inteira abordando resultados para os corpos (de
números) quadráticos e seus respectivos anéis de inteiro, em especial temos que:

Teorema 2.2.8 ([13], pág. 98). Seja K � Qp?dq, com d um inteiro livre de quadrados.

1. Se d � 2 pmod 4q ou d � 3 pmod 4q, então t1,?du é uma Z-base de OK.

2. Se d � 1 pmod 4q, então t1, 1�
?
d

2 u é uma Z-base de OK.

Exemplo 2.2.9. Temos que OQr?2s � Zr?2s e OQr?3s � Zr?3s.
Teorema 2.2.10 ([13], pág 115). Sejam A um anel principal, K seu corpo de frações e
L uma extensão finita de grau n sobre K. Nessas condições,

i) OLpAq é um A-módulo livre de posto n.

ii) Se a é um ideal não nulo de OLpAq, então a é um A-módulo livre de posto n.

Se K é um Corpo de Números de grau n, segue pelo teorema anterior que OK é um
Z-módulo livre de posto n. Nesse caso, uma Z-base de OK é dita ser uma base integral
de K.

Teorema 2.2.11 ([16], pág 11). O conjunto t1, ζn, . . . , ζφpnq�1
n u é uma base integral de

Qpζnq, cujo anel de inteiros é OQpζnq � Zrζns.
Uma famı́lia bastante estudada em Teoria Algébrica dos Números é a coleção dos n

distintos K-monomorfismos de L sobre um fecho algébrico, onde L{K é uma extensão
finita de corpos de grau n. Para este estudo iniciamos com o Lema de Dedekind.

Teorema 2.2.12 ([13], pág 20q pLema de Dedekind). Sejam L{K uma extensão de cor-
pos finita de grau n e σ1, σ2, . . . , σn os K-monomorfismos distintos de L sobre um corpo
algebricamente fechado F contendo K. Então, tσ1, σ2, . . . , σnu é linearmente indepen-
dente sobre F.

Definição 2.2.13. Seja K{Q uma extensão galoisiana finita, com

GalpK{Qq � tσ1, σ2, . . . , σnu.
Se existir α P OK tal que tσ1pαq, σ2pαq, . . . , σnpαqu é uma base integral de K, então ela
é dita ser uma base normal integral de K. O elemento α é chamado de gerador
dessa base.

Na próxima subseção iremos exibir uma base normal integral associadas a Corpo
de Números de condutores ı́mpares livres de quadrados.
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2.2.2 Traço, Norma e Discriminante

Nesta parte introduziremos os conceitos de traço e norma de um elemento e de
discriminante de um conjunto de uma extensão finita L{K de grau n, além de alguns
resultados relacionados.

Sejam L{K uma extensão finita de grau n e σ1, σ2, . . . , σn os K-monomorfismos
distintos de L em um corpo algebricamente fechado F contendo K.

Definição 2.2.14. Seja α P L. Definimos o traço e a norma de α na extensão L{K,
como sendo respectivamente

TrL{Kpαq �
ņ

i�1
σipαq e NL{Kpαq �

n¹
i�1

σipαq

Sejam K � L corpos, a P K e α, β P L, conforme [14] página 36, valem as seguintes
propriedades:

� TrL{Kpα � βq � TrL{Kpαq � TrL{Kpβq;
� TrL{Kpaαq � a.TrL{Kpαq;
� TrL{Kpaq � rL : Ks.a;

� NL{Kpαβq � NL{Kpαq.NL{Kpβq;
� NL{Kpaq � arL:Ks.

Além disso, se M é um corpo tal que K � L �M e γ PM, então:

� TrM{Kpγq � TrL{KpTrM{Lpγqq;
� TrM{Kpαq � rM : Ls.TrL{Kpαq;
� NM{Kpγq � NL{KpNM{Lpγqq;
� NM{Kpαq � NL{KpαqrM:Ls.

Proposição 2.2.15 ([14], pág 36). Se K é um Corpo de Números, L uma extensão
finita de grau n de K, α P L e α1, α2, . . . , αn as ráızes do polinômio minimal de α
sobre K, cada uma repetida rL : Krαss vezes, então TrL{Kpαq � α1 � α2 � � � � � αn e
NL{Kpαq � α1α2 . . . αn.

Exemplo 2.2.16. Considere o corpo K � Qr?2,
?

3s. Logo rK : Qr?6ss � 2 e
minQp

?
6q � px �?

6qpx �?
6q, assim pela Proposição 2.2.15, segue que TrK{Qp

?
6q �?

6�?
6� p�?6q � p�?6q � 0 e NK{Qp

?
6q � ?

6
?

6p�?6qp�?6q � 36.

A proposição a seguir nos fornece a informação de que a norma e o traço de um
elemento inteiro é ainda inteiro com relação a qualquer subcorpo.

Proposição 2.2.17 ([14], pág 38). Se K é um Corpo de Números, L uma extensão finita
de grau n de K, α P OL, então TrL{Kpαq e NL{Kpαq são elementos de OK.

Se L e M são extensões galoisianas de um corpo K e α P L, pela Proposição 2.1.11,
temos que TrLM{Mpαq � TrL{Kpαq, com isso podemos enunciar o seguinte lema:
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Lema 2.2.18. Sejam a e b inteiros com mdcpa, bq � 1. Se n � a.b, então

TrQpζnq{Qpζnq � TrQpζaq{Qpζaq.T rQpζbq{Qpζbq.

Demonstração. Desde que mdcpa, bq � 1, existem r, s P Z tais que ar� bs � 1. Assim,

ζn � ζar�bsab � ζarab .ζ
bs
ab � ζrb .ζ

s
a.

Além disso, mdcpa, sq � mdcpb, rq � 1, logo ζsa e ζa são conjugados e dessa forma
possuem o mesmo traço. Da mesma forma, ζrb e ζb são conjugados, logo TrQpζbq{Qpζrb q �
TrQpζbq{Qpζbq. Assim,

TrQpζnq{Qpζnq � TrQpζaq{QpTrQpζnq{Qpζaqpζnqq
� TrQpζaq{QpTrQpζnq{Qpζaqpζsa.ζrb qq
� TrQpζaq{Qpζsaq.T rQpζaqQpζbq{Qpζaqpζrb q
� TrQpζaq{Qpζsaq.T rQpζbq{Qpζrb q
� TrQpζaq{Qpζaq.T rQpζbq{Qpζbq.

O próximo teorema estabelece uma base normal integral para uma p-extensão abe-
liana não ramificada a qual usaremos para expressar os resultados deste trabalho, sua
demonstração pode ser encontrada em [7] pTeorema 1.3.4, pág. 30q.
Teorema 2.2.19. Seja n um inteiro positivo ı́mpar livre de quadrados, K � Qpζnq um
Corpo de Números de grau r e GalpK{Qq � tθ1, θ2, . . . , θru, então

tθ1ptq, θ2ptq, . . . , θrptqu

é uma base normal integral de K, cujo gerador é t � TrQpζnq{Kpζnq.
Além disso, temos que:

Proposição 2.2.20 ([7], pág 29). Seja n um inteiro positivo ı́mpar livre de quadrados,
K � Qpζnq um Corpo de Números e t � TrQpζnq{Kpζnq, então K � Qptq.

Iremos agora introduzir o conceito de discriminante de uma extensão de corpos
finita. Dada uma n-upla pα1, α2, . . . , αnq de elementos de L, definimos o discriminante
em L{K dessa n-upla por

DiscL{Kpα1, α2, . . . , αnq � detpTrL{Kpαiαjqq.

Proposição 2.2.21 ([14], pág 39). Se σ1, σ2, . . . , σn são os K-monomorfismos de L em
um corpo algebricamente fechado F contendo K, então

DiscL{Kpα1, α2, . . . , αnq � rdetpσipαjqqs2.

Proposição 2.2.22 ([14], pág 38). Seja pβ1, β2, . . . , βnq uma n-upla de elementos em L,
tais que βj �

°n
i�1 aijαi, com aij P K, para j � 1, 2, . . . , n. Então

DiscL{Kpβ1, β2, . . . , βnq � rdetpaijqs2DiscL{Kpα1, α2, . . . , αnq.
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Pelas Proposições 2.2.22 e 2.2.17, se tα1, α2, . . . , αnu é uma base integral de um
corpo de números K de grau n, então tβ1, β2, . . . , βnu também será uma base integral
de K se, e somente se,

DiscK{Qpα1, α2, . . . , αnq � DiscK{Qpβ1, β2, . . . , βnq.

Com isso, podemos enunciar:

Definição 2.2.23. Seja K um corpo de números. O discriminante na extensão K{Q, de
qualquer base integral de K, é chamado de discrimante do corpo K, e denotado por
DiscpKq.

Podemos determinar a norma do discriminante de um corpo de números K conhe-
cendo apenas o seu condutor e o seu grau, conforme o teorema a seguir:

Teorema 2.2.24 ([10], pág 38). Seja m � ±k
i�1 p

αi
i e K um corpo de números abeliano

de condutor m. Então,

|DiscpKq| � mrK:Qs

k¹
i�1

p

αi̧

r�1
rKXQpζm{pri q : Qs

i

.

Como consequência obtemos:

Proposição 2.2.25. Seja K um corpo de números abeliano de grau primo p e condutor
m. Então,

|DiscpKq| � mp�1.

Exemplo 2.2.26. Dados números primos p e q, de forma que q � 1p mod pq, é visto em
[5] que exite um único subcorpo Lq � Qpζqq, com rLq : Qs � p. Dessa forma,

|DiscpLqq| � qp�1.

Sejam K e L corpos de números de grau n e m, respectivamente. Dizemos que
K e L são disjuntos quando rKL : Qs � nm. Quando K e L são disjuntos e seus
discriminantes relativamente primos, eles são ditos ser linearmente disjuntos. Se K{Q
e L{Q são extensões galoisianas, segue pelo Teorema 2.1.9 que K e L são disjuntos se,
e somente se, KX L � Q.

Proposição 2.2.27 ([9], pág 68). Se K e L são corpos de números linearmente disjuntos,
de graus n e m, respectivamente, então

i) OKL=OKOL.

ii) DiscpKLq �DiscpKqmDiscpLqn.

Se K é um corpo de números de grau n e M � OK é um Z-módulo livre de
posto também n, chamamos de norma de M a cardinalidade do quociente OK

M , a qual
será denotada por rOK : Ms. Se a é um ideal de OK, denotaremos tal norma por
Npaq � rOK : as.
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2.2.3 A Decomposição de Ideais Primos

Seja K um Corpo de Números e L uma extensão finita de grau n de K. Se p é um
ideal primo não nulo de OK, então o ideal pOL, gerado por p em OL, não é em geral um
ideal primo em OL, contudo veremos nesta parte algumas informações interessantes a
seu respeito. As referências utilizadas aqui são: [8], [13] e [14]. Alguns enunciados aqui
descritos estão readequados de forma a abordar os casos estudados neste trabalho.

Teorema 2.2.28 ([14], pág. 71). O ideal pOL é expresso de maneira única na forma

pOL � Be1
1 Be2

2 . . .Beq
q ,

onde B1,B2, . . . ,Bq são os ideais primos não nulos de OL satisfazendo Bi XOK � p,
para cada i � 1, 2, . . . , q.

Dizemos que um ideal primo B de OL está acima de p se BiXOK � p. Sendo assim,
os ideias B1,B2, . . . ,Bq do teorema anterior são justamente os ideias de OL que estão
acima de p. Os inteiros e1 � epB1{pq, e2 � epB2{pq, . . . , eq � epBq{pq são chamados
de ı́ndice de ramificação de B1,B2, . . . ,Bq, respectivamente. Quando ao menos um
dos ı́ndices de ramificação ei é maior que 1, dizemos que p se ramifica, ou é ramificado
em L (ou em OL). Se p é o ideal de OK gerado pelo número primo p, diremos que p se
ramifica em L sempre que p for ramificado em L.

Além disso, conforme [8] página 64, se B é um ideal primo não nulo de OL acima de

p, então
OL

B
é uma extensão de corpos de

OK

p
e seu grau,

�
OL

B
: OK

p

�
¤ n, é chamado

grau de ı́nercia de B, o qual será denotado por f � fpB{pq.
Dizemos que L{K é uma extensão de corpos não ramificada quando todos os ide-

ais primos de OK são não ramificados em L. A extensão abeliana maximal sobre K
pGalpL{Kq é um grupo abelianoq é chamada de Corpo de Classes de Hilbert de K, o
qual será denotamos por HpKq, conforme referência [8], página 232.

Teorema 2.2.29 ([14], pág. 71). (Igualdade Fundamental) Seja K um corpo de números,
L{K uma extensão finita de grau n, p um ideal primo não nulo de OK e B1,B2, . . . ,Bq

os ideias de OL acima de p. Então,

q̧

i�1
eifi �

�
OL

pOL
: OK

p

�
� n.

No caso de extensões galoisianas, podemos ainda destacar o seguinte teorema:

Teorema 2.2.30 ([8], pág. 71). Se K � L é uma extensão galoisiana de grau n de
corpos de números e p é um ideal primo não nulo de OK, então e1 � e2 � . . . � eq e
f1 � f2 � . . . � fq, sendo B1,B2, . . . ,Bq os ideais primos não nulos de OL satisfazendo
Bi XOK � p, para i � 1, 2 . . . , q.

Dessa forma, se K � L é uma extensão galoisiana de grau n de corpos de números,
denotando e � e1 e f � f1, segue que a igualdade fundamental é dada por

efq � n.
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2.3 Reticulados

Nesta seção iremos definir reticulado n-dimensional e desenvolver alguns de seus
conceitos, relacionando posteriormente Z-módulos livres de posto finito contidos em
corpos de números com reticulados no Rn. Essa identificação nos permite descrever
algumas propriedades do reticulado obtido, através das propriedades do corpo de nú-
meros que contém o respectivo Z-módulo. As principais referências utilizadas nesta
seção serão [14] e [17].

2.3.1 Reticulados no Rn

Sejam Λ � Rn um subgrupo. Dizemos que Λ é um subgrupo discreto do Rn se para
qualquer subconjunto compacto K � Rn, a interseção K X Λ é finita. Um exemplo
t́ıpico de subgrupo discreto de Rn é o pZn,�q.
Teorema 2.3.1 ([14], pág. 53). Se Λ � Rn é um subgrupo discreto, então Λ é um
Z-módulo livre, gerado por m vetores linearmente independentes sobre R, com m ¤ n.

Definição 2.3.2. Um Z-módulo livre contido em Rn é chamado de reticulado em
Rn. Se twiumi�1 é um conjunto gerador de Λ, linearmente independente sobre R, então
dizemos que Λ é um reticulado m dimensional com base twiumi�1, ou seja,

Λ �
" m̧

i�1
aiwi; ai P Z

*
� Rn.

Consideramos, nesta seção, somente os reticulados no Rn cuja base apresenta n
vetores, ou seja, os reticulados n-dimensionais no Rn.

Se B � twiuni�1 é uma base de um reticulado n-dimensional Λ � Rn, então a matriz
M � pvijq, onde para cada i � 1, 2, . . . , n, wi � pwi1, wi2, . . . , winq P Rn, é chamada de
matriz geradora do reticulado Λ. Assim, Λ � taM ; a P Znu. O conjunto

PB �
" ņ

i�1
λiwi; 0 ¤ λi   1

*

é denominado região fundamental de Λ com relação a base B. O volume da região
fundamental PB é dado por

volpPBq � |detpMq|.
Proposição 2.3.3. Sejam B � twiuni�1 uma base de Λ e tviuni�1 � Λ um conjunto de
vetores linearmente independente sobre R, tais que vj �

°n
i�1 aijwj, com aij P Z.

Então, tviuni�1 é uma base de Λ se, e somente se, detpaijq � �1.

Demonstração. Basta ver que A � paijq é uma matriz mudança de base se, e somente
se, A é invert́ıvel, ou seja, detA � �1.

A partir da Proposição 2.3.3, se B e C são duas bases de um reticulado Λ, com
matrizes geradoras associadas M e N , respectivamente, então |detpMq| � |detpNq| e
detpMM tq �detpNN tq, logo ficam bem estabelecidas as seguintes definições:
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Definição 2.3.4. Seja B uma base de Λ, o volume do reticulado Λ é o volume da
região fundamental PB e é denotado por volpΛq, isto é,

volpΛq � volpPBq.

Se M é a matriz geradora de um reticulado Λ associada a uma base B � twiuni�1,
definimos a matriz de Gram de Λ, associada a M , como sendo a matriz

G �MM t.

Definição 2.3.5. Seja G uma matriz de Gram do reticulado Λ. Definimos o determi-
nante do reticulado Λ como sendo o determinante de G, e o denotamos por detpΛq.
Desta forma, detpΛq �detpMq2.

Exemplo 2.3.6. Considere o reticulado hexagonal no plano conforme figura abaixo.

(0,0) (1,0)

p1
2 ,

?
3

2 q

Figura 2.3: Reticulado hexagonal.
Fonte: Próprio autor.

Uma matriz geradora pode ser dada por

M �
�

1 0
1
2

?
3

2



,

obtendo a matriz de Gram

G �MM t �
�

1 1
2

1
2 1



,

e det Λ � det G � 3
4 .
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Um empacotamento esférico em Rn é uma coleção de esferas de mesmo raio no Rn,
distribúıdas de maneira que a interseção de quaisquer duas esferas tenham no máximo
um ponto. Se a coleção dos centros dessas esferas formam um reticulado Λ � Rn,
dizemos que este empacotamento é um empacotamento reticulado. O maior raio para
o qual é posśıvel definir um empacotamento de Λ é obtido pelo número

ρ � mint|λ|; λ P Λ, λ � 0u
2 ,

o qual é chamado de raio de empacotamento de Λ.
Dado um reticulado Λ no Rn, um assunto bastante estudado atualmente é o de

quão denso é o empacotamento reticulado, ou seja, o estudo da proporção do espaço
Rn recoberto pelo empacotamento de esferas de raio ρ. Assim, se B é uma base de Λ
e Bpρq é a esfera de centro na origem e raio ρ, então:

Definição 2.3.7. A densidade de empacotamento de Λ é definido por

∆pΛq � volpBpρqq
volpPBq � volpBp1qqρn

volpΛq .

Definição 2.3.8. Definimos a densidade de centro δpΛq do reticulado Λ como sendo

δpΛq � ρn

volpΛq .

Exemplo 2.3.9. Considerando o reticulado Λ apresentado no Exemplo 2.3.6, temos que
ρ � mint|λ|; λPΛ, λ�0u

2 � 1
2 e volpΛq � ?

3{2. Portanto,

∆pΛq � π?
12

� 0, 9069,

e

δpΛq � 1?
12

� 0, 288675.

2.3.2 O Mergulho Canônico de um Corpo de Números

Nosso próximo passo é abordar o conceito de mergulho de Minkowski, também
conhecido como homomorfismo canônico. Para isso, faremos uso dos Q-monomorfismos
de K em C.

Definição 2.3.10. Sejam K um Corpo de Números de grau n e σ1, σ2, . . . , σn os Q-
monomorfismos distintos de K em C.

i) Se σipKq � R dizemos que σi é um monomorfismo real. Caso contrário, dizemos
que σi é um monomorfismo complexo.

ii) Se todo monomorfismo σi é um monomorfismo real, dizemos que K é um corpo
totalmente real. Se todo monomorfismo σi é um monomorfismo complexo, dizemos
que K é um corpo totalmente complexo.

Observação 2.3.11. Se K{Q é uma extensão galoisiana de grau n, então GalpK{Qq �
tσ1, σ2, . . . , σnu. Dessa forma, K será um corpo totalmente real ou totalmente complexo,
uma vez que σipKq � K, para todo i � 1, 2, . . . , n. Em particular, como para cada
Q-monomorfismo, seu conjugado também é um Q-monomorfismo, segue que se n é
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ı́mpar então K será um corpo totalmente real. Logo, a quantidade de monomorfismos
complexos é par. Denotemos por r1 o número de monomorfismos reais, por 2r2 o
números de monomorfismos complexos e os ordenaremos de maneira que σ1, σ2, . . . , σr1

sejam reais e σr1�1, σr1�2, . . . , σr1�2r2 sejam complexos, com n � r1 � 2r2 e σr1�r2�i �
σr1�i, para i � 1, 2, . . . , r2.

Definição 2.3.12. Chamamos de homomorfismo canônico (ou homomorfismo de
Minkowski) de K em Rn a aplicação

σK : K Ñ Rn
x ÞÑ pσ1pxq, . . . , σr1pxq,Rpσr1�1pxqq, Ipσr1�1pxqq, . . . ,Rpσr1�r2pxqq, Ipσr1�r2pxqqq,

onde Rpyq e a parte real de y em C e Ipyq e a parte imaginária de y em C.

Teorema 2.3.13 ([14], pág. 56). Seja K um corpo de números de grau n, M um
submódulo OK de posto n e tu1, u2, . . . , unu é uma Z-base de M, então σKpMq é um
reticulado em Rn, cujo volume é dado por

volpσKpMqq � 2�r2 |detpσipujqq|1¤i,j¤n.

Corolário 2.3.14 ([14], pág. 57). Se OK é o anel de inteiros de K e M � OK é um Z-
módulo livre de posto n. Então σKpOKq e σKpMq são reticulados em Rn, cujos volumes
são, respectivamente,

volpσKpOKqq � 2�r2 |DiscpKq|1{2 e volpσKpMqq � volpσKpOKqqrOK : Ms.

Seja M � OK um Z-módulo livre de posto n. Pelo Corolário 2.3.14 segue que a
densidade de centro do Reticulado Algébrico σKpMq é dada por

δpσKpMqq � 2r2ρn

|DiscpKq|1{2rOK : Ms ,

onde ρ � mint|σKpxq|; x P M, x � 0u
2 e

|σKpxq|2 �
#

TrK{Qpx2q se K é totalmente real;
1
2TrK{Qpxxq se K é totalmente imaginário.

Conforme [17] pág 225. Nos casos em que n é ı́mpar segue que K é totalmente real.
Nos próximos caṕıtulos focaremos o estudo nas p-extensões, assim, pela observação

anterior trabalharemos com corpos de números totalmente reais.
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Neste caṕıtulo abordaremos alguns resultados sobre a forma traço integral de p-
extensões abelianas, onde p é um número primo ı́mpar, além de alguns algoritmos
utilizados na minimização de tal forma. Em geral, o método para isso consiste em con-
siderar alguns Z-módulos “interessantes” contidos em seus anéis de inteiros envolvendo
congruências módulo m, para algum natural m. Uma vez que p é ı́mpar, segue que as
p-extensões galoisianas aqui estudadas serão sempre totalmente reais.

3.1 Caracterização das p-Extensões Via Condutor

Seja p um inteiro primo ı́mpar e K uma p-extensão abeliana. Dizemos que K é
uma p-extensão ramificada se o primo p se ramifica em K, caso contrário, o corpo K é
denominado ser uma p-extensão abeliana não ramificada.

O resultado a seguir estabelece uma conexão entre as p-extensões galoisianas que
se ramificam (e as que não se ramificam) com o seu condutor.

Proposição 3.1.1 ([7], pág. 33). Seja K uma p-extensão abeliana de condutor n. Então,

i. p se ramifica em K se, e somente se, o condutor n � p2p1p2 . . . ps;

ii. p não se ramifica em K se, e somente se, o condutor n � p1p2 . . . ps,

onde p1, p2, . . . , ps são números primos ı́mpares distintos, tais que pi � 1pmod pq, para
cada i � 1, 2, . . . , s.

A partir dessa Proposição, podemos dividir o estudo da Forma Traço Integral de
uma p-extensão abeliana em dois casos. O primeiro caso é quando o primo p se ramifica
em K e o segundo é quando o primo p não se ramifica em K. Esses dois casos foram
estudados em teses de doutorados aos quais exibiremos seus principais resultados nas
seções 3.2 e 3.3.

Naturalmente, o próximo passo a seguir é nos perguntarmos sobre o comportamento
da Forma Traço Integral de uma extensão galoisiana de grau ı́mpar qualquer. Parte
desta pergunta foi respondida na tese de doutorado de Moro, E. M., [6], ao qual des-
creveu a foma traço integral de um o compósito finito K1K2 . . .Ks, onde cada Corpo
de Números Ki é uma pi-extensão abeliana não ramificada, com os primos p1, p2, . . . , ps
distintos pnote que K1K2 . . .Ks tem grau p1p2 . . . psq. Este caso será visto na seção 3.4.

O objetivo deste trabalho é o de contribuir respondendo um pouco mais a questão
acima, descrevendo a Forma Traço Integral do compósito K1K2, onde K1 e K2 são
ambos p-extensões abelianas não ramificadas distintas. Note que neste caso, K1K2
é um corpo de números de grau p2. Essa exploração será exposta no Caṕıtulo 4,

31
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sendo está dividade em duas partes, a primeira estudará o caso de condutores coprimos
enquanto que a segunda parte analisa o caso em que os condutores de K1 e K2 possuem
exatamente um primo em comum, na suas respectivas fatorações dos seus condutores.

Prosseguindo nesta seção, iremos destacar alguns resultados sobre contagem das
p-extensões. O primeiro destes resultados estabelece a quantidade de p-extensões abe-
lianas que há no corpo ciclotômico Qpζmq, com m um inteiro positivo, enquanto que
o segundo expressa a quantidade de p-extensões abelianas não ramificadas em corpos
ciclotômicos Qpζnq, com n um inteiro livre de quadrados, de condutor cheio, isto é, a
quantidade de p-extensões abelianas não ramificadas de condutor n.

Proposição 3.1.2 ([7], pág. 33). Sejam m � pa1
1 p

a2
2 . . . pauu um inteiro positivo e

s � #tpi ; p | φppaii q, i � 1, 2, . . . , uu.

Então, Qpζmq contém pps � 1q{pp� 1q extensões abelianas de grau p sobre Q.

Proposição 3.1.3 ([7], pág. 34). Se n � p1p2 . . . ps, com pi � 1pmod pq para i �
1, 2, . . . , s, então o corpo ciclotômico Qpζnq contém pp � 1qs�1 p-extensões abelianas
não ramificadas de condutor n.

Os dois últimos resultados sobre a contagem de p-extensões abelianas em corpos
ciclotômicos podem ser estendidos em dois teoremas sobre a contagem de subcorpos de
grau p (sobre Q) de compósitos de p-extensões, como segue:

Teorema 3.1.4 ([7], pág 50). Se L1,L2, . . . ,Lu são p-extensões abelianas tais que L1L2 . . .Lk�1X
Lk � Q, para todo k � 2, 3, . . . , u, então o compósito L1L2 . . .Lu tem grau pu e contém
ppu � 1q{pp� 1q p-extensões abelianas.

Teorema 3.1.5 ([7], pág 52). Sejam L1,L2, . . . ,Lu p-extensões abelianas e mi � condpLiq,
i � 1, 2, . . . , u. Se m1,m2, . . . ,mu são coprimos entre si e n �±u

i�1mi, então o com-
pósito L1L2 . . .Lu contém pp� 1qu�1 p-extensões abelianas de condutor n.

Mais adiante faremos uso do Lema 3.1.6 e da Proposição 3.1.7, a seguir, a fim de
expressar a Forma Traço Integral do compósito L1L2, onde L1 e L2 são p-extensões
abelianas não ramificadas.

Lema 3.1.6 ([7], pág 51). Sejam L1L2 � � �Lu um compósito de p-extensões abelianas de
grau pu e K � L1L2 � � �Lu uma p-extensão abeliana. Então, toda p-extensão abeliana
contida em KL1L2 � � �Lu é também um subcorpo de KLi, para algum i � 1, � � � , αu, onde
os L1

is são as p-extensões abelianas contidas em L1L2 � � �Lu e αu � ppu � 1q{pp� 1q.
Proposição 3.1.7 ([7], pág 50). Sejam L1 e L2 p-extensões distintas, tal que L1L2 possui
condutor n e M � L1L2 uma p-extensão de condutor m   n. Então,

M � L1L2 XQpζmq

e é a única p-extensão de condutor m contida em L1L2.
Além disso, se d um divisor próprio de n, então m|d se, e somente se, M � L1L2X

Qpζdq.
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3.2 p-Extensões Ramificadas

Nessa seção iremos expor alguns resultados para o caso de corpos de números K de
grau p, sendo p um número primo ramificando em K. As referência serão as Teses de
Doutorado de Chagas, A. C. e de Araujo, R. R., [3] e [1], respectivamente.

Para esta seção, consideremos sempre K como uma p-extensão abeliana ramificada
e L � Qpζp2q. Assim,

Proposição 3.2.1 ([3], pág 37). Supondo que condpKq � n, então:

1. K � Qptq, onde t �TrL{Kpζnq.
2. t1, θptq, θ2ptq, . . . , θp�1ptqu, é uma Z-base de OK, onde xθy � GalpK{Qq.
Além disso, em [3], Chagas obteve a expressão da forma traço para os casos em que

condpKq � p2 ou p2q, com q � 1p mod pq um primo. Nesses casos observou-se que:

Proposição 3.2.2 ([3], pág 38 e 46). Seja K um corpo de números abeliano de grau
primo p e condutor n, p2 | n, t1, θptq, θ2ptq, . . . , θp�1ptqu uma Z-base de OK, com θ um

gerador de GalpK{Qq e t �TrQpζnq{Kpζnq. Dado x � a0 �
p�1̧

i�1
θiptq P OK:

1. Se n � p2, então

TrK{Qpx2q � p

�
a2

0 � pp� 1q
p�1̧

i�1
a2
i � 2

¸
1¤i j¤p�1

aiaj

�
.

2. Se n � p2q, com q � 1p mod pq um número primo, então

TrK{Qpx2q � p

�
a2

0 � qpp� 1q
p�1̧

i�1
a2
i � 2q

¸
1¤i j¤p�1

aiaj

�
.

Em sua tese de doutorado, [1], Araújo estendeu a Proposição anterior, como segue:

Proposição 3.2.3 ([1], pág 66). Seja K um corpo de números abeliano de grau primo
p e condutor n � p2p1p2 � � � pr, com pi � 1p mod pq primo, para cada i � 1, 2, . . . , r e
pi � pj, t1, θptq, θ2ptq, . . . , θp�1ptqu uma Z-base de OK, com θ um gerador de GalpK{Qq
e t �TrQpζnq{Kpζnq. Dado x � a0 �

p�1̧

i�1
θiptq P OK, então:

TrK{Qpx2q � p

�
a2

0 � p1p2 � � � prpp� 1q
p�1̧

i�1
a2
i � 2p1p2 � � � pr

¸
1¤i j¤p�1

aiaj

�

� pa2
0 � pp1p2 � � � pr

�
pp� 1q

p�1̧

i�1
a2
i � 2

¸
1¤i j¤p�1

aiaj

�

� p

�
a2

0 �
n

p2Qp�1pa1, a2, . . . , arq


,

onde Qp�1pa1, a2, . . . , arq é a forma quadrática
p�1̧

i�1
a2
i �

¸
1¤i j¤p�1

pai � ajq2.
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Se K é uma p-extensão abeliana ramificada, n � p2p1p2 � � � pr é o condutor de K
com r ¥ 1 e Bi são os únicos ideais primos de OK acima de pi para i � 1, 2, . . . , r,
respectivamente. Em [3], página 48, é visto que cada ideal Bi pode ser descrito como:

Bi �
"
a0 �

p�1̧

k�1
aiθ

kptq; a0 � 0pmod piq
*
,

sendo θ e t como na proposição anterior. A densidade de centro de cada um desses
reticulados algébricos σKpBiq é dado por:

Proposição 3.2.4 ([1], pág 75). Sejam K uma p-extensão abeliana ramificada de con-
dutor n � p2p1p2 � � � pr, r ¥ 1, com pi � 1pmod pq para i � 1, 2, . . . , s e Bi o ideal
primo de OK acima de pi. Então a densidade de centro do reticulados algébricos de
posto completo σKpBiq � Rp é

δpσKpBiqq � λ
p{2
i

2ppinpp�1q{2 ,

onde
λi � mintpp2

i , npp� 1q{pu.

Exemplo 3.2.5 ([1], pág. 75). Para p � 3, n � 819 � 32� 7� 13 (note que p1 � 7
e p2 � 13).

1. Sendo B1 o ideal de OK acima de p1 � 7, então δpσKpB1qq � 0, 03886.

2. Sendo B2 o ideal de OK acima de p2 � 13, então δpσKpB2qq � 0, 13403.

A maior densidade de centro de um reticulado na dimensão 3 é obtida pelo reticulado
A3, sendo δpA3q � 0, 17678.

3.3 p-Extensões Não Ramificadas

Nessa seção iremos expor resultados importantes obtidos para os corpos de números
K de grau primo p, com p não ramificando em K. A referência será a Tese de Doutorado
de Oliveira, E. L., [7].

Seja K uma p-extensão abeliana de condutor n � p1p2 . . . ps, com p não ramificando
em K, pi � 1p mod pq, para i � 1, 2, . . . , s e pi � pj, se i � j. Se θ é um gerador de
GalpK{Qq, então o conjunto

tt, θptq, θ2ptq, . . . , θp�1ptqu
é uma base normal integral de K, gerada pelo elemento t � TrQpζnq{Kpζnq.

Dado x �
p�1̧

i�0
aiθ

iptq P OK, temos que x2 �
p�1̧

i,j�0
aiajθ

iptqθjptq. Além disso,

TrK{Qpθiptqθjptqq � TrK{Qptθi�jptqq,
com i, j � 0, 1, . . . , p� 1. Dessa forma,

TrK{Qpx2q �
p�1̧

i,j�0
aiajTrK{Qptθi�jptqq.

A partir disso, obtemos:
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Teorema 3.3.1 ([7], pág. 35). Se θ é um gerador de GalpK{Qq e t � TrQpζnq{Kpζnq,
então

TrK{Qptθkptqq �

$''&
''%

n�
�
n� 1
p



se k � 0

�
�
n� 1
p



se k � 0

, (3.1)

com k � 0, 1, . . . , p� 1.

Com isso, podemos enunciar o resultado que descreve a Forma Traço Integral das
p-extensões abelianas não ramificadas, como segue:

Corolário 3.3.2 ([7], pág. 42). Se x �
p�1̧

i�0
aiθ

iptq P OK, então

TrK{Qpx2q � n

�
p�1̧

i�0
a2
i

�
� n� 1

p

�
p�1̧

i�0
ai

�2

. (3.2)

Em sua tese, Oliveira desenvolveu um algoritmo para determinar o mı́nimo da
Forma Traço Integral TrK{Qpx2q, restrita ao Z-módulo livre

Mm :�
#
p�1̧

k�0
akθ

kptq P OK;
p�1̧

k�0
ak � 0 p mod mq

+
, (3.3)

onde m é um inteiro positivo, obtendo o seguinte resultado:

Teorema 3.3.3 ([7], pág. 45). Sejam m um inteiro positivo e

M� � min
xPMm
x�0

TrK{Qpx2q.

i. Se p divide m, então M� � mint2n,m2{pu.
ii. Se p não divide m, então M� � mint2n,Mpmq,Mp2mq, . . . ,Mppmqu, onde

MpSq � pq2
S � 2qSrS � nrS � n� 1

p
r2
S,

sendo qS e rS o quociente e resto, respectivamente, da divisão de S por p.

Exemplo 3.3.4 ([7], pág. 46). 1. Para p � 3, n � 1123 e m � 67, temos que M� �
2245. Assim o reticulado σKpM67q, de dimensão 3, tem densidade de centro igual
a δpσKpM67qq � 0, 17672.

2. Para p � 5, n � 92111 e m � 607, a densidade de centro do reticulado 5-
dimensional σKpM607q é dada por δpσKpM607qq � 0, 08839.

3. Para p � 7, n � 600601 e m � 1096, a densidade de centro do reticulado 7-
dimensional σKpM1096q é dada por δpσKpM1096qq � 0, 0625.

Observação 3.3.5. A maior densidade de centro de um reticulado na dimensão 3 é obtido
pelo reticulado A3, sendo δpA3q � 0, 17678. Já de posto 5, a maior densidade de centro
é obtida pelo reticulado D5, tendo δpD5q � 0, 08839. Por fim, o reticulado E7 possui a
maior densidade de centro entre os reticulado 7-dimensional, obtendo δpE7q � 0, 0625.
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3.4 Compósitos K1K2 . . .Ks de grau p1p2 . . . ps livre de

quadrados

Nessa seção iremos expor resultados obtidos na Tese de Doutorado de Moro, E.
M., [6], o qual estudou a Forma Traço Integral para compósitos na forma K1K2 . . .Ks

de grau p1p2 . . . ps livre de quadrados, sendo cada Ki uma pi-extensão abeliana não
ramificada, com p1, p2, . . . , ps, primos. Para esta seção, estaremos sempre considerando
K uma p-extensão abeliana não ramificada de condutor n1 e L uma q-extensão abeliana
não ramificada de condutor n2, com p � q primos. Com isso, temos:

Lema 3.4.1 ([6], pág. 38). Se mdcpn1, n2q � d, então condpKLq � n1n2
d

.

Para o próximo teorema, considere o compósito M � KL, n � condpMq e o grupo
de Galois GalpM{Qq � tθi1 � θj2uj�0,1,...,q�1

i�0,1,...,p�1 , onde θ1|K é um gerador de GalpK{Qq, com
θ1|L � IdL, θ2|L é um gerador de GalpL{Qq, com θ2|K � IdK. Se t � TrQpζnq{Mpζnq,
segue que:

Teorema 3.4.2 ([6], pág. 41). Se x P OM, com x �
p�1̧

i�0

q�1̧

j�0
aij

�
θi1 � θj2

� ptq, então

TrM{Qpx2q � n
p�1̧

i�0

q�1̧

j�0
a2
ij �

n� n1

q

p�1̧

i�0

�
q�1̧

j�0
aij

�2

�n� n2

p

q�1̧

j�0

�
p�1̧

i�0
aij

�2

� n� n1 � n2 � 1
pq

�
p�1̧

i�0

q�1̧

j�0
aij

�2

.

Vejamos uma generalização desse teorema. Para cada i � 1, 2, . . . , s, sejam Ki uma
pi-extensão abeliana não ramificada de condutor ni, com pi � pj, se i � j e M �
K1K2 . . .Ks. Considere ni1,i2,...,ir � condpKi1Ki2 . . .Kirq, n � condpMq, GalpM{Qq �
tθj11 �θj22 � � � ��θjss uji�0,1,...,pi�1, onde θi|Ki é um gerador de GalpKi{Qq, com θi|Kj � IdKj ,
se i � j e t � TrQpζnq{Mpζnq. Com essas notações obtemos:

Teorema 3.4.3 ([6], pág. 47). Se x P OM, com x �
ş

i�1

pi�1̧

ji�0
aj1,j2,...,jspθj11 �θj22 �� � ��θjss ptqq,

então

TrM{Qpx2q � n
ş

i�0

pi�1̧

ji�0
a2
j1,j2,...,js �

ş

i�1
Tpi

ş

k�0
k�i

pk�1̧

jk�0

�
pi�1̧

ji�0
aj1,j2,...,js

�2

�
¸
i1 i2

Tpi1Tpi2

ş

k�0
k�i1,i2

pk�1̧

jk�0

�
�pji1

�1¸
ji1�0

pji2
�1¸

ji2�0
aj1,j2,...,js

�



2

� � � � � Tp1p2���ps

�
ş

i�1

pji�1¸
ji�0

aj1,j2,...,js

�2

,

onde

Tpi1pi2 ���pir �
h

pi1pi2 � � � pir

�
p�1qrn� p�1qr�1

ŗ

k�1
npik � p�1qr�2

¸
k1 k2

npik1 ,
pik2

� npji1 ,pji2 ,...,pjir
�
,

sendo h � φpnq
p1p2���ps , npi,pk � n1,2,...,i�1,i�1,...,k�1,k�1,...,s e np1,p2,...,ps � 1.
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Em sua Tese, Moro observou que é posśıvel simplificar a expressão da Forma Traço
Integral do Teorema 3.4.2 tomando n1 � n2 � n, obtendo assim a equação:

TrM{Qpx2q � n
p�1̧

i�0

q�1̧

j�0
a2
ij �

n� 1
pq

�
p�1̧

i�0

q�1̧

j�0
aij

�2

.

Além disso, ele obteve o mı́nimo da Forma Traço Integral para os Z-módulos livres
da forma

Mm �
#
p�1̧

i�0

q�1̧

j�0
aijpθi1 � θj2ptqq;

p�1̧

i�0

q�1̧

j�0
aij � 0 pmod mq

+
,

como segue:

Teorema 3.4.4 ([6], pág. 58). Se m é um inteiro positivo, então

M� � min
xPMmzt0u

TrM{Qpx2q � min
"

2n, F pmq, F p2mq, . . . , F
�
pq

d
m


*
,

onde d � mdcppq,mq, F pkmq � pqs2
k � 2skrk � nrk � n�1

pq
r2
k, para k inteiro positivo,

sendo sk e rk o quociente e resto da divisão de km por pq, respectivamente.

Exemplo 3.4.5 ([6], pág. 59). Para p1 � 3, p2 � 5 n1 � n2 � n � 2371 e m � 49, a
densidade de centro do reticulado 15-dimensional σMpM49q é dada por δpσMpM49qq �
0, 0055. A melhor densidade de centro conhecida na dimensão 15 é 1{p16

?
2q � 0, 04419.

3.5 Torre de p-Extensões Abelianas

Nesta seção iremos estudar alguns aspectos de corpos da forma M � L1L2 . . .Lu
(compósitos) de grau pu, para u P N, com L1,L2, . . . ,Lu p-extensões abelianas não
ramificadas e linearmente disjuntas, isto é, sendo m1,m2, . . . ,mu os condutores de
L1,L2, . . . ,Lu, respectivamente, então mi e mj são coprimos, ou equivalentemente,
condpMq � n �±u

i�1mi.
Note que neste caso obtemos a torre de compósitos em Qpζnq dada pela Figura 3.1,

onde cada extensão de corpos L1L2 . . .Lk{L1L2 . . .Lk�1 é uma extensão ramificada de
grau p, para 2 ¤ k ¤ u. Mais especificamente, sendo mk � pk1pk2 . . . pks a fatoração
prima de mk, então os ideais primos de OL1L2...Lk�1 � OL1OL2 . . .OLk�1 , acima de pki ,
para algum 1 ¤ i ¤ s, são os ideais primos que se ramificam em OL1L2...Lk .

Vamos iniciar definindo Corpo de Gênero de um Corpo de Números e alguns resul-
tados sobre ele com o objetivo final de associar o Corpo de Gênero de uma p-extensão
abeliana não ramificada com o topo de qualquer torre como na Figura 3.1, para u � s
e n � p1p2 . . . ps livre de quadrados.

Definição 3.5.1. Seja K um Corpo de Números algébricos. O Corpo de Gênero K�

de K é a extensão abeliana maximal de K de forma que K� � KL, onde L é um Corpo
de Números abeliano absoluto, e K� é não ramificado sobre K. O grau gK � rK� : Ks
é denominado o número de gênero de K e o grupo de Galois G � GalpK�{Kq é
chamado de grupo de gênero de K.
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Qpζnq

L1L2 . . .Lu � M

L1L2L3

pu�3 ...

,

L1L2

p

L1

p

Q

p

Figura 3.1: Torre ramificada de p-extensões abelianas.
Fonte: Próprio autor.

A definição acima pode ser encontrada na referência [12], página 1. A partir do
Teorema de Kronecker-Weber (Teorema 2.1.13), essa definição pode ser representada
através do seguinte diagrama:
onde K0 é o maior subcorpo abeliano de K e condpLq � n.

Se K é um corpo de números abeliano de condutor n � p1p2 . . . ps livre de quadrados,
então o Corpo de Gênero pode ser visto como a parte abeliana do Corpo de Classes de
Hilbert, HpKq, de K, isto é, K� � HpKq X Qpζnq. Sendo assim, K � K0, K� � L e o
diagrama acima se reduz na Figura 3.3.

Quando o Corpo de Classes de Hilbert de K é uma extensão abeliana (sobre Q),
então o Corpo de Classes de Hilbert de K é o Corpo de Gênero K� de K.

Destacamos alguns resultados sobre Corpo de Gênero.

Proposição 3.5.2 ([12], pág 46). Seja K um Corpo de Números algébricos de grau
n � n1n2, com mdcpn1, n2q � 1. Suponha que K é o compósito de dois subcorpos L1
e L2 de forma que rL1 : Qs � n1 e rL2 : Qs � n2 e seja L�

i o Corpo de Gênero de
Li pi � 1, 2q. Então, o Corpo de Gênero de K é K� � LK, sendo L � L1

1L1
2 e L1

i o
subcorpo abeliano maximal de K�

i , isto é, K� � L�
1L�

2 .

Teorema 3.5.3 ([12], pág 48). Seja K um Corpo de Números abeliano de grau n �
qs1

1 q
s2
2 . . . qstt , com q1, q2 . . . qt números primos distintos e si ¡ 0, para i � 1, 2, � � � , t.

Então K é um compósito de corpos de números abelianos absolutos L1,L2, � � � ,Lt, com
rLi : Qs � qsii . Além disso, K� � L�

1L�
2 . . .L�

t .

Teorema 3.5.4 ([5], pág. 393). Sejam K um corpo de números abeliano absoluto de
grau ps, p primo, s ¥ 1, S o conjunto de todos os primos q P Z ramificados em K e
epqq o ı́ndice de ramificação de q em K{Q. Então o Corpo de Gênero de K é

K� � K
¹

qPSztpu
Kq �

¹
qPS

Kq (compósito),



Torre de p-Extensões Abelianas 39

Qpζnq

K� � LK

L

K

não ramificada

,

K0

Q

Figura 3.2: Diagrama do Corpo de Gênero.
Fonte: Próprio autor.

Qpζnq HpKq

K� � L � Qpζnq XHpKq

K � K0

não ramificada

Q

Figura 3.3: Diagrama do Corpo de Gênero no caso K abeliano.
Fonte: Próprio autor.

onde, Kq é o único subcorpo de grau epqq de de Qpζqq pq � pq, Kp é o único subcorpo
de grau eppq de Qpζptq, para algum t.

Seja K um Corpo de Números de grau primo ı́mpar p não ramificado de condutor
n � p1 � � � ps, com pi � 1 pmod pq, e pi � pj. Tome Ki o único Corpo de Números
(abeliano absoluto) de grau p e condutor pi. Logo, o compósito KKi é um Corpo de
Números de grau p2 e podemos enunciar o seguinte resultado:

Proposição 3.5.5. Sejam K uma p-extensão abeliana não ramificada de condutor n �
p1p2 � � � ps livre de quadrados e K1 a única p-extensão (abeliana não ramificada) contida
em Qpζp1q, então existe um único Corpo de Números M de grau p com condpMq �
n{p1 � p2 � � � ps, tal que KK1 � KM � K1M.

Demonstração. Seja Ki a única p-extensão abeliana não ramificada de condutor pi, para
i � 1, 2, � � � , s. Conforme o Teorema 3.5.4, o Corpo de Gênero de K é K� � K1K2 � � �Ks

e assim, KK2 � � �Ks � K1K2 � � �Ks e pelo Teorema 3.1.4 ambos os compósitos possuem
o mesmo grau sobre Q, a saber ps, com isso K1K2 � � �Ks � KK2 � � �Ks. Logo, K1 �
KK2 � � �Ks e pelo Lema 3.1.6 existe uma p-extensão M contida em K2 � � �Ks de forma
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Qpζnq

Qpζp1q

pp2�1q���pps�1q

p1�1
p

Qpζp2���psq

p1�1

pp2�1q���pps�1q
pKK1 � K1M

K1

p

K

p

M
p

Q

p
p p

Figura 3.4: Existência da p-extensão M de condutor n{p1.
Fonte: Próprio autor.

que K1 � KM. Note que, condpMq � m divide p2 � � � ps, uma vez que M � K2 � � �Ks

e condpK2 � � �Ksq � p2 � � � ps. Além disso, K1,M � KM e K1 XM � Q, assim K1M é
um subcorpo de KM de grau p2, ou seja, K1M � KM. Como condpK1q � p1 é coprimo
com condpMq e condpK1Mq � condpKMq � condpKq � n � p1p2 � � � ps, temos que
condpMq � p2 � � � ps. Por outro lado, K1 e K são p-extensões distintas contidas em KM,
logo KK1 � KM � K1M.

Por fim, a unicidade do Corpo de Números M segue da Proposição 3.1.7, pois
M � KK1 e condpMq � p2 � � � ps   n, logo, M � KK1 XQpζp2���psq é a única p-extensão
de condutor p2 � � � ps contida no compósito KK1.

Pela Proposição 3.5.5 temos a unicidade do corpo M de condpMq � p2p3 � � � ps,
porém a rećıproca dessa afirmação não é em geral verdadeira, isto é, se K e K1 são
p-extensões abelianas não ramificadas tais que M � M1, onde M � KK1 X Qpζp2���psq
e M1 � K1K1 X Qpζp2���psq, não temos a garantia de K � K1, contudo podemos reduzir
essa afirmação, conforme segue:

Proposição 3.5.6. Sejam K e K1 p-extensões abelianas não ramificadas de condutor
n � p1p2 . . . ps, K1 a única p-extensão com condpK1q � p1, M � KK1 X Qpζp2���psq e
M1 � K1K1 XQpζp2���psq. Então, M �M1 se, e somente se, KK1 � K1K1.

Demonstração. Suponha que M � M1. Se K � K1, então KK1 � K1K1, caso contrário
rKK1 : Qs � p2. Note que neste caso, pela Proposição 3.5.5

KK1K1 � KK1M1 � K1MM1 � K1M,

assim rKK1K1 : Qs � rK1M : Qs � p2, ou seja, K1 � KK1 dessa forma, K1K,K1K1 �
KK1 como ambos os compósitos são corpos de números de grau p2, segue que KK1 �
KK1 � K1K1.

Reciprocamente, supondo a igualdade dos compósitos KK1 e K1K1, obtemos que
M � KK1 XQpζp2���psq � K1K1 XQpζp2���psq �M1.

Segue diretamente dessa proposição que:

Corolário 3.5.7. Dados K e K1 p-extensões abelianas não ramificadas distintas de con-
dutor n � ±s

i�1 pi, K1 a única p-extensão com condpK1q � p1, M � KK1 X Qpζp2���psq
e M1 � K1K1 XQpζp2���psq. Então, são equivalentes:
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1. M �M1.

2. K1 � KK1.

3. KK1 � K1M.

Novamente, consideremos L1,L2, . . . ,Lu � Qpζnq p-extensões abelianas não ra-
mificadas linearmente disjuntas de condutores m1,m2, . . . ,mu, respectivamente, n �
p1p2 . . . ps livre de quadrados e L � L1L2 . . .Lu. Logo, cada uma das extensões de
corpos L1L2 . . .Lk{L1L2 . . .Lk�1 de grau p é ramificada, para k � 1, 2, . . . , u.

Se Ki é a única p-extensão abeliana não ramificada de condutor pi, para 1 ¤ i ¤ s,
então K1K2 . . .Ks é o Corpo de Gênero de qualquer p-extensão abeliana não ramificada
K de condutor n, com rK� : Qs � ps, assim a Figura 3.1 pode ser vista como na Figura
3.5, observando os condutores de cada um dos compósitos.

Qpζnq

K�

ps�u

...
Qpζm1m2...muq

L1L2 � � �Lu Qpζm1m2m3q

L1L2L3

pu�3

...

Qpζm1m2q

L1L2

p

Qpζm1q

K

ps�1

L1

p

Q.
pp

Figura 3.5: Condutores de cada compósito de p-extensões linearmente disjuntos.
Fonte: Próprio autor

Se m � m1m2 . . .mu, θi|Li é um gerador de GalpLi{Qq, com θi P GalpQpζmq{Qq,
então  pθk1

1 � θk2
2 � � � � � θkuu qptq ; ki � 0, 1, . . . , p� 1, i � 1, 2 . . . , u

(
é uma base normal integral de L � L1L2 . . .Lu, onde t � TrQpζmq{Lpζmq. Assim,
conforme [7] página 58, se ti � TrQpζmi q{Lipζmiq, então

TrL{Qptpθk1
1 � θk2

2 � � � � � θkuu qptqq �
u¹
i�1

TrLi{Qptiθkii ptiqq,

onde para cada ki � 0, 1, . . . , p� 1, com i � 1, 2, . . . , u, temos que

TrLi{Qptiθkii ptiqq �

$'&
'%

mi � mi � 1
p

, se ki � 0

�mi � 1
p

, se ki � 0
.
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Em particular, obtemos que

Proposição 3.5.8 ([7], pág 57). Se x �
p�1̧

i,j�0
aijpθi1 � θj2qptq é um elemento do anel de

inteiros OL1L2, então

TrL1L2{Qpx2q � m1m2

�
p�1̧

i,j�0
a2
ij

�
� pm1 � 1qpm2 � 1q

p2

�
p�1̧

i,j�0
aij

�2

� m1pm2 � 1q
p

�
p�1̧

i�0
A2
i

�
� m2pm1 � 1q

p

�
p�1̧

i�0
B2
i

�
,

onde Ai �
p�1̧

j�0
aij e Bi �

p�1̧

j�0
aji, para cada i � 0, 1, . . . , p� 1.

Dado uma p-extensão abeliana não ramificada K de condutor n � p1p2 . . . ps livre
de quadrados, podemos utilizar as proposições desta seção para descrever uma maneira
adequada para “subir” até o Corpo de Gênero K� de K, de forma que em cada subida
(próximo compósito) obtemos um compósito de p-extensões abelianas não ramificadas
linearmente disjunta.

Qpζnq

Qpζp2���psq

Qpζp1p2q Qpζp3���ps
q

Qpζp1q Qpζp2q

KK1K2 � K1K2M2

p

K1K2
p p

p

KK1 � K1M MK2 � K2M2

p

p

K1

p

K2

p

K

p

M M2

p

p

Q

p
p p

Figura 3.6: Construção de compósito de p-extensões de condutores coprimos.
Fonte: Próprio autor.

Considere Ki a única p-extensão de condutor pi, para cada i � 1, 2, � � � , s. Dessa
forma o Corpo de Gênero K� de K pode ser visto como o compósito KK1K2 � � �Ks�1.
Pela Proposição 3.5.5, temos que KK1 � K1M, onde M � KK1 X Qpζp2p3���psq é a
única p-extensão abeliana não ramificada de condutor p2p3 � � � ps contida no compósito
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KK1. Assim, KK1K2 � K1MK2. Podemos utilizar novamente a Proposição 3.5.5,
substituindo K por M e K1 por K2, isto é, MK2 � K2M2, onde M2 �MK2XQpζp3p4���psq
é a única p-extensão abeliana não ramificada de condutor p3p4 . . . ps contida em MK2.
Logo,

KK1K2 � K1MK2 � K1K2M2,

conforme a Figura 3.6.
Continuando o processo, de forma iterativa obtemos que

KK1K2 � � �Ki � K1K2 � � �KiMi,

sendo Mi � Mi�1Ki X Qpζpi�1pi�2���psq a única p-extensão abeliana não ramificada de
condutor pi�1pi�2 � � � ps contida em Mi�1Ki, para i � 2, 3, . . . , s� 2.

Note que na ps � 1q-ésima iteração obtemos o Corpo de Gênero K� de K, onde
K� � K1K2 � � �Ks�1Ms�1, além disso Ms�1 �Ms�2Ks�1 XQpζpsq � Ks.



4 Compósitos de grau p2

Em [7], Oliveira obteve a expressão da forma traço integral de um compósito KL,
sendo K e L p-extensões abelianas não ramificadas de condutores coprimos m1 e m2,
respectivamente. Neste contexto, as extensões LK{K e LK{L são ramificadas. Como
uma das proposta em [7] foi a de descrever a forma traço integral com relação ao corpo
de Gênero, o qual tem a propriedade que K�{K é não ramificada, podemos pensar em
obter a forma traço integral de um compósito L1L2, com L1 e L2 sendo p-extensões
abelianas não ramificadas, de forma que L1L2{L1 é não ramificado. Este é o primeiro
desafio atribúıdo para este caṕıtulo, o qual está situado nas seções 4.1 e 4.2 e tem como
principal resultado a expressão da forma traço integral dado no Teorema 4.2.4.

As Seções 4.3 e 4.4 tem o propósito de fornecer a expressão da forma traço integral
sobre uma nova perspectiva: Sejam Km1 e Km2 p-extensões abelianas não ramificadas de
condutores m1 � p1p2 . . . pk e m2 � pkpk�1 . . . ps, respectivamente, com mdcpm1,m2q �
pk de forma que exista uma p-extensão abeliana não ramificada P � Km1Km2 de condu-
tor m1m2{pk. A forma traço integral para essa configuração esta descrita no Teorema
4.4.4, o qual é o principal resultado desta parte.

A fim de não sobrecarregador este caṕıtulo com resultados extensos, recorreremos
ao auxilio das Seções 5 e 5 do Apêndice ??.

4.1 Construção de uma base normal integral para L1L2

Sejam L1,L2, . . . ,Lu p-extensões abelianas não ramificadas de condutor cheio (isto
é, condpLiq � n, para todo 1 ¤ i ¤ u), tal que L1L2 . . .Lk�1 X Lk � Q para todo
2 ¤ k ¤ u e K,L p-extensões abelianas não ramificadas de condutores coprimos m1 e
m2, respectivamente. Note que cada extensão L1L2 . . .Lk{L1L2 . . .Lk�1 é de grau p e
não ramificada, pois L1L2 . . .Lk � L�

1 � K1K2 . . .Ks e L�
1{L1 é não ramificada, sendo

Ki a única p-extensão abeliana não ramificada de condutor pi, conforme a Figura 4.1.

44
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Qpζnq

L�
1 � K1K2 � � �Ks

L1L2 � � �Lu
ps�u ... não ramificada

L1L2L3

pu�3 ... não ramificada

L1L2

p não ramificada

L1

p não ramificada

não ramificada

Q

p

Figura 4.1: Torre não ramificada de p-extensões abelianas não ramificadas
Fonte: Próprio autor.

Pelo Teorema 3.1.4 temos que KL contém pp2 � 1q{pp � 1q � p � 1 p-extensões
abelianas não ramificadas, sendo que pp � 1q2�1 � p � 1 destas p-extensões possuem
condutor n, conforme o Teorema 3.1.5. Uma vez que p ¥ 3, existem ao menos duas
p-extensões abelianas não ramificadas, L1 e L2, contidas em KL de condutor cheio, isto
é, condpL1q � condpL2q � n. Além disso, K e L são as únicas duas p-extensões em KL
de condutor menor que n.

KL

L1 L2 � � � Lp�1 K L

Figura 4.2: Subcorpos de grau p contidos em KL.
Fonte: Próprio autor

Com isso, KL � L1L2, onde Q � K � KL � L1L2 é uma cadeia de corpos ramifi-
cada e Q � L1 � KL � L1L2 é uma cadeia de corpos com L1L2{L1 não ramificada.

Logo, uma pergunta pertinente a se fazer é: Como se comporta a Forma Traço

Integral TrL1L2{Qpx2q, com x �
p�1̧

i,j�0
aijpθi1 � θj2qptq, onde θ1, θ2 P GalpQpζnq{Qq, θ1|L1 é

um gerador de GalpL1{Qq, θ1|L2 � IdL2 , θ2|L2 é um gerador de GalpL2{Qq e θ2|L1 � IdL1 .
Responder a esta pergunta é a proposta desta e da próxima seção deste caṕıtulo.

Para isso, considere p-extensões abelianas não ramificadas L1 e L2, de mesmo condutor
n � p1p2 . . . ps, e p-extensões abelianas não ramificadas K,L � L1L2, de forma que
n � m1m2, onde m1 � p1p2 . . . ps1 � condpKq, m2 � p11p

1
2 . . . p

1
s2 � condpLq, s1 � s2 �

s e mdcpm1,m2q � 1, ou seja, K e L são p-extensões abelianas não ramificadas e
linearmente disjuntas contidas no compósito L1L2.
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Seja H o subgrupo de Z�
n � Z�

p1 � Z�
p2 � . . . � Z�

ps � GalpQpζnq{Qq que fixa L1L2.
Assim, obtemos a correspondência de Galois conforme a Figura 4.3:

Qpζnq oo // GalpQpζnq{Qpζnqq oo // t1Z�nu

L1L2 oo // GalpQpζnq{L1L2q oo // H

Q

p2

oo // GalpQpζnq{Qq oo // Z�
n

rZ�n :Hs�p2

Figura 4.3: Correspondência de Galois.
Fonte: Próprio autor.

Se GalpL1L2{Qq � tθi1 � θj2ui,j�0...p�1, onde θ1|L1 é um gerador de GalpL1{Qq e
θ2|L2 é um gerador de GalpL2{Qq, σr1 , σr2 P GalpQpζnq{Qqq tal que σri |L1L2 � θi, com
σripζnq � ζrin , para i � 1, 2 e t � TrQpζnq{L1L2pζnq, então

t
�
θi1 � θj2

� ptq � ¸
αPH

ζαn
�
θi1 � θj2

��¸
βPH

ζβn

�
�

¸
αPH

ζαn

�¸
βPH

ζβr
i
1r
j
2

n

�
�

¸
α,βPH

ζα�βr
i
1r
j
2

n .

Seja d � n
p1
� n

p2
� � � � � n

ps
, assim mdcpn, dq � 1 e ζdn � ζp1ζp2 . . . ζps , desta forma

ζ
α�βri1rj2
n é uma raiz primitiva da unidade se, e somente se,

ζ
dpα�βri1rj2q
n � ζα�βr

i
1r
j
2

p1 ζα�βr
i
1r
j
2

p2 . . . ζα�βr
i
1r
j
2

ps

também é uma raiz primitiva da unidade.
Denotando α � pα1, α2, . . . , αsq, β � pβ1, β2, . . . , βsq P H e r1 � pr11 , r12 , . . . , r1sq,

r2 � pr21 , r22 , . . . , r2sq P Z�
p1 � Z�

p2 � . . .� Z�
ps , temos que:

α � βri1r
j
2 pmod pkq � αk � βkr

i
1kr

j
2k ,

para todo k � 1, 2, . . . , s . Assim,

TrQpζnq{Q
�
tpθi1 � θj2qptq

� � TrQpζnq{Q

� ¸
α,βPH

ζα�βr
i
1r
j
2

n

�

�
¸

α,βPH
TrQpζnq{Q

�
ζα�βr

i
1r
j
2

n

	

�
¸

α,βPH
TrQpζnq{Q

�
s¹

k�1
ζα�βr

i
1r
j
2

pk

�

�
¸

α,βPH
TrQpζnq{Q

�
s¹

k�1
ζ
αk�βkri1kr

j
2k

pk

�
.
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Além disso, para todo y P Qpζnq e todo l � 1, 2, . . . , s,

TrQpζnq{Qpyq � Tr
Q
�
ζ n
pl



{Q

�
Tr

Qpζnq{Q
�
ζ n
pl


pyq
�
,

em que,

Tr
Qpζnq{Q

�
ζ n
pl



�

s¹
k�1

ζ
αk�βkri1kr

j
2k

pk

�
�
�

s¹
k�1,k�l

ζ
αk�βkri1kr

j
2k

pk

�
TrQpζpl q{Q

�
ζ
αl�βlri1lr

j
2l

pl



.

Logo, o traço canônico parcial TrQpζnq{Q
�
tpθi1 � θj2qptq

�
é dado por:

¸
α,βPH

TrQpζp1 q{Qpζ
α1�β1ri11

rj21
p1 qTr

Qpζnq{Q
�
ζ n
p1

� � s¹
k�2

ζ
αk�βkri1kr

j
2k

pk

�

�
¸

α,βPH

s¹
k�1

�
TrQpζpkq{Q

�
ζ
αk�βkri1kr

j
2k

pk




, (4.1)

onde

TrQpζpk q{Q

�
ζ
αk�βkri1kr

j
2k

pk



�

"
pk � 1, se αk � βkr

i
1k � 0

�1, se αk � βkr
i
1k � 0 ,

para k � 1, 2, . . . , s.
Utilizando as notações dessa seção enunciaremos o próximo lema. De forma a

facilitar as equações faremos uso da conversão qk � pk � 1, para cada 1 ¤ k ¤ s.

Lema 4.1.1. Sejam P � t1, 2, . . . , s1u, P 1 � t1, 2, . . . , s2u, Y � tyiuui�1 � P e Y 1 �
ty1i1uu1i1�1 � P 1, com 1 ¤ y1   y2   . . .   yu ¤ s1 e 1 ¤ y11   y12   . . .   y1u1 ¤ s2 e
considere as projeções canônicas ΠY�Y 1 : H Ñ ZY�Y 1, dadas por:

ΠY�Y 1pα1, α2, . . . , αsq � pαy1 , αy2 , . . . , αyu , αs1�y11 , αs1�y12 , . . . , αs1�y1u1 q,

onde ZY�Y 1 � ZY�ZY 1, com ZY � Z�
py1
�Z�

py2
�� � ��Z�

pyu
, ZY 1 � Z�

p1
y11

�Z�
p1
y12

�� � ��Z�
p1
y1
u1

.

Então ΠY pHq � ZY , se Y � P , ΠY 1pHq � ZY 1, se Y 1 � P 1, ΠP pHq e ΠP 1pHq são
subgrupos próprios de ı́ndice p de ZP � Z�

m1 e ZP 1 � Z�
m2, respectivamente. Além

disso, ΠY�Y 1pHq � ΠY pHq � ΠY 1pHq. Em particular, H � ΠP pHq � ΠP 1pHq.
Demonstração. Para cada j � 1, 2, . . . , s1 e j1 � 1, 2, . . . , s2, temos que ΠjpHq ¤ Z�

pj
e

Πj1pHq ¤ Z�
p1
j1

, logo

|ΠjpHq| �

���Z�
pj

���
rj

� qj
rj

e |Πj1pHq| �

���Z�
p1
j1

���
rj1

� q1j1
rj1
,

onde rj e rj1 são números naturais não nulos. Tome

H̃ � Π1pHq � Π2pHq � . . .� Πs1pHq � Πs1�1pHq � Πs1�2pHq � . . .� ΠspHq,

assim H ¤ H 1 ¤ Z�
n e dáı,

q1q2...qs1q
1
1q
1
2...q

1
s2

p2 divide
q1q2...qs1q

1
1q
1
2...q

1
s2

r1r2...rs1r
1
1r
1
2...r

1
s2
, dessa forma r �

r1r2 . . . rs1r
1
1r

1
2 . . . r

1
s2{p2, ou seja, r � 1, p ou p2.
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Além disso,

|ΠP pHq| �
��Z�

m1

��
t1

� q1q2 . . . qs1

t1
e |ΠP 1pHq| �

��Z�
m2

��
t2

� q11q
1
2 . . . q

1
s2

t2
,

onde t1 e t2 são números naturais não nulos. Considere os grupos JK � GalpQpζnq{Kq,
JL � GalpQpζnq{Lq e as projeções canônicas Π1

P : Z�
n Ñ ZP e Π1

P 1 : Z�
n Ñ ZP 1 . Note

que Π1
P pJKq � GalpQpζm1q{Kq e Π1

P 1pJLq � GalpQpζm2q{Lq e como H ¤ JKX JL, segue
que:

ΠP pHq � Π1
P pHq ¤ Π1

P pJ1q � Z�
m1 e ΠP 1pHq � Π1

P 1pHq ¤ Π1
P 1pJ2q � Z�

m2 ,

assim t1 � t2 � p pΠP pHq � GalpQpζm1q{Kq e ΠP 1pHq � GalpQpζm2q{Lqq. Mas, H ¤
ΠP pHq � ΠP 1pHq e ambos possui ordem q1q2...qs

p2 , dessa forma H � ΠP pHq � ΠP 1pHq.
Considere os subgrupos de Z�

m1 e Z�
m2 ,

H̃P � Π1pHq � Π2pHq � . . .� Πs1pHq e H̃P 1 � Πs1�1pHq � Πs1�2pHq � . . .� ΠspHq,

respectivamente. Logo, obtemos as correspondências de Galois dadas na Figura 4.4.

Qpζm1q oo // t1Z�m1
u Qpζm2q oo // t1Z�m2

u

K oo // ΠP pHq L oo // ΠP 1pHq

FixpH̃P q oo // H̃P FixpH̃P 1q oo // H̃P 1

Q

p

oo // Z�
m1

rZ�m1 :H̃P s�p

Q

p

oo // Z�
m2

rZ�m2 :H̃P 1 s�p

Figura 4.4: Correspondência de Galois dos corpos fixos de H̃P e H̃P 1 .
Fonte: Próprio autor.

onde FixpH̃P q e FixpH̃P 1q são os corpos fixos por H̃P e H̃P 1 , respectivamente.
Assim, r1r2 . . . rs1{t1 � p e r11r

1
2 . . . r

1
s2{t2 � p. Suponha que r1r2 . . . rs1 � p, então

existe 1 ¤ j ¤ s1 de forma que rj � p e rk � 1, para todo k P P ztiu. Então FixpH̃P q �
K e condpKq � pj, o que é um absurdo. Da mesma forma, r11 � r12 � � � � � r1s1 � 1.

Se Y � P e Y 1 � P 1, considere os subgrupos

H̃Y � ΠY pHq �
� ¹
lPP zY

ΠlpHq
�

e H̃Y 1 � ΠY 1pHq �
� ¹
lPP 1zY 1

ΠlpHq
�
,

de Z�
m1 e Z�

m2 , respectivamente. Um argumento similar ao feito acima mostra que

ΠP pHq é um subgrupo próprio de H̃Y e ΠP 1pHq é um subgrupo próprio de H̃ 1
Y , ou seja,

ΠY pHq � ZY e ΠY 1pHq � ZY 1 .
Resta mostrarmos que ΠY�Y 1pHq � ΠY pHq � ΠY 1pHq. Note que,

ΠY�Y 1pHq � ΠY pHq � ΠY 1pHq.
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Por outro lado, dado

α � pαy1 , αy2 , . . . , αyu , αs1�y11 , αs1�y12 , . . . , αs1�y1u1 q P ΠY pHq � ΠY 1pHq,
existem elementos

α̃ � pα1, α2 . . . , αs1 , α̃s1�1, α̃s1�2, . . . , α̃sq P H
e

α1 � pα11, α12, . . . , α1s1 , αs1�1, αs1�2, . . . , αsq P H,
assim α � ΠY pα̃q � ΠY 1pα1q. Como H � ΠP pHq � ΠP 1pHq, então

α � pα1, α2, . . . , αsq � ΠP pα̃q � ΠP 1pα1q P H e α � ΠY�Y 1pαq P ΠY�Y 1pHq.
Logo, ΠY�Y 1pHq � ΠY pHq � ΠY 1pHq.

Com as mesma notações do lema anterior temos que:

Corolário 4.1.2. Se 1 ¤ l1   l2   . . .   ls1�u ¤ s1 são os elementos distintos
de y1, y2, . . . , yu e 1 ¤ l11   l12   . . .   l1s2�u1 ¤ s2 são os elementos distintos de

y11, y
1
2, . . . , y

1
u1, denotando L � tlius1�u

i�1 e L1 � tl1i1us2�u1
i1�1 , então

AL � | ker ΠY | �
$&
%

1 , se u � s1 pL � H ðñ Y � P q±s1�u
i�1 qli
p

, se u   s1 pL � H ðñ Y � P q ,

AL1 � | ker ΠY 1 | �
$&
%

1 , se u1 � s2 pL1 � H ðñ Y 1 � P 1q±s2�u1
i1�1 q1li1
p

, se u1   s2 pL1 � H ðñ Y 1 � P 1q .

E,

AL�L1 � | ker ΠY�Y 1 |

�

$'''''''''&
'''''''''%

1 , se u � s1 e u1 � s2 pY � P e Y 1 � P 1q±s1�u
i�1 qli
p

, se u   s1 e u1 � s2 pY � P e Y 1 � P 1q±s2�u1
i1�1 q1li1
p

, se u � s1 e u1   s2 pY � P e Y 1 � P 1q±s1�u
i�1 qli

±s2�u1
i1�1 q1li1

p2 , se u   s1 e u1   s2 pY � P e Y 1 � P 1q

.

Demonstração. De fato, basta notar que

AL � | ker ΠY | � |H|
|ΠY pHq| ,

AL1 � | ker ΠY 1 | � |H|
|ΠY 1pHq|

e,

AL�L1 � | ker ΠY�Y 1 | � |H|
|ΠY�Y 1pHq| �

|H|
|ΠY pHq||ΠY 1pHq| .
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Corolário 4.1.3. Dado z P ΠY�Y 1pHq, então |Π�1
Y�Y 1pzq| � |KerΠY�Y 1 | � AL�L1.

Demonstração. Basta notar que dado α P Π�1
Y�Y 1pzq, obtemos que Π�1

Y�Y 1pzq � α �
KerΠY�Y 1 .

Com isso, para cada α P H, a quantidade de elementos em H que coincidem com
α em todas as coordenadas de Y � Y 1 é exatamente AL�L1 .

Observação 4.1.4. Usaremos também a notação Al1,l2,ls1�u,l
1
1,l

1
2,l

1
s2�u1

para AL�L1 .

A proposição a seguir nos fornecerá uma base normal integral, a qual utilizaremos
a fim de obter a Forma Traço Integral da extensão L1L2{Q.

Proposição 4.1.5. Seja ϕ1 P GalpL1{Qq, com ϕ1 � IdL1. Então existe 1 ¤ t̃ ¤ p � 1
e elementos σr1 e σr2 em GalpQpζnq{Qq, de forma que G � GalpL1L2{Qq � tθi1 �
θj2ui,j�0...p�1, onde θ1 � σr1 |L1L2, σr1 |L1 � ϕ1 , θ2 � σr2 |L1L2, θ2|L2 é um gerador de
GalpL2{Qq e ao identificarmos σr1 e σr2 em Z�

n � GalpQpζnq{Qq, obtemos:

r1 � pr11 , r12 , . . . , r1s1
, r1s1�1 , r1s1�2 , . . . , r1sq

e,

r2 � pr21 , r22 , . . . , r2s1
, r2s1�1 , r2s1�2 , . . . , r2sq � pr11 , r12 , . . . , r1s1

, rt̃1s1�1 , r
t̃
1s1�2 , . . . , r

t̃
1sq,

respectivamente.

Demonstração. Dado um gerador ϕ1 de GalpL1{Qq, considere a extensão θ1 P G de ϕ1
pelo homomorfismo IdL2 , logo θ1|L1 � ϕ1 � IdL1 e θ1|L2 � IdL2 .

Qpζnq

φpnq

p2Qpζm1q

φpm2q

φpm1q
p

Qpζm2q

φpm1q

φpm2q
p

KL � L1L2

K

p

L1

p

L2

p

L

p

Q

p

p2

p

ϕ1
p

IdL2
p

Figura 4.5: Obtenção de θ1 .
Fonte: Próprio autor.

Tome σr1 P GalpQpζnq{Qq, tal que σr1 |L1L2 � θ1, isto é, qualquer extensão de θ1 em
GalpQpζnq{Qq e

r1 � pr11 , r12 , . . . , r1s1
, r1s1�1 , r1s1�2 , . . . , r1sq
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a identificação de σr1 em

Z�
p1 � Z�

p2 � . . .� Z�
ps1

� Z�
ps1�1 � Z�

ps1�2 � . . .� Z�
ps .

Note que, σr1 R GalpQpζnq{L1L2q � GalpQpζnq{KLq, ou seja, r1 R H, em particular
σr1 R GalpQpζnq{Kq e σr1 R GalpQpζnq{Lq. Além disso, GalpQpζnq{Kq e GalpQpζnq{Lq
são subgrupos normais de GalpQpζnq{Qq, com����Gal pQpζnq{Qq

Gal pQpζnq{Kq
���� �

����Gal pQpζnq{Qq
Gal pQpζnq{Lq

���� � p.

Logo, σpr1 P GalpQpζnq{Kq e σpr1 P GalpQpζnq{Lq, ou seja,

pr11 , r12 , . . . , r1s1
qk � prk11 , r

k
12 , . . . , r

k
1s1
q P JK ðñ k � 0 pmod pq,

onde JK é o subgrupo de Z�
m1 que fixa K e

pr1s1�1 , r1s1�2 , . . . , r1sqp � prp1s1�1 , r
p
1s1�2 , . . . , r

p
1sq P JL ðñ k � 0 pmod pq,

onde JL é o subgrupo de Z�
m2 que fixa L.

Dado t̃ P t1, 2 . . . , p � 1u, denotemos σ̃t̃ o elemento de GalpQpζnq{Qq tal que na
identificação GalpQpζnq{Qq � Z�

n obtemos

pr11 , r12 , . . . , r1s1
, rt̃1s1�1 , r

t̃
1s1�2 , . . . , r

t̃
1sq.

Claramente, temos que

σ̃t̃ R GalpQpζnq{Kq, σ̃t̃ R GalpQpζnq{Lq, σ̃pt̃ P GalpQpζnq{Kq e σ̃p
t̃
P GalpQpζnq{Lq,

com isso
��σ̃t̃|L1L2

�� � p. Seja Pt̃ o subcorpo de L1L2 fixo por σ̃t̃|L1L2 . Note que,

rPt̃ : Qs � p � rL1L2 : Pt̃s, Pt̃ � K e Pt̃ � L.

Sejam 1 ¤ t1, t2 ¤ p� 1, com Pt1 � Pt2 , logo

prp11 , r
p
12 , . . . , r

p
1s1
, r
pt1�pt2�t1q
1s1�1 , r

pt1�pt2�t1q
1s1�2 , . . . , r

pt1�pt2�t1q
1s q � σ̃p�1

t1 σ̃t2

fixa Pt1 e também fixa K � Pt1 . Dessa forma, Pt1K � KL, em particular fixa L,
portanto t2 � t1. Como a quantidade de p-extensões contidas em L1L2, distintas de K
e L, é p � 1, segue que existe 1 ¤ t̃ ¤ p � 1, tal que σ̃t̃|L2 gera GalpL2{Qq. Tomando
σr2 � σ̃t̃, obtemos que

r2 � pr21 , r22 , . . . , r2s1
, r2s1�1 , r2s1�2 , . . . , r2sq � pr11 , r12 , . . . , r1s1

, rt̃1s1�1 , r
t̃
1s1�2 , . . . , r

t̃
1sq,

σr2 |L2 gera GalpL2{Qq e GalpL1L2{Qq � tθi1 � θj2ui,j�0...p�1, onde θ2 � σr2 |L1L2 .

Segue diretamente dessa proposição que:

Corolário 4.1.6. Se 0 ¤ i, j ¤ p� 1 e 1 ¤ t̃ ¤ p� 1, então:

1) pri�j11 , ri�j12 , . . . , ri�j1s1
, 1, 1, . . . , 1q P H se, e somente se, i� j � 0 pmod pq.

2) p1, 1, . . . , 1, ri�t̃j1s1�1 , r
i�t̃j
1s1�2 , . . . , r

i�t̃j
1s q P H se, e somente se, i� t̃j � 0 pmod pq.
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4.2 Forma Traço Integral no caso linearmente disjunto

Com os resultados obtidos na Seção 5 podemos enunciar o Teorema 4.2.4, principal
resultado deste caṕıtulo. Para facilitar a sua prova, faremos uso de três lemas auxiliares
(Lemas 5.0.4, 5.0.5 e 5.0.6) como segue:

Lema 4.2.1. Sejam L1 e L2 p-extensões abelianas não ramificadas de condutor n �
p1p2 . . . ps, com p1, p2, . . . , ps números primos distintos, K e L � L1L2 p-extensões de
condutores m1 e m2, respectivamente, com n � m1m2 pmdcpm1,m2 � 1qq e GalpL1L2{Qq �
tθi1 � θj2ui,j�0...p�1, onde θ1|L1 é um gerador de GalpL1{Qq e θ2|L2 é um gerador de
GalpL2{Qq, σri |L1L2 � θi, para i � 1, 2 satisfazendo

r2 � pr11 , r12 , . . . , r1s1
, rt̃1s1�1 , r

t̃
1s1�2 , . . . , r

t̃
1sq,

para algum 2 ¤ t̃ ¤ p � 1. Então, dado t � TrQpζnq{L1L2pζnq e escrevendo x P OL1L2

como x �
p�1̧

i,j�0
aijpθi1 � θj2qptq, temos que

TrL1L2{Qpt2q � 1
h
TrQpζnq{Qpt2q

� pm1 � 1qpm2 � 1q
p2 � m1pm2 � 1q � pm1 � 1qm2

p
� n.

Demonstração. A prova deste resultado encontra-se no Apêndice ??, Lema 5.0.4.

Lema 4.2.2. Sejam L1 e L2 p-extensões abelianas não ramificadas de condutor n �
p1p2 . . . ps, com p1, p2, . . . , ps números primos distintos, K e L � L1L2 p-extensões de
condutores m1 e m2, respectivamente, com n � m1m2 pmdcpm1,m2 � 1qq e GalpL1L2{Qq �
tθi1 � θj2ui,j�0...p�1, onde θ1|L1 é um gerador de GalpL1{Qq e θ2|L2 é um gerador de
GalpL2{Qq, σri |L1L2 � θi, para i � 1, 2 satisfazendo

r2 � pr11 , r12 , . . . , r1s1
, rt̃1s1�1 , r

t̃
1s1�2 , . . . , r

t̃
1sq,

para algum 2 ¤ t̃ ¤ p � 1. Então, dado t � TrQpζnq{L1L2pζnq e escrevendo x P OL1L2

como x �
p�1̧

i,j�0
aijpθi1 � θj2qptq, temos que

TrL1L2{Qptpθi1qptqq �
1
h
TrQpζnq{Qptpθi1qptqq �

pm1 � 1qpm2 � 1q
p2 ,

e

TrL1L2{Qptpθj2qptqq �
1
h
TrQpζnq{Qptpθj2qptqq �

pm1 � 1qpm2 � 1q
p2 .

Demonstração. A prova deste resultado encontra-se no Apêndice ??, Lema 5.0.5.

Lema 4.2.3. Sejam L1 e L2 p-extensões abelianas não ramificadas de condutor n �
p1p2 . . . ps, com p1, p2, . . . , ps números primos distintos, K e L � L1L2 p-extensões de
condutores m1 e m2, respectivamente, com n � m1m2 pmdcpm1,m2 � 1qq e GalpL1L2{Qq �
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tθi1 � θj2ui,j�0...p�1, onde θ1|L1 é um gerador de GalpL1{Qq e θ2|L2 é um gerador de
GalpL2{Qq, σri |L1L2 � θi, para i � 1, 2 satisfazendo

r2 � pr11 , r12 , . . . , r1s1
, rt̃1s1�1 , r

t̃
1s1�2 , . . . , r

t̃
1sq,

para algum 2 ¤ t̃ ¤ p � 1. Então, dado t � TrQpζnq{L1L2pζnq e escrevendo x P OL1L2

como x �
p�1̧

i,j�0
aijpθi1 � θj2qptq, temos que

1. Se i � �j pmod pq e i � �t̃j pmod pq, então

TrL1L2{Qptpθi1 � θj2qptqq �
1
h
TrQpζnq{Qptpθi1 � θj2qptqq �

pm1 � 1qpm2 � 1q
p2 .

2. Se i � �j pmod pq, então

TrL1L2{Qptpθ
i
1 � θ

j
2qptqq �

1
h
TrQpζnq{Qptpθ

i
1 � θ

j
2qptqq �

pm1 � 1qpm2 � 1q
p2 �

m1pm2 � 1q
p

.

3. Se i � �t̃j pmod pq, então

TrL1L2{Qptpθ
i
1 � θ

j
2qptqq �

1
h
TrQpζnq{Qptpθ

i
1 � θ

j
2qptqq �

pm1 � 1qpm2 � 1q
p2 �

pm1 � 1qm2
p

.

Demonstração. A prova deste resultado encontra-se no Apêndice ??, Lema 5.0.6.

Juntando estes três Lemas, destacamos o próximo resultado que nos fornece a forma
traço integral.

Teorema 4.2.4. Sejam L1 e L2 p-extensões abelianas não ramificadas de condutor n �
p1p2 . . . ps, com p1, p2, . . . , ps números primos distintos, K e L � L1L2 p-extensões de
condutores m1 e m2, respectivamente, com n � m1m2 pmdcpm1,m2 � 1qq e GalpL1L2{Qq �
tθi1 � θj2ui,j�0...p�1, onde θ1|L1 é um gerador de GalpL1{Qq e θ2|L2 é um gerador de
GalpL2{Qq, σri |L1L2 � θi, para i � 1, 2 satisfazendo

r2 � pr11 , r12 , . . . , r1s1
, rt̃1s1�1 , r

t̃
1s1�2 , . . . , r

t̃
1sq,

para algum 2 ¤ t̃ ¤ p � 1. Então, dado t � TrQpζnq{L1L2pζnq e escrevendo x P OL1L2

como x �
p�1̧

i,j�0
aijpθi1 � θj2qptq, temos que

TrL1L2{Qpx2q � n
p�1̧

i,j�0
a2
ij �

pm1 � 1qpm2 � 1q
p2

�
p�1̧

i,j�0
aij

�2

� m1pm2 � 1q
p

p�1̧

j�0
A2
j �

pm1 � 1qm2

p

p�1̧

j�0
B2
j , (4.2)

onde Aj � a0j �
p�1̧

u�1,v�0
u�pj�vq pmod pq

auv e Bj � a0j �
p�1̧

u�1,v�0
u�t̃pj�vq pmod pq

auv.
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Demonstração. Dado

x �
p�1̧

i,j�0
aijpθi1 � θj2qptq P OL1L2 ,

temos que

x2 �
p�1̧

i,j�0

p�1̧

u,v�0
aijauvpθi1 � θj2qptqpθu1 � θv2qptq.

Assim,

TrL1L2{Qpx2q � TrL1L2{Q

�
p�1̧

i,j�0

p�1̧

u,v�0
aijauvpθi1 � θj2qptqpθu1 � θv2qptq

�

�
p�1̧

i,j�0

p�1̧

u,v�0
aijauvTrL1L2{Q

�pθi1 � θj2qptqpθu1 � θv2qptq�

�
p�1̧

i,j�0

p�1̧

u,v�0
aijauvTrL1L2{Q

�
tpθi�u1 � θj�v2 qptq� .

Logo, utilizando os Lemas 5.0.4, 5.0.5 e 5.0.6, temos que o valor de TrL1L2{Qpx2q é:

p�1̧

i,j�0
a2
ijTrL1L2{Qpt2q �

p�1̧

i�0

p�1̧

j,v�0
j�v

aijaivTrL1L2{Qptpθj�v2 qptqq

�
p�1̧

i,u�0
i�u

p�1̧

j�0
aijaujTrL1L2{Qptpθi�u1 qptqq �

p�1̧

i,u�0
i�u

p�1̧

j,v�0
j�v

aijauvTrL1L2{Qptpθi�u1 � θj�v2 qptqq

�
p�1̧

i,j�0
a2
ij

�pm1 � 1qpm2 � 1q
p2 � m1pm2 � 1q � pm1 � 1qm2

p
� n

�

�
p�1̧

i�0

p�1̧

j,v�0
j�v

aijaiv

�pm1 � 1qpm2 � 1q
p2

�
�

p�1̧

i,u�0
i�u

p�1̧

j�0
aijauj

�pm1 � 1qpm2 � 1q
p2

�

�
p�1̧

i,u�0
i�u

p�1̧

j,v�0
j�v

aijauv

�pm1 � 1qpm2 � 1q
p2

�

�

�
��p�1̧

j�0

�
��a0j �

p�1̧

u�1,v�0
u�pj�vq pmod pq

auv

�
�


2

�
p�1̧

i,j�0
a2
ij

�
���

�m1pm2 � 1q
p

�
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�

�
��p�1̧

j�0

�
��a0j �

p�1̧

u�1,v�0
u�t̃pj�vq pmod pq

auv

�
�


2

�
p�1̧

i,j�0
a2
ij

�
���

�pm1 � 1qm2

p

�

� n
p�1̧

i,j�0
a2
ij �

m1pm2 � 1q
p

p�1̧

j�0

�
��a0j �

p�1̧

u�1,v�0
u�pj�vq pmod pq

auv

�
�


2

� pm1 � 1qm2

p

p�1̧

j�0

�
��a0j �

p�1̧

u�1,v�0
u�t̃pj�vq pmod pq

auv

�
�


2

� pm1 � 1qpm2 � 1q
p2

�
p�1̧

i,j�0
aij

�2

.

Portanto,

TrL1L2{Qpx2q � n
p�1̧

i,j�0
a2
ij �

pm1 � 1qpm2 � 1q
p2

�
p�1̧

i,j�0
aij

�2

� m1pm2 � 1q
p

p�1̧

j�0
A2
j �

pm1 � 1qm2

p

p�1̧

j�0
B2
j ,

onde Aj � a0j �
p�1̧

u�1,v�0
u�pj�vq pmod pq

auv e Bj � a0j �
p�1̧

u�1,v�0
u�t̃pj�vq pmod pq

auv.

O próximo resultado relaciona os coeficientes Aj e Bj com as diagonais da matriz
de x na base normal integral

tpθi1 � θj2qptqui,j�0,1,...,p�1,

no caso em que t̃ � p� 1. Com as notações do teorema anterior temos que:

Corolário 4.2.5. Se t̃ � p� 1, segue que:

TrL1L2{Qpx2q � n
p�1̧

i,j�0
a2
ij �

pm1 � 1qpm2 � 1q
p2

�
p�1̧

i,j�0
aij

�2

� m1pm2 � 1q
p

�
p�1̧

j�0
A2
j

�
� m2pm1 � 1q

p

�
p�1̧

j�0
B2
j

�
,

onde Aj � a0j �
p�1̧

u�1,v�0
u�pj�vq pmod pq

auv e Bj � a0j �
p�1̧

u�1,v�0
u�pp�1qpj�vq pmod pq

auv. Além disso,

considerando a matriz M � �
M M

�
, com

M �

�
������

a00 a01 . . . a0pp�1q
a10 a11 . . . a1pp�1q
...

...
. . .

...
app�2q0 app�2q1 . . . app�2qpp�1q
app�1q0 app�1q1 � � � app�1qpp�1q

�
������ ,
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temos que Bj é a soma dos elementos da diagonal principal da matriz Mj, resultante
da matriz M retirando as primeiras j-ésimas colunas e Aj é a soma dos elementos
da diagonal secundária da matriz M1

j, resultante da matriz M retirando as últimas
p� pj � 1q-ésimas colunas, para j � 1, 2, . . . , p� 1.

Exemplo 4.2.6. Se p=3, temos que

M �
�
� a00 a01 a02
a10 a11 a12
a20 a21 a22

�
� .

.

Dessa forma, considerando a matriz acima, para cada j � 0, 1, 2, segue que Aj é a
soma dos elementos da diagonal secundária Dj e Bj é a soma dos elementos da diagonal
principal Ej.

Corolário 4.2.7. Sejam K e L corpos de números abelianos distintos, ambos de condutor
n, com rK : Qs � rL : Qs � 3, sendo 3 não ramificado em K e nem em L. Se
n � p1p2p3 é livre de quadrados, p1, p2 e p3 são primos inteiros, então existe uma base
normal integral tpθi1 � θj2qptq; i, j � 0, 1, 2u de OKL, tal que escrevendo x P OKL como

x �
p�1̧

i,j�0
aijpθi1 � θj2qptq P OKL,

obtemos que existe pi P tp1, p2, p3u tal que:

TrKL{Qpx2q � n
2̧

i,j�0
a2
ij �

ppi � 1q
�
n
pi
� 1

	
9

�
2̧

i,j�0
aij

�2

�
pi

�
n
pi
� 1

	
3

�
2̧

i�0
A2
j

�
�

n
pi
ppi � 1q

3

�
2̧

i�0
B2
j

�
,

onde Aj � a0j �
2̧

u�1,v�0
u�pj�vq pmod 3q

auv e Bj � a0j �
2̧

u�1,v�0
u�2pj�vq pmod 3q

auv.

Demonstração. Pelo Corolário 3.5.7, basta verificarmos que Ki � KL, para algum
i P t1, 2, 3u, onde Ki é a única 3-extensão abeliana não ramificada em Qpζpiq. Note

inicialmente que KL possúı 32�1
3�1 � 4 3-extensões abelianas não ramificadas distintas,

sendo duas delas K e L.
Suponha que K1,K2,K3 � KL, logo

K1K2K3 � K� � L� � K1KL � K2KL,
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dessa forma, K3 � K1KL � K2KL. Pelo Lema 3.1.6, existem 3-extensões K1,K2 � KL,
de forma que K3 � K1K1 e K3 � K2K2, logo condpK1q � p1p3 e condpK2q � p2p3.

Por outro lado, K1 � K2KL e assim, existe uma 3-extensão K3 � KL, de maneira
que, K1 � K2K3, com isso, condpK3q � p1p2. Dessa forma, K,L,K1,K2,K3 são 3-
extensões abelianas não ramificadas distintas contidas em KL, um absurdo.

Portanto, K1,K2 ou K3 é uma 3�extensão contida em KL.

4.3 Condutores das p-extensões contidas em KKm1

Na seção 3.5, vimos que dada uma p-extensão abeliana não ramificada K de con-
dutor n � p1p2 . . . ps, podeŕıamos “subir” adequadamente até seu Corpo de Gênero
K� � K1K2 � � �Ks�1Ms�1 pela torre de compósito dada na Figura 4.6, onde para cada
i � 1, 2, . . . , s � 1, Ki é a única p-extensão abeliana não ramificada de condutor pi e
Mi �Mi�1KiXQpζpi�1pi�2���psq é a única p-extensão abeliana não ramificada de condutor
pi�1pi�2 � � � ps contida no compósito KiMi�1, considerando M0 � K.

Qpζnq

K� � K1K2 . . .Ks�1Ms�1

KK1K2K3 � K1K2K3M3

ps�4 ...

KK1K2 � K1K2M2

p

,

KK1 � K1M1

p

K

p

Q

p

Figura 4.6: Torre ramificada de p-extensões abelianas não ramificadas.
Fonte: Próprio autor.

Se Kp1p2 é uma p-extensão abeliana não ramificada com condpKp1p2q � p1p2 e Ki

é a única p-extensão abeliana não ramificada de condutor pi, então Kp1p2 � K1K2 �
K� � K1K2 . . .Ks � KK2K3 . . .Ks. Pelo Lema 3.1.6, existe uma p-extensão P �
K2K3 . . .Ks tal que Kp1p2 � KP, conforme a Figura 4.7. Note que nesse caso teremos
duas possibilidades para o condutor de P: condpPq � p3p4 . . . ps ou condpPq � p2p3 . . . ps
e que condpPq � p2p3 . . . ps se, e somente se, a extensão K2K3 . . .Ks{P é não ramificada,
ou equivalentemente, P� � K2K3 . . .Ks.

Queremos analisar uma forma mais geral para essa configuração: Seja Km1Km2 um
compósito, tal que mdcpm1,m2q � pk, sendo Km1 e Km2 p-extensões abelianas não
ramificadas de condutores m1 � p1p2 . . . pk e m2 � pkpk�1 . . . ps, respectivamente, de
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Qpζnq

Qpζp1p2q Qpζp2���psq

Qpζp1q Qpζp2q

K� � K1K2 . . .Ks

ps�2
ps�2

p

K2K3 . . .Ks

ps�2K1K2

p

KK12 � K12P

K1

p

K12 K2

p

K

p

P
p

Q
p

p
p

p p

Figura 4.7: Condutor de P.
Fonte: Próprio autor.

maneira que exista uma p-extensão abeliana não ramificada P � Km1Km2 de condutor
m1m2{pk. Para isso vejamos alguns resultados.

Proposição 4.3.1. Sejam K, Km1 e Km2 p-extensões abelianas não ramificadas de con-
dutores n � p1p2 . . . ps, m1 � p1p2 . . . pk e m2 � pk�1pk�2 . . . ps, respectivamente, com
k   s, de forma que

KKm1 � Km1Km2 .

Então, Km2 �Mk, onde Mi �Mi�1Ki XQpζppi�1qppi�2q���psq, Ki é a única p-extensão de
condutor pi e M1 � KK1 XQpζp2p3���psq.
Demonstração. Sejam K, Km1 e Km2 como no enunciado, então

Km2 � KKm1 � KK1K2 . . .Kk � K1K2 . . .KkMk.

Assim, pelo Lema 3.1.6, existe uma p-extensão P � K1K2 . . .Kk de forma que

Km2 � PMk.

Se Km2 �Mk, então
rKm2Mk : Qs � p2 � rPMk : Qs,

ou seja,
P � PMk � Km2Mk,

o que é um absurdo, pois condpKm2Mkq � m2 � pk�1pk�2 . . . ps e o condutor de P
divide m1 � p1p2 . . . pk. Portanto, Km2 �Mk.
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Da proposição anterior obtemos:

Corolário 4.3.2. Sejam K, Km1 e Km2 p-extensões abelianas não ramificadas de con-
dutores n � p1p2 . . . ps, m1 � p1p2 . . . pk e m2 � n

m1
, com k   s, respectivamente, de

forma que KKm1 � Km1Km2. Então, Km1 �M�1
k , onde

M�1
i �M�1

i�1Ki XQpζp1p2���pi�1piq,
Ki é a única p-extensão de condutor pi e

M�1
s � KKs XQpζp1p2���ps�1q.

Note que alterando a ordem dos fatores de n � p1p2 . . . ps para n � psps�1 . . . p2p1,
pelo corolário anterior Km1 � Mk, onde m1 � p1p2 . . . ps e Km2 � M�1

k . Consequente-
mente obtemos:

Corolário 4.3.3. Dada uma p-extensão abeliana não ramificada K de condutor n �
p1p2 . . . ps, para cada par de inteiros positivos m1,m2, satisfazendo n � m1m2 pnote
que mdcpm1,m2q � 1q existem únicas p-extensões abelianas não ramificadas Km1 e
Km2 de condutores m1 e m2, respectivamente, de forma que K � Km1Km2. A saber,
fixada a ordem da fatoração de n � p1p2 . . . ps, de maneira que m1 � p1p2 . . . pk, então
Km2 �Mk e Km1 �M�1

k .

Agora, sejam Km1 e Km2 p-extensões abelianas não ramificadas de condutores
m1 � p1p2 . . . pk e m2 � pkpk�1 . . . ps, respectivamente e K � Km1Km2 uma p-extensão
abeliana não ramificada de condutor n � m1m2{pk � p1p2 . . . ps. Note que neste caso
Km1 �M�1

k e Km2 �Mk (considerando a construção feita anteriormente sobre o corpo
K). Além disso, como

Km1 � K� � KK1K2 . . .Kk�1Kk�1 . . .Ks,

segue pelo Lema 3.1.6 que existe uma p-extensão abeliana não ramificada

Km3 � K1K2 . . .Kk�1Kk�1 . . .Ks,

de condutor m3, tal que Km1 � KKm3 . Uma vez que

Km1 ,Km2 � Km1Km3 � KKm3 � Km2Km3 ,

obtemos que m3 � n{pk � p1p2 . . . pk�1pk�1 . . . ps. Observe que, Km1 ,Km2 e Km3 são as
únicas p-extensões abelianas contidas no compósito Km1Km2 de condutor menor que n.

Qpζnq

Qpζm1q Qpζm2q Qpζm3q

Km1Km2

p

Km1

p

K Km2

p

Km3

p

Q
p

p
p

p

Figura 4.8: p-extensões abelianas não ramificadas de condutores menores que n.
Fonte: Próprio autor
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Observação 4.3.4. Pelo Teorema 3.1.4, o compósito Km1Km2 contém p� 3 p-extensões
abelianas não ramificadas distintas de K de condutor cheio n.

4.4 Forma Traço Integral do compósito Km1Km2, com mdcpm1,m2q �

pk

Considere Km1 e Km2 p-extensões abelianas não ramificadas de condutores m1 �
p1p2 . . . pk e m2 � pkpk�1 . . . ps, respectivamente, com mdcpm1,m2q � pk, de forma que
exista uma (e portanto a única) p-extensão abeliana não ramificada

Km3 � Km1Km2 ,

com condpKm3q � n
pk

, sendo n � m1m2
pk

e H o subgrupo de Z�
n que fixa Km1Km2 .

Qpζnq

Qpζm1q Qpζm2q Qpζm3q

Km1Km2

p

Km1

p

K Km2

p

Km3

p

Q
p

p
p

p

Figura 4.9: Compósito Km1Km2 com mdcpm1,m2q � pk.
Fonte: Próprio autor

Assim, a obtenção da forma traço integral do compósito Km1Km2 , apresentado no
Teorema 4.4.4, será dividida em três lemas auxiliares (como feito na seção 4.2). De
maneira a não sobrecarregar esta seção, estes lemas auxiliares, assim como alguns
resultados de contagens de elementos de H, terão sua prova apresentada no Apêndice
??, na Seção 5.

Lema 4.4.1. Sejam Km1, Km2 e Km3 p-extensões abelianas não ramificadas de con-
dutores m1 � p1p2 . . . pk, m2 � pkpk�1 . . . ps e m3 � m1m2{p2

k, respectivamente, com
mdcpm1,m2q � pk de forma que Km3 � Km1Km2. Se G � tθi1 � θj2ui,j�0...p�1 é o grupo
de Galois de Km1Km2 sobre Q, satisfazendo:

1. θ1|Km2
é um gerador de GalpKm2{Qq, com θ1|Km1

� IdKm1
;

2. θ2|Km1
é um gerador de GalpKm1{Qq, com θ2|Km2

� IdKm2
;

3. pθ1 � θ2q|Km3
� IdKm3

,
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então o valor de TrKm1Km2{Qpt2q é:

m1

�
m2
pk

� 1
	
�m2

�
m1
pk

� 1
	
�m3 � 1

p2 �
m1

�
m2
pk

� 1
	
�m2

�
m1
pk

� 1
	
�m3 ppk � 1q

p
� n,

onde n � m1m2{pk e t � TrQpζnq{Km1Km2
pζnq.

Demonstração. Sua prova encontra-se na Seção 5, Lema 5.0.14.

Lema 4.4.2. Sejam Km1, Km2 e Km3 p-extensões abelianas não ramificadas de con-
dutores m1 � p1p2 . . . pk, m2 � pkpk�1 . . . ps e m3 � m1m2{p2

k, respectivamente, com
mdcpm1,m2q � pk de forma que Km3 � Km1Km2. Se G � tθi1 � θj2ui,j�0...p�1 é o grupo
de Galois de Km1Km2 sobre Q, satisfazendo:

1. θ1|Km2
é um gerador de GalpKm2{Qq, com θ1|Km1

� IdKm1
;

2. θ2|Km1
é um gerador de GalpKm1{Qq, com θ2|Km2

� IdKm2
;

3. pθ1 � θ2q|Km3
� IdKm3

,

então:

1. Para 1 ¤ i ¤ p� 1, o valor de TrKm1Km2{Qptθi1ptqq é:

m1

�
m2
pk
� 1

	
�m2

�
m1
pk
� 1

	
�m3 � 1

p2 �
m1

�
m2
pk
� 1

	
p

;

2. Para 1 ¤ j ¤ p� 1, o valor de TrKm1Km2{Qptθ
j
2ptqq é:

m1

�
m2
pk
� 1

	
�m2

�
m1
pk
� 1

	
�m3 � 1

p2 �
m2

�
m1
pk
� 1

	
p

,

onde t � TrQpζnq{Km1Km2
pζnq.

Demonstração. Sua prova encontra-se na Seção 5, Lema 5.0.15.

Lema 4.4.3. Sejam Km1, Km2 e Km3 p-extensões abelianas não ramificadas de con-
dutores m1 � p1p2 . . . pk, m2 � pkpk�1 . . . ps e m3 � m1m2{p2

k, respectivamente, com
mdcpm1,m2q � pk de forma que Km3 � Km1Km2. Se G � tθi1 � θj2ui,j�0...p�1 é o grupo
de Galois de Km1Km2 sobre Q, satisfazendo:

1. θ1|Km2
é um gerador de GalpKm2{Qq, com θ1|Km1

� IdKm1
;

2. θ2|Km1
é um gerador de GalpKm1{Qq, com θ2|Km2

� IdKm2
;

3. pθ1 � θ2q|Km3
� IdKm3

,

então, para 1 ¤ i, j ¤ p� 1, temos que:

TrKm1Km2 {Qptpθ
i
1 � θ

j
2qptqq �

$''''&
''''%

m1

�
m2
pk

� 1
	
�m2

�
m1
pk

� 1
	
�m3 � 1

p2 , se i � j

m1

�
m2
pk

� 1
	
�m2

�
m1
pk

� 1
	
�m3 � 1

p2 �
m3 ppk � 1q

p
, se i � j

,

onde t � TrQpζnq{Km1Km2
pζnq.
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Demonstração. Sua prova encontra-se na Seção 5, Lema 5.0.16.

Fazendo uso destes três lemas, enunciaremos agora o principal teorema desta seção
como segue:

Teorema 4.4.4. Sejam Km1, Km2 e Km3 p-extensões abelianas não ramificadas de con-
dutores m1 � p1p2 . . . pk, m2 � pkpk�1 . . . ps e m3 � m1m2{p2

k, respectivamente, com
mdcpm1,m2q � pk de forma que Km3 � Km1Km2. Se G � tθi1 � θj2ui,j�0...p�1 é o grupo
de Galois de Km1Km2 sobre Q, satisfazendo:

1. θ1|Km2
é um gerador de GalpKm2{Qq, com θ1|Km1

� IdKm1
;

2. θ2|Km1
é um gerador de GalpKm1{Qq, com θ2|Km2

� IdKm2
;

3. pθ1 � θ2q|Km3
� IdKm3

.

Então, dado n � m1m2{pk, t � TrQpζnq{Km1Km2
pζnq e escrevendo x P OKm1Km2

como

x �
p�1̧

i,j�0
aij

�
θi1 � θj2

� ptq,
temos que

TrKm1Km2{Q
�
x2� � n

p�1̧

i,j�0
a2
ij �

m1

�
m2
pk
� 1

	
�m2

�
m1
pk
� 1

	
�m3 � 1

p2

�
p�1̧

i,j�0
aij

�2

�
m1

�
m2
pk
� 1

	
p

p�1̧

j�0
A2
j �

m2

�
m1
pk
� 1

	
p

p�1̧

j�0
B2
j �

m3 ppk � 1q
p

p�1̧

j�0
C2
j ,

onde Aj �
p�1̧

i�0
aij, Bj �

p�1̧

i�0
aji e Cj � a0j �

p�1̧

u�1,v�0
u�pj�vq pmod pq

auv.

Demonstração. Considere

m̃1 � m1pm2

pk
� 1q, m̃2 � m2pm1

pk
� 1q e m̃3 � m3ppk � 1q.

Utilizando os lemas anteriores temos que o valor de TrKm1Km2{Qpx2q é:
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p�1̧

i,j�0
a2
ijTrKm1Km2{Q

�
t2
�
�
p�1̧

i�0

p�1̧

j,v�0
j�v

aijaivTrKm1Km2{Qptpθ
j�v
2 qptqq

�
p�1̧

i,u�0
i�u

p�1̧

j�0
aijaujTrKm1Km2{Qptpθ

i�u
1 qptqq �

p�1̧

i,u�0
i�u

p�1̧

j,v�0
j�v

aijauvTrKm1Km2{Qptpθ
i�u
1 � θj�v2 qptqq

�
p�1̧

i,j�0
a2
ij

�
m̃1 � m̃2 �m3 � 1

p2 �
m̃1 � m̃2 � m̃3

p
� n

�

�
p�1̧

i�0

p�1̧

j,v�0
j�v

aijaiv

�
m̃1 � m̃2 �m3 � 1

p2 �
m̃2
p

�

�
p�1̧

i,u�0
i�u

p�1̧

j�0
aijauj

�
m̃1 � m̃2 �m3 � 1

p2 �
m̃1
p

�

�
p�1̧

i,u�0
i�u

p�1̧

j,v�0
j�v

aijauv

�
m̃1 � m̃2 �m3 � 1

p2

�

�

�
���
p�1̧

j�0

�
���a0j �

p�1̧

u�1,v�0
u�pj�vq pmod pq

auv

�
��


2

�
p�1̧

i,j�0
a2
ij

�
���
�
�
m̃3
p

�

� n
p�1̧

i,j�0
a2
ij �

m̃1 � m̃2 �m3 � 1
p2

�
p�1̧

i,j�0
aij

�2

�
m̃2
p

p�1̧

i�0

�
p�1̧

j�0
aij

�2

�
m̃1
p

p�1̧

j�0

�
p�1̧

i�0
aij

�2

�
m̃3
p

p�1̧

j�0

�
���a0j �

p�1̧

u�1,v�0
u�pj�vq pmod pq

auv

�
��


2

.

Portanto,

TrKm1Km2{Qpx2q � n
p�1̧

i,j�0
a2
ij �

m1

�
m2
pk
� 1

	
�m2

�
m1
pk
� 1

	
�m3 � 1

p2

�
p�1̧

i,j�0
aij

�2

�
m1

�
m2
pk
� 1

	
p

p�1̧

j�0
A2
j �

m2

�
m1
pk
� 1

	
p

p�1̧

j�0
B2
j �

m3 ppk � 1q
p

p�1̧

j�0
C2
j ,

onde Aj �
p�1̧

i�0
aij, Bj �

p�1̧

i�0
aji e Cj � a0j �

p�1̧

u�1,v�0
u�pj�vq pmod pq

auv.



5 Considerações finais

Se K{Q é uma extensão galoisiana de grau n, OK é o anel de inteiros de K e M � OK
é um Z-módulo livre de posto n, então a densidade de centro do Reticulado Algébrico
σKpMq é dada por

δpσKpMqq � 2r2ρn

|DiscpKq|1{2rOK : Ms ,

onde ρ � mint|σKpxq|; x P M, x � 0u
2 e

|σKpxq|2 �
#

TrK{Qpx2q se K é totalmente real;
1
2TrK{Qpxxq se K é totalmente imaginário.

Dessa forma, conhecer o valor do discriminante de K, do ı́ndice do Z-módulo M
em OK e a forma traço integral são grandes ferramentas no estudo de reticulados al-
gébricos. A proposta deste trabalho foi o de apresentar uma contribuição no estudo
da forma traço integral, sobretudo sobre compósitos de p-extensões abelianas não ra-
mificadas de grau p2. Contudo, para se obter a densidade de centro de um reticulado
algébrico σKpMq é necessário conhecermos o menor valor que a forma traço integral
tem nos elementos de M. Esse estudo se mostrou complexo no caso dos compósitos
aqui estudados, proporcionando assim um desafio futuro: descrever Z-módulos livres
M, de posto finito n, a fim de minimizar as formas traço integral obtidas no Caṕıtulo
4, com relação a estes módulos, visando a obtenção de reticulados algébricos com boas
densidades de centro.

Seja p um número primo ı́mpar e n � p1p2 . . . ps um inteiro livre de quadrados,
com pi � 1p mod pq, para cada 1 ¤ i ¤ s. Fixado k P t1, 2 . . . su, considere m1 �
p1p2 . . . pk�1, m2 � pk�1pk�2 . . . ps, m3 � m1m2 � n{pk, m̃1 � m1pk e m̃2 � m2pk.
Se Km̃1 ,Km̃2 ,Km2 e Km3 são p-extensões abelianas não ramificadas de condutores m̃1,
m̃2, m2 e m3, respectivamente, então os compósitos M̃ � Km̃1Km̃2 e M � Km̃1Km2 são
ambos corpos de números de grau p2 e condutor n. Suponha ainda que exista uma, e
portanto a única, p-extensão abeliana não ramificada Km3 de condutor m3, de forma
que Km3 � M̃. Logo, se G � tθi1 � θj2ui,j�0...p�1 é o grupo de Galois de M̃ sobre Q,
satisfazendo:

1. θ1|Km̃2
é um gerador de GalpKm̃2{Qq, com θ1|Km̃1

� IdKm̃1
;

2. θ2|Km̃1
é um gerador de GalpKm̃1{Qq, com θ2|Km̃2

� IdKm̃2
;

3. pθi1 � θi2q|Km3
� IdKm3

, para todo i � 0, 1, . . . , p� 1.
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Então, dado t � TrQpζnq{M̃pζnq e escrevendo x P OM̃ como x �
p�1̧

i,j�0
aijpθi1 � θj2qptq,

TrM̃{Qpx
2q � n

p�1̧

i,j�0
a2
ij �

2n� m̃1 � m̃2 �m3 � 1
p2

� p�1̧

i,j�0
aij


2

�
m̃1pm2 � 1q

p

p�1̧

j�0
A2
j �

m̃2pm1 � 1q
p

p�1̧

j�0
B2
j �

m3ppk � 1q
p

p�1̧

j�0
C2
j

� n
p�1̧

i,j�0
a2
ij �

pm̃1 � 1qpm2 � 1q � pm3 �m2qppk � 1q
p2

� p�1̧

i,j�0
aij


2

�
m̃1pm2 � 1q

p

p�1̧

j�0
A2
j �

m2pm̃1 � 1q �m2ppk � 1q
p

p�1̧

j�0
B2
j �

m3ppk � 1q
p

p�1̧

j�0
C2
j

� n
p�1̧

i,j�0
a2
ij �

m̃1pm2 � 1q
p

p�1̧

j�0
A2
j

�
m2pm̃1 � 1q

p

p�1̧

j�0
B2
j �

pm̃1 � 1qpm2 � 1q
p2

� p�1̧

i,j�0
aij


2

� m2ppk � 1q

�
�1
p

p�1̧

j�0
B2
j �

1
p2

�
p�1̧

i,j�0
aij

�2���m3ppk � 1q

�
�1
p

p�1̧

j�0
C2
j �

1
p2

�
p�1̧

i,j�0
aij

�2�� ,

onde Aj �
p�1̧

i�0
aij, Bj �

p�1̧

i�0
aji e Cj � a0j �

p�1̧

u�1,v�0
u�pj�vq pmod pq

auv.

Assim, se G1 �  
θ11
i � θ12j

(
i,j�0...p�1 é o grupo de Galois de M sobre Q, onde θ11|Km̃1

é um gerador de Km̃1 , θ11|Km2
é um gerador de Km2 , com θ11, θ

1
2 P GalpQpζnq{Qq e

x1 �
p�1̧

i,j�0
aijpθ11i � θ12jq

�
t̃
�
, com t̃ � TrQpζnq{Mpζnq, então pela Proposição 3.5.8, segue

que

TrM̃{Qpx2q � TrM{Qpx12q �m2ppk � 1q
�
�1
p

p�1̧

j�0
B2
j �

1
p2

�
p�1̧

i,j�0
aij

�2
�
�

� m3ppk � 1q
�
�1
p

p�1̧

j�0
C2
j �

1
p2

�
p�1̧

i,j�0
aij

�2
�
� .

Uma questão a ser discutida é: dado um Z-módulo livre M, constitúıdo de matrizes
quadradas de ordem p � 1, é comparável os mı́nimos das formas traços relativo a esse
módulo? Se sim, em qual caso obtemos reticulados com maior densidade de centro?
Essa é uma questão a ser pesquisada futuramente.
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Apêndice A: Caso linearmente disjunto

A fim de não sobrecarregar o caṕıtulo 4 com demasiadas contas e tirar o foco dos
principais resultados, propusemos a criação deste apêndice a fim de auxiliar na compre-
ensão deste material. Este caṕıtulo será refente ao caso do compósito de p-extensões
abelianas não ramificadas L1 e L2 de mesmo condutor n, admitindo a existência de
p-extensões abelianas não ramificadas K,L � L1L2 de condutores m1 e m2, respecti-
vamente, com mdcpm1,m2q � 1 e n � m1m2. O segundo caso, será abordar algumas
contagens de elementos considerando p-extensões abelianas não ramificadas K e L de
condutores m1 e m2, respectivamente, de maneira que mdcpm1,m2q � p1, com p1 um
número primo.

Iniciamos destacando um resultado bastante conhecido, o qual foi utilizado nas
teses de doutorado citadas nos caṕıtulos anteriores. Tal resultado será útil nas seções
seguintes e por isso deixaremos aqui sua prova.

Proposição 5.0.1. Dado um inteiro positivo u, temos que

�
�

u
u� 1



�
�

u
u� 2



� � � � � p�1qu�1

�
u
1



� p�1qu

�
u
0



� �1.

Em particular,

�
�

u
u� 1



�
�

u
u� 2



� � � � � p�1qu�1

�
u
1



�
"

0, se u é ı́mpar
�2, se u é par

.

Demonstração. Temos que p�1qu
�
u
0



�
" �1, se u é ı́mpar

1, se u é par
.

Se u é ı́mpar, então para cada 1 ¤ a ¤ u� 1
2 , segue que

p�1qa
�

u
u� a



� �p�1qu�a

�
u
a




e assim,

u�1̧

k�1
p�1qk

�
u

u� k



�

u�1
2̧

k�1

�
p�1qk

�
u

u� k



� p�1qu�k

�
u
k


�

�
u�1

2̧

k�1
0

� 0.
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Logo,

u̧

k�1
p�1qk

�
u

u� k



� �1.

Se u é par, então u� 1 é ı́mpar e pelo caso anterior

u�2̧

k�1
p�1qk

�
u� 1

pu� 1q � k



� 0.

Além disso, a relação de Stifel diz que

�
u

u� k



�

�
u� 1
u� k



�
�

u� 1
pu� 1q � k



.

Dessa forma,
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�
u
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�
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�
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�
u� 1
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.

Por outro lado,
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u� k



� �
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k�0
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�
u� 1
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u�2̧
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�
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� p�1q0

�
u� 1
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E,

u�1̧

k�1
p�1qk

�
u� 1
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�

u�2̧

k�1
p�1qk

�
u� 1

pu� 1q � k



� p�1qu�1

�
u� 1

0



� 0� p�1q � �1.

Logo,

u�1̧

k�1
p�1qk

�
u

u� k



� �1� p�1q � �2.

Portanto,

u̧

k�1
p�1qk

�
u

u� k



�

u�1̧

k�1
p�1qk

�
u

u� k



� p�1qu

�
u
0



� �2� 1 � �1.
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Sejam L1 e L2 p-extensões abelianas não ramificadas de mesmo condutor n �
p1p2 . . . ps, de forma que existam duas p-extensões abelianas não ramificadas K,L �
L1L2, com condpKq � m1 � p1p2 . . . ps1 , condpLq � m2 � p11p

1
2 . . . p

1
s2 , s � s1 � s2,

mdcpm1,m2q � 1 e n � m1m2. Considere ainda os conjuntos Y, Y 1, P, P 1, L e L1 como
no Lema 4.1.1, e α � pα1, α2, . . . , αsq P H, sendo H o subgrupo de Z�

n isormorfo a
GalpQpζnq{Qq que fixa L1L2. Nessa seção estamos interessados em obter a quantidade
Si,jL�L1 de elementos β P H de forma que ri1r

j
2β coincide com �α exatamente nas co-

ordenadas y1, y2, . . . , yu, y
1
1, y

1
1, . . . , y

1
u1 (isto é, nas coordenadas de Y � Y 1). Também

faremos o uso da notação Si,jl1,l2,...,ls1�u,l
1
1,l

1
2,...,l

1
s2�u1

para descrever a quantidade Si,jL�L1 .

O próximo teorema fornecerá os valores de Si,jL�L1 por meio das quantidades AL̃�L̃1 ,
onde L̃ e L̃1 são subconjuntos de L e L1, respectivamente. Considere ql0 � ql10 � 1.
Note também que A0 � 1, pois A0 � AL�L1 , quando Y � P e Y 1 � P 1.

Teorema 5.0.2. Com as notações do Lema 4.1.1, sejam ũ � u � u1 e ls1�u�1 �
l11, ls1�u�2 � l12, . . . , ls�ũ � l1s2�u1. Então:

1. Para i � j � 0, temos que

S0,0
l1,l2,...,ls�ũ �

s�ũ̧

k�0

�
p�1qk

¸
1¤t1 t2 ��� ts�ũ�k¤s�ũ

Alt1 ,lt2 ,...,lts�ũ�k

�
.

2. Para i � 0 e j � 0 ou i � 0 e j � 0,

2-a)Temos que
Si,jlt1 ,lt2 ,...,ltk

� 0 e Si,jl1
t11
,l1
t12
,...,l1

t1
k1

� 0,

para todo k � 0, 1, . . . , s1 � u, k1 � 0, 1, . . . , s2 � u1, com

l1 ¤ lt1 , lt2 , . . . , ltk ¤ ls1�u e l11 ¤ l1t11 , l
1
t12
, . . . , l1t1

k1
¤ ls2�u1 .

2-b)Se 1 ¤ u ¤ s1 � 1 e 1 ¤ u1 ¤ s2 � 1, temos que

Si,jl1,l2,...,ls1�u,l
1
1,l

1
2,...,l

1
s2�u1

�
s1�u�1¸
k�0

s2�u1�1¸
k1�0

p�1qk�k1Ãk,k1 ,

onde Ãk,k1 é a quantidade ¸
1¤t1 t2 ��� ts1�u�k¤s1�u e 1¤t11 t12 ��� t1s2�u1�k1

¤s2�u1
Alt1 ,lt2 ...,lts1�u�k

,l1
t11
,l1
t12
,...,l1

t1
s2�u1�k1

.

3. Para i � 0 e j � 0,

3-a)Se i � �j pmod pq e i � �t̃j pmod pq então:

i)Temos que
Si,jlt1 ,lt2 ,...,ltk

� Si,jl1
t11
,l1
t12
,...,l1

t1
k1

� 0,

para todo k � 0, 1, . . . , s1 � u e k1 � 0, 1, . . . , s2 � u1.
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ii)Se 1 ¤ u ¤ s1 � 1 e 1 ¤ u1 ¤ s2 � 1, temos que

Si,jl1,l2,...,ls1�u,l
1
1,l

1
2,...,l

1
s2�u1

�
s1�u�1¸
k�0

s2�u1�1¸
k1�0

p�1qk�k1Ãk,k1 ,

onde Ãk,k1 é a quantidade¸
1¤t1 t2 ��� ts1�u�k¤s1�u e 1¤t11 t12 ��� t1s2�u1�k1

¤s2�u1
Alt1 ,lt2 ...,lts1�u�k

,l1
t11
,l1
t12
,...,l1

t1
s2�u1�k1

.

3-b)Se i � �j pmod pq então:

i)Temos que
Si,jlt1 ,lt2 ,...,ltk

� 0,
para todo k � 0, 1, . . . , s1 � u.

ii)Se 0 ¤ u1 ¤ s2 � 1 obtemos que

Si,jl1,l2,...,ls1�u,l
1
1,l

1
2,...,l

1
s2�u1

�
s1�u̧

k�0

s2�u1�1¸
k1�0

p�1qk�k1Ãk,k1 ,

onde Ãk,k1 é a quantidade¸
1¤t1 t2 ��� ts1�u�k¤s1�u e 1¤t11 t12 ��� t1s2�u1�k1

¤s2�u1
Alt1 ,lt2 ...,lts1�u�k

,l1
t11
,l1
t12
,...,l1

t1
s2�u1�k1

,

se 0 ¤ k ¤ s1 � u� 1 e,

Ãps1�uq,k1
¸

1¤t11 t12 ��� t1s2�u1�k1
¤s2�u1

Al1
t11
,l1
t12
,...,l1

t1
s2�u1�k1

.

3-c)Se i � �tj pmod pq então:

i)Temos que
Si,jl1
t11
,l1
t12
,...,l1

t1
k1

� 0,

para todo k1 � 0, 1, . . . , s2 � u1.

ii)Se 0 ¤ u ¤ s1 � 1 obtemos que

Si,jl1,l2,...,ls1�u,l
1
1,l

1
2,...,l

1
s2�u1

�
s1�u�1¸
k�0

s2�u1¸
k1�0

p�1qk�k1Ãk,k1 ,

onde Ãk,k1 é a quantidade¸
1¤t1 t2 ��� ts1�u�k¤s1�u e 1¤t11 t12 ��� t1s2�u1�k1

¤s2�u1
Alt1 ,lt2 ...,lts1�u�k

,l1
t11
,l1
t12
,...,l1

t1
s2�u1�k1

,

se 0 ¤ k1 ¤ s2 � u1 � 1 e,

Ãk,ps2�u1q
¸

1¤t1 t2 ��� ts1�u�k¤s1�u
Alt1 ,lt2 ,...,lts1�u�k

.
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Demonstração.

1. Temos que

S0,0
l1,...,ls�ũ � Al1,...,ls�ũ �

s�ũ̧

k�1

� ¸
1¤t1 t2 ��� ts�ũ�k¤s�ũ

S0,0
lt1 ,...,lts�ũ�k

�
. (5.1)

Além disso,
s�ũ̧

t�1
S0,0
lt
�

s�ũ̧

t�1
Alt �

�
s� ũ

1



S0,0

0 ,

¸
1¤t1 t2¤s�ũ

S0,0
lt1 ,lt2

�
¸

1¤t1 t2¤s�ũ
Alt1 ,lt2 �

�
s� ũ� 1

1


 s�ũ̧

t�1
S0,0
lt
�
�
s� ũ

2



S0,0

0 ,

¸
1¤t1 t2 t3¤s�ũ

S0,0
lt1 ,lt2 ,lt3

�
¸

1¤t1 t2 t3¤s�ũ
Alt1 ,lt2 ,lt3 �

�
s� ũ� 2

1


 ¸
1¤t1 t2¤s�ũ

S0,0
lt1 ,lt2

�
�
s� ũ� 1

2


 s�ũ̧

t�1
S0,0
lt
�
�
s� ũ

3



S0,0

0 .

Continuando o processo, para todo 1 ¤ k ¤ s� ũ, o valor de¸
t1 t2 ... ts�ũ�k

S0,0
lt1 ,lt2 ,��� ,lts�ũ�k

é dado por

¸
t1 t2 ��� ts�ũ�k

Alt1 ,lt2 ,...,lts�ũ�k
�
s�ũ�k�1¸
d�0

��
k � pd� 1q
d� 1


 ¸
t1 t2 ��� ts�ũ�k�1�d

S0.0
lt1 ,lt2 ,...,lts�ũ�k�1�d

�
.

Assim, substituindo o valor de
¸

t1 t2 ... ts�ũ�1

S0,0
lt1 ,lt2 ,��� ,lts�ũ�1

, obtido acima, na equa-

ção (5.1) temos que

S0,0
l1,l2...,ls�ũ

� Al1,l2...,ls�ũ �

� ¸
t1 t2 ��� ts�ũ�1

Alt1 ,lt2 ,...,lts�ũ�1

�

�
2
1


 ¸
t1 t2 ��� ts�ũ�2

S0,0
lt1 ,lt2 ,...,lts�ũ�2

�

�
3
2


 ¸
t1 ... ts�ũ�3

S0,0
lt1 ,...,lts�ũ�3

� � � �

� � � �

�
s� ũ� 2
s� ũ� 3


 ¸
t1 t2

S0,0
lt1 ,lt2

�

�
s� ũ� 1
s� ũ� 2


 s�ũ̧

t�1
S0,0
lt

�

�
s� ũ

s� ũ� 1



S0,0

0

�

�
¸

t1 ... ts�ũ�2

S0,0
lt1 ,...,lts�ũ�2

� � � � �
¸
t1 t2

S0,0
lt1 ,lt2

�
s�ũ̧

t�1
S0,0
lt

� S0,0
0

� Al1,l2,...,ls�ũ �
¸

t1 t2 ��� ts�ũ�1

Alt1 ,lt2 ,...,lts�ũ�1
�

¸
t1 t2 ��� ts�ũ�2

S0,0
lt1 ,lt2 ,...,lts�ũ�2

�

�
1 �

�
3
2


� ¸
t1 t2 ��� ts�ũ�3

S0,0
lt1 ,lt2 ,...,lts�ũ�3

� � � �

� � � �

�
1 �

�
s� ũ� 2
s� ũ� 3


� ¸
t1 t2

S0,0
lt1 ,lt2

�

�
1 �

�
s� ũ� 1
s� ũ� 2


� s�ũ̧
t�1

S0,0
lt

�

�
1 �

�
s� ũ

s� ũ� 1


�
S0,0

0 .
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Dessa forma, substituindo o valor de
¸

t1 t2 ... ts�ũ�2

S0,0
lt1 ,lt2 ,��� ,lts�ũ�2

, temos que

S0,0
l1,l2...,ls�ũ

� Al1,l2...,ls�ũ �
¸

t1 t2 ��� ts�ũ�1

Alt1 ,lt2 ,...,lts�ũ�1

�

� ¸
t1 t2 ��� ts�ũ�2

Alt1 ,lt2 ,...,lts�ũ�2
�

�
3
1


 ¸
t1 t2 ��� ts�ũ�3

S0,0
lt1 ,lt2 ,...,lts�ũ�3

� � � �

� � � �

�
s� ũ� 2
s� ũ� 4


 ¸
t1 t2

S0,0
lt1 ,lt2

�

�
s� ũ� 1
s� ũ� 3


 s�u̧

t�1
S0,0
lt

�

�
s� ũ

s� ũ� 2



S0,0

0

�

�

�
1 �

�
3
2


� ¸
t1 t2 ��� ts�ũ�3

S0,0
lt1 ,lt2 ,...,lts�ũ�3

� � � �

� � � �

�
1 �

�
s� ũ� 2
s� ũ� 3


� ¸
t1 t2

S0,0
lt1 ,lt2

�

�
1 �

�
s� ũ� 1
s� ũ� 2


� s�u̧
t�1

S0,0
lt

�

�
1 �

�
s� ũ

s� ũ� 1


�
S0,0

0

�
2̧

k�0

�
p�1qk

¸
t1 t2 ��� ts�ũ�k

Alt1 ,lt2 ,...,lts�ũ�k

�

�
s�ũ̧

k�3

��
�

�
k

k � 1



�

�
k

k � 2



� 1

� ¸
t1 t2 ��� ts�ũ�k

S0,0
lt1 ,lt2 ,...,lts�ũ�k

�
.

Pela Proposição 5.0.1,

�
�
�

3
2



�
�

3
1



� 1

�
� 0� 1 � 1.

Logo,

S0,0
l1,l2...,ls�ũ �

2̧

k�0

�
p�1qk

¸
t1 t2 ��� ts�ũ�k

Alt1 ,lt2 ,...,lts�ũ�k

�

�
¸

t1 t2 ��� ts�ũ�3

S0,0
lt1 ,lt2 ,...,lts�ũ�3

�
s�ũ̧

k�4

��
�
�

k
k � 1



�
�

k
k � 2



� 1

� ¸
t1 t2 ��� ts�ũ�k

S0,0
lt1 ,lt2 ,...,lts�ũ�k

�

�
2̧

k�0

�
p�1qk

¸
t1 t2 ��� ts�ũ�k

Alt1 ,lt2 ,...,lts�ũ�k

�

�
¸

t1 t2 ��� ts�ũ�3

Alt1 ,lt2 ,...,lts�ũ�3

�
s�ũ�4¸
d�0

��
3� pd� 1q
d� 1


 ¸
t1 t2 ��� ts�ũ�4�d

S0,0
lt1 ,lt2 ,...,lts�ũ�4�d

�

�
s�ũ̧

k�4

��
�
�

k
k � 1



�
�

k
k � 2



� 1

� ¸
t1 t2 ��� ts�ũ�k

S0,0
lt1 ,lt2 ,...,lts�ũ�k

�
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�
3̧

k�0

�
p�1qk

¸
t1 t2 ��� ts�ũ�k

Alt1 ,lt2 ,...,lts�ũ�k

�

�
s�ũ̧

k�4

��
3̧

v�1

�
p�1qs

�
k

k � v


�
� 1

� ¸
t1 t2 ��� ts�ũ�k

S0,0
lt1 ,lt2 ,...,lts�ũ�k

�
.

Observe que pela Proposição 5.0.1, para todo inteiro k,

k�1̧

v�1

�
p�1qv

�
k

k � v


�
� 1 �

"
1, se k é ı́mpar
�1 se k é par

.

Logo,

S0,0
l1,l2...,ls�ũ �

4̧

k�0

�
p�1qk

¸
t1 t2 ��� ts�ũ�k

Alt1 ,lt2 ,...,lts�ũ�k

�

�
s�u̧

k�5

��
4̧

v�1

�
p�1qv

�
k

k � v


�
� 1

� ¸
t1 t2 ��� ts�ũ�k

S0,0
lt1 ,lt2 ,...,lts�ũ�k

�
.

Portanto, continuando o processo

S0,0
l1,l2...,ls�ũ �

s�ũ�1¸
k�0

p�1qk
¸

t1 t2 ��� ts�ũ�k
Alt1 ,lt2 ,...,lts�ũ�k

�
�
s�ũ̧

v�1

�
p�1qv

�
k

k � v


�
� 1

� ¸
t1 t2 ��� ts�ũ�k

S0,0
0

�
s�ũ̧

k�0
p�1qk

¸
t1 t2 ��� ts�ũ�k

Alt1 ,lt2 ,...,lts�ũ�k .

2. Faremos a prova para o caso i � 0 e j � 0, o caso i � 0 e j � 0 seguirá de maneira

análoga bastando observar que rj2 � prj11 , r
j
12 , . . . , r

j
1s1
, rt̃j1s1�1 , r

t̃j
1s1�2 , . . . , r

t̃j
1sq.

2.a) Se β � pβ1, β2, . . . , βsq P Z�
n satisfaz α � βri1 � 0, então �βri1 � α P H, ou ainda,

β � �αrn�i1 . Como, n � 0 pmod pq, então n � i � �i pmod pq e assim, �α P H e
rn�i1 R H. Logo β R H e dessa forma, não existe β P H tal que α � βri1 � 0, portanto
Si,00 � 0, para 1 ¤ i ¤ p� 1.

Suponhamos agora que β � pβ1, β2, . . . , βsq P Z�
n satisfaz ri1kβk � �αk, para todo

1 ¤ k ¤ s1, então

pri11 , r
i
12 , . . . , r

i
1s1
, 1, . . . , 1qpβ1, β2, . . . , βs1 , 1, . . . , 1q � p�α1,�α2, . . . ,�αs1 , 1, . . . , 1q

� ΠP p�αq � ΠP 1p1q P H.

Contudo, pelo Corolário 4.1.6,

pri11 , r
i
12 , . . . , r

i
1s1
, 1, . . . , 1q R H,
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dessa forma
pβ1, β2, . . . , βs1 , 1, . . . , 1q R H

e assim, β R H. Portanto, Si,0l1
t11
,l1
t12
,...,l1

t1
k1

� 0, para todo k1 � 1, 2, . . . , s2 � u1.

De forma análoga, segue que Si,0lt1 ,lt2 ,...,ltk
� 0, para k � 1, 2, . . . , s1 � u, bastando

notar que p1, 1, . . . , 1, ri1s1�1 , r
i
1s1�2 , . . . , r

i
1sq R H.

2.b) Para cada lt P L, l1t1 P L1, considere Yt � P ztltu e Y 1
t1 � P 1ztl1t1u, temos que�

�α1r
n�i
11 ,�α2r

n�i
12 , . . . ,�αlt�1r

n�i
1lt�1

,�αlt�1r
n�i
1lt�1

, . . . ,�αs1r
n�i
1s1

	
,

e �
�αs1�1r

n�i
1s1�1

,�αs1�2r
n�i
1s1�2

, . . . ,�αs1�l1t1�1
rn�i1s1�l1

t1�1

,�αs1�l1t1�1
rn�i1s1�l1

t1�1

, . . . ,�αsr
n�i
1s



,

são elementos de Z�
pm1{pltq e Z��

m2{p1
l1
t1

�, respectivamente. Como

Z�
pm1{pltq � Z��

m2{p1
l1
t1

� � ZYt � ZY 1
t1
� ΠYtpHq � ΠY 1

t1
pHq � ΠYt�Y 1

t1
pHq,

existe γ � pγ1, γ2, . . . , γsq P H de forma que para todo k P t1, 2, . . . , suztlt1 , l1t11u temos

que ri1kγk � �αk, e pelo item 2.a) ri1ltγlt � �αlt e ri1l1
t1

γl1
t1
� �αl1

t1
.

Portanto,

Si,0lt,l1t1
� |Π�1

Yt�Y 1
t1
pγq| � Si,0lt � Si,0l1

t1
� Si,00

� Alt,l1t1 � 0� 0� 0
� Alt,l1t1 .

Agora, sejam l1 ¤ lt1   lt2   lt3 ¤ ls�u, com lt1 P L e lt3 P L1 (tomamos lt3 ao
invés de l1t1 para facilitar as contas). Assim como no argumento acima, existe γ �
pγ1, γ2, . . . , γsq P H de forma que para todo t P t1, 2, . . . , suztlt1 , lt2 , lt3u temos que
ri1tγt � �αt. Logo,

Si,0lt1 ,lt2 ,lt3 � Alt1 ,lt2 ,lt3 � Si,0lt1 ,lt2 � Si,0lt1 ,lt3 � Si,0lt2 ,lt3 � Si,0lt1 � Si,0lt2 � Si,0lt3 � Si,00

�
"
Alt1 ,lt2 ,lt3 � Alt1 ,lt3 � Alt2 ,lt3 , se lt2 P L
Alt1 ,lt2 ,lt3 � Alt1 ,lt2 � Alt1 ,lt3 , se lt2 P L1 .

Generalizando, temos que o fator Si,0l1,l2,...,ls1�u,l
1
1,l

1
2,...,l

1
s2�u1

é dado por

Al1,l2,...,ls1�u,l
1
1,l

1
2,...,l

1
s2�u1

�
¸

t1 t2 ... te e t11 t
1
2 ... t

1
e1

e�e1�s�ũ�1

Si,0lt1 ,lt2 ...,lte ,l11,l12,...,l1e1

�
¸

t1 t2 ... te e t11 t
1
2 ... t

1
e1

e�e1�s�ũ�2

Si,0lt1 ,lt2 ...,lte ,lt11
,lt12

...,lt1
e1

� � � �
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� � � �
�
� ¸
t1 t2 t3

Si,0lt1 ,lt2 ,lt3 �
¸

t1 t2, lt1PL1
Si,0lt1 ,lt2 ,l1t1

�
¸

t11 t12, ltPL
Si,0lt,l1

t11
,l1
t12

�
¸

t11 t12 t13
Si,0l1
t11
,l1
t12
,l1
t13

�



�
�
� ¸
t1 t2

Si,0lt1 ,lt2 �
¸

ltPL, lt1PL1
Si,0lt,l1t1

�
¸
t11 t12

Si,0l1
t11
,l1
t12

�



�
�
s1�u̧

t�1
Si,0lt �

s2�u1¸
t1�1

Si,0l1
t1

�
� Si,00 ,

onde e, e1 ¥ 0.
Pelo item 2.a) podemos descartar as parcelas em que e � 0 ou e1 � 0, assim,

Si,0l1,l2,...,ls1�u,l
1
1,l

1
2,...,l

1
s2�u1

é igual a

Al1,l2,...,ls1�u,l
1
1,l

1
2,...,l

1
s2�u1

�
¸

t1 t2 ... td e t11 t
1
2 ... t

1
d1

d�d1�s�ũ�1

Si,0lt1 ,lt2 ...,ltd ,l11,l12,...,l1d1

�
¸

t1 t2 ... td e t11 t
1
2 ... t

1
d1

d�d1�s�ũ�2

Si,0lt1 ,lt2 ...,ltd ,lt11
,lt12

...,lt1
d1

� � � �

� � � �
�
� ¸
t1 t2, lt1PL1

Si,0lt1 ,lt2 ,l1t1
�

¸
t11 t12, ltPL

Si,0lt,l1
t11
,l1
t12

�

� ¸

ltPL, lt1PL1
Si,0lt,l1t1

,

com d, d1 ¥ 1.
Logo, de forma análoga ao caso 1., segue que Si,jl1,l2,...,ls1�u,l

1
1,l

1
2,...,l

1
s2�u1

é

Al1,l2,...,ls1�u,l
1
1,l

1
2,...,l

1
s2�u1

�
¸

t1 t2 ... td e t11 t
1
2 ... t

1
d1

d�d1�s�ũ�1

Alt1 ,lt2 ...,ltd ,l11,l12,...,l1d1

�
¸

t1 t2 ... td e t11 t
1
2 ... t

1
d1

d�d1�s�ũ�2

Alt1 ,lt2 ...,ltd ,lt11
,lt12

...,lt1
d1
� � � �

� � � �p�1qs�ũ�3

�
� ¸
t1 t2, lt1PL1

Alt1 ,lt2 ,l1t1 �
¸

t11 t12, ltPL
Alt,l1

t11
,l1
t12

�



� p�1qs�ũ�2
¸

ltPL, lt1PL1
Alt,l1t1 ,

com d, d1 ¥ 1. Ou ainda,

Si,jl1,l2,...,ls1�u,l
1
1,l

1
2,...,l

1
s2�u1

�
s1�u�1¸
k�0

s2�u1�1¸
k1�0

p�1qk�k1Ãk,k1 ,

onde Ãk,k1 é a quantidade ¸
1¤t1 t2 ��� ts1�u�k¤s1�u e 1¤t11 t12 ��� t1s2�u1�k1

¤s2�u1
Alt1 ,lt2 ...,lts1�u�k

,l1
t11
,l1
t12
,...,l1

t1
s2�u1�k1

.

3. Seja i � 0 e j � 0.
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3.a) Pelo Corolário 4.1.6, desde que i � �j pmod pq e i � �t̃j pmod pq temos que

pri�j11 , ri�j12 , . . . , ri�j1s1
, 1, 1, . . . , 1q R H e p1, 1, . . . , 1, ri�t̃j1s1�1 , r

i�t̃j
1s1�2 , . . . , r

i�t̃j
1s q R H.

Portanto, o resultado segue de forma análoga ao caso 2.

3.b) Para i � �j pmod pq.
i) Note inicialmente que i � �t̃j pmod pq. Logo, pelo Corolário 4.1.6 , segue

que pri�j11 , ri�j12 , . . . , ri�j1s1
, 1, 1, . . . , 1q P H e p1, 1, . . . , 1, ri�t̃j1s1�1 , r

i�t̃j
1s1�2 , . . . , r

i�t̃j
1s q R H.

Dessa forma, assim como no caso 2.a), segue que

Si,0lt1 ,lt2 ,...,ltk
� 0,

para todo k � 0, 1, . . . , s1 � u.

ii) Suponha que u1 � s2. Logo, utilizando a construção feita em 2. observando o
item i), obtemos que o valor de

Si,jl1,l2,...,ls1�u,l
1
1,l

1
2,...,l

1
s2�u1

é dado por:

Al1,l2,...,ls1�u,l
1
1,l

1
2,...,l

1
s2�u1

�
¸

t1 t2 ... te e t11 t
1
2 ... t

1
e1

d�d1�s�ũ�1

Si,jlt1 ,lt2 ...,ltd ,l11,l12,...,l1d1

�
¸

t1 t2 ... td e t11 t
1
2 ... t

1
d1

d�d1�s�ũ�2

Si,jlt1 ,lt2 ...,ltd ,lt11
,lt12

...,lt1
d1

� � � �

� � � �
�
� ¸
t1 t2, lt1PL1

Si,jlt1 ,lt2 ,l1t1
�

¸
t11 t12, ltPL

Si,jlt,l1
t11
,l1
t12

�
¸

t11 t12 t13
Si,jl1
t11
,l1
t12
,l1
t13

�



�
�
� ¸
ltPL, lt1PL1

Si,jlt,l1t1
�

¸
t11 t12

Si,jl1
t11
,l1
t12

�

� s2�u1¸

t1�1
Si,jl1
t1
,

com d ¥ 0 e d1 ¥ 1. Ou seja,

Al1,l2,...,ls1�u,l
1
1,l

1
2,...,l

1
s2�u1

�
¸

t1 t2 ... td e t11 t
1
2 ... t

1
d1

d�d1�s�ũ�1

Alt1 ,lt2 ...,ltd ,l11,l12,...,l1d1

�
¸

t1 t2 ... td e t11 t
1
2 ... t

1
d1

d�d1�s�ũ�2

Alt1 ,lt2 ...,ltd ,lt11
,lt12

...,lt1
d1
� � � �

� � � �p�1qs�ũ�3

�
� ¸
t1 t2, lt1PL1

Alt1 ,lt2 ,l1t1 �
¸

t11 t12, ltPL
Alt,l1

t11
,l1
t12
�

¸
t11 t12 t13

Al1
t11
,l1
t12
,l1
t13

�



� p�1qs�ũ�2

�
� ¸
ltPL, lt1PL1

Alt,l1t1 �
¸
t11 t12

Al1
t11
,l1
t12

�

� p�1qs�ũ�1

s2�u1¸
t1�1

Al1
t1
,
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Apêndice A: Caso linearmente disjunto

com d ¥ 0 e d1 ¥ 1. Dessa forma,

Si,jl1,l2,...,ls1�u,l
1
1,l

1
2,...,l

1
s2�u1

�
s1�u̧

k�0

s2�u1�1¸
k1�0

p�1qk�k1Ãk,k1 ,

onde Ãk,k1 é a quantidade¸
1¤t1 t2 ��� ts1�u�k¤s1�u e 1¤t11 t12 ��� t1s2�u1�k1

¤s2�u1
Alt1 ,lt2 ...,lts1�u�k

,l1
t11
,l1
t12
,...,l1

t1
s2�u1�k1

,

se 0 ¤ k ¤ s1 � u� 1 e,

Ãps1�uq,k1
¸

1¤t11 t12 ��� t1s2�u1�k1
¤s2�u1

Al1
t11
,l1
t12
,...,l1

t1
s2�u1�k1

.

3.c) Segue de forma análoga ao caso 3.b), apenas observando que se i � �t̃j pmod pq,
então i � �j pmod pq.

Substituindo as quantidade AL̃�L̃1 obtidas no Lema 4.1.1 no teorema anterior, segue
que:

Corolário 5.0.3. Com as notações do teorema anterior, considerando

DL :� Dl1,l2,...,ls1�u
�

s1�u�1¸
k�0

�
�����p�1qk

¸
t1 t2 ... ts1�u�k

ts1�u�k¹
t�t1

qlt

p

�
�����

e,

D1
L1 :� Dl11,l

1
2,...,l

1
s2�u1

�
s2�u1�1¸
k1�0

�
�������
p�1qk1

¸
t11 t12 ... ts12�u1�k1

t1
s2�u1�k1¹
t1�t11

q1l1
t1

p

�
�������
.

Então,

1. Para ũ � s, temos que S0,0
0 � 1 e Si,j0 � 0, se pi, jq � p0, 0q.

2. Para 0 ¤ u ¤ s1 � 1 e u1 � s2,

(a) Se i � �t̃j pmod pq, temos que

Si,jl1,l2...,ls1�u
� 0.

(b) Se i � j � 0, temos que

S0,0
l1,l2...,ls1�u

� DL � p�1qs1�u.
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Apêndice A: Caso linearmente disjunto

(c) Se i � �t̃j pmod pq, com pi, jq � p0, 0q, temos que

S0,0
l1,l2...,ls1�u

� DL.

3. Para u � s1 e 0 ¤ u1 ¤ s2 � 1,

(a) Se i � �j pmod pq, temos que

Si,jl11,l12...,l1s2�u1
� 0.

(b) Se i � j � 0, temos que

S0,0
l11,l

1
2...,l

1
s2�u1

� D1
L1 � p�1qs2�u1 .

(c) i � �j pmod pq, com pi, jq � p0, 0q, temos que

Si,jl11,l12...,l1s2�u1
� D1

L1 .

4. Para 0 ¤ u ¤ s1 � 1 e 0 ¤ u1 ¤ s2 � 1.

(a) Se i � j � 0, temos que

S0,0
l1,l2,...,ls1�u,l

1
1,l

1
2,...,l

1
s2�u1

� �
DL � p�1qs1�u� �D1

L1 � p�1qs2�u1
	
.

(b) Se i � �j pmod pq e i � �t̃j pmod pq temos que

Si,jl1,l2,...,ls1�u,l
1
1,l

1
2,...,l

1
s2�u1

� DLD
1
L1 .

(c) Se i � �j pmod pq, com pi, jq � p0, 0q, temos que

Si,jl1,l2,...,ls1�u,l
1
1,l

1
2,...,l

1
s2�u1

� �
DL � p�1qs1�u�D1

L1 .

(d) Se i � �tj pmod pq, com pi, jq � p0, 0q, temos que

Si,jl1,l2,...,ls1�u,l
1
1,l

1
2,...,l

1
s2�u1

� DL

�
D1
L1 � p�1qs2�u1

	
.

Faremos uso destes resultados para verificarmos a veracidade de três lemas auxiliares
destacados no Caṕıtulo 4 (Lemas 4.2.1, 4.2.2 e 4.2.3) a fim de obtermos a forma traço

integral, para isso denotaremos h � |H| � φpnq
p2 e utilizaremos a expressão
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S 1
l1,l2,...,ls1�u,l

1
1,l

1
2,...,l

1
s2�u1

� p�1qs�ũ
u¹
k�1

TrQpζpyk q{Q
�
ζ0
pyk

	 u1¹
k1�1

Tr
Q

��ζp1
y1
k1

�
{Q
�
ζ0
p1y
k1

	

� p�1qs�ũ
u¹
k�1

qyk

u1¹
k1�1

q1y1
k1

� p�1qs�ũ φpnq
s1�u¹
t�1

qlt

s2�u1¹
t1�1

q1l1
t1

, (5.2)

para pu, u1q � p0, 0q e

S 1
0 �

s1¹
k�1

qyk

s2¹
k1�1

q1y1
k1
� φpm1qφpm2q � φpnq.

Lema 5.0.4. Com as notações do Lema 4.2.1, temos que

TrL1L2{Qpt2q � 1
h
TrQpζnq{Qpt2q

� pm1 � 1qpm2 � 1q
p2 � m1pm2 � 1q � pm1 � 1qm2

p
� n.

Demonstração. Pela equação (4.1) temos que

TrQpζnq{Qpt2q � T 0
1 � T 1

1 � T 2
1 � � � � � T s�1

1 � T s1 ,

onde

T u1 � h

�
��� ¸
l1 l2 ... ld, l

1
1 l

1
2 ... l

1
d1

d�d1�u

S 1
l1,l2,...,ld,l

1
1,l

1
2,...,l

1
d1
S0,0
l1,l2,...,ld,l

1
1,l

1
2,...,l

1
d1

�
��� .

Conforme o Corolário 5.0.3, temos que S0,0
0 � 1, assim

T 0
1 � hS 1

0S
0,0
0 � h.φpnq.

Para o caso T 1
1 , temos que S 1

l � �φpnq
ql

e S 1
l1 � �φpnq

q1
l1

, para l P P e l1 P P 1. Logo,

T 1
1 � h

�
s1̧

l�1
S 1
lS

0,0
l �

s2̧

l1�1
S 1
l1S

0,0
l1

�

� h

�
s1̧

l�1
�φpnq

ql

�
ql
p
� 1



�

s2̧

l1�1
�φpnq

q1l1

�
q1l1
p
� 1


�

� h

�
s1̧

l�1

�
� φpnq

p
� φpnq

ql



�

s2̧

l1�1

�
� φpnq

p
� φpnq

q1l1


�

� �h
�

1
p

��
s1

s1 � 1



�
�

s2
s2 � 1


�
φpnq �

ş

k�1

φpnq
qk

�
.
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Note que, S 1
l1,l2 � φpnq

ql1ql2
, S 1

l,l1 � φpnq
qlq

1
l1

e S 1
l11,l

1
2
� φpnq

q1
l11
q1
l12

, para l, l1, l2 P P e l1, l11, l
1
2 P P 1.

Assim, a parcela T 2
1 é igual a

h

� ¸
l1 l2

φpnq

ql1ql2

�
ql1ql2
p

�
ql1 � ql2

p
� 1


�

¸
lPP, l1PP 1

φpnq

qlq1l1

�
qlq

1
l1

p2 �
ql � q1l1

p
� 1



�
¸
l11 l

1
2

φpnq

q1l11
q1l12

�
q1l11
q1l12
p

�
q1l11

� q1l12
p

� 1
���

� h

�
� ¸
lPP, l1PP 1

φpnq

p2 �
¸
l1 l2

φpnq

p
�
¸
l11 l

1
2

φpnq

p
�
¸
l1 l2

�
φpnq

pql1
�
φpnq

pql2



�
¸
l11 l

1
2

�
φpnq

pq1l11
�
φpnq

pq1l12

�

�
¸

lPP,l1PP 1

�
φpnq

pql
�
φpnq

pq1l1



�

¸
1¤k1 k2¤s

φpnq

qk1qk2

�

� h

�
1
p2 s1s2φpnq �

1
p

���
s1

s1 � 2



�

�
s2

s2 � 2


�
φpnq � ps1 � 1q

s1̧

l�1

φpnq

ql
� ps2 � 1q

s2̧

l1�1

φpnq

q1l1

� s2

s1̧

l�1

φpnq

ql
� s1

s2̧

l1�1

φpnq

q1l1

�
�

¸
1¤k1 k2¤s

φpnq

qk1qk2

�

� h

�
1
p2

��
s1

s1 � 1


�
s2

s2 � 1




φpnq �

1
p

���
s1

s1 � 2



�

�
s2

s2 � 2


�
φpnq

�

��
s1 � 1
s1 � 2



�

�
s2

s2 � 1


� s1̧

l�1

φpnq

ql
�

��
s2 � 1
s2 � 2



�

�
s1

s1 � 1


� s2̧

l1�1

φpnq

q1l1

�

�
¸

1¤k1 k2¤s

φpnq

qk1qk2

�
.

De forma análoga, olhando para os elementos de H que coincidem com �α em
exatamente três coordenadas, temos que a parcela correspondente a T 3

1 , na expressão
(4.1), é igual a

h

� ¸
l1 l2 l3

�
φpnq

ql1ql2ql3

�
ql1ql2ql3 � ql1ql2 � ql1ql3 � ql2ql3 � ql1 � ql2 � ql3

p
� 1



�
¸

l1 l2, l1PP 1

�
φpnq

ql1ql2q
1
l1

�
ql1ql2q

1
l1 � ql1ql1 � ql2ql1

p2 �
�ql1ql2 � ql1 � ql2 � q1l1

p
� 1



�
¸

lPP, l11 l
1
2

�
φpnq

qlq1l11
q1l12

�
qlq

1
l11
q1l12

� qlql11 � qlql12
p2 �

�q1l11
q1l12

� ql � q1l11
� q1l12

p
� 1
�

�
¸

l11 l
1
2 l

1
3

�
φpnq

q1l11
q1l12
q1l13

�
q1l11
q1l12
q1l13

� q1l11
q1l12

� q1l11
q1l13

� q1l12
q1l13

� q1l11
� q1l12

� q1l13
p

� 1
���

� �h

�
1
p2

���
s1

s1 � 1


�
s2

s2 � 2



�

�
s1

s1 � 2


�
s2

s2 � 1


�
φpnq

�

�
s1 � 1
s1 � 2


�
s2

s2 � 1


 s1̧

l�1

φpnq

ql
�

�
s1

s1 � 1


�
s2 � 1
s2 � 2


 s2̧

l1�1

φpnq

q1l1

�

�
1
p

���
s1

s1 � 3



�

�
s2

s2 � 3


�
φpnq �

��
s1 � 1
s1 � 3



�

�
s2

s2 � 2


� s1̧

l�1

φpnq

ql

�

��
s2 � 1
s2 � 3



�

�
s1

s1 � 2


� s2̧

l1�1

φpnq

q1l1
�

��
s1 � 2
s1 � 3



�

�
s2

s2 � 1


� ¸
l1 l2

φpnq

ql1ql2
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�

��
s1 � 1
s1 � 2



�

�
s2 � 1
s2 � 2


� ¸
lPP l1PP 1

φpnq

qlq1l1
�

��
s2 � 2
s2 � 3



�

�
s1

s1 � 1


� ¸
l11 l

1
2

φpnq

q1l11
q1l12

�



�
¸

1¤k1 k2 k3¤s

φpnq

qk1qk2qk3

�
.

Generalizando esse processo, analisando quando 0 ¤ ũ ¤ s � 1 coordenadas de
�α coincidem com elementos de H, precisamos tomar alguns cuidados com os ı́ndices.
Sejam 0 ¤ u ¤ s1, 0 ¤ u1 ¤ s2, d, d1 ¥ 1

dũ �
"
s1 � 1, se ũ ¡ s1
ũ� 2, se ũ ¤ s1

, d1ũ �
"
s2 � 1, se ũ ¡ s2
ũ� 2, se ũ ¤ s2

e considere que

�
si

si � c



� 0,

se c ¥ si, para i � 1, 2. Logo,

T ũ1 � p�1qũh
�

1
p2

�� ¸
d�d1�ũ

�
s1

s1 � d


�
s2

s2 � d1


�
φpnq

�
� ¸
d�d1�ũ�1

�
s1 � 1

ps1 � 1q � d


�
s2

s2 � d1


� s1̧

l�1

φpnq
ql

�
� ¸
d�d1�ũ�2

�
s1 � 2

ps1 � 2q � d


�
s2

s2 � d1


� ¸
l1 l2

φpnq
ql1ql2

�
� ¸
d�d1�ũ�3

�
s1 � 3

ps1 � 3q � d


�
s2

s2 � d1


� ¸
l1 l2 l3

φpnq
ql1ql2ql3

� � � �

� � � �p�1qdũ
� ¸
d�d1�ũ�dũ

�
s1 � dũ

ps1 � dũq � d


�
s2

s2 � d1


� ¸
l1 l2 ��� ldũ

φpnq
ql1ql2 . . . qldũ

�
� ¸
d�d1�ũ�1

�
s1

s1 � d


�
s2 � 1

ps2 � 1q � d1


� s2̧

l1�1

φpnq
q1l1

�
� ¸
d�d1�ũ�2

�
s1

s1 � d


�
s2 � 2

ps2 � 2q � d1


� ¸
l11 l12

φpnq
q1l11q

1
l12

�
� ¸
d�d1�ũ�3

�
s1

s1 � d


�
s2 � 3

ps2 � 3q � d1


� ¸
l11 l12 l13

φpnq
q1l11q

1
l12
q1l13

� � � �

� � � �p�1qd1ũ
�
� ¸
d�d1�ũ�d1ũ

�
s1

s1 � d


�
s2 � d1ũ

ps2 � d1ũq � d1


�� ¸
l11 l12 ��� l1d1

ũ

φpnq
q1l11q

1
l12
. . . q1l1

d1
ũ

�
� ¸
d�d1�ũ�2

�
s1 � 1

ps1 � 1q � d


�
s2 � 1

ps2 � 1q � d1


� ¸
lPP,l1PP 1

φpnq
qlq1l1

� � � �
�
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� 1
p

���
s1

s1 � ũ



�
�

s2
s2 � ũ


�
φpnq

�
��

s1 � 1
ps1 � 1q � pũ� 1q



�
�

s2
s2 � pũ� 1q


� s1̧

l�1

φpnq
ql

�
��

s2 � 1
ps2 � 1q � pũ� 1q



�
�

s1
s1 � pũ� 1q


� s2̧

l1�1

φpnq
q1l1

�
��

s1 � 2
s1 � ũ



�
�

s2
s2 � pũ� 2q


� ¸
l1 l2

φpnq
ql1ql2

�
��

s1 � 1
ps1 � 1q � pũ� 2q



�
�

s2 � 1
ps2 � 1q � pũ� 2q


� ¸
lPP,l1PP 1

φpnq
qlq1l1

�
��

s2 � 2
s2 � ũ



�
�

s1
s1 � pũ� 2q


� ¸
l11 l12

φpnq
q1l11q

1
l12

� � � �
�



�
¸

1¤k1 k2 ��� kũ¤s

φpnq
qk1qk2 . . . qkũ

�
.

Assim, T ũ1 é dado por:

p�1qũh
�

1
p2

ũ�2̧

u�u1�0
p�1qu�u1Γu,u1 � 1

p

ũ�1̧

u�u1�0
p�1qu�u1∆u,u1 �

¸
u�u1�ũ

p�1qu�u1Ωu,u1

�
,

onde

Ωu,u1 �
¸

LPPpP q, L1PPpP 1q

|L|�u e |L1|�u1

φpnq±u
l�1 ql

±u1

l1�1 q
1
l1

,

Γu,u1 �
� ¸
d�d1�ũ�pu�u1q

�
s1 � u

ps1 � uq � d


�
s2 � u1

ps2 � u1q � d1


�
Ωu,u1

e,

∆u,u1 �
��

s1 � u
s1 � pũ� u1q


�
s2 � u1

s2 � u1



�
�
s1 � u
s1 � u


�
s2 � u1

s2 � pũ� uq

�

Ωu,u1 ,

sendo PpP q e PpP 1q o conjuntos de todos os subconjuntos de P e P 1, respectivamente.

Observe que para ũ ¡ s1, os termos φpm2q, φpm2q
q1
l1
, φpm2q
q1
l11
q1
l12

, . . . , φpm2q
q1
l11
q1
l12
...q1

l1
ũ�s1�1

, não

aparecem multiplicando 1
p2 mas aparecem multiplicando 1

p
. Da mesma forma, para

ũ ¡ s2, os termos φpm1q, φpm1q
ql

, φpm1q
ql1ql2

, . . . , φpm1q
ql1ql2 ...qlũ�s2�1

não aparecem multiplicando 1
p2

mas aparecem multiplicando 1
p
.

O termo T s1 é dado por:

h

�
S 1

1,2...,sS
0,0
1,2...,s

�
� h

�
p�1qs φpnq

q1q2 . . . qs
pDP � p�1qs1q pD1

P 1 � p�1qs2q
�

� p�1qsh
�

1
p2

�
φpnq �

�
s1̧

l�1

φpnq
ql

�
s2̧

l1�1

φpnq
q1l1

�
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�
�
� ¸
l1 l2

φpnq
ql1ql2

�
¸

lPP,l1PP 1

φpnq
qlq1l1

�
¸
l11 l12

φpnq
q1l11q

1
l12

�

� � � �

� � � �p�1qs�2
¸

l1 l2 ... ls1�1,l11 l12 ... l1s2�1

φpnq
ql1ql2 . . . qls1�1q

1
l11
q1l12 . . . q

1
l1s2�1

�
�

� 1
p

�
�p�1qs1φpm2q � p�1qs1�1

s2̧

l1�1

φpm2q
q1l1

� p�1qs1�2
¸
l11 l12

φpm2q
q1l11q

1
l12

� � � �

� � � �
¸

l11 l12 ��� l1s2�1

φpm2q
q1l11q

1
l12
� � � q1l1s2�1

� p�1qs2φpm1q � p�1qs2�1
s1̧

l�1

φpm1q
ql

� p�1qs2�2
¸
l1 l2

φpm1q
ql1ql2

� � � � �
¸

l1 l2 ��� ls1�1

φpm1q
ql1ql2 � � � qls1�1

�
�� 1

�

.

Desse modo, considerando

au,d � p�1qd
�

s1 � u
ps1 � uq � d



e bu1,d1 � p�1qd1

�
s2 � u1

ps2 � u1q � d1



,

temos que o valor TrQpζnq{Qpt2q � T 0
1 � T 1

1 � T 2
1 � � � � � T s�1

1 � T s1 é dado por:

h

�
�����

�
����

s1̧

d�1
a0,d �

s2̧

d1�1
b0,d1

p
�

s1̧

d�1
a0,d

�
s2̧

d1�1
b0,d1

�

p2

�
�����φpnq

�

�
�����
s1�1̧

d�1
a1,d �

s2̧

d1�1
b0,d1

p
�

s1�1̧

d�1
aa1,d

�
s2̧

d1�1
b0,d1

�

p2

�
�����

s1̧

l�1

φpnq
ql

�

�
�����

s1̧

d�1
a0,d �

s2�1̧

d1�1
b1,d1

p
�

s1̧

d�1
aa0,d

�
s2�1̧

d1�1
b1,d1

�

p2

�
�����

s2̧

l1�1

φpnq
q1l1

�

�
�����
s1�2̧

d�1
a2,d �

s2̧

d1�1
b0,d1

p
�

s1�2̧

d�1
a2,d

�
s2̧

d1�1
b0,d1

�

p2

�
�����

¸
l1 l2

φpnq
ql1ql2

�

�
�����
s1�1̧

d�1
a1,d �

s2�1̧

d1�1
b1,d1

p
�

s1�1̧

d�1
a1,d

�
s2�1̧

d1�1
b1,d1

�

p2

�
�����

¸
lPP,l1PP 1

φpnq
qlq1l1
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�

�
�����

s1̧

d�1
a0,d �

s2�2̧

d1�1
b2,d1

p
�

s1̧

d�1
a0,d

�
s2�2̧

d1�1
b2,d1

�

p2

�
�����

¸
l11 l12

φpnq
q1l11q

1
l12

� � � �

� � � �

s2̧

d1�1
b0,d1

p
φpm2q �

s2�1̧

d1�1
b1,d1

p

s2̧

l1�1

φpm2q
q1l1

� � � � � bs2�1,1

p

¸
l11 l12 ��� l1s2�1

φpm2q±s2�1
t1�1 q

1
l1
t1

�

s1̧

d�1
a0,d

p
φpm1q �

s1�1̧

d�1
a1,d

p

s1̧

l�1

φpm1q
ql

� � � � � as1�1,1

p

¸
l1 l2 ��� ls1�1

φpm2q±s1�1
t�1 qlt

� φpnq �
ş

k�1

φpnq
qk

�
¸
k1 k2

φpnq
qk1qk2

� � � � �
¸

k1 k2 ... ks�1

φpnq
qk1qk2 . . . qks�1

� 1.

Como
s1�u̧

d�1
au,d � �1 �

s2�u1¸
d1�1

bu1,d1 ,

segue pela Proposição 5.0.1, que TrQpζnq{Qpt2q é igual a

h

�
���

2
p
�

1
p2


��φpnq � ş

k�1

φpnq

qk
�

¸
k1 k2

φpnq

qk1qk2

� � � � �
¸

k1 k2 ��� ks�1

φpnq

qk1qk2 . . . qks�1

�



�

�
1
p
�

1
p2


��φpm1q �
s1̧

l�1

φpm1q

ql
�
¸
l1 l2

φpm1q

ql1ql2
� � � � �

¸
l1 l2 ��� ls1�1

φpm1q

ql1ql2 . . . qls1�1

�



�

�
1
p
�

1
p2


��φpm2q �
s2̧

l1�1

φpm2q

q1l1
�
¸
l11 l

1
2

φpm2q

q1l11
q1l12

� � � � �
¸

l11 l
1
2 ��� l

1

s2�1

φpm2q

q1l11
q1l12

. . . q1l1
s2�1

�



� φpnq �
ş

k�1

φpnq

qk
�

¸
k1 k2

φpnq

qk1qk2

� � � � �
¸

k1 k2 ... ks�1

φpnq

qk1qk2 . . . qks�1

� 1

�
� .

No entanto,

m1m2 � pq1 � 1qpq2 � 1q � � � pqs1 � 1qpq11 � 1qpq12 � 1q � � � pq1s2 � 1q

� φpnq �
ş

k�1

φpnq
qk

�
¸
k1 k2

φpnq
qk1qk2

� � � � �
¸

k1 k2 ��� ks�1

φpnq
qk1qk2 . . . qks�1

� 1,

m1 � pq1 � 1qpq2 � 1q � � � pqs1 � 1q
� φpm1q �

s1̧

l�1

φpm1q
ql

�
¸
l1 l2

φpm1q
ql1ql2

� � � � �
¸

l1 l2 ��� ls1�1

φpm1q
ql1ql2 . . . qls1�1

� 1,

e

m2 � pq11 � 1qpq12 � 1q � � � pq1s2 � 1q

� φpm2q �
s2̧

l1�1

φpm2q
q1l1

�
¸
l11 l12

φpm2q
q1l11q

1
l12

� � � � �
¸

l11 l12 ��� l1s2�1

φpm2q
q1l11q

1
l12
. . . q1l1s2�1

� 1,
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Assim, o valor de TrQpζnq{Qpt2q é

h

�
m1m2 � 1 � pm1 � 1q � pm2 � 1q

p2 �
2pm1m2 � 1q � pm1 � 1q � pm2 � 1q

p
� n

�

� h

�
pm1 � 1qpm2 � 1q

p2 �
m1pm2 � 1q � pm1 � 1qm2

p
� n

�
.

Portanto, como TrL1L2{Qpt2q � 1
h
TrQpζnq{Qpt2q, segue que

TrL1L2{Qpt2q �
pm1 � 1qpm2 � 1q

p2 � m1pm2 � 1q � pm1 � 1qm2

p
� n.

Lema 5.0.5. Com as notações do Lema 4.2.2, para 1 ¤ i, j ¤ p� 1 temos que

TrL1L2{Qptpθi1qptqq �
1
h
TrQpζnq{Qptpθi1qptqq �

pm1 � 1qpm2 � 1q
p2 ,

e

TrL1L2{Qptpθj2qptqq �
1
h
TrQpζnq{Qptpθj2qptqq �

pm1 � 1qpm2 � 1q
p2 .

Demonstração. Basta observar que nesses casos, pelo Corolário 5.0.3, os termos que
aparecem na soma de T 0

2 � T 1
2 � � � � � T s2 são exatamente os que multiplicam o fator

1
p2 (coincidindo com os termos que aparecem multiplicando 1

p2 do lema anterior), pois

i � j pmod pq e i � t̃j pmod pq.
Por fim, o terceiro lema auxiliar é:

Lema 5.0.6. Com as notações do Lema 4.2.3 temos que:

1. Se i � �j pmod pq e i � �t̃j pmod pq, então

TrL1L2{Qptpθi1 � θj2qptqq �
1
h
TrQpζnq{Qptpθi1 � θj2qptqq �

pm1 � 1qpm2 � 1q
p2 .

2. Se i � �j pmod pq, então

TrL1L2{Qptpθ
i
1 � θ

j
2qptqq �

1
h
TrQpζnq{Qptpθ

i
1 � θ

j
2qptqq �

pm1 � 1qpm2 � 1q
p2 �

m1pm2 � 1q
p

.

3. Se i � �t̃j pmod pq, então

TrL1L2{Qptpθ
i
1 � θ

j
2qptqq �

1
h
TrQpζnq{Qptpθ

i
1 � θ

j
2qptqq �

pm1 � 1qpm2 � 1q
p2 �

pm1 � 1qm2
p

.

Demonstração. Pela equação (4.1), temos que

TrQpζnq{Qptpθi1 � θj2qptqq � T 0
3 � T 1

3 � T 2
3 � � � � � T s�1

3 � T s3 ,

onde

T u3 � h

� ¸
k1 k2 ... ku

S 1
k1,k2,...,kuS

i,j
k1,k2,...,ku

�
.
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Aqui vamos separar em três casos:
Caso 1: i � �j pmod pq e i � �t̃j pmod pq. Note que este caso é parecido com o

feito no Lema 5.0.5. Assim,

TrL1L2{Qptpθi1 � θj2qptqq �
pm1 � 1qpm2 � 1q

p2 .

Caso 2: i � �j pmod pq.
Observe inicialmente que i � �t̃j pmod pq.
Para T 0

3 , segue do Corolário 5.0.3 que T 0
3 � hS 1

0S
i,j
0 � h.φpnq.0 � 0. Para o caso T 1

3
temos que,

T 1
3 � h

�
s1̧

l�1
S 1
lS

i,j
l �

s2̧

l1�1
S 1
l1S

i,j
l1

�

� h

�
s1̧

l�1
�φpnq

ql
.0�

s2̧

l1�1
�φpnq

q1l1
.
q1l1
p

�

� h

�
s2̧

l1�1
�φpnq

p

�

� �h
�

1
p

�
s2

s2 � 1



φpnq

�
.

Além disso, S 1
l1,l2 � φpnq

ql1ql2
, S 1

l1,l11
� φpnq

ql1q
1
l11

e S 1
l11,l

1
2
� φpnq

q1
l11
q1
l12

, para l1, l2 P P e l11, l
1
2 P P 1.

Assim, pelo Corolário 5.0.3, a parcela T 2
3 é igual a:

h

�
� ¸
l1 l2

φpnq
ql1ql2

0�
¸

lPP, l1PP 1

φpnq
qlq1l1

�
qlq

1
l1

p2 � q1l1
p



�

¸
l11 l12

φpnq
q1l11q

1
l12

�
q1l11q

1
l12

p
�
q1l11 � q1l12

p

��
�

� h

�
� ¸
lPP, l1PP 1

φpnq
p2 �

¸
l11 l12

φpnq
p

�
¸
l11 l12

�
φpnq
pq1l11

� φpnq
pq1l12

�
�

¸
lPP,l1PP 1

φpnq
pql

�
�

� h

�
1
p2 s1s2φpnq � 1

p

��
s2

s2 � 2



φpnq � ps2 � 1q

s2̧

l1�1

φpnq
q1l1

� s2

s1̧

l�1

φpnq
ql

��
.

Logo,

T 2
3 � h

�
1
p2

��
s1

s1 � 1


�
s2

s2 � 1


�
φpnq

� 1
p

��
s2

s2 � 2



φpnq �

�
s2

s2 � 1


 s1̧

l�1

φpnq
ql

�
�
s2 � 1
s2 � 2


 s2̧

l1�1

φpnq
q1l1

��
.

De forma análoga, o valor de T 3
3 é:
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h

� ¸
l1 l2 l3

� φpnq
ql1ql2ql3

0�
¸

l1 l2, l1PP 1
� φpnq
ql1ql2q

1
l1
pDl1,l2 � 1qD1

l1

�
¸

lPP, l11 l12
� φpnq
qlq1l11q

1
l12

pDl � 1qD1
l11,l

1
2
�

¸
l11 l12 l13

� φpnq
q1l11q

1
l12
q1l13
D1
l11,l

1
2,l

1
3

�
�

� h

� ¸
l1 l2, l1PP 1

� φpnq
ql1ql2q

1
l1

�
ql1ql2q

1
l1 � ql1ql1 � ql2ql1

p2 � q1l1
p




�
¸

lPP, l11 l12
� φpnq
qlq1l11q

1
l12

�
qlq

1
l11
q1l12 � qlql11 � qlql12

p2 �
�q1l11q

1
l12
� q1l11 � q1l12
p

�

�
¸

l11 l12 l13
� φpnq
q1l11q

1
l12
q1l13

�
q1l11q

1
l12
q1l13 � q1l11q

1
l12
� q1l11q

1
l13
� q1l12q

1
l13
� q1l11 � q1l12 � q1l13

p

��
� .

Ou seja,

T 3
3 � �h

�
1
p2

���
s1

s1 � 1


�
s2

s2 � 2



�
�

s1
s1 � 2


�
s2

s2 � 1


�
φpnq

�
�
s1 � 1
s1 � 2


�
s2

s2 � 1


 s1̧

l�1

φpnq
ql

�
�

s1
s1 � 1


�
s2 � 1
s2 � 2


 s2̧

l1�1

φpnq
q1l1

�

� 1
p

��
s2

s2 � 3



φpnq �

�
s2

s2 � 2


 s1̧

l�1

φpnq
ql

�
�
s2 � 1
s2 � 3


 s2̧

l1�1

φpnq
q1l1

�
�

s2
s2 � 1


 ¸
l1 l2

φpnq
ql1ql2

�
�
s2 � 1
s2 � 2


 ¸
lPP l1PP 1

φpnq
qlq1l1

�
�
s2 � 2
s2 � 3


 ¸
l11 l12

φpnq
q1l11q

1
l12

�
.

Para generalizar esse processo, analisando quando 0 ¤ ũ ¤ s � 1 coordenadas de
�αr�i1 r�j2 coincidem com elementos de H, sejam 0 ¤ u ¤ s1, 0 ¤ u1 ¤ s2, d, d1 ¥ 1 e

�
si

si � c



� 0,

se c ¥ si, para i � 1, 2. Então,

T ũ3 � p�1qũh
�

1
p2

ũ�2̧

u�u1�0
p�1qu�u1Γu,u1 � 1

p

ũ�1̧

u�u1�0
p�1qu�u1∆j

u,u1

�
,

onde

Γu,u1 �
� ¸
d�d1�ũ�pu�u1q

�
s1 � u

ps1 � uq � d


�
s2 � u1

ps2 � u1q � d1


�
Ωu,u1 ,

∆j
u,u1 �

�
s2 � u1

s2 � pũ� uq



Ωu,u1 ,
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e,

Ωu,u1 �
¸

LPPpP q, L1PPpP 1q

|L|�u e |L1|�u1

φpnq±u
k�1 qlk

±u1

k1�1 q
1
l1
k1

,

sendo PpP q e PpP 1q o conjuntos de todos os subconjuntos de P e P 1, respectivamente.

Observe que para ũ ¡ s1, os termos φpm2q, φpm2q
q1
l1
, φpm2q
q1
l11
q1
l12

, . . . , φpm2q
q1
l11
q1
l12
...q1

l1
ũ�s1�1

, não

aparecem multiplicando 1
p2 mas aparecem multiplicando 1

p
. Já para ũ ¡ s2, os termos

φpm1q, φpm1q
q1
l1
, φpm1q
q1
l11
q1
l12

, . . . , φpm1q
q1
l11
q1
l12
...q1

l1
ũ�s1�1

, não aparecem multiplicando 1
p2 nem 1

p
.

Agora, para o ı́ndice s temos que, T s3 � h
�
p�1qs φpnq

q1q2...qs
pDP � p�1qs1qD1

P 1

�
, ou seja,

T s3 � p�1qsh
�

1
p2

�
φpnq �

�
s1̧

l�1

φpnq
ql

�
s2̧

l1�1

φpnq
q1l1

�

�
�
� ¸
l1 l2

φpnq
ql1ql2

�
¸

lPP,l1PP 1

φpnq
qlq1l1

�
¸
l11 l12

φpnq
q1l11q

1
l12

�

� � � �

� � � �p�1qs�2
¸

l1 l2 ... ls1�1,l11 l12 ... l1s2�1

φpnq
ql1ql2 . . . qls1�1q

1
l11
q1l12 . . . q

1
l1s2�1

�
�

� 1
p

�
�p�1qs1φpm2q � p�1qs1�1

s2̧

l1�1

φpm2q
q1l1

� p�1qs1�2
¸
l11 l12

φpm2q
q1l11q

1
l12

� � � �

� � � �
¸

l11 l12 ��� l1s2�1

φpm2q
q1l11q

1
l12
� � � q1l1s2�1

�


�
� .

Somando todos os termos, obtemos pela Proposição 5.0.1 que TrQpζnq{Qpt2q{h é:

�
�

1
p
�

1
p2


��φpnq � ş

k�1

φpnq

qk
�

¸
k1 k2

φpnq

qk1qk2

� � � � �
¸

k1 k2 ��� ks�1

φpnq

qk1qk2 . . . qks�1

�



�

�
1
p
�

1
p2


��φpm1q �
s1̧

l�1

φpm1q

ql
�
¸
l1 l2

φpm1q

ql1ql2
� � � � �

¸
l1 l2 ��� ls1�1

φpm1q

ql1ql2 . . . qls1�1

�



�
1
p2

�
�φpm2q �

s2̧

l1�1

φpm2q

q1l1
�
¸
l11 l12

φpm2q

q1l11q
1
l12

� � � � �
¸

l11 l12 ��� l1s2�1

φpm2q

q1l11q
1
l12
. . . q1l1s2�1

�

.

Assim,

TrQpζnq{Qpt2q � h

�
m1m2 � 1� pm1 � 1q � pm2 � 1q

p2 � pm1m2 � 1q � pm1 � 1q
p

�

� h

�pm1 � 1qpm2 � 1q
p2 � m1pm2 � 1q

p

�
.

Portanto, neste caso
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TrL1L2{Qpt2q �
1
h
TrQpζnq{Qpt2q �

pm1 � 1qpm2 � 1q
p2 � m1pm2 � 1q

p
.

Caso 3: i � �t̃j pmod pq.
Segue de forma análoga ao Caso 2.
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Apêndice B: Caso mdcpm1,m2q � q,
com q primo

Para esta caṕıtulo iremos considerar p-extensões abelianas não ramificadas Km1

e Km2 de condutores m1 � p1p2 . . . pk e m2 � pkpk�1 . . . ps, respectivamente, com
p1, p2, . . . , ps inteiros primos distintos (em particular, mdcpm1,m2q � pk) e Km3 a
única p-extensão abeliana não ramificada de condutor

m3 � m1m2

p2
k

� p1p2 . . . pk�1pk�1 . . . ps,

contida em Km1Km2 . Sejam n � m1m2{pk e H o subgrupo de Z�
n que é isomorfo a

GalpQpζnq{Km1Km2q, ou seja, H é o subgrupo de Z�
n que fixa Km1Km2 . Considere

ainda os subgrupos

J1 � GalpQpζnq{Km1q, J2 � GalpQpζnq{Km2q, J3 � GalpQpζnq{Km3q ¤ Z�
n,

conforme a Figura 5.1:

Qpζnq oo // GalpQpζnq{Qpζnqq oo // t1Z�nu

Km1Km2
oo // GalpQpζnq{Km1Km2q oo // H

Kmi

p

oo // GalpQpζnq{Kmiq oo // Ji

rJi:Hs�p

Q

p

oo // GalpQpζnq{Qq oo // Z�
n

rZ�n :Jis�p

Figura 5.1: Correspondência de Galois de J1, J2 e J3.
Fonte: Próprio autor

O próximo lema é um resultado semelhante ao Lema 4.1.1, apresentado no caṕıtulo
4, o qual teve o propósito de analisar o núcleo das projeções canônicas sobre o grupo
H que fixava o compósito L1L2. Observe que para o caso estudado neste caṕıtulo, a
diferença é que o grupo Z�

n possui três subgrupos não triviais (a saber, J1, J2 e J3)
contendo o subgrupo H (que aqui fixa Km1Km2) fixando p-extensões de condutores
menores que n, ou equivalentemente, o compósito Km1Km2 contem três p-extensões
abelianas não ramificadas de condutor não cheio (Km1 , Km2 e Km3).
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Apêndice B: Caso mdcpm1,m2q � q, com q primo

Lema 5.0.7. Sejam Km1 e Km2 p-extensões abelianas não ramificadas de condutores
m1 � p1p2 . . . pk e m2 � pkpk�1 . . . ps, respectivamente, com mdcpm1,m2q � pk, de
forma que exista uma (e portanto a única) p-extensão abeliana não ramificada

Km3 � Km1Km2 ,

com condpKm3q � n
pk

, sendo n � m1m2
pk

. Tome X � t1, 2, . . . , su, Y � tyiuui�1 � X, com

1 ¤ y1   y2   . . .   yu ¤ s,

e a projeção canônica

ΠY : H ÝÑ ZY � Z�
py1

� Z�
py2

� � � � � Z�
pyu

α � pα1, α2, . . . , αsq ÞÝÑ ΠY pαq � pαy1 , αy2 , . . . , αyuq
.

Então,

ΠY pHq �
"

ZY , se P1, P2, P3 � Y
J̃i � ZY zPi se Pi � Y

,

para i � 1, 2, 3, onde P1 � t1, 2, . . . , ku, P2 � tk, k � 1, . . . , su, P3 � Xztku e J̃i é o
subgrupo de Z�

mi
isomorfo a GalpQpζmiq{Kmiq.

Demonstração. Note que, se i � j, então Pi Y Pj � X, e assim Pi Y Pj � Y.
Se Pi � Y , para i � 1, 2, 3 então ΠY pHq � ZY , pois caso contrário,

H ¤ ΠY pHq � ZXzY ¤ Z�
n,

com rZ�
n : Hs � p2, logo rZ�

n : ΠY pHq � ZXzY s � p ou p2. Supondo que

rZ�
n : ΠY pHq � ZXzY s � p,

temos que Km1Km2 possúı uma p-extensão abeliana não ramificada de condutor m,
com m dividindo py1py2 . . . pyu e como Pi � Y , então m � n e m � mi, para i � 1, 2, 3.
O que é um absurdo.

Supondo que
rZ�

n : ΠY pHq � ZXzY s � p2,

então Km1Km2 possúı condutor m   n, absurdo. Dessa forma, ΠY pHq � ZY .
Se Pi � Y , para algum i � 1, 2, 3, então Pj � Y zPi, para j � 1, 2, 3. Logo, pelo

argumento anterior, segue que ΠY zPipHq � ZY zPi . De forma análoga ao feito no Lema
4.1.1, obtemos que ΠPipHq � J̃i, assim ΠY pHq � J̃i � ZY zPi .

Seguem diretamente do lema anterior:

Corolário 5.0.8. Com as notações do lema anterior:

AXzY � | ker ΠY | �

$''''''&
''''''%

¹
jPXzY

ppj � 1q

p2 , se P1, P2, P3 � Y¹
jPXzY

ppj � 1q

p
, se Pi � Y

,

para algum i � 1, 2, 3.
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Apêndice B: Caso mdcpm1,m2q � q, com q primo

Corolário 5.0.9. Dados os grupos J1, J2, J3 e J̃1, J̃2, J̃3, como anteriormente definidos.
Então,

1. J1 � ΠP1pHq � ΠXzP1pHq � J̃1 � ZXzP1 � J̃1 � Zpk�1 � Zpk�2 � . . .� Zps ;

2. J2 � ΠP2pHq � ΠXzP2pHq � J̃2 � ZXzP2 � Zp1 � Zp2 � . . .� Zpk�1 � J̃2;

3. J3 � ΠP3pHq � ΠXzP3pHq � J̃3 � ZXzP3 � J̃3 � Zpk .

Além disso, H � J1 X J2 � J1 X J3 � J2 X J3.

Considere G � GalpKm1Km2{Qq �
 
θi1 � θj2

(
i,j�0,1...p�1 , onde θ1|Km2

é um gerador

de GalpKm2{Qq, com θ1|Km1
� IdKm1

e θ2|Km1
é um gerador de GalpKm1{Qq, com

θ2|Km2
� IdKm2

. Podemos considerar r1 e r2 em Z�
n tal que seus correspondentes em

GalpQpζnq{Qq são σr1 e σr2 , respectivamente, sendo σri |Km1Km2
� θi, para i � 1, 2.

Vejamos algumas relações entre os elementos ri1 e rj2 com os grupos J1, J2 e J3,
para 1 ¤ i, j ¤ p � 1. Inicialmente, observe que r1 fixa Km1 e restrito a Km2 gera
GalpKm2{Qq, ou seja, r1 P J1 e r1 R J2, J3. De forma análoga, r2 fixa Km2 e restrito a
Km1 gera GalpKm1{Qq, ou seja, r2 P J2 e r2 R J1, J3. Assim, pelo Corolário 5.0.9, temos
que para todo i � 1, 2, . . . , p� 1:

1. p1, 1, . . . , 1, γik�1, γ
i
k�2, . . . , γ

i
sq P J1, para cada combinação γt valendo r1t ou 1,

com k � 1 ¤ t ¤ s;

2. pγi1, γi2, . . . , γik�1, 1, 1, . . . , 1q P J2, para cada combinação γt valendo r1t ou 1, com
1 ¤ t ¤ k � 1;

3. p1, 1, . . . , 1, ri1k , 1, 1, . . . , 1q P J3.

Além disso, como r1 P J1 e r1 R J2, J3, segue que:

4. pri11 , r
i
12 , . . . , r

i
1k , γ

i
k�1, γ

i
k�2, . . . , γ

i
sq P J1, para cada combinação γt valendo r1t ou

1, com k � 1 ¤ t ¤ s;

5. pγi1, γi2, . . . , γik�1, r
i
1k , r

i
1k�1

, . . . , ri1sq R J2, para cada combinação γt valendo r1t ou
1, com 1 ¤ t ¤ k � 1;

6. pri11 , r
i
12 , . . . , r

i
1k , 1, r

i
1k�1

, ri1k�2
, . . . , ri1sq R J3.

Relacionando agora os produtos ri1r
j
2 com J1, J2 e J3, temos diretamente que ri1r

j
2 P

J1, se e somente se, j � 0 e ri1r
j
2 P J2, se e somente se, i � 0. Já para ri1r

j
2 P J3, temos

que:
Afirmação: Para cada i � 1, 2, . . . , p � 1 existe um único ji P t1, 2, . . . , p � 1u tal

que ri1r
ji
2 P J3. Além disso, ji � i.j1.

Com efeito, dados 0 ¤ j, v ¤ p � 1 segue que, r1r
j
2J3 � r1r

v
2J3 se, e somente se,

rj�v2 P J3, o que ocorre se, e somente se, j � v. Assim,
�p�1
j�0 r1r

j
2J3 é uma união

disjunta. Logo, �����
p�1¤
j�0

r1r
j
2J3

����� �
p�1̧

j�0
|J3| � p

φpnq
p

� φpnq � |Z�
n| .

Ou seja,
p�1¤
j�0

r1r
j
2J3 � Z�

n.
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Apêndice B: Caso mdcpm1,m2q � q, com q primo

Logo, existe j1 P t1, 2, . . . , p � 1u tal que r1r
j1
2 P J3 (note que r1 R J3, assim não pode

ocorrer de j1 � 0).
Por fim, como r1r

j1
2 P J3, então pr1r

j1
2 qi � ri1r

j1.i
2 P J3. A unicidade do par pi, jiq �

pi, i.j1q é imediata.

Observação 5.0.10. Note que, tomando θ12 � θj12 , temos que

GalpKm1Km2{Qq � tθi1 � pθ12qjup�1
i,j�0,

com r1r
1
2 fixando Km3 , onde r12 � rj12 .

A partir deste ponto em todo o resto deste caṕıtulo estaremos sempre exigindo
que a base GalpKm1Km2{Qq � tθi1 � θj2up�1

i,j�0, também satisfaça a Observação 5.0.10
(r1r2 P J3), isto é, o ı́ndice j1, como na Afirmação é j1 � 1.

O próximo resultado é uma adaptação de um lema apresentado na tese [7], o qual
nos será útil a seguir. Como sua prova pode ser feita de forma idêntica a encontrada
na referência, ela será aqui omitida.

Lema 5.0.11 ([7], pág. 35). Sejam α � pα1, α2, . . . , αsiq P J̃i ¤ ZPi , 1 ¤ q   si � #pPiq
e a projeção

Π : J̃i ÝÑ Z�
pj1
� Z�

pj2
� � � � � Z�

pjq

pα1, α2, . . . , αsiq ÞÝÑ Πpαq � pαj1 , αj2 , . . . , αjqq
,

com 1 ¤ j1   j2   . . .   jq ¤ si. Então,

| ker Π| �
±r

l�1ppil � 1q
p

,

onde 1 ¤ i1   i2   . . .   ir ¤ si são as coordenadas de α distintas dos j1, j2, . . . , jq.

Observação 5.0.12. Para facilitar as contas, para cada J̃i, com i � 1, 2, 3 e Π como no
lema anterior, consideraremos

AJ̃ii1,i2,...,ir :� | ker Π| � qi1qi1 . . . qir
p

.

Neste ponto queremos estabelecer um resultado semelhante ao Corolário 5.0.3 apre-
sentado no caṕıtulo anterior, readequando-o ao caso agora estudado. Dados os conjun-
tos P 1

1 � P1ztku, P 1
2 � P2ztku, L1 � tl1, l2, . . . , lt̃1u � P 1

1 e L2 � tl11, l12, . . . , l1̃t2u � P 1
2,

com
1 ¤ l1   l2   . . .   lt̃1   k   l11   l12   . . .   lt̃2 ¤ s,

considere Y 1
1 � ty1, y2, . . . , yt1u � P 1

1zL1
1, Y 1

2 � ty11, y12, . . . , y1t2u � P 1
2zL1

2, com

1 ¤ y1   y2   . . .   yt1   k   y11, y
1
2   . . .   y1t2 ¤ s.

Note que, t1 � t̃1 � k � 1 e t2 � t̃2 � s � k. Podemos ainda destacar os seguintes
conjuntos: Y � Y1 Y Y2, L � L1 Y L2 e X � t1, 2, . . . , su.

Dado α � pα1, α2, . . . , αsq P H, queremos determinar os números

Si,jL :� Si,jl1,l2,...,lt̃1 ,l
1
1,l

1
2,...,l

1
t̃2

e Si,jL�tku :� Si,jl1,l2,...,lt̃1 ,k,l
1
1,l

1
2,...,l

1
t̃2
,

da quantidade de elementos β P H de forma que ri1r
j
2β coincide com �α exatamente

nas coordenadas de XzL � Y
�tku e Xz pL�tkuq � Y , respectivamente. Como a

coordenada k é onde temos uma alteração nas contagens ela necessita ter uma atenção
extra, por isso a divisão da contagem de Si,j.
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Proposição 5.0.13. Com as notações acima estalecidas e considerando

DL1 :� Dl1,l2,...,lt̃1
�

t̃1̧

d�1

�
�����p�1qpt̃1�dq

¸
1¤t1 t2 ... td¤t̃1

td¹
t�t1

qlt

p

�
����� ,

DL2 :� Dl11,l
1
2,...,l

1
t̃2
�

t̃2̧

d1�1

�
�������
p�1qpt̃2�d1q

¸
1¤t11 t12 ... t1d1¤t̃2

t1
d1¹

t1�t11
q1l1
t1

p

�
�������
,

temos que:

1.

Si,j0 �
"

1, se i � 0 e j � 0;
0, se i � 0 ou j � 0;

2.

Si,jk �

$''&
''%

qk
p
� 1, se i � 0 e j � 0;

0, se i � 0 e j � 0, ou se i � 0 e j � 0;
0, se i � 0 e j � 0, com i � j;
qk
p
, se i � 0 e j � 0, com i � j;

3.

Si,jL1 �

$''&
''%

DL1 � p�1qt̃1 , se i � 0 e j � 0;
0, se i � 0 e j � 0;
DL1 , se i � 0 e j � 0;
0, se i � 0 e j � 0;

4.

Si,jL1Ytku �

$''''''''''''&
''''''''''''%

�
DL1 � p�1qt̃1��qk

p
� 1



, se i � 0 e j � 0;

DL1

qk
p
, se i � 0 e j � 0;

DL1

�
qk
p
� 1



, se i � 0 e j � 0;

DL1

qk
p
, se i � 0 e j � 0, com i � j;�

DL1 � p�1qt̃1� qk
p
, se i � 0 e j � 0, com i � j;

5.

Si,jL2 �

$''&
''%

DL2 � p�1qt̃2 , se i � 0 e j � 0;
DL2 , se i � 0 e j � 0;
0, se i � 0 e j � 0;
0, se i � 0 e j � 0
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6.

Si,jL2Ytku �

$''''''''''''&
''''''''''''%

�
DL2 � p�1qt̃2��qk

p
� 1



, se i � 0 e j � 0;

DL2

�
qk
p
� 1



, se i � 0 e j � 0;

DL2

qk
p
, se i � 0 e j � 0;

DL2

qk
p
, se i � 0 e j � 0, com i � j;�

DL2 � p�1qt̃2� qk
p
, se i � 0 e j � 0, com i � j;

7.

Si,jL1YL2 �

$''&
''%

�
DL1 � p�1qt̃1� �DL2 � p�1qt̃2� , se i � 0 e j � 0;�
DL1 � p�1qt̃1�DL2 , se i � 0 e j � 0;
DL1

�
DL2 � p�1qt̃2� , se i � 0 e j � 0;

DL1DL2 , se i � 0 e j � 0;

8. Para Si,jL1YtkuYL2
, segue que

(a) S0,0
L1YtkuYL2

é dado por:

�
qk
p
� 1


�
DL1 � p�1qt̃1

	�
DL2 � p�1qt̃2

	
�DL1DL2

qk
p
�DL1DL2qk;

(b) Si,0L1YtkuYL2
, com i � 0 é dado por:

�
qk
p
� 1


�
DL1 � p�1qt̃1

	
DL2 �DL1DL2

qk
p
�DL1DL2qk � p�1qt̃2DL1

qk
p

;

(c) S0,j
L1YtkuYL2

, com j � 0 é dado por:

�
qk
p
� 1



DL1

�
DL2 � p�1qt̃2

	
�DL1DL2

qk
p
�DL1DL2qk � p�1qt̃1DL2

qk
p

;

(d) Si,jL1YtkuYL2
, com 1 ¤ i, j ¤ p� 1 e i � j é dado por

DL1DL2qk �DL1DL2 � p�1qt̃2DL1

qk
p
� p�1qt̃1DL2

qk
p

;

(e) Si,jL1YtkuYL2
, com 1 ¤ i, j ¤ p� 1 e i � j é dado por

DL1DL2qk �DL1DL2 � p�1qt̃2DL1

qk
p
� p�1qt̃1DL2

qk
p
� p�1qt̃1�t̃2 qk

p
.

Demonstração. O caso S0,0, segue utilizando o Teorema 5.0.2. Faremos uma abordagem
mais explanada para os casos Si,0 e Si,j, com 1 ¤ i, j ¤ p � 1. O caso S0,j pode ser
obtido de forma análogo ao caso Si,0.
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Caso Si,0, com 1 ¤ i ¤ p� 1: Desde que ri1 R H, para 1 ¤ i ¤ p� 1, segue que

J1 � 9

¤p�1

i�0
ri1H,

ou seja, ri1H
�
H � H, logo ri1β � �α, para todo elemento β P H, isto é, Si,00 � 0.

Para analisar o valor de Si,0L1 , veja que ΠP2p�αq � �pαk, αk�1, . . . , αsq P J̃2 e assim,

pβ1, β2, . . . , βk�1,�αk,�αk�1, . . . ,�αsq P J2, @βt P Z�
pt , com 1 ¤ t ¤ k � 1.

Logo, se β � pβ1, β2, . . . , βsq P Z�
n é tal que ri1β coincide com �α ao menos nas últimas

s � k � 1 coordenadas (ou seja, coincide ao menos em todo o conjunto P2), então
ri1β P J2, como r�i1 R J2, então β � r�i1 ri1β R J2, em particular, β R H. Ou seja,

Si,0L1 � Si,0l1,l2,...,lt̃1
� 0. (5.3)

Como ΠP 11YP 12p�αq � ΠP3p�αq P J̃3, então

p�α1,�α2, . . . ,�αk�1, θk,�αk�1, . . . ,�αsq P J3, @θk P Z�
pk
.

Assim, se β P Z�
n é tal que ri1β � p�α1,�α2, . . . ,�αk�1, r

i
1kβk,�αk�1, . . . ,�αsq P J3,

então β � r�i1 ri1β R J3, uma vez que r�i1 R J3, em particular, β R H. Logo,

Si,0k � 0. (5.4)

Queremos determinar agora o valor de Si,0L1Ytku. Se L1 � tlu, tome βt � �r�i1t αt,
para todo t P pP 1

1ztluq Y P 1
2 � Xztl, ku, logo

pβk�1, βk�2, . . . , βsq P ZP 12 � ΠP 12
pHq,

e assim, pelo Lema 5.0.11, existem AJ̃2
k � qk

p
elementos distintos βk � �r�i1kαt em Z�

pk

de forma que
pβk, βk�1, . . . , βsq P J̃2.

Por outro lado, para cada um desses βk,

pβ1, β2, . . . , βl�1, βl�1, . . . βkq P ZP1ztlu � ΠP1ztlupHq,

assim, existem AJ̃1
l � ql

p
elementos distintos βl em Z�

pl
de forma que

pβ1, β2, . . . βkq P J̃1.

Logo, para cada uma das escolhas de βl e βk, temos que

β � pβ1, β2, . . . βsq P J1 X J2 � H,

observe que βl � �r�i1l αl, pois Si,0k � 0, conforme equação (5.4). Dessa forma, existem
Al,k � ql

p
qk
p

elementos distintos β de forma que r�i1 β coincide com �α nas coordenadas

Xztl, ku, ou seja,

Si,0l,k � Al,k � Si,0l � Si,0k � qlqk
p2 .
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Estendendo essa construção para L1 � tl1, l2, . . . , lt̃1u, temos que o valor de

Si,0L1Ytku � Si,0l1,l2,...,lt̃1 ,k
,

é dado por:

Al1,l2,...,lt̃1 ,k
�
t̃1�1̧

d�1

¸
1¤t1 t2 ... td¤t̃1

Si,0lt1 ,lt2 ...,ltd ,k
�

t̃1̧

d�1

¸
1¤t1 t2 ... td¤t̃1

Si,0lt1 ,lt2 ...,ltd
� Si,0k

� Al1,l2,...,lt̃1 ,k
�
t̃1�1̧

d�1

¸
1¤t1 t2 ... td¤t̃1

Si,0lt1 ,lt2 ...,ltd ,k

Assim, conforme visto no Teorema 5.0.2, segue que

Si,0L1Ytku �
t̃1̧

d�1

�
p�1qt̃1�d

¸
1¤t1 t2 ... td¤t̃1

Alt1 ,lt2 ...,ltd ,k

�
, (5.5)

onde pelo Corolário 5.0.8

Alt1 ,lt2 ...,ltd ,k �
qlt1qlt2 . . . qltdqk

p2 .

Vamos analisar agora o valor de Si,0L2 . Se L2 � tl1u, tome βt � �r�i1t αt P Z�
pt , para

todo t P P1 Y pP 1
2ztl1uq � Xztlu, logo

pβ1, β2, . . . , βkq P J̃1,

e assim,

pβ1, β2, . . . , βk, θk�1, θk�2, . . . , θsq P J1, para todo θt1 P Zpt1 , com k � 1 ¤ t1 ¤ s.

Por outro lado,

pβ1, β2, . . . , βk�1, βk�1 . . . , βl1�1, βl1�1, . . . , βsq P ZP3ztl1u � ΠP3ztl1upHq,

assim, pelo Lema 5.0.11, existem AJ̃3
l1 � ql1

p
elementos distintos βl1 em Z�

pl1
de forma que

pβ1, β2, . . . , βk�1, βk�1 . . . , βsq P J̃3.

Repare que βl1 � �r�i1l1αl1 , pois pri11 , r
i
12 , . . . , r

i
1k , r

i
1k�1

, ri1k�2
, . . . , ri1sq R J̃3. Logo, para

cada uma das escolhas de βl1 , temos que

β � pβ1, β2, . . . βsq P J1 X J3 � H,

dessa forma, existem Al1 � q1
l1

p
elementos distintos β P H de forma que r�i1 β coincide

com �α nas coordenadas Y � Xztl1u, ou seja,

Si,0l1 � Al1 � q1l1
p
.

Estendendo essa construção para L2 � tl11, l12, . . . , l1̃t2u, temos que o valor de

Si,0L2 � Si,0l11,l12,...,l1t̃2
,
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é dado por:

Al11,l12,...,l1t̃2
�
t̃2�1̧

d1�1

¸
1¤t11 t12 ... t1d1¤t̃2

Si,0l1
t11
,lt12

...,l1
t1
d1

.

Assim, conforme visto no Teorema 5.0.2, segue que

Si,0L2 �
t̃2̧

d1�1

�
�p�1qt̃2�d1

¸
1¤t11 t12 ... t1d1¤t̃2

Al1
t11
,l1
t12
...,l1

t1
d1

�
� , (5.6)

onde pelo Corolário 5.0.8

Al1
t11
,l1
t12
...,l1

t1
d1

�
q1l1
t11

q1l1
t12

. . . q1l1
t1
d1

p
.

Determinemos agora o valor de Si,0tkuYL2
, quando L2 � tl11, l12, . . . , l1̃t2u.

Para cada t P P 1
1 Y Y 1

2 � Xzptku Y L2q seja βt � �r�i1t αt, logo

pβ1, β2, . . . , βk�1q P ZP 11 � ΠP 11
pHq.

Dessa forma, existem AJ̃1
k � qk

p
elementos distintos βk P Z�

pk
( incluindo βk � �r�i1kαk),

de forma que

pβ1, β2, . . . , βk, θk�1, θk�2, . . . , θsq P J1, para todo θt1 P Zpt1 , com k � 1 ¤ t1 ¤ s.

Por outro lado,

pβ1, β2, . . . , βk�1, βy11 , βy12 , . . . , βy1t2
q P ZP 11YY2 � ΠP 11YY 1

2
pHq.

Assim, pelo Lema 5.0.11, existem AJ̃3
l11,l

1
2,...,l

1
t̃2
�

ql11
ql12
...ql1

t̃2
p

elementos distintos

pβl11 , βl12 , . . . , βl1t̃2 q P ZL12 � ΠL12
pHq,

de forma que
pβ1, β2, . . . , βk�1, βk�1 . . . , βsq P J̃3.

Logo, para cada uma das escolhas de pβl11 , βl12 , . . . , βl1t̃2 q e βk, temos que

β � pβ1, β2, . . . βsq P J1 X J3 � H,

dessa forma, existem

Ak,l11,l12,...,l1t̃2
�
q1l11q

1
l12
. . . q1l1

t̃2
qk

p2

elementos distintos β de forma que r�i1 β coincide com �α nas coordenadas do conjunto
XzpL2 Y tkuq, ou seja, o valor de

Si,0tkuYL2
� Si,0k,l11,l12,...,l1t̃2

,
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é dado por:

Al11,l12,...,l1t̃2
,k �

t̃2�1̧

d1�1

¸
1¤t11 t12 ... t1d1¤t̃2

Si,0l1
t11
,l1
t12
...,l1

t1
d1
,k �

t̃2̧

d1�1

¸
1¤t11 t12 ... t1d1¤t̃2

Si,0l1
t11
,l1
t12
...,l1

t1
d1

.

Assim, conforme visto no Teorema 5.0.2, segue que

Si,0tkuYL2
�

�
qk
p
� 1


 t̃2̧

d1�1

�
�p�1qt̃2�d1

¸
1¤t11 t12 ... t1d1¤t̃2

Al1
t11
,l1
t12
...,l1

t1
d1

�
� , (5.7)

onde pelo Corolário 5.0.8

Al1
t11
,l1
t12
...,l1

t1
d1

�
q1l1
t11

q1l1
t12

. . . q1l1
t1
d1

p
.

Agora, para cada t P Y 1
1 Y tku Y Y 1

2 � XzL, seja βt � �r�i1t αt. Assim,

pβy1 , βy2 , . . . , βyt1 , βkq P ZY 1
1Ytku � ΠY 1

1YtkupHq,

e dessa forma, pelo Lema 5.0.11, existem AJ̃1
l1,l2,...,lt̃1

� ql1ql2 ...qlt̃1
p

elementos distintos

pβl1 , βl2 , . . . , βlt̃1 q P ZL11 , tais que:

pβ1, β2, . . . , βk, θk�1, θk�2, . . . , θsq P J1, para todo pθk�1, θk�2, . . . , θsq P ZP 12 .

De forma análoga, obtemos que existem AJ̃2
l11,l

1
2,...,l

1
t̃2
�

q1
l11
q1
l12
...q1

l1
t̃2

p
elementos distintos

pβl11 , βl12 , . . . , βl1t̃2 q em ZL12 , tais que:

pθ1, θ2, . . . , θk�1, βk, βk�1, . . . , βsq P J2, para todo pθ1, θ2, . . . , θk�1q P ZP 11 .

Portanto, para cada uma dessas AJ̃1
l1,l2,...,lt̃1

AJ̃2
l11,l

1
2,...,l

1
t̃2
� AL1YL2 escolhas temos que

β P J1 X J2 � H. Assim, para Y � Y 1
1 Y tku Y Y 1

2 � XzL, temos que

Si,0L11YL12 �
t̃1̧

d�0

t̃2̧

d1�1
p�1qpd�d1�pt̃1�t̃2qqAd,d1 , (5.8)

onde a quantidade Ad,d1 é dada por¸
1¤t1 t2 ... td¤t̃1 e 1¤t11 t12 ... t1d1¤t̃2

Alt1 ,lt2 ...,ltd ,l1t11
,l1
t12
...,l1

t1
d1

,

isto é,

Ad,d1 �
¸

1¤t1 t2 ... td¤t̃1 e 1¤t11 t12 ... t1d1¤t̃2

qlt1qlt2 . . . qltd
p

ql1
t11
ql1
t12
. . . ql1

t1
d1

p
.

Por fim, para encerrarmos o caso Si,0, devemos verificar quando ri1β coincide com
�α exatamente nas coordenadas de Y � Y 1

1 Y Y 1
2 , para β P H, em outras palavras,
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queremos determinar Si,0L11YtkuYL12 . Seguindo com as mesmas construções anteriores temos
que,

Si,0L11YtkuYL12 � Si,0l1,l2,...,lt̃1 ,k,l
1
1,l

1
2,...,l

1
t̃2

�
t̃1̧

d�0

t̃2̧

d1�1
p�1qpd�d1�pt̃1�t̃2qqAd,d1,k �

t̃1̧

d�0

t̃2̧

d1�1
p�1qpd�d1�pt̃1�t̃2q�1qAd,d1

�
t̃1̧

d�1
p�1qt̃1�dAd,k,

onde
Ad,d1,k �

¸
1¤t1 t2 ... td¤t̃1 e 1¤t11 t12 ... t1d1¤t̃2

Alt1 ,lt2 ...,ltd ,k,l1t11
,l1
t12
...,l1

t1
d1

,

Ad,d1 �
¸

1¤t1 t2 ... td¤t̃1 e 1¤t11 t12 ... t1d1¤t̃2
Alt1 ,lt2 ...,ltd ,l1t11

,l1
t12
...,l1

t1
d1

,

Ad,k �
¸

1¤t1 t2 ... td¤t̃1
Alt1 ,lt2 ...,ltd ,k,

e,

Ad1,k �
¸

1¤t11 t12 ... t1d1¤t̃2
Ak,l1

t11
,l1
t12
...,l1

t1
d1

.

Caso Si,j, com 1 ¤ i, j ¤ p� 1: Observe que ri1r
j
2H � ru1r

v
2H se, e somente se,

ri�u1 rj�v2 P H, o que por sua vez ocorre se, e somente se, i � u e j � v, ou seja�����
p�1¤
i,j�0

ri1r
j
2H

����� �
p�1̧

i,j�0
|H| � p2φpnq

p2 � φpnq � |Z�
n|.

Logo,

Z�
n � 9

¤p�1

i,j�0
ri1r

j
2H.

Dessa forma, ri1r
j
2H XH � H, para todo 1 ¤ i, j ¤ p� 1, ou seja,

Si,j0 � 0. (5.9)

Conforme o caso Si,0 e analogamente S0,j, como ri1r
j
2 R J1 e ri1r

j
2 R J2, então

Si,jL1 � Si,jL2 � 0. (5.10)

Como ΠP 11YP 12p�αq � ΠP3p�αq P J̃3, então

p�α1,�α2, . . . ,�αk�1, θk,�αk�1, . . . ,�αsq P J3, @θk P Z�
pk
.

Assim, como ri1r
j
2 P J3 se, e somente se, i � j, segue que

Si,jk �
#

0, se i � j
qk
p
, se i � j . (5.11)
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Note que dado l P P 1
1, Si,jl,k � Al,k � Si,jl � Si,jk � Si,j0 . Assim,

Si,jl,k �

$'&
'%

ql
p

qk
p
, se i � j�

ql
p
� 1



qk
p
, se i � j

. (5.12)

Generalizando, temos que

Si,jL1Ytku �
$&
%

DL1

qk
p
, se i � j�

DL1 � p�1qt̃1� qk
p
, se i � j

. (5.13)

De maneira semelhante,

Si,jtkuYL2
�
$&
%

DL2

qk
p
, se i � j�

DL2 � p�1qt̃2� qk
p
, se i � j

. (5.14)

Além disso, a partir do exposto no caso Si,0L1YL2 segue que

Si,jL1YL2 � DL1DL2 . (5.15)

Por fim, para encerrarmos o caso Si,j, devemos determinar Si,jL1YtkuYL2
. Seguindo

com as mesmas construções anteriores temos que:

1. Se i � j, então Si,jL1YtkuYL2
é dado por

DL1DL2qk �DL1DL2 � p�1qt̃2DL1

qk
p
� p�1qt̃1DL2

qk
p
. (5.16)

2. Se i � j, então Si,jL1YtkuYL2
é dado por

DL1DL2qk �DL1DL2 � p�1qt̃2DL1
qk
p
� p�1qt̃1DL2

qk
p
� p�1qt̃1�t̃2 qk

p
. (5.17)

A partir da contagem estabelecida na Proposição 5.0.13, podemos introduzir os
lemas auxiliares para a obtenção da forma traço integral. Estes lemas são adaptações
dos Lemas 5.0.4, 5.0.5 e 5.0.6, obtidos na seção anterior. Antes, considere h � |H| �
φpnq
p2 e

S 1
v1,v2,...,vũ � p�1qũ φpnq

ũ¹
k1�1

qvk1

, (5.18)

sendo S 1
0 � φpnq.

Considere Km1 e Km2 p-extensões abelianas não ramificadas de condutores m1 �
p1p2 . . . pk e m2 � pkpk�1 . . . ps, respectivamente, com mdcpm1,m2q � pk, de forma que
exista uma (e portanto a única) p-extensão abeliana não ramificada

Km3 � Km1Km2 ,

com condpKm3q � n
pk

, sendo n � m1m2
pk

e H o subgrupo de Z�
n que fixa Km1Km2 .
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Lema 5.0.14. Sejam Km1, Km2 e Km3 p-extensões abelianas não ramificadas de con-
dutores m1 � p1p2 . . . pk, m2 � pkpk�1 . . . ps e m3 � m1m2{p2

k, respectivamente, com
mdcpm1,m2q � pk de forma que Km3 � Km1Km2. Se G � tθi1 � θj2ui,j�0...p�1 é o grupo
de Galois de Km1Km2 sobre Q, satisfazendo:

1. θ1|Km2
é um gerador de GalpKm2{Qq, com θ1|Km1

� IdKm1
;

2. θ2|Km1
é um gerador de GalpKm1{Qq, com θ2|Km2

� IdKm2
;

3. pθ1 � θ2q|Km3
� IdKm3

,

n � m1m2{pk e t � TrQpζnq{Km1Km2
pζnq, então o valor de TrKm1Km2{Qpt2q é:

m1

�
m2
pk

� 1
	
�m2

�
m1
pk

� 1
	
�m3 � 1

p2 �
m1

�
m2
pk

� 1
	
�m2

�
m1
pk

� 1
	
�m3 ppk � 1q

p
� n.

Demonstração. Pela equação (4.1) temos que

TrQpζnq{Qpt2q � T 0
1 � T 1

1 � T 2
1 � � � � � T s�1

1 � T s1 ,

onde

T u1 � h

�
����

¸
l1 l2 ... lt̃1

, l11 l
1
2 ... l

1
t̃2

t̃1�t̃2�u

S 1̃
t1,t̃2

S0,0
t̃1,t̃2

�
¸

l1 l2 ... lt̃1
, l11 l

1
2 ... l

1
t̃2

t̃1�t̃2�u�1

S 1̃
t1,k,t̃2

S0,0
t̃1,k,t̃2

�
���� ,

com S 1̃
t1,t̃2

� S 1
l1,l2,...,lt̃1 ,l

1
1,l

1
2,...,l

1
t̃2

, St̃1,t̃2 � S0,0
l1,l2,...,lt̃1 ,l

1
1,l

1
2,...,l

1
t̃2

, S 1̃
t1,k,t̃2

� S 1
l1,l2,...,lt̃1 ,k,l

1
1,l

1
2,...,l

1
t̃2

e

St̃1,k,t̃2 � S0,0
l1,l2,...,lt̃1 ,k,l

1
1,l

1
2,...,l

1
t̃2

.

Conforme a Proposição 5.0.13, temos que S0,0
0 � 1, assim

T 0
1 � hS 1

0S
0,0
0 � h.φpnq.

Para o caso em que β P H coincide com �α, exceto em uma de suas coordenadas
temos o fator representante T 1

1 . Note que S 1
l � �φpnq

ql
, S 1

k � �φpnq
qk

e S 1
l1 � �φpnq

q1
l1

, para

l P P 1
1 e l1 P P 1

2. Logo,

T 1
1 � h

�
k�1̧

l�1
S 1
lS

0,0
l � S 1

kS
0,0
k �

s�ķ

l1�1
S 1
l1S

0,0
l1

�

� h

�
k�1̧

l�1
�φpnq

ql

�
ql
p
� 1



� φpnq

qk

�
qk
p
� 1



�

s�ķ

l1�1
�φpnq

q1l1

�
q1l1
p
� 1


�

� �h
�

1
p

��
k � 1

pk � 1q � 1



� 1�

�
s� k

ps� kq � 1


�
φpnq �

ş

v�1

φpnq
qv

�
.

A quantidade de elementos β P H de forma que βv coincide com �αv exatamente
em s� 2 de suas coordenadas (equivalentemente, difere de �α exatamente em duas de
suas coordenadas) é representada pelo fator:
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T 2
1 � h

� ¸
l1 l2

φpnq
ql1ql2

�
ql1ql2
p

� ql1 � ql2
p

� 1


�

¸
lPP, l1PP 1

φpnq
qlq1l1

�
qlq

1
l1

p2 � ql � q1l1
p

� 1



�
¸
l11 l12

φpnq
q1l11q

1
l12

�
q1l11q

1
l12

p
�
q1l11 � q1l12

p
� 1

�
�

k�1̧

l�1

φpnq
qlqk

�
qlqk
p2 � ql � qk

p
� 1




�
s�ķ

l1�k�1

φpnq
q1l1qk

�
q1l1qk
p2 � q1l1 � qk

p
� 1


�

� h

�
1
p2

��
k � 1

pk � 1q � 1


�
s� k

ps� kq � 1




�
�

k � 1
pk � 1q � 1



�
�

s� k
ps� kq � 1


�
φpnq

� 1
p

���
k � 1

pk � 1q � 2



�
�

s� k
ps� kq � 2


�
φpnq

�
��

k � 2
pk � 2q � 1



�
�

s� k
ps� kq � 1



� 1

� k�1̧

l�1

φpnq
ql

�
��

s� k � 1
ps� k � 1q � 1



�
�

k � 1
pk � 1q � 1



� 1

� s�ķ

l1�1

φpnq
q1l1

�
��

k � 1
pk � 1q � 1



�
�

s� k
ps� kq � 1


�
φpnq
qk



�

¸
1¤v1 v2¤s

φpnq
qv1qv2

�
.

Olhando para os elementos de H que coincidem com �α em exatamente três coor-
denadas, temos que a parcela correspondente a T 3

1 , na expressão (4.1), é igual a

�h

�
1
p2

���
k � 1

pk � 1q � 2


�
s� k

ps� kq � 1



�

�
k � 1

pk � 1q � 1


�
s� k

ps� kq � 2




�

�
k � 1

pk � 1q � 2



�

�
s� k

ps� kq � 2



�

�
k � 1

pk � 1q � 1


�
s� k

ps� kq � 1


�
φpnq

�

��
k � 2

pk � 2q � 1


�
s� k

ps� kq � 1



�

�
k � 2

pk � 2q � 1



�

�
s� k

ps� kq � 1


� k�1̧

l�1

φpnq

ql

�

��
s� k � 1

ps� k � 1q � 1



�

�
k � 1

pk � 1q � 1


�
s� k � 1

ps� k � 1q � 1



�

�
k � 1

pk � 1q � 1


� s�ķ
l1�1

φpnq

q1l1

�

�
k � 1

pk � 1q � 1


�
s� k

ps� kq � 1



φpnq

qk




�
1
p

���
k � 1

pk � 1q � 3



�

�
s� k

ps� kq � 3


�
φpnq

�

��
k � 2

pk � 2q � 2



�

�
s� k

ps� kq � 2


� k�1̧

l�1

φpnq

ql

�

��
s� k � 1

ps� k � 1q � 2



�

�
k � 1

pk � 1q � 2


� s�ķ
l1�1

φpnq

q1l1

�

��
k � 1

pk � 1q � 2



�

�
s� k

ps� kq � 2


�
φpnq

qk
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�

��
k � 3

pk � 3q � 1



�

�
ps� kq

ps� kq � 1



� 1
� ¸
l1 l2

φpnq

ql1ql2

�

��
k � 2

pk � 2q � 1



�

�
s� k � 1

ps� k � 1q � 1



� 1
� ¸
lPP 11 l

1PP 12

φpnq

qlq1l1

�

��
s� k � 2

ps� k � 2q � 1



�

�
k � 1

pk � 1q � 1



� 1
� ¸
l11 l

1
2

φpnq

q1l11
q1l12

�

��
k � 2

pk � 2q � 1



�

�
s� k

ps� kq � 1


� k�1̧

l�1

φpnq

qlqk

�

��
k � 1

pk � 1q � 1



�

�
s� k � 1

ps� k � 1q � 1


� s�ķ
l1�1

φpnq

q1l1qk

�
�

¸
1¤v1 v2 v3¤s

φpnq

qv1qv2qv3

�
.

A fim de expressar uma generalização para o termo T ũ1 , sejam d e d1 inteiros positivos
não nulos, 0 ¤ u ¤ k � 1, 0 ¤ u1 ¤ s� k e considere�

a
a� b



� 0,

se b ¥ a. Logo, T ũ1 � p�1qũh pλũ1 � λũ2 � λũ3q, onde

λũ1 �
1
p2

ũ�2̧

u�u1�0
p�1qu�u1Γu,u1 �

1
p

ũ�1̧

u�u1�0
p�1qu�u1∆u,u1 �

¸
u�u1�ũ

p�1qu�u1Ωu,u1 , (5.19)

λũ2 �
1
p2

ũ�3̧

u�u1�0
p�1qu�u1Γu,u1,k �

1
p

ũ�2̧

u�u1�0
p�1qu�u1∆u,u1,k �

¸
u�u1�ũ�1

p�1qu�u1
Ωu,u1

qk
, (5.20)

λũ3 �
1
p2

ũ�2̧

u�u1�0
p�1qu�u1Γ̃u,u1 �

1
p

¸
u�u1�ũ�1

p�1qu�u1Ωu,u1 , (5.21)

sendo

Ωu,u1 �
¸

L1PPpP 11q, L2PPpP 12q

|L1|�u e |L2|�u1

φpnq±u
l�1 ql

±u1

l1�1 q
1
l1

,

Γu,u1 �

�
� ¸
d�d1�ũ�pu�u1q

�
k � 1 � u

pk � 1 � uq � d


�
s� k � u1

ps� k � u1q � d1


��Ωu,u1 ,

Γu,u1,k �

�
� ¸
d�d1�ũ�pu�u1q�1

�
k � 1 � u

pk � 1 � uq � d


�
s� k � u1

ps� k � u1q � d1


�� Ωu,u1

qk
,

Γ̃u,u1 �

�
� ¸
d�d1�ũ�pu�u1q�1

�
k � 1 � u

pk � 1 � uq � pd� 1q


�
s� k � u1

ps� k � u1q � pd1 � 1q


��Ωu,u1 ,

∆u,u1 �

��
k � 1 � u

k � 1 � pũ� u1q



�

�
s� k � u1

s� k � pũ� uq


�
Ωu,u1 ,
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∆u,u1,k �

��
k � 1 � u

k � 1 � pũ� u1 � 1q



�

�
s� k � u1

s� k � pũ� u� 1q


�
Ωu,u1

qk
,

onde PpP 1
1q e PpP 1

2q o conjuntos de todos os subconjuntos de P 1
1 e P 1

2, respectivamente.
Além disso,

T s1 � h

�
p�1qs φpnq

q1q2 . . . qs

��
DP 11

� p�1qk�1� �DP 12
� p�1qs�k��qk

p
� 1




� DP 11
DP 12

qk
p
�DP 11

DP 12
qk


�
.

Logo, o termo
p�1qsT s1

h
é dado por:

1
p2

�
�φpnq �

�
k�1̧

l�1

φpnq

ql
�
s�ķ

l1�1

φpnq

q1l1

�
�

�
� ¸
l1 l2

φpnq

ql1ql2
�

¸
lPP 11,l

1PP 12

φpnq

qlq1l1
�
¸
l11 l

1
2

φpnq

q1l11
q1l12

�

� � � �

� � � �p�1qs�2
¸

l1 l2 ... lk�2,l11 l
1
2 ... l

1

s�k�1

φpnq

ql1ql2 . . . qlk�2q
1
l11
q1l12

. . . q1l1
s�k�1

�
�

�
1

p2qk

�
�φpnq �

�
k�1̧

l�1

φpnq

ql
�
s�ķ

l1�1

φpnq

q1l1

�
�

�
� ¸
l1 l2

φpnq

ql1ql2
�

¸
lPP 11,l

1PP 12

φpnq

qlq1l1
�
¸
l11 l

1
2

φpnq

q1l11
q1l12

�

� � � �

� � � �p�1qs�3
¸

l1 l2 ... lk�2,l11 l
1
2 ... l

1

s�k�1

φpnq

ql1ql2 . . . qlk�2q
1
l11
q1l12

. . . q1l1
s�k�1

�
�

�
1
p2

�
�p�1qk�1φpm2q � p�1qk�2

s�ķ

l1�1

φpm2q

q1l1
� p�1qk�3

¸
l11 l

1
2

φpm2q

q1l11
q1l12

� � � �

� � � �p�1q�s
¸

l11 l
1
2 ��� l

1

s�k�1

φpm2q

q1l11
q1l12

� � � q1l1
s�k�1

� p�1qs�kφpm1q � p�1qs�k�1
k�1̧

l�1

φpm1q

ql

� p�1qs�k�2
¸
l1 l2

φpm1q

ql1ql2
� � � � � p�1qs�2

¸
l1 l2 ��� lk�2

φpm1q

ql1ql2 � � � qlk�2

�
�

�
1
pqk

�
�p�1qkφpm2q � p�1qk�1

s�ķ

l1�1

φpm2q

q1l1
� p�1qk�2

¸
l11 l

1
2

φpm2q

q1l11
q1l12

� � � �

� � � �
¸

l11 l
1
2 ��� l

1

s2�1

φpm2q

q1l11
q1l12

� � � q1l1
s�k�1

� p�1qs�k�1φpm1q � p�1qs�k
k�1̧

l�1

φpm1q

ql

� p�1qs�k�1
¸
l1 l2

φpm1q

ql1ql2
� � � � �

¸
l1 l2 ��� lk�2

φpm1q

ql1ql2 � � � qlk�2

�
�

� p�1qs�1 1
p

φpnq

q1q2 . . . qk�1q11q
1
2 . . . q

1
s�k

� p�1qs.

Desse modo, considerando

au,d � p�1qd
�

k � 1� u
pk � 1� uq � d



e bu1,d1 � p�1qd1

�
s� k � u1

ps� k � u1q � d1



,

106
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temos que o valor

TrQpζnq{Qpt2q
h

� T 0
1 � T 1

1 � T 2
1 � � � � � T s�1

1 � T s1
h

é dado por:

�
�����

k�1̧

d�1
a0,d �

s�ķ

d1�1
b0,d1 � 1

p
�

k�1̧

d�1
a0,d �

s�ķ

d1�1
b0,d1

p2

�
�����φpnq

�

�
�����

k�2̧

d�1
a1,d �

s�ķ

d1�1
b0,d1 � 1

p
�

k�2̧

d�1
a1,d �

s�ķ

d1�1
b0,d1

p2

�
�����
k�1̧

l�1

φpnq

ql

�

�
�����

k�1̧

d�1
a0,d �

s�k�1¸
d1�1

b1,d1 � 1

p
�

k�1̧

d�1
a0,d �

s�k�1¸
d1�1

b1,d1

p2

�
�����
s�ķ

l1�1

φpnq

q1l1

�

�
�����

k�3̧

d�1
a2,d �

s�ķ

d1�1
b0,d1 � 1

p
�

k�3̧

d�1
a2,d �

s�ķ

d1�1
b0,d1

p2

�
�����
¸
l1 l2

φpnq

ql1ql2

�

�
�����

k�2̧

d�1
a1,d �

s�k�1¸
d1�1

b1,d1 � 1

p
�

k�2̧

d�1
a1,d �

s�k�1¸
d1�1

b1,d1

p2

�
�����

¸
lPP 11,l1PP 12

φpnq

qlq
1
l1

�

�
�����

k�1̧

d�1
a0,d �

s�k�2¸
d1�1

b2,d1 � 1

p
�

k�1̧

d�1
a0,d �

s�k�2¸
d1�1

b2,d1

p2

�
�����
¸
l11 l12

φpnq

q1l11q
1
l12

� � � �

� � � �

�
�����

k�1̧

d�1
a0,d �

s�ķ

d1�1
b0,d1

p
�

k�1̧

d�1
a0,d

�
s�ķ

d1�1
b0,d1

�

p2

�
�����
φpnq

qk

�

�
�����

k�2̧

d�1
a1,d �

s�ķ

d1�1
b0,d1

p
�

k�2̧

d�1
a1,d

�
s�ķ

d1�1
b0,d1

�

p2

�
�����
k�1̧

l�1

φpnq

qlqk
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�

�
�����

k�1̧

d�1
a0,d �

s�k�1¸
d1�1

b1,d1

p
�

k�1̧

d�1
a0,d

�
s�k�1¸
d1�1

b1,d1

�

p2

�
�����
s�ķ

l1�1

φpnq

q1l1qk
� � � �

� � � �φpnq �
ş

v�1

φpnq

qv
�

¸
v1 v2

φpnq

qv1qv2
� � � � �

¸
v1 v2 ... vs�1

φpnq

qv1qv2 . . . qvs�1
� 1.

Repare que para os termos φpm2q, φpm2q
q1
l1
, φpm2q
q1
l11
q1
l12

, . . . , φpm2q
q1
l11
q1
l12
���q1

l1
s�k�1

obtemos:

�
�����

s�ķ

d1�1
b0,d1 � 1

p
�

s�ķ

d1�1
b0,d1

p2

�
�����φpm2q �

�
�����

s�k�1¸
d1�1

b1,d1 � 1

p
�

s�k�1¸
d1�1

b1,d1

p2

�
�����

s2̧

l1�1

φpm2q

q1l1
� � � �

� � � �

�
bs�k�1,1 � 1

p
�
bs�k�1,1

p2

� ¸
l11 l

1
2 ��� l

1

s�k�1

φpm2q

q1l11
q1l12

� � � q1l1
s�k�1

.

Equivalentemente, para os termos φpm1q, φpm1q
ql

, φpm1q
ql1ql2

, . . . , φpm1q
ql1ql2 ���qlk�2

obtemos:

�
�����

k�1̧

d�1
a0,d � 1

p
�

k�1̧

d�1
a0,d

p2

�
�����φpm1q �

�
�����

k�2̧

d�1
a1,d � 1

p
�

k�2̧

d�1
a1,d

p2

�
�����
k�1̧

l�1

φpm1q

ql
� � � �

� � � �

�
ak�2,1 � 1

p
�
ak�2,1
p2

� ¸
l1 l2 ��� lk�2

φpm1q

ql1ql2 � � � qlk�2

.

Pela Proposição 5.0.1, temos que TrQpζnq{Qpt2q é igual a

h

��
�

3
p
�

2
p2


�
φpnq �

ş

v�1

φpnq

qv
�

¸
v1 v2

φpnq

qv1qv2

� � � � �
¸

v1 v2 ��� vs�1

φpnq

qv1qv2 . . . qvs�1

�

�

�
1
p
�

1
p2


��φpm1q �
k�1̧

l�1

φpm1q

ql
�
¸
l1 l2

φpm1q

ql1ql2
� � � � �

¸
l1 l2 ��� lk�2

φpm1q

ql1ql2 . . . qlk�2

�



�

�
1
p
�

1
p2


��φpm2q �
s�ķ

l1�1

φpm2q

q1l1
�
¸
l11 l

1
2

φpm2q

q1l11
q1l12

� � � � �
¸

l11 l
1
2 ��� l

1

s�k�1

φpm2q

q1l11
q1l12

. . . q1l1
s�k�1

�



�

�
1
p
�

1
p2


����φpm3q �
ş

v�1
v�k

φpm3q

qv
�

¸
v1 v2
v1,v2�k

φpm2q

qv1qv2

� � � � �
¸

v1 v2 ��� vs�2
v1,v2,...,vs�2�k

φpm2q

qv1qv2 . . . qvs�2

�
��


� φpnq �
ş

v�1

φpnq

qv
�

¸
v1 v2

φpnq

qv1qv2

� � � � �
¸

v1 v2 ... vs�1

φpnq

qv1qv2 . . . qvs�1

� 1
�
.

No entanto,

n � pq1 � 1qpq2 � 1q � � � pqk�1 � 1qpqk � 1qpq11 � 1qpq12 � 1q � � � pq1s�k � 1q

� φpnq �
ş

v�1

φpnq
qv

�
¸
v1 v2

φpnq
qv1qv2

� � � � �
¸

v1 v2 ��� vs�1

φpnq
qv1qv2 . . . qvs�1

� 1,
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m1 � pq1 � 1qpq2 � 1q � � � pqk�1 � 1q

� φpm1q �
k�1̧

l�1

φpm1q
ql

�
¸
l1 l2

φpm1q
ql1ql2

� � � � �
¸

l1 l2 ��� lk�2

φpm1q
ql1ql2 . . . qlk�2

� 1,

m2 � pq11 � 1qpq12 � 1q � � � pq1s�k � 1q

� φpm2q �
s�ķ

l1�1

φpm2q
q1l1

�
¸
l11 l12

φpm2q
q1l11q

1
l12

� � � � �
¸

l11 l12 ��� l1s�k�1

φpm2q
q1l11q

1
l12
. . . q1l1

s�k�1

� 1,

e

m3 � pq1 � 1qpq2 � 1q � � � pqk�1 � 1qpq11 � 1qpq12 � 1q � � � pq1s�k � 1q

� φpm3q �
ş

v�1
v�k

φpm3q
qv

�
¸
v1 v2
v1,v2�k

φpm2q
qv1qv2

� � � � �
¸

v1 v2 ��� vs�2
v1,v2,...,vs�2�k

φpm2q
qv1qv2 . . . qvs�2

� 1,

Assim, o valor de TrQpζnq{Qpt2q é:

h

�
2n�m1 �m2 �m3 � 1

p2 �
�3pn� 1q � pm1 � 1q � pm2 � 1q � pm3 � 1q

p
� n

�

� h

�
�m1

�
m2
pk

� 1
	
�m2

�
m1
pk

� 1
	
�m3 � 1

p2 �
m1

�
m2
pk

� 1
	
�m2

�
m1
pk

� 1
	
�m3 ppk � 1q

p

�
�

� hn.

Portanto, TrKm1Km2{Qpt2q � 1
h
TrQpζnq{Qpt2q é dado por:

m1

�
m2
pk

� 1
	
�m2

�
m1
pk

� 1
	
�m3 � 1

p2 �
m1

�
m2
pk

� 1
	
�m2

�
m1
pk

� 1
	
�m3 ppk � 1q

p
� n.

Lema 5.0.15. Sejam Km1, Km2 e Km3 p-extensões abelianas não ramificadas de con-
dutores m1 � p1p2 . . . pk, m2 � pkpk�1 . . . ps e m3 � m1m2{p2

k, respectivamente, com
mdcpm1,m2q � pk de forma que Km3 � Km1Km2. Se G � tθi1 � θj2ui,j�0...p�1 é o grupo
de Galois de Km1Km2 sobre Q, satisfazendo:

1. θ1|Km2
é um gerador de GalpKm2{Qq, com θ1|Km1

� IdKm1
;

2. θ2|Km1
é um gerador de GalpKm1{Qq, com θ2|Km2

� IdKm2
;

3. pθ1 � θ2q|Km3
� IdKm3

,

e t � TrQpζnq{Km1Km2
pζnq, então:

1. Para 1 ¤ i ¤ p� 1, o valor de TrKm1Km2{Qptθi1ptqq é:

m1

�
m2
pk
� 1

	
�m2

�
m1
pk
� 1

	
�m3 � 1

p2 �
m1

�
m2
pk
� 1

	
p

.
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2. Para 1 ¤ j ¤ p� 1, o valor de TrKm1Km2{Qptθ
j
2ptqq é:

m1

�
m2
pk
� 1

	
�m2

�
m1
pk
� 1

	
�m3 � 1

p2 �
m2

�
m1
pk
� 1

	
p

.

Demonstração. Faremos a prova apenas para o caso 1., o outro caso é análogo. Pela
equação (4.1) temos que

TrQpζnq{Qptθi1ptqq � T 0
2 � T 1

2 � T 2
2 � � � � � T s�1

2 � T s2 ,

onde

T ũ2 � h

�
����

¸
l1 l2 ... lt̃1

, l11 l
1
2 ... l

1
t̃2

t̃1�t̃2�ũ

S 1
l1,l2,...,lt̃1 ,l

1
1,l

1
2,...,l

1
t̃2
Si,0l1,l2,...,lt̃1 ,l

1
1,l

1
2,...,l

1
t̃2

�
¸

l1 l2 ... lt̃1
, l11 l

1
2 ... l

1
t̃2

t̃1�t̃2�ũ�1

S 1
l1,l2,...,lt̃1 ,k,l

1
1,l

1
2,...,l

1
t̃2
Si,0l1,l2,...,lt̃1 ,k,l

1
1,l

1
2,...,l

1
t̃2

�
���� .

Conforme a Proposição 5.0.13, temos que Si,00 � 0, assim

T 0
2 � hS 1

0S
i,0
0 � 0.

Para o caso T 1
2 , segue que

T 1
2 � h

�
s�ķ

l1�1
S 1
l1S

0,0
l1

�
� h

�
s�ķ

l1�1
�φpnq

q1l1

q1l1
p

�
� �h1

p

�
s� k

ps� kq � 1



φpnq.

A parcela T 1
2 é igual a

h

�
� ¸
lPP 11, l

1PP 12

φpnq

qlq1l1

�
qlq

1
l1

p2 �
q1l1

p



�
¸
l11 l

1
2

φpnq

q1l11
q1l12

�
q1l11
q1l12
p

�
q1l11

� q1l12
p

�
�
k�1̧

l�1

φpnq

qlqk

�
qlqk
p2




�
s�ķ

l1�1

φpnq

q1l1qk

�
q1l1qk
p2 �

q1l1

p


�

� h

�
1
p2

��
k � 1

pk � 1q � 1


�
s� k

ps� kq � 1



�

�
k � 1

pk � 1q � 1



�

�
s� k

ps� kq � 1


�
φpnq

�
1
p

��
s� k

ps� kq � 2



φpnq �

�
s� k

ps� kq � 1


 k�1̧

l�1

φpnq

ql
�

�
s� k � 1

ps� k � 1q � 1


 s�ķ

l1�1

φpnq

q1l1

�

�
s� k

ps� kq � 1



φpnq

qk

�

.

Sejam 0 ¤ u ¤ k � 1, 0 ¤ u1 ¤ s� k, d, d1 ¥ 1 e considere que�
a

a� b



� 0,
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se b ¥ a. Logo, o termo geral, para 1 ¤ ũ ¤ s� 1 é dado por:

T ũ2 � p�1qũh pλũ1 � λũ2 � λũ3q ,
onde

λũ1 �
1
p2

ũ�2̧

u�u1�0
p�1qu�u1Γu,u1 �

1
p

ũ�1̧

u�u1�0
p�1qu�u1∆u,u1 , (5.22)

λũ2 �
1
p2

ũ�3̧

u�u1�0
p�1qu�u1Γu,u1,k �

1
p

ũ�2̧

u�u1�0
p�1qu�u1∆u,u1,k, (5.23)

λũ3 �
1
p2

ũ�2̧

u�u1�0
p�1qu�u1Γ̃u,u1 , (5.24)

sendo

Ωu,u1 �
¸

L1PPpP 11q, L2PPpP 12q

|L1|�u e |L2|�u1

φpnq±u
l�1 ql

±u1

l1�1 q
1
l1

,

Γu,u1 �
� ¸
d�d1�ũ�pu�u1q

�
k � 1� u

pk � 1� uq � d


�
s� k � u1

ps� k � u1q � d1


�
Ωu,u1 ,

Γu,u1,k �
� ¸
d�d1�ũ�pu�u1q�1

�
k � 1� u

pk � 1� uq � d


�
s� k � u1

ps� k � u1q � d1


�
Ωu,u1

qk
,

Γ̃u,u1 �
� ¸
d�d1�ũ�pu�u1q�1

�
k � 1� u

pk � 1� uq � pd� 1q

�

s� k � u1

ps� k � u1q � pd1 � 1q

�

Ωu,u1 ,

∆u,u1 �
��

s� k � u1

s� k � pũ� uq

�

Ωu,u1 ,

∆u,u1,k �

��
s� k � u1

s� k � pũ� u� 1q


�
Ωu,u1

qk
,

onde PpP 1
1q e PpP 1

2q o conjuntos de todos os subconjuntos de P 1
1 e P 1

2, respectivamente.
Temos também que,

T s2 � h

�
p�1qs φpnq

q1q2 . . . qs

��
DP 11

� p�1qk�1�DP 12

�
qk
p
� 1



�DP 11

DP 12

qk
p

� DP 11
DP 12

qk � p�1qs�kDP 11

qk
p


�
.
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Logo,

T s2 � p�1qsh
�

1
p2 �

1
p2qk


�
s�1̧

u�u1�0
p�1qu�u1Ωu,u1

�
� 1
pqk

�
s�k�1¸
u1�0

p�1qk�u1Ωk�1,u1

�
.

Assim, pela Proposição 5.0.1, temos que TrQpζnq{Qptθi1ptqq é igual a

h

��
�

1
p
�

2
p2


�
φpnq �

ş

v�1

φpnq

qv
�

¸
v1 v2

φpnq

qv1qv2

� � � � �
¸

v1 v2 ��� vs�1

φpnq

qv1qv2 . . . qvs�1

�

�

�
1
p
�

1
p2


��φpm1q �
k�1̧

l�1

φpm1q

ql
�
¸
l1 l2

φpm1q

ql1ql2
� � � � �

¸
l1 l2 ��� lk�2

φpm1q

ql1ql2 . . . qlk�2

�



� �
1
p2

�
�φpm2q �

s�ķ

l1�1

φpm2q

q1l1
�
¸
l11 l

1
2

φpm2q

q1l11
q1l12

� � � � �
¸

l11 l
1
2 ��� l

1

s�k�1

φpm2q

q1l11
q1l12

. . . q1l1
s�k�1

�



� �
1
p2

�
���φpm3q �

ş

v�1
v�k

φpm3q

qv
�

¸
v1 v2
v1,v2�k

φpm2q

qv1qv2

� � � � �
¸

v1 v2 ��� vs�2
v1,v2,...,vs�2�k

φpm2q

qv1qv2 . . . qvs�2

�
��

�
��� .

Portanto,

TrKm1Km2{Qptθ
i
1ptqq �

1
h
TrQpζnq{Qptθ

i
1ptqq

�
m1

�
m2
pk

� 1
	
�m2

�
m1
pk

� 1
	
�m3 � 1

p2 �
m1

�
m2
pk

� 1
	

p
.

Lema 5.0.16. Sejam Km1, Km2 e Km3 p-extensões abelianas não ramificadas de con-
dutores m1 � p1p2 . . . pk, m2 � pkpk�1 . . . ps e m3 � m1m2{p2

k, respectivamente, com
mdcpm1,m2q � pk de forma que Km3 � Km1Km2. Se G � tθi1 � θj2ui,j�0...p�1 é o grupo
de Galois de Km1Km2 sobre Q, satisfazendo:

1. θ1|Km2
é um gerador de GalpKm2{Qq, com θ1|Km1

� IdKm1
;

2. θ2|Km1
é um gerador de GalpKm1{Qq, com θ2|Km2

� IdKm2
;

3. pθ1 � θ2q|Km3
� IdKm3

,

e t � TrQpζnq{Km1Km2
pζnq, então, para 1 ¤ i, j ¤ p� 1, temos que:

TrKm1Km2 {Qptpθ
i
1 � θ

j
2qptqq �

$''''&
''''%

m1

�
m2
pk

� 1
	
�m2

�
m1
pk

� 1
	
�m3 � 1

p2 , se i � j

m1

�
m2
pk

� 1
	
�m2

�
m1
pk

� 1
	
�m3 � 1

p2 �
m3 ppk � 1q

p
, se i � j

.

Demonstração. Pela equação (4.1) temos que

TrQpζnq{Qptpθi1 � θj2qptqq � T 0
3 � T 1

3 � T 2
3 � � � � � T s�1

3 � T s3 ,
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onde

T ũ3 � h

�
����

¸
l1 l2 ... lt̃1

, l11 l
1
2 ... l

1
t̃2

t̃1�t̃2�ũ

S 1
l1,l2,...,lt̃1 ,l

1
1,l

1
2,...,l

1
t̃2
Si,jl1,l2,...,lt̃1 ,l

1
1,l

1
2,...,l

1
t̃2

�
¸

l1 l2 ... lt̃1
, l11 l

1
2 ... l

1
t̃2

t̃1�t̃2�ũ�1

S 1
l1,l2,...,lt̃1 ,k,l

1
1,l

1
2,...,l

1
t̃2
Si,jl1,l2,...,lt̃1 ,k,l

1
1,l

1
2,...,l

1
t̃2

�
���� .

Note que, T 0
3 � 0. Faremos aqui uma divisão em dois casos:

Caso 1: Se i � j.
Repare que neste caso, pela Proposição 5.0.13, os valores não nulos são exatamente

os que aparecem multiplicando 1
p2 nos dois lemas auxiliares anteriores, dessa forma:

TrKm1Km2{Qptpθi1 � θ
j
2qptqq �

m1

�
m2
pk
� 1

	
�m2

�
m1
pk
� 1

	
�m3 � 1

p2 .

Caso 2: Se i � j.
Sejam 0 ¤ u ¤ k � 1, 0 ¤ u1 ¤ s� k, d, d1 ¥ 1 e considere que�

a
a� b



� 0,

se b ¥ a. Logo, o termo geral T ũ3 � p�1qũh pλũ1 � λũ2 � λũ3q, onde

λũ1 �
1
p2

ũ�2̧

u�u1�0
p�1qu�u1Γu,u1 , (5.25)

λũ2 �
1
p2

ũ�3̧

u�u1�0
p�1qu�u1Γu,u1,k, (5.26)

λũ3 �
1
p2

ũ�2̧

u�u1�0
p�1qu�u1Γ̃u,u1 �

1
p

¸
u�u1�ũ�1

p�1qu�u1Ωu,u1 , (5.27)

sendo

Ωu,u1 �
¸

L1PPpP 11q, L2PPpP 12q

|L1|�u e |L2|�u1

φpnq±u
l�1 ql

±u1

l1�1 q
1
l1

,

Γu,u1 �
� ¸
d�d1�ũ�pu�u1q

�
k � 1� u

pk � 1� uq � d


�
s� k � u1

ps� k � u1q � d1


�
Ωu,u1 ,

Γu,u1,k �
� ¸
d�d1�ũ�pu�u1q�1

�
k � 1� u

pk � 1� uq � d


�
s� k � u1

ps� k � u1q � d1


�
Ωu,u1

qk
,
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Γ̃u,u1 �
� ¸
d�d1�ũ�pu�u1q�1

�
k � 1� u

pk � 1� uq � pd� 1q

�

s� k � u1

ps� k � u1q � pd1 � 1q

�

Ωu,u1 ,

onde PpP 1
1q e PpP 1

2q o conjuntos de todos os subconjuntos de P 1
1 e P 1

2, respectivamente.

Além disso, o termo
T s3
h

é dado por:

p�1qs φpnq

q1q2 . . . qs

�
DP 11

DP 12
qk �DP 11

DP 12
� p�1qs�kDP 11

qk
p
� p�1qk�1DP 12

qk
p
� p�1qs�1 qk

p



.

Logo,

T s3 � p�1qsh
�

1
p2 �

1
p2qk


�
s�1̧

u�u1�0
p�1qu�u1Ωu,u1

�
� p�1qs�1 qk

p
.

Pela Proposição 5.0.1, temos que TrQpζnq{Qpt2q é igual a

h

��
�

1
p
�

2
p2


�
φpnq �

ş

v�1

φpnq

qv
�

¸
v1 v2

φpnq

qv1qv2

� � � � �
¸

v1 v2 ��� vs�1

φpnq

qv1qv2 . . . qvs�1

�

�
1
p2

�
�φpm1q �

k�1̧

l�1

φpm1q

ql
�
¸
l1 l2

φpm1q

ql1ql2
� � � � �

¸
l1 l2 ��� lk�2

φpm1q

ql1ql2 . . . qlk�2

�



�
1
p2

�
�φpm2q �

s�ķ

l1�1

φpm2q

q1l1
�
¸
l11 l

1
2

φpm2q

q1l11
q1l12

� � � � �
¸

l11 l
1
2 ��� l

1

s�k�1

φpm2q

q1l11
q1l12

. . . q1l1
s�k�1

�



�

�
1
p
�

1
p2


����φpm3q �
ş

v�1
v�k

φpm3q

qv
�

¸
v1 v2
v1,v2�k

φpm2q

qv1qv2

� � � � �
¸

v1 v2 ��� vs�2
v1,v2,...,vs�2�k

φpm2q

qv1qv2 . . . qvs�2

�
��

�
��� .

Portanto,

TrKm1Km2{Qptpθ
i
1 � θ

j
2qptqq �

m1

�
m2
pk

� 1
	
�m2

�
m1
pk

� 1
	
�m3 � 1

p2 �
m3 ppk � 1q

p
.

114
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