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""Cartan's Formalism in Gravitation Theory"

Abstract

The main purpose of this work is to give to the reader a better
understanding of Cartan's mathematics related to exterior algebra and
differential forms, and discussing the way these may be applied to General
Relativity and to the Cartan-Einstein gravity theory.

As far as it was possible many of the topics discussed here were
introduced and developed in a different form even when they are compared
to other specialized texts. Certainly the topics corcerned the intrinsic
geometry (concepts of Vierbein and Cartan connexion), the open and the
closed paralelogram are among these.

The Cartan-Einstein gravity theory exists since Cartan wrote a letter
to Einstein in the later twenties telling him about the importance of the
antisymmetric tensor of torsion in general relativity. In recent years the
Cartan-Einstein theory has been extended in order to approximate gravity to
the other forces existents in nature.
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"O FORMALISMO DE CARTAN NA TEORIA DE GRA VITACAO"

Resumo

O principal objetivo desta dissertagdo ¢ o de oferecer ao leitor uma
possibilidade de melhor entendimento c_la -matemética._ de Elie Cartan
relacionada a algebra exterior e formas diferenciais, discutindo a partir dai o
modo como estas podem ser aplicadas a relatividade geral e a teoria da

gravitagdo de Cartan-Einstein.

Tanto quanto isso foi possivel, muitos dos topicos aqui discutidos
foram introduzidos e desenvolvidos de um modo diferente mesmo quando
comparados a outros textos especializados. Certamente entre estes estdo os
topicos concernentes a geometria intrinseca (introdugdo da Vierbein e
Conexdo de Cartan na variedade) e ao paralelogramo aberto e fechado.

A teoria gravitacional de Einstein-Cartan existe desde que Cartan
escreveu uma carta a Albert Einstein ao final dos anos vinte, dizendo-lhe
sobre a importancia do tensor antissimétrico de torgdo em relatividade geral.
Em anos mais recentes a Teoria de Cartan-Einstein tem sido ampliada com o
objetivo de aproximar a gravidade as outras forgas existentes na natureza.

AV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unespw.l 12: 13 34 15 16 T7 18



O FORMALISMO DE CARTAN NA TEORIA DE GRA‘VITACA:Q

INDICE GERAL

PREFACIO

1 - A TEORIA DE RELATIVIDADE ESPECIAL
Introdugdo
1.1 - As Transformagdes de Lorentz
1.2 - A Lei de Composigdo de Velocidades
1.3 - Os Grupos de Lorentz e Poincaré

1.4 - O Cone de Luz e o Espago-Tempo de Minkowski

2 - TEORIA DE GRAVITACAO

2.1 - Introducgio
A Teoria de Einstein - a Relatividade Geral

2.1.1 - Variedades Riemannianas, Tétrades e Formas
Diferenciais

2.1.1.a - Variedades Riemannianas;
2.1.1.b - Tétrades:;
2.1.1.c - Formas diferenciais.

2.1.2 - Curvatura

AVA
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unespm.l 12 13 34 15 16

17

18



2.1.3 - "O Paralelogramo Fechado"
- O Tensor de Curvatura

2.1.4 - Os Tensores de Riemann-Christoffel,
de Ricci e suas propriedades

2.1.5 - As Identidades de Bianchi
2.1.6 - O Principio da Equivaléncia
2.1.7 - As Geodésicas

2.1.8 - Equagdes de Einstein

2.2 - A Teoria de Einstein-Cartan

2.2.1 - Introdugao
2.2.2 - "O Paralelogramo Aberto" - A Torgdo

2.2.3 - Curvatura, Tor¢do e Conexdo numa
Variedade ndo Riemanniana

2.2.4 - A Teona de Einstein-Cartan - Perspectivas

3-CONCLUSAO

4 - APENDICES

S - BIBLIOGRAFIA

AV
AVAVAY

4 5 6 7 unesp m.l 12 13

14

1.5

16

17

18



O FORMALISMO DE CARTAN NA TEORIA DE GRAVITACAQ

PREFACIO:

Trés revolugdes conceituais, ocorridas no inicio deste século,
mudaram profundamente o entendimento do homem a respeito do universo
fisico: a Teoria Especial da Relatividade (1905), a Teoria Geral de
Relatividade (1915) e a Mecanica Quantica (1925). Einstein foi responsavel
pelas duas primeiras teorias e auxiliou a dar forma a terceira. As
instrospecgdes de Einstein sobre a fisica tedrica, tiveram e tem tido
profundo efeito no desenvolvimento da fisica na segunda metade deste
século.

Einstein ficou profundamente impressionado com as
conseqiiéncias fisicas do principio de simetria (ou invariancia) de Lorentz,
encontrada como propriedade das equagdoes de Maxwell, e trabalhou para
ampliar o alcance dessa invaridncia. Esta idéia de uma invariancia mais
geral, conduziu, junto com o principio de equivaléncia, a sua Teoria Geral
de Relatividade. Podemos dizer que Einstein introduziu o conceito de
que a simetria sugere interagdo. Este principio desempenhou um papel
essencial nos anos recentes, dando origem e possibilitando o
desenvolvimento de varias teorias de campo, entre elas: a supersimetria
e a super-gravidade. A invariancia nas transforma¢des de coordenadas deu
origem a propria Relatividade Geral de Einstein.

Outro tema constante na percep¢do de Einstein sobre os fundamentos
da fisica tedrica deveu-se a sua parcialidade com os conceitos geométricos.
Isto ndo surpreende, ja que foi o proprio Einstein quem criou um profundo
conceito de que a gravidade e a mecanica poderiam ser descritas em
termos da geometria de Riemann. Ele procurou encontrar uma estrutura
geométrica que desse origem ao eletromagnetismo, pois estava ciente do
fato de que a invaridncia de Lorentz ndo era suficiente para obter as
equacdes de Maxwell. Segundo ele, as equagdes de Maxwell implicavam
na obtengdo das equagdes do "Grupo de Lorentz", mas que estas ndo
implicavam na obtengdo das equagdes de Maxwell. Einstein estava ciente
da necessidade de obter estruturas geométricas que resultassem em
equagdes ndo lineares, ja que as verdadeiras leis, segundo ele proprio,
ndo poderiam ser lineares nem tampouco derivar delas.
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A analise de Einstein ‘sobre .o sentido da fisica tedrica e seu
desenvolvimento podem ser obtidos nos seus proprios escritos: "... a
base axiomatica da fisica teorica ndo podé ser extraida da experiéncia, mas
deve ser livremente criada ... A experiéncia deve sugerir os conceitos
matematicos apropriados, mas eles ndo podem certamente ser deduzidos
dele ... mas o principio criativo reside na matematica. Num certo
sentido, portanto, eu julgo verdadeiro que o pensamento puro pode
compreender a realidade como os antigos sonharam."  Estas
declaragdes ndo significavam que Einstein considerasse a fisica como uma
parte da matematica, nem tampouco que a fisica teorica fundamental teria a
tradicdo e o estilo da matematica, mesmo porque ele se considerava um
fisico e ndo um matematico. Ele esclareceu estas declaragdes de modo
mais profundo, em suas Notas Autobiograficas: "...meu interesse no
conhecimento da natureza foi também inqualificavelmente forte; e ndo
estava claro para mim, como estudante, que a aproximag¢io para um
conhecimento mais profundo dos principios basicos da fisica estava
vinculado aos mais intrincados métodos matematicos. Isto nasceu-me
somente gradualmente apds anos de trabalho cientifico independente. Na
verdade, os fisicos também estavam divididos em campos separados, cada
qual foi capaz de devorar pequena parte da vida de trabalho sem satisfazer
sua fome por conhecimento mais profundo. A massa de dados
experimentais  insuficientemente  conectados  foi preponderante aqui
também." Einstein compreendeu, por sua propria experiéncia e da grande
revolugdo no inicio do século, que, embora os fisicos permanecessem
fundamentados em leis experimentais, mais € mais a simplicidade e
beleza matematicas estavam exercendo importante papel na formagdo de
conceitos na fisica fundamental.

A procura de Einstein em obter uma teoria unificada da gravitagao e
do eletromagnetismo conduziu distintos matematicos como Tullio Levi-
Civita, H. Weyl e sobretudo Elie Cartan a analisarem mais profundamente a
estrutura matematica do espago-tempo.

Algumas das sugestdes colocadas por Elie Cartan, ha
aproximadamente 80 anos, deram origem, nos anos sessenta, a hoje
conhecida teoria de gravitagdo de Einstein-Cartan. A analise ainda que
sucinta, a interpretagdo e algumas das perspectivas daquele formalismo,
apresentadas sob uma visdo mais moderna, sdo os objetivos a que a presente
dissertagdo almeja alcangar. O trabalho ora apresentado, se propde
inicialmente a expor em breves resumos as teorias da relatividade especial
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(Capitulo 1), relatividade geral (Capitulo 2 - la. parte), e finalmente,
introduzir o formalismo de Cartan em gravitagao - Teoria de Einstein-Cartan
- (Capitulo 2 - 2a. parte), reinterpretando-a a partir de uma série de trabalhos
apresentadas nos anos oitenta pelos grupos de Varsovia (Trautmann e
Kopczynski) e de Turin (Regge, D'Auria e Fré).

Essa formulagdo introduzida por Cartan, emprega formas diferenciais
como elementos de uma algebra - algebra exterior - associados por uma
operagdo conhecida como diferenciagdo exterior. Essa varante ¢
completamente auténoma com respeito a tradicional que empregava o
calculo diferencial absoluto e o conceito do paralelismo de Ricci e de Levi-
Civita.

Um dos objetivos a que se propde essa dissertagdo € o de apresentar a
assim chamada Teoria de Einstein-Cartan de forma a que possa servir
também de introdugdo matematica e pedagogica a quem nela tenha interesse
em especializar-se . Visando essa meta, a forma de apresentagdo de alguns
topicos aqui € original em relagdo a outros textos didaticos de relatividade
geral.

O interesse crescente que a Teoria de Einstein - Cartan tem obtido
junto a comunidade de fisicos teodricos, de alguns matematicos, deve-se
talvez ao fato de que se uma teoria unificada da natureza deva ser buscada,

ela podera ser atingida "ndo tanto por substituir as equagdes de Einstein,
como por expandi-la em uma teoria generalizada" ( A Trautmann).

Guaratingueta, 13 de outubro de 1993.

Paulino Frulani de Paula
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1 - A TEORIA DA RELATIVIDADE ESPECIAL

Introducio

O ponto de partida desse capitulo sera uma breve apresentagdo da
relatividade restrita [1]. Nesta teoria o conjunto dos eventos fisicos se
desenvolvem no ambito de um continuo, dito espago-tempo M de
Minkowski. Os elementos desse espago-tempo sdo chamados eventos e sdo
caracterizados por ter coordenadas espaciais x, y, z € pelo tempo ¢, tal que
x=x',y=x",z=x,t=x" (x*,a=1, 2, 3, 4). Cada fenémeno
fisico se pode representar como uma sucessdo de eventos em M. O espago-
tempo contém matéria e cabe a fisica estudar as suas propriedades.

Como coordenada temporal, se introduz alternativamente x’ = ct,
onde c¢ ¢é a velocidade da luz no vacuo; neste caso os indices o assumem
os valores 0, 1, 2, 3.

A evidéncia empirica mostra que 0 mesmo continuo espago-tempo
pode ser descrito por infinitos observadores diversos, ditos inerciais, cujo
movimento reciproco ¢ retilineo e uniforme. Para estes observadores, vale o
principio de inércia, isto €, um corpo sobre o qual ndo age forga, se move de
modo retilineo uniforme.

Sejam A e B observadores inerciais genéricos € P um evento genérico
de coordenadas x; e x; respectivamente em A e B. E ainda um fato

empirico que a relagdo entre x;, x; € univoca e linear, isto é, do tipo:

xy = A5 (A4,B)xh +Z%(4,B) (1.1)

onde 0 A} e o E° sdo coeficientes constantes que dependem de A e B. Os
Af sdo vinculadas a condigao:

A‘E ‘%nay = nBB > ; (1‘2)

sendo,

M =Mp=Mu=1L 7N, z=0sea*p.
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Na equagdo (1.1) e nas seguintes, sdo omitidos os simbolos da soma
sobre indices repetidos. Usando a expressao (1.1), € facil verificar que a
condigdo (1.2) implica a invariancia da forma quadratica:

dsti= nmﬁdxﬁdxﬁ : (1.4)
1sto €:
N dxadx, = Ngdxgdy .

Esta invariancia significa, do ponto de vista fisico, que a velocidade
da luz no vacuo € independente dos observadores inerciais. Sejam de fato P,
e P, dois eventos de coordenadas respectivamente x* e x® + dx*®, tal que a

correspondente forma ds’ seja nula:
Dzl < i\2
(dx”)" =2 (ax')";
i1

dividindo por (dt)*, vemos que vale a relagdo:

: dxi S
;(E) = Cals

para a qual um sinal que parta de P, no tempo ¢ chega em P no tempo

t +dt viajando a velocidade da luz no vacuo (¢=299.792,5+0,3 K”%).
Sob a condigdo (1.2), esta relagdo entre os dois eventos ndo depende do
sistema referencial, pois esta relagdo possui um significado absoluto.

As (Aj) sdo conhecidas por Matrizes de Lorentz ¢ dependem de
seis parametros reais (trés angulos de Euler que exprimam a inclinagdo
relativa dos eixos espaciais de A e B, e as trés componentes da velocidade
relativa entre A € B). O conjunto de matrizes (A7), ao variar de tais

parametros, formam um grupo chamado SO (3,1). Acrescentando as
translagdes =°, se obtém a transformagdo ndo homogénea de Lorentz (1.1),
dependendo de 10 parametros, conhecida também por Transformacgéio de
Poincaré, em uma nomenclatura mais modema e historicamente correta.

O espago-tempo M de Minkowski € portanto o espago linear a quatro
dimensdes com a estrutura adicional da forma quadratica (1.4). Se esta

AV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unespm.l 12 13 34 15 16

17

18



fosse definida positiva. o espago assim obtido seria aquele euclidiano a
quatro dimensdes; ndo nesse presente caso, uma vez que as equagdes (1.3) e
(1.4) definem uma métrica dita pseudo-euclidiana.

Nada nos impede de considerar no espago de Minkowski tais
observadores ndo inerciais A e B, cujas coordenadas x; e x; pelo mesmo

evento sdo ligadas pelas relagdes ndo mais lineares, do tipo:
a o 0 1 2 3
Xy = S*(xg, X5, X3, X3) (1.5)

que substituem (1.1). Para um observador ndo inercial A, a forma quadratica
ds* ndo é mais dada por (1.4), porém assume a forma:

ds* = e (3 S5 Bie o AN xS (1.6)

onde g, (x,, A) sdo fungdes que dependem da escolha das coordenadas x,
e, por 1sso, do observador A. Além disso, em geral, ndo se espera aqui que
x, sejam coordenadas que cubram todo o espago M. Se considere, por
exemplo o seguinte caso particular de (1.5):

(I () ]
X=rxs s X = ()b X
¢ evidente que, embora os x; descrevam todo o M, os x; cobrem somente
o subespago x, > 0.

O espago-tempo de Minkowski é um caso muito particular de uma

variedade diferencial Riemanniana, ou melhor, pseudoriemanniana por causa
da métrica (1.3) ndo positiva My, =—1. O estudo desta variedade é

essencial para a relatividade geral. Me ocuparei desta na segdo 2.1,
capitulo 2. No presente capitulo discorrerei sobre albuns tdpicos
brevemente tratados ao longo desta introdugao.
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1.1 - As transformacées de Lorentz

Como ja foi mencionado na se¢ao precedente [Introdugdol],
admitiremos que os fendmenos fisicos tratados pela Relatividade Especial
se desenvolverio em um espago denominado espago-tempo M, dito
espaco-tempo de Minkowski. Os elementos deste espago tempo sdo
denominados eventos, que se caracterizam por 3 coordenadas espaciais
(x,y,z) e o tempo (7). Cada fendmeno fisico se representara por uma
sucessdo de eventos em M, ou seja, M sera visto como uma sucessdo
continua de R, ao longo do tempo.

Seja O um sistema inercial qualquer. Um outro sistema do tipo O'
sera caracterizado como de origem O', com suas novas 3 coordenadas
espaciais, além de 3 angulos inclinados em relagdo a O. Consideremos a
existéncia de 2 observadores, localizados um no referencial O e outro em
Q' Para fins de simplificagdo, consideremos que O' se movimenta em
relagdo a O com velocidade v somente ao longo da coordenada x e que os
sistemas tenham eixos paralelos e origem comum no tempo ¢ =0.

L) > }

O /O' X X
yf

&y

Fig. 1 - Representacio de Sistemas Referenciais Inerciais - O sistema O' se move com velocidade v

(constante) em relagdo ao sistema Q. ao longo da coordenada x.

Podemos assim definir uma transformagdo A que possibilite definir as novas
coordenadas em fung¢do das antigas, ou vice-versa:
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% = EAS T

Um ponto qualquer com centro em O, emite sinal luminoso que
obedece a equagao:

X(+y*+2=c** o
X*+y'+z22 -t =0

Introduziremos um coeficiente A :

(X*+ Y +22 =)= Mx+y° +2° =17 )=0 (1.9)

de forma que as relagdes (1.8) e (1.9) valerdo também para o sistema O'.
Utilizando as relagdes (1.7) e (1.9), obtemos:

lxﬂ +A.y'2 +lZl2 —;\.sz'z - [(AlI )2 -Cz(AL )2]x12 +(A22 )2yl2 0
HAL)? 22 +2( A\ A} - A A X' T+ (A - ¢ (A ] =0 (1.10)

Desse modo, obtemos:
A= (A=A
NTAS—Cc AN =0
(A} = (AL) = -Ac?

Q=R (A=A
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Das relagdes (1.7), temos que:
x—Ax'= At

1=y 4 N
1—Ax'= At

1solando a vaniavel t', teremos:

Considerando x=0 (origem do sistema O) e naturalmente supondo
Ai#0 e Al #0,ja que Q' se move em relagdo a O com velocidade v,

obteremos entdo, igualando as equagdes (1.13):

R WA
e . Y=gt
A A

4

0 que implica dimensao de velocidade para —;, ou seja:
4

A4 4 4
A—; =1y A= VA, (1.15)

Note-se que as novas transformagdes reduzem-se, num limite, ao caso
classico, ou seja, para t =1t na equagdo (1.12), A =1 e
conseqiientemente, A} =v e A, =0.

Substituindo (1.15) na segunda das equagdes (1.11), teremos:

DNVAT=CALA, =0 = A(Av-cA)=0

como A‘L #0, logo: (Allv - czAld) = ()
: 1 241 1 N
ouseja, VA, =c’A, = A,=—=A

-
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Substituindo (1.16) na primeira das equagdes (1.11), obteremos:

(All)z _cz(lz)”([\ll): =5
C

JA
J=TE

onde B= L oe | B|<1 para que tenha significado fisico.
c

Al =

Substituindo (1.15) na terceira das equagdes (1.11):

2 2
Vv C 2
—— (A +5(AY) =4
C C

A equagdo (1.16), portanto, transforma-se em:

A
A=

i eanll—B2

Substituindo as equagdes (1.15) a (1.19) em (1.7), obtemos:
VAR Y

X = X =
JI=TF TS

y=Vdy' ; z=VAs
|

1-p?

- (x'+vt') ;

=

2
C
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A fim de encontrar VA | fagamos:

=it (e, 2) h et ="ti(x, 1) 158 logo:

x'= (ﬁ)_: (x—vt)
J1-B

y'=A)y

2
c

t'=

i/%(’ vx]

Das equagdes (1.20) e (1.21) obteremos que:
(VA) ' =+

0 que somente € possivel, se e somente se, A=1.

As transformagdes de coordenadas do sistema O para O' ficam assim
expressas:

conhecidas como Transformacdes de Lorent;.
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Notemos que, para baixas velocidades em relagdao a velocidade da luz
¢, ouseja, para v<<c (B—0), as Transformagdes de Lorentz, dadas na

forma da eq. (1.21), tornam-se idénticas as Transformagdes de Galileu:

M=x=vt ; ti=it G y=y o 2=z

As Transformagdes de Galileu, portanto, sdo particularizagées de
transformagdes mais abrangentes conhecidas como Transformagdes de

Lorentz.
Introduzindo-se uma nova notag¢do, qual seja:

as transformagdes (1.22) ficam assim expressas:

‘y X!O +BX|]

2 X|]+BX10

=R JI-p

X X

XZ — X!Z 4 X3 — X|3

: v .
A conexdo entre a velocidade [3=— e a velocidade em termos de
c

(angulo de rotagdo) é dada por:
B = tghb

Desse modo, substituindo em (1.23), obtemos:
(1-B*)""* = cosh®

B(1-B*)""* =senh®
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Substituindo estes resultados na equagao (1.21), obteremos:

X"’= X°cosh®— X'senh6
(1.24)

X"=—-X"senh6 + X' cosh®

Do mesmo modo, substituindo esses resultados na equagdo (1.23),
chegaremos as expressdes:

X% = X"cosh6 + X" senh®
(1.25)

X' = X"senhO+ X" cosho

Resumindo, em combinando (1.24) com as Transformagdes de Lorentz ja
encontradas, tem-se que:

=B
1-B?2

= X°cosh® - X'senh6

XI_BXO .

J-7

com 0 que chegaremos ao seguinte resultado:

—X%senh0+ X'cosh® |,

senhO =

AVA

6




1.2 - A Lei de Composicdo de Velocidades

Encontremos agora as formulas de composi¢ao de velocidades.
Para isso, suponhamos os referenciais O, O' e O". O referencial O' move-se
com velocidade v, em relagdo a O e O" com velocidade v, em relagdo a O/,

conforme mostrado na Fig. 2. Para simplificagdo dos calculos,
consideremos que v, e v, sdo colineares e no sentido positivo do eixo x.

N AZ Az

Fig. 2 - Composicio de velocidades - Sistemas referenciais inerciais. em que O' e O" se movem com

velocidades v, e v, , respectivamente, em relagdo ao sistema O.

A teora classica, afirma axiomaticamente que as velocidades relativas
poderiam ser assim expressas, pelo antigo teorema de adigdo de
velocidades:

v=y, +v, (1.27)

Para verificarmos como seria o enfoque relativistico neste caso, devemos
partir das equagdes (1.22), considerando-as como deslocamentos
infinitesimais. Logo:

_dx'+vdt'
1-p?

dy =ady’

dx

v
dar'+—Ldx'
——C

1-p2
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Dividindo-se agora a expressdo de dx por dt e, a0 mesmo tempo,
o numerador € o denominador por dt', obteremos:

Ei_xz ;i*;;'f'vl
dr v, dx'

v (1))

. dx dx'
Introduzindo a notagao v=-a7 ey i obtemos a expressao da

adi¢do de velocidades segundo a otica relativistica:

v, +V
Y1t Vs
ViV,

2

1+

Como podemos observar, segundo a equag¢dao (1.30), a soma de
velocidades € sempre menor que a velocidade da luz. Note-se que, para
baixas velocidades em relagdo a velocidade da luz ¢, o antigo teorema (eq.
(1.27)) é perfeitamente valido, sendo, portanto, particularizagdo da eq.

(1.30), mais abrangente.

Lembrando que B=z=tgh8 , dividindo-se a eq. (1.30) por c,
c

temos que:

VY
— 4+ —
1%

C C
2
2

_ B, +B, _ tghO, +1tghO,
~1+B,B, 1+tgho,tgho,

B

V.
1+-12
c

B = tgho = tgh(0, +6,)

provando, portanto, a validade da expressado (1.30).
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1.3 - Os Grupos de Lorentz e Poincaré

Definimos grupo como um conjunto de elementos em que as
seguintes leis de composi¢ao sio validas:

(1) o conjunto € tal que € associativo em seus elementos, ou seja:

a)V A, BeH , AB=CeH e
(AB)D=A(BD) VY DeH
b)V A, BeH : 4+ B=CeH ¢

(A+B)+D=A+(B+D) V DeH

(i1) existe um elemento neutro:
a)V AeH 3 0eH : 4+0=4 ;
b)V AeH 3 /eH : Al =4

(111) todo elemento € inversivel (admite inverso):

V.AeH 3 A'eH : A4'=]
(A" échamado o inverso de 4)

Isto posto, podemos, tal e qual obtemos através das eqgs. (1.25), obter
também transformagdes sucessivas em relagdo as outras coordenadas (X~
e X’) e chegariamos entdo a construir uma transformagdo geral de
Lorentz. E facil observar que essas transformagdes fazem parte de um
grupo a que chamaremos Grupo de Lorentz O (3,1). Por exemplo, sejam:

AV

6




0
0

[cosh(6+6,) senh(6+6,) 0
senh(6+06,) cosh(6+6,) 0
0 0
0 0 0

1

[(coshBcosh6, +senhBsenh,) (cosh@senh®, +senhBcoshd,) 0 0]
(senhBcosh, +coshBsenhB,) (senhBsenh6, +coshBcoshf,) 0 0

0 10
0 oNll|

Seja, A.B=C.Como: 4e€0(3,1) e BeO(3,1), é facil verificar que

C €0(3,1).

Desse modo, as condigdes (1), (i1) e (ii1) sdo satisfeitas.




Definiremos da eq. (1.4) o invariante:

ds’ = 3 npdxtdx’ = 3 ndx"™ dx® (1.32)

a . fp=0 a.f=0

Considerando as matrizes retangulares, das coordenadas e seus
deslocamentos infinitesimais, a equagdo (1.32) ficara entdo representada

por:

ds’ = nyudx®dx’ = dX ndX (1.33)

As relagoes (1.23) e suas congéneres, podem ser escritas da forma:

X"""=/\°E,)("3 o X'=AX
dX'“:A‘;dXB ou dX'=AdX

onde A € uma matriz quadrada de elementos A% dada por:

-

0 O

e
JI-P’

B
Ji-p:

0

0

0 0
0 0

Sabemos de (1.2) que: 1, =M, A‘t,A’i

e, COmo: ATmA =1
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da eq. (1.33), obtemos:

ds?=dX'"" ndX'=(AdX) n(AdX)=dX 'ATqnAdX

logo: ds” =dX mdX
Por conseguinte, entdo, podemos afirmar que:

dX'" ndX'= dX"ndX =INVARIANTE (1.38)
(sob Transformacgdes de Lorentz)

Generalizando, portanto, as equagdes (1.23), chegamos a um conjunto
de matrizes A, que formam um grupo, o chamado Grupo de Lorentz, e
conhecidas as Transformacoes de Lorentz homogéneas, ou seja:

AT onde A €O(3,])

Agora, podemos entio definir uma transformagdo P, chamada de
Transforma¢do de  Poincaré - também conhecida como
Transformacgado de Lorentz ndo homogénea -, como uma transformag¢do do

tipo:
X'=AX+¢ onde A e€0(31]) (1.39)

e € éumamatrizreal 4 x 1, dada por:

0]

€

83

E!

A Transformagdo de Poincaré P tem 10 parametros € o conjunto

destas transformagdes formam um grupo, o Grupo de Poincaré. O Grupo
de Lorentz ¢ um caso particular do Grupo de Poincaré, quando €=0.
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Por meio de célculo matricial, podem ser deduzidas as propriedades
gerais das A € O(3,1). Dado que as matrizes (1.36) e (1.37) sdo quadradas,

entao:

detA” = detA
ANN=TT
det(A'A)=1 = detA’.detA =1
logo: detA =+1 (1.40)

Se detA =+1 se dirda que A é uma matriz propria ¢ se detA =-1 uma
matriz impropria. As matrizes (1.36) e (1.37) sdo tais que detA =+1.

Ao subconjunto de O (3,1) formado pelas matrizes A com detA =+1
denotaremos por:

SO (3,1) (Special Ortogonal)

Por conseguinte,

SO(3,1) c0(3,1)

1.4 - O Cone de Luz e o Espaco-Tempo de Minkowski

O espago-tempo de Minkowski M ¢é um espago-tempo plano (flat
space time), linear, a 4 dimensdes, no qual a distancia elementar ds entre
dois eventos na trajetoria de uma particula € definida pela forma quadratica:

ds’ = —c*dt® + (dx* +dy* +dz*) = dx*dx" (1.41)

AVA
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unespmll 12 13 34 15 16

17

18



Considerando: ax" =dx" = (cdt, dx, dy, dz), obtemos:

dst=mirdxidei= [edt dx dy dz] (1.42)

0
0
l
0

Como vimos anteriormente em (1.38) ds* € um invariante, o qual
consideraremos como:

—ds* = c*1? (1.43)
onde T ¢ denominado tempo proprio (proper time). Dessa forma:
—c’t’ ==t + (dx’ + By* +dz°)

o, d+d +d
c

-

r=t1-% =4 1-P°

C

onde 3= %
c

Notemos que, para v <<c, obtemos 1=t da fisica classica.

Consideremos o espago-tempo M de Minkowski, representado
apenas pelas coordenadas espaciais X, y e a coordenada temporal
t.

A representagdo grafica de todas as trajetorias possivels para 0 movimento
de uma particula em relagdo a uma origem O, seria delimitada por um cone

de luz, representado pela Fig. 3.
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Trajetoria
e e

‘World Line

oy
-

X

Fora do cone:
dx/dt > ¢

Tempo positivo: t> 0 (futuro)
Tempo negativo: t <0 (passado)
Tempo nulo: t=0 (presente)

Fig. 3 - O cone de luz - Trajetorias possiveis de uma particula no espago-tempo de Minkowski,
delimitadas pelo cone de luz.

Na Fig. 3:

- Ponto A: evento de coordenadas espago-temporais (X, y, t) associadas
d

linha do universo da particula (world line).

- Interior do cone: eventos "possiveis" ds <0 - género tempo (time like).

- Exterior do cone *: eventos "impossiveis" ds>0 - género espago
(space like).

* . ! : ' ;
Para que um evento ocorresse no exterior do cone. haveria necessidade de que possuisse velocidade

dx — dx
v= o > c¢. No caso limite temos o ponto B. onde e (55
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2 - TEORIA DA GRAVITACAO

2.1 - Introducio
A Teoria de Einstein - a Relatividade Geral

A Teoria de Einstein da Gravitagdo, também conhecida como
Relatividade Geral, foi criada em 1916 com a publicagio do trabalho
fundamental de Albert Einstein, "Die Grundlage der allgemeine
Relativitatstheorie” (em portugués, parte integrante do volume "O Principio
da Relatividade") [2], [3]. Séo transcorridos mais de dois ter¢cos de século
desde aquela data e a teoria sofreu uma grande evolugao que nos tem levado
a novas formulagdes de alto interesse tedrico.

A Teoria da Relatividade Especial supde, como vimos, que o espago-
tempo € um espago de Minkowski, ou seja, um espago pseudoriemanniano
com elemento de arco:

ds* = dx,’ +dx,’ +dx," - c*dt* 2.1)

Este elemento tem a mesma expressdo em todos os pontos do espago.

A Teoria da Relatividade Geral conserva a hipotese fundamental de
que 0 espago-tempo € um espago pseudoriemanniano, mas supde que a
forma do elemento de arco depende da distribuigdo de matéria, e que,
portanto, deve determinar-se em cada caso, o que significa dizer que os
coeficientes g, (em numero de 10, posto que a dimensdo do espago-tempo

¢ n=4), da forma fundamental:

dsii=iodxt ks (2.2)
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ndo serdo dados a priori. Os g ., que correspondem a um sistema de

coordenadas determinado, sdo fungdes das coordenadas x" e definirdo
completamente com respeito a este sistema o "fenomeno elementar da
gravitagao" W pelo principio das geodésicas - linhas curvas do espago
Riemanniano que tem as mesmas propriedades das retas num espago plano
Aos S daremos o nome de potenciais de gravitacdo. Estes e suas
derivadas que aparecerdo mediante os simbolos de Christoffel nas equagdes
das geodésicas [segdo 2.1.7], definirdo o campo de gravitagdo no sistema de
coordenadas considerado.

O problema essencial da teoria relativista da gravitagdo, tal e qual
elaborada por Einstein, consiste na determinagdo efetiva dos potenciais de
gravitagdo correspondentes aos diferentes estados da matéria e energia no
espago [4].

Sdo consequéncias da Relatividade Geral nem tanto a predigdo de
fendmenos sutis - e.g. a curvatura de um raio de luz num campo
gravitacional - quanto o surgimento, em fisica, de teorias com exigéncias
matematicas de grande beleza estética. O ponto de partida da teoria vem da
igualdade entre massa inercial e massa gravitacional, de onde surge o
famoso principio de equivaléncia [se¢io 2.1.6]. A teoria do campo
gravitacional se apoia sobre este principio de equivaléncia entre gravitagdo e
inércia. Partindo deste, muitos dos fendmenos fisicos da relatividade geral
podem ser demonstrados ou intuidos. O desenvolvimento completo, no
entanto, e as ultimas consequéncias do Principio se podem deduzir somente
através do cdlculo tensorial [segdo 2.1.1], ou através de um formalismo
alternativo ¢ mais modemo - formas diferenciais - introduzido em
matematica por Elie Cartan [se¢do 2.2], [5], [6], [7]. Neste ultimo, as
equagdes do campo de gravitagdo independerdo diretamente dos potenciais

8w [7]-

* . . Loy :
A lei de movimento de um corpo de prova infinitamente pequeno. colocado no universo € ndo

influenciado por nenhuma agdo elétrica ou de contato; ¢ um fato experimental que, se o corpo de prova
ndo se acha muito distante de qualquer corpo material. seu movimento difere ¢ muito do movimento

retilineo previsto pelo Principio de Inércia.
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2.1.1 - Variedades Riemannianas, Tétrades e Formas
Diferenciais: a contribuicdo de Elie Cartan

2.1.1.a - Variedades Riemannianas

Seja M" um espago topoldgico e {U, } um conjunto aberto de M" que
recobre M": l;\JU,\ = M". Por carta local (abrev.: carta) em M" se entende
um par (U,, @,), onde ¢,: U, - O, ¢ um homeomorfismo entre U, e 0
subconjunto aberto O, de R". Em linguagem menos abstrata, isto significa
identificar os pontos em U, mediante n coordenadas cartesianas
x',x*, ...,x" em O, . Por dtlas de M" se entende a colegdo de cartas
(U,, 9,). Tal atlas se constitui uma variedade diferenciavel de ordem n
sobre 0 espago M" se por cada A e B, tal que U,NU,#Q, a
0ePa - 04U NU,) = @,(U,NU,) ¢é uma aplicagdo diferencidvel de
0. (U,NU,) sobre ¢z(U,NU,). Esta condigdo significa [8], [9]:

i) quando um ponto aparece em duas cartas diferentes (U,, ¢,) €
(Usg, @), ele sera entdo identificado de duas distintas n-uplas de
coordenadas: x3i= (3, 8x; (TR ) el = (kN MR xR

ii) a troca entre as coordenadas x, © x; deve efetuar-se mediante fungdes

diferenciaveis. Na maior parte das aplicagdes relativisticas se assume, para
simplificagdo, diferenciabilidade indefinida, isto é, do tipo C~.

O espago de Minkowski € uma variedade diferenciavel M* que possui

uma cobertura constituida de um tnico aberto U/ = M* , o proprio espago .
As coordenadas x; identificam, neste caso, uma carta particular (U,, ¢,);

cartas diferentes terdo o mesmo aberto e diferirdo por transformagdes de
Poincaré. '

A utilidade do conceito parece evidente ao considerar-se o espago-
tempo da relatividade geral. Antes de desenvolver as consideragdes fisicas
que conduzem a esta asser¢do, convém acenar com as varias estruturas
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matematicas definiveis sobre uma variedade diferenciavel. Como ja
demonstrado, embora limitando-se ao caso trivial do espago cartesiano R",
aqui se espera que ndo existam sobre uma variedade genérica M" abertos
que coincidam com M"; uma carta genérica servira para descrever somente
um fragmento da variedade. Todavia, o conhecimento das fungdes ©,¢,"
admite "colar" em conjunto os varios elementos da cobertura, fornecendo

um atlas por toda a variedade.
Seja dado um ponto P e M" e uma vizinhanga /(P)c M"deP.

Uma fungdo diferencidvel em P em uma carta genérica (U,, ¢,) tal que
U, o1(P), o é também em qualquer outra carta (U, ¢,) com U, > I(P),
em consequéncia da diferenciabilidade da fungdo ¢,¢, . O conceito de
diferenciabilidade de uma fungdo definida em M" nao depende, pois, da

escolha da carta e € intrinseco a variedade.
Segundo a visdo einsteniana, toda a quantidade de interesse fisico

deve ser descrita mediante campos tensoriais. Um campo tensorial do tipo
(p,q): TS, consiste na fixagdo sobre toda a carta (U,, ¢,) de fungdes

diferenciaveis nas coordenadas x; relativas ao ponto P €U, :

TI::IB(;: 'g?p (x4,A)= T;E} (xa,A), (2.3)
onde i {o} m (oo, il ot 1R e R (B m B DU B LT BY) S sdoindices
compostos. Estas fungdes diferencidveis sdo vinculadas as condi¢des de
consisténcia sobre U, U, #J :

v, ;
Ox:IB\(EET0xal

[1

(2.4)

q
Tal,a-_-,.,.,ap (EA ,A) = Tl.ll-ﬂz_‘,,,f‘p (EBaB) l—[
Bis B2y - Bg MIACTC R i=l axﬁ' =1 ax;l

onde x, e x, sdo coordenadas estabelecidas em A e B ao mesmo ponto
PeU,NU, ; a equagdo (2.4) ¢ também conhecida lei de transformagio

tensorial.

Um tensor do tipo (p,q) € dito ser p vezes contravariante € q vezes
covariante. Um tensor do tipo (0,0) se diz escalar, do tipo (1,0) se diz vetor
contravariante e do tipo (0,1) vetor covariante.

Uma variedade diferenciavel dotada de um tensor g, do tipo (0,2)
se diz riemanniana se a matriz (g,,) ¢ definida e positiva em uma carta
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genérica. Se, ao contrario, a matriz (g,,) € toda formada de autovalores

positivos, exceto um negativo, se diz que a variedade € pseudoriemanniana e
do tipo Lorentz se n=4. Como veremos, o espago-tempo da relatividade

geral ¢ uma variedade do tipo Lorentz e o espago de Minkowski € um caso
particular muito simples no qual as g,, sdo constantes e coincidente com as

N., definidas na equagdo (1.3). O tensor g, € denominado tensor

meétrico. Em uma carta genérica, convém definir também o tensor do tipo
(2,0) ou g**(x,,A4) como o inverso do tensor métrico, ou seja:

8% (xa,A) gy, (x4,4) =]
onde: 87 =1 se a=y e 067=0sea#y
O intervalo entre dois eventos proximos € dado por (2.2):
ds’ = 8,5 (Xa, A)dxydx} (2.5)

O calculo tensorial permite construir tensores partindo de outros
tensores. As regras seguintes sdo muito simples e faceis de verificar:

a) se T;T' B:" e S;: = ';" sdo tensores do mesmo tipo (p,q), a

expressao:
T () = AT (o ) S, 8 e (o) (2.6)

onde A e p sdo constantes, define-se um tensor Z do mesmo tipo (p,q).

U.p.,.| e P (IP—[

al...,.ap
bse L oe S

(t,s) respectivamente, a expressao:

sd0 campos tensoriais do tipo (p,q) €

Zy: g (s ) = 5 (e, NS5 (205 A) @.7)

}3 v Bq’ls

define-se um campo tensorial do tipo (p+t, g+s).
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c) se ;" "7 éum tensor do tipo (p,q), a expressio:
el

T;:" '; ]’ f';:"l"‘ [‘;1" define-se um tensor, dito contraido, do tipo (p-1, g-1).

A diferenciagdo de um campo tensorial torna o problema mais
complexo. Esse problema foi brilhantemente resolvido no cdlculo
diferencial absoluto, através da nogdo de deslocamento paralelo,

introduzido por Levi-Civita.
De fato, se considere, por simplicidade, um campo vetorial covariante
T . A expressdo em uma carta genérica das derivadas:

0T, (x4,4)
ox),

(2.8)

laA):

ndo da lugar a quantidades possuindo carater tensorial do tipo (0,2), como
seria desejavel. Derivando a relagao:

p

7 Coa ) T (hB)

o 2
xA

que € um caso particular da equagdo (2.8), se obtém:

0’ xB

axB 6x3

na(xHeB) (_B,B) . (2.9)

.'l .4

que, envolvendo as derivadas segunda das coordenadas, ndo tem carater

tensorial. Com efeito, a derivada 7, ndo possui nenhum significado

geométrico intrinseco de relevo. Dado no espago euclidiano um vetor T
constante em cada ponto, as componentes do vetor resultam efetivamente
constantes se se utilizam coordenadas cartesianas, e sua derivada € nula. Em
coordenadas curvilineas, ao contrario, as componentes do vetor sentem o
encurvar-se das linhas coordenadas, € ndo sdo constantes. O descolamento
paralelo de Levi-Civita permite impedir esta falha, computando a variagdo
que deve impor-se sobre as componentes de um vetor, a fim de que esse
permanéca efetivamente constante no deslocamento de um ponto a um outro

infinigésimalmente proximo.
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Se considere, portanto, em PeU de coordenadas X, , um vetor
contravariante 7% (x,,A), que tem sua notagdo simplificada para T
Deslocando 7% para o ponto proximo Xx& +dx’ , se obtém novas
componentes 7~ +d7T°. Torna-se l6gico assumir que as dT* sio lineares
nas dx’. Em tal caso se obterd uma expressdo do tipo:

a— -F,;‘B(xA,A)T*de : (2.10)

onde as F;’ - sdo coeficientes que servem para deslocar os vetores € devem

levar em conta a arbitrariedade do sistema de coordenadas.
A expressio (2.10) deve ser determinada pelas condigdes

suplementares:

a) simetria: I":B =TIy . Existem esquemas mais gerais nos quais esta

condicdo ndo ¢ satisfeita, como nas chamadas geometrias ndo
riemannianas (e.g. teoria de Einstein-Cartan, capitulo 2.2). Essa, no
entanto, vale sem restrigdes na relatividade geral.

b) o comprimento do vetor T% deve ser conservado durante o
deslocamento. Em analogia com a geometria elementar, o quadrado do
comprimento de 7 ¢ dado pelo invariante:

T S 110 2.11)

onde, por simplicidade de notagdo, se omite completamente o indice da
carta. Impondo que 7 seja o mesmo por 7 e por T* +dT™ , se chega
a relagdo diferencial:

aguﬁ

_ 1% 8
LT l"a? sp T+ FBT o (2.12)

S

que possui como solugao:

085 (X4, 4) | 08y (x,,4) 08 (xAsA))
ox, ox! ox
(2.13)

. 1
FBY(EA,A)= ng‘s (anA)[
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Os desenvolvimentos pormenorizados dos resultados obtidos nas
equagdes (2.12) e (2.13) estdo no Apéndice A.

As T sdo também escritas na forma {o"} = rl;‘Y e denominadas Simbolos

de Christoffel. Para esses simbolos vale a lei de transformagdo ndo
tensorial:

a m v 2 41 a
0x. 0x. Ox; o x:Mox.

: (214
Oxt Ox. '0x] 6x 0x}i0x: ()

FL?T (x,,4)= I":v(xB,B)

que, combinada com a expressao analoga a (2.9) para o vetor contravariante
T, mostra como a expressio:

T )= ZE A T (5, AT (4, 4) 219
X

A

define um tensor do tipo (1,1), chamado derivada covariante de 7. De
modo analogo, se vé que um vetor covariante possui a derivada covariante

dada por:

aYt;(lAsA)
ox”

Lp(x4,4)=

a

—rcIB(EAsA)Z;(IAsA) ’ (2.16)

enquanto um tensor genérico vem derivado covariantemente como segue:

Ay, - G
L Bi. - Bq a, By, - Gy Uy PURLy, - &y a, Q). pg
/Tp -E‘q;'.l’ = a‘x}f + rll ¥ 75']- - f T rl‘ vl 1;31- Ji‘q AE R l—P y Ié‘l- -Bq +

/

s u U,', ,ap Y [ e ST ‘up i I H (1), ,C{P
Ly L 6 ~ Doy Toign 0, = o ~Tp T 2217)

tendo sido omitido o indice da carta.

A condi¢do (2.12) aparece entdo como a nulidade da derivada
covariante do tensor métrico g, . Além disso ¢ claro que o tensor métrico
determina os Simbolos de Christoffel através da equagdo (2.13) e de toda a
variedade.
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E conveniente mencionar que em alguns textos é usual encontrar-se
uma outra notagdo para expressar derivadas covariantes de vetores ou
tensores. De acordo com aqueles, as expressoes (2.15), (2.16) e (2.17)

resultariam em:

T*p(x,,A)=VT (2.18)

Tu,. wllp T.r;i (2.19)

B BRI j

2.1.1.b - Tétrades

E possivel também desenvolver a geometria riemanniana em um
formalismo mais modemo, suscetivel de novas aberturas, usando o conceito
de tétrade, introduzido originariamente por Cartan em geometria, op. cit.
[5], e desenvolvido em fisica por Kibble e Utiyama [10].

Ao invés do tensor métrico, vem associado a cada ponto de uma carta

genérica A, n vetores covariantes independentes e ortonormais
i(x, . A): a=ls.."n ue formam portanto uma base V , ndo
a \Z=A» ’ ’ » ] i

degenerada, dita n-ade; no caso n=4, relativo a relatividade geral, se diz
tétrade. A ortonormalidade implica:

VelRgd =t (s (2.20)

relagdo que pode tam/bém ser escrita como:
b
VaVe M =8up (2.21)

para a qual o conhecimento da base V em cada ponto, implica o
conhecimento do tensor métrico; a normalizagdo € tal de modo que:

det(V?) = \[—det(g,;) - (2.22)

Junto a base V se considera ainda a base dual W= V™', constituida
dos vetores contravariantes W. normaisa V. :
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azra _ oo
W, o —5[; .
que, em virtude de (1.2), conduz ao mesmo tensor métrico op -

A base V ¢ determinada pelo tensor métrico, a menos de uma
transformagdo genérica do grupo de Lorentz; de fato a base V' :

V' (X4, 4) = Ay (22) V, (24, 4) (2.24)
que tem como dual:
Wis = WE (A=) (2.25)

Dada a n-ade V® e um vetor genérico contravariante T® , podem
ser consideradas as projegdes:

T*(x,4,V) = V. (x,4)T*(x, A) (2.26)

ao invés das componentes originais T, estas proje¢des resultam
independentes da carta e se escrevem, portanto:

Ta(_.“\::_\_{) ETa (EA:A'}!) : (2‘27)
De fato, trocando a base, de acordo com a expressdo (2.24), se obtém
a nova proje¢ao:

T (x,V) = A (x)T*(x,V) . (2.28)

Portanto, € possivel substituir sistematicamente aos componentes de um
vetor contravariante T® pelas projecdes T*(V) que se comportam como
escalares. De modo analogo, as componentes covariantes se projetam sobre
a base dual W .

Inicialmente, este formalismo usa somente escalares e ndo necessita
dos I'" para a derivagdo covariante. Uma troca local de base, segundo a

expressdo (2.28), aparece como uma transformagdo de Lorentz sobre os
indices b na projegdo de um tensor genérico. Portanto, desaparece o efeito
da transformagdo de coordenadas na troca de carta, mas aparece o de uma
transformacgao genérica local de Lorentz.
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Uma expressdo T~ (V) chama-se tensor se transforma-se

€xatamente como:

T P (6, V) = AP (2). A% (2)(AT)D (2).. (AT ()T 3 (2, V)

Qys -

(2.29)

sob uma transformagdo de Lorentz genérica. Se observa, todavia, que as
derivadas projetadas:

Tpl (v) TP1s - P
=TP b (V) (2.30)

= q By M+ e
ax(l 1 Qe59:+)

mesmo parecendo ser trivialmente covariantes com respeito a troca de carta,
ndo o sao com respeito a transformagdes locais de Lorentz; de fato, no caso

s=1 e t=0, se obtém:

oT? (V! oT*(V
(V) 5l DD

a

g ( )Ta(V)wf‘(A‘ )

2.31)

=0 R4

I¥ ;‘7, que torna covariante & derivada (2.30). Através de ©? (V) se obtém a

A 1déia aqui é a de /iy/oduzir a quantidade ®”(V) analogamente aos

condi¢do [Apéndice B]:

5\/" :
P l"mB\/\‘°’+croB Ng Ve =0,

da qual se vé facilmente que a derivada [Apéndice C]:

2 mm(v)nabTb(V)

TP (V) = 32( )

¢ novamente um tensor, pois:

To (V)= AT (V) .
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2.1.1.c - Formas diferenciais

O formalismo da n-ade se simplifica, e muito, usando a linguagem

das formas. Uma 1-forma ¢é essencialmente equivalente ao conceito de
vetor covariante; de fato, em lugar do vetor T, , se considere a forma

diferencial:
T(A) =T, (xs,A)dx; (2.35)

paraaqual T(A)=T(B) em U ,U, , como consequéncia da lei de
transformagdo tensorial. A forma ndo depende portanto da carta. Se
introduz o produto a Grassman definido inicialmente sobre as diferenciais
dx® , anticomutativo e associativo:

dx® AdxP = —dx’ A dx® (2.36)
(dx* AdxP) Adx! =dx®* A(dXP Adx"). (2.37)

Uma q-forma f{“ corresponde ao tensor do tipo (0,q) totalmente
antissimétrico e € definido como o polindmio genérico de grau q em dx*® ,

com coeficientes que dependem das x°:

i

q%f (X, A A L. Al

f(q) o

a condi¢ao de consisténcia € dada por:

ox:!
ox Lo

fuT, o (xA ’A) = fﬁt, ,[lq (xB'-‘B)

Dessa forma, vale a relagdao obvia:

f(q} 7 g(p) — (_ l)pq g(m /\f(q) '
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Para a derivada df de uma forma, também chamada de derivada
exterior de [, se f ¢ uma q-forma, df ¢ definida como uma (q+1)-forma

dada por:

a o o, (X ‘-'A) a
df:—lz a2y (2 dx;i Ade A S NG N (2741)

g« ox5t!

Ocorrem z;s relagdes particulares:
d(fPANgP)Y=df P Ag? +(=1)" f© Adg™® (2.42)
ddf'”?)=0 (2.43)
d(dx*) =0 (2.44)
que nos permitem definir recursivamente a derivada de uma forma.
O operador d generaliza a nogdo elementar de rotacional e de

divergéncia de um vetor. Entendendo-se por 0-forma uma fung¢do
ordinaria diferenciavel f{x), a derivada df corresponde ao diferencial

ordinario:

df =

6l axe (2.45)
ox=

No caso de uma 1-forma: 7'=7dx® , pela definigdo (2.41), sua derivada
¢ dada por:

(2.46)

que corresponde ao rotacional. A relagdo (2.43) indica que o rotacional de
um gradiente € nulo. Valera a pena notar que, como a definicdo de
rotacional ndo exige o conhecimento dos simbolos de Christoffel, porquanto,

AT = 5T ~ T ) e = 5 (T = Ty P 0.7
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pela simetria destes simbolos. Analogamente, a derivada genérica de uma

forma nao exige o uso das I’ por causa da anti-simetrizagdo que essa
implica. A derivada d € portanto naturalmente covariante e de significado

intrinseco.
Neste sentido, o calculo da forma aparece como um algoritmo

particular contido no calculo tensorial usual. Havendo a disposi¢dao a n-ade
V e as o, é possivel exprimir por sua vez o contetido do célculo tensorial

de Ricci e Levi-Civita através daquele das formas. De fato, sempre se pode
deslocar um indice a do espago-tempo a um indice interno, projetando
sobre a n-ade e deixando somente indices covariantes antissimétricos. Deste

modo, as g-formas do tipo:

=T (xip, A)dxSine.. senide (2.48)

{a}

» Oy o .('J.q

com um caracter genérico de transformagéo tensorial com respeito ao Grupo
de Lorentz, devem ser suficientes para exprimir todos os entres geométricos

representados no calculo tensoral ordinario.
Para as formas contendo indices tensoriais, ocorre usar uma derivada
covariante na qual as ©> desempenham o mesmo papel das I"B“T . Com

esta finalidade, convém introduzir as 1-forma:
0™ = mf‘,bdx” (2.49)
=1l dx* (2.50)
que trazem como consequéncia da equagido (2.32) [Apéndice D]:
AV +0® An V=0 , (2.51)

enquanto a derivada covariante da forma tensorial (2.48), também chamada
de derivada covariante exterior, vem expressa por:

1
Pis =+ Ps P Pre =« Picl+ T - Pyl - p— T Pi.
IDYfial =dT, - Zﬁ) AT ;mq, AT

9. E TR I

(2.52)
onde: ®, =®“n,
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Deste modo, a combinagdo (2.51) aparece como a nulidade da derivada
covariante [}’ . Através das ®; pode-se especificar ainda a lei de

transformagao por troca de base, que resulta em [Apéndice E]:

@y = (A7) dA; + (A @A (2.53)

2.1.2 - Curvatura

As duas formulagdes da variedade riemanniana, mediante a métrica e
a n-ade, resultam equivalentes como conteido, porém conduzem a
desenvolvimentos formais diferentes. Em ambos os casos é fundamental o
conceito de curvatura. Isso nasce da constatagio que o deslocamento
paralelo de Levi-Civita ndo € geralmente integravel: deslocando um vetor ao
longo de uma linha fechada, se chega a um vetor final que nao € igual aquele
da partida. S6 em um espago que se comporta localmente como o plano
euclidiano, o transporte de Levi-Civita equivale ao paralelismo ordinario.

Esta ndo integrabilidade se exprime também notando que n3o subsiste
comutatividade das duas derivadas covariantes analogas aquela da derivada
parcial. Abordarei esses fatos nas segdes que se seguem.

2.1.3 - "O Paralelogramo Fechado" - O Tensor de Curvatura

Considere uma variedade V), referida a um sistema de coordenadas

(¥*) para a qual o elemento linear do espago ¢

ds’ = g, dy*dy* (2.54)

Seja m um ponto da variedade e €, os vetores base associados a
m. Defina o sistema natural de referéncia em m por (m,€, )= (y,,€,).
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No espago euclidiano E), a condigdo para que a forma diferencial

quadratica (2.54) defina uma métrica € a de que se satisfagam as condi¢des
de integrabilidade relativa aos vetores €, do sistema de referéncia. Se esta

forma ndo satisfizer tais condi¢des, diremos que em £, ela ndo podera ser

categorizada como métrica, pois ndo existirdo sistemas de coordenadas
curvilineas em £\, capazes de assim defini-la; diremos em tal caso que

(2.54) define a V, como um espago de Riemann (Ry). Um espago ou
variedade de Riemann €, portanto, uma variedade dotada de uma métrica

(2.54) [11].
Elie Cartan- demonstrou [12] que num espago de Riemann, ou
pseudoriemanniano, € a ndo integrabilidade dos vetores €, que da origem ao

tensor de curvatura. Para determina-lo, usarei aqui um método a que
chamarei de "O Paralegramo Fechado".

Para se calcular as derivadas de 2° ordem de uma fungdo escalar ou
vetorial de variaveis (y*), se efetuam duas derivagdes das quais em uma so6
varie y“ e na outra unicamente ). Generalizando este processo

introduziremos dois simbolos de diferenciagdo, d e 8, permutavesis.
Partindo de valores quaisquer de variaveis arbitrarias (%)

introduziremos variaveis (dy®); diremos que esta variagdo define um
simbolo de diferenciagdo d. Seja analogamente (0y“) um segundo simbolo
de diferenciagio 8. A partir de valores (¥ +dy®) efetuaremos a
diferenciagio 3.

2>

—

m' d (m+om)

(1>T o 0 T(n

-

m

(m+dm)

d
“—

(1>

Fig. 4 - "0 Paralclogramo Fechado" - Estudo da geometria de uma variedade riemanniana, em que se

passa do ponto /71 a /7", através de dois caminhos distintos. utilizando dois simbolos de diferenciagdo: d

e & (permutavcis).

Perguntas: - Pelos caminhos (1) e (2) chegaremos ao mesmo ponto A" ?
- Pelos caminhos (1) e (2) chegaremos ao mesmo referencial €_?

[ —— -

| rav¥bpaos w8 Vb - . -
" SHAMATINNIA . {'l ) KA
e w

.
-

y B KifiilTh o

| G - —— o ————
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Nos proporemos agora a desenvolver sobre o espago V., os 2

caminhos do paralelogramo que permitam passar de M a M'. Ao ponto M
de V, fagamos corresponder um sistema de referéncia (77, € ). Se

efetuarmos primeiramente a diferencial d e depois a § teremos que

desenvolver os lados (M, M+dM) e (M+dM, M") do

paralelogramo.

Desenvolvendo o caminho (1):

(I) se passara do sistema (77, €,) ao (m+dm, € +dé, ) definido pelas

equacgoes:
dm=dy“e, (2.55)

dé, = o' (d)e, (2.56)

onde (x)ﬂ (d) designa a forma diferencial 032 para as dy”.

(II) o desenvolvimento do lado (M +dM, M') nos faz passar de
(m+dm, é, +de,) ao (m,, (€,),)

—

mm, = dim+ 8m+ ddm

(€,),—¢é, =deé, +8¢&, +dde,

Desenvolvendo o caminho (2):

(I) se permutarmos a ordem de ambas as diferenciagdes, primeiramente
passaremos do sistema (77, €,) ao sistema (71 +3m, € +038€,) com:

dm=8y“e, (2.59)

8¢, =’ (8)e, (2.60)
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(IT) em seguida, passaremos ao sistema (ﬁ'12 : (é'; ),), tal que:

—_—

mm, = 8m+ dm+dom (2.61)
(€,), —&, =8¢, +de, +doe, (2.62)

Por conseguinte, a diferenga dos caminhos (1) e (2) nos permite passar do
sistema [7',, (€', ),] ao sistema [/',, (€', ),], mediante as formulas:

mm, = dSi— Sdm (2.63)

(,),—(e,), =dde, —dde, (2.64)
Da equagdo (2.55), (2.59) e (2.63), vem que:

ddim— 8dm = d(8y°e,) - 8(dy°e,)

ddin—ddim = ddy°é, +5y°de, — ddy"e, — dy*8é, (2.65)

como ddy® =ddy* (os simbolos de diferenciagdo sdo permutaveis),

teremos que:
dsim — 8din = 8y°de, — dy*8e, (2.66)
Utilizando as equagdes (2.56) e (2.60) e sabendo que, op. cit. [11]:
o, (d)=T], (d)dy*
B —1h v
o, (6)=T,_(8)oy
obteremos o seguinte resultado:

ddom— ddm = (I"fady"ﬁy“ - Ffadyaﬁy“ )é;
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Trocando-se os indices v por o no segundo membro entre paréntesis,
obteremos:

ddim—8dim = (I dy*8y* — TP dy'8y°)e,

dsm—ddm=(I'" - TE\,)dyvﬁy“éﬁ (2.68)

As Ffu , conhecidas como Conexdo Afim ou Simbolos de
Christoffel, sdao simétricas em seus sub-indices v e a, se VN for uma
variedade riemanniana. Desse modo, chegamos a conclusdo que, como:

[REESTS =t ()

logo:

—_

ddm—8dm=mm,=0 = m =m, (2.69)

o que significa que através dos caminhos (1) e (2), chegaremos ao mesmo
ponto final M":

Fig. 5 - Representagdo da diferenca entre vetores (7, —,) = Partindo-se do ponto M, seja através do

caminho (1) ou do caminho (2), chega-se a0 mesmo ponto A",

Substituindo (2.56) e (2.60) na equagdo (2.64), comparemos agora os
vetores base dos dois sistemas de origem 7' :
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dse, —dde, =d(w)(8)é,)-8(w) (d)é,)

dde, - 8de, = [do} (8) - 80} (d)]e, + 0" (8)dé, - 0" (d)8¢,

dde, —8de, =[do} (8) - 80} (d)+ 0! (8)o}(d) -0’ (d)wy (8)]E,

Dessa forma, chegaremos ao seguinte resultado:
(€,),—(e,), =dde, —dde, =Qe, (2.70)

Em geral, as quantidades €2'€,6 sdo diferentes de zero e os
sistemas de referéncia finais, associados aos desenvolvimentos (1) e (2)
possuem distintas orientagdes, embora conduzam a um mesmo ponto A/’

O sistema natural de referéncia final (m',é',) é portanto
"determinado" a menos de uma transformagdo ortogonal. Se o tensor
métrico g, tiver um autovalor negativo e os outros positivos, essa
variedade chamar-se-a pseudoriemanniana ou simplesmente variedade de
Lorentz. Essa variedade constitui o espago-tempo da relatividade geral.

2>

e
d (@+dm)

=il - e s

(Mt+dm) d
1>

Fig. 6 - Representacdo da diferenca de orientagdo dos vetores base [(€,), —(€.),] - Ao passarmos de

M a M’ através dos caminhos (1) e (2) o sistema "perde a orientagdo" dos vetores base, ou seja, 0 novo

referencial € determinada a menos de uma rotacdo, embora seja conduzido ao mesmo ponto A"
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E importante verificar que as quantidades €2 sdo componentes de
um tensor. Utilizando a matriz de transformagao AC:" aplicada sobre os

vetores base, temos:
en—"4iz " 0g0;
5, = A'8¢e,+084 ¢,
de, = A'de, +dA)e,

e ainda:
d5e, = A7dde, +dA) 58, +8A de, +ddAe,
dde, = A'8de, + 84, de, +dA)de, +8dA e,

Subtraindo a expressao (2.74) de (2.73), obteremos:

d5e, —8de, = A’ (ddé, — 84z, 2.75)

Como: Q' =dde, —8de, = Qle,=A Q% (2.76)

logo: Q= V Al QFeRN— () = AN O 2.77)

ou seja, as quantidades €2 sdo definidas como componentes de um

o

tensor porque se transformam como tal.
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2.1.4 - Os Tensores de Riemann-Christoffel, de Ricci e suas
propriedades

Demonstraremos que as quantidades Q" sdo formas bi-lineares com
respeito a dy” e dy°.
Em primeiro lugar:

do}(8)=d(T, 8y°)=0,I,) dy*8y° + T, ddy°
Sy (d) =8(Ty dy°) =0, 8y’dy° + T, ddy°

do) (8) - 8w (d) =0,y dy*8y° — 8, 8y dy° (2.78)
Se trocarmos, no 2° termo do membro a direita de (2.78), B por ©, vira que:
do (8) - 8w (d) = (8T, —3,T} )dy"8y° (2.79)

Por outro lado:

o) (8)o) (d) -0y (d)oy(8) =Ty, Iy, — Ty Tay)dy’sy°

2.80
02 (5)0? (d) — 0% ()0 (8) =—(T2. Iy ~TO. T Py

Recordando que:
Q) = do)(8) -8 (d) + 0l (B)0;(d) -0l (d)oy(8) 281)

substituindo (2.79) e (2.80) em (2.81), se chega a :

Q) = (9., -9,y + rjur;e = r;’mrc;’9 )dy*8y°

Definindo:

v v v 0 v 0 v
18 e =B B (R Tl Bl Bt B
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logo: %= R;"Bo ady"8y°

(2.84)

Como dy” e dy° sdo componentes contravariantes de vetores

. giom ~ A~ ¥
arbitrarios e {2 sdo componentes de um tensor, entdo, R,

sobre V.
Trocando B por ¢ em (2.83):

v v v 3] v (¢] v
G GH R i s e

o ,of

portanto: R, =-R; '

o ,[Jc

logo, R so ¢ antissimétrico emrelagioa B e c.

O tensor R’ se chama TENSOR DE

o fo

s3ao tensores

RIEMANN-

CHRISTOFELL ou TENSOR DE CURVATURA DO ESPACO DE

RIEMANNIANO V.

A partir do tensor de R-C (Riemann-Christoffel) surge a questdo de
que se seria possivel deduzir por contragdo de indices, novos tensores.
Como R po € €m parte, antissimétrico com respeito aac et e af e o,
resulta que a contragao de a com t ou de B com ¢ nos dardo tensores nulos.
Fagamos entdo a contragdo de um indice do 1° grupo com outro do 2°, por

exemplo indices 2° e 3°.
Se obtém que:

Ru'r — R:Iv-:
Observe que:

R(rt = gWIRan,vr = g‘me,aq = Rra

Ao tensor simétrico R _, que desempenha papel importante em

gravitagdo, se da o nome de TENSOR DE RICCI.
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Do tensor de Ricci resulta por contragdo um invariante:
RESRS= 2t R (2.88)

o qual se denomina CURVATURA RIEMANNIANA ESCALAR DO
ESPACO V., .

2.1.5 - As Identidades de Bianchi

A partir do tensor d¢ RIEMANN-CHRISTOFFEL é possivel, através
de derivadas covariantes, se obter componentes que ddo origem a
identidades importantes. Com essa finalidade, utilizaremos a defini¢do de
derivada covariante [se¢do 2.1.1, equagdo (2.15)] aplicada ao tensor de
RIEMANN-CHRISTOFFEL. Da definigdo (2.15) vira que:

VAlS= o TR AT (2.89)

Para o calculo da derivada covariante do tensor de curvatura
utilizaremos em um ponto p da variedade ¥}, um sistema particular de

coordenadas, dito sistema normal, que tem a caracteristica de que a métrica
8. associada a tais coordenadas possui coeficientes constantes. Isto

implica que os simbolos de Christoffel relativos a essas coordenadas se

anulam todos no ponto p. Aplicando o resultado (2.89) na equagdo (2.85) e
levando em conta a nulidade dos simbolos de Christoffel, teremos que:

\elits e i =l (2.90)

1" ‘o fo Bt oa
Por permutagdo de indices chegaremos a:

VieRo =0 TBm =0T,

0']3 T

vc R:,'I:B - aw 1—‘[;0{ ¥ aﬁo rzva
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Uma vez que os indices de derivagdo parcial sdo permutaveis, ou seja:

aﬁcr = ac[’) , a[ir = at[‘; , acr = atO’
adicionando-se as equagdes (2.90), (2.91) e (2.92):

ViR +V Rl + V. R, =0 (2.93)

01 o T

As identidades representadas pela equagdo (2.93) sdo conhecidas como
Identidades de Bianchi. Torna-se importante notar que, como tais
identidades foram estabelecidas sob a forma tensorial, sdo vdlidas em
todos os sistemas de coordenadas.

Por uma dupla contragdo em (2.93), se deduz uma consequéncia
importante relativa ao tensor de Ricci. Para T = v, tem-se

~V,R,, +V, R, +V Rl =0 (2.94)

Por uma contragdo do indice & com G , tem-se
~VyR+V RS +V R =0
que implica em:

2V R3 —Vy;R=0 , ou

escrevendo-a de outra forma:

V. (R3 ——gBR) 0

Se introduzirmos o tensor simétrico

1
Gﬁc = Rﬂc _Eg]}cR 3

este tensor satisfaz as identidades:

V,Gy =0
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Estas identidades sdo fundamentais na teoria relativista da gravitagdo
[secdo 2.1.8].

Observe que, apesar de termos usado um sistema de coordenadas
especifico para a obtengdo das identidade de Bianchi, devido a sua
tensorialidade, estas formulas s3do validas em qualquer sistema de
coordenadas e em todo ponto da variedade

2.1.6 - O Principio de Equivaléncia

Usa-se distinguir entre um principio de equivaléncia fraco e um forte.
No principio de equivaléncia fraco o ponto de partida é a igualdade das
massas inercial e gravitacional de um corpo. A massa inercial m, aparece

no segundo principio da dinamica newtoniana (2a. lei de Newton):
F=ma (2.100)

que relaciona a aceleragdo a forga ' agindo sobre o corpo. A massa
gravitacional m, aparece na lei universal de atragdo:

(2.101)

Seja M, a massa gravitacional da Terra, m, ¢ m, a massa de um corpo, a

que chamaremos de corpo de prova. Se R € o raio da Terra, e g ¢é a
aceleragdo de tal corpo sobre a superficie terreste, se obtém, combinando

(2.100) e (2.101):

MB mg
g= GF ;1 : (2.102)
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Esta aceleragdo gravitacional ndo depende do corpo de prova somente se a
massa inercial for igual a massa gravitacional. A famosa, e talvez jamais
executada, experiéncia de Galileu, na qual o cientista deixou cair 0s pesos
da torre de Pisa, assinalou o ingresso do principio de equivaléncia fraco na
fisica. Em tempos recentes, a experiéncia de Eotvos [13], além da de Dicke,
op.cit. [1], colocou em evidéncia a absoluta igualdade das duas massas em
limites relativos inferiores a 107" . Entre estes limites, a aceleragdo da
gravidade nao depende do corpo de prova.

O principio de equivaléncia fraco forneceu a Einstein a base fisica
para a construgdo da relatividade geral [14]. Einstein imaginou um elevador
ideal, um recipiente fechado no qual um observador desenvolve experiéncias
fisicas. O interior desse elevador pode equiparar-se ao conjunto aberto U
de uma carta do espago-tempo, descrito precedentemente. A experiéncia se
desenvolve em quatro modalidades.

18
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Fig. 7 - Elevador Ideal de Einstein - Recipiente fechado no qual um observador desenvolve

experiéncias fisicas.
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a) o elevador ¢ suspenso no campo gravitacional de um corpo (Fig. 7.a) e os
corpos no seu interior mostram uma aceleragdo de gravidade comum, tal
COmo g no campo terrestre;

b) o elevador é colocado no espago vazio, afastado de qualquer influéncia
gravitacional; um motor o impulsiona com uma aceleragdo constante a,
idéntica a g (Fig. 7.b). Os corpos no seu interior mostram, relativamente
as paredes, uma aceleragdo de recuo exatamente igual e contraria a do
elevador, comum a todos os corpos de prova. Um observador interno ndo
podera distinguir esta configuragdo da precedente a) baseando suas
observagdes no interior do elevador.

¢) o elevador se encontra no campo gravitacional terrestre, mas em queda
livre (Fig. 7.c). Os corpos internos caem com a mesma aceleragdao das
paredes e, por i1sso, 0 observador no elevador ndo percebe nenhuma forga
de gravidade.

o elevador esta longe do campo gravitacional e ndo € acelerado (Fig.
7.d). Deste modo, os corpos de prova nio revelam nenhuma aceleragao,
e ndo ¢ possivel distinguir este caso do item c).

A indistinguibilidade de a) e b) e a de ¢) e d) seguem do principio
fraco de equivaléncia. Einstein levou esta indistinguibilidade a extrema
consequéncia logica, chegando assim ao principio de equivaléncia forte.
Este revela que o espago-tempo ¢ uma variedade diferenciavel e que ¢é
possivel escolher coordenadas espago-temporais nas quais todos os
fenémenos fisicos obedecem as mesmas leis ja obtidas na relatividade
restrita.

Este principio € essencialmente um manifesto cientifico que encontra
sua completa realiza¢do na métrica pseudoeuclidiana. Nota-se antes de tudo
que, seja no caso ¢) como no caso d), a auséncia aparente de aceleragdo
gravitacional faz com que o interior do elevador possa ser considerado como
um fragmento de observador inercial, em que o aberto U cobre uma pequena
parte do espago-tempo. Onde existam campos gravitacionais muito intensos
e ndo homogéneos, ocorrera diminuir as dimensdes do elevador.
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Uma nave espacial, estando em queda livre, € com boa aproximagio um
elevador de Einstein. Para simplificar, suponha que essa nave esteja em
orbita circunterrestre. Neste caso, no centro da nave, a for¢a de atragdo
terrestre € exatamente compensada pela forga centrifuga. Se se aproxima da
parede em diregao a Terra, a forga de atragdo supera a centrifuga e a
compensagdo nao € mais exata. Disso resulta a fraca for¢a de maré, que
torna o interior da nave s6 aproximadamente inercial. O mesmo raciocinio
pode ser repetido para a parede oposta. Por isso ndo € possivel conceber um
observador inercial ilimitado em extensdo; na verdade, a compensag¢do do
campo gravitacional ¢ considerada em linha de principio somente para um
observador de extensio infinitesimal.

Esta consideragao encontra exata correspondéncia matematica na

conjectura de Einstein segundo a qual o tensor métrico esta associado ao
potencial gravitacional, os T;T a aceleragdo da gravidade e os Rj, a forca

de maré no espago-tempo. De fato, é sempre possivel encontrar um sistema

de coordenadas em torno de um ponto x qualquer, no qual o tensor métrico
assume a forma n, do espago de Minkowski, e ainda especializar

ulteriormente tal sistema, de forma a obter T [;‘Y =0 localmente em x. Desse

modo, um observador limitado a vizinhanga do ponto, a uma distancia muito
proxima dele, ndo consegue distinguir a variedade daquela do espago de
Minkowski. Afastando-se a distancia de dx® do ponto X, os I“[f‘]r ndo serdo

mais nulos, resultando da ordem de: I} ~ R dx* ,onde R}, é o tensor

HVA
de Riemann; este tensor determina portanto a for¢ca de maré. Ndo € possivel
escolher um sistema de coordenadas no qual também R;, seja nulo, de vez

que, sendo um tensor, se fosse nulo em um sistema referencial, o seria em

todos.

O conceito de curvatura possui um conteudo intuitivo que o liga
diretamente ao desenvolvimento da geometria ndo euclidiana. No plano, o
axioma das paralelas implica que a soma de seus angulos internos de um

triangulo vale 7t. Sobre a esfera este teorema ndo vale, sendo substituido
pela seguinte generalizagdo. Seja F , P, , P, um tridngulo esférico
formado pelos arcos de maximos AP, , B,P,, BbF e sejam o(P) os
angulos internos de tal tridangulo; entdo:

A(RBP)
2

a(B)+a(B)+a(P)-1= (2.103)
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onde A(PR P P,) ¢ a area do tridngulo esférico e R o raio da esfera. Pode-
se dizer que, pela curvatura gaussiana da esfera:

I _o(R)+a(B)+a(R)-m
R? A(RRE)

K (2.104)

]

essa resulta constante e expressa em termos das quantidades mensuraveis
internamente com um dispositivo qualquer a duas dimensées, sem sair da
superficie esférica. Em geral, para uma superficie X , a sua curvatura
gaussiana ¢ dada por:
. a(B)+a(B)+a(R)-n
K:.(P)= lim
B.Py,A>P ACEEE)

(2.105)

onde, no limite, P esta contido em cada triangulo B P, P, formado por arcos

das chamadas, entdo, linhas geodésicas [segdo 2.1.7] de 2 .

Em duas dimensdes o tensor de Riemann possui uma s6 componente
que pode ser identificada com a curvatura gaussiana. A quantidade
o(A)+oa(Pl)+a(Fl)—m éo angulo pelo qual gira um vetor deslocado
a Levi-Civita ao longo do perimetro do triangulo geodésico A B, P,.

Como a curvatura gaussiana possui dimensdes do inverso do
quadrado do raio de curvatura, espera-se que este raio de curvatura exprima
a dimensdo do aberto "elevador”, no qual a for¢a de maré ndo perturba a
inercialidade do observador. A curvatura do espago-tempo impede a
construgdo de uma carta inercial global.

2.1.7 - As geodésicas - o vetor aceleracio de um ponto mével na
variedade M"

Uma outra idéia fundamental da teoria da relatividade geral concerne
a relagdo entre distribui¢io de matéria e geometria do espago tempo. O
espago-tempo age sobre a matéria, porquanto o tensor métrico é também
potencial gravitacional. Por um principio generalizado de agdo e reagdo, a
matéria deve agir sobre o espago determinando as propriedades geométricas.
Devem pois existir dois tipos de equagdes; a primeira determina o
movimento relativistico de um corpo em um campo gravitacional e a outra

59
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liga o tensor métrico a distribui¢do de matéria. Preliminarmente, no entanto,
convém definir na presente se¢ao um outro conceito fundamental, qual seja

o de geodésica.
Para tanto, consideremos na variedade A" um ponto moével P, de

coordenadas y“, fun¢do de um pardmetro T que interpretaremos como a
variavel tempo. O vetor velocidade ¥ de P tera como componentes
contravariantes:

o (P
= = 2.106
Vs (2.106)

enquanto o vetor aceleragdo @ admitira as componentes contravariantes:

a 2 ,a [+ A
s ViVie 0 LR CLA (2.107)
dt dt N dtilar

a

Se a aceleragdo de P ¢ nula, sua trajetoria se denominara geodésica
do espago riemanniano M", ou seja:

20 o A
d);)! +r:xdy dL=O
dt dt drt

(2.108)

Em um métrica riemanniana a geodésica fixa o percurso minimo entre
dois pontos dados. Em uma métrica lorentziana, a geodésica caracteriza o
percurso correspondente a0 maximo tempo-proprio entre dois eventos. Além
disso, a geodésica € a linha mais direta - ndo querendo aqui incorrer num

abuso de linguagem -, enquanto esta ultima equagdo implica que o vetor
A

tangente dL € deslocado paralelamente, segundo Levi-Civita, ao longo da
T

curva. Enfim, em uma carta local inercial, I";‘Y =0, e portanto, a equagdo
(2.108) se reduz aquela de uma reta e corresponde ao movimento uniforme
com auséncia de aceleragdo, como exigéncia do principio de equivaléncia.

A equagdo (2.108) ¢ valida também para o0 movimento de um raio de
luz em um campo gravitacional. A luz é defletida pela gravidade, como
resulta necessario aplicando o principio de equivaléncia do citado elevador
de Einstein, conforme ilustrado na Fig. 8.
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Fig. 8 - Deflexdo de um raio de luz - Aplicando-se o Principio de Equivaléncia no elevador de Einstein,

obtemos como resultado a deflexio (curvatura) de um raio de luz em um campo gravitacional.

De fato, ao considerarmos no "elevador de Einstein" um raio de luz que
parta de uma das paredes em dire¢do a outra, havera deflexdo da luz, ou
seja, esse raio de luz atingira a parede oposta um pouco abaixo da diregdo
inicial. Einstein concluiu dai que, em um campo gravitacional, a luz se
"curvaria". Tal fato viria a ser comprovado experimentalmente poucos anos
depois [15]. Retornando a equagdo (2.108), podemos verificar que,
considerando dr =0, se perderia seu significado. Na realidade, € necessario
notar que essa equagdo permanece invariante escalando o parametro f de
um fator arbitrario constante. Pela propagac¢do da luz esse fator de escala
torna-se infinito e a vanabilidade do tempo € interpretada como um

parametro sobre a curva, obtido do tempo-proprio mediante um
procedimento limite.

E evidente que um raio de luz "sente" todas as componentes do tensor
métrico e, por isso, a medida de sua deflexdo fornece informagdes sobre
toda a métrica, contribuindo assim para diferenciar a relatividade geral de
teorias mais simples, na qual o campo gravitacional ¢ representado por um
sO escalar.

2.1.8 - Equacdes de Einstein

Na relatividade geral as coordenadas n3o possuem mais um
significado fisico direto, porquanto servirdo apenas a "etiquetar" em modo
convencional os pontos de uma carta do espago-tempo. As quantidades de
interesse fisico serdo inteiramente expressas mediante campos, entre 0s
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quais o tensor métrico para o campo gravitacional. As equagdes de interesse
fisico devem ser completamente covariantes e ter carater tensorial, posto
que ndo podem depender da escolha das coordenadas, op. cit [1], [4].
Einstein mantém, como na relatividade restrita, a hipotese fundamental de
que o espago-tempo € um espago de Riemann, mas a forma do elemento
ds: = g, dx"dx" depende da distribuigdo da matéria, e calcular-se-a caso
a caso. Ou seja, os 10 coeficientes g, posto que a dimensdo do espago-
tempo é n=4, ndo serdo dados a priori, mas calculados por meio de certas
equagdes, as quais dependerdo da distribuigdo da matéria e da energia,
conceitos equivalentes no espago.

Para determinar estas equagdes, Einstein parte das seguintes

condigdes:

a) Estas equagdes deveriam ser tensoriais. Como existem 10 fungdes
incognitas deverao existir também 10 equagdes tensoriais que, por analogia

a equagdo classica de Poisson * deverdo ser do tipo:

G ol (2.109)

onde o € uma constante € 7. um tensor simétrico, chamado Tensor

uv
matéria-energia ¢ que depende essencialmente da distribui¢do da matéria e
da energia no espago.

b) O Principio da conservagdo de energia obrigara ademais que a
divergéncia de 7, seja nula, que implicaria que a divergéncia de G,, sera

também nula:

vV,G* =0 (2.110)

& A¢ =4nGp, (Laplaciano do Potencial Gravitacional ¢ é proporcional 4 densidade volumétrica de

matéria no espago).
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E facil e direto verificar que os unicos tensores que cumprem estas
duas condi¢des enumeradas, estdo dados pela formula:

1
G,, =h[R,, —Eg;p(R+k)] 2.111)

onde h e k sdo constantes, R, € o Tensor de Ricci € R a curvatura

escalar.

Prescindindo do ultimo termo, qual seja, kg,, que sera interessante

apenas para problemas de tipo cosmologico (k €é uma constante chamada
de constante cosmoldgica cujo valor ¢ desprezivel para distancias
ndo astronomicas) as equagdes de gravitagao de Einstein serio:

]
Gl’-l - R;Lu _5 gl].l 3 (2.112)
que coincidem com as (2.98) encontradas no desenvolvimento das
identidades de Bianchi

Estas dez equagdes em derivadas parciais devem ser resolvidas para
determinagdo das g, a partir do que sera conhecido o elemento de arco do

espago. Fora da matéria e das regides de energia, sendo G, =0, as

equagdes de Einstein tomardo a forma simples:

1
Rlu —ERg;w =) .

o que implicara em: R, =0 (2.113)

Conhecido o elemento de arco ds se pode estudar toda a geometria
do espago-tempo. O mérito de Einstein foi o de interpretar fisicamente esta
geometria estabelecendo uma correspondéncia entre os elementos
geométricos do espago-tempo e os fendmenos fisicos do espago
tridimensional. Os postulados que elaborou para estabelecer essa
correspondéncia foram, op. cit. [1]:
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a) se um ponto se move livremente, descrevera entdo uma geodésica do
espago-tempo;

b) se o ponto se move com velocidade da luz ¢, a geodésica que descreve
tem comprimento nulo (ds = 0). Ou seja, as trajetorias dos raios luminosos
sdo geodésicas de comprimento nulo do espago-tempo.

Posteriormente, Einstein verificou que estes postulados eram consequéncias
das equagdes fundamentais (2.112).

2.2 - A Teoria de Einstein-Cartan

2.2.1 - Introducio

Das interagdes fundamentais conhecidas na fisica moderna, a
interagdo gravitacional é a mais fraca e, a nivel microscopico, a menos
compreendida. Varias evidéncias de experimentos macroscopicos atestam a
validade da Teoria Geral da Relatividade de Einstein como a descrigdo desta
interag¢do, op. cit [15], [17]. Porqué, entdo, vale a pena propor alternativas
ou outras teorias gerais de gravitagdo? Um empirico pode argiiir que é
melhor esperar por novos resultados experimentais e entdo, somente sob o
desafio proposto pelas possiveis contradi¢des da relatividade geral, revisar
ou modificar a teoria de Einstein, ou propor uma alternativa.

H4, contudo, uma dicotomia na fisica tedrica no presente. Interagoes
forte, eletromagnética e fraca encontram suas mais bem sucedidas
descrigdes dentro da estrutura da teoria de campo quantico relativistico no
espago-tempo plano de Minkowski. Estes campos quanticos residem no
espago-tempo mas estdo separados dele. A gravitagdo, de acordo com
Einstein, deforma o espago de Minkowski e insere-se na propria geometria
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riemanniana dindmica do espago-tempo. Um ramo da fisica fundamental ¢é
altamente bem sucedida em um plano e no espago-tempo rigido, mas a
gravitagdo requer um espago tempo nao plano e dinamico. Este estado de
coisas parece, ao menos de um ponto de vista epistemologico, ser
insatisfatorio, e estender os conceitos da relatividade geral a fim de facilitar
a comparagdo e possivelmente, uma conexdo com teorias de outras
interagdes, € portanto desejavel.

A relatividade geral foi originariamente formulada como uma teoria
valida para distribuigdes de massa macroscopicas. A dicotomia em
estruturas geométricas insinuada acima pode ser devido aos diferentes
dominios de aplicabilidade das respectivas teorias. Correspondentemente,
formas de teorias gravitacionais para processos microfisicos, teorias as quais
poderiam repetir-se em algum limite macrofisico, poderiam ser pensadas
como caminhos possiveis rumo a descri¢gdao do espago-tempo unificado que

nos desejamos.
O momento angular spin da matéria, ocorrendo na natureza em

unidades de % (onde 7% € a constante de Planck reduzida), é a nogdo fisica

que parece pertinente e necessaria para uma bem sucedida extensdo da
relatividade geral para a microfisica. Os constituintes da matéria
macroscopica sdo particulas elementares que obedecem, ao menos
localmente, a mecanica quantica e a teoria da relatividade especial. A
distribuicdo de massa-energia € spin sobre o espago-tempo nos conduz as
nogdes tedricas de um tensor momento-energia € um tensor momento
angular spin de matéria.

No limite macrofisico, massa (ou momento-energia) se adiciona,
devido seu carater de monopdlo, enquanto que um spin, sendo de carater
dipolar, spin "up"e spin "down", usualmente cancela-se. Dizemos entdo que
a densidade do momento angular intrinseco € zero. (O entdo chamado spin
de planetas ou bolas de bilhar é de origem orbital e ndo tem relagdo com o
spin intrinseco que discutimos aqui.) Devido o spin cancelar-se a grande
distancia, a caracterizagdo dinamica de uma distribuigdo continua de matéria
macroscépica, pode ser bem sucedida somente através do momento-energia.
A relatividade geral de Einstein tem nos ensinado que o tensor momento-
energia de matéria (0 "flixo de momentum") é a fonte do campo
gravitacional [se¢do 2.1.8].

Quando nos aventuramos adiante no reino microfisico da matéria, nds
encontramos que o momento angular de spin (o "fluxo de spin") também
entra em cena e caracteriza a matéria dinamicamente. A hipotese € que o
momento angular do spin € a fonte de um campo, de fato, também a fonte do
campo gravitacional. Por campo gravitacional, nds queremos dizer aqui um
campo inseparavelmente ligado a geometria do espago-tempo.

AVA
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unespwll 12 183 34 L5

16

17

18



Esperamos que, em analogia com a ligagdo do momento-energia com a
métrica, o spin esteja ligado a geométrica "quantidade de estado" do espago-
tempo, a qual relacionaria os graus de liberdade rotacional no espago-tempo.
Dessa maneira, somos levados ndo ao espago tempo riemanniano da
relatividade geral, mas a um espago-tempo mais geral, ao espago-tempo nio
riemanniano n-dimensional. A parte nio riemanniana da conexdo afim
caracterizando o novo espago-tempo € o tensor de tor¢do a ser definido na
proxima segdo, a qual seria acoplado ao spin. O fluxo de spin encontra base
dindmica nesta estrutura estendida, a entdo chamada teoria de gravitagdo de
Einstein-Cartan. A Teoria de Einstein-Cartan trata essencialmente da
introdugdo do conceito de tor¢do na geometria do espago-tempo [19], [20].

A minha proposta no corrente capitulo € a de, além da descrigdo
geométrica da origem do tensor de tor¢do e de reinterpreta-lo na linguagem
das formas diferenciais e da algebra a Grassmann, dissertar também
brevemente sobre suas perspectivas futuras. Ndo cabera aqui a analise fisica
mais aprofundada da conexdo spin-tor¢do por dois motivos: ndo € objetivo a
que a dissertagdo se propde, e também porque, creio, o tema acha-se ja bem
discorrido em outros textos [21].

2.2.2 - "O Paralelogramo Aberto" - A Tor¢ao

O espago-tempo até aqui € assumido ser uma variedade, ou seja, um
continuo Riemanniano, ou melhor, pseudoriemanniano, onde cada ponto

pode ser representado por quatro coordenadas x* ,com pn=0, 1, 2, 3. Em
tal continuo definimos vetores contravariantes e covariantes, tensores e
estruturas adicionais como o transporte (deslocamento) paralelo [equacido
2.10], sem o qual ndo faria sentido afirmar que um campo vetorial diferente
de zero é constante. A nog¢do de transporte paralelo é introduzida para dar
um significado aquela afirmag¢do [se¢do 2.1]. O conceito de transporte
paralelo pode ser estendido a tensores e é entdo possivel definir sua
diferenciagdo covariante V com respeito a ['. Faz sentido afirmar-se que
um campo € constante no espago-tempo quando sua derivada covariante é
Zero.
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De fato, da expressdo (2.15):

VT* =dT* + Ty Tdx (2.114)

O campo tensorial sera constante se

VT* =0 (2.115)

A estrutura do espago-tempo como um continuo ndo sera, doravante,
abandonada, mas para a defini¢do do tensor de tor¢do na variedade sera
requerido uma variedade com estrutura nio Reimanniana.

Considere para tanto uma variedade qualquer Fy , ndo

necessariamente Riemanniana e tal que um ponto A qualquer é referido a
coordenada y* . Como [secdo 2.1.3], a posigio do sistema
(M+dM, e, +de,) ficara completamente determinada com respeito a
(M, €,) seconhecermos as componentes contravariantes com relagdo aos

vetores €, , dos vetores dm e dé, , ouseja:

(2.116)
% (2.117)

o problema proposto sera resolvido se as equagdes acima forem integraveis;
estas deverdo dar-nos para as derivadas segundas de M e de e, valores
simétricos com respeito aos indices de derivagdo [se¢do 2.1.3]. Em outras
palavras, dizemos que os simbolos de diferenciagio & e d sdo

permutaveis.
Numa variedade Riemanniana, como visto, as condigdes de

integrabilidade da equagdo (2.116) sdo satisfeitas, o que implicava na
simetria da Conexdo Afim I’ com respeito aos dois indices inferiores,

enquanto que as condigdes de integrabilidade de (2.117) ndo o eram. Em
ndo sendo, surgia na variedade o que chamamos de Tensor de Curvatura

R* .. A integrabilidade de (2.116) preserva a definigdo de elemento
linear do espago:

ds’ = g, dx"dx" (2.118)

que, em esséncia, define uma variedade Riemanniana.
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Para uma variedade n3o Riemanniana no entanto, em geral, as
condigdes de integrabilidade para (2.116) nao sdo também satisfatorias, o

que resulta:

o’

o’

- F .
ox ox'™ oxiox:

o*m

(2.119)

(2.120)

ox°ox’  ox°

v

- m O —
de, =1 dxie

Portanto,

o’

—

= V€
ox°ox" Sl

amj_aa
ox"

(

Como, ae, =wn'e

0x°
! =T} dx° logo:

(2.121)

(2.122)

Da mesma maneira, chegaremos a

2 —
o'm

axvaxc Vo H

L =

(2.123)

Em consequéncia de (2.119):

kg 2L

[« Vg Tl vool

DA A

(2.124)

(2.125)

A nido simetria da conexdo afim com respeito aos seus dois indices
inferiores € portanto uma consequéncia da ndo integrabilidade de (2.116).
Um tipo de variedade ndo Riemanniana a que chamarei de U, , é a

variedade com torg¢do, ou seja, uma variedade com conexdo I":,’ , hdo

simétrica.

O Tensor de Torg¢do é definido quando parte da conexdo afim € anti-
simétrica em relagdo aos seus dois indices inferiores.

6
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Da expressio (2.14) é facilmente comprovado que, se:

Ug, =Tk, (2.126)

entao: Ug, = %(Fg‘\_ S (2.127)

transforma-se como um tensor, o chamado Tensor de Torgdo.
Da expressio (2.14), tem-se, de fato, que:

a K v 2 .1 o
OX R 0XOX NN 05X 08 O

2 _ (2.128
axf; 6xﬁ 0x ), ax{}ax;, 0xy )

L2 (x,,4)=T" (x;,B)

que prova o carater tensorial de (2.127).

A expressao (2.127) € também chamada de o Tensor de Torgdo de
Cartan. Se tentassemos construir, como na se¢do 2.1.3, pequenos
paralelogramos em U, , por conta da assimetria de l"f , » ¢les ndo se

fechariam. A tor¢do como que "quebra" paralelogramos infinitesimais; a

abertura do paralelogramo € proporcional ao Tensor de Torgao.

Uy
2>
&
@, d (@+om)

r'r'l‘l
(1)T 5 0 T(z)

(@tdm) d M

1>

Fig. 9 - "0 Paralelogramo Aberto" - O Tensor de Torgdo proporciona em [/, uma "quebra" do

paralelogramo.

Na Fig. 9, em analogia com as expressoes (2.63) e (2.68), teremos:

mmy = (T ov —Lyvg)dx’0x’e, (2.129)
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ou seja,

—

mm, =2U%dx°8x"e, (2.130)

ot e . . = i
Na proxima segdo interpretareir o Tensor de Torgdo py DA

linguagem das formas exteriores e da algebra a Grassmann. A variedade
com torgdo Uy ¢ chamada também de Variedade de Cartan-Riemann, op.

cit. [21], ou Variedade de Einstein-Cartan-Riemann.

2.2.3 - Curvatura, Torciao e Conexio numa Variedade nao-
Riemanniana

O formalismo mais conveniente para tratar de variedades ndo-
riemannianas seria o de empregarmos as formas diferenciais [se¢do 2.1.1.c],
associadas pela operagdo de diferenciagao exterior. Essa variante autonoma
com respeito a tradicional - tensores -, que teve o seu mérito histérico no
desenvolvimento da Relatividade Geral, nos levara a uma teoria com um
multipleto unico, que generaliza os conceitos de curvatura e tor¢do. Em
maio de 1929, E. Cartan escreveu uma carta a Albert Einstein. Cartan
argumentava que seus estudos sobre tor¢do, levados a termo no formalismo
das formas e da élgebra exterior, poderiam ser de relevancia a Relatividade
Geral. Ele reconheceu o carater tensorial da tor¢do e desenvolveu um
formalismo geométrico diferencial. Ele tinha alguma idéia que a tor¢do do
espago-tempo poderia estar conectada com o momento angular intrinseco da
matéria e que desapareceria em regides livres de matéria. Cartan estabeleceu
somente os rudimentos de uma teoria de momento angular intrinseco e de
tor¢do na relatividade geral.

A possivel ligagdo entre tor¢do e momento angular intrinseco foi
esquecido mais tarde, provavelmente devido ao conceito moderno de spin
ter seu pleno reconhecimento somente com a descoberta do spin do elétron
(1925-26), e devido ao trabalho de Cartan nio ter sido amplamente lido
pelos relativistas. O conceito de uma conexdo afim assimétrica, do tipo da
Relatividade Geral, reapareceu no contexto de diferentes tentativas de uma
teoria de campo unificada.
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No inicio dos anos sessenta, na tentativa de reformular a relatividade
einsteiniana, Kibble e Utiyama, op. cit. [10], deram uma formulagdo da
teoria substancialmente equivalente aquela de Cartan. Para haver uma
compreensdo geométrica desta ultima, retornarei aos conceitos de Vierbein e
conexdo sobre uma variedade diferenciavel, [se¢do 2.1.1.b], aqu

reinterpretados.

Consideremos um campo vetorial de referéncia sobre uma variedade
que suporemos O espago-tempo quadridimensional, sobre todo o plano
tangente € definida uma quadra (4) de vetores €, que define o referencial

local (sistema intrinseco). Se a variedade € o espago-tempo, 0s €,
constituem um referencial localmente inercial. Um deslocamento
infinitesimal dm se podera escrever como:

dn=V'e (2.131)
onde os V' sdo lineares nas diferenciais das coordenadas x* da variedade:

Ve=idx: (2.132)

As 1-forma V' sdo as Vierbein ou tétrades [se¢do 2.1.b]. Se na

equagdo (2.131) o referencial ¢ aquele dos vetores tangentes as linhas

a o -—h
coordenadas =gdi=¢
axp H 13

dif = dx*3, (2.133)
e ainda

(2.134)

('Vi”[ - |th\_') (2.135)

As componentes da Vierbein podem assim ser interpretadas como
matrizes que fazem passar do sistema local aquele das coordenadas. Dado
um vetor:

A= A'e,= A'd, (2.136)
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se tem ainda
A=V 4" (2.137)
A =pr 4 (2.138)

e assim por diante.
Até agora nao foi introduzido nenhum conceito métrico. Suponhamos

agora que no plano tangente seja definida uma métrica 7; invariante sobre
SO (3,1) e que os vetores €, sejam ortonormais: € X € = 1;. Pode-se

agora definir ds’:

ds* =dm* =V,V)dx"dx'n, (2.139)

e, portanto, o tensor métrico ¢ dado por:
8w = V,IVJm
0 que reinterpreta o mesmo resultado obtido em (2.21).

Note-se que uma rotagdo de gauge de SO(3,1) do referencial ¢,
(eh= A;é’ ') em todos os pontos da variedade, ndo altera a descrigdo local

da geometria.
A conexdo de Cartan sobre a variedade, ¢ introduzida ao considerar-

se o deslocamento dé, na passagem de um ponto M (x") a um ponto
infinitesimalmente proximo M'(x" +dx"), entdo,

(2.140)

sendo ©®’ um matriz infinitesimal de rotagdo, se obtém:
o’ =-0 (2.141)

Ademais, de (2.141), a Conexdo de Cartan ®" sera linear nas
diferenciais das coordenadas, ou:

®"=o’dxd" (2.142)
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E facil observar que, sob uma transformagao de SO(3,1) (€ "= Ajié' j),
a Vierbein transforma-se como segue:

Vit = (A7) W (2.143)

A conexdo transforma-se de acordo com a equagao (2.53).
Finalmente, a tor¢do e a curvatura da variedade ndo riemanniana sdo
expressas como duas formas de valores sobre o Grupo de Poincaré,

definidas como segue:
R =dV'-o"AV, (2.144)
R'=do' -0* Ao (2.145)

onde d denota o operador de derivagdo e A o operador de produto no
calculo exterior da forma diferencial. A 2-forma (R",R') = R* pode ser
decomposta, seja na base das coordenadas (indices gregos), seja naquela
intrinseca da Vierbein (indices latinos):

R* = Rdx* ndx" = R}V AV (2.146)

Dado um vetor na base local 4= A'¢,, logo:

dA=dA’e, + A'o)e, = (dA’ + A'0})e, (2.147)
e a quantidade: DA =dA’ + Ao’ (2.148)
é a derivada covariante (de Lorentz) de A’.

Se demonstra ainda facilmente a seguinte relagdo entre a derivada
covariante de Lorentz §, A’ definida em (2.148) e a derivada covariante

VA" das coordenadas da relatividade geral (2.15):
VY8, A=V A4 , (2.149)

assim como € possivel exprimir o Tensor de Curvatura de Riemann no
sistema intrinseco, que ficara escrito como:
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Rij.oo = Vl i Vi ; R;w PO (2.150)

As expressoes (2.144) e (2.145) podem ser resumidas num multipleto
unico a que chamarei de "curvatura generalizada da variedade nio

riemanniana’:

R*=(R',R") =du* +%C§’Cuﬁ An© (2.151)

onde R" é o Tensor de Curvaturae R' o Tensor de Tor¢ao.

Cabe uma indagagdo a esse ponto conclusivo: qual seria a vantagem
em se construir uma teoria ndo Riemanniana do espago-tempo, usando
algebra a Grassmann, formas diferenciais e um potencial

= (oX ) st (2.152)
Enumerarei duas delas:

: : ; b
1 - Uma teoria assim construida com as formas ©® e V* apresenta,
ademais a invariancia local de Lorentz, invariancia sob transformagdes de
coordenadas arbitrarias, porquanto formas sdo, em esséncia, tensores

covariantes [22], [23].

2 - Nas equagdes (2.144) e (2.145) ndo ha referéncia a dimensdo do espago
sobre o qual as formas ®® e V* sdo definidas. Pode-se supor que o
potencial n = (®*,V*) seja definido sobre uma variedade que contenha
o espago-tempo M* da Relatividade Geral, uma escolha natural é
tomar |* como efinido sobre a variedade do Grupo de Poincaré, op. cit.

[22], [23] [se¢do 1.3]. Sendo a variedade o Grupo de Poincaré, que tem 10
parametros [Capitulo 1], uma base local de referéncia é constituida pelo

potencial ("'Zehn-bein'") u”.

* O potencial ¢ definido como tal, porquanto R’ ¢ R’ sdo fungsesde ™ ¢ V.
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O espago-tempo M % ¢, entdo, localmente:

1yt < 1SOG.D
~ SO(3,])

(2.153)

onde ISO(3,1) é o Grupo de Poincaré a 4 dimensdes.

G
H

M= % base

Fig. 10 - Diagrama de um espago-tempo de uma teoria de Einstein-Cartan a 4 dimensdes:
G =1S0O(3,DH (Grupo de Poincaré)
H = SO(3,1) (Grupo de Lorentz)

2.2.4 - A Teoria de Einstein-Cartan - Perspectivas

A mais simples extensdo da teoria de Einstein-Cartan considerada na
se¢do precedente, ocorre ao considerarmos o potencial numa variedade
formada por um grupo mais genérico que o de Poincaré, como aconteceu em
op. cit. [22], [23]. Ali se construiu uma teoria de gravitagdo em 5 dimensdes
que, além da invariancia por transformagdes locais de Lorentz e de
coordenadas, possuia também uma invariancia por supersimetria [24] - uma
simetria fisica entre campos bosOnicos, que seguem a estatistica bosonica
(spin inteiro) e campos fermionicos que seguem a estatistica de Fermi (spin
semi-inteiro). A supersimetria nos diz que o nimero de graus de liberdade
dos campos bosonicos devem ser igual ao dos campos fermidnicos. Em op.

cit. [22] o grupo de Poincaré estendido foi escolhido como sendo

SU(2,2/1) (2.154)
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grupo SU (2,2) ~ ISO(4,1).

O multipleto potencial, contém, portanto, além da conexdo 0™, os
campos,

u!=(0®, V*, B, ¥) (2.155)
onde: ©™ = Conexio de Cartan;
J* = Vierbein;
B = Campo eletromagnético (spin 1);
Y = Gravitino (spin 3/2).

Observe que novamente o numero de parametros do grupo
SU(2,2/1), coincide com o nimero de pardmetros do multipleto pL* (24

parametros, a saber: 10 parametros associados aos (Dab; 5 as Vierbein V'*; 5§
ao campo B; 4 ao gravitino ¥). A "curvatura generalizada" é definida como
em (2.151).

Uma ulterior extensdo para a teoria de Einstein-Cartan foi realizada
em [25]. Ali foi construida uma estrutura geométrica para uma teoria
supersimétrica de Yang-Mills em 5 dimensbes. Uma teoria de Yang-Mills,
sobre o ponto de vista geométrico, € tal que a forma da conexdo aparece
como uma generalizagdo do campo eletromagnético. O objeto central na
teoria de Yang-Mills ¢ uma 1-forma A. A partir da 1-forma A se constroi a

curvatura segundo a equag3o:

F*=dA* + %C;,‘\,A" AA (2.156)

A 1-forma A generaliza o potencial eletromagnético e F as forgas de
campo.

Uma perspectiva futura para a teoria de Einstein-Cartan é a possivel
extensdo do trabalho realizado em [25], [26]. Como foi colocado por
Breitelohner [28] e, a posteriori, brevemente mencionado por L. Castellani
[27], a teoria supersimétrica de Yang-Mills em 5 dimensdes ¢
diretamente acoplavel a sua congénere teoria de supergravidade, op. cit.
[22], e 0 que € mais importante, a teoria acoplada é quantizavel (uma teoria
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¢ quantizavel se € renormalizavel - Teoria Quantica de Campos). O que
deve ser realizado, entdo, € estender o multipleto potencial para

MA :(mab, Va, B, lP, A)

associado a um grupo G = ?/@SU 2.2/1).

sendo 9/ um grupo genérico com r parametros associado a Yang-Mills.

O multipleto da "curvatura generalizada" de Yang-Mills ja foi
explicitamente encontrado em op. cit. [26]. Caberia encontrar as equagdes
do movimento para o sistema acoplado (Yang-Mills e supergravidade). A
possivel conexdo desse sistema com outros sistemas formulados em altas
dimensdes (e. g. superstrings, supergravidade) pode, pela técnica de redugdo
dimensional, melhorar o conhecimento das teorias envolvidas e ter
importancia no contexto da unificagdo [29].
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3 - CONCLUSAO

Nesta dissertagdo foram apresentados, de forma sintetizada, nio
apenas topicos importantes das teorias especial e geral da relatividade
através de formalismo tradicional do calculo diferencial absoluto e dos
tensores, mas também uma introdu¢do ao formalismo menos usual das
formas diferenciais cujos usos € vantagens para a compreensdo € extensao
da teoria de Einstein, apesar de ja apontados por Elie Cartan ainda nos anos
vinte (1922), foram apenas compreendidos e aceitos por alguns, de fato, na
ultima década.

A minha contribui¢gdo maior esta por toda a se¢do 2.1.1 e apéndices,
ao introduzir de modo formal e pedagdgico a geometria intrinseca (o0s
conceitos de Vierbein, ou tétrade, e conexdo de Cartan). As se¢oes 2.1.3 e
2.2.2, concermentes aos métodos do 'paralelogramo aberto" e
""paralelogramo fechado', respectivamente, apresentadas de forma pouco
convencional em relagdo a textos de relatividade geral, auxiliam a dar um
entendimento geométrico aos conceitos de curvatura e tor¢do. A secdo 2.2.4
teve um objetivo mais informativo, uma vez que detalhes técnicos acham-se
bem discorridos nas referéncias citadas ali, € ndo creio que melhor pudesse
fazé-lo.

Finalmente, a relevancia do uso da geometria intrinseca ao invés da
extrinseca, resumir-se-ia em dois pontos fundamentais:

(i) a introdugdo numa variedade de V" da conexdo (Dab, chamada de
Conexdo de Cartan, de 0)?}’, que desempenharia 0 mesmo papel que a

conexdo afim Flf , exerce no espago Riemanniano R" da relatividade
’ - b .

geral, e da tétrade J'*. A conexdo ®” e a tétrade V', fazem com que as
derivadas covariantes em V" ndo sejam mais fungdes de l"rf , & por
conseguinte, do tensor métrico g, , como acontece no formalismo usual.
O uso de ®™ e de V* sera essencial para a construgdo de teorias
gravitacionais com tor¢do (e.g. Teoria de Cartan-Einstein)[16], [17],
[18]. Desapareceriam os efeitos de transformagdes de coordenadas, posto
que as 1-forma ®*° e V* sdo essencialmente equivalentes ao conceito de
vetor covariante;
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(ii) no formalismo das formas diferenciais, uma troca local de bases aparece
como uma transformag@o de Lorentz sobre os indices b na proje¢do de
um tensor genérico:

(e v) =A% (x) T (3)9)

O efeito de transformagdo de coordenadas desaparece, mas aparece o de
transformagdo genérica de Lorentz.

Espero, em concluindo, que a forma como os tdpicos foram
apresentados possa ser util ndo s6 ao entendimento da teoria de Einstein-
Cartan, como também de motivagdo a ulteriores generalizagdes que possam
abrir algum caminho rumo a uma provavel unificagdo das leis fisicas.

Paulino Frulani de Paula
Guaratingueta, dezembro de 1993.
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4 - APENDICES

APENDICE A: Obtengio dos Simbolos de Christoffel

Partindo das expressoes:
dli= =T TEdx (2.10)
e — e ! (2.11)

. 2 . ; .
considerando que 7 seja o mesmo por 7 epor 7 +dT*, ou seja, o
seu comprimento € conservado durante o deslocamento, logo:

dT* =0=dg ,T°T" + gsdT"T" + g, =dT>
Utilizando a (2.10), temos que:

g, T°T° — gyl T"dx' T’ — g s T°Ty Thdx” =0

ay ~ 8uslp )T TPdx" =0

Como: T T dsi= 0

6 :
— 8wl Bl= , OU seja:

Trocando o por & em (2.12), obteremos:
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agsu

= Lol

efetuando-se permutagdo ciclica dos indices &,y e B , mantendo o fixo,
teremos:

]",f‘[3 +ig i

r(x i gﬁu ra

ay “ B §

Devido a simetria: r: Bl Fg . € 8up = 8p Chegaremos a:

agﬁ]’) 0 8ys agﬁy
+ - =2 F“
( dx! el OxFR B} =

Como: g, g% =1 , multiplicando-se ambos os lados da expressio

anterior por g“° , obteremos:

p

« _1 o[ 08 ,08p 08
v_zg

ox' ox*P ox°
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APENDICE B - Demonstracio da expressio (2.32)
Sabendo que: de. = (D;ié"_i . de'= d(Aijé'j) = w}‘é'j' ;

K

dé'=d(A)e) =dAje, + A}de,

dé'= dAje, + A)o'e, = (d4] + 4'0})e,

de,'= 0!'¢,'= (d4) + AF0})E,
of'e'= (d4) + Afo})E,
o' A, = (d4] + 4f 0})E,
©}'e; =[d4)(4) " + 4ol (4) ']
of'=d4)(4)" + Aol (4)™

Em notagdo matricial:

d'=dAA' +AGA™

onde: ®'= matrizdos @' e A = matriz dos A4’
Considere:

1 - Sistema genérico ' - extrinseco - indices latinos (€;)

2 - Sistema de coordenadas - intrinseco - indices gregos (€,)

portanto,
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-~

dV =-dVV?
)
& =—-dVV'+V'aV
of=—dVrX(BOF+ ) oV
8,0 =3/ (F3)" + (7)) "I} 1
onde: ©; = Conexdo de Lorentz
I, = Conexdo Afim da Relatividade Geral.

Entao:

Py )9 __aVup+Vpl—v
Qi = ox° /

Vipg

aVup Vpl—.\' pr Vq — O
ox = “0+m°nr€1 ITe T

e fazendo: vl

ovP

a B g I_:BV\,p +m§qnquaq = O
X
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APENDICE C - Demonstragiio das expressoes (2.33) e (2.34)

Sendo: dT’ =-T"" T*dx?

o

,_oT oT"
seja entao: dT" = dct ', P MY

(5} ki

0 p

e ainda: drt=—T % T*VPdx" , onde:
X

— [ TP

Retornando a expressao (2.32), tem-se que:

p
v P — o Pq T
ra ] lV/\ = axﬁ T B rlqr Va

Trocando o por 3 efazendo r =b e g =a, tem-se:

Y VP = 8%"

pa rb
BO‘. v axa +(0(1 Tlilbpﬁ

multiplicando o tltimo resultado por T”, se obtém:

P

oV,
I Tt (_ﬁ)rﬁ +on, VT

ox

B
oVyT )_VpaTﬂ

a ] a

I
ox ox

pa brp
+0, 1131,1/I3 T

TP + V7P ol
B axa

o(VPT?) ( aV;)

ox* ox
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aTﬁ 2 a(%pTﬁ)

logo: Iy VP +Vy = -

+(Dzanabrb

. Gl N
[y TVP + VP —= +oPn, T
P o p axa axa [¢1 T]aalb
Voltando a expressdo (2.15), 7%pdx" =dT* + o, T"
multiplicada por V.” é igual a:

VEIZ pdxt =VEdT® + VAT Tdy’

or*

TP; = Vap
: ox”

e \_T"Va”

Vapv 7};& = Tp;[}

ou ainda que:

Voltando a expressio (1):

_aT?

p ¢ b
[l = +oXn,T

o

ox

De (2.33) segue diretamente (2.34), pois:
Thedx: —dIE talnt Rdxs

D LA C I b a
T odx®™ = N0 dT? + Nyoi'n, T dx

=T\
, Al
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APENDICE D - Demonstragiio da expressio (2.51)

Partire1 da expressao (2.32),

ov?

o =DV st o Ve =10

aff v
Fazendo-se: D=lawy=g=Db =: e multiplicando-se
o resultado por dx” | obtem-se que:

A'A

" = dx? — T Vode! + ogn, Vede' =0

aﬁ\,

dVi - Vie) +odx’n, Vi =0

dv: -V Vet +o®n, Vi =0
multiplicando por dx* o tiltimo resultado:
dVidxe® =V, dx* ol +0®n Vidx* =0
dVidx* -V ol +0*n,V° =0
dVidx* —Voin, +0“n, V=0
Utilizando a algebra exterior, a ultima expressdo pode ser reduzida a:

AVt +o® An V=0 (2.51)

porquanto,
=d[V dx* ] =dV dx" + V' ddx" =dV dx"

ja que, pelo Lema de Poincaré, expressdo (2.44):  ddx® =0
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APENDICE E - Demonstracio da expressio (2.53)

Partirei da expressdo (2.51), fazendo: a=c ; b=d ; c=e .

Ent3o:
dVe+o“An,V =0
dve+oV -V'o;=0
AV +o" AV -V’ No; =0
dVe+o" AV - NoV'=0
(AP +0" S AV — KoV’ =0
dAS, + 0" A, - Ae! =0

o Aei g 1IcC A€
d\’ = XKoo, -0 A,

of =(A)2dN, + (Ao A,
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