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“Por que a silhueta de uma drvore sem fo-
lhas, batida por um tempestade, sobre o pano
de fundo de um céu de entardecer no inverno
¢ considerada bela, mas a silhueta correspon-
dente de um edificio universitario de maulti-
plos propositos nao €, apesar de todos os es-
forcos do arquiteto? A resposta parece-me,
mesmo que seja um tanto especulativa, estar
nas novas maneiras de ver os sistemas dina-
micos. Nosso sentimento de beleza € inspi-
rado pela disposicao harmoniosa da ordem e
da desordem, tal como ocorre nos objetos na-
turais - nas nuvens, nas drvores, nas cadeias
de montanhas ou nos cristais de neve. As
formas de todos eles sao processos dinamicos
congelados em formas fisicas, e combinagoes
especificas de ordem e desordem sao tipicas

delas’.

Gert Eilenberger, fisico alemao.



Resumo

Botari, T. Aceleragao de Fermi em bilhares com fronteiras dependentes do
tempo descritas por osciladores nao lineares: caso conservativo e dissipativo
2011 78 p. Dissertagdo (Mestrado em Fisica) - Instituto de Geociéncias e Ciéncias exatas,
Universidade Estadual Paulista, Rio Claro, 2012.

Neste trabalho estudamos dois bilhares com fronteira moével cuja perturbacao temporal
¢ dada por um oscilador van der Pol. Estudamos um bilhar unidimensional e outro
bidimensional na qual uma ou mais particulas classicas de massa m nao interagentes sao
confinadas ao interior da fronteira que define o bilhar. Investigando algumas propriedades
dinamicas e estatisticas da particula em funcao do parametro } que controla o termo nao
linear e o parametro yg que controla a amplitude do oscilador de van der Pol. O bilhar
unidimensional consiste em duas paredes rigidas, em que uma delas é movel centrada na
origem regida pelo oscilador de van der Pol e a outra fixa em L. Descrevemos todos
os procedimentos para construcao do mapeamento que fornece a dinamica da particula,
assim como as equagoes necessarias que definem o movimento da parede mével. O espaco
de fases, o expoente de Lyapunov e a velocidade média sao obtidos para diferentes valores
de parametros de controle. Para o caso em que massa da particula (m,) é muito menor que
a massa da parede mével (my,), 4 =mp,/m,, ~ 0, podemos dividir o regime dinamico em
fungao do parametro ) em dois tipos: (i) que recupera os resultados do modelo Fermi-
Ulam; e (ii) no qual é observado um regime de crescimento da velocidade média final.
Para o caso em que u # 0, as colisoes da particula com a parede mével perturbam o
movimento da parede mével e o sistema se torna dissipativo. Neste caso a dinamica da
particula tende a pontos fixos de forma assintotica passando por um transiente inicial.
Para este caso construimos a bacia de atracao e a frequéncia do nimero de periodos de
um conjunto de condigoes iniciais. Para o bilhar bidimensional, construimos um modelo
em que a fronteira é do tipo ovoide, analisamos o caso estatico e o moével regida pelo
oscilador de wan der Pol. Quando a razao entre a massa da particula e da fronteira é
u =0, calculamos a velocidade média em funcao do niimero de colisdes com a fronteira
para diversos valores dos parametros que controlam o oscilador de van der Pol, ¥ e yg e
para os parametros que controlam a forma da fronteira. Esse caso mostra que o fenomeno
de aceleracao de Fermi é observado. Para o caso em que g # 0, ndo é mais observado
o fenomeno de aceleragao de Fermi, e as orbitas tanto da particula quanto da fronteira

entram em um regime dinamico em que sua energia média fica limitada.

Palavras-chave: Bilhares. Caos. Oscilador de van der Pol. Sistemas Dinamicos.



Abstract

Botari, T. Fermi acceleration in billiards with boundary described by a nonlin-
ear oscillator: conservative and dissipative case 2011 78 p. Dissertation (Master
in Physics) - Instituto de Geociéncias e Ciéncias exatas, Universidade Estadual Paulista,
Rio Claro, 2012.

Some dynamical properties for an ensemble of non-interacting particles confined in a
billiard with a time-dependent boundary are studied. The boundary is given by van der
Pol oscillator and two cases are considered namely: (i) one-dimensional and (ii) two-

dimensional dynamics.

For the one-dimensional case, we considered the dynamics of classical particle of mass m
confined to bounce between two rigid walls. One of them is fixed at a distance L from
the average position of the first that fluctuates according to a wvan der Pol oscillator.
We consider the case where the mass of the particle is sufficiently small as compared to
the mass of the moving wall. Then we investigate some properties of the phase space
including the average velocity of the particle. Our results reveal a scaling invariance for
the final average velocity, i.e., when n — co. We discuss also the case when the mass of
the particle is a fraction of the mass of the moving wall therefore showing the system now
shows features of dissipative model. This is characterized specifically by the presence of

attractors in the phase space.

For the two-dimensional case, we considered the dynamics of a classical particle of mass m
where the particle is confined to bounce inside a billiard whose boundary is of elliptical-
oval like shape. First we analyze the static case. Second we consider the case where
the boundary moves according to a van der Pol oscillator. We discuss the model in a
similar way as made for the 1-D case including very small mass of the particle (m = 0)
and m # 0. Dynamical properties for the particle were obtained like the behavior of
the average velocity therefore demonstrating that unlimited energy gain is in course, as
predicted by the LRA conjecture. For the case of m # 0, dissipative features were observed

thus leading the particle to stop unlimited energy growth.

Keywords: Billiards. Chaos. Van der Pol oscillator. Dynamical Systems.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Bilhares constituem uma das mais simples classes de sistemas dinamicos e vém

despertando grande interesse em fisicos e matematicos nos ultimos anos, sendo muito

(1-4) (4*8), ambos com traba-

populares no estudo de caos Hamiltoniano classico e quantico
lhos experimentais(?). Tais sistemas sdo aplicados em dreas da quimica(*?), de fenémenos
de transferéncia de calor 1Y), gases quanticos 12| de supercondutores (33, guias de ondas

(14-15) (16) (17-18)

opticas , nanoestruturas'*®| quantum dots , entre outros.

Basicamente, bilhares consistem de sistemas em que uma ou mais particulas sao
confinadas dentro de uma regiao fechada Q no espaco e sofrem colisdes com a fronteira
dQ que limita essa regiao; as colisdes podem ser tratadas como eldsticas ou ineldsticas.

Um exemplo de um bilhar pode ser visto na figura 1.1.

Figura 1.1: Ezemplo de um bilhar.
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Dependendo da forma do bilhar, as propriedades da particula apresentam aspectos
dinamicos e estatisticos variados, podendo ser integravel e nao-integravel. Sistemas in-
tegraveis sao aqueles que apresentam um numero de constantes de movimento igual ou
maior que o numero de graus de liberdade do sistema. Neste caso pode apresentar orbi-
tas periddicas e/ou quase-periédicas. J4 sistemas nao-integraveis podem ser classificados
em duas classes. Uma delas é a totalmente cadtica na qual nao existem érbitas periddi-

(19) A outra classe

cas estaveis. Um exemplo desse tipo de sistema é o bilhar de Sinai
¢ a dos sistemas mistos que podem apresentar um conjunto de érbitas quase-periodicas
(Kolmogorov-Arnold-Moser - KAM (20)), orbitas cadticas, e Orbitas periddicas estaveis e
instaveis. As drbitas cadticas apresentam periodo definido e apresentam grande sensibi-
lidade as condigoes iniciais. Normalmente a classificacao de uma orbita cadtica é feita
através do expoente de Lyapunov, que considera que a distancia entre duas érbitas com

condicoes iniciais proximas divergem exponencialmente a medida que o tempo passa.

Apesar da simplicidade dos bilhares, estes podem apresentar comportamento to-
talmente cadtico, integravel ou misto. Devido a essa simplicidade, o estudo de bilhares
vem crescendo. Podem ser usados para a investigacao de comportamentos complexos que
sao exibidos em outros tipos de modelagens fisicas e mateméaticas. Deste modo pode-se
estudar caos Hamiltoniano e sua comparacgao quantica sem a complicacao que a resolucao

que as equagoes diferenciais podem trazer para o caso cldssico.

A fronteira do bilhar pode ser fixa, dQ = ¢ em que ¢ é constante no tempo, ou mével
dQ = dQ(t). Para bilhares com fronteiras fixas nao ocorre troca de energia entre particula
e fronteiras durante o choque. Essa condicao leva a uma reflexao especular. Entretanto
quando dQ = dQ(t), existe troca de energia entre a particula e a fronteira. Tais trocas
sao de grande interesse, devido uma variedade de fenomenos da natureza que podem ser

modelados.

Um fenomeno que vem sendo investigado ha vérios anos é chamado de aceleracao

de Fermi, o qual tenta descrever o mecanismo que raios césmicos podem ser acelerados no

(21)

universo. Proposto por Enrico Fermi em 1949'%" considerou que campos eletromagné-

ticos oscilantes poderiam acelerar particulas carregadas a energias muito altas. Bilhares
com fronteira dependente do tempo sao excelentes candidatos para modelar tais sistemas.

Diversos modelos foram criados com o intuito de compreender este fenomeno, alguns deles

(22-23) (23)

, 0 modelo bouncer'\*?), modelos de bilhares bidimensio-

24-27)

sao: o modelo Fermi-Ulam

nais com fronteira dependentes do tempo! , entre outros.

22-23)

O modelo Fermi-Ulam | consiste de uma particula classica confinada entre duas

paredes, uma fixa e a outra movel, em que a parede mével é regida por uma fungao

1

temporal periddica suave' e a particula pode vir a colidir ganhando ou perdendo energia

funcdes que tenham no minimo até derivada segunda continua 1),
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a cada colisao. O fenomeno de aceleracao de Ferm: nao é verificado para este modelo.

Isso ocorre devido ao fato de existirem curvas invariantes no espaco de fases que limitam

o crescimento de energia da particula. Entretanto, a introducao de potenciais (28-29)

30)

ou
termos relativisticos ®?) nas equagoes de movimento do modelo, pode levar o sistema a

apresentar aceleracao de Fermi.

(23)  consiste de uma particula de massa m sujeita a um campo

O modelo bouncer
constante g e uma parede mével limitando a particula. Basicamente, pode ser visto como
o modelo Fermi-Ulam na qual o mecanismo de retorno (parede fixa) foi trocado pelo
campo gravitacional constante g. Assim, a particula colide com a parede moével ganhando
ou perdendo energia e retorna novamente pela acao do campo para zona de colisao com
a parede movel. Para este modelo a aceleracao de Fermi é verificada para alguns valores

dos parametros de controle que definem o sistema.

A questao fundamental a ser respondida é a maneira como a aceleracao de Fermi
ocorre, ou seja, quais as propriedades que o bilhar deve apresentar para que ela seja
observada, seja pela forma da fronteira ou o tipo de oscilacao para a fronteira que deve
ser escolhida. Isso implica que sabendo as leis que regem o bilhar, possa-se determinar se

este apresentara ou nao crescimento ilimitado de energia.

Ainda nao exite uma resposta rigorosa que possibilite saber, a priori, se o sistema
apresentard ou nao aceleracao de Fermi. Nesse sentido, recentemente uma conjectura
chamada de LRA ( Loskutov-Ryabov-Akinshin ) foi proposta®?. A conjectura LRA
afirma que uma condicao suficiente para que se tenha aceleracao de Fermi em bilhares
com fronteira moével é que em sua forma estatica exista dinamica cadtica. Diversos modelos
foram construidos mostrando a concordancia com a conjectura LRA, porém um trabalho
recente mostra que o bilhar eliptico, mesmo sendo totalmente integravel para o caso

estatico, pode apresentar aceleracao de Fermi para alguns parametros de controle (33).

A descricao matematica utilizada para modelagem de bilhares classicos é feita nor-
malmente através de mapeamentos que descrevem uma situagao posterior através da an-
terior a colisao da particula com a fronteira. O estudo dos bilhares proporciona diversas
questoes ainda nao compreendidas e muitas outras a serem investigadas do ponto de vista

fisico e matematico.

Neste trabalho sera considerado um bilhar com fronteira oscilante regida por oscila-
¢oes nao-lineares. Serd utilizado o oscilador de van der Pol para movimento da fronteira.
Primeiramente, sao apresentadas algumas propriedades dinamicas do oscilador de van der
Pol, como estabilidade, bifurcagao de Hopf e a investigagao numérica por meio da inte-
gracao das equacgoes diferenciais. Apds essa etapa serd apresentada a construcao de um

modelo para um bilhar unidimensional com a fronteira dependente do tempo regida pelo
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oscilador de van der Pol. Entao apresentaremos a construgao de um modelo para um
bilhar bidimensional com a fronteira fixa e com a fronteira mével, regida pelo oscilador de
van der Pol. A descricao matematica utilizada serd feita através de mapeamento discreto

para ambos casos dos modelos apresentados, unidimensional e bidimensional.

Para o caso do modelo unidimensional serao apresentados todos os passos necessarios
para obtencao do mapa que descreve a dinamica da particula. Vamos analisar dois casos
distintos: (i) quando a massa da particula é muito menor do que a da parede mével do
bilhar, expresso pelo parametro pu = 0; e (ii) quando a massa da particula for aprecidvel
frente a massa da parede mével, u # 0. Para o caso (i) 4 =0 vamos apresentar o espaco de
fases da particula, exibindo as consequéncias da mudanca dos parametros que controlam
o oscilador de van der Pol nas propriedades dinamicas da particula. Ainda para u =0
serda mostrada a invariancia de escala que o modelo apresenta para a velocidade média
final da particula frente aos parametros de controle que regem o oscilador de van der
Pol. Também descrevemos um método assim como o calculo do expoente de Lyapunov
caracterizando o comportamento cadtico que o modelo pode apresentar. Para o caso (ii)
u # 0 a particula e a fronteira trocam energia, deste modo o sistema se torna dissipativo.
Portanto construimos a bacia de atragao das condic¢oes iniciais, mostrando os pontos fixos

e seus periodos que o conjunto dessas condigoes iniciais convergem.

Para o modelo bidimensional vamos analisar o bilhar conhecido como eliptico-

ovoide (34-3)

para o caso estatico e o ovoide para o caso da fronteira mével. Primeiro
descrevemos os passos necessarios para construcao dos mapas e analisamos as propriedades
do modelo construido por meio do espaco de fases e propriedades estatisticas analisando a
velocidade média da particula. O bilhar eliptico-ovoide é descrito por trés parametros que
controlam a forma da fronteira €, e e p. A partir da escolha desses parametros podemos
obter o bilhar circular, eliptico, ovoide e o eliptico-ovoide. Mostramos as fronteiras que
podem ser geradas e o tipo de trajetéria que a particula pode percorrer comparando a
trajetoria no bilhar com a trajetéria no espago de fases. Para a forma em que a fronteira
¢ moével regida pelo oscilador de van der Pol, analisamos a velocidade média da particula

frente ao parametro de controle que rege o oscilador de van der Pol.

Esta dissertacao estd organizada da seguinte forma: no Capitulo 2 apresentamos
alguns conceitos fundamentais do estudo de sistemas dinamicos; no Capitulo 3 apresenta-
mos alguns aspectos e propriedades do oscilador de van der Pol; no Capitulo 4 apresen-
tamos a construgao e algumas propriedades do bilhar unidimensional com parede regida
pelo oscilador de van der Pol; no Capitulo 5 apresentamos os passos necessarios para
construcao do modelo bidimensional eliptico-ovoide com fronteira estatica e o ovoide com
fronteira dependente do tempo regida pelo o oscilador de van der Pol discutindo algumas

propriedades dinamicas e estatisticas.
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CAPITULO 2

CONCEITOS BASICOS

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos fundamentais para o estudo de sis-
temas dinamicos. Fazemos primeiramente uma breve introducao histérica dos sistemas
dinamicos, em seguida mostramos a definicao de um sistema dinamico por equacoes dife-
renciais e mapas. Depois apresentamos o teorema de Liouville para sistemas Hamiltonia-

nos e sistema geral de equacoes diferenciais e o teorema de recorréncia de Poincaré.

2.1 Sistemas Dinamicos

2.1.1 Aspectos historicos

Nesta subsecao apresentamos alguns aspectos histéricos de uma forma breve. Uma
leitura mais profunda e ampla, para a elucidacao e novas motivagoes ao estudo de sistemas

dinamicos, é sugerida na referéncias (36-37).

O estudo de sistemas dinamicos tem origem na mecanica celeste, através de Aristo-
teles com as primeiras questoes qualitativas e a formulacao de diversas questoes relacio-
nadas com o movimento dos corpos, depois Ptolomeu(85-165) com o modelo geocéntrico
que afirmava que a terra estava no centro do Universo. Somente depois das observacoes de
T. Brahe (1546-1601) que o modelo heliocéntrico proposto por N. Copérnico (1473-1543)
foi consolidado por J. Kepler (1571-1630) com a mudanga das 6rbitas dos planetas de

circulares para elipticas.
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Entao Galileu Galilei (1564-1642) desenvolve diversas pesquisas no campo das ob-
servagoes astronomicas e no movimento dos corpos, criando uma nova metodologia na
qual verificava proposicoes tedricas feitas. Os conceitos basicos de Dinamica que tratam
as causas dos movimentos foram introduzidas por ele, como a ideia de inércia, a aceleracao
constante que os corpos apresentam ao cairem, entre outras. Através da experimentacao

Galileu refutou algumas ideias de Aristételes que permaneciam até aquela época.

As ideias de Galileu influenciaram a geracao seguinte de cientistas como Isaac
Newton(1642-1727) que nasce no ano da morte de Galileu. Newton é considerado um
dos maiores cientistas que ja existiram. Seu livro sobre mecanica intitulado Philosophia
Naturalis Principia Mathematica é considerado a maior contribuicao feita por uma tnica
pessoa. Contribuiu em diversos areas do conhecimento como, por exemplo, a concepcao
do calculo diferencial e integral, na otica, nas leis da mecanica classica entre outras. Com
seus trabalhos em mecanica celeste, Newton calculou como forgas proporcionais ao in-
verso do quadrado geravam érbitas elipticas. Com seus célculos deduziu analiticamente a
terceira lei de Kepler que afirma T2 /R3 =C, ou seja, a razao entre o quadrado do periodo
de translagao e a distancia do semi-eixo maior elevada ao cubo ¢ igual a uma constante
igual para todos os planetas. As leis do movimento de Newton possibilitaram as solugoes
e previsoes de diversos problemas. Os cientistas da época chegaram a acreditar que os
pilares fundamentais da mecanica estavam completos e que o conhecimento das condigoes
iniciais e das leis que regiam o movimento eram condicoes suficientes para uma descricao

completa da evolugao do fenomeno estudado.

A partir dessas ideias estabelecidas por Newton, passou-se a acreditar num carater
deterministico da natureza, ou seja, as equacoes resultariam na previsibilidade da evo-
lugao do sistema investigado. Essa crenca no determinismo pode ser expressa pela frase
do famoso matematico e fisico francés Pierre Simon Laplace (1749-1827) que diz: “Nds
podemos tomar o estado presente do universo como o efeito do seu passado e a causa do
seu futuro. Um intelecto que, em dado momento, conhecesse todas as forcas que dirigem
a natureza e todas as posicoes de todos os itens dos quais a natureza é composta, se este
intelecto também fosse vasto o suficiente para analisar essas informacgoes, compreenderia
numa unica formula os movimentos dos maiores corpos do universo € 0s do menor atomo;
para tal intelecto nada seria incerto e o futuro, assim como o passado, seria presente pe-
rante seus olhos”. Uma das questoes em que Laplace envolveu-se foi a da estabilidade do
sistema solar. Entretanto, apenas com o trabalho de Aleksandr Mikhailovich Lyapunov
(1857-1918), foram estabelecidos critérios para estabilidade de sistemas. Basicamente, diz
que uma trajetéria é estavel se uma trajetéria proxima em determinado instante continuar

proxima a primeira para um tempo suficientemente longo.

A ideia determinista comeca a ser abandonada no inicio do século XX devido ao
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surgimento da mecanica quantica e a teoria do caos. A mecanica quantica estabeleceu
um limite finito para a precisao de certas grandezas fisicas. E a teoria do caos que
surgiu no estudo de equacgoes diferenciais nao lineares mostrou a imprevisibilidade da

(38)

solugao \°®/ | apesar de serem deterministas, variacoes infinitesimais das condi¢oes iniciais

trazem consequéncias significativas na solucao para tempo suficientemente grande.

2.1.2 Equacoes diferenciais e mapas

Um sistema dinamico pode ser definido como um conjunto de entes que sofrem algum
tipo de interagao seja externa, entre si, ou ambas. Sua evolucao ocorre em func¢ao do tempo
que faz o papel de variavel livre, independe da evolucao do sistema, também chamada
de variavel independente. As descrigcoes matematicas utilizadas para modelar sistemas

(25) (38)

dinamicos sao as mais variadas como, por exemplo, mapas'*?’, equacoes diferenciais'>®/,

automato celular(?’g), entre outras.

No caso de o tempo variar de forma continua o tratamento matemaético utilizado
pode ser feito por meio de um sistema de equacoes diferenciais, estabelecendo as relagoes

entre as grandezas que descrevem o sistema.

Para o caso em que o tempo é continuo um sistema dinamico pode ser definido como

um conjunto de n equacoes diferenciais de primeira ordem com n variaveis dado por

dx

= f(x.1) (2.1)

em que X é um vetor (x1,x2,...,X,) € ‘2—’; é um vetor de cada variavel derivada em relagao

ao tempo . Quando f= f(x) nao dependente do tempo o sistema é dito auténomo. O
sistema também pode ser classificado como linear se f(x) s6 contenha termos em x com
grau um ou como nao-linear quando existem termos nao-lineares em f(x). Para sistemas
lineares o sistema de equacgoes é de simples resolucao, entretanto para sistemas de equagoes

diferencias nao-lineares normalmente nao existe uma solucao analitica.

Para o caso em que o tempo pode ser tratado como discreto, uma abordagem
matematica que é muito usada é a construcao do mapeamento para o modelo. Uma mapa
estabelece o estado posterior do sistema a partir do anterior através de um conjunto de

equacoes que o definem. Podemos definir um mapeamento da seguinte forma
Xpt+1 = T(Xp,1n) (2.2)

em que X,.1 ¢ um vetor das variaveis que definem o sistema, t, o tempo discreto e T é
um vetor de equacoes que definem as relagoes entre as variaveis. Um mapeamento pode

ser classificado como linear ou nao-linear tal da mesma forma que sistemas de equagoes
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diferenciais. Podemos também a partir de um sistema de equacoes diferenciais obter
mapas, discretizando o conjunto de equagoes diferenciais através do método conhecido
como diferencas finitas, ou usando secoes de Poincaré. Secoes de Poincaré basicamente
reduz o fluxo continuo de dimensao N do espaco de fases para um mapa de dimensao N — 1
que intercepta um plano que é perpendicular ao fluxo. Esse plano é chamado de secao de

Poincaré.

As solucoes do sistema dinamico devem satisfazer as relacoes estabelecidas pelas
equacoes que o descrevem e a uma condicao inicial. A evolucao de uma condicao inicial
no tempo gera uma Orbita e o conjunto de todas as orbitas possiveis geram o espago de
fases do sistema. Para solugoes em que o campo vetorial se anula, f(X,7) = 0 para sistemas
de equagoes diferencias e T(X,) para mapas, o valor de X nao altera-se pela dinamica do
sistema e a este ponto X ¢ dado o nome de ponto fixo. Os pontos fixos sao de fundamental
importancia no estudo de sistemas dindmicos. A partir do conhecimento dos pontos fixos
de um determinado sistema podemos tracar um esboco do espaco de fases, por meio
da expansao em série de Taylor do conjunto de equagoes que modelam (F no exemplo
das equagoes diferencias e T para mapas). Alguns dos tipos de dérbitas que podem ser
encontradas no espaco de fase sao: periddicas, quase-periddicas e cadticas. As drbitas
periddicas se repetem em determinados intervalos de tempo que definem seu periodo.
As orbitas quase-periddicas nunca se repetem, entretanto tracam um curva no espacgo de
fases densamente preenchida. Para orbitas cadticas nao existe um periodo definido e duas

condigoes iniciais proximas divergem de forma exponencial.

2.2 O teorema de Liouville

O teorema de Liouville tem fundamental importancia nas areas de fisica estatis-

(40)

tica e sistemas dinamicos. Este diz respeito a preservacao do elemento de volume no

espaco de fases frente a evolugao temporal. Para sistemas hamiltonianos sempre ha preser-
vacao do elemento de volume do espaco de fases. J& para sistemas de equagoes diferenciais

de primeira ordem, em geral devem satisfazer certas condigoes, como veremos.

Consideremos uma regiao D que limita um volume V dado por

V= /D an, (2.3)

em que dn = dxdx;...dx,. Seja essa regido propagada através das equagoes (2.1), ou seja,

que leva 1 — & mapeando uma regiao D(t) que encerra o volume V(¢) dado por

V()= /D(t) dg, (2.4)
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onde d& = dydy;...dy,. Portanto, utilizando o teorema de mudanca de varidveis em uma

integral de multiplas variaveis obtemos
_ / det(M)dn, (2.5)
D(r)

em que M é a matriz jacobiana da transformacao que leva x para y. Portanto dependendo
do valor do determinante do Jacobiano o volume pode: (i) contrair se |det(M)| < 1; (ii)

aumentar se |det(M)| > 1; (iii) ndo mudar caso em que |det(M)| = 1.

Para o caso de sistemas Hamiltonianos a matriz M é simplética, ou seja, MIMT =J.

I 0
(1 0), o

e I é a matriz unidade. O determinante é dado por

Em que J é a matiz

det(MIMT) = (detM)*detJ = detJ, (2.7)

e desta forma chegamos a detM =+ 1 e |detM| = 1. Visto que uma evolucao temporal
em sistemas Hamiltonianos é dado por transformacoes canonicas temos que o volume
do espacgo de fases é preservado pela evolucao temporal, conhecida como teorema de

Liouville (40-41)

Para o caso de equacoes diferenciais podemos resolver as equagoes para ¢ muito

pequeno de forma que a solugao gerada seja da forma
xi(t) = xio +lﬁ(X0)+02(I) . (2.8)

Da equagao (2.8) acima, vemos que quando ¢ se torna infinitesimal os termos maiores ou
iguais a r2 vao para zero. Em seguida, faremos uma transformacio de varidvel definida
como y; = x; —tfi(t) na qual leva y; = xo para x; = x;(t), que é uma evolugao temporal
infinitesimal. Para que ocorra preservagao de volume do espago de fases calculamos a

matriz Jacobiana M desta transformacao e seu determinante det(M) que serda dado por

20,4 af
det[M(y,t)] = detﬁ =det ll +rﬁ} (2.9)
em que X = (x1,x2,...,x,) € Y = (y1,¥2,...,yn). Calculando o determinante pelo método de
Laplace (40-41)
af " df;
det|l +1==|=141¢ 2.10
el gyl =1+l 5 (2.10)

que pode ser reescrito como

ia—f—1+tvf, (2.11)
i=1
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Substituindo o resultado do determinante, equagao (2.11), na equacao (2.5) obtemos
Ve = [ (19 fdy, (2.12)
D(0)
em que D(0) é a regiao inicial escolhida no tempo t =0, o que leva a
V(1) :V(0)+t/ vidy, (2.13)
D(0)
portanto para que o volume seja preservado temos que ter syf=0.

Para o caso do sistema ser descrito por mapeamentos temos uma relagao de recor-

réncia que pode ser expressa como

Xnt1 =X+ f(xn), (2.14)
portanto a matriz jacobiana M é
0%+ 1
M=— 2.15
ox, (2.15)

e para haver preservagao de volume temos que ter det(M) = £1.

2.3 O teorema de recorréncia de Poincaré

Uma consequéncia imediata do Teorema de Liouville, preservagao de volume no

espaco de fases, é o teorema de recorréncia de Poincaré (40-41)

para sistemas em que estao
limitados em uma regiao do espaco de fases, em outras palavras, que mapeiam uma regiao
limitada sobre si mesma. O Teorema de recorréncia de Poincaré afirma que sistemas que
preservam alguma medida (volume no espago de fases para sistemas Hamiltonianos) a
evolucao de uma condicao inicial sempre retorna arbitrariamente préximo de uma regiao
definida em torno dessa condicao. Dada uma condicao inicial descrita no espaco de fases
pelo ponto P e uma regiao vizinha de P dada por u, existe um tempo finito na evolugao
do sistema em que a drbita volta arbitrariamente préxima ao ponto P interseccionando a

regiao u.

Sendo g um propagador das equacoes que definem a evolucio do sistema !, temos
portanto que a evolucao de uma condigao inicial qualquer serd dada por x;41 = g(x;). Em
seguida, considere uma regiao D em que g : D — D. Dado um ponto qualquer x € D e uma
vizinhanga u D x (4 que contenha x). Assim um aplicagdo g(u) mapeia outra regiao de D
e sucessivas aplicacoes g(u), g(g(u)) = g*(u), g*(u), ..., g"(u), como g preserva medida e D

é finito, em algum momento as regides obtidas da iteracoes feitas sobre a regiao u terao

Lum conjunto de equacdes diferenciais ou um conjunto de equacoes que definem um mapeamento.
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que apresentar interseccoes entre si, assim para algum k > m temos

ghu)ng" (u) #0, (2.16)

ou seja, a interseccio entre gf(u) com g™(u) é diferente de conjunto vazio. Podemos

reescrever a equagao (2.16) de forma
g M)y Nu #0, (2.17)

mostrando que dada uma condicao inicial x existem condigoes iniciais arbitrariamente

proximas de x que retornam a vizinhanca de x.
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CAPITULO 3

OSCILADOR DE VAN DER POL

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos basicos do oscilador de van der
Pol. E feita a andlise de sua equacao linearizada e deste modo é mostrada a existéncia
de uma bifurcacao de Hopf. Algumas simulacoes numéricas sao feitas para integracao da

equacao que rege o oscilador de van der Pol e seu comportamento é discutido.

3.1 Conceitos historicos e o modelo

(42) quando

O oscilador de van der Pol foi introduzido por Balthasar van der Pol
trabalhava pela empresa Phillips com valvulas. Estudando circuitos elétricos com tubos
de vacuo notou que estes apresentavam oscilagoes que convergiam para regimes estaveis,
esse tipo de atrator é conhecido atualmente como ciclo limite. Hoje estes sistemas sao
conhecidos como osciladores de relaxacao. Um fato interessante é apresentado no trabalho

(43) " trata sobre a

de B. van der Pol e J. van der Mark em 1927 publicado na Nature
natureza ruidosa que o oscilador de wvan der Pol apresenta quando for¢ado em certas

frequéncias, sendo essa uma das primeiras evidéncias registrada de caos deterministico.

O oscilador de van der Pol pode ser visto como uma generalizacao do oscilador
harmonico pela introducao de um termo dissipativo nao linear. Esse termo dissipativo é
negativo para baixas amplitudes, fornecendo energia ao oscilador e se torna positivo para

grandes amplitudes. A forma geral da equacao diferencial para o oscilador de van der Pol
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forcado pode ser escrito como

2

d
M—x—}—b(xz—x 2

d
s 21 kx = Fysin(oy1), (3.1)

) g
em que M é massa, b a constante de amortecimento, xy esta relacionada a amplitude
de oscilacao, k a constante de Hook, Fp amplitude de oscilacao da forca externa e @y
frequéncias de oscilacio da forca externa. Definindo @wy? = k/M chegamos a

d’>x b, , ,.dx

F .
W'FM(X — X0 )Z—l—a)ozxzﬁsm(a)ft),

introduzindo uma transformacao linear na coordenada igual a x = ay e temporal da forma
t = Bt obtemos

ad2y+a3b(2 xoz)dy

B2 dt? B MY " a?ldr

d2 o dy

K

+aw,y = —sin(0,B7),
M

2 a2y B> Fo

+5 ——MSIH(COfﬁT).

Agora fazendo oo =xg e f = 1/mp temos

d> bx3 d F [0}
_er 0 (2 _ 1)y+y_ 02 sin( 27
dt?> Moy drt M wy=xo (00

desta maneira definimos apenas trés parametros para a equacao diferencial, y’' = bx(z) /M ay,

A=Fy/May’xp e ® = /@y, obtendo

d?y dy

—2+X,(y2— 1)—

e e +y=Asin(07). (3.2)

Essa equacao diferencial pertence a classe de equagoes diferenciais de Liénard (45) Para o
caso em que a forga externa for nula, ou seja A =0, a equacao se torna
d?y

4T +y=0. (3.3)

dy
+x(y—1)d

Usaremos na construcao dos modelos a equacao do oscilador de van der Pol nao forcada,
equacdo (3.3). O termo (y> — 1) cria uma competicdo de ganho e perda de energia no
oscilador. Quando |y| > 1 existe uma forga dissipativa ao passo que para |y| < 1 tem-se
um termo que fornece energia para o oscilador. Pode existir um balanco dessa competigao
de energia, na qual, a ganhos e perdas de energia se equilibram. Deste modo pode-se

esperar a presenca de um ciclo limite.



26

3.2 Linearizando o oscilador de van der Pol

Uma andlise de grande utilidade é a linearizacao das equagoes diferenciais. Isso
pode ser feito para descrever o comportamento de sistemas nao-lineares nas proximidades
de potos fixos e assim classifica-los. Para isso, expandimos as equacoes do sistema em
série de Taylor retendo os termos lineares. Visto que obtida a solucao da equacao lineari-
zada podemos analisar o comportamento da regiao em torno do ponto. Quando ha uma
convergéncia da regiao proxima para o ponto fixo esse é dito assintoticamente estavel e

quando ha afastamento da regiao préxima o ponto é dito instavel.

Vamos empregar a técnica de linearizacao para equacao diferencial do oscilador de
van der Pol, que pode ser escrita como duas equacoes de primeira ordem
dy
dt
d§
dt

= é?
— A P-DE-y, (34)

que apresenta um ponto fixo em P*(y =0,& =0). Desenvolvendo a expansao em torno no

ponto fixo P*(0,0), chegamos em

dy

E - év

&

i XE—y. (3.5)

Escrevendo a matriz para o sistema

M:< 0 ) 36)
-1 ?C/

a matriz M ¢ igual a matriz Jacobina para este sistema. Para analisar o comportamento da
equacao linearizada devemos encontrar os autovalores associados a matriz M, da seguinte
forma det(M — AI) =0, o que leva a equacdo A% — %'+ 1 =0. Resolvendo essa equacio
encontramos Ay » = %(x’ + \/)m) Podemos agora classificar qual é a estabilidade do
ponto fixo P*(0,0) em fungao do parametro ). Dessa maneira temos os seguintes casos (44).
(i) x' =0 temos que Re(A) =0 e Im(A) # 0 classificado como caso eliptico ou degenerado;
(i) 0 < ' < 2 para este caso temos um foco hiperbdlico instavel; (iii) x’ =2 temos né
improéprio instdvel; (iv) 0 > x' > —2 temos foco hiperbdlico assintoticamente estavel; (v)
%' = —2 temos né impréprio assintoticamente estavel; (vi) ¥’ < —2 temos né impréprio

assintoticamente estavel.
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3.3 Bifurcacao de Hopf

O oscilador de van der Pol apresenta um ponto de equilibrio P em (0,0). Para x’' <0
o ponto de equilibrio é assintoticamente estavel, quando ¥’ > 0 o ponto de equilibrio é
instavel. Deste modo um ponto de equilibrio em funcao do parametro ' passa de estdvel
para instdvel. Essa perda de estabilidade acontece em )’ =0 em que os autovalores

associados da matrix Jacobiana do sistema sao imaginarios puro.

Figura 3.1: Algumas orbitas do espaco de fases para o oscilador de van der Pol em fun¢ao do
pardametro de controle x'. Bifurca¢ao de Hopf ocorre a partir de ' = 0.

Sistemas que apresentam esse tipo de estabilidade em fun¢ao do parametro de con-
trole e é verificada a existéncia de um ciclo limite, exibem um tipo bifurcacao em que um
ponto de equilibrio estavel de dimensao zero passa para um ciclo de oscilacao periddica

de dimensdo um. Esse tipo de bifurcacio é chamada de Hopf (40).

Uma caracteristica da bifurcacao de Hopf é que os autovalores da matriz Jacobiana
associada do sistema no ponto em que ocorre a bifurcacao sao niimeros imaginarios puros.

A bifurcacao de Hopf leva um ponto de equilibrio a um ciclo de movimento periédico.

No caso do oscilador de van der Pol verificamos que ocorre a bifurcagao de Hopf.
Deste modo fazemos a andlise numérica de algumas érbitas no espacgo de fases em fungao

do parametro de controle ¥’, como é apresentado na figura 3.1.

3.4 Simulagoes Numéricas

Nesta secao apresentamos os resultados da integragao numérica para as equagoes
que modelam o oscilador de van der Pol sem forca externa. A equagao diferencial do osci-

lador de van der Pol nao apresenta solucao analitica, assim faz-se necessario a integracao
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numérica de suas trajetorias. Uma questao fundamental investigada esté relacionada ao
erro numérico cometido ao se integrar essas equagoes numericamente. Para certos valores
de parametro de controle as trajetorias divergem rapidamente quando usamos por exemplo
método de Buler* ou mesmo Runge-Kutta*?) de quarta ordem. Entéo fez-se necessa-
rio a utilizagao de um método mais robusto. Utilizaremos o integrador Gauss-Radau (48),
muito usado por pesquisadores da area de mecanica celeste entre outros. O método de
Gauss-Radau tem uma grande vantagem de manter o erro de integracao abaixo de um
limite pré-estabelecido, mudando o passo de integracao quando necessario para que esse

limite seja sempre satisfeito.

A partir das equagoes (3.4), e escolher as condigoes iniciais (y,&) — (yo,&p), uti-
lizando o integrador Gauss-Radau obtemos a érbita do sistema. Com a investigacao
numérica, podemos estudar o comportamento do oscilador de van der Pol para diversos
valores do parametro de controle y’. Para o caso em que ¥’ ~ 0 temos que o oscilador de
van der Pol apresenta um ciclo limite no espaco de fases com comportamento semelhante
ao do oscilador harmonico, ou seja, as érbitas no ciclo limite sao elipses no espaco de fases,
figura 3.2. O tempo de relaxacao, tempo que as 6rbitas relaxam para para o ciclo limite, é
longo em que diversas oscilacoes ocorrem antes de atingir o regime de oscilacao periodica.

Quando y’ aumenta, a forma da oscilacao do ciclo limite muda nao sendo mais uma elipse

Figura 3.2: (a) Espaco de fases para oscilador de van der Pol; (b) y versus T. Ambos os grdficos
para o parametro ¥’ =0.1.

no espaco de fases e o tempo de relaxagao para o ciclo limite diminui. O espacgo de fases
no caso em que ¥’ = 0.5 pode ser visto na figura 3.3. Para valores ainda maiores de ¥’ o
tempo de relaxacao do oscilador é extremamente pequeno e a forma de oscilacao é mais

abrupta A amplitude de oscilagdo de dy/dt é maior, como pode ser visto na figura 3.4.
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Figura 3.3: (a) Espaco de fases para oscilador de van der Pol; (b) y versus T. Ambos os grdficos
para o pardmetro ¥’ =0.5.

Figura 3.4: (a) Espaco de fases para oscilador de van der Pol; (b) y versus t. Ambos os grdficos
para o pardametro y' = 2.



4 - 4 Bilhar unidimensional com fronteira dependente do tempo regida pelo
oscilador de van der Pol 30

CAPITULO 4

BILHAR UNIDIMENSIONAL COM
FRONTEIRA DEPENDENTE DO TEMPO
REGIDA PELO OSCILADOR DE VAN
DER POL

Neste capitulo vamos apresentar os passos necessarios para construcao de um mo-
delo para um bilhar unidimensional no qual o movimento da parede mével é regida pelo

oscilador de van der Pol.

4.1 Conceitos basicos

O bilhar que consideramos consiste de duas paredes rigidas. Uma delas é fixa na
posicao L e a outra moével centrada na origem, e seu movimento é regido pela equagao de
van der Pol. Um esquema do bilhar é mostrado na figura 4.1 na qual y é a posicao e w a

velocidade, ambos para parede movel.

E interessante tornar o sistema adimensional para reduzir o ntimero de varidveis.
Escolhemos aqui tornar a distancia entre as paredes adimensional igual a 1. Fazendo

algumas transformagoes lineares nas coordenadas do sistema, partindo da equacao (3.2)
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A
(x,v)

x | I
0 L

Figura 4.1: Bilhar unidimensional, parede mdovel centrada em x =0 e a parede fita em x = L.

temos:

> b, ,

dx
a T g

K
m+%%:ﬁm@m. (4.1)

Introduzindo uma transformacao linear na coordenada igual a x = oy e temporal da forma
t = Bt e procedendo de maneira semelhante ao seccao 3.1 com a escolha de oo =L e
B = 1/my, obtemos

d F Ao
() Dy =0 sm(éf), (4.2)

desta maneira definimos apenas quatro parametros para a equacao diferencial, y = bL? /Max,
A=Fy/May’L, o = wf/ay e yo =2,

dzy 2 2 dy
—+ — — 4+ y=Asin(o7). 4.3
I 2y yo)dr y (071) (4.3)
Vamos considerar o caso em que nao ha forca externa atuando sobre o oscilador de
van der Pol, ou seja, A =0, assim obtemos a seguinte equacao
d?y

dy
ﬁﬂLX(yz—yoz)E +y=0. (4.4)

Depois das transformacgoes, o bilhar apresenta dois parametros de controle, que sao x e

Yo, de maneira que todos os outros parametros sao reduzidos apenas dois quando A = 0.

Com este modelo podemos estudar as consequéncias que a alteragao do movimento
da parede movel, que é feita pela mudanga dos parametro yg e ), causam na dinamica
do modelo. Quando o parametro ¥ >~ 0 o modelo Fermi-Ulam (44) ¢ recuperado o que

corresponde ao oscilador de van der Pol com sua dinamica no ciclo limite.
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4.2 Instante da colisao

Vamos considerar que as colisoes que ocorrem entre a particula e a fronteira que
define o bilhar sao do tipo elasticas, basicamente uma colisao unidimensional. No mo-
mento da colisao a energia e o momento do sistema se conserva. A conservacao de ambas

quantidades podem serem expressas pelas seguintes equagoes

Py+py = phtpl, (4.5)
mpvfp + mwviv = mpvj; + mwv{:,
T\+T, = T/+T], (4.6)
1 ;2 ;2 1 1 £2
Empvp +§mwvw = Empvp +§mwvw ,

em que o indice i representa o instante antes da colisao e o indice f apds a colisao, e 0s
indices p e w sao os indices que representam as propriedades da particula e da parede

respectivamente. Mudando o referencial das coordenadas para o referencial da parede

, . .o~ ./ . . ! N . ! .
movel no instante da colisao temos v, = v, —v,, v£ = v£ -V, v, =0, v, = vl — Vips

reescrevendo as equagoes no novo referencial e definindo u = m,/m,,, temos

,uvi; = /.va;/ —l—v{:’, (4.7)
1 42 1 12 1 22
Resolvendo este sistema de equacgoes para v{V, e vf: obtemos
/ H— 1
VJp(‘ = m\/;ﬁ (49)
.2
vl = aid} (4.10)
I+u
(4.11)
Voltando ao sistema de coordenada original temos
F_H -1 i i
Vv, = m(vp Vi)V, (4.12)
u i i
v = m(vp =)+ Vi, (4.13)

4.2.1 Casos

A partir da equacao (4.13), de acordo com os valores atribuidos para u, a dina-
mica da colisao apresenta certas caracteristicas. Apresentamos alguns destes casos para

diferentes valores de u:
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1. u=0 (my>>my,oum,=0)

vf; = 2v€v—vp,
vl = i, (4.14)

nesse caso a particula tem a massa muito menor comparada com a massa da parede,
uma caracteristica importante a se notar é que apos a colisao a velocidade da parede

nao é alterada;

2. U — oo (my, < my, oum, =0)

<
=S
|
<

i (4.15)

<
==
I
[\
<~
|
<

esse é 0 mesmo que o Caso (1) encontrado anteriormente, apenas trocando o indice

P por wi

i

v£ Vips
v, = v, (4.16)

nesse caso a massa da particula e da parede sao iguais, trocando momento linear e

energia entre si;
4. u>1 (my, <mp)

Quando,u>1temosqu60<“—71<lelz—“>le

T T
VJ; = az(vi,—vlw) +v,
vo= bz(v; — VY4V (4.17)

onde a,b €R, a*> <1 e b*> > 1;
5. u <1 (my>mp)

Quando,u<1temosque—l<%<0elz—”<le

<
AS BN
|
|
Q
3]
—~
<N.
|
<
=~
N—
_|_
<
§~

(4.18)

<
==
|
9
o
—~
<~
|
<
==
+
<
§~

onde a,b€R, a*<1lec*<1.

Para haver colisao da particula com a parede mével temos que ter v, —v,, <0. Outro

fato relevante para o controle das simulacoes ¢ a condicao que x,, <x,, ou seja, a particula
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esta sempre confinada entre as duas paredes.

4.3 Mapa para o caso em que U =20

A descricao matematica mais utilizada no tratamento de bilhares é via mapeamen-
tos. Tais mapeamentos descrevem o instante posterior da colisao da particula com a
parede a partir do instante anterior da dinamica. Para o caso em que a parede modvel
tem massa muito maior do que a particula, ou seja, g =0, o movimento da parede nao
é afetado pela colisao. Considerando que o movimento da parede movel nao saia do re-
gime estabelecido pelo ciclo limite do oscilador de van der Pol podemos definir o mapa

utilizando o caso (1) da se¢ao 4.2 como

Pnet = [n+ATyp1] mod T,
Vbl = 20(Opi1) £ v, (4.19)

em que ¢, é a fase em que a particula atinge a parede movel, v, é a velocidade
da particula apés a colisao, T é o periodo de oscilagao da parede movel, v, (¢,+1) é a
velocidade da fronteira no instante da colisao e AT, € o intervalo de tempo entre a n-
ésima e a (n+ 1)-ésima colisao. Os sinal — é usado para colisoes sucessivas ou diretas em
que a particula atinge a parede mdvel sem antes atingir a parede fixa. O sinal + é usado
para colisdes nao sucessivas ou indiretas em que a particula colide com a parede movel
partindo de uma colisao com a parede fixa. Para encontrar o valor de AT, é preciso
integrar a equagao diferencial (4.4) e encontrar o tempo no instante em que a posigao da
particula é igual a posicao da parede. Fazemos isso pelo acompanhamento da trajetoria
da particula e da parede até que a distancia entre as duas seja menor ou igual a um valor

muito pequeno definindo o critério de colisdo, que usamos 10710,

A escolha da funcao temporal para a parede médvel gera diferentes propriedades
dinamicas para a particula confinada. Considerando as variaveis v,., velocidade da
particula logo apdés a colisao, e @,,1, fase com que a particula atinge a parede movel,
podemos construir o espago de fases do bilhar. Normalmente o espago de fases pode
apresentar Orbitas integraveis, como toros ou curvas invariantes e ilhas KAM, e orbitas

cadticas, construindo no espago de fases o mar de caos, figura 4.2 (a).

Para o caso do bilhar unidimensional muitas vezes nao é facil interpretar fisicamente
o que acontece com a particula apenas pela anélise do espaco de fases de v versus ¢. Devido
a isto, para ter uma visao mais clara podemos observar a posigao da particula, das paredes

fixa e movel em funcao do tempo e compara-las com as dérbitas no espago de fases.

Para orbitas que percorrem uma curva invariante, a trajetéria, y versus t, da par-
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Figura 4.2: Comparacao entre o espago de fases e trajetoria da particula. Pontos vermelhos para
orbita cadtica, azuis orbitas em ilha KAM e verdes para orbitas em curva invariante. (a) Espago
de fases para o modelo de Fermi-Ulam, fronteira oscilando com 0,1cos(t+0); (b) Trajetoria da
particula com as mesmas cores da sua orbita no espaco de fases, parede movel e fixa representadas
em linhas amarelas.

ticula segue um padrao com pequenas variacoes da velocidade entre as colisoes, colidindo
com todas as fases possiveis do movimento da parede moével formando uma linha fechada
para todos valores de ¢!. Por outro lado, para as érbitas nas ilhas KAM a particula fica
restrita a colidir sempre em uma mesma regiao de fase do movimento da parede movel
e sua velocidade varia de maneira a sempre atingir essa mesma regiao de fase formando
6rbitas fechadas no espaco de fase 2. J& para érbitas no mar de caos, a fase do movi-
mento da parede em que ocorre a colisao e a velocidade da particula variam a cada colisao
de forma aparentemente cadtica formando uma série de pontos no espaco de fase 3. As

6rbitas no espaco de fases e em y versus T podem ser vistas na figura 4.2.

Vamos agora analisar o espago de fases de v versus ¢ para um série de parametros de
controle . O aumento do parametro )} modifica continuamente a forma de oscilagao da

parede moével, de forma que quanto menor o valor de yg maior tera que ser o valor de x para

Lcompare a figura 4.2 (a) com a 4.2 (b) para as drbitas na cor verde
2compare a figura 4.2 (a) com a 4.2 (b) para as érbitas na cor azul
3compare a figura 4.2 (a) com a 4.2 (b) para as érbitas na cor vermelha
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Figura 4.3: (a) Espaco de fases do movimento da parede mdvel, v,, versus y; (b) Curva na
cor vermelha vy, versus T, curva na cor preta y versus T; (c) Espaco de fases v versus ¢. Os
pardametros de controle usados em todos os grdficos foram yo = 0,01 e y = 10°. Representacio
das orbitas: linhas azuis ilhas KAM, verdes curvas invariantes e pontos pretos mar de caos.

que a perturbacao seja a mesma comparada a outro valor de yg maior. Podemos portanto
estudar o comportamento dessa modificacao nas propriedades dinamicas e estatisticas da

particula confinada frente a modificagao da oscilagao que rege a parede movel.

Para o caso em que o parametro ¥ é pequeno, o modelo desenvolvido recupera
o modelo Fermi-Ulam, figura 4.3, com o mesmo comportamento dinamico e estatistico.
Isso ocorre devido ao termo nao linear agir como uma perturbagao na equacao diferencial
do oscilador harmonico, esse tipo de perturbagao nao altera as propriedades dinamicas

quando x esta proximo de zero.

Com o acréscimo do parametro ) a forma da oscilagao vai alterando-se, figura 4.4
(a) e (b), e 0 espaco de fases é modificado, ver figura 4.4. O limite maximo na coordenada
v que o mar de caos de mais baixa energia pode atingir aumenta devido a destruicao de

(49) " TIsso ocorre devido & velocidade méxima que a

curvas invariantes do tipo spanning
parede mével pode alcancar se torna maior, figura 4.4 (b), permitindo que a particula

adquira mais energia para dadas colisoes com a parede mével. Podemos entao esperar
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Figura 4.4: (a) Espago de fases do movimento da parede mdvel, v,, versus y; (b) Curva na
cor vermelha vy, versus T, curva na cor preta y versus T; (c) Espaco de fases v versus ¢. Os
parametros de controle usados em todos os grdficos foram yo = 0,01 e y = 10*. Representacio
das orbitas: linhas azuis ilhas KAM, verdes curvas invariantes e pontos pretos mar de caos.

que exista um valor de parametro especifico para essa mudanca de comportamento.

Para valores elevados do parametro x, o espaco de fases (v versus ¢) torna-se dificil
de ser interpretado, aparentemente sem estruturas definidas, ver figura 4.5 (c). Uma
andlise mais detalhada mostra entretanto que ainda sao verificadas estruturas conhecidas,
como ilhas KAM, curvas invariantes e mar de caos, como pode ser visto na figura 4.6
(a), (b) e (¢). A medida em que a velocidade v aumenta, o espaco de fases torna-se mais
regular, no sentido de apresentar um nimero maior de ilhas KAM, e para velocidades
mais altas surgem as primeiras curvas invariantes, figura 4.6. Essa regularidade (aumento
do nimero de ilhas KAM) que encontramos para velocidades mais altas no mar de caos

dificulta o aumento de energia da particula do mar de caos de menor energia.

Por meio da analise do espaco de fases de v versus ¢ conseguimos verificar o tipo
de mudanca que o parametro de controle )y causa ao modelo. A perturbagao causada

pelo acréscimo de ¥ comeca a fazer efeito quando seu valor se torna suficientemente alto.
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Figura 4.5: (a) Espaco de fase do movimento da parede mdvel, v,, versus y; (b) Curva na cor
vermelha v,, versus T, curva na cor pretay versus T; (¢) Espaco de fases v versus ¢. Os parametros
de controle usados em todos os grdficos foram yy = 0,01 e x = 10°. Representacio das érbitas:
linhas azuis ilhas KAM, verdes curvas invariantes e pontos pretos mar de caos.

Um estudo das propriedades estatisticas da velocidade pode auxiliar na investigacao dessa

mudanca de comportamento.

4.3.1 Calculo da matriz Jacobiana

O calculo da matriz Jacobiana é importante, pois traz informacoes sobre a
evolugao do elemento de volume do espaco de fases. Também podemos encontrar a possivel

existéncia de alguma medida que é preservada pela evolucao do sistema.

Vamos calcular para caso em que p = 0, tomamos o mapa (4.19):

Ony1 = [¢n+ATn+1] mod T,

Vo+l = 2Vw(¢n+1) :l:Vna
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Figura 4.6: (a) Espaco de fases de v versus ¢; (b) Zoom para regiao no espago de fases que
surgem as primeiras curvas invariantes; (c) Zoom para regiao no espaco de fases que existem
ilhas KAM. Os pardametros de controle usados foram yo=0,01 e y = 10°;

onde na segunda equacao o sinal — é usado para colisoes sucessivas e o sinal + para
colisoes nao sucessivas. Para colisoes nao sucessivas temos que

ATn+1 _ 2_yW(¢n)v_yW(¢n+l)> (420)

em que y,, é a posicao da parede mével. Para colisoes sucessivas temos

ATy = YW(¢n+13}_YW(¢n). (4.21)
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Calculando os termos necessarios para o calculo da matriz jacobiana temos

8;524’:1 _ 1+3Aa’;;;+1, (4.22)
8(;1)::1 _ aAaZH’ (4.23)
o = 0
ETa e T el 2

em que v, é a velocidade da parede mével. As derivadas de A1, em relagao as variaveis

para o caso em que as colisoes sao nao sucessivas sao

&Arn 1 d n
a¢n+l _ _E [vw((l)n) +vw(¢n+1)%], (4.26)
8Arn 1 d n
TH - v_z[_VﬂVW(‘PnJrl) §v+l _2+yW(¢n)+)’w(¢n+l)]’ (4-27)
(4.28)
e para colisoes sucessivas temos
9AT, 1 vw(Bar)) 55— v(90) o)
a¢n B Vn , .
8Arn 1 n
e R U L U SR RN )} (4.30)

Calculando os termos derivados de ¢, em relacao a ¢, obtemos para colisdes nao suces-

sivas

a¢n+1 _ Vn _Vw((])n)
a(Pn Vn +VW(¢VL+1)’

(4.31)

e para colisoes sucessivas

a(anrl _ Vn — Vw<¢n)
a¢n Vn_Vw((anrl)a

Agora calculando os termos de ¢,1 em relagdo a v, obtemos para colisoes nao sucessivas

IPnt1  Yw(Pns1) +yw(Pn) —2

(4.32)

— ; 4.33
aVn Vn[vn+vw(¢n+1)] ( )
e colisoes sucessivas
a¢n+1 _ YW(%) _)’w(¢n+1) (4 34)
aVn Vn[Vn+Vw(¢n+l)] ’
ambos podem ser reescritos:

aVn B _Vn +Vw(¢n+1) .
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Agora calculando o determinante da matriz Jacobiana chegamos em:

- Vn _Vw(¢n)
det(]) = 1 s, (4.36)

podemos portanto obter uma medida que é preservada neste mapa manipulando a equacao
(4.36) encontramos a seguinte medida que é dada por du = [v —v,,(¢)]dddv. A medida u

¢ constante pela evolucao do mapa.

4.3.2 Expoente de Lyapunov

A definicao de caos nao é tnica, mas em geral todos concordam na sensibilidade
com as condigoes iniciais que os sistemas cadticos devem apresentar. Um dos critérios
mais utilizados para classificacao de sistemas dinamicos quanto a sua caoticidade é feita
através do calculo do expoente de Lyapunov, método desenvolvido pelo matematico russo
Alexandre M. Lyapunov (1875-1918).

Neste método sao consideradas que condicoes iniciais proximas se distanciam expo-
nencialmente com a evolucao temporal do sistema, ou seja, dada uma condigao inicial e
uma outra na qual é uma pequena perturbacao & desta condicao inicial, a distancia entre
as trajetérias em fungao do tempo é dada por 6(f). A suposicao que as duas condigoes

M na qual 1 é a

iniciais se distanciam exponencialmente pode ser expressa como 8(t) ~ e
variavel independente e A é chamado de expoente caracteristico ou expoente de Lyapunov.
Se A > 0 a distancia entre as trajetérias 6(f) aumenta com o passar do tempo e o sistema
pode ser classificado como caético. Se A =0 a distancia 6(f) permanece constante e o sis-
tema nao é cadtico. Se A <0 a distancia 6(¢) diminui e as duas trajetérias se aproximam

a medida que o tempo passa, o que caracteriza regularidade.

Para o caso de um mapa unidimensional podemos proceder da seguinte maneira
para o cdlculo do expoente de Lyapunov. Seja uma condigao inicial xg e uma variagao
infinitesimal desta condigao xp+ 8. Assim apds n iteracoes do mapa x,+1 = F(x,) temos

que a diferenca entre as duas trajetérias 9, serd
Op = F"(xo+ 60) — F" (x0). (4.37)

em que F"(xq) é a n-ésima aplicagao do mapa em xg, ou seja, F"(xo) = F (F(F~F(F(xp))")).
Fazendo a suposicao de distanciamento exponencial entre as duas trajetérias, na n-ésima
iteragao do mapa, a distancia serda 9, ~ dpexp(An) em que A é o expoente de Lyapunov
quando n — . Isolando A obtemos

-n
n—oo 1 &

lzlimlln< 0

> . (4.38)



42

Como consideramos a diferenca inicial entre as trajetérias, 0, infinitesimal podemos re-

escrever o termo 0,/8y da seguinte forma

) F”(x0+50)—F”(xo) B an()C())
5101210 50 N dXQ

(4.39)

na qual foi substituido o valor de 8, pelo o obtido na equagao (4.37). Substituindo na

equacao (4.38) o resultado da equagao (4.39) obtemos

n—eo g dxp

) : (4.40)

agora efetuando a derivada dF"(xg)/dxo utilizando a regra da cadeia podemos reescrever

) , (4.41)

Para o caso em que a dimensao do mapeamento é maior do que um podemos gene-
(50)

esta equagao da seguinte forma

= (‘dl;(x)

A=1lim—-) 1

ralizar o cdlculo do expoente de Lyapunov a partir da seguinte expansao
1

Ai = lim —In|A;] (4.42)
n—oeo g

em que A; é o autovalor do produto das matrizes Jacobianas do mapa até a i-ésima
iteracao M = H?;Ol Ji. Uma maneira de encontrar os autovalores da matriz M é utilizando
o algoritimo de triangulacao, que consiste em rescrever a i-ésima matriz J; como uma
multiplicagao de uma matriz triangular superior I' e uma matriz ortogonal @, ou seja J; =
O,I;. Desta forma M =J,,_1J,_>..J3hJ1 =J_1Jn_2...J3J20,1, fazendo Jé = J>®; obtemos
M = J,,_1Jn_2...J3J£F1 e repetindo esse procedimentos até obter M = I, I, »...I3I>I].
Deste modo os autovalores da matriz triangular superior I; sao simplesmente dados pela
diagonal de I;, ou seja os elementos Fijj . Entao podemos obter o valor do expoente de

Lyapunov a partir de

n
1 .
Aj ’}ggo;nlnm | (4.43)

em que F”j é o elemento da matriz triangular. Uma descri¢ao mais detalhada do algoritimo

de triangulacio pode ser encontrado em (39,

A partir do procedimento descrito, calculamos o expoente de Lyapunov numeri-
camente para um conjunto de 5 condigbes iniciais (este numero de condigoes iniciais é
suficiente para que o valor desvio médio seja baixo) para um série de valores do para-
metros de controle de y fixando yg = 1072, As séries foram calculadas para n = 10® na
qual o expoente obtido segue um regime de convergéncia tornando-se constante depois

de passar por um transiente inicial, como pode ser visto na figura 4.7. O expoente de
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Figura 4.7: Expoente de Lyapunov em func¢ao do nimero de colisoes com o parametro de controle
-2
Yo = 107~

Lyapunov calculado diminui com o incremento do parametro de controle y. Para valores
de x ~ 0 o sistema apresenta um expoente médio < A >~ 0,5, ao passo que o valor do
expoente de Lyapunov para valores maiores de ¥ diminuem, com < A >=0,016(2) para
x = 10°. Esse comportamento pode parecer controverso para uma analise inicial devido
ao fato de o parametro y controlar o termo da nao linearidade da equagao de van der Pol.
Normalmente seria esperado que o expoente de Lyapunov aumentasse pelo incremento
do termo que controla a nao linearidade do sistema. Porém analisando o expoente de
Lyapunov e o movimento da parede moével com a mudanca do parametro de controle x
podemos notar que ao passo que o parametro ) ¢ aumentado o movimento da parede
movel torna-se muito lento em determinadas regioes da fase ¢, com velocidades proximas
de zero. Deste modo quando duas trajetérias da particula proximas colidem com a parede
movel na faixa de fase em que a velocidade da parede é baixa, a velocidade de saida é
alterada em uma pequena quantidade causando um distanciamento pequeno entra traje-
torias proximas. Isso acarreta em uma quase-regularidade, produzindo uma diminuigao
do expoente de Lyapunov. Uma comparacao entre trajetérias para dois parametros y
distintos pode ser visto na figura 4.8. Este comportamento é evidenciado no espaco de
fases como foi colocado anteriormente. Com o aumento do parametro de controle ¥, o
niumero de ilhas KAM aumenta, confinando érbitas do mar de caos. Entretanto, mesmo
o valor do expoente de Lyapunov diminuindo frente ao aumento do parametro ) vemos

um crescimento na velocidade da particula para condigoes iniciais no mar de caos de mais



44

Figura 4.8: Comparacio entre 3 trajetorias prozimas com yo = 1072 para distintos valores de
parametro de controle . Linha amarela corresponde a parede mdovel. (a) e (c)y versus T para

x =10%; (b) e (d) y versus T para y = 10°.

baixa energia do espaco de fases.

4.3.3 Analise da Velocidade Média

Nessa secao vamos apresentar as propriedades estatisticas da velocidade média
para o modelo do bilhar unidimensional para o caso em que g = 0. Vamos analisar a
velocidade média em fungao do nimero de colisdes com a parede mével de um conjunto
de condigoes iniciais. Vale ressaltar que isto equivale a analise estatistica da velocidade

média de um conjunto de particulas nao interagentes confinadas entre as duas paredes.
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Método utilizado

A velocidade média de um conjunto de condic¢oes iniciais ou particulas nao intera-

gentes K em funcao do nimero de colisoes com a parede mével pode ser calculada através

de

1
<v>(n)= E;vl(n) (4.44)
sendo vj(n) definido como
1 n—1
vi(n) =~ 2 v(j) (4.45)
n =

em que substitufmos v; por v(j) na defini¢ao feita no mapa, equacao (4.19). A escolha
do conjunto de condicoes iniciais K é feita para baixas velocidades da regiao do mar de
caos de menor energia, proxima a velocidade maxima da parede mével. Com esta escolha
especifica podemos analisar o acréscimo de energia do sistema ao longo do ntmero de

colisoes com a parede movel.

O calculo para um conjunto de condicoes iniciais consideravel, K entre 500 e 1000,
em que obtemos uma média com desvio baixo pode se tornar demasiadamente custoso ou
até mesmo proibitivo do ponto de vista computacional. Para o caso do modelo desenvol-
vido isso ocorre, devido ao fato de nao haver um expressao analitica para a funcao que
rege a parede modvel, ou seja, nao existir uma solugao analitica para o oscilador de van der
Pol (equagao 4.4). Isso exige que ao mesmo tempo que resolvemos as equagoes referentes
ao mapa temos que integrar a equagao (4.4) numericamente o que torna a simulagao extre-
mamente lenta. Para resolver este problema vamos introduzir um método equivalente ao
normalmente usado para calculo da velocidade média. Consiste basicamente em utilizar
uma transformagao a baixos valores da varidvel em que se deseja fazer a medida, que no

nosso caso € a velocidade da particula.

Dada uma série temporal discreta v(n), em que n=1,2,3,...N e definindo um valor
Vv que representa o valor maximo de uma regiao de baixa energia, na qual escolhemos
valores préximo do maximo valor da velocidade em que a parede mével pode alcancar.
Entao podemos construir uma série k(i) de n em que v(n) < v,. Com isso definindo a

transformacao como

N—soo M

1 n—1
vi(n) = ) v(j —k(i)), (4.46)
Jj=1
e | o
<v>(n) = lim — ; vi(n), (4.47)



46

Figura 4.9: Comparacdo entre os diferentes métodos utilizados. Quadrados sao calculados uti-
lizando o método de transformada a baiza velocidade proposto e os circulos sdo calculados pelo
método descrito pela equacdo (5.24).

em que M = dim(k), dimensao do vetor k, e quando n vai para infinito dim(k) também,

assim como M. Deste modo utilizamos apenas uma série v(n) para construir a média.

Para verificar a equivaléncia com a velocidade média podemos fazer uma analogia,

substituindo v;(n) da seguinte maneira

vu(n) =vi(n—k(M)+1),

deste modo as condigdes iniciais sao substituidas por valores em que v(n) visita a regiao de
baixa velocidade do mar de caos de mais baixa energia. A comparacao desse método com o
calculado da maneira habitual mostra grande concordancia, conforme mostrado na figura
4.9. Isso poderia ser explicado da seguinte maneira: como o mapa (4.19) preserva uma
medida no espago de fases, como foi obtido no calculo da matriz Jacobiana (4.36), podemos
fazer transformacoes dadas pelo mapa de forma a preservar esta medida. Entao uma regiao
mapeada no espaco de fases evolui no tempo preservando esta medida. Como em sistemas
que preservam algum tipo de medida o teorema de recorréncia de Poincaré 4041 ¢ valido.
Portanto temos que a evolucao temporal no subespago que delimita o mar de caos no

espaco de fases sera amplamente visitada nao havendo contragoes ou expansoes. Isso da
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Figura 4.10: Velocidade média para yo = 0,001 e diversos valores do parametro de controle .

evidencias da relagao entre a medida feita através da média de um conjunto de condigoes

iniciais e a medida feita através da transformada a baixa velocidade.

A grande vantagem da transformada a baixa velocidade é o tempo de simulagao, que
mostra-se extremamente rapido comparado ao método usual. Para o modelo desenvolvido,
o tempo computacional para os calculos numéricos ¢ extremamente longo, portanto este
método torna-se uma otima opcao. Entretanto, a convergéncia deste método pode ser
lenta para alguns casos, como por exemplo, quando a condicao inicial escolhida evoluir

(51 Durante o stickiness, a particula passa perto de

por um regime dinamico de stickiness
uma regiao de periodicidade e fica ali presa durante um longo periodo. Caso este processo
dinamico ocorra, a condi¢ao inicial é trocada e uma nova simulacgao é feita. Também pode
haver dificuldades quando o sub-espaco acessivel do mar de caos em questao seja muito

grande, fazendo com que o retorno para regiao de baixa energia seja muito longo.

Resultados

Analisando as propriedades da velocidade média do modelo, podemos dividir o
comportamento de < v > versus n em dois tipos: (i) hd um crescimento de < v > em lei

de poténcia até um ponto de crossover, que ocorre em n = ny; (i) quando < v > entra em
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Figura 4.11: Velocidade média final <v >y obtida da extrapolacao da velocidade média <v >
quando n — oo,

um regime constante para regiao em que n >> n,, como ¢ mostrado na figura 4.10.

Quando n >> n,, < v > permanece constante, por meio de uma extrapolagao para
n — oo obtemos o valor de <v >y em funcao do parametro de controle y, <v >y versus g,

como mostrado na figura 4.11.

O comportamento de < v >y versus ) para valores baixos de y fica constante até
um ponto ¥ = X em que < v >y comeca a crescer. O comportamento constante de <v >

recupera os resultados do modelo Fermi-Ulam (52),

Quando yx atinge um valor critico
X = Xc 0 termo nao-linear da equagao que descreve o oscilador de van der Pol comeca a
modificar as propriedades do modelo. O crescimento de <v > ocorre devido a destruigao
de curvas invariantes no espaco de fases da particula. Para valores muito grandes de y a

dificuldade numérica aumenta, pois a integracao da equagao (4.4) se torna dificil.

Baseado no comportamento da velocidade média final <v >, figura 4.11, podemos
demonstrar o comportamento invariante de escala que < v > apresenta frente aos para-
metros de controle yg e x. Diversos modelos foram analisados utilizando o formalismo de

lei de escala (14-52-54)

, classificando em classes de universalidade e o comportamento médio
de sistemas cadticos. Antes, devemos fazer uma transformagao na variavel y da forma
xX— xy(z)‘s . Depois dessa transformagao utilizando os argumentos que seguem encontramos

as relagoes de escala.
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Figura 4.12: (a) Comportamento de <v >§U versus yo e o valor do expoente o; (b) Comporta-
mento de X. versus yy e o expoente Z.

1. Para ¥ < x., <v >y comporta como as
<v>p(x)e<)p (4.48)
em que o é um expoente critico;

2. Quando x > x. temos
<vsp (et (4.49)

em que 3 também é um expoente critico;

3. O ponto x. que marca a mudanca de comportamento em que < v > r € constante e

passa para um regime de crescimento é chamado de crossover e é expresso através
de
7—2.5
Xc o< y() ) (450)

na qual z é um expoente dinamico que caracteriza o expoente da lei de poténcia do
parametro X, na qual ocorre a diferenciacao do comportamento do modelo Fermi-

Ulam para o modelo com oscilador de van der Pol.

Utilizando uma funcao de escala do tipo

<v>r(x,y0) =1<v>s(1%,1%0) , (4.51)

em que [ é um fator de escala, a e b sao os expoentes de escala, podemos encontrar as

relagoes de a e b com os expoentes criticos &, B e o expoente dinamico z como se segue.

Escolhendo o fator de escala [ como [ = x4 e reescrevendo a equacio (4.51) como

<v >f (x;yO) :Xfl/a <v >f (lvxib/ay()) . (452)
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Figura 4.13: Colapso das curvas de <v >y versus X quando reescaladas, eizo horizontal como
X — XYo© € o eixo vertical como <v>p — <v>py %

e agora comparando esta com a equagao (4.49), obtemos B = —1/a.
Com a escolha de [ =y, 1% reescrevemos a equagao (4.51) como
<v>y (x,yo):yal/b<v>f (yaa/bx,l). (4.53)
agora comparando esta com a equacao (4.48) obtemos que o = —1/b. Com estas duas
relagoes B = —1/a e o« = —1/b obtemos que
i425=2 (4.54)

B

Obtemos entao os expoentes o, 3 e z utilizando os calculos de < v > numericamente
como descrito anteriormente. Para o regime constante de <v >y quando y < . iremos
chamar de <v >§U, pois remete o comportamento do modelo Fermi-Ulam. Utilizando
um ajuste por lei de poténcia de < v >]€U versus yo obtendo a = 0,52(2). Para o regime
de crescimento de <v >y versus ¥ quando ¥ > X, fazendo novamente o ajuste por lei de
poténcia obtendo B =1,2(2). E para . versus yy com ajuste por lei de poténcia obtemos
z=2,1(2). O comportamento de < v >§U versus yo e Yo versus Yo, pode ser visto na
figura 4.12 (a) e (b) respectivamente. Desta forma reescalando adequadamente os eixos
das curvas mostradas na figura 4.11 e utilizando os expoentes obtidos podemos confirmar

o comportamento invariante de escala que pode ser visto na figura 4.13.
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Figura 4.14: (a) v versus x, pontos amarelos representam o transiente inicial;(b) Espaco de
fases para o oscilador de van der Pol quando é perturbado pelas colisdes com a particula, mapa
(4.55). Os parametros de controle utilizados foram yo =107, u =0,004 e x = 10°. Quadrados
sao pontos no instante da colisao com a particula.

4.4 Mapa para o caso em que U # 0

Para o caso em que consideramos que a massa da particula nao é desprezivel u # 0,

utilizando a equacao (4.13) podemos definir o mapa da seguinte forma

—1
Vp(Tat1) = lil_i_u[vp(tn)_vilv(fn‘*‘ATnH)]+V€v(fn+ATn+l)a
2
B = ) VG AT )] V(G AT
Tnt1 = Tn+ATn+la
X(Tur1) = Y(Tut1), (4.55)

em que U =mpy/m, é a fracdo entre a massa da particula e massa da parede, v, é
velocidade da particula, va ¢ a velocidade da parede apods a colisao, v§, ¢ a velocidade da
parede antes da colisao, T é o tempo, x é a posicao da particula e y é a posicao da parede.
O valor de v4(1,+ A1,41) é encontrado através da propagacao (integragao) das equagoes
do oscilador de van der Pol com as condicoes da velocidade e posicao da parede na colisao

anterior, (y(7,),v%(1,)).
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Figura 4.15: (a) Bacia de atra¢ao vy versus @o; (b) Pontos fizxos v versus x. Os parametros de
controle usados foram yy= 1073, u=0,004 e y = 10°.

Dessa forma o movimento da parede mével é afetado pela colisao com a particula,
fazendo com que a oscilagao que rege o movimento da parede saia do ciclo limite. Depen-
dendo do instante da colisao a parede mével pode ser levada a uma dinamica externa ao
ciclo limite e com o passar do tempo relaxa voltando ao ciclo limite dissipando energia.
Entretanto se a parede movel é levada a uma dinamica interna ao ciclo limite, o sistema

ganha energia quando a parede retorna novamente para o cilo limite.

Devido ao fato da dinamica da parede movel nao estar mais fixa no ciclo limite as
varidveis (v, ) nao sao mais adequadas para descri¢ao do sistema, pois o periodo de osci-
lacao da parede nao é mais definido como no caso em que g =0. Vamos portanto analisar

as variaveis (vp,vy,yp) que estao diretamente relacionadas com varidveis canonicas.

O espaco de fases, v versus x, é obtido para o caso na qual g =0,004. Alguns dos
pontos fixos presentes no espaco fases da particula quando g = 0 tornam-se assintotica-
mente estaveis, de forma que condicoes iniciais proximas a estes pontos convergem para os
pontos fixos, conforme mostrado na figura 4.14. Dependendo da condigao inicial escolhida
(vo,x0) O sistema passa por um transiente e converge para pontos fixos com periodos que

podem ser 1, 3, 5, etc. Quando o sistema estd na dinamica estabelecida pelos pontos
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Figura 4.16: (a) Bacia de atragao vy versus ¢o; (b) Espago de fases quando i =0. Os parametros
de controle usados foram yo= 1073, 1 =0,004 e y = 10°.



54

fixos, o espaco de fases do oscilador de van der Pol muda assim como o seu estado de
equilibrio. Deste modo seu ciclo limite é alterado para uma forma distinta. O transiente
das condigoes iniciais e os pontos fixos podem ser observados na figura 4.14 (a) e o espago

de fases para o oscilador de van der Pol no estado de equilibrio pode ser visto na figura
4.14 (b).

Para investigar o comportamento do caso em que u # 0 construimos a bacia de
atragao para um conjunto de condicoes iniciais na qual o oscilador de van der Pol esté
em principio no seu ciclo limite, ou seja, as condigoes iniciais sao definidas por (vo, o).
Deste modo o conjunto de condicoes iniciais evolui até convergir para um dos conjuntos
de pontos fixos. Analisando a bacia de atracdo podemos detectar a existéncia de uma
variedade de atratores com periodos diferentes, como pode ser visto na figura 4.15 (a) e
(b) para os parametros de controle y = 10°%, yo = 0,001 e . = 0,004. Para determinadas
regioes na bacia de atragao, existe um um conjunto diversificado de condig¢oes que levam a
atratores distintos. Ja& para outras regioes as condigoes iniciais convergem para um unico
conjunto de pontos fixos. Para condigoes iniciais em que vy é muito grande, vg > 0,25,

detectamos a existéncia de um unico atrator de periodo 1.

Comparando a bacia de atracao com o espaco de fases quando y =0, para os mesmos
parametros de controle ¥ e yo, podemos perceber uma semelhanca topoldgica de algumas
regioes do espaco de fases das ilhas KAM se transformam em regioes na bacia de atragao
que atraem para apenas um conjunto de pontos fixos. A comparacao da bacia de atracao
com o espaco de fase para os parametros de controle g = 0,004, yo = 1073 e y = 10°

pode ser observados na figura 4.16 (a) e (b). Outra andlise que efetuamos para o caso

Figura 4.17: Fragao entre a frequéncia do niumero de periodos dos pontos fixos e o numero de
condicdes iniciais total. Os parametros controle usados foram w = 0,004, y =10° e yo = 1073,

u # 0 foi a construgao de um histograma de frequéncias do niimero de periodos dos pontos
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fixos da bacia de atracao. As condicoes iniciais resultam em diversos periodos de pontos
fixos, em sua grande maioria levam a periodos baixos. Pontos fixos de periodo 1 sao os
mais observados com o valor percentual de aproximadamente 70%, depois sao observados
periodos de 2,3,4,5,6, com valor percentual entre 1% e 10%), e algumas poucas condigoes

iniciais levam a periodos 20 e 60, como pode ser visto na figura 4.17.

O modelo para o caso em que U # 0 apresenta um comportamento interessante para
as propriedades da particula ou mesmo se analisarmos o comportamento do oscilador de
van der Pol. A investigacao de outros parametros de controle pode revelar diversos outros
aspectos ainda nao explorados para o modelo. Além disso seria interessante a introducao
de mais uma particula para este modelo. No caso em que duas particulas simultaneas nao
interagentes confinadas entre as paredes poderao sentir a perturbacao que a outra causou
no movimento da parede movel, de forma a criarem uma interacao entre si mediada pela

parede mével e pela dinamica do oscilador de van der Pol.

4.5 Conclusoes

Investigamos o comportamento do oscilador de van der Pol, através da lineariza-
cao das equagao que descrevem o oscilador de van der Pol e de métodos numéricos de
integracao. Entao construimos um bilhar unidimensional com fronteira dependente do
tempo regida pelo oscilador de van der Pol. A investigacao numérica do espago de fases e
de propriedades estatisticas deixou evidente que para valores pequenos do parametro de
controle ¥ recupera-se o modelo Fermi-Ulam, até o ponto em que a perturbagao causada
se torna suficiente para modificar as propriedades dinamicas e estatisticas. Essa transi-
¢ao ocorre em um valor bem determinado, caracterizando um transicao no modelo. E
interessante notar que o aumento do parametro de controle ¥ muda a forma do oscilador
continuamente e a partir de um determinado valor altera as propriedades dinamicas e

estatisticas da particula.

Para o caso onde a massa da particula nao é desprezada, u # 0, os pontos fixos
do espago de fase da particula quando g = 0 tornam-se assintoticamente estaveis. Uma
investigacao da bacia de atragao mostra que algumas regides em que sao observadas ilhas
KAM no espago de fases quando g = 0, convergem para um tnico conjunto de pontos

fixos quando u # 0.
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CAPITULO 5

BILHAR ELIPTICO OVOIDE

Neste capitulo vamos apresentar a modelagem de um bilhar bidimensional conhecido
como eliptico-ovoide na qual a fronteira na forma estatica é dada na coordenada radial
pela equacio R(8,p,e,€) = (1 —e?)/(1+ecos(0)) + €cos(ph). Na primeira parte vamos
explorar algumas propriedades da versao estatica analisando o espago de fases. Entao,
apresentamos a construcao de um modelo na versao mével, com a fronteira dependente
do tempo regida pelo oscilador de van der Pol e exploramos as propriedades dinamicas
e estatisticas. As propriedades estatistica serao analisadas utilizando a série temporal da

velocidade média. Faremos esta analise variando os parametros de controle do sistema.

5.1 Forma estatica

Vamos considerar uma particula classica confinada no interior de uma regiao D que
sofre colisoes com a fronteira de forma especular e o médulo da velocidade permanece

constante apds a colisao. A fronteira é dada na coordenada radial por

1 —é?

R - =
(0,p,e.€) 1 +ecos(0)

+€ecos(ph) (5.1)

em que 0 € [0,27) é o angulo medido no sentido anti-horario a partir do eixo x positivo,
pEN, ec]0,1) que é o parametro que controla a deformacao da fronteira para elipsoide

e € €10,1) que controla a deformacao da fronteira para ovoide.
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Figura 5.1: Ezxemplo de fronteiras do bilhar bidimensional.

Portanto quando o parametro € = e = 0 é recuperada a versao em que a fronteira é
circular. Se por outro lado € =0 e e # 0 a fronteira é uma elipse sendo o parametro e a
excentricidade da elipse. Para € # 0 e e =0 temos o caso em que a fronteira é ovoide, como
pode ser visto na figura 5.1 (a) e (b). Com a mudanga de p, surgem regides convexas
na fronteira (figura 5.1 (b) e (e)). Quando o parametro € # 0 e e # 0 temos o caso

eliptico-ovoide, como pode ser visto na figura 5.1 (c), (d) e (f).

A dinamica da particula é descrita normalmente pelas variaveis 6, e «,, em que
0, é a posicao angular e o é o angulo que a trajetoria da particula faz com a tangente
da fronteira, ambos calculados no ponto da fronteira que ocorreu a colisao. Portanto,
podemos construir um mapa onde dados os valores de (6,,0,) obtemos os valores de
(6p41,0541). Sendo T um mapeamento bidimensional que estabelece as relagoes do bilhar

podemos obter (6,41,0,+1) = T(6,,0,), cujo esquema pode ser observado na figura 5.2.

Para construcao do mapeamento 7' podemos prosseguir da seguinte forma. A partir
de um dado valor de 8, obtemos o valor do angulo que a reta tangente da fronteira faz

com o eixo x positivo calculado no ponto em que ocorreu a colisao, na qual chamamos de
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Figura 5.2: llustragcao de uma trajetoria e os angulos 6, @ e ¢ para um particula confinada em
um bilhar bidimensional.

¢,, dado por
dY (6,)
¢, = arctan [d;(eg )] (5.2)
a6,
em que X(0) = R(6,)cos(6,) e Y(6,) =R(6,)sin(6,). Sendo
d);(een) _ d];(een) COS(Qn) —R(Gn) sin(On), (5,3)
d);(een) _ d]:z(een) Sin(6,) + R(6,) cos(6,), (5.4)
e
dR(6,)  e(1—e*)sin(6,) £psin(p6). (5.5)

d6,  [l+ecos(6,)?

Com o conhecimento de @, 6, e ¢, podemos encontrar o valor de 6, construindo
a trajetoria da particula. O valor de 6, serd encontrado resolvendo o instante em que a
trajetéria cruza com a fronteira, determinando a posicao da proxima colisao. A trajetéria

é construida a partir da equacao da reta que é dada por
Y (6,41) =tan(ay, + ¢,)[X (6n11) —X(6,)] +Y(6,) (5.6)

em que X(6,41) = R(6,+1)c08(0,+1) € Y(6y+1) = R(60,41)sin(6,11). Desta forma resol-
vendo para 6,.1, entdo, podemos encontrar o valor de @, através da equagao (5.2)
calculado para n+ 1. Sabendo que o angulo de incidéncia e reflexao sao o mesmo e usando

a regra do angulo oposto pelo vértice encontramos o, através de

i1 = Oyt — (O + Pn), (5.7)
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Figura 5.3: (a) Espaco de fases para o bilhar circular; (b) Duas trajetorias para o bilhar circular.

como pode ser visto na figura 5.2.

Deste modo o mapeamento pode ser escrito como

F(6,) = R(6,41)sin(6,11)—Y(6,)
— tan(&; + 0,)[R(6,11) cos(8,11) — X (6,)],
Opt1 = ¢n+1 - (Otn—|—¢n), (5'8)

em que 6,41 é encontrado resolvendo F(6,,1) =0 e ¢, é obtido através da equacdo
(5.2). A partir do mapeamento (5.8) podemos construir o espaco de fases para o bilhar
eliptico-ovoide e analisar as propriedades dinamicas frente a mudanca dos parametros de
controle e, € e p que controlam a mudanca na fronteira do bilhar. Para o caso em que
a fronteira é circular, € =0 e e = 0, o sistema é totalmente integrével, na figura 5.3 (a)
pode ser visto o espago de fases da particula e 5.3 (b) dérbitas para duas condigoes inicial

distintas.

Quando a fronteira do bilhar é eliptica, caso em que € =0 e e # 0, a dinamica ainda é
integravel. Entretanto, diferente do bilhar circular, o eliptico apresenta uma trajetéria que

separa dois tipos de dindmica no espaco de fases, chamada separatriz(2633) A separatriz
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Figura 5.4: Orbitas em azul rotores, orbitas em verde libradores e orbitas em vermelho separatriz.
(a) Espaco de fases para o bilhar eliptico; (b) Duas trajetérias para o bilhar eliptico.

separa a dinamica em curvas invariantes e ilhas. As érbitas nas curvas invariantes sao
chamadas de rotores e podem acessar todos os valores de 6. Ja as érbitas das ilhas sao
conhecidas como érbitas de libracao em que a dinamica da particula esta confinada entre
os dois focos da elipse. O espago de fases assim como as trajetorias no bilhar eliptico

podem ser observados na figura 5.4 (a) e (b).

Para os parametros e =0 e € # 0 a fronteira recuperada é a oval e o sistema deixa
de ser integravel, ao passo que podemos observar caos no espago para algumas condigoes
iniciais. Entretanto, orbitas integraveis podem ser encontradas, como rotores e libradores,
que podem estar rodeadas por orbitas cadticas, como pode ser visto na figura 5.5. Quando
€ ultrapassa um valor critico definido por &, =1/(1+ pz) (35'55), todas as curvas invariantes

do tipo rotores sao destruidas.

A anélise do expoente de Lyapunov para o caso em que o bilhar é estatico foi feita

(35‘55), mostrando o aumento do expoente de Lyapunov frente ao acrés-

recentemente em
cimo do parametro €. Entretanto, nao foi verificada nenhuma mudanga brusca quando o

valor de € ultrapassa o seu valor critico &..
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Figura 5.5: Orbitas em azul rotores, orbitas em verde libradores e orbitas em preto movimento
cadtico. (a) Espaco de fases para o bilhar ovoide; (b) Duas trajetorias para o bilhar ovoide.

5.2 Fronteira movel regida pelo oscilador de van der
Pol, caso u =0

Nesta secao vamos apresentar o modelo do bilhar bidimensional para o caso da
fronteira moével dependente do tempo na qual uma particula de massa muito menor que a
fronteira, representada pelo parametro u = 0, esta confinada. O movimento da fronteira
é regido pelo oscilador de van der Pol. Para este caso o movimento da fronteira nao é

afetado pela colisao com a particula confinada.

A equacao que modela o oscilador de van der Pol é expressa como

d?y 2 o dy
— — — =0 5.9
T2 T A0 =) +y =0, (5.9)

em que yg e X sao os parametros que controlam a modificacao da oscilagao. Uma descrigao
do comportamento do oscilador de van der Pol é encontrado no Capitulo 3. Integrando

numericamente a equagao (5.9), podemos obter a posi¢ao y(7) e sua velocidade dy(t)/dr.
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Vamos considerar para construcao desse modelo a fronteira do tipo ovoide, e =0 e
€ # 0, que pode ser facilmente generalizada para o bilhar eliptico-ovoide. A dependéncia

temporal altera a fronteira em funcao do tempo da seguinte forma
Ry(0) =[1+y(7)][1+ €cos(pBh)] (5.10)

em que y(7) é a funcao temporal da posigao e sua amplitude de oscilacao é escolhida através
do parametro yg da equacao (5.9). O tipo de dependéncia temporal para fronteira estabe-

lecida pela equagao (5.10) é conhecido na literatura como breathing (25-35) (

respiracao em
portugueés), devido a fronteira expandir e contrair por igual, lembrando a respiracao. E
importante ressaltar que escolhemos a oscilagao da fronteira regida pela dinamica estabe-
lecida pelo ciclo limite do oscilador de van der Pol. Nas simulacoes efetuadas é esperado

um tempo suficiente para que a dinamica alcance o ciclo limite.

Para descrever o caso em que o bilhar é dependente do tempo, usamos um mape-
amento quadridimensional 1°, em que (60,41, 0041, Vit1,Tut1) = Y (6p, &y, Vi, T,). Sendo 6
a posicao angular da particula, @ o angulo que a trajetéria da particula faz com a reta
tangente determinada no ponto da colisao, V o médulo da velocidade da particula e T o

tempo.  Vamos agora demostrar os procedimentos necessarios para construgao do ma-

Figura 5.6: Comportamento da velocidade média da particula <V > versus n para os parametros
de controle p=1, € =0.2, yo = 0.001 e diversos valores de Vj.

peamento 1. Partindo da seguinte condicao inicial (6,,ay,V,,T,), podemos encontrar a
posi¢ao em que a n-ésima colisao ocorreu com a fronteira, ou seja, em R(6,,7,) = Ry (6, Tn),
sendo R(6,,T,) a posi¢ao da particula e R,,(6,,7,) a posi¢ao da fronteira. Deste modo o

angulo em que a reta tangente faz com o eixo x positivo, ¢,, no ponto da colisao pode ser
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Figura 5.7: Comportamento da velocidade média <V > versus n para os parametros de controle
p=1,€=0.2, yo=0.001 e diversos valores de J.

determinado através da seguinte relagao

¢, = arctan [%] (5.11)
Tn’
em que Xw(em’fn) :Rw(emfn)COS(en)a Y(Gn,’c,,) :RW(Gn;Tn) Sin(@n),
dX,(6 T dR,,(6 , T .
wée:tl n) — Wd(errll n) COS(en) —R(On,fn) sm(On)
dYyy(0,,T0)  dRw(6,,7Tn) .
Wc(ler; 0 _ chez 1) Gin(8) + R (6. %) cos(6y)
) dR,,(6
% = —ep[l +y(1,)]sin(p6,). (5.12)
n

A velocidade vetorial V, pode ser determinada por meio do conhecimento de O,
a, e seu modulo V,,. Como a inclinacao da trajetéria da particula em relacao ao eixo
x positivo é dada por tan(¢ + ), o vetor velocidade da n-ésima colisdo pode ser escrito

CO11Oo

V, = Valcos(¢, + o4,) % + sin(¢@, + o4,)F] (5.13)

em que X é o versor na direcao x e y é o versor na direcao y.

Conhecido o vetor velocidade \7,,, podemos determinar a trajetoria que a particula
percorrera apos a n-ésima colisao. Assim, quando novamente a particula atinge a fronteira
mével, condicdo em que R(6,41,T) = Ry (Bps1,Tur1), determinamos o angulo 6,41 e o
tempo 7,11 na (n+ 1)-ésima colisao. Para encontrar V,; e o4 devemos calcular a

quantidade de momento trocada entre a particula e a fronteira movel.
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Figura 5.8: Comportamento do expoente da lei de poténcia final da velocidade média By versus X
para os parametros de controle p=1, € =0.2 e yp = 0.001.

Vamos considerar que no instante da colisao o momento trocado entre a particula
e a fronteira moével serd ao longo da componente normal da fronteira. Assumimos que
nao havera troca de momento na componente tangencial. Deste modo, as componentes

normal e tangencial da velocidade da particula apds a colisao podem ser obtidas através

Vn+1 'Nn+1 = [ZVW(TnJrI) _Vn] 'fanrl; (514)
Vn+1 : Tn+1 - Vn ’ 7AﬁnJrly (515)

em que 1,11 e N, sao os versores tangencial e normal da fronteira, calculados como

Tut = cos(@uir)f+sin(9ni1)9, (5.16)

A

Nuy1 = —sin(@y11)%+cos(Pni1)P, (5.17)
onde ¢, fica determinado usando a relagao dada pela equagao (5.11). O valor da ve-

locidade da parede Vyy(7,,1) é calculado a partir da derivada temporal de Ry, (6,41, Tut1)

dada por
de(enJrl; Tn+1)
dTn—i—l

Vi (Tus1) = [cos(6,41)%+ sin(6,+1)7] (5.18)

em que
ARy (611, Tt 1) _ dy(Tu+1)
dTn-i—l dTn—H

[14 €] cos(pB,) (5.19)

e dy/dt fica determinado através da solugdo numérica no instante 7,4 da equagao di-

ferencial (5.9). Em seguida obtemos a componente normal da velocidade da particula
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Figura 5.9: Comportamento da velocidade média <V > versus n. (a) para os parametros de
controle p=1, € =0.4, yo =0.001; (b) para os parametros de controle p=1, € =0.6, yo = 0.001.

utilizando os procedimentos descritos no Capitulo 4, Secao 2, dada por

Vorl - Nop1 = Vi [cos (¢, + o) sin(@y,1) — sin( @y, + 04,) cos(Ppv1)] + (5.20)

z{de(an,TnH) [sin(6,1 1) cos(Pui1) —COS(9n+1)Sin(¢n+l)]}7
Th+1

e a componente tangencial da velocidade da particula por

Vst - Tt = Vu[cos(@n + ) cos (@i 1) + sin(@ + o) sin( 1)) (5.21)

O valor de a4 fica determinado através de

Vi1 N,
Opy = arctan | -1t (5.22)
Vn+l : Tn+l
e o modulo de Vnﬂ pode ser calculado através de
Vn—H = \/[Vn—i-l . Tn—i—l]z"’_ [Vn—H 'Nn+1]2- (5'23)

Deste modo encontramos todas as relagoes necessarias para determinar, partindo da
n-ésima colisao determinada por (6, @, Vy,T,), o instante da (n+ 1)-ésima colisdo dado

por (9n+1»0‘n+17Vn+1>Tn+1)-

5.2.1 Analise da Velocidade Média

Nesta secao vamos apresentar as propriedades estatisticas para o modelo do bilhar
bidimensional com fronteira regida pelo oscilador de van der Pol, equagao (5.9). Partindo

de um conjunto de condigoes iniciais vamos apresentar o calculo da velocidade média em
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funcao do ntimero de colisoes com a fronteira. Esse conjunto de condigoes iniciais equivale

a média calculada de um conjunto de particulas nao interagentes confinadas no bilhar.

Método Utilizado

A média da velocidade para um conjunto de condigoes iniciais K em funcao do

nimero de colisoes pode ser calculada através de

K

<V>(n)= % ;Vi(n) (5.24)

em que V;(n) é

n—1
Vim) =1 Y V) (5.25)
j=

na qual mudamos a nomenclatura de V; para V(j) na definicao feita na equagao (5.23).
Dependendo da escolha do conjunto de condicoes iniciais K o comportamento inicial da
velocidade média muda. Vamos escolher um conjunto K na qual a energia da particula
¢ préoxima da velocidade maxima da fronteira. Deste modo podemos acompanhar o cres-

cimento da energia em funcao do numero de colisdes da particula com a fronteira do
bilhar.

Resultados

Analisamos o comportamento da velocidade média da particula <V > variando os
parametros que controlam a forma da fronteira, p e €, e o parametro que controla a forma

de oscilagao, parametro .

(32) ¢ esperado encontrarmos para este modelo o feno-

Através da conjectura LRA
meno de aceleragao de Fermi. A conjectura LRA afirma que se o bilhar com a fronteira
estdtica apresentar componentes cadticas, isso é condicao suficiente para que se observe
aceleracao de Fermi quando sua fronteira for mével. Como mostrado na Secao 5.1 deste
capitulo, o bilhar ovoide apresenta componentes cadticas no espaco de fases (figura 5.5),

desta forma, e de acordo com a conjectura LRA, deve apresentar aceleracao de Fermi.

Com a analise da velocidade média da particula vemos que <V > cresce indefini-
damente em funcao de n em acordo com a conjectura LRA, de acordo com a figura 5.6.
A dependéncia no comportamento da velocidade média <V > como funcao da velocidade
inicial Vj fica evidente, como mostra a figura 5.6. Entretanto, a medida que o nimero de

colisdes com a fronteira aumenta todas as curvas de diferentes valores de Vj convergem
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para um unico regime de crescimento. O comportamento geral da velocidade média <V >
pode ser descrito da seguinte forma: (i) um regime constante para valores baixos de n;
(i) para valores maiores de n hd uma mudanga no comportamento de <V >, que comega
crescer em lei de poténcia; e (iii) outra mudanga no comportamento de <V > em que o

expoente de crescimento da lei de poténcia diminui.

Agora, fixamos a velocidade inicial como Vo = 1072, Desta forma analisamos o
comportamento da velocidade média <V > versus n frente a mudanca do parametro de
controle ¥, e podemos notar a mudanca no regime de crescimento da energia, conforme
pode ser visto na figura 5.7. Por um ajuste de lei de poténcia em funcao do parametro
x considerando o regime final do comportamento de <V >, obtemos o expoente de cres-
cimento, que chamamos por Br. O valor Bg cresce frente ao aumento do parametro de
controle . Aparentemente ha uma mudanca nesse crescimento passando por um ponto
de inflexdo. Entretanto a investigacao numérica feita nao foi suficiente para encontrar

este ponto, como pode ser visto na figura 5.8. Para outros valores dos parametros p e €,

Figura 5.10: Projegcao do espaco de fases no plano formado por V e 0 para os parametros de
controle £ =0.001, p=1, € =0.4, yp =0.001 e y = 10°.

o comportamento da velocidade média <V > observado é semelhante ao descrito anteri-
ormente. Observamos uma regiao em que <V > permanece constante até um ponto que
comeca a crescer e depois o expoente de crescimento diminui, como pode ser observado
nas figuras 5.9 (a) e (b).
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Figura 5.11: Projecao do espaco de fases no plano formado por V e 0 para os parametros de
controle w =0.008, p=1, € =0.4, yp = 0.001 e y =10,

5.3 Caso em que u #0

Para o caso em que a massa da particula é significativa quando comparada com a
massa da fronteira, u # 0, devemos considerar a perturbagao sobre a fronteira causada pela
particula. Quando ocorre uma colisao, tanto o momento da particula como o da fronteira
sao alterados, de modo que o movimento da fronteira pode ser levado para fora ou dentro
do ciclo limite estabelecido pelo o oscilador de van der Pol. Quando o movimento da
fronteira sai da dinamica estabelecida pelo ciclo limite, o sistema pode dissipar ou ganhar

energia voltando novamente para o ciclo limite.

O mapeamento para este caso é obtido através de uma generalizacao do caso em
que u = 0 definido na segao (5.2). Reaproveitando os cdlculos para o caso u = 0 todas
as grandezas que descrevem o modelo sao definidos na segao (5.2) com a modificagao da
regra de atualizacao da componente normal da velocidade da particula e da velocidade da
fronteira apds a colisao. Assim o mapeamento fica definido pelas varidveis V velocidade
da particula, V,, velocidade da fronteira, R,, posicao do oscilador, 6 posicao angular e ¢
angulo com que a particula é refletida da fronteira. Uma explicacao mais detalhada dos

angulos 6 e ¢ pode ser visto na segao (5.1).

Neste caso a componente normal da velocidade da particula apés a colisao deve ser
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Figura 5.12: Velocidade média de um conjunto de 125 condicoes iniciais para os parametros de
controle p=1, € =0.4, yo =0.001 e y = 10°.

calculada como

— A _1 o d o d A nd '
Vi1 Nyp1 = L—H[Vn—vyg(fn—FAfnﬂ)]'Nn+1+V£(Tn+ATn+1)'Nn+1 (5.26)

em que, [t =mp/my, T, é o tempo na qual ocorreu a n-ésima colisdo, AT, ¢ o intervalo
entre a n-ésima e a (n+1)-ésima colisdo, va(fn +AT,41) é a velocidade da fronteira no
ponto em que ocorre a colisao obtida da integragao numérica partindo do tempo 7, até
o tempo T, + AT, da equacio (5.9), utilizando como condicdo inicial y(1,) e V4(7,). A
velocidade da fronteira apds a colisao deve ser calculada como

2u

V(1) = T+ i Vi Nt = V(T4 AT )]+ V(T 4+ ATy ). (5.27)

O comportamento dinamico para o caso em que U # 0 muda, de forma que o feno-
meno de aceleracao de Fermi que é observado quando g = 0 nao ¢ mais verificado para o
caso em que U # 0. Este resultado estd de acordo com a conjectura estabelecida em (24),
que afirma que sistemas que apresentam aceleracao de Fermi nao sao estruturalmente

estavelis.

A dinamica da particula tende para atratores distintos que dependem da escolha da
condicao inicial. Os atratores encontrados sao de varios tipo, a dinamica pode convergir
para: (i) atratores quase periédicos, em que os pontos que formam a drbita no espago de

fases geram uma linha preenchida densamente, mas que nunca se repetem; (ii) atratores
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do tipo pontos fixos que s@o periddicos; e (iii) atratores estranhos, que sdo nao periédicos
e nem quase periodicos. Para o caso em que g = 0.001 encontramos atratores periodicos,
e quase periddicos. Uma projecao do espaco de fases no plano formado por V e 6 pode
ser vista na figura 5.10. Para o caso de u = 0.008 além dos atratores periédicos e quase
periddicos encontramos atratores estranhos, aparentemente caodticos. Um projecao do

espaco de fases no plano formado por V¥ e 6 pode ser visto na figura 5.11.

A velocidade média para este caso mostra uma convergéncia para média de todos os
atratores ponderando a convergéncia de cada condigao inicial. O comportamento inicial
da velocidade média é o mesmo para todos os parametros p analisados, crescendo em
lei de poténcia com expoente igual 0.5. Esse comportamento inicial é caracteristico ao
transiente inicial que o sistema passa antes de convergir para a dinamica estabelecida
pelos atratores. Crescimento em lei de poténcia com expoente 0.5 é caracteristico de
processos difusivos aleatorios evidenciando que apesar de o nosso sistema ser determinista
apresenta um transiente com comportamento difusivo. A média da velocidade pode ser

vista na figura 5.12.

5.4 Conclusoes

Neste capitulo foi construido um modelo bidimensional para o bilhar eliptico-ovoide
para o caso estatico, apresentando os calculos necessarios para obtencao do mapa. Mos-
tramos o que a mudanca no formato da fronteira feita por meio dos parametro de controle
p, e e € acarretam nas propriedades dinamicas do modelo. Para os casos em que o bilhar
é circular, ovoide, eliptico e eliptico-ovoide mostramos suas propriedades dinamicas por

meio da andlise da trajetoria da particula no interior do bilhar e do espaco de fases.

Na segunda parte do capitulo construimos um modelo para o bilhar eliptico-ovoide
com fronteira moével regida pelo oscilador de van der Pol para o parametro de controle
u = 0. Este modelo remete ao caso em que a massa da particula é desprezivel comparada
com a massa da fronteira. Analisando as propriedades estatisticas através da velocidade
média, mostramos a dependéncia da escolha da velocidade inicial assim como a mudanca
no comportamento de crescimento frente a mudanca do parametro de controle )} que

controla a nao-linearidade do oscilador de van der Pol.

Para caso quando u # 0 construimos o modelo obtendo as equagoes necessarias para
o mapa. Neste caso, as colisoes entre a particula e a fronteira alteram o movimento de-
sempenhado pela fronteira. Essa perturbagao faz com que as oscila¢oes da fronteira sejam
nao periédicas. O modelo agora se torna dissipativo, podendo receber ou perder energia

devido a dinamica imposta pelo oscilador de van der Pol. O fenomeno de aceleracao de
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Fermi nao é mais observado, estando em acordo com a conjectura estabelecida em (24)

, na
qual afirma que o fenomeno de aceleracao nao é estruturalmente estavel deixando de ser

exibido quando tem-se dissipacao no sistema.
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CAPITULO 6

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Apresentamos nessa dissertagdo a construgao de um bilhar com fronteira mével
dependente do tempo regida pelo oscilador de van der Pol. Consideramos dois tipos de
bilhares, um unidimensional que consiste do modelo Fermi-Ulam na qual o movimento
da parede movel é regido pelo oscilador van der Pol e o segundo um bilhar bidimensional

ovoide na qual o movimento da sua fronteira é regida pelo oscilador de van der Pol.

No segundo capitulo expusemos algumas ideias introdutérias ao estudo de sistemas
dinamicos. Uma breve revisao histérica foi feita e mostramos algumas abordagens mate-
maticas que sao utilizadas no estudo de sistemas dinamicos. Apresentamos o teorema de

Liouville e o teorema de recorréncia de Poincaré.

No terceiro capitulo demostramos algumas propriedades dinamicas do oscilador de
van der Pol. Mostramos o ciclo limite de oscilacoes periddicas que a dinamica desse sistema
converge. Discutimos a dificuldade que a integragao numérica das equagoes diferenciais
que modelam o oscilador de van der Pol podem apresentar e os cuidados que devem ser

tomados.

No quarto capitulo descrevemos todos os passos para a construcao do bilhar uni-
dimensional regido pelo oscilador de van der Pol, onde o termo nao linear do oscilador é
controlado pelo parametro y e a amplitude de oscilagao pelo parametro yy. Basicamente,
o modelo estudado é uma modificagao do modelo Fermi-Ulam, na qual a parede moével é
regida pelo oscilador de van der Pol. Estudamos dois casos distintos, o primeiro quando

a massa da parede mével é muito maior do que a massa da particula confinada, represen-
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tado pelo parametro u =my/m,, =0. O segundo caso ocorre quando a massa da particula

é consideravel comparada com a massa da parede modvel, representado pelo parametro

.u:mp/mw#o-

No primeiro caso, 4 =0, o movimento da parede mével nao é perturbado pelas
colisdes com a particula e permanece na dinamica estabelecida pelo ciclo limite do oscilador
de van der Pol. Assim analisamos as propriedades dinamicas através do espago de fases

e da velocidade média da particula em funcao dos parametros x e yo.

Introduzimos um método alternativo para o calculo da velocidade média. Basi-
camente, o método consiste em uma transformacao a baixo valores de velocidades da
particula e com apenas uma orbita pode-se obter o comportamento da velocidade média.
Mostramos numericamente que o método de transformacao a baixa velocidades chega ao
mesmo resultado da velocidade média calculada pelo método usual, a menos um erro es-
tatistico. Esse método, para alguns casos, mostra grande superioridade de desempenho
comparado com o método usual. Simulagoes que poderiam levar meses passam a levar
alguns dias para serem completadas, por exemplo. Utilizamos o método de transformacao
a baixa velocidades obtendo a velocidade média da particula para o caso em que u = 0.
Assim demostramos o comportamento invariante de escala que a velocidade média final

apresenta em funcgao dos parametros x e yp.

Para o caso em que u # 0, o movimento da fronteira é alterado pelas colisdes com
a particula e a dinamica da particula converge para atratores do tipo ponto fixo com
diversos periodos, porém em sua maioria de periodo 1. Construimos um diagrama de
condigoes iniciais comparando com o espaco de fases do caso que u = 0, evidenciando
numericamente que alguns dos pontos fixos do caso u = 0 se tornam assintoticamente
estaveis quando p # 0. Analisamos também a dinamica do oscilador de van der Pol que
quando perturbado pelas colisbes com a particula tende para um ciclo limite de forma

distinta comparada quando nao hé perturbacao.

No quinto capitulo demostramos os passos necessarios para construcao do bilhar
bidimensional com fronteira moével regida pelo oscilador de van der Pol. Os parametros
que controlam o oscilador de van der Pol sao os mesmos do caso unidimensional, ¥ e yg.
Escolhemos o bilhar bidimensional conhecido como eliptico-ovoide, construindo primeiro
sua versao estatica e depois a versao movel para o bilhar ovoide puro. Analisamos o
caso em que a massa da particula nao perturba o movimento da fronteira mével, 4 =0,
demostrando assim o fenomeno de aceleracao de Fermi. Para o caso em que u # 0 o
fenomeno de aceleracao de Fermi é suprimido, estando em acordo com uma conjectura

(24) " Mostramos também que para este caso dependendo

estabelecida recentemente em
da escolha da condicao inicial, a dinamica da particula pode convergir para atratores

quase-periodicos, periédicos ou estranhos.
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Nesta dissertacao construimos e analisamos bilhares com fronteira regida por os-
ciladores nao lineares, na qual escolhemos o oscilador de van der Pol. A dinamica dos
modelos construidos sao extremamente ricas do ponto de vista dinamico. Diversos estudos
ainda podem ser desenvolvidos para os modelos apresentados nesta dissertacao, como por
exemplo a investigacao de uma quantidade maior dos parametros de controle. Em espe-
cial, uma analise extremamente interessante seria a introducao de duas ou mais particulas
nao interagentes para o caso em que U # 0. Isso devido a uma dessas particulas interagir
com a fronteira, o movimento da fronteira é perturbado. Essa perturbacao é sentida pelas
outras particulas, criando um sistema de particula nao interagentes entre si, mas que na
verdade interagem através da fronteira mével. Ainda, analisando o nimero de aplicacoes
que o oscilador de van der Pol e que os bilhares tém, podemos estudar comportamentos

de outros fendmenos através desses modelos.
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