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Resumo

A estrutura das algebras de Kac-Moody e suas representacoes constituem o in-
grediente bésico para a construcao de hierarquias integraveis e de suas respectivas
solugoes solitonicas (obtidas através do método de dressing). Diversos modelos con-
tidos nas hierarquias mKdV e AKNS sao discutidos em detalhe e uma nova classe de
equacoes integraveis, correspondente a graus negativos pares da hierarquia mKdV, é
proposta. Diferentes solucoes e operadores de recursao sao construidos para ambas

as hierarquias.

Palavras Chaves: Algebras de Kac-Moody; sistemas integraveis; solitons; equacoes

diferenciais.

Areas do conhecimento: Fisica matemaética; teoria de campos; dinamica nao

linear.
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Abstract

The structure of Kac-Moody algebras and its representations constitute a basic
ingredient for the construction of integrable hierarchies and its soliton solutions
(obtained from the dressing method). Several models within the mKdV and AKNS
hierarchies are discussed in detail and some new integrable equations, corresponding
to negative even grades of the mKdV hierarchy, are proposed. Different solutions

and recursion operators are constructed for both hierarchies.
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Capitulo 1

Introducao

Muitos fenomenos fisicos da natureza sao descritos matematicamente, por equagoes
diferenciais parciais nao lineares. Entretanto, a matematica atual nao fornece solu-

¢oes analiticas para um grande niimero destas equagoes.

Dentro da classe de modelos que possuem solugoes exatas, encontram-se os mo-
delos integraveis. O critério de integrabilidade pode ser baseado no teorema de
Liouville, que afirma que um sistema hamiltoniano cujo espaco de fase é 2N dimen-
sional, possui solugoes analiticas se e somente se existem exatamente N quantidades
conservadas, independentes em involucao, i.e, seus parénteses de Poisson se anulam
[9].

Um dos problemas em teoria de sistemas integraveis é construir e classificar tais
modelos. A maneira mais 6bvia de construi-los é partir de uma condicao, cuja inte-
grabilidade seja automaticamente garantida. Uma forma de se fazer isso é considerar
a conhecida equacgao de curvatura nula para potenciais de gauge, o que garante a in-
tegrabilidade, e propor potenciais cujas equacgoes resultantes nao sejam triviais. Isso
nao ¢ um problema simples, porém pode ser sistematicamente resolvido em 1+1
dimensoes [1, 2, 4, 5], utilizando como estrutura matematica fundamental dlgebras
de Kac-Moody graduadas [12], que sao dlgebras de Lie de dimensao infinita. Estes
modelos sao continuos, e portanto possuem infinitos graus de liberdade. Uma vez
escolhida esta estrutura algébrica, obtemos nao s6 um modelo integravel, mas uma
classe de infinitos modelos, cujas equagoes estao todas relacionadas entre si, consti-
tuindo o que se chama de hierarquia integravel. A classificacao destas hierarquias é
conseqiiéncia direta da classificacao das algebras de Kac-Moody e suas graduagoes, o

que é bem conhecido. Desta maneira, resolve-se algébricamente ambos os problemas.

O alto grau de simetria das equagoes € inerente a prépria natureza desta constru-
¢ao. Pode-se mostrar que esta estrutura possui infinitas quantidades conservadas, em
involucao, conseqlientemente satisfaz o teorema de Liouville. Isso permite a possibi-

lidade de solugoes muito particulares e interessantes, chamadas sélitons. Um séliton



¢ uma onda nao linear, de comportamento corpuscular, que mantém sua forma
localizada durante toda sua evolucao, até mesmo depois de sofrer espalhamento.
Este comportamento deve-se a infinitas leis de conservagao, tornando o sistema
infinitamente restrito. Se nao bastasse o interesse tedrico, tanto do ponto de vista
fisico quanto matematico, este comportamento peculiar ocorre em areas tao diversas
como [14] mecanica dos fluidos, fisica de plasmas, tica nao linear, teoria cldssica
e quantica de campos, fisica da matéria condensada, sistemas biolégicos, ...com
aplicacoes praticas promissoras.

Devido a graduacao da algebra de Kac-Moody, as hierarquias integraveis se di-
videm numa parte de graus positivos, e outra de graus negativos. A parte positiva
da origem a equagoes diferenciais nao relativisticas, enquanto a parte negativa da
origem a equacoes integrais também nao relativisticas, exceto o caso de grau —1, que
para todas as hierarquia integraveis construidas neste formalismo, corresponde a um
modelo relativistico local, que é equivalente a uma redugao hamiltoniana do mode-
lo Wess-Zumino-Witten (WZW) [6]. Historicamente, a construcao relativistica de
curvatura nula foi proposta por Leznov-Saveliev [7], e sé depois foi obtida a conexao
com teoria de campos através do modelo WZW [g].

Matematicamente, a relacao entre modelos diferentes pertencentes a uma mesma
hierarquia, pode ser expressa através de um operador de recursao. Dada uma
equagao, através da acao de poténcias deste operador, é possivel obter outras e-
quagoes da hierarquia. A existéncia deste operador € justificada por condigoes de
simetria entre as equacoes.

Mesmo o sistema sendo integravel, o teorema de Liouville s6 garante a existéncia
de solugoes. A construcao explicita envolve varios procedimentos engenhosos. Con-
tudo, utilizando o mesmo ferramental algébrico da construgao destes modelos, existe
um método geral e sistemdtico [15, 17], chamado de método de dressing, onde sao
obtidas solugoes explicitas da equacao de curvatura nula. O ponto chave para a
construcao destas solugoes, ¢é a existéncia de uma ou mais solugoes triviais, denomi-
nadas vacuo, tal que o grupo das transformacoes de dressing agindo sobre o vicuo
nos fornece uma érbita de solugoes nao triviais, especificadas pelas diferentes esco-
lhas de um elemento de grupo arbitrario. As solugoes do tipo séliton correspondem
aquelas onde os elementos de grupo sao representados por operadores de vértice
[20, 21], e portanto sdo pontos especificos desta dérbita. Considerando o produto
de um ou mais vértices, é possivel construir solugoes de um tnico séliton ou multi-
sélitons.

Portanto, o formalismo de curvatura nula construido com base numa algebra
de Kac-Moody graduada, consiste num poderoso e unificado método de construir e

classificar hierarquias integraveis, bem como encontrar suas solucgoes explicitas. Isso



fecha uma abordagem completa para modelos integraveis em 141 dimensoes.

Ao longo desta dissertacao desenvolvemos, de forma nao rigorosa, a teoria ma-
tematica referente ao conteudo discutido acima. Alguns resultados novos também
sao obtidos.

Um breve resumo sobre os conceitos algébricos envolvidos pode ser encontrado
no apéndice A, e convidamos o leitor a aborda-lo antes do contetddo principal, pois
os resultados citados nao serao repetidos ao longo do desenvolvimento desta dis-
sertagao.

No capitulo 2 consideramos os aspectos tedricos gerais sobre a construcao de
curvatura nula e integrabilidade. A conexao relativistica com o modelo WZW ¢é
discutida. Uma vez sedimentado estes conceitos gerais, consideramos dois exemplos
concretos nos capitulos 3 e 4, que sao a hierarquia mKdV e AKNS, respectivamente.

Obtemos diversos modelos de ambas as hierarquias, alguns dos quais ainda nao
foram encontrados na literatura usual, mas ja sao esperados. Entretanto, no caso da
hierarquia mKdV obtemos um novo resultado, que é uma sub-hierarquia completa
de graus negativos pares, que até agora nao foi considerada. Como caso especifico,
obtemos explicitamente uma nova equagao integravel correspondente ao grau -2.

No capitulo 5 conectamos as equacgoes pertencentes a uma mesma hierarquia,
mKdV e AKNS neste caso, construindo seus respectivos operadores de recursao. Os
resultados coincidem com trabalhos anteriores [23, 14], que foram obtidos por outros
métodos.

No capitulo 6 obtemos solucoes solitonicas de um e dois vértices para as duas
hierarquias, mKdV e AKNS, onde os célculos mais trabalhosos sao apresentados no
apéndice B.

Finalmente, no capitulo 7 apresentamos uma breve e resumida conclusao.



Capitulo 2

Condicao de curvatura nula

Varios modelos nao lineares possuem representagao na forma de uma equacao de
curvatura nula, o que implica automaticamente na sua integrabilidade. Através de
uma algebra de Kac-Moody graduada, é possivel construir, sistematicamente, uma
classe de infinitas equacoes diferenciais parciais, nao lineares, todas relacionadas
entre si. Isso constitui uma hierarquia integravel. Uma das equacoes desta hierarquia
consiste num modelo relativistico e esta relacionado com uma reducao hamiltoniana

do modelo Wess-Zumino-Witten.

2.1 Integrabilidade e leis de conservacao

Seja um potencial bidimensional A = A, dz* (u = 0, 1) e considere um modelo nao
linear que pode ser formulado em termos de um sistema de equagoes de primeira

ordem:

(0, +A,)V =0 (2.1)
A condicao de integrabilidade deste sistema é
0,0,V = 0,0,V (2.2)
o que sera garantida se os potenciais satisfizerem a equacao:
0 A, —0,A, +[ALA=0,+A4,,0 +A]=0 (2.3)

Essa é a conhecida equagao de curvatura nula. Um modelo cujas equagoes de movi-
mento podem ser escritas nesta forma é automaticamente integravel por construcao.

Um dos problemas em teoria de sistemas integraveis é justamente encontrar po-
tencias A, e A, que satisfacam esta equacao. Geralmente, para potenciais arbitrarios

a equagao (2.3) nao admite solucdo, ou somente solugao trivial. Desenvolveremos um



método onde estes potenciais sao construidos através de uma estrutura algébrica,
0 que nos permitird obter uma hierarquia de infinitas equagoes diferenciais nao li-
neares e integraveis. Este formalismo, desenvolvido recentemente, é um importante
avango nesta diregao [1, 2, 3, 4].

Agora, vamos nos concentrar na questao da integrabilidade destes modelos. Es-
crevendo em termos de variaveis fisicas, g = t (tempo) e x; = x (espago), definimos

a exponencial ordenada [9]

(z2,t2)
U, (z2,t2;21,t1) = Pexp (—/ dx“Au> (2.4)
(

x1,t1)

onde P denota um ordenamento dos pontos ao longo do caminho de integragao 7,
de tal forma que os pontos mais préximos de (z3, t9) estejam sempre a esquerda dos

mais préximos de (z1, ;). Se considerarmos o produto
Uy, (2, to; 21, 01Uy (21, 815 02, 1) (2.5)

podemos usar a expansao de Baker-Campbell-Hausdorf para expandir as exponenci-
ais e ao utilizar o teorema de Stokes, é possivel transformar esta integral de caminho

numa integral de superficie:

exp (_% /Q dz" A dz” (0, A, — O, A, + [Ay, AV])) (26)

A integracao é feita sobre a area {2 cuja borda é o caminho fechado v, +7,. Portanto,
vemos que se a curvatura é nula (2.3), o produto (2.5) é igual a identidade e a

exponencial ordenada (2.4) independe do caminho entre os pontos (x1,t1) e (za,s):

Uy, (z2,to321,t1) = U, M@y, t1; 20, )
= Uw(flfg,tQ;ZL'l,tl) (27)
Vamos considerar o espago (z,t) delimitado a seguinte regido [4]: —L < x < L

e 0 <t < 7. Parair do ponto (—L,0) até (L,7) podemos ir por dois caminhos
diferentes: (—L,0) — (L,0) — (L,7) ou (—L,0) — (—=L,7) — (L, 7). De acordo

com o resultado anterior ambos os caminhos sao equivalentes logo:
Pe— JELdrAi@0) p o= [ dtAo(Lt) _ P J7 dtAo(~Lit)p o~ [Lp dedi(z.7)
Pe~ JlrdrAi(@0) _ po-J§ dtAo(~Lt)pe—[1y deAi(z,r)p ey dtAo(L.b) (2.8)

Assumindo condi¢oes de contorno periddicas Ag(—L,t) = Ao(L,t) e tomando o trago

desta ultima equacgao obtemos:

tr [7367 I dzAl(”’O)] =tr [Pe* J2y deta@ir) (2.9)



Como 7 ¢ arbitrario, segue que a quantidade
Tr |[Pe Jondei(@n) (2.10)

é uma constante, e portanto, pode vir a ser uma quantidade fisica que sera conser-
vada no modelo construido.

Vamos construir modelos onde A, pertence a uma algebra de Kac-Moody G
(veja o apéndice A para os conceitos algébricos envolvidos) [12]. Uma algebra
de Kac-Moody G é uma algebra de dimensao infinita, construida a partir de uma
loop-dlgebra L(G) que nada mais é do que uma expansao em série de Laurent no

parametro espectral A da algebra de Lie finita correspondente G:

L(G) = X(\) | X(A) =) X,A", onde X,, €Ge X" €C
nez
Desta maneira, (2.10) define uma infinidade de quantidades conservadas, uma para
cada poténcia de A\. Para uma algebra infinita, como a de Kac-Moody, essas quan-
tidades conservadas sao todas independentes.

Ainda, é possivel mostrar que estas quantidades estao em involucao [9], i.e, seus
parénteses de Poisson se anulam. Os sistemas que vamos considerar sao hamiltoni-
anos e portanto satisfazem o teorema de Liouville, que afirma que para um sistema
hamiltoniano com 2N graus de liberdade, se existem exatamente N quantidades
conservadas independentes que estao em involucao, entao as trajetérias de movi-
mento possuem solugoes explicitas. Vemos que os modelos construidos a partir da
equagao de curvatura nula (2.3), onde os potenciais pertencem a uma &lgebra de
Kac-Moody, de dimensao infinita, satisfazem o teorema de Liouville e a principio
suas solugoes podem ser obtidas.

Contudo, o teorema de Liouville s6 implica na existéncia de solugoes. Nao
temos garantia de que seremos capazes de escreve-las explicitamente. Mais adi-
ante mostraremos como algumas solugoes podem ser explicitamente construidas uti-
lizando o método de dressing, que baseia-se nesta mesma estrutura algébrica.

Salientamos que a existéncia de infinitas quantidades conservadas é uma exigéncia
de uma solugao do tipo séliton. Um séliton é uma onda nao linear que mantém a
sua forma mesmo depois de sofrer espalhamento. Isso s6 é possivel se existem in-
finitas leis de conservacao para que a funcao de onda mantenha sua forma ponto
a ponto. Vemos portanto, que dentro de uma estrutura algébrica, sé é possivel
conceber modelos que possuem solucao do tipo séliton utilizando uma algebra de
dimensao infinita, como a de Kac-Moody. Existem sistemas integraveis realizados
em termos da equacao de curvatura nula com uma algebra de Lie finita, porém,

estes sistemas nao apresentam solugoes do tipo soliton.



2.2 Hierarquia positiva e construcao nao relativistica

Seguindo as idéias de [1, 2, 3, 5], vamos desenvolver um método geral que permite
construir hierarquias integraveis partindo da equagao de curvatura nula (2.3).
Consideramos a equagao bidimensional (2.3) onde y = z e v = ty. A varidvel
ty representa o fluxo de tempo de uma dada equagao, indexada pelo nimero N. A
variavel x é simplesmente a componente espacial do modelo. Assim, nosso ponto de
partida é a equacao:
[0r + Ay, Oy + An] =0 (2.11)

Como mostrado em [1] e [2], vamos considerar que A;, e A, pertengam a uma
algebra de Kac-Moody G, e que seja dado um operador de graduagao (), que define

a seguinte decomposicao da algebra G em subespacos graduados:
G=EPgis). [GWMsxg%mxsﬂ c Gtm)(s) (2.12)
nez

onde G (s) é um subespaco de grau n definido por:
Q4,7 (s5)] = nG(s) (2.13)

O vetor s = (so, S1,--.,5:), composto de nimeros inteiros positivos, especifica as
diferentes Z-graduacoes de G e r = rank(G).

Suponha também que seja dado um elemento constante E, que por simplici-
dade vamos supor que possui grau 1*: F € G, Este operador E permite uma

decomposicao da algebra G nos seguinte subespacos:

N

G = K(E) & M(E) (2.14)
onde
K(E) = {X e G| X, B] :o}
M(E) = {[X, El| X ¢ g} (2.15)

Das definigoes (2.15) e da identidade de Jacobi encontramos as seguintes relagoes
algébricas:

IK,KJCcK e [K,MCM (2.16)
Agora definimos que os potenciais A, e A;, sao dados por:

Ay = Ay+E
Ay = DYV +DV 4 4+ DY (2.17)

N

*Poderiamos considerar operadores de graus mais altos o que nos levaria a equagoes mais com-

plicadas, embora a idéia seja essencialmente a mesma.



onde Ay € Q(O) NM(E) e D](\l;) € Q(k). As componentes do elemento Ay serao os
campos fisicos da teoria. Portanto, a equagao de curvatura nula (2.11) assume a

forma:

[ax+AO+E,atN+D§VN)+D§VN‘1)+...+D§3)] =0 (2.18)

De (2.14) vemos que cada D](\lf) pode ser projetado nos subespacos (2.15), e
portanto podem ser escritos como a soma de duas componentes: Dg\lf) = D}&}C +
Dg@w Como cada subespago graduado é independente, a projegao de (2.18) em
cada um desses subespacos deve se anular independentemente. Assim, a equagao
(2.18) é decomposta em N+2 equagoes, cada uma dentro de um subespago graduado,

constituindo o seguinte sistema:

[E,D](\J,V)_ ~ 0

0,0 + [AO,D%V)} n [E pO ] = o

9, DY + [AO,DEVN‘”} + [E p{2] = o

axDﬁ)+[Ao,D§;)}+[E,D§3" — 0
awD§3>—atNAo+[Ao,D§3>' =0 (2.19)

onde fizemos uso da rela¢ao (2.12) para agrupar os termos de mesmo grau.
Devido as definigoes (2.15) decompomos cada uma das equagoes de (2.19) em
uma componente K(FE) e outra M(FE). A primeira equagao de (2.19) nos diz que

D%V) € K(F), ou seja DEVN) = D%\Q e D](VNA)/t = (. Substituindo este resultado na
segunda equagao, e usando as relagoes (2.16), vemos que D](V]\,[C) é uma constante

Y como funcdo de Ag e de DEVN). Substituindo

. . . N-1
estes novos resultados na terceira equagao, determinamos as componentes DEV,C )

e obtemos a componente de DEVNJ\jl

e D](VNAZQ). Este processo é continuado até que a pentltima equacao determinara
D](\(,)}\A e finalmente a tultima equacao determinard D](\?;C. Com estes dados obtidos,
a projecao desta ultima equagao de (2.19) em M(FE) serd a equagao de evolucao
no tempo ty dos campos contidos em Ay, i.e, obtemos a equacao de movimento do
modelo.

Podemos escolher qualquer N inteiro e positivo, e portanto, temos infinitas
equacoes diferenciais todas relacionadas entre si e integraveis por construcao. Gera-
mos assim uma hierarquia integravel. Quando discutirmos as solugoes pelo método
de dressing, mostraremos que as solugoes solitonicas de cada equagao da hierarquia

também estao relacionadas.



O fato das equacoes dessas hierarquias nao serem invariantes por transformacoes
de Lorentz pode ser visto facilmente analisando a forma das equagoes de movimento.
Note que aparece apenas uma derivada temporal J;, na ultima equacdo de (2.19),
enquanto podem aparecer uma ou mais derivadas espaciais d, nos outros termos
da equacao, dependendo do indice N, indicando que nao é possivel escrever essas
equacoes covariantemente.

Dentro deste contexto, mostramos nao s6 como construir hierarquias integraveis,
mas também que qualquer hierarquia que possa ser construida neste formalismo pode

ser classificada de acordo com a tripla < G , Qs B >.

2.3 Hierarquia negativa e construcao relativistica

Na secao anterior consideramos o caso onde N é um nudmero inteiro e positivo.
Vamos estender essa situagao para o caso de N ser um inteiro negativo [1], e em
especial, veremos que o caso N = —1 corresponde a um modelo relativistico que
pode ser obtido através de uma redugao do modelo WZW [6].

A tinica mudanga que vamos fazer em relacao a segao anterior é definir A;, para

tempos negativos da seguinte forma:
A, =DV 4D 4D N>o0 (2.20)
Com isso, a equacao de curvatura nula fica:

[am + A+ B0 ,+D Y+ 4+ +DY =0 (2.21)

Note que em (2.20) o elemento de maior grau é D(__]\}) e nao D(_O])V. Caso incluissemos

D(_OJ)V a equagao de grau mais alto de (2.21) teria grau um e ndo zero como queremos.
Novamente, pela independéncia dos subespacos graduados, projetamos a equacao
(2.21) em cada um destes subespagos e obtemos um sistema de N + 1 equagoes que

devem anular-se independente:

-N -]
0. D + [0, DYV 4 [B,DEYN] = 0
0D 4 |40, DY 4 [ B, DY) = 0
0.0 + [, D] + [B, D] = 0
—8t_NA0+[E,D(__N1)_ = 0 (2.22)




Como D@V = D@VK + D@V > cada uma dessas equacgoes também se decompoe
em duas componentes, mas a situagao nao é tao simples quanto no caso de N
positivo. Comparando a primeira equacao de (2.22) com a primeira de (2.19), vemos
que D(:A],V) possui componentes em ambos os subespagos, K(E) e M(E), e sera
necessario integrar esta primeira equagao para obter D(__AJ,V) como um funcional nao
local dos campos contidos em Ay. Contudo, novamente este sistema de equacoes
pode ser resolvido recursivamente, mas agora aparecem novas integrais, ao contrario
de derivadas no caso positivo, a medida que vamos resolvendo cada uma das equagoes
de (2.22). A dltima equagao, de grau zero, s6 possui componente em M(E) e é a
equacao de movimento do modelo.

Observe que (2.22) possui N + 1 equagoes enquanto (2.19) possui N + 2. A
primeira equagao de (2.19) pode ser considerada como um vinculo adicional em
relagao ao caso de N negativo, e ela é a responsavel por eliminar a nao localidade.
Apesar do carater nao local das equagoes da parte negativa da hierarquia, existe um
caso particular, N = —1 (ou N = 1 em (2.22)), cuja equagao de movimento pode
ser escrita numa forma local. Fora este caso particular, nao sabemos de nenhum
argumento geral que permita afirmar que as outras equacoes da hierarquia negativa,

possam de alguma maneira, ser transformadas numa equagao diferencial.

2.3.1 Caso relativistico

Vamos considerar o caso especial discutido anteriormente que corresponde a N = —1

na parte negativa das hierarquias integraveis, ou seja, N = 1 em (2.21):
0y + B+ Ao, 0y, + DS;”] ~0 (2.23)

Para obter consisténcia com resultados ja conhecidos [1, 7], vamos fazer as

seguintes identificacoes: z = —Z, t_1 = z e E&) = ¢, Agora, vamos propor
como solugao de (2.23) os seguintes potenciais:
Ay=0BB™' e DY =Be B! (2.24)

Nestas relacoes z e Z podem ser imaginadas como coordenadas do cone de luz,
z=1t+xeZz=t—uwx oque facilita a identificacao relativistica. O operador B é
um elemento pertencente ao grupo G associado a algebra de Lie G e de grau zero,

B € GO Substituindo (2.24) em (2.23) obtemos a equacao de movimento para B:
9(0BB™") — [ex,Be_B™'| =0 (2.25)

Esta equagao também pode ser escrita numa forma alternativa conjugando a

esquerda por B~! e & direita por B, e utilizando 0 (BB™!) = 0:
9 (B7'OB) + [e-,B ', B] =0 (2.26)
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Ambas as equagoes, (2.25) e (2.26), foram propostas por Leznov-Saveliev [7] e a
partir delas pode-se construir modelos relativisticos integraveis, fazendo escolhas
apropriadas de < G, Q,, €4 >.

Note que (2.25) e (2.26) possuem duas derivadas nas varidveis do cone de luz,
o que indica que sao invariantes por transformagao de Lorentz. De acordo com
os resultados desta secao, concluimos que a construcao algébrica da equagao de
curvatura nula contém modelos relativisticos para o tempo t_;. Para outros tempos
negativos, as equacoes voltam a ser nao relativisticas.

A construgao apresentada, que consiste na equacao de curvatura nula com a
estrutura de < G ,Qs, E >, fornece um método sistematico e unificado de constru-
ir e classificar hierarquias integraveis, contendo modelos relativisticos e nao rela-
tivisticos. Apenas comentamos que pode-se construir hierarquias integraveis super-
simétricas neste mesmo contexto considerando N semi-inteiro, para detalhes veja [1]

e suas respectivas referéncias.

2.4 O modelo WZW

O modelo de Wess-Zumino-Witten (WZW) [6] é descrito pela agao

k k
Swaw = 5= | e Tr (9u90"97") + 51— / d*we Tr (719,997,991 0,9)
7T RS

167 JR2
(2.27)
onde R? denota um espaco bi-dimensional onde estao os campos e R? é um espaco
tri-dimensional cuja borda é R?. A agdo (2.27) é um funcional de um elemento de
grupo g.
Para obter as equagoes de movimento variamos g — g+ 0d¢g. Desprezando termos

da ordem de (dg)?, o primeiro termo de (2.27) varia como:

d*z Tr (auéga“g’1 + 0,g0" ((5g’1))

167 Jre
Usando 9, (997') =0e d (g9 ") = 0 temos:
k
Ton d*z Tr (8M6g8“g_1 — 0,90"g 1099~ " — 0,99 1099 — 3Mgg_1698“g_1)
RQ

Note que o terceiro termo ¢ igual ao primeiro e o quarto igual ao segundo:
Tr (9,99 '0"0gg™") = Tr (0"6g9g9~ 0,99 ") = —=Tr (0*69D,g™ ")
Tr(9ugg9™"090"g™") = Tr (0"g~ 099~ dug) = Tr (090" g~ d99™")
Combinando tudo isso em um tnico termo:
2Tr (8u(5g8“g’1 — 8Ng<9“g’15gg’1) = —2Tr (g’lﬁ“égg’lﬁug + 8"9’15gg’18ug)
= —2Tr (8“ (g_lég) g_laug)
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Portanto, obtemos:

—ﬁ d?z Tr ((9" (g_lég) g_lﬁug)
8 R2

Agora integramos por partes e desprezamos o termo de superficie pois assumimos

que dg seja zero na fronteira, pois g € mantido fixo nos limites de integragao. Entao,

a variagao do primeiro termo da acao (2.27) é dada por:

8ﬁ d*z Tr (9_1596“ (g_lﬁug)) (2.28)
T JR2

Considerando a variagao do segundo termo de (2.27) temos:

8ﬁ/ APz Tr (g_lﬁugg_la,,g(S [g_lf)%q}) (2.29)

T JR3

8£ dPxe"™ Tr (0,990,997 0, [6997"]) (2.30)
™ JR3

8£/ Pz Tr (0, (9 0ug9 ' 0rgg"d9)) (2.31)
™ JR3

Alguns pontos merecem esclarecimentos. A passagem de (2.29) para (2.30) é obtida

da seguinte forma:

Tr (g '0,.99 0,96 [97'0,9]) = Tr(du99 '0vg |9~ '00,9 — g 099 '0r9] g )

= Tr (augg_laugg_l [58799_1 + 598Wg_1])
= Tr (9,99 '9v99~'0, [0997'])

enquanto a igualdade entre (2.30) e (2.31) pode ser vista expandindo a derivada em

(2.31) e usando a propriedade ciclica do trago:

¢ Tr (05 (97 9ugg ™ Ougg™'0g)) = 7 Tr (0, (Ougg ' ugg 0g9™"))

1 Tr (8,99~ 0,997, [59~'] +
+ 0,990, (8,99 ") dg9™" +
+ 0, (0u99™") Dugg0gg™") (2.32)

Agora mostramos que os dois tltimos termos de (2.32) se cancelam, restando somente

o primeiro que é o resultado procurado. Expandindo as derivadas e considerando

somente os dois ultimos termos de (2.32) temos:

e Tr ([Oug9™" (050,99 " + 819039~ ") + (0,0u9 + 0u90,9™") Dugg™'] 6997 ")

os termos com duas derivadas se anulam pois sao simétricos e €7 é anti-simétrico.

Note também que

1

9,90,9" 0,997 = —0,99 0,99 '0,99”" = 0,99 ' 0,90,9~"
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entdo, os dois dltimos termos de (2.32) sao:
e Tr (9,99~ (8,909,971 + 0498,97") 6gg™") =0
e obtemos o resultado procurado:

¢ Tr (05 (97" 0ugg ' 0vgg~"'0g)) = € Tx (0,99 '0u99 05 [6997'])

A integral (2.31), sobre R?, pode ser transformada numa integral de superficie
sobre R2:

d*ze” Tr (@Lg’l@,,gg’lég) = d*zet Tr (g’légﬁu (g’l('?,,g))

(2.33)

Portanto, a variagao total na acdo (2.27), devido a ¢ — g+ d¢g é dada pela soma
de (2.28) e (2.33):

8 R2 8 R2

k
OSwzw = S " d*x Tr (g_lég [8“ (g_laug) — "o, (g_layg)]) (2.34)

o que implica na equacao de movimento:
o+ (g_laug) — "o, (g_l&,g) =0
Expandindo essa equagao nas variaveis x e t:
O (g7'0'g+g7'0%) — 0" (g7 '0'g+g'0%) =0 (2.35)
Introduzindo as variaveis no cone de luz, z =t +x e Z =t — x, obtemos:
d(g7'0g9) =0 (2.36)

onde 9 = 9% e 0 = §°. Também podemos escrever uma equacao dual a (2.36)

conjugando & esquerda por g e & direita por g~

d(9gg~") =0 (2.37)
Definindo a corrente J e sua dual J:
J=¢g'9g e J=0gg ! (2.38)

concluimos que a equacao de movimento da acao de WZW, nada mais é do que a

conservacao dessas correntes:

0J=0 e 0J=0 (2.39)
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2.4.1 Redugao hamiltoniana

Agora vamos impor vinculos sobre as correntes do modelo WZW. O tratamento que
segue pressupoe uma estrutura Lie algébrica G , que pode ser uma algebra finita ou
infinita, bem como um operador de graduagao como definido em (2.12) e (2.13).

Supomos que o elemento de grupo g possui uma decomposicao de Gauss:
g=NBM (2.40)

onde B ¢ uma exponencial de geradores de grau zero, N é uma exponencial de
geradores de grau negativo e M ¢é uma exponencial de geradores de grau positivo,
i.e, NBM € G_ Gy G-. Assim, as correntes (2.38) ficam:

J g '0g=M"'(B'NT'ONB+ B'OB+90MM~ ") M
J = 0g9g'=N(N'ON+09BB~' + BOMM 'B~")N~! (2.41)

A maneira como essas equacoes foram fatoradas é muito importante. Note que os
termos entre parénteses em ambas as equagoes possuem graus bem definidos, sendo
que o primeiro deles pertence a G, o segundo a Gy e o terceiro a G~. Devido a

este fato definimos:

K = OMM™'+B'0B+B 'N'ONB
K = N 'ON+0BB™'+BOMM 'B™! (2.42)
Substituindo as correntes (2.41) escritas por meio de (2.42) nas equagoes (2.39),

obtemos equacoes de movimento em termos de K e K:

0J =M (0K + [K,OMM~'|) M =0
0J =N (0K + [NT'ON,K]) N~ =0 (2.43)

Até este ponto essas equagoes nao possuem nenhuma restrigao e sao inteiramente
equivalentes as equagoes de movimento do modelo de WZW. Agora vamos introduzir
um vinculo nestas correntes. Impomos que de todos os termos de grau negativo em
J, s6 exista um termo de grau —1 e constante, denotado por e_. Impomos o analogo
a J, mas desta vez, de todos os termos de grau positivo, sé existe o termo constante

de grau 1 denotado por e ':

J = €7+J(]+J>

J = e+ Jo+Jc (2.44)

"Note a analogia com a construcio de curvatura nula, onde tinhamos o elemento E € GM cons-
tante. Aqui também poderiamos fixar elementos de graus mais altos. As equacbes de movimento

seriam mais complicadas mas a idéia é essencialmente a mesma.
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Queremos saber quais condigoes os vinculos sobre as correntes (2.44) impde sobre

K e K. Para isso usamos o fato de que M = e%> e N = €Y<, e expandimos:

K=MIM™ = T4 (G ]+ (6162 ] 4 (2.45)
= OMM '+ B '0B+ B 'N'ONB (2.46)
K=N71'JN = J—[Q<,J]+%[G<,[G<,J]]+... (2.47)
= N 'ON+0BB™'+BOMM 'B™* (2.48)

O tnico termo de grau negativo em (2.46) é B-'N"'ONB, e em (2.45), [G-, J]
tem grau no minimo zero pois o menor grau de J é —1 de acordo com (2.44). Todos
os outros comutadores tem graus ainda mais altos. Andlise andloga se aplica a (2.47)

e (2.48) e somos levados a concluir que:

e. = B'N'ONB
¢, = BOMM™'B™! (2.49)

Como cada subespaco graduado é independente, podemos projetar as equacoes
(2.43) no subespago de grau zero. Separando os termos que estao neste subespago,

para a primeira equagao obtemos:

d(B7'0B) + [B'NT'ONB,OMM~"| =0
9(B™'0B) + e, B 'e,B] =0 (2.50)

e para a segunda:

0 (0BB™") + [N"'ON,BOMM'B~'] =0
0

9(0BB™") — [e;,Be_B7'] = (2.51)

As equagoes (2.50) e (2.51) s@o as equagoes de Leznov-Saveliev obtidas pelo método
de curvatura nula em (2.26) e (2.25).

Portanto, mostramos que esta redugao do modelo de WZW corresponde exata-
mente ao modelo relativistico contido na construcao algébrica da equacao de cur-
vatura nula.

Podemos admirar a simplicidade e generalidade da construcao de curvatura nula
em termos uma algebra de Kac-Moody graduada, que contém uma hierarquia de
infinitas equacgoes diferenciais, sendo que dentre elas uma em especial consiste no

modelo relativistico correspondente a uma reducao hamiltoniana do modelo WZW.
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Capitulo 3

Hierarquia mKdV

Utilizando os conceitos gerais introduzidos no capitulo anterior, consideramos um
caso especifico que é a hierarquia mKdV. A projecao em graus positivos desta hi-
erarquia nos fornece modelos nao relativisticos, dentre eles, a conhecida equacao
mKdV. Também obtemos outros modelos de ordem mais alta. A parte negativa
da hierarquia fornece o modelo de sinh-Gordon como caso relativistico. Obtemos
uma equacao integral de terceira ordem, e propomos uma sub-hierarquia de graus

negativos pares, que sao equacoes locais. Um exemplo deste caso é considerado.

3.1 Definicao da hierarquia

Dentro do formalismo do capitulo anterior, definimos a hierarquia mKdV através

da seguinte estrutura algébrica:

G = 4
1
Q, = 5H<0>+2d
E = EO+EY (3.1)

Na equacao de curvatura nula, vamos construir os operadores graduados com os

seguinte geradores de Agl):
{ g g™ H(n)}

[ —Q)

Nao vamos incluir o elemento central ¢ nem a derivada em relagao ao parametro
espectral da loop algebra d.

Das relagoes fundamentais de comutacao obtemos:

Q.EL| = @enenEL
(Qs, H™] = 2nH™ (3.2)
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De acordo com a defini¢ao de subespago graduado, [Qs, G (")] =ngG (") vemos que

1 - .
Ag ) se decompode nos seguintes subespacos:

gem — ()
Gem+) {Egm>,E£’g+”} (3.3)

Nestas expressoes m € Z.
Sabemos que G = K(E) & M(E) e de acordo com as defini¢oes (2.15) temos:
K(E) = {Br+ B0

M(E) = B - B, mt (3.4)

As relagoes (3.4) podem ser facilmente verificadas notando que os elementos de IC(E)
comutam com F, logo todos os elementos restantes devem estar em M(E). Note que
de acordo com (3.3) o subespago IC(E) s6 possui geradores de grau impar enquanto
M(FE) possui geradores de grau par e fmpar.

O campo Ay deve pertencer a GO N M(E) e portanto, das relacdes (3.3) e (3.4):

Ay = v(z, ty)HOY (3.5)
A componente v(x,ty) é o campo fisico do modelo e o indice N fixa uma das equagoes
da hierarquia.
3.2 Hierarquia positiva

As equacoes de movimentos sao obtidas da equacao de curvatura nula em termos de

operadores graduados:
[8I+A0+E,am + D 4 D' +...+D§3)] =0 (3.6)

A decomposicao desta equacao nos subespacos graduados nos fornece o sistema de

equagoes (2.19). A primeira dessas equagoes,
2. DJ"] =0

nos diz que D](\J,V) € K(E). Como vimos em (3.4), K(F) possui grau impar, e portanto
concluimos que s6 existem fluxos de tempo associados a indices N impares na parte
positiva da hierarquia mKdV.

Como N = 2m+ 1, onde agora m = Z.., utilizamos as relagoes (3.3) e (3.4) para

construir os seguintes operadores graduados, com suas respectivas componentes em
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DE™ = s (B + B s (2 - £
D™ = o H™
Dﬁmil) = G2m-1 (E((mel) + E(_TZ)) + bom—1 (E,(lmfl) - E(—TZ))
D™ = ¢y gHUMY
DY = (B +EY) 4 (B - BY)
DY = ¢HO (3.7)

onde todos os coeficientes sao fungoes das variaveis z e t.
Prosseguimos calculando a projegdo de (3.6) em cada subespago graduado e
utilizamos as definigbes (3.7) para obter equagoes para estes coeficientes.

A primeira equacao, de grau N + 1, é:
5,00 =0
B+ B oo (BEY + B by (BEY = B0 | =0

— 209 1 HHD =0 (3.8)

onde fizemos uso das relagoes de comutacao (A.43). Portanto, by,.1 = 0 e a

)

o 2m+1 , , .
Unica componente de ngm+ , pertencente a K(E), é agyyq e serd determinada

pela préxima equacao.

Considerando a equagao de grau N:
8, D" 4 [AO,D%””“)} + [E Dﬁm)} -0
substituimos os operadores (3.7):
Oz i1 <E&m) + EYZH)) + Orbomir <E&m) - E(,TZH)) +
[0, a1 (ES + EGD) 4 o (BSY = EOV)] 4
+ [Egm + B, cgmH("“] - 0
e apos calcular estes comutadores obtemos:
Ortnin (B + EUY) 4 (vt — 2000) (B = B ) =0 (39)

Note como as equagoes se separam em componentes de K(E) e M(E). A compo-
nente K(E) da equagao (3.9) determina que as,,11 ¢ uma constante e a componente

M(E) nos fornece cop, = g 110-
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A préxima equagao, de grau N — 1, é:
9,D%™ 4 [AO,DJ(@’”)] + [E Dﬁm‘”] —0
explicitando os operadores:
O Com H™ + [UH(O),CQWH(m)} +
+|EQ + E(—lc)w 2m—1 (E&m_l) + EE@) + bam—1 (Eam_l) — E(—TZ)H =0
e calculando os comutadores:
(DpCam — 2bgm—_1) H™ =0 (3.10)

Sem intencao de sermos repetitivos, vamos considerar mais uma equagao, a de
grau N — 2, pois ela contém termos que nao aparecem em (3.9) mas que estao

presentes em todas as outras equagoes de grau impar. Assim temos:
8,0 Y + [Ao,Dﬁm‘”] + [E D}@’”‘”] —0
ou explicitamente:
i1 <E(m Dy g ) + Oybom 1 <E<m b ES?) n
. [v HO gy ( Em= 4 E(_’Z)) + bopn1 (Egj”*) - E(_”;))] +
[E(O + B, c2m,2H(m’1)] )
e obtemos as equagoes:
(Outam 1 + 20y 1) (B + BO) 4

(axbgm_l + 2U(l2m_1 - QCQm_Q) (E(gm_l) + EYZ)) =0 (311)

As equagbes de grau impar subseqiientes sao todas semelhantes a (3.11), enquanto
as de grau par semelhantes a (3.10).
Podemos continuar dessa maneira obtendo todas as equagoes até atingir grau 1,

onde encontramos:
(Bpay + 20by) (E<0 + g ) (9,b1 + 2va; — 2¢p) (E< )+ E(1)> 0 (3.12)

E finalmente obtemos a equacao que descreve a dinamica do campo v através da

projecao no subespaco de grau zero:

0,09 — 8, Ay + [AO, D}ﬂ —0
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ou seja:

(D4 v — Dpco) HO =0 (3.13)

Note que esta equagao j& esta inteiramente contida em M(E).

Condensamos os resultados obtidos em (3.8)—(3.13) da seguinte maneira. Seja

N = 1,3,5,... um numero previamente fixado, e dessa maneira os valores que j
pode assumir sao 7 = 1,..., N — 1. A resolugao recursiva do sistema de equacoes
abaixo:

ay = constante

en-1(z,ty) = ayv(x, ty)

Open—j(x,tn) — 2by_1—j(x,tn) =0 (7 fmpar)
Opan—;(z,ty) + 2v(x, tn)bn_j(z,tn) =0 (7 par)
Opbn_j(z,tn) +2v(z, ty)an—;(z,tn) — 2en_1—j(x,tn) =0 (7 par)
(3.14)

que apos terem seus coeficientes substituidos na equacao:

Oyv(z,ty) — Opco(x,ty) =0 (3.15)

determina a equagao diferencial, nao linear, para campo v(x,ty). O indice N fixa

uma dentre as infinitas equagoes da parte positiva da hierarquia mKdV.

Dessa forma, diversos modelos podem ser considerados fixando um ntimero N €
Z. impar. Apds encontrar cada um dos coeficientes do sistema (3.14) variando 7, a
equagao (3.15) seréd a equagao diferencial procurada. A seguir consideraremos alguns

exemplos.

3.21 N=1

Para N =1 em (3.14) temos que a; é uma constante e ¢; = ajv. Escolhendo ¢; = 1

a equacao (3.15) nos fornece a simples equagao:

Uy = Uy (3.16)

que nao diz nada além de t; = z.
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3.22 N=3

Para o caso N = 3 em (3.14) obtemos:

az3 = constante
co = asv
Opco —2by = 0 (j=1)
Oya; +2vb; = 0 (j=2)
Oyb1 +2va; —2¢y = 0 (1=2)

A resolucao deste sistema é trivial e direta:

1
by = §G3Uz
1
a; = —§a302
1 1,
C = —Aa3Vzy — <QA3V
0 4 3 9 3

onde ignoramos uma constante de integracao na segunda destas equacgoes.

Fixando a3 = 1, da equagao de movimento (3.15) obtemos [18]:
4oy, = v3, — 607, (3.17)

Esta é a famosa equagao mKdV*. Pode-se sempre eliminar esta constante arbitraria,
mediante uma mudanca de escala: v — av, ty — [ty e x — ~vx. Todas essas

possiveis equacoes com diferentes coeficientes sao equivalentes.

3.23 N=5

Procurando por equagdes de ordem mais alta, consideramos N =5 em (3.14):

OgpCqy — 2bs =

Oya3 + 2vby =

O0yb3 + 2vas — 2¢o =
OgpCy — 2b; =

Oya1 + 2vb; =

o O O o o O

azbl + 21}@1 - 260 =

*A equagdo mKdV (modified KdV), estd relacionada com a sua precursora equacao KdV
(Korteweg-de Vries): 4u; = uz, — 6uu,, através da transformacgao de Miura: u = v2 + v,. Na
verdade, para toda equagao da hierarquia mKdV positiva, corresponde uma equagao da hierarquia

KdV, e elas estao relacionadas pela transformagao de Miura.
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onde as é uma constante e ¢4 = asv. Andalogo ao caso N = 3 obtemos:

1
by = 5%%
1
as = —§CL5U2
- 1 1 3
Cop = 40502z 2615?1

Os outros termos também sao obtidos sem dificuldade:

1 3
b = §a503x — Za5v2v$
1 3
Opa; = — 5005 + §a5v3vz

_ _%% <<w2x) - %(vi))x + 2@5@4%

Entao:
a; = —la VU9y + —asv? + §a vt
1 = 1 5VV2g 3 5V, 3 5
1 5 5 3
Cop = Qj <1—6’U4$ — §U2U2x — g’U('Ux>2 + g’UE))

Fixando as = 1, a equagao de movimento obtida de (3.15) é uma equacao difer-

encial de quinta ordem da hierarquia mKdVT:

16v;, = vse — 100%v3, — 400V,09, — 1002 + 3000, (3.18)

324 N=7109,...

Fica claro que podemos obter equagoes diferenciais da hierarquia mKdV de ordem
tao alta quanto se queira (apesar de ser um dispendioso, e provavelmente intil,
trabalho). A titulo de referéncia citamos mais duas dessas equagoes que podem ser
obtidas como nos casos anteriores.

Para N = 7 é possivel obter a equagao:

64v,, = vrp — 182@30115m — 1261}3031 — 1400v9,v3, — 84VV,V4,

— 14005, + 4200%02 + 560v°v,v9, + T00 Vs, — 1400%,  (3.19)

"Esta equagdo nio é usualmente encontrada, mas aparece no exercicio 1.2 de [19] onde alguém

pode obté-la de uma forma bem mais trabalhosa por condi¢ao de simetria.
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e para N =0:

2560, = Vg + 630050, + 25200° vy, vs, — 6300003 — 130203 vs, +
+ 94081)1}21}236 + 61321}21)51)395 — 8941)361)%1 — 504vv3,V4 —
— 1404009, V45 — 336009,V5, — 14400, 06, 4+ 151203004, —
— 5040050, V9, + 8484v%v, 05, — 318v%vs, — 18v% v, +
+ 79802 + 1260 vs, — 4200%03, (3.20)

Todas as equacoes obtidas até agora possuem uma generalidade em comum.

3.2.5 Polindémios diferenciais

As equagoes diferenciais obtidas de (3.16)—(3.20), possuem a forma do que chamamos
de polinomio diferencial. Um polinomio diferencial de uma funcao v é uma soma de
termos envolvendo produtos de poténcias de v e poténcias de suas derivadas.

Definimos uma propriedade do campo v da hierarquia mKdV, chamada de di-
mensao tal que v possui dimensao 1 e a cada poténcia de v, ou a cada derivada, a
dimensao é acrescida de 1. Por exemplo, v? e v, possuem dimensao 2. O termo v?v,
possui dimensao 4 e assim por diante.

Agora podemos ver que todas as equagoes da parte positiva da hierarquia mKdV
sao polinomios diferenciais, homogéneos, de uma determinada dimensao. A equacao
(3.17) é um polinémio diferencial de dimensao 4, (3.18) é um polinomio diferencial
de dimensao 6, (3.19) de dimensao 8...por conseguinte, a equagao associada a ty
tera dimensao N + 1.

Na realidade, é possivel obter todas as equacoes da parte positiva da hierarquia
mKdV, partindo de uma das equacoes e propondo que a equagao procurada seja
um polinoémio diferencial de uma determinada dimensao. Impondo uma condicao de
simetria entre essas duas equagoes, obtém-se todos os coeficientes deste polinomio

diferencial [19], e a equagao é assim determinada.

3.3 Hierarquia negativa impar

Vamos agora considerar a equacao de curvatura nula em termos de operadores de

graus negativos:

[ax YA+ B0, + DS+ DM 4 4 DpEY] =0 (3.21)

A projegao desta equagao em cada subespago resulta no sistema de equagoes (2.22),
que serd o objeto de estudo desta segao. Considere as defini¢oes (3.1), (3.3) e (3.4)

na argumentacao a seguir.
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A equacao de grau mais baixo em (3.21) é a de grau —N. Ao contrario do
caso positivo, esta equagdo possui componentes tanto em K(E) quanto em M(FE)
e o argumento de que s6 existem indices N fmpares nao é mais vélido, pois M(FE)
possui operadores de grau par e impar.

Portanto, vamos assumir que —N seja um nimero impar o que implica que os

operadores possuem a forma:

D(_f]\?mfl) = Q_2m—1 (E&_m_l) + ES;m)> + b—?m—l <E —m—1) _ E(,;m)>
D(_]\?m) g 672mH(7m)

D(,;\?erl) = Q_9m+1 (E(g;m) + E(*m+1)) 4 b72m+1 <E(fm) . E(_;erl))

- «

) = C_QH(_l)
b= (BOY 4 EQ) o (BCY - E) (3.22)

D
D

(—2
-N
(-1
-N
Tomando a equacao de grau —N:

0. D"V 4 40, DIV =0

apos substituir o operador D(__A?m_l) de (3.22) torna-se:

(Do_sm1 + 20b_om1) (Eg—m—” n ES;W>) +

«

+ (axb_gm_l + QUCL_Qm_l) (E(_m_l) - ES;m)) =0 (323)

Note a presenca de componentes em KC(F) e M(FE), ao contrario da equacao (3.8).
Essa é a origem da nao localidade das equagoes de movimento encontrada na parte
negativa da hierarquia.

Dando continuidade, temos a equagao de grau —N + 1:
.03 + |40, D] 4 [B, D] = 0
(0pC_gm — 2b_gm_1) HE™ = 0 (3.24)
A equacao de grau —N + 2 fica:
9, D2+ | [AO,DS;’”“)] + [E D(:]\?m)] — 0
(0ra_2mi1 + 20b_9m11) (Ec(y_m) + E(__amﬂ)) +

+ (axb_gm_ﬂ + Q’UCL_Qm_H - 2C_Qm) <E((l_m) - E(,_am—i_l)) =0 (325)
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e a equacao de grau —N + 3:
0,03 + [ Ao, DG 4 [B, D] = 0
(8xC_2m+2 — 2b_2m+1) H(_m+1) =0 (326)

J& é possivel inferir o comportamento geral. Todas as equagoes de grau impar
serao semelhantes a (3.25) e as de grau par semelhantes a (3.26). Por exemplo, a

equacao de grau —1 é:
@y +2003) (ECV +EG) +
(@b + 20 —2¢5) (BEV - E9) = 0 (3.27)

A equagao de grau zero ja estd contida em M(FE) e é a equacao de movimento
do modelo:

205 04 = 0
(0 yv+2b_,)HY = 0 (3.28)

Resumimos estes resultados da seguinte forma. Escolhendo um nimero positivo
impar N =1,3,5,... 0numero j devera assumir os valores j = 0,1,..., N—1. Apos

encontrar todos os coeficientes do sistema abaixo:

c_n-1=0
Opa—nj(x,t-n) + 20(z, t-N)bonj(z, T-n) =0 (J par)
Opb_nij(x,t_n) +2v(x, t_N)ansi(z,t-n) — 2c_n_14j(x,t_y) =0 (j par)
OpC_Ntj(x,t_N) —2b_n_144(z,t_n) =0 (7 fmpar)
(3.29)

e substituir o resultado na equacgao de movimento:
Or_yv(z,t_n) +2b_y(z,t_n) =0 (3.30)

a equacao de movimento, nao local, de um dado ¢_y da hierarquia mKdV negativa
¢é obtida.

3.3.1 N=-1

Como exemplo, vamos considerar o caso relativistico da hierarquia mKdV. Considere

N =1 nas equagoes (3.29):

Oza_1 + 20b_1 =
8Ib_1 + 2’UCL_1 =0
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Conseguimos resolver este sistema se somarmos e subtrairmos ambas as equagoes:
890 (CL_1 + b_l) + 2v (CL_1 + b_l) =0
81 (G,1 — bfl) —2v (a,1 — bfl) =0

Integramos diretamente e ignorando a constante de integracao obtemos:

a_1+b_1 =exp (—Z/de) e a1 —b_1=exp (2/vdm)

A equagao de movimento nao local para o campo v(x,t_1), obtida de (3.30) é:

o v — exp (2 / vd:v) ~exp (-2 / vd:zc)
— 2ginh (2 / vdx) (3.31)

Neste caso fica facil ver que podemos obter uma equagao local se introduzirmos

_9¢
- Ox
Desta maneira a equagao (3.31) pode ser transformada na conhecida equagao de
sinh-Gordon [23]:

0 ansatz:

v (3.32)

99

= 2sinh 2 3.33

6t,18:c ¢ ( )

Também poderiamos ter escolhido v = i¢,, onde > = —1, de forma que (3.31)

se transforma na equagao de sine-Gordon:
0%

= 2sin2 3.34

8t_18$ St ¢ ( )

Como ja sabemos, o caso N = —1 das hierarquias integraveis corresponde a um

modelo relativistico, que pode ser obtido através de uma reducao hamiltoniana do
modelo WZW.

3.3.2 N=-3

Vamos considerar equagoes mais baixas na hierarquia negativa. A primeira delas,
depois do modelo de sinh-Gordon, correponde ao caso N = 3 em (3.29). Assim

temos as seguintes equacoes:

Dpay +20b_y = 0 (3.35)
Oub_y +2va_y = 0 (3.36)
Doy — 20y = 0 (3.37)
Dyas +20b_, = 0 (3.39)
Oxb_1 +2va_; —2c_9 = 0 (3.39)
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As duas primeiras, (3.35) e (3.36), nds ja sabemos como resolver pois sdo as

mesmas do caso anterior:

a_3+b_3 =exp (—Q/de) e a_3—b_g=exp (Q/de) (3.40)

Substituindo este resultado em (3.37):

con [fon (2 [ o) oo [N wan

Repetindo o truque, somamos e subtraimos as duas ultimas equagoes, (3.38) e
(3.39):

836 (CL,1 + bfl) + 2v ((171 -+ b,1> — 2672 =0
Op(a_y —b_1) —2v(a_y —b_1)+2c2=0

Como sé aparece derivada em x nestas equacoes, podemos considera-las como equagoes

diferenciais ordinarias de primeira ordem. Utilizando a solugao usual deste tipo de

s = (2 fote) fon (2 [ uir) e i
a —by = —2exp (Q/de) /exp (—2 /$ vdm’) cp(z)dr  (3.42)

onde c_5 é dado por (3.41).

Desta maneira, de (3.30) obtemos uma equagao de movimento nao local, que na

equacao:

sua forma explicita fica:
v, = 26—2fvdz / o2 J* vda! / [62 fz“ vdz! 2 fz// Udz/i| dz" dzx +
+ 2€2fvdx/€2fzvda:’/ [GZfz vdx’_efQII vd:p’:| dz" dx (343)
Novamente introduzimos (3.32) de forma que esta equagao se escreve:
Pot g = / 2l / 2¢ —e 2¢<x’>] da'dx +

+ 2629 ”‘“)/ewm/ e%x —672(1)(:2/)] da'dx (3.44)

Essa é a equagao nao local, correspondente ao tempo t_3 da parte negativa da
hierarquia mKdV. Vamos tentar eliminar a nao localidade desta equagao e para isso

derivamos (3.44) em relagao a z:

¢2xt_3 — 4/ (62¢ _ €—2¢) d$+462¢¢x/6_2¢/ (62¢(x/) —2¢ >d$ldx

— 462¢¢$/62¢/ (€2¢>(z/) e~ >d:c dx (3.45)
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Derivando novamente (3.45) em relagao a x e usando (3.44) obtemos:

¢3aft_3 - 4 (62¢ - 6_2¢> + 4¢§¢xt_3

+ 4y, {62¢/€2¢ /x (€2¢(:c’) _ e’%(x/)) da’' de—
! / e / ’ (em(z’) _ €—2¢><x’>) d;c’dx} (3.46)

Usando (3.45) podemos manipular o termo entre chaves de (3.46) e reescrever essa

equacao como:

¢3rt,3 - 4 (62(1) - 6_2¢) + 4(¢w)2¢rt,3 + ¢;1¢2x¢2rt,3 -
— 49, g0, D7 (e* — e7?) (3.47)

onde introduzimos a notacao freqiientemente utilizada D = 9, e D~! é o operador
inverso.

A equagao (3.47) deixa de ser local devido ao dltimo termo. Essa equac@o nao
possui nenhuma restricdo em relacao a (3.44) e portanto ambas sao equivalentes.
Contudo, fica claro que a medida que consideramos fluxos de tempo negativos da
hierarquia, ao invés de derivadas aparecem integrais, reforcando o carater nao local
das equacgoes. A origem deste comportamento estd no fato de que a projecao da
equagao de curvatura nula no grau mais baixo (3.23), possui componentes em ambos
os subespagos K(E) e M(E). Isso deve ser comparado com (3.8) que possui somente
componente em K(E).

Como no caso da hierarquia positiva, as equagoes continuam sendo um polinémio
diferencial (ou melhor, integral) homogéneo de uma dada dimensao. Neste caso,
onde v tem dimensao 1, (3.43) tem dimensao —2, se considerarmos que cada integral

contribui com um decréscimo de uma unidade na dimensao.

3.4 Hierarquia negativa par

Ocorre algo curioso com a hierarquia mKdV. Como vimos em (3.4) e (3.3), K(E)
tom , o . : . (N)
grau impar, e na parte positiva da hierarquia o operador de maior grau Dy ’,
pertence somente a IC(F). Portanto, s6 podem existir tempos impares na parte
positiva da hierarquia mKdV, N =1,3,5,...
Na secao anterior consideramos a parte negativa da hierarquia mKdV, supondo
(=)
N

que N fosse impar, e vimos que D possui componentes tanto em K(E) quanto

em M(FE), que por sua vez possui operadores de grau par e impar (3.4). Portanto,

dentro deste contexto, nao temos nenhum argumento para rejeitar N'’s pares na
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parte negativa da hierarquia mKdV. Porém, até onde sabemos, parece que essa
consideracao tem passado despercebida.

Vamos investigar este caso, partindo da equacao de curvatura nula:
O+ Ao+ B0 n+ D+ ...+ DY =0 (3.48)

onde agora supomos que N = 2m para m € Z,. Temos também os seguintes

operadores graduados com suas componentes em (F) e M(E):

DEY = Ly, HE™
D(,iNNJrl) = A_2m+1 (E(()_m) + E(_;erl)) + b—2m+l (Eé—m) o E(_;erl))
D(_—NN+2) — 072m+2H(7m+1)

DY = c,HY

D(__]\}) = a—1 (ngl) + E(_036> +b (E((;l) _ E(_00)4> (3.49)

Uma observacao importante é que na parte positiva da hierarquia o operador de
maior grau, D](\J,V), estd inteiramente contido em KC(FE) como explicitado em (3.7). Ja
na parte negativa impar, o operador de menor grau D(__NN) possui componentes em
ambos os subespagos K(E) e M(FE) conforme (3.22). Agora, para a parte negativa
par, o operador D(__NN) volta a estar inteiramente contido em um dos subespacos,
mas desta vez D(:NN) € M(FE) conforme manifesto em (3.49).

No caso positivo obtemos equacoes locais. Para o caso negativo impar somente a
equacao relativistica pode ser escrita localmente. A principio todas as outras sao nao
locais. Para o caso negativo par, veremos que as equagoes voltam a ser locais. Este
comportamento estd relacionado com o fato de D(:NN) ou D](\],V), estar inteiramente
contido em um dnico subespaco.

Como o leitor ja deve estar familiarizado com o procedimento, tomamos grau a
grau em (3.48) e substituimos os operadores (3.49). Assim, encontramos as seguinte

equacoes:

c_nN = constante

Opa_nij(x,t_N) +20(x, t_N)b_nyj(z,t_n) =0 (j fmpar)
Opb_nyj(z,t_n) +20(x, t_N)a_nij(x, t_n) — 2c_n_14j(x,t_n) =0 (j impar)
Opconj(@, ton) = 20-N-145(z, t-n) =0 (J par)
(3.50)

bem como a equacao de movimento:

Or_yvo(z,t_n) +2b_qy(z,t_n) =0 (3.51)
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Nestas equacoes N = 2,4,6,...e57=1,..., N — 1 para um dado N.

341 N=-2

Como exemplo, vamos considerar o modelo descrito por N = 2 no sistema (3.50).

Temos as seguintes equacoes:

c_9 = constante
893&,1 + 21)(7,1 =0
83317_1 + QUCL_l — 26_2 =0

Podemos resolver este sistema somando e subtraindo essas equacoes:

896 (&,1 + bfl) + 2v (G,1 -+ bfl) — 2672 =0
8w (a_1 - b_l) —2v (a_1 - b_l) + 26_2 =0

Essas duas equagoes sao equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem para

a variavel x, e os coeficientes podem ser obtidos como fungao de v. Integrando estas

a_1+b_1 = 2c_sexp (—Q/de) /exp (2/ vdx') dx
a_1—b_1 = —2c_oexp (Q/de) /exp (—2/ vdx') dx (3.52)

Portanto, a equacao de movimento para o campo v, obtida de (3.51) é:

equacoes:

Dy, v+ 2c_ge 2 Vi / 27 gy 4 92 v / e 2 vl gy — (3.53)
Por economia de notacao*, introduzimos v = ¢, de forma que (3.53) fica:
Gut_, + 2c_0e 2 / e2?dx + 2c_qe* / e 2%dr =0 (3.54)

Vamos tentar eliminar as integrais desta equagao. Derivando (3.54) em relacao

a r obtemos:
Gowt_, +4c_o +4c_20, (6% / e W dy — e / 62¢dx) =0 (3.55)

Derivando (3.55) novamente:

P32ty + 80-2@% (€2¢/6_2¢d93 + 6_2¢/62¢d:17) +

+4c_o09, (62¢/62¢dx — e2¢/62¢d:v> =0 (3.56)

fVeremos a seguir que nao precisamos do campo ¢ neste caso, pois a equacao serd local para v.
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No primeiro parénteses de (3.56) substituimos (3.54) e no segundo parénteses

substituimos (3.55). Assim obtemos:

Bsat_ — A2 Put_y — (02) " Pontant , — 4C o (P0) " Bop = 0 (3.57)

Note que podemos voltar para o campo v e curiosamente obtemos uma equagao
local:

Vaat_y — 4020, — 0 M0y, — 40 M0, = 0 (3.58)

onde fizemos ¢_y = 1.

A equagao (3.58) é uma nova equagao integravel e s6 foi obtida em [22], resol-
vendo o problema de autovalores de Lenard, o que envolve operadores de recursao
e seus operadores inversos, que nao sao facilmente construidos. Além disso em [22]
nao fica claro que esta equagao corresponde a projecao em graus negativos pares da
hierarquia mKdV, e equagoes associadas a graus negativos impares nao sao consi-
deradas.

Apesar de s6 considerarmos este exemplo, fica claro que as outras equagoes con-
tidas na hierarquia mKdV, com graus negativos pares, podem ser obtidas da mesma

maneira e este comportamento se repete.
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Capitulo 4

Hierarquia AKINS

A hierarquia AKNS possui a mesma algebra da hierarquia mKdV, porém operado-
res E e @), diferentes. Este segundo exemplo ilustra como uma mesma estrutura
algébrica pode nos levar a modelos bem diferentes. A hierarquia AKNS possui dois
campos e a mais conhecida de suas equagoes constitui o modelo de Schréedinger
nao linear, nao relativistico. Consideramos modelos de ordem mais alta. Outro caso

conhecido é o modelo relativistico da hierarquia, chamado modelo de Lund-Regge.

4.1 Definicao da hierarquia

Definimos a hierarquia AKNS através da seguinte estrutura algébrica:

G = A
Qs = d
E = HWY (4.1)

Das relagoes fundamentais de comutacao obtemos:

Q. B = nEL)
Qs H™] = nH™ (4.2)

Portanto, a algebra é decomposta nos seguintes subespacos:

g = {B, B 1| (4.3)

o - )

onde m € Z. Das definigoes (2.15) e das relagoes fundamentais de comutagcao é facil

verificar que:

K(E) = {H™}
M(E) = {E&m),E(fZ)} (4.4)
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Note que ao contrario da hierarquia mKdV, nao existe uma separacao entre graus
pares e impares pois C(FE) possui operadores de ambos os graus.
Como Ay € GO N M(E) as relacoes (4.3) e (4.4) implicam que:

Ao = q(z,t5)EQ + r(z, ty) EY) (4.5)

As componentes ¢(x,ty) e r(z,ty) sdo os campos fisicos do modelo e ty é o tempo
de uma das equacoes da hierarquia, fixada pelo indice N. Vemos que ao contrario
de (3.5) temos dois campos neste caso, e que a escolha dos operadores F e ()5 é que

determinam os campos fisicos do modelo.

4.2 Hierarquia positiva
O ponto de partida é a equacao de curvatura nula na forma:
[8x+E+AU,atN+D§VN)+D§VN’1)+...+D§3)] =0 (4.6)

Dos subespacos (4.3) e (4.4) vemos que todos os operadores DEVN) sao constituidos

de componentes pertencentes a IC(E) e M(E), e sua forma geral ¢:
D](\][V_j) = (IN_]‘E((XN_].) + bN_jE(j\oc_j) + CN_jH(N_j) (47)

onde as componentes desses geradores sao fungoes de x e ty, e j € Z,..
Agora projetamos a equacao (4.6) em cada subespago graduado e utilizamos a

forma explicita dos operadores em (4.7). A equacao de grau N + 1 é:

N
[E, Dt ’] — 0

2ayENTY —2p BV = g (4.8)

Ambos os geradores pertencem a M(E) mas sao independentes. Entao concluimos
que ay =0e by =0.

A equagao (4.6) no subespago de grau N é:
0.0 + |40, D] + B, DYV = 0
2(an-1 — qen) BN + 2 (rey — b)) EY) + 8, HY = 0 (4.9)

) enquanto (4.9) determina

Note como (4.8) determina as componentes M(E) de D](\],V
a componente KC(E), além das componentes M(E) de D](VN_I). Esse comportamento

é repetitivo.
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A préxima equacao é a de grau N — 1:

9, DY ¢ [AO,D%V‘”} n [E D%V—ﬂ _ 0

(N-1)

(Opan—1 —2qcN—1 + 2an_2) +
+ (8be_1 + 2rcey_1 — QbN_z) E(,]Z_l) +
+ (8176]\7_1 + qbn_1 — TbN_l) H(N_l) =0 (410)

Fica facil ver que a equacao de grau N — 2 tera a forma:

(Oran—2 — 2qcn—2 + 2an_3) ENY 4 (Oxbn_o + 2ren_o — 2bn—3) E(,]z_Q) +
+ (Open—o 4+ qby o — Tby_o) HN=2 =0 (4.11)
e assim por diante.
Para a equacao de grau 1 temos:
0.DY + |40, 0| + [E, D] = 0
(Dpa1 — 2qc1 + 2a0) BV + (9,by + 2rey — 2bg) E(}; -+
+ (Dgey + qby — b)) HY = 0 (4.12)
E por dltimo a equacao de grau zero fornece:
2,0 + [AO, D§3>] — 9 Ay = 0

(0rap — 2qco — Oryq) EC(YO) + (0xbo + 2rco — Opy 1) E(,Oo)é +
+ (Dpco + qby — b)) HO = 0 (4.13)
Note que o ultimo termo de (4.13), pertencente a K(E), determina ¢y em termos de
r e q. As componentes M(FE) desta equagao, que sao os dois primeiros termos, sao
as equacoes de movimento. Observe que sao equagoes nao lineares acopladas.

Resumimos os resultados (4.8)—(4.13). A parte positiva, nao relativistica, da

hierarquia AKNS é gerada pela resolugao recursiva das seguintes equagoes:
an(z,ty) =by(z,ty) =0
Ovan—j(z,tn) — 2q(x, tn)en—j (2, tn) + 2an—1—j(x, ty) =0
Oxbn_j(x,tn) + 2r(z, tn)en—j(z, tn) — 2bn—1—j(x, ty) =0
Opcn—j(x,tn) + q(z, tn)by—j(z, tn) — r(z, tn)an—;(z,tn) =0
Oxco(,tn) + q(z, tn)bo(x, ty) — r(z, tn)ag(x,ty) =0 (4.14)

onde N € Z, é um numero dado, e j assume os valores j = 0,1,..., N — 1. Apos

obter todos esses coeficientes as equagoes de movimento sao dadas por:

O q(x,ty) — Ozap(z,tn) + 2qco(z,ty) =0
Oryr (2, tN) — Oubo(x, ty) — 2rcy(z,tn) =0 (4.15)
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Assim todos os modelos da hierarquia AKNS sao construidos.

4.2.1 N=1

Considerando N =1 em (4.14) e (4.15) temos:

ap =b =0
—2qc1 +2a9g = 0
2rc; —2by = 0
o,ci = 0

Ogzco = 0

Substituindo nas equagoes de movimento (4.15):

qt, — C1Gz + 2¢0g =0
Ty, — €17y — 2rco =0 (4.16)

As constantes arbitdrias podem ser eliminadas por mudanca de escala ou por

escolha. Fazendo ¢y = 0 e ¢; = 1 obtemos:

qt, = 4z, Ty, =Ty (417)

Para ficar claro que os coeficientes ¢y e ¢; da equagao (4.16) podem ser absorvidos
por mudanca de escala apropriada, considere a transformacao ¢ — uq e x — ¢,

onde u = u(z,t;) é uma fungao arbitraria. Assim, a primeira equagao de (4.16) fica:
u (g = Ga) + (U, — s +2¢0) g = 0 (4.18)

Basta escolher u como solugao da equagao contida no segundo parénteses de (4.18)
que obtemos a primeira equacao de (4.17). Raciocinio andlogo se aplica para a se-
gunda equacao de (4.16), assim como para os exemplos seguintes. A transformagao
mais geral possivel destas equagoes consiste em transformacoes de Galileu e redi-

mensao das variaveis = e ¢;.

422 N=2

Para N =2 em (4.14) obtemos:

—2qco +2a1 =0 0za1 — 2qcy + 2a9 =0
27’02 — 2b1 =0 &Ebl + 27’61 — 2b0 =0
Ogzco =0 Ozc1+qby —ra; =0

0x¢co + qbg — rag =0
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As primeiras trés equacoes sao idénticas ao caso anterior, e nao hé nada a ser

resolvido. Substituindo estes coeficientes nas outras equagoes:

1
agy = —§C2axq + 19
by = 502@7" + cr
89301 =0
E a ultima delas fica:
1 1 1
0xCo = C17q — §CQTaxq —cqr — 502qam7‘ = —§8m(qr)

Logo, ignorando a constante de integracao desta ultima relagao, as equagoes de

movimento (4.15) nos dao:

1
Gty — C14z + 5Q2x —g’r=0
1
Tty — C1Qx — 57’23: + caqr® =0 (4.19)

Com as escolhas usuais das constantes, ¢; = 0 e ¢ = 1, as equagoes de movimento

assumem a forma do famoso modelo de Schrédinger nao linear [3, 14]:

1 2
C]t2+§QQz—C] r=20
]‘ 2
th - §T2x + qr- = 0 (420)

Novamente lembramos que a escolha das constantes ¢ compativel com mudancas de

escala das varidveis.

423 N=3

Para o caso N = 3 devemos resolver:

—2gc3 4+ 2a5 =0 Oya9 — 2qco + 2a; = 0 0ya1 — 2qc1 + 2a0 = 0
2637“ - 2b2 =0 @;bg + 27”62 - 2b1 =0 &;bl + 27"61 - 2b0 =0
Oyc3 =0 0zCo + qbs — ras =0 0z¢1 + qby —ra; =0

0xCo + qbg — rag =0

Nas primeiras trés equagoes nao a nada a ser feito e as proximas trés sao idénticas

ao caso anterior:

1
a1 = (Cy — §Csaxq

bl = recg+ 5636967“

83502 = 0
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Substituindo estes resultados nas trés primeiras equagao da ultima coluna obte-

mos facilmente:

1

cT = —563q7'
1

ag = —503q27’ - 5023;561"' 1033561
1 1 1

by = —§C3q7"2 + §cgaxr + 103837'

Para encontrar ¢y é necessario integrar a tultima equacao. Isso é feito sem pro-

blemas e o resultado é:

1 1
o= —§cgqr — Z—ng (g0, — 10:q)

Desta maneira, as equacoes de movimento (4.15) assumem a forma:

) 1 | .
— CoQ°T + =C3qTQy + =CoQur — —C3Qpmn =
Qi3 24 5 3qTq 5 24 4 34
, 3 1 1
Ty + Coqr + SC3qITs = 502 aw = JCalaan = 0 (4.21)

Com as escolhas usuais, co = 0 e ¢c3 = 1, as equagoes de movimento para N = 3 da

hierarquia AKNS sao:

1 3
Qts — ZQ?)a: + aqTCI:c =0
1 3
Tty — ZTSI + 5(17’% =0 (422)

Esse modelo, assim como os anteriores, foi obtido em [14] utilizando o operador
de recursao.

424 N=4

Antes de considerar a projecao negativa da hierarquia, vamos mais um passo adiante

e considerar o caso N = 4, onde devemos resolver o seguinte sistema de equacgoes:

—2qcy + 2a3 =0 0xc3 + gbs — rag =0

2rcy — 2bs = 0 Oybs + 2rcs — 2by =0

0zc4 =0 03+ gbs —ras =0
Ozt — 2qco + 2a7 = 0 Oza1 — 2qcy + 2a9 = 0
Ogby + 2rcy — 2b; =0 Oyby +2rcg —2by =0
O0zCo + gby —ras =0 Ozc1+qgby —ra; =0

O0xco + qbg — rag =0
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Seguindo procedimento andlogo aos outros casos estas equacoes podem ser re-
solvidas recursivamente. Os cdlculos sao diretos embora um pouco mais trabalhosos.
Os termos podem ser arranjados de forma que os integrandos sejam diferenciais e-
xatas, e o resultado disso é:

ay = C3q— 50435561
1
by = c3r + 5(248357”
B 1
Cy = 2C4q7‘
a; = 2C4q r 203 zd 464 24
1 1 1
by = —564(]7"2 + écsaﬂ + 1040§r
1 1 1
c1 = —503(]7“ — 164q8$r + ZC4Tamq
1 3 1 1
ag = —§C3q27’ —+ ZC4qraxq + Zagq - §C4aiq
1 3 1 1
by = —503q7‘2 - 16497’@@7’ + 103337" + §C462T
1 1 3 3 1
:—896——31 o 2r? _8x8x——82
o 4r q 4q r 4+ 8C4q re + 864 T0zq 864 x(,rq>

onde ¢3 e ¢4 s@o constantes. Assim, as equagoes de movimento (4.15) nos fornecem:

1 1 3 1
e A CROILCS S T
3 3 1 1
- ZC4QTQQI - 1047’(%)2 - 103(]31: + §C4C]4z =0 (4-23)
+1( 1) r’q, + Ly S ear 4 (rq)2s +
T —(cg—1)r7qg, —+4+c TTy — —Cuq°T —cu47(7q)2s
ta 5 3 q B 314 1 4q 1 4T\7rq)2
3 3 1 1
+ ZC4q7”?”2x + ZC4(](7’$>2 — Z__LC?)TBI — §C47’4$ = O (424)

Novamente escolhemos as constantes arbitrarias, c3 = 0 e ¢4 = 1, e obtemos as

equagoes do modelo de quarta ordem da hierarquia AKNS:

1 3 1 3 3 1

1
qty — §q27’x + 5(17”% + qurQ - ZQ(TQ)M - qu(hx - ZT%Q; + §Q4x =0
1 1 3 1 3 3 1
T, — 57"2% + 20— Zq27“3 + ZT(TQ)% + 7972 + qui gl = 0 (4.25)

Fica claro que podemos considerar ordens mais altas e todas as equacoes, nao
relativisticas, da hierarquia AKNS positiva sao equacoes diferenciais nao lineares e
acopladas nos campos q(z,ty) e r(z,ty).
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4.3 Hierarquia negativa

Como sabemos, a equacao de curvatura nula em termos de operadores de graus

negativos possui a forma:
[agc +E+ A0+ D+ DN 4+ DY =0 (4.26)
De acordo com (4.3) e (4.4) os operadores de grau —N + j sao dados por:
D(:NNJrj) _ aiNJrjE(();NJrj) + beHE(_;NH) + CiNJer(fNJrj) (4.27)

A equagao de grau —N em (4.26) é:
0.0 + [40, D] = 0

(Ora_n — 2qc_n) E((;N) + (Oxb_n + 2rc_p) E(_;N) +
+ (Dpen +gb_y —ra_y) HTN) = 0 (4.28)

A de grau —N + 1 é:
0D+ |4, DYV 4 [B, D5 = 0

(Opa—_n41 — 2gc—n41 + 2a_n) E&_NH) +
+ ((‘Lb_NH + 27“C_N+1 - 2b_N> E(__aN+1) +
+ (0zc_Ni1+qb_Ni1 —Ta_Ni1) HENHD = (4.29)

Continuamos desta maneira até a equacao de grau —1. Para a equacao de movi-

mento, de grau zero, temos:
B, =040 = 0
(2a_1 — 8 yvq) EQ — (201 + 0, xr) EC) = 0 (4.30)
Entao, as equacoes de movimento da parte negativa da hierarquia AKNS sao
obtidas resolvendo-se recursivamente o sistema de equagoes:
a_yi1(x,t_n) =b_nii(z,t_n) =0
da_nij(x,t-n) — 2q(x, tn)c-Nij(2,t-N) + 2a_Ni145(z,t-N) =0
Ob_nyj(z,t_n) +2r(z, ton)conij(@ton) — 2b_Ni14j(z,ton) =0
Oc_nyj(x,ton) + gz, tN)bonyj(x, t_n) — r(x,t_n)a_nyij(z,t_n) =0
(4.31)

onde N =1,23,...e7=0,1,...,N — 1. As equagbes de movimento sdao dadas

por:

Or_yq(z,t_n) —2a_q(z,t_n) =0
Or_yr(z,ton) +2b_1(x,t_n) =0 (4.32)
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4.3.1 N=-1

Consideramos o modelo relativistico da hierarquia AKNS, correspondente a N = 1
nas equagoes (4.31):

Oda_1 —2qc_, = 0

ob_1+2rc., = 0

Jc_1+qgb_1—ra_y = 0
Ao contréario da hierarquia mKdV, encontrar a_q, b_; e c_; que resolvam este
sistema nao é tao ébvio. Poderiamos integrar as duas primeiras equacoes obtendo
a_1 e b_1 como funcao de r, ¢ e c_q, e substituindo estes resultados na terceira
equacao teriamos que resolver uma equacao integral para c_;. Depois de resolvida
obteriamos todos os coeficientes como funcao de r e g. Ao invés disso, vamos con-
tornar este problema por uma abordagem mais facil. Vimos anteriormente que a

equagao de curvatura nula correspondente ao caso relativistico (2.23), possui solugao

na forma (2.24). Utilizando as varidveis = e t_; temos:
Ag=-0,BB™" e DY =Be B! (4.33)

onde e. = Et = H=Y. O operador B é um elemento de grupo e possui grau zero,

portanto é uma exponencial de geradores de GO.

B = exp (XE@y) exp (QSH(O)) exp (wEéo)) (4.34)

onde x, ¢ e 1) sdo os campos fisicos do modelo. A idéia é escrever Ay em (4.33) como
funcao destes campos, e comparando com Ay = qE&O) + TE(_(E de (4.5), obtemos g e
r como funcao de y, ¢ e 1.

Substituindo (4.34) em (4.33):

) © © (0
Ay = — (efoaedﬂf(o) oVEx 3m¢Eé0) + 6XE*‘16¢H(0>@I¢H(0)6¢EQ +
© ) © ©
+ XPag B0t b >€_¢Ea e 0H e ~xE, (4.35)
Calculamos termo a termo de (4.35) usando a expansao

e*Be ™ = B+ [A, B] + % [A,[A, B]] +... (4.36)

. . ~ 1 . ,
e as relagoes fundamentais de comutacao de A§ ), Apos fazer estes calculos, encon-

tramos:

Ay = —P0PED + (220, — 2x0,6 — Dux) EY) +
+ (e*x0,¢ — 0,0) HO (4.37)
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Comparando com Ag = qE&O) + TE(_O(BC obtemos:

az¢ = 62¢Xaarw
q = —€2¢3m¢
r o= e2x20,) — 2x0,0 — Oy x (4.38)

Note que os trés campos relativisticos nao sao independentes. Usualmente elimina-
se ¢ em funcao dos outros dois. Isto é um resultado esperado pois na construcao de
curvatura nula sé temos dois campos, g e 7, e nao trés como em (4.34).

Fazemos o andlogo com D'5" em (4.33):
DY = (Bl VB ) ) (v ol i) (4.39)
Usamos novamente (4.36) e as relagoes de comutagao para obter:
DY = —29e*ECY 4+ (2 + 20x2e*) BV + (14 20xe®) HCY (4.40)

Comparando (4.40) com D(__ll) = a_lEé_l)+b_1E(:al)+c_1H(’1) obtemos os seguintes

coeficientes:
a_; = —2pe*
boi = 2x +2ux%e*
.y = 1+ 2¢xe* (4.41)

Com estes resultados, poderiamos obter as equagoes de movimento em termos
dos campos 1 e x, onde tentariamos eliminar o campo ¢ em funcao dos outros
dois. Entretanto, as equagoes de movimento possuem uma forma mais simétrica e

simplificada se introduzirmos novos campos, definidos por:
b=1e’ e {=xe’ (4.42)

Escrevendo (4.38) e (4.41) em termos dos novos campos (4.42) obtemos:

_ XOY
0 = =% )
B _e¢8z¢
¢ = TTA
r o= —e %0,%
a1 = —22;6(1)
by = 2ve ¢+ 2xle?
c., = 1+20% (4.43)
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onde
A=1+x¢ (4.44)

Com os resultados (4.43), substituimos estes dados em (4.32) e obtemos as

- ]
8t_1 (amze ) —4Q/Je¢ = 0

O, (0.Xe™?) —4xe™® — 4hxPe™® = 0 (4.45)

equacoes:

Esta equagao ainda nao estda na sua forma final. E preciso eliminar o campo ¢.
Note que para fazer isso, é necessario abrir a primeira derivada nas equagoes (4.45)
e devemos ser capazes de escrever 0;_, ¢ como funcao de y e ).

Para fazer isso lembramos alguns resultados. Substituindo os potenciais (4.33)
na equagao de curvatura nula, obtemos a equagao (2.25). Conjugando esta equagao
podemos obter a equagao (2.26) que é equivalente. Veja que poderfamos ter escolhido
potenciais de acordo com (2.26) e obter diretamente esta equagdo. O ponto que
queremos argumentar é que B~19, , B contém a mesma informacao que Ay em (4.33)
e portanto s6 pode ter componentes em M (FE). Substituindo a forma explicita de
B e impondo que a componente de H® que pertence a K(E), seja nula, obtemos

0;_, ¢ como fungao dos outros dois campos. Explicitamente:

_ _yp0) o) _.,r) (0) (0) (0)
B8, B = e VB ool o xES g, (ean pHH© WE >

utilizando a expansio (4.36) e as relagoes de comutagao podemos obter:

B0, B = (-20*0, ,xe* +2¢0, ¢ + 0, ) B +
+ 0 e ES) + (0,6 — 00, xe*) HO

e portanto, o coeficiente do tltimo termo deve se anular. Ja escrevendo este resultado

em termos dos campos (4.42):

%Bat—1>~<
= — 4.4
at,ﬁb A ( 6)
Entao, a primeira equagao de (4.45) fica:
0o\ | V00 X -
;. ( X ) e =0 (4.47)
e a segunda equacao:

O, 0:X — L — Ay — 4P =0 (4.48)

8t71XaxX
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Um truque algébrico permite escrevé-la numa forma melhor. Note que

OuX 1 . 1 . /- . ~
o, ( < ) = 00X = 500X (PO, X + 01, ) (4.49)

Dividindo (4.48) por A e usando (4.49) bem como a definigao de A em (4.44)
encontramos:

X o 47 =0 (4.50)

As equagbes (4.47) e (4.50) sdo as equagdes de movimento do modelo na sua

o (&cx) L XOXO Y

forma final [3]. Observe que elas sdo simétricas pela troca Y < x. Essas sio as
equagoes de movimento relativisticas da hierarquia AKNS, e sao conhecidas como o
modelo de Lund-Regge.
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Capitulo 5

Operadores de recursao

Considerando ambas as hierarquias anteriores, mKdV e AKNS, mostramos como
as equagoes de uma mesma hierarquia estao relacionadas através do operador de
recursao. O operador de recursao conecta essas equacoes e sua existéncia é devido

a condicoes de simetria das equacoes.

5.1 Operador de recursao da hierarquia mKdV

No capitulo sobre a hierarquia mKdV consideramos a construcao de diversas equacoes
diferenciais, partindo do sistema (3.14). E intuitivo que a equagao correspondente
ao tempo £y o possa ser relacionada com a equacao para o tempo ¢y, pois a solugao
do sistema (3.14) em ambos os casos ¢ muito semelhante.

O mesmo ¢ verdadeiro se considerarmos o sistema de equagoes (3.29), correspon-
dente a parte negativa da hierarquia. A equacao para o tempo t_y_o deve estar
relacionada com a do tempo t_y. Vamos considerar estas relagoes explicitamente e

construir essa conexao, que se manifesta através do chamado operador de recursao.

5.1.1 Parte positiva

Para tornar clara a argumentacao acima, vamos escrever as equagoes COITespon-

dentes ao tempo ty e ty,o dadas por (3.14):

ay =1 anio =1
CN-1 =7 CN4+1 =V
Opcn—1 —2by_2 =10 aacCN+1 —2by =0
O an—_o + 20by_9 =0 Ozan + 2vby =0
O,bn_s + 2van_2 — 2cn_3 =0 O,by +2vay —2eny_1 =0
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axCQ - 2b1 =0 8xc4 - 2b3 =0

036@1 + 2?)b1 =0 ('396&3 + 21}[73 =0
@,;bl + 2’00,1 - 20() =0 6xb3 + 21)@3 - 202 =0 (51)
59602 - 2b1 =0

Oga1 + 2vb; =0
axbl + 21)&1 - 260 =0
(9th = c%co atN+2U = 8100 (52)

As equagoes alinhadas possuem a mesma forma e solugao. No caso N +2 existem
trés equacoes adicionais que podem ser escritas com base nos dados das equagoes de
N, e isso nos permitira relacionar a equacao de movimento de N + 2 com a equacao
de movimento de N.

As equagoes sao exatamente as mesmas desde o comego até a equagao (5.1), onde

podemos fazer a seguinte identificacao:

Co = Cp (53)

N+2 ‘N

Como 0O, v = 0,¢9, da equagdo logo abaixo de (5.1) e da identificagdo (5.3)

temos: 1 ]
b = —0, = -0 5.4
Unge = 292y — 290 (54)
Das duas equagoes seguintes concluimos que:
ay N = —/U@tNdx
1
CO‘N+2 = ZaxatNU — v/v(‘)thdm (5.5)

Portanto, a equacao de movimento (5.2) para N +2 pode ser escrita como funcao
de Oy, v:

(9,5 v = 800‘
N+2 z N42

15 2
= Zﬁx (Oryv) — v° (O v) — Um/v (Oryv) dzx (5.6)

Assim, acabamos de mostrar que:

ov ov
Otnya Oty
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onde

1 1
R = ZD2 — DvD 'y = ZD2 —v? —v, D (5.8)

é o chamado operador de recursao [14]. Introduzimos a notagao 9, = D e D™! é seu
operador inverso.
Também podemos escrever essas relacoes em uma forma interessante para o

campo v = ¢,. Considere:

p 2o _ (102 —D%Dl%> p2% _p <lp2 _ @D1%0> 09

Otnio 4 ox ox oty 4 ox ox Oty
ou seja:
06 _ (11 09,00 90

E ainda, podemos obter todas as equagoes partindo da primeira equacao da

hierarquia positiva. Como sé ocorrem tempos de indice impar, temos:

8¢ o ~m8¢
s =R o, (5.10)
onde
5l 09,09
Rf4D 83:D 8:cD (5.11)

A equagao (5.10) com o operador de recursao (5.11) é a mesma obtida por

Tracy/Widom em [23], utilizando um outro método.

5.1.2 Parte negativa

Apesar de nao desejarmos ser repetitivos, vamos considerar explicitamente as relagoes
de recorréncia para a parte negativa da hierarquia mKdV, pois o operador de re-
cursdo obtido é na verdade o operador inverso de (5.8), ou (5.11), e geralmente,
tentar inverter diretamente operadores deste tipo nao é uma tarefa das mais faceis.

Do sistema de equagoes (3.29) temos:

(%a_N + Q’Ub_N =0 8ICL_N_2 + 2Ub_N_2 =0
Oyb_n +2va_ny =0 Opb_N_o+2va_n_o—2cny_1 =0
&CC,NH — Qb,N =0 &EC,]\[,l — Qb,N,Q =0
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OyC_9 —2b_3 =0 Opc_y —2b_5 =0
Oga_1 + 20b_1 = Oga_3 +20b_3 =10
Oyb_1 +2va_1 —2c_9 =0 Oyb_3+2va_3 —2c_4 =0 (5.12)
O0pC_9g —2b_3 =10
Ogza_1+2vb_1 =0
O.b_1 +2va_1 —2¢c_9=0
Op_yv=—2b_4 Oy, =—2b_4 (5.13)

Entao, das equagoes (5.12) e da equagao de movimento para t_, (5.13), podemos

fazer a identificacao:

1
b_S)_N_Q = b_l‘_]\[ = —567571\,?} (514)
Portanto:
c_9= —/8t_Nvdx (5.15)

Os outros coeficientes sao obtidos de:

(95,; (a,1 -+ b,1> + 2v (CL,1 —+ bfl) — 2072 =0
83; (Cl_l - b_l) —2v (a_1 + b_l) + 26_2 =0 (516)

Integrando as equagoes (5.16) e utilizando a relagao (5.15), apds substituir os

resultados na equacao de movimento (5.13) para t_y_o, obtemos:

-1 —1 —1 —1 8
v — <2€2D ’L)D—le—QD 'UD—l 4 26_2D 'UD—162D ”L)D—1> v (517)
8t_N_2 8t—N
ou seja:
ov ov
=9 5.18
at_N_z 0t_N ( )
onde
S = 9¢2P v p—1,—2D7 v -1 + 9e~ 2D v p=1,2D" v =1 (5.19)
Pode-se mostrar que o operador S é o inverso de R definido em (5.8).
Introduzindo v = ¢, podemos transformar a relagao (5.17) em:
p_ % (2¢**D~'e D + 27D~ D ) p 2
Ot_N_2 ot_n
0 _ (2D~ 'e**D e + 2D e D) o (5.20)
Ot_N_2 Ot_n
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ou ainda:

d9 am 09
— =5"— 5.21
Ot _9m—1 oty ( )
onde:
S=2D"1e*D e L 2D e 2 D12 (5.22)

A equagao (5.21) com o operador de recursao (5.22) também foi obtida em [23].
Além disso [23] prova que S = R~ como haviamos mencionado. Note que a equacao
(5.21) s6 vale para os tempos impares da parte negativa da hierarquia mKdV.

Utilizando o sistema (3.50) obtemos o mesmo operador de recursao obtido em
(5.21) para os N'’s negativos pares, porém, estas equagoes nao estao conectadas com
os N impares, de modo que o ponto de partida é a equacao N = —2 obtida em
(3.58).

5.1.3 Equacao de sinh-Gordon

Como exemplo vamos obter a equacdo de sinh-Gordon, j& obtida em (3.33) pelo
método de curvatura nula, mas desta vez utilizando o operador de recursao (5.22).

Da equagao (5.21), e de ¢y, = ¢,., temos:

0%¢ ¢
= (2e**D 7' 4 22D 1) — 5.23
G or 2D 2 “) 5 (5.23)
Calculando um dos termos, ou outro é analogo:
v 0
22D 1Dy = 262 / 2099 4
o ox'
¢
= 2e2¢/ e 2"du
0
¢
= —e¥ (™) ‘ =e* —1 (5.24)
0
onde supomos que ¢(x) — 0 quando z — +oo. Entdo (5.23) fica:
92
m_i;x =e* —14+1—e2 =2sinh2¢ (5.25)

que ¢é a equacao de sinh-Gordon:

Todas as equacgoes da hierarquia mKdV, tanto para a parte positiva da hierarquia
quanto para a parte negativa, podem ser obtidas usando os operadores de recursao.
Porém, para as equacoes de tempo negativo par, a equacao de partida deve ser
a de tempo t_5. Todas as equacoes apresentadas nesta dissertagao foram obtidas
pelo método de curvatura nula e também através dos operadores de recursao. Os

resultados sao idénticos.
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5.2 Operador de recursao da hierarquia AKNS

Da mesma forma que na se¢ao anterior, construimos o operador de recursao para a

parte positiva da hierarquia AKNS.

5.2.1 Parte positiva

Utilizando o sistema de equagoes (4.14) temos:

—2qcy +2any_1 =0 —2qcny1 4+ 2ay =0
2rey — 2by_1 =10 2reyg; — 2oy =0
Og,ey =0 Ozcni1 =0
0ya1 — 2qc1 + 2a9 =0 Opa — 2qco + 2a; =0
Oyby +2rcy — 2bg =0 Ogby + 21rcy — 2b; =0
0x¢1 4+ gby —ra; =0 0zCo + gby — ras =0
0x¢co + qbg — rag =0 Ozc1+qgby —ra; =0

0ya1 — 2qc1 + 2a9 =0
O0,b1 + 2rc; —2bp =0
0xCo + qgbg — rag =0
Oinq — Orap + 2qco = 0 Oinrq — Orao + 2qco = 0
g7 — Opby — 21rcy =0 Opna7 — Ogby — 2rco = 0 (5.26)

Entao podemos fazer as seguintes identificacoes:

ay = CL())
N+1 N
bl - bo
N+1 N
C1 = Co‘
N+1 N
E portanto:
1
o Nl —§8th
b = 18
0 N4l — 2 tNr
1
Co Nl = —5/(q8tN7’+7”8th) dx (527)
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Substituindo estes resultados nas equagoes de movimento do lado N+1 em (5.26)

obtemos o operador de recursao procurado:

0 ¢\ [ —3D+q¢D7'r gD 1q 0 q (5.28)
Ona \ r | —rD™1q iD—rDq ) Oty \ r '

Ou ainda, podemos obter todas as equagoes da parte positiva da hierarquia AKNS

d q N0 [ 4
= R"— 5.29
atN+1<T) ah(?") ( )

—ip+ gD~ tr gD 1q
R= 2 o 1 . (5.30)
—rD™q 5D —rD™q

a partir da equacao de t:

onde [14, 24]:

5.2.2 Schrodinger nao linear

Como um teste de consisténcia, vamos considerar a equagao para to, obtida de (5.29).

Fazendo uso de (4.17) temos:

0 [ q —:iD+q¢D7'r gD 1q 0 [ q
9 - ) 7 (5.31)
oty \ r —rD™1q sD—rD7q | Oz \ r

Resolvendo:
D (a\ _ [ 3% taD (rg, +qra)
Oty \ 7 —rD7 (rgy + qra) + 370s
1 2
— 54z + qr
_ ( e+ ) 5:32)
—rq + §rxx
que ¢ a equagao NLS obtida em (4.20).
Pode-se obter equagoes de ordem tao alta quanto se queira aplicando o operador
de recursao.

A existéncia destes operadores de recursao deve-se ao alto grau de simetria pre-

sente nas equacgoes de hierarquias integraveis.
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Capitulo 6

Solucoes

J& estudamos a construcao de hierarquias integraveis partindo da equagao de cur-
vatura nula com uma &lgebra de Kac-Moody. Agora desenvolveremos um método
para obter solucoes destas hierarquias, utilizando a mesma estrutura algébrica.
Obteremos uma érbita de solugoes a partir de uma solugao trivial de vacuo. As

solugoes multi-solitonicas corresponderao a pontos especiais desta dérbita.

6.1 Meétodo de dressing

Vamos utilizar o método desenvolvido em [17], e suas respectivas referéncias, que
consiste numa generalizacao de trabalhos anteriores®. FEste método utiliza a es-
trutura de uma algebra de Kac-Moody graduada, e nos permite obter solucoes de
todas as equagoes de uma hierarquia integravel, partindo de uma solugao (trivi-
al) conhecida. O método é suficientemente geral e sistematico, ndo envolvendo
certos ansatz’s como no método de Hirota [18, 19], por exemplo. As solu¢oes multi-
solitonicas correspondem a casos especiais destas solugoes gerais.

Uma consequéncia direta da equacao de curvatura nula
[On + AN, Op + Ayl =0 (6.1)
¢é a sua integrabilidade. Essa equacao possui solu¢ao na forma puro gauge:
Ay = —Oy00~! (6.2)

o que pode ser facilmente verificado. Aqui ¥ é um elemento do grupo de Kac-Moody
é, associado a algebra de Kac-Moody Q .
Supomos que os potenciais Ay sao decompostos em graus da seguinte forma:

Ny
Av=>_ A, AV eg® (6.3)

i=N_

*Esta abordagem foi originalmente proposta em [15].
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Nesta expressao, N_ e N, denotam numeros inteiros nao positivos e nao negativos,
respectivamente.

Vamos exigir que exista uma solugao denominada vacuo na forma:
(vac) Z b — py(t)é = —en — py(t)e (6.4)

onde b; sao os geradores de uma subalgebra de osciladores de G:
[br, b1] = Kdk1,0€, b, € G® (6.5)

O operador ¢ é o elemento central de G, ¢, € C e py(t) é uma funcio dos tempos
tn da hierarquia. Substituindo (6.4) em (6.1) determinamos que as fungdes py(t)

devem satisfazer:
Opat 0oy N i (6.6)
N

Da equacdo (6.2) concluimos que (") deve ter a forma:

\Ij(vaC) = exXp (Z eNtN + ’y(t)é) (67)
N

A fungao ~(t) é determinada substituindo (6.7) em (6.2):

Ag\\]/ac) _

= —sN—chMcNtMc O y(1)
Mii

_62 emtym ene” dSemtm atN'Y(t)é

(N

(6.8)

A relacdo (6.8) deve ser igual (6.4), portanto a fungao v(t) é obtida como solugao
da equacao:

(1)

T Z ich ety = pn(t) (6.9)

7

Mostramos que a equagao de curvatura nula (6.1) possui solugdo de vécuo na
forma (6.4) para os poténciais, e que pode ser obtida de (6.7) através de (6.2).

Agora que ja sabemos como obter solucoes de vacuo, vamos introduzir o método
de dressing. Dada uma solugao qualquer Ay de (6.1), as transformagoes de dressing
nos permite obter outras solugoes a partir desta. Para isso escolhemos um elemento
constante h do grupo G’, e supomos que ele possua uma decomposicao de Gauss:
h = h. hy h~, onde h. = eg<, hy = 9 ¢ hs = e9>1. Supomos também que o

seguinte elemento possui decomposicao de Gauss:

VAU = (VAU ) (VAY)o(TRD ), (6.10)

tOs sfimbolos G-, G- e Gy indicam geradores de graus positivo, negativo e zero.
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Definimos o elemento de grupo:

1

Ut = (Thy ) W (6.11)

<
que devido a (6.10) também pode ser escrito como:

U= (WhY) (VAP WRT! (6.12)

Agora mostramos que a defini¢ao (6.11), ou equivalentemente (6.12), implica
numa solu¢do da equagao de curvatura nula (6.1), que possui a forma exigida em
(6.3). De (6.11) temos:

Al = = gyt ()
= (TR NI U (WAUTY) ' — Oy (WhYTY) T (ThUT)
= (RO oN T (W) 4 (WATTY) Oy (WA

<

<
(6.13)
e se considerarmos (6.12):
Al = oyt ()
= — Oy (VRUY) (WRUTY) T~
— (WRUY) Oy (WU (WRUY) T (ThEY) T -
— (WRUY) (TR oy uu (W) T (SR T (6.14)

A identidade (6.13) implica que A% € Di<n. G? ¢ a identidade (6.14) implica
que A% € Dion_ G, portanto:

=N,
Ay = —oyu" (W) e P gY (6.15)

i=N_

que é a forma exigida em (6.3). Isso mostra que Ay e A% possuem a mesma
estrutura, e pelo fato de A% ser um puro gauge, satisfaz a equacao de curvatura
nula.

Segue da lei de composicao do grupo G que Dy : ¥ — U possui a lei de
composicao Dy, = D, o Dy, e portanto forma um grupo de transformagoes, que
chamamos de transformacoes de dressing.

As transformagoes de dressing nos levam de uma solugao conhecida a uma 6rbita
de solugoes, dependendo das diferentes escolhas de h. Vamos obter solucoes nao

triviais a partir do vacuo, e por simplicidade de notacao definimos os seguintes
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operadores:

-1

0 = (\I/(vac)h\lj(vac)_l>
<
B = \Ij(vac)h\p(vac)71>
0
— \P(vac) h\I](vac) _1>
>

6, = BY (6.16)

Com estas definigoes ©_ e ©, estao relacionados por:

)—1

0le, = Pt pplac (6.17)
e o elemento de grupo ¥" se escreve:
U =0 _pid) = g, plap-1 (6.18)

Desta forma, a equagao (6.2) nos mostra que A% esta relacionado com AS:,’&C) da

seguinte maneira:

Al =0,4%90, — 0y0,07! (6.19)

Concluimos que existem duas transformagoes de dressing, ©_ e ©, relacionadas
por (6.17), e a transformagao (6.19) corresponde a uma mudanga de varidveis entre
as componentes do potencial A%ac) e as componentes dos elementos de grupo ©_ e
O,.

As solugoes explicitas sao construidas fazendo uso da relagao (6.17) e da solucao
de vécuo (6.7). Projetando entre estados quaisquer, temos o seguinte elemento de

matriz:

< |07t | >=< p|eXN NIV pem XN ENt | ) > (6.20)

Esta relagao é independente de qualquer representacao. Note que o lado esquerdo
de (6.20) contém somente os campos fisicos, que estao contidos nas exponenciais de
O_ ¢ O,, como componentes dos geradores de G, J4 o lado direito de (6.20) é
fungao somente do espago-tempo, ou seja, a relagao (6.20) é a solugao procurada. Sua
forma explicita, entretanto, depende de uma particular representacao. O conjunto
de vetores | > e |/ > s@o escolhidos apropriadamente, de forma que os elementos
desejados de ©_ e O, possam ser escritos como elementos de matriz, que é um
funcional de h. Desta maneira, escolhendo o elemento de grupo h, obtemos as

solucgoes explicitas.
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6.1.1 Solitons

Conjecturamos que a importante classe de solugdes do tipo séliton é obtida de (6.20)

quando elemento de grupo h possui a forma
h = e"1&)e"2(&2) - oVnltn) (6.21)

onde V; (&) é um operadore de vértice e §; é um parametro. Os operadores de vértice

sao definidos pela equacao de autovalor em relagao ao comutador:

len, Vi (€)] = wi) (&) Vi (&) (6.22)

Assim, o termo do lado direito de (6.20), que aparece entre os vetores, assume a

format:

eXNENINpem NENIN = glneENtN VI Ve m D entn

n
_ H QZN eNtN ere— D NENIN

= J[ew <eZN wﬁ’tw@ (6.23)

Portanto, a forma geral da solugao solitonica, independente de qualquer repre-

sentagao é:
< plO'O | >=< pl Hexp (eZN“’ﬁ)(’fk)tNVk (fk)> ' > (6.24)
k=1

Geralmente, as solucoes multi-solitonicas sao obtidas numa representacao onde os
operadores de vértice sdo nilpotentes, i.e, (V})" é ndo nulo somente quando n < M
para algum M € Z,. Assim, a série da exponencial em (6.24) é truncada e a

expressao ¢ simplificada.

6.1.2 Relacgao entre solugoes da mesma hierarquia

Vamos supor que os autovalores em (6.22) sejam alguma poténcia de &;, por exemplo:

e Vi (&)] = a1 V; (&) (6.25)
!Da segunda para a terceira igualdade usamos: BeAB~! = B (1 + A+ %Az +.. ) B! =
14+ BAB™' + 1. (BABfl)2 +...=eBAB™ ¢ da terceira para quarta: eABe~4 = B + [A, B] +

%[A, [A, B]] + ... junto com (6.22).
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onde a” é um ntmero qualquer. Veremos explicitamente que este é o caso para
todos os modelos considerados.

Nas hierarquias que estamos considerando t; corresponde a componente espacial,
denotada por x nos capitulos anteriores, e ty representa o tempo de uma dada
equagao da hierarquia. A equagcao (6.24) nos fornece a solugao para esta equacao de
tempo ty, e se (6.25) for vélida, possui a forma:

< plo7te. |y >=< u| [ exp (ea(’“’fktﬁa‘“ﬁ?tka (@,)) W > (6.26)
k=1

Agora, considere a equacao de curvatura nula para a parte positiva da hierarquia:
[atl +E+ Ay, 0, + DV +...+D§3)} —0 (6.27)

Como vimos em (2.19), DEVN) ¢ um elemento constante de grau N e pertence a K(E).
Todos os outros operadores possuem dependéncia nos campos de Ag. A solugao de
vacuo correponde a tomar o limite Ay — 0, de forma que a equagao de curvatura

nula assume a forma:
By + B, 0, + D§VN>] ~0 (6.28)

Se compararmos (6.28) com (6.1) e a solucao de vécuo (6.4), concluimos que:
- _ _ _ W) _ _
ee=—E, exn=-Dy’, pi(t)=0, pn(t)=0 (6.29)

Os autovalores que acompanham a varidvel espacial t; na solugdo (6.26), sdo
provenientes da equagao (6.25) para €;. Da mesma forma, os autovalores que acom-
panham ty estao relacionados com ey, e possuem poténcias diferentes para cada
equacao de tempo ty. Sendo € fixo para toda a hierarquia, somos levados a con-
cluir que as solugoes das diferentes equagoes de uma mesma hierarquia, possuem a
mesma forma funcional, e somente diferem pelas poténcias de £ que acompanham
a variavel ty em (6.26).

) . . . (-N)
Argumento andlogo vale para a parte negativa da hierarquia, onde D* 5’ €

K(E) quando Ay — 0, e é um elemento constante. Temos e_y = D(:]\J]V) e teremos

poténcias negativas, & ', no parametro que acompanha a varigvel ¢y em (6.26).

6.2 Solucgoes da hierarquia mKdV

De acordo com as defini¢oes (3.1) e da discussao da segao anterior, o fluxo na dire¢ao

espacial esta associado ao operador:

6=—-E=-F9_gY (6.30)
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e o fluxo associado ao tempo ty, onde N = 2m + 1, esta associado ao operador:
ey = —D@™Y = _plm) _ pmtD) (6.31)

Vamos utilizar uma representacao para os operadores de vértice, tal que a pro-
priedade de nilpoténcia é V2 (&) = 0. Este operador de vértice é definido por
20, 21]:

V(E) =) <H<"> -~ %éan,o) £7 + (Egl) - EE”j”) gt (6.32)
neL
E facil verificar a equacao de auto-valores:
e, V()] = [-E® - B9, V()] =26V(€) (6.33)
bem como
e, VO] = |~ EL™ = ESY, V()| = 268V (©) (6.34)

Nesta iltima equacao N = 2m+-1 pode ser tanto positivo quanto negativo. Portanto,
a nossa hipdtese (6.25) é confirmada neste caso, e sabemos que todas as solugoes da

hierarquia mKdV estao relacionadas e possuem a forma mostrada em (6.26).
6.2.1 Solucao de 1 vértice
Vamos considerar a soluc¢ao de apenas 1 vértice em (6.26), ou seja n = 1:
<ulO='0 > = < plexp (XY () | >
= <l >+ <V (©)|p > (6.35)

Agora devemos escolher os vetores | > e |p/ > apropriadamente. Na repre-
sentagao de peso mais alto da dlgebra de Kac-Moody Agl) (veja apéndice A) pode-
mos projetar a equagao entre os estados |[A\g > e |\ >. Desta forma mantemos

somente as componentes de grau zero em ©~'0O, que sdo o elemento central ¢ e
H©O ie B =exp(¢H® + v¢). Portanto:

<X|OT'OL Ao > = ¢ = 1+ XY < )\ [V(€)| A >
<MOTTOLIN > = e = 14 2T S NV ()N > (6.36)

Estes elementos de matriz sao calculados no apéndice B e possuem o seguinte
resultado:

< XlV(OAo> = —2

<MV > = (6.37)

57



Substituindo estes dados em (6.36) a solugao de um vértice, para o campo ¢ da
hierarquia mKdV é:

1+ %exp (2&7 + 2§NtN)
1 — 5 exp (2x 4 26Nty)

¢(x,ty) =1n (6.38)
A solucao para os campos nao relativisticos, que aparecem nas equagoes da parte
positiva da hierarquia mKdV, podem ser obtidas através da relacao v = ¢,5.
Portanto, trocando os parametros £¥ty em (6.38) de acordo com cada equacao
de indice N, e derivando em relagao a x se desejarmos obter v ao invés de ¢, obtemos
a solugao de 1 vértice de qualquer equagao da hierarquia mKdV para N impar.
Para todas as equacgoes da hierarquia mKdV obtidas anteriormente, que corres-
pondem a N =1,3,5,7,9,—1,—3 a solugao (6.38) foi verificada explicitamente.
Um ponto importante relacionado com as equacoes da parte negativa de indices
pares da hierarquia mKdV, como por exemplo (3.58), é que as solugdes nao podem
ser obtidas dos resultados anteriores pois a solugao de vacuo destas equacoes é dife-

rente da considerada aqui. De qualquer forma, estes casos estao sendo investigados
25].
6.2.2 Solucao de 2 vértices

Consideramos a solugao de dois vértices, n = 2, obtida de (6.26): V3 = V(&) e

Vo = V(&). As solugdes apresentarao dois parametros. Temos:
<plOZ'OL > = < plexp (Y () ) exp (2 2V () ) |uf >

< M| <1 + €2§1m+2§{vt1\rv(§1)> (1 + 6252:5-&-25%\’1&1\7‘/(52)) |Iu/ >

= < plu > TN < V(&) | > +
R |V (&) |1 > +
o RN INRe 2N N ()T (&) [ > (6.39)

Vamos utilizar as mesmas representagoes de peso mais alto do que no caso de 1
vértice. Novamente esses elementos de matriz sao calculados no apéndice B, e além
dos resultados (6.37) obtemos o termo de 2 vértices:

1 (6 —&

2
< AoV (&) V (&) [y >= 1 (m) (6.40)

$Note que o campo v aparece por que ao derivar as equacdes da hierarquia mKdV utilizamos

A = vH® . Poderiamos comecar diretamente com Ay = 0,¢H® e obter todas as equacdes para
o campo ¢ somente. Assim nao haveria necessidade de introduzir o ansatz (3.32), j4 obtendo

diretamente a equagao local de sinh-Gordon.
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para ambos os estados de peso mais alto [Ag > e [A; >.
Portanto, a solucao de dois vértices para o campo ¢ da equacao correspondente

ao tempo ty da hierarquia mKdV é:

2
L+ gpia,tn) + gpa(a,ty) + 5 (2;2) pi(z,tn)p2(z, tN)

o(x,ty)=1n (6.41)

2
L= 41w, tn) = doale,tn) + 4 (£52) i, bl )

onde
pi (z,tn) = exp (2§ + 26ty ) (6.42)

Esta solucao também foi verificada explicitamente para cada uma das equacoes
da hierarquia mKdV obtidas anteriormente.

Apesar de ser muito dificil calcular estes elementos de matriz para produtos de
trés ou mais vértices, o método de dressing é suficientemente geral e sisteméatico. A
solugao (6.38) é a solugao de 1-séliton enquanto (6.41) é uma solucao de 2-sélitons.
Estes resultados sao os mesmos dos obtidos pelo método de Hirota [18], porém o
método de dressing é muito mais geral, e pode-se definir as fungoes Tau de Hirota
em termos dos elementos de matriz (6.20) [17], o que elimina a necessidade de um
ansatz nada motivador. Lembramos também que pode haver outros tipos de solugoes
contidas em (6.20), dependendo da escolha do elemento de grupo h. Os casos que

consideramos restringem-se a solugoes solitonicas.

6.3 Solucgoes da hierarquia AKNS
Com as definigoes algébricas da hierarquia AKNS (4.1) temos:
e =—-HY e ey=—-HW (6.43)

A solucao mais simples da hierarquia AKNS é obtida com dois operadores de
vértice nilpotentes, V2 (¢;) = 0, definidos por [20, 21]:

Vi(e) =Y Bl (6.44)

neL

Verifica-se facilmente as equagoes de auto-valor:

[e1, Ve(€)] = F28Vi(§)
len, Va(€)] = F2EVVL() (6.45)

que sao da forma (6.25), e portanto as solugdes que vamos encontrar possuem a

estrutura discutida em (6.26).
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Entao, temos o seguinte elemento de matriz:

< pl@Z104 [ >=< pl (14 pi Vo (&) (1 + p2Vi (&) |1 > (6.46)

Vamos utilizar a representacao de peso mais alto, de forma que somente os termos

de G sobrevivem em (6.46) e sdo dados por:
B = XECagbH©® B e (6.47)

Agora projetamos a equagao (6.46) nos seguintes estados de peso mais alto, de

forma a obter cada uma das componentes de (6.47):

< Xo|Blh > = ¢
< M|BJA > = e
<M|BEYIN > = et
<M|EYB|MN > = xe (6.48)

Nos resta calcular cada um dos elementos de matriz de (6.46). Os célculos

encontram-se no apéndice B, onde obtemos:

< AaVE(©)|Ae > = 0
<MVLEEDN > = 0
<MVAOEQ N > = 1
<MEOV_(OIN> =1
<MEOV (N> = 0
<MVo () Vi (&) EQN > = 0
<MEOV_ () VL (&) M > = 0
<V (€ Vs () o> = %
2
<MV (@) Vs (&) I > = ﬁ (6.49)

Portanto, de (6.46), (6.48) e (6.49) obtemos a seguinte solugao [3]:

1+ Wﬂl( tn) p2 (7, tN)

¢(x,ty) = In
L ey (1) p2 (2, )
,l/}(xatN) - P2
1 -+ Wpl (x, tN) P2 (x,tN)
X (@, ty) = ad (6.50)

2
1+ @ 52 201 (x,tn) p2 (z,tN)
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onde

p1(x,tn) = exp (—2§1m — 2§{VtN)
p2 (z,tn) = exp (2bz +28ty) (6.51)

Note que o campo ¢ pode ser expresso em termos de i e y e nao ¢ um grau de
liberdade do modelo.

Também é possivel expressar r e ¢ como funcao de ¢, ¥ e y através das relacgoes
(4.38) e assim obtemos todas as solugoes da hierarquia AKNS positiva. Os campos
dos modelos de Lund-Regge, equagoes (4.47) e (4.50), sdo obtidos substituindo as
solugoes (6.50) em (4.42).

Esta solucao contendo dois vértices corresponde a 1-séliton, pois temos dois
campos na hierarquia AKNS. E possivel construir solucoes de mais vértices, seguindo
a mesma linha de raciocinio aqui apresentada.

As solugoes das duas hierarquias, mKdV e AKNS, ilustram a generalidade do
método de dressing. Obtivemos toda a hierarquia de equagoes, bem como suas
solugoes, baseadas numa construcao Lie algébrica de dimensao infinita. Estes resul-
tados sao gerais, e podem ser estendidos a outras algebras, onde diversos modelos

podem ser construidos e suas solucoes obtidas.
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Capitulo 7

Conclusoes

Abordamos o método de curvatura nula para a construcao de hierarquias integraveis,
e o método de dressing para encontrar suas solugoes. Ambos possuem a estrutura
matematica de uma algebra de Kac-Moody.

Com base nesta construgao, concluimos que uma hierarquia integravel se divide
numa parte de graus positivos e outra de graus negativos. O modelo correspondente
ao grau N = —1 corresponde a um modelo relativistico local, que é equivalente
a uma reducao hamiltoniana do modelo WZW. Os outros casos correspondem a
modelos nao relativisticos, sendo que os pertencentes a parte positiva da hierarquia
fornecem equagoes diferenciais, enquanto os da parte negativa, equagoes integrais.

Construimos as hierarquias mKdV e AKNS, baseadas na mesma algebra Agl) mas
com diferentes graduacoes. Obtivemos diversos modelos, muitos deles conhecidos:
sinh-Gordon, equacao mKdV, Schréedinger nao linear e Lund-Regge, e outros nao
usualmente encontrados na literatura.

Foram obtidas solugoes do tipo séliton, de 1 e 2 vértices, para ambas as hierar-
quias. Concluimos que nao sé as equacoes das hierarquias estao relacionadas, mas
também suas solugoes solitonicas.

Construimos o operador de recursao para as hierarquias mKdV e AKNS, que
ligam suas respectivas equagoes.

Uma nova sub-hierarquia de graus negativos pares da hierarquia mKdV foi pro-
posta, e como exemplo especifico consideramos o modelo de grau -2, de onde surge
uma nova equagao integravel.

As bases tedricas apresentadas constituem-se de resultados gerais e sisteméticos,
permitindo uma aboradagem completa para sistemas integraveis em 1+1 dimensoes.
Sé foi possivel considerar os dois exemplos, mKdV e AKNS, mas obviamente estes

resultados se estendem a outras algebras.
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Apéndice A

Algebras de Lie

Neste apéndice fazemos uma breve revisao sobre algebras de Lie de dimensao finita
e algebras de Kac-Moody (de dimensao infinita). Somente os principais resultados,
necessarios nesta dissertacgao, serao abordados. O leitor interessado, deve consultar
alguns dos excelentes livros sobre o assunto, como por exemplo [11], [12] e [16], ou
o artigo [13].

Al Algebras de Lie semi-simples

Uma dlgebra de Lie G é um espaco vetorial munido de um produto bilinear [, ] :

g x G — G, chamado de comutador, tal que:

(X, Y]+ [Y,X]=0 (anti-simetria)
(X, Y. Z)|+ [Z, [ X, Y]]+ [Y,[Z,X]] =0 (Jacobi) (A.1)

A dimensdo da dlgebra de Lie é a dimensao de seu espaco vetorial base.

Os elementos do grupo G associado a dlgebra de Lie G, numa regiao em torno da
identidade, sao obtidos exponenciando-se os geradores da algebra, i.e, VX € G =
el ed.

Uma representacao de G, é uma associacao de cada elemento de G com um o-
perador agindo sobre um espago vetorial, de forma que as relagoes de comutacao
sejam preservadas, i.e, se D(X) é uma representacdo de G, entao VX,Y € G temos
D([X,Y]) = [D(X),D(Y)]. A dimensao da representacao é a dimensao do espaco
vetorial sobre o qual os operadores agem. Uma representagao matricial é dita irre-
dutivel quando as matrizes nao podem ser escritas na forma diagonal por blocos.

Uma representacao particularmente 1til é a representacao adjunta, onde G atua

sobre seu proprio espaco vetorial. Esta representacao é obtida da seguinte forma:

X —ady VXeQ (A.2)
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onde adxY = [X,Y]. Estarepresentacao permite definir uma forma bilinear simétrica
sobre G, chamada de forma de Killing:

(X,Y) =Tr(adxady) (A.3)
Esta forma bilinear é invariante no seguinte sentido:
(X,Y], 2) = (X, [, Z]) (A.4)

Um ideal de G é um subconjunto Z C G tal que [Z,G] C Z. Uma algebra de Lie
¢é simples se nao possui nenhum ideal préprio*. Uma dlgebra de Lie é semi-simples
se nao possui nenhum ideal abeliano® préprio.

A dlgebra G é completamente definida especificando um conjunto de geradores

{J.} e suas relagoes de comutagao:
[y Jo] = if., ¢, (A.5)

onde f,,¢ sao os chamados coeficientes de estrutura, e caracteriazam completamente
G. Na representacao adjunta, os elementos de matriz sdo dados por (ady,),” = f,,°

Um elemento X € G é chamado de semi-simples se adx é uma matriz diago-
nalizavel na representacao adjunta. Assim, a subdlgebra de Cartan é definida pelos
elementos hermitianos independentes em (A.5), que sdo semi-simples e que expan-
dem uma subélgebra abeliana maxima. A subalgebra de Cartan é denotada por H, e
seus geradores, {H;} i =1,...,r, podem ser todos diagonalizados simultaneamente.
Pode-se mostrar que todas as possiveis subalgebras de Cartan sao isomorficas e a
sua dimensao é denotada por r = rank(G).

Seja H € H e E, € G os auto-vetores de ady na representacao adjunta, i.e:
adgyE, = a(H)E, (A.6)

O mapeamento

a:HeH—alH)eR (A.7)

¢ uma funcao linear sobre H. As fungoes o pertencem ao espaco dual a H: o € ‘H*.
Essas funcoes a sao chamadas de raizes, e o conjunto de todas as raizes de G é
denotado por A. As raizes sempre ocorrem em pares, pois se « é uma raiz entao —ao
também é, e como s6 existe um E, € G associado a «, as raizes sao nao degeneradas.

Além disso, nenhum multiplo de uma raiz ca para ¢ € C é uma raiz, exceto ¢ = +1.

*Préprio significa um subconjunto diferente de G e de (.

"Um subconjunto é abeliano se todos seus elementos comutam entre si.

64



Entao, {H;, E,} forma uma uma base da &dlgebra de Lie G e utilizando a in-

variancia (A.4) e (A.6), pode-se mostrar que:
(Hi,E,) =0, (Ea,Ez) =0 se a+5#0 (A.8)
Podemos introduzir um isomorfismo entre ‘H e H* através da forma de Killing:
aeH — H,eH (A.9)

onde
a(H)=(H,, H), YHeH (A.10)

A forma de Killing também induz um produto interno entre as raizes de H*:
(a, ) = (Ha, Hg), o, €H (A.11)

Para cada raiz « exitem trés geradores associados { Hy, Eq, E_o}, que forma uma
subdlgebra sf(2) de G. Como as raizes ocorrem em pares, e os geradores de H sao

hermitianos, temos as seguintes relacoes de hermiticidade:
H' =H;, El=E_, (A.12)

As raizes expandem H*, porém, elas nao sao todas independentes. Pode-se escolher
um subconjunto de raizes de A, {o;} i = 1,...,r, tal que qualquer raiz pode ser
obtida como uma combinacdo linear o = >, n;c;, onde n; sdao nimeros inteiros
de mesmo sinal. Os elementos desta base, «;, sao chamados de raizes simples. Se
n; > 0 « é uma raiz positiva, caso contrario negativa. Existe uma raiz 0 = ), n;o;
formada pelo conjunto maximo de n; > 0 chamada de raiz de peso mais alto.

Da identidade de Jacobi (A.1) temos:

[H, [Ea, Ep]] = (a(H;) + 5(H;)) [Ea, E5] (A.13)

Entao temos trés situacoes: (1) se a+ 5 € A = [E,, Eg]l ~ Eyip. (2) sea+ [ =
0 = [E,, Es] € H, e das relagoes (A.4) e (A.10), (H,[Ea, E_,]) = ([H,E.), E-o) =
A(H)(Ba, E_0) = (H, (Bu, E_3)H,), 1080 [Ea, Eg] = (Bu, E_o)Hy. (3) se o + 3 ¢
A = [E,, Es] =0.

Portanto, na base {H;, E,} temos as seguintes relagoes de comutagao:

[H;, Hj] =0

[Hia Eoz] = a(Hi)Ea
Na,pEo+s (a+B€A)

[Ea, Eg] = (Ea E-o)Ha (a+ 6 =0) (A.14)
0 (a+8¢A4A)
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onde N, ¢ uma constante. Nesta base, a dlgebra G ¢ decomposta da seguinte

maneira:

G=H®Y Ga=HOA, ®A_ (A.15)

E a chamada decomposicao de raizes e A4 denota o espago de raizes positivas e
negativas, respectivamente.

Dado o espago de raizes A toda a informacao sobre as relacbes de comutacao
entre os geradores pode ser reconstruida, e portanto A especifica completamente a
algebra G. Também podemos codificar toda essa informacao na matriz de Cartan

A = (a;;), que é definida em termos de raizes simples:
2(0&,’, O{j)

(aj, )

a; = ,j=1,...,r (A.16)
A matriz de Cartan satisfaz a; = 2, a;; < 0 e a;; = 0= a;; = 0 para i # j. Na
verdade, essa é a definicao da matriz de Cartan, e poderiamos ter partido daqui e
definir todas as propriedades de G com base na matriz de Cartan. A matriz de Cartan
para algebras semi-simples também satisfaz det(A) # 0, o que deixa de ser verdade
no caso de dlgebras de Kac-Moody. Também vemos que 0 < a;;a;, < 4, sendo que 4
é excluido pela independéncia linear das raizes simples. A matriz de Cartan pode ser
representada graficamente pelo diagrama de Dynkin, que é construido associando
um ponto a cada raiz simples «;, e ligando os pontos relacionados a «; e a; por
aija;; linhas. Se o? > aJQ- coloca-se uma flecha apontando para o ponto referente a
«;. Dessa forma todas as algebras de Lie simples sao classificadas com base na matriz
de Cartan, e s6 existem 9 tipos: A, ~ sl(r + 1), B, ~ so(2r +1),C, ~ sp(2r), D, ~
so(2r) e também as chamadas dlgebras excepcionais Eg, Fr, Eg e Fy, Gs.

Como os geradores da subalgebra de Cartan podem ser todos diagonalizados si-
multaneamente, podemos usar uma representacao qualquer sobre um espaco vetorial

V' onde os vetores |u > sdo autoestados de H € H:
Hp = u(H) o > (A17)

Os autovalores p(H) € H* sao chamados pesos. Na representagao adjunta os pesos
sao chamados de raizes. Podemos utilizar uma base de pesos fundamentais denota-

dos por {\;}, i =1,...,r, definidos por:

AN s
2(hi, o) _ 5 (A.18)

(o, ;)

Das relacoes de comutagao, vemos que:
HEq|p>= (u(H) + a(H)) Ea|p > (A.19)
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e portanto E,|u >~ |+ a > também é um vetor peso. Como o espago vetorial é

finito, deve existir um estado |A > que seja aniquiliado pelos operadores E,:
E A >=0 (A.20)

O vetor |A > é chamado de estado de peso mais alto e o seu autovalor A é o peso mais
alto, e pode ser escrito como uma soma de nimeros inteiros positivos A = >, m;\;.

Para uma representacgao irredutivel, pode-se mostrar que este estado ¢ unico.

A.2 Algebras de Kac-Moody afim

E possivel construir uma algebra de dimensao infinita a partir de G através de uma

série de Laurent nos parametros espectrais A € C da seguinte maneira:
LG =GaCAMA ) ={X®\"|XecG,neZ} (A.21)

L(G) é conhecida como loop-élgebra.

Desta forma as relagoes de comutacao da loop-algebra sao definidas por:
(X @AYV @\ =[X,Y]® "™ (A.22)

Agora fazemos a chamada extensao central de L(G). E necessario encontrar um

operador ¢ de G que comute com todos os outros geradores:
6, XN =0, VX®A\"eLG) (A.23)
e assim, redefinimos o comutador (A.22) por:
(X @AY @\ =[X, Y] X"+ %én5n+m70(X, Y) (A.24)

Onde (X,Y) é a forma de Killing sobre G. Pode-se mostrar que esta extencao central
é unica, e que (A.24) satisfaz as propriedades de anti-simetria e identidade de Jacobi.
Das relagoes de comutagao (A.14), vemos que a segunda dessas relagoes implica que
a raiz « ¢ infinitamente degenerada para todos os operadores F,® A\". Para eliminar
essa degenerescéncia, ¢ necessario introduzir um novo operador, cujos autovalores

dependam de n. Isto é feito definindo o operador derivada:

d
d=A7 (A.25)

que s6 atua sobre os parametros A da loop-algebra:

d, X @' = nX®A", VX' eL(G)
[d.¢] = 0 (A.26)
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O operador d “mede” o grau n dos geradores. Assim, a algebra de Kac-Moody afim

¢é definida por:

A

G=L(G) oCceCd (A.27)

Vemos que d induz uma graduagao natural em G, que é decomposta em G = >om G,
onde os supespacos graduados G™ sdo definidos por [d, Q(”)] = nG™ e satisfazem
(G, Gm] ¢ Gintm),

A forma de Killing sobre G também é redefinida:

(X @MY @A) = (X,Y)0nrmo,  (6,6) = (d,d) =0
@ d) =1, (d,X®N\)=(X®A\") =0 (A.28)

Portanto, as relagoes de comutacao de G na base {Hl-("), E&n)} sao:

n m | 1 A
[Hi( ), J( )_ = 50n5n+m,o(Hi, Hj)
9,55 = e
_ N, sEU™ (a+B€A)
[Eén)’ Eém) = (Eom E—a) (Hén+m) + %énén—km,O) (CY + 0= O)
0 (a+B¢A)
(A.29)
A subdlgebra de Cartan é expandida por {Hfo), ey H,(,O); ¢;d} e araiz associada aos
operadores B é:
&= (a;0;m) (A.30)
e a raiz associada a H™ é:
no = (0,0,n) onde ¢ =(0,0,1) (A.31)

Em (A.30) « é a raiz da élgebra finita correspondente G. Note que os operadores de

G correpondem ao modo n = 0. Além disso temos as relagoes de hermiticidade:

o = HY, EPT=ELY, i e di=d (A.32)

—Q

Da mesma forma que para a algebra de dimensao finita, é possivel encontrar
estados de peso mais alto {|A\, >},a = 1,...,r que s@o aniquilados por todos os

geradores de grau positivo, i.e:

EVN> =0, a>0
EMA> =0, n>0
HM\> = 0, n>0,i=1,....r (A.33)
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além disso

HN > = \(H)|Ae >
CAa > = c|lAa > a=1,...,r (A.34)

onde ¢ é um numero, e o peso fundamental \,(H;) = (\,); é uma componente do
vetor Aq = ((Aa)1,- -+, (Aa)r). Também existe um estado de peso mais alto, denotado

por [Ag >, que é aniquilado por todos os geradores, exceto pelo termo central:
é|/\0 >= Cl)\o > (A35)

Note que os estados F,|\, > também sao estados de peso mais alto pois::

HYED N, >= (\a(H:) + a(Hy)) B, > (A.36)
e portanto
EM(\, >~ |a+ A, > (A.37)

Até agora fizemos questao de nao fixar nenhuma base para os geradores, tanto de
G quanto de G , mas fica claro que é necessario fixar uma normalizacao para a forma
de Killing entre os geradores, e isso define completamente as rela¢oes de comutagao.
Sem entrar em detalhes algébricos, vamos utilizar a base de Chevalley, que para a
algebra afim Q fica definida por:

n m i 4 ~
[Hi( )7H]( )_ = zcnéijéner,O
200 - (n+m)
Oé2 Eioz

o B =+

_ N5 (a+fel)
[E&"% BV = {4 HI 4 Zendsmo (a+ 5 =0)

0 (a+8¢A)

(A.38)
2(ay,005)
(aj,05)
quaisquer, e.g, o = » . n;qy, o Sa0 as raizes simples de G e ¢; sao inteiros definidos

onde N, g ¢ uma constante, a;; = ¢ a matriz de Cartan de G, o e 3 sao raizes

pela expansao a/a? =Y. by /af.

A.2.1 Graduacao

Seja G uma algebra de Kac-Moody afim e G sua algebra de Lie finita correspondente.

Uma Z — graduagao decompoe a algebra G nos seguintes subespacos:

G=P3Gs). [67).67 )] € Grms) (A.39)

neL
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onde G("+m)(s) ¢ um subespaco de grau n definido por:

[Qs, G(”)(s)} =nG"(s) (A.40)
onde o operador de graduacao () é dado por:
"o, HO
Qs = Z; Saa—g + Nd (A.41)
Nesta definigao o vetor s = (s1,...,$,) é composto de nimeros inteiros positivos

e A, 80 os pesos fundamentais satisfazendo (A.18). Também temos Ny = >, s;my,
onde 6 = > mya, é araiz de peso mais alto de G e my = 1. As graduagoes im-
portantes que vamos considerar sao a graduacao homogénea e a principal, definidas

por:

Shom = (1,0,0,...,0)
Sprim = (1,1,1,...,1) (A.42)

existem graduagoes intermediarias entre essas duas, mas nao vamos considera-las

nesta dissertacao.

A.2.2 Algebra afim Agl)

. 1) .. . < s . - :
A algebra Ag) é isomoérfica a dlgebra de matrizes sf(2) e A; possui somente uma
raiz a. Seus geradores sao {E,, E_,, H}, e vamos escolher a normalizacao o = 2.

Dessa forma, as relagoes de comutacao para Agl) na base de Chevalley sao:

[H™ H™] = 2¢n6,4mo

[ o, Eirg) — optm
[E(") E(m): _ { HOH™) 4 end,ymo (a+ 3 =0)
R 0 (caso contrario)
@B = [eH) = [6d =0
[a.B0) = nBl), [4HO) = 0H (A.43)

Uma observacao importante, é que a construcao dos modelos integraveis pelo
método de curvatura nula, apresentado nesta dissertacao, nao envolve a algebra G
completa, mas somente a loop-algebra L(G), que é obtida fazendo ¢ = 0 nas relagoes
(A.43). Entretanto, para obter soluc¢oes destes modelos pelo método de Dressing, é
necessario utilizar toda a algebra G , pois utilizamos os estados de peso mais alto,

que nao existem para a loop-dlgebra.
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As graduagoes, principal e homogénea, obtidas de (A.41) sao:

Qhom = d
1
Qprin = §H<°>+2d (A.44)

A representacdo de peso mais alto corresponde as expressoes (A.33)-(A.35) onde
o numero ¢ ¢é fixado como sendo ¢ = 1.
Essas relacoes permitem acompanhar os calculos envolvidos nesta dissertacao,

onde somente a algebra Agl) sera utilizada.
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Apéndice B

Elementos de Matriz

Apresentamos os calculos dos elementos de matriz encontrados nas solugoes das
hierarquias mKdV e AKNS.
Vamos utilizar os comutadores e as definicoes de estado de peso mais alto, dis-

cutidas no apéndice anterior.

B.1 Elementos de matriz da hierarquia mKdV

O operador de vértice de Agl) com a graduagao principal é definido por [20]:

v(g) _ Z <H(n) . %é(sn,O) 572n + <E&n) n+1 ) 572n 1 (B].)

ne’

Também faremos uso de algumas séries de poténcia. A primeira delas é:

D at = (B.2)
n=0

e se multiplicarmos (B.2) por x obtemos:
D at = (B.3)
n=1

Derivando (B.2) em relagao a x, ainda obtemos uma outra série:

Zm T (B.4)

Por economia de notacao nas expressoes que virao a seguir, definimos o elemento:

=8 (B.5)

S|

Com estes dados, calculamos separadamente os elementos de matriz de um e dois

vértices.
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B.1.1 1 vértice

Utilizando um estado de peso mais alto genérico |\, >, definido no apéndice anterior,

o elemento de 1 vértice é trivialmente calculado:

VO > = 3 <l (B0 = Jes,0) €+ (B0 - B) €, >
nez
1
= <Aa|H<°>—§a|Aa>
1
= ()‘a)l_ﬁ (BG)

Portanto, como (A\g); =0 e (A); =1 temos:

<XV Ao > = —2

<MV > = (B.7)

B.1.2 2 vértices

Os elementos contendo dois vértices nao sdo tao faceis de calcular. Vamos mostrar

este calculo em detalhe. Seja |\, > um estado de peso mais alto qualquer, entao:

1
<AV EDV(E) e >= Y <Al (H<n> _ 565%0)52” (Eén) ~

m,meZ

1
n+l>§ 2n— 1:| |:(H(m)_§é(5m70)€—2m_‘_ (Eém)_ m+1)€ 2m— 1:|’)\ >

(B.8)

Esta expressao possui 4 termos, que serao calculados separadamente. A estratégia é
eliminar a parte da soma que se anula devido a acao dos operadores sobre o estado
de peso mais alto, e entao usar as relagoes fundamentais de comutagao para inverter
a ordem dos operadores. Feito isso, novamente usamos a propriedade de que alguns

destes operadores quando atuados sobre os vetores dao resultado nulo.
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O primeiro termo a ser considerado é:

1 I m 1 I —2n¢—2m
> <A (H(”) - 50(57170) (H( ) — 50(5%0) Aa > 67767

m,meZL
1
= DD <A HHN, > 67— < M HO >+
n>0 m<0
1
= N < MHCH 4 2ms,, 0 > G~ (0), +
n>0 m>0

= (/\a)? +2 Z n (52,1)2n - ()\a)l +

- ((Aa)1 — %)2 - 2%;31)2 (B.9)

Outro termo que aparece na expressao (B.8) é

> ( < N HW B — from plm+h)

nmeZ

1 m
—§één’0E + Cén OE +1) ‘)\a > 512n£22m1> (BlO)

Cada Ei% que aparece sozinho se anula quando atua a direita ou a esquerda. O

comutador [H ), E(i";)] = £ E"™ nos mostra que os dois primeiros termos con-

tribuem com resultado nulo. Portanto:
(B.10) =0 (B.11)

O anélogo acontece para o outro termo cruzado:

> ( < M| ECVH ™ — B0 prom)

n,meZ

1 1 .
~580m0 B + 580 B0V Ae > gl—?”—lgfm) =0 (B.12)
O quarto e ultimo termo de (B.8) é

« e}

Z ( < )\a’E(()n)E(()m) o E&n)E(_ﬂ;Jrl) . E(_n+1)E(m) +

nmeZ

—|—E(n+1 E(T’H‘l |)\ >§ 2n— 16 2m— 1) (B13)
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O primeiro e o dltimo termo de (B.13) nao contribuem pois eles comutam e aniquilam
a direita ou a esquerda. Eliminando os resultados nulos, os termos restantes sao:

ZZ <)\‘E m+1)|)\ >€2n152m1

n>0 m+1<0

— 3 N < NJEUVEMIN, > g (B.14)

n+1>0 m<0
Depois de usar as relagoes de comutagao, todos os termos contendo pares E&”E%
aniquilam os estados e o que sobra é:

_ Z Z < )\G‘H(n+m+1)‘)\a > 51727171527271171 .

n>0 m+1<0

. Z Z n5n+m+170§1—2n—1§2—2m—1+

n>0 m+1<0

+ Z Z < )\a|H(n+m+1)’)\a > 61—2n—1€2—2m—1 +

n+1>0 m<0

+ Y mbmee G (B.15)

n+1>0 m<0

O primeiro e o terceiro termo de (B.15) se cancelam. O segundo fica:

. Z Z n5n+m705;2n71652m+1 _ Z n€;2n71§§n+1

n>0 m<0 n>0
= —&1 Z n (52,1)%
n=1
&
T ey o
621
J& o ultimo termo de (B.15) resulta em:
53 whma G = Y (Cng g
n>0 m<0 n>0
= —&i2 Z n (52,1>2
n=1
€21
" Ay o
—S21

Portanto, levando em conta todos estes resultados a expressao (B.8) se reduz a

seguinte forma fechada:
AV EV @R = ((-3) +2
a 1 2 a = a1 — 3 — 3 —
2 (1-¢&.)
B 53,1 B §2,1
2 2 2 2
(1 - 52,1) (1 - 52,1)

(B.18)
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Tanto para |\, >= |\g > quanto para |\, >= |\; >, a igualdade (B.18) pos-
sui o mesmo resultado. Ainda é possivel escrevé-lo numa forma mais condensada.

Introduzindo = = & 1, a equagdo (B.18) pode ser simplificada:

1+2 x? B 3 B x o 1—227 42t + 82 — 42’ —dx
4 T(1-227 (1-22° (1-22)? 4(1—x2)°
B 2t — 423 + 622 —4x + 1
N 4(1 — 22)?
B (z—1)*
4(1—2)°(1+x)
1/1-2\?
p— —_ B-l
4 <1 + x) (B.19)
E finalmente obtemos o resultado procurado:
L6 -6\
A A =- B.2
SaalV @)V (@ has >= ¢ (252 (5.20)

B.2 Elementos de matriz da hierarquia AKNS

Para a algebra Agl) com graduagao homogénea temos os operadores de vértice [20]:
V(&) =Y ELeT (B.21)

nez
Andlogo ao que foi feito na secao anterior, precisamos calcular elementos de
matriz de um e dois vértices entre os estados |Ag >, [N\ > e E(_OO)C|/\1 >. A seguir

calculamos os elementos de interesse que aparecem na solucao de dois vértices da
hierarquia AKNS.

B.2.1 1 vértice

Os elementos de matriz contendo 1 vértice sao facilmente calculados, como mostramos

a seguir:

SAVEO N> = D < N|E N > € =0

neZ

<MVEOEQN > = D < MBWEO N > =0
nez

<MEQVLOIM > = D <MEVED N > =0 (B.22)
neZ

O primeiro termo contém somente um operador EE_ZQ que pode aniquilar a esquerda

ou a direita. Os outros dois termos possuem operadores comutantes, e portanto

podemos trocar a ordem arbitrariamente e aniquilar em um dos lados.
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Os outros elementos nao nulos sao:

E(_Oo)[’)\l >

< M[Vi(§)

< MIEPV (€)M >

B.2.2 2 vértices

> <MIBPEQN >

neL

ST < MEQED + HO, >

n>0

< )\1|H ’)\1 >=1 (B23)
> < MIEQED N >

nez

> < MIEWED + HM|, >

n<0

< >\1|H |)\1 >=1 (B24)

Agora calculamos os elementos envolvendo 2 vértices. A idéia é a mesma, separar

a soma e usar as relacoes de comutacao para aniquilar os vetores sobre acao dos

operadores. Entao temos:

< NolVE (&) Vi (&2) [ Ao >

nmeZ

DD <hl-H

S < M|EWEM N > g™

n+m

— MCOptmol Ao > & ME™

n>0 m<0

2.2 (-

m) 5n+m,0€1_n§2_m

n>0 m<0

< M|V (6) Vi (&2) [M >

n,meZ

Z n(2,1)"
n=1
ST < n|ETEM

D) PRENIY

21
(1— &)

(B.25)

A > &

n+m

— MCOptmo|l A1 > & ™

n>0 m<0

— Z < )\1|H(0)|/\1 > (&a1)" + Zn (&21)"

n>0 n>0
_ 21 2.1 _ 53,1 (B.26)
1— 52,1 (1 - 52,1)2 (1 - 52,1)2
<MV @V @) EOM > = Y < MIEDEE Y > 676

nmezZ

= 33 < B (ESDQE@ +Hm ) A > 76T
n>0 meZ

- 0 (B.27)
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<SMEOVO(E) V(&) M > = Y <MEQEWEMN > g™

nmez

- Y3 < (EQQE@ + H(")) BN, > g™
nezZ m<0

~ 0 (B.28)

Nestas duas tltimas expressoes, note que no segundo termo de (B.27) e no segundo
termo de (B.28) s6 sobra H(® que atua nos vetores fornecendo um niimero e depois
ng fica sozinho e portanto aniquila em um dos lados. Ja o primeiro termo dessas
expressoes possuem elementos que comutam, sao os que tem a raiz de mesmo sinal,

e portanto sua ordem pode ser trocada de forma a aniquilar em um dos lados.
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