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“Tudo o que temos de decidir
é o que fazer com o tempo

que nos é dado.”
J. R. R. Tolkien
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Resumo

A questão do número de equações necessárias para se descrever uma variedade
algébrica foi proposta por Kronecker em 1882. Este problema tem sido alvo de
muitos estudos na geometria algébrica. O seu equivalente algébrico, ou seja, o de
determinar um número minimo de geradores para um ideal em um anel de polinômios
em n variáveis sobre um corpo, ou em um anel noetheriano teve um grande avanço
com cotas estabelecidas por Forster­Swan.

Neste trabalho, apresentamos, entre outros, o Teorema Generalizado de Krull
e o Teorema de Forster­Swan que nos fornecem um limite superior para o número
de geradores. Encerramos o mesmo, apresentando uma classe especial de anéis e
módulos, os chamados anéis ou módulos de Cohen­Macaulay. À importância de
tais classes de anéis é que ela inclui os anéis associados a classes interessantes de
variedades singulares, para as quais muitos resultados sobre anéis regulares podem
ser generalizados.

Palavras­chave: álgebra comutativa, variedades algébricas, dimensão, altura,
geradores de um ideal.
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Abstract

The question concerning the necessary number of equations to describe an alge­
braic variety was raised by Kronecker in 1882. This problem has been deeply studied
on the algebraic geometry field. Its algebraic equivalent, that is, to determine the
smallest number of generators to an ideal over a polynomial ring in n variables over
a filed, or over a noetherian ring, had a big progress with cotes stablished by Forster
and Swan.

In this work, we present the Generalized Krull Theorem and Forster­Swan's
Theorem, which give us an upper limit to the number of generators. At the end, we
finish this work presenting a special class of rings and modules, known as Cohen­
Macaulay rings or modules. These rings are important because they include the
associated rings to interesting classes of singular varieties, to which many results
about regular rings can be generalized.

Keywords: commutative algebra, algebraic varieties, dimension, height, generators
of an ideal.
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Introdução

O objetivo de nosso trabalho é apresentar alguns conceitos e resultados relativos
à geometria algébrica que servem de motivação para o estudo da álgebra comutativa
subjacente.

Devido ao interesse geométrico em descrever, pelo menos localmente, uma va­
riedade como intersecção de hipersuperfícies, é claro que haja interesse, também,
no correspondente problema de determinar um número mínimo de geradores para
um ideal 1 C K[X1,...,Xn] (anel de polinômios em n variáveis sobre um corpo) ou
mais geralmente um ideal num anel noetheriano A.

Os casos em que À é domínio de ideais principais ou domínio de Dedekind
são bem conhecidos. No primeiro, u(I) < 1 para todo / ideal de À e no segundo
n(D)<2.

O Teorema do Ideal Principal de Krull e sua generalização nos dão estimativas
inferiores para o número de geradores de ideais em um anel noetheriano e o cor­
respondente problema de determinar o número mínimo de equações necessárias para
descrever uma variedade algébrica.

No Capítulo 1 apresentamos esses resultados do ponto de vista da geometria
algébrica e seus correspondentes em um anel noetheriano qualquer. Finalizamos o
primeiro capítulo apresentando o Teorema do Ideal Principal de Krull, sua genera­
lização e algumas aplicações geométricas desses resultados.

No segundo Capítulo apresentamos a resposta dada por Forster ao seguinte
problema: Seja M um A­módulo e My a localização de M em relação ao ideal primo
p. “Se Mp pode ser gerado por r elementos para todo p ideal primo de A, qual é
um limite superior do número de geradores de M em termos de r?”" Como veremos,
Forster mostrou que M pode ser gerado por r + n elementos onde n = dim A.

Em muitos casos este resultado pode ser ainda melhorado como por exemplo
se À é semi­local. Swan provou, em 1967, que nas condições dadas anteriormente,
M pode ser gerado por r + d elementos, onde d = dim Max(A). Mais ainda, Swan
mostrou em 1962, que este é o melhor limite possível dependendo apenas de r e d,
no caso em que M é projetivo.

Apresentamos também neste capítulo o exemplo investigado por Herzog para
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curvas em Aº(L) parametrizadas por

x =tM
xo = 12

— 17T3 =t 3,

teLen,na,na E N com mde(n,,na,n3)=1.
No Capítulo 3 apresentamos condição suficiente para que um ideal seja gerado

por uma A­seqiiência regular, dada pelo Teorema de Ferrand & Vasconcelos, bem
como a caracterização de intersecções completas em anéis regulares.

Para facilitar a leitura, definições e alguns resultados (sem demonstração) são
apresentados no apêndice ao final do trabalho.
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Capítulo 1

Conforme enunciamos na introdução, neste capítulo apresentamos alguns con­
ceitos e resultados relativos à geometria algébrica com o objetivo de motivar o estudo
da álgebra comutativa subjacente, em particular no que concerne à representação
de variedades algébricas como intersecção do menor número possível de hipersu­
perfícies e o problema algébrico correspondente: qual o menor número possível de
geradores de ideais em anéis noetherianos. Antes, porém, veremos alguns conceitos
e resultados.

1.1 Variedades Algébricas Afins

Seja A"(L) um espaço afim n­dimensional sobre um corpo L, K C L um sub­
corpo.

Definição 1.1.1 Um subconjunto V C A"(L) é chamado K­variedade algébrica
afim se existem polinômios f1,...,fm E K[X1,..., Xn) tais que V é o conjunto
solução do sistema de equações

em A”(L).

O sistema de equações definido em (1.1) é denominado sistema de equações
de V, K é denominado corpo de definição de V e L o corpo coordenado.

São exemplos de K­variedades:

(1) As K­variedades lineares, que constituem o conjunto de soluções de um sistema
linear de equações com coeficientes em K.

(2) As K­hipersuperfícies, definidas por uma única equação f(X1,..., Xn) = O onde
fEK[X1,..., Xn) é um polinômio não constante.
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(3) Da forma como definimos uma variedade, temos ainda: Intersecções finitas e
uniões quaisquer de variedades afins são variedades afins. Pois se V e V' são duas
variedades definidas por fi(X1,..., Xn) = O e gj(X1,..., Xn) = O, respectivamente,
para obtermos a intersecção das variedades, basta considerarmos os dois sistemas
juntos. Já, para a união de variedades, basta tomarmos o sistema formado por:

Neste último exemplo obtivemos uma variedade a partir da intersecção ou da
união de outras duas. Veremos a seguir uma outra forma de obter K­variedades
afins definidas a partir de outras duas.

(4) Se tomarmos V C A"(L) o conjunto solução de um sistema f;i(X1,...,Xn)=O0,
(1 = 1,...,7) e W C A"(L) o conjunto solução do sistema g;(Y1,...,Ym) = O,
(j=1,...,s5) o produto cartesiano V x W Cc A"F"(L) é descrito pela união de dois
sistemas de polinômios considerados como elementos de K[X1,...,Xn, 11...) Yml).

Observações:

(1) Uma variedade definida por um sistema de polinômios homogêneos é chamada
variedade homogênea.

(ii) No caso n = 3 as hipersuperfícies são chamadas simplesmente de superfícies.

(iii) Pela definição, toda variedade afim é uma intersecção de hipersuperfícies.

(iv) Sobre um corpo qualquer uma hipersuperfície pode se constituir no conjunto
vazio ou apenas num ponto. No entanto, sobre corpos algebricamente fechados, não
temos variedades vazias. Por exemplo, V := ((t,y) ER cx +yY = 1) =, se
K = R, o que não ocorre se K = C.

(vu) E fato conhecido que uma K­variedade linear num espaço n­dimensional que é
descrita por um sistema linear de equações de posto r tem dimensão n — r e que
toda variedade linear de dimensão d pode ser descrita por n — d equações. Para
variedades quaisquer os fatos correspondentes são essencialmente mais difíceis de
serem provados e ao invés de igualdades, obtemos muitas vezes, apenas estimativas.

(vi) Uma K­variedade V é também uma K'­variedade para todo K' C L que
contém todos os coeficientes de um sistema de equações definindo V, por exemplo, se
KcK,

(vii) O conceito de K­variedade é invariante por transformações de coordenadas
afim, isto é, por meio de mudanças de variáveis:
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n

Xi=SX anYk+bi, i=1,...,n
k=1

onde os coeficientes aj, e b; pertencem a K.

Definição 1.1.2 Seja V C AP(L) uma variedade. O conjunto 3(V) definido por

3(V)=(FEK[X1,..., XnllF(t1,...,7n)=O0,Vr =(x1,...,T7n) EV)

é chamado ideal anulador de V em K[X1,..., Xnl.

Exemplo 1.1.3 Para V = (f(x,y) E Lº;x1º = 0), 5(V) = (x).

Proposição 1.1.4 Seja L algebricamente fechado en > 1. Seja H E A"(L) uma
K ­hipersuperfície definida por uma equação F = O e F = cFfº +... F$º uma
decomposição de F. em produto de potência de polinômios irredutíveis F;, dois a dois
não associados e cE€ K*. Então S(H) = (F;1 +... EF).

Demonstração: Como F(x) = O para todo x E H temos que F E 3(H) e é claro que
Fr. F;EI(H).

Mostremos então que qualquer G € J3(H) é divisível por todos os Fis para
i=1....,s.

Suponhamos que para algum à = 1,...,s, F; não é um divisor de G, e que F;
pode ser escrito da seguinte forma:

Fis +oXntT.o.. +EX,.

Como F; e G são relativamente primos em K(X1,..., Xn—1)[Xn), temos então
dois polinômios a, e az em K[X1,..., Xn) e um polinômio d em K[X1,...Xn­1] com
d £ O tais que

d = a, F; + a2MG.

Mas, fora de qualquer K­variedade V C A"(L) com V £ A"(L) há infinitos
pontos. Logo existe (r1,...,Tn1) E L" tal que díx1,..., Tn) Ti. Tn) É
£ O.

Tomando x, em L com Fi(t1,...,Tn­1,Tn) = O, temos (r11,...,Tn1,tnJEMH.
Como G E 3(H), temos que G(Tg1,...,Tn—1, Tn) = O, o que gera uma contradição
pois d(tr1,...,TnX1) O.
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Definição 1.1.5 O conjunto de zeros do ideal I C K[X],...,Xn) E o conjunto dos
pontos de Nº(L) que anulam todos os polinômios em I. Tal conjunto será denotado
por B(I) e será chamado a variedade de [.

Para um ideal / de um anel de polinômios K[X1,...,.XYn] sobre um corpo K
e uma extensão L|K, o conjunto B(I), pode ser vazio. Entretanto o Teorema dos
Zeros de Hilbert nos dá condições para (TI) ser não vazio, senão vejamos.

Proposição 1.1.6 Se A|K é uma extensão de corpos e A é obtido a partir de K
por adjunção com um número finito de elementos, então A|JK é algébrica.

Demonstração: Vide [7], Proposição 1.3.2, página 16.

Teorema 1.1.7 (Teorema dos Zeros de Hilbert) Se L é algebricamente fechado e
LT AEKX1,...,Xn), então B(I) não é vazio.

Demonstração: Para um ideal / existe um ideal maximal M de K[X1,...,Xn) com
M 51. A:= K[X1,...,Xn)/M é portanto o corpo obtido a partir de K pela
adjunção do anel das classes laterais e; de X; (1 = 1,...,n). Pela Proposição 1.1.6
a extensão A|K é algébrica, portanto existe um K­homomorfismo é : A — L, desde
que L seja algebricamente fechado. Então (g(e1),..., dÓ(en)) E LO é o zero de M, e
portanto também é o zero de /.

Na verdade o Teorema 1.1.7 é equivalente à Proposição 1.1.6 como pode ser
visto em [7].

Corolário 1.1.8 Seja K um corpo e M um ideal maximal do anel de polinômios
K[X1,..., Xn). As seguintes afirmações são verdadeiras

(1) KIX1,..., Xnl/M é uma extensão finita do corpo K.

(it) Para toda extensao L de K o ideal M tem um número finito de zeros em L”.

(iii) Se K é algebricamente fechado, então existem elementos €1,...,6en E K tais
que M =(X17 = e1,..., Xn En).

Demonstração: Vide [7], Corolário 1.3.6, página 17.
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Observação: Sendo K[X1,...,Xn] noetheriano, todo ideal 1 CE K[X1,...,Xn)
possui um sistema finito de geradores /1,..., fm. Segue que B(I) é uma K­variedade
em A"(L), definida pelo sistema de equações f; = O para i =1,...,m.

Proposição 1.1.9 Com as notações anteriores temos:
(1) 5(A"(L)) = (0) se L é infinito e 3(0) = (1).

(it) Para todo conjunto V C A"(L), 5(V) = Rad(5(V)).
(iii) Para toda variedade V C A"(L), B(5(V)) = V.

(iv) Para duas variedades V, e Vo temos Vy C Vo se, e somente se, 3(V1) 5 3(Voa) e
on se, e somente se, I(V1) 2 3I(Vo).

(vu) Para duas variedades V1, Vo temos 3(V, UVa) = 5(VI) NI(Va) e V/ UV =
= B(5(V1).3(V2)).

(vi) Para toda família [(V,)xea de variedades V,

n=s (E SA) :
AEA AMEA

Demonstração: Vide [7], Proposição 1.1.8, página 7.

sa

Definição 1.1.10 Seja V uma K ­variedade. Dizemos que V é uma K­variedade
irredutível se para toda Vi, Va K­variedades com V = V, UVo tem­se V = V, ou
V=YV,.

O conceito de irredutibilidade depende do corpo de definição K. Por exemplo,
em Rº temos V(Xº?º + Yº) = ((0,0)) ao passo que em C€º esta variedade é composta
por duas retas concorrentes.

Proposição 1.1.11 Uma K­variedade V C Nº(L) é irredutível se, e somente se, o
ideal 3(V) é primo.

Demonstração: Sejam V uma variedade irredutível e f1, fo E KIX1,..., Xn] polinômios
tais que f1.fo € 3(V). Para H; = B(f;); i = 1,2 temos V = (VN H)U(VN Ho)
de onde segue que V = V NH, ou V = V N Ha, ou seja, V C H;7 ou V C­Hsa, isto
é, fi E I(V) ou fa E 3(V) pelo item (iv) da Proposição 1.1.9. Portanto 3(V) é um
ideal primo.

Mostremos agora a recíproca. Seja 3(V) um ideal primo. Suponhamos que Vi
e |o são K­variedades tais que V = V UVa, V £V1 e V £ Vo. Deste modo 3(V) =

5
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= 3(V)) N3(Vo) com 3(V) £ 3(V1) e 5(V) £ 3(Vo). Portanto existem polinômios
f1 EI(V1) e fa E I(Vo) tais que f1.fo é I(V), O que contradiz a hipótese.

Corolário 1.1.12 Considerando L algebricamente fechado, uma K ­hipersuperfície
H CC A"(L) é irredutível se, e somente se, 3(H) é primo, ou equivalentemente, se e
somente se, o ideal 3(II) for gerado por um polinómio irredutível.

Demonstração: Segue diretamente da Proposição 1.1.11.

Corolário 1.1.13 Uma K­hipersuperfície H pode ser representada na forma

H =| JH, com H; AH; paraiÊ],
i=1

onde cada H; é uma K­hipersuperfície irredutível... Esta representação é única a
menos da ordem das K ­hipersuperfícies.

Demonstração: Sejam 3(H) = (F;7 +... F.) e H;=%B(F;). Então H = H1U...UH,;
e pelo Corolário 1.1.12 cada H; é uma K­hipersuperfície irredutível.

Se H = HiU...U Hj é outra representação onde 3(Hi) = (G;) com
G;EK[X1,...,Xn) (j=1,...,t) então

HH) =(Fi FW) =(GiooG)
e portanto F7+­...: F;=aG]7.... Gi, coma€E K*. Pelo Teorema da Fatoração Única
temos t = s e ordenando adequadamente os índices temos Hi; = H; para i =1,...,s

Corolário 1.1.14 Se (Vxhxea é uma família arbitrária de K ­variedades em A"(L)
então n V, é uma K ­variedade.

AEA

Demonstração: Vide [7], Corolário 1.2.7, página 12.

[o

Sobre A"(L) temos, naturalmente, a definição de uma topologia cujos fechados
são as K­variedades uma vez que a união finita e intersecções arbitrárias de K­
variedades em A”(L) são K­variedades. Esta topologia é chamada K­topologia
ou Topologia de Zariski sobre Aº(L) com respeito a K. Se V C A"(L) é uma

6

FS
AVAVAV

3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



K­variedade, V é munida da topologia de Zariski induzida de A"(L). Seus fechados
são subvariedades W Cc V.

O “Teorema dos Zeros de Hilbert, nos permite estabelecer uma
correspondência bijetiva entre ideais radicais de K[X1,...,XnJeas variedades, para
corpos algebricamente fechados.

Proposição 1.1.15 Seja L|]JK uma extensão de corpos, onde L é algebricamente
fechado. A associação V = 53(V) define uma bijeção do conjunto de todas as
K­variedades V C A"(L) no conjunto de todos os ideais I de K[X1,...,Xn) com
Rad(I) =]. Para todo ideal 1 de K[X1,..., Xn),

Rad(1) = 5(S()).

Demonstração: Pela Proposição 1.1.11 a associação V 1 3(V) é injetora. Provemos
então a sobrejetividade da aplicação.

Para todo ideal 1 de KIX1,..., Xn) temos que Rad(1) C 3(B(1)). Agora seja
Fe 3(B(1))) F£0. Mostraremos que F E Rad(I).

No anel de polinômios K[X1,..., Xn,T] com uma indeterminada a mais T,
formamos o ideal J gerado por IT e F.­T — 1. Se (t1,...,tn,t) E L"*! é um zero de
J, então (t1,..., Tn) E B(I), portanto F(x1,...,tn)it—l=­—1l. Mas (t1,...,Tn,t)
também é um zero de F.T — 1, o que é uma contradição. Como J não tem zeros,
pelo Teorema 1.1.7 J= K[X17,..., Xn, T]. Temos então uma equação

1=3>X RFi+S(FT­1)
i=1

com Ri, S € K[X1,..., Xn, T]e Fj EI para i=1,...,s. Seja

o: K[Xu...,Xn T)> K(X1,..,Xn)

1

o K­homomorfismo com £(X;) = XY; (i =1,...,5) epv(T) = TE Então
Ail= YS e(R)F, e(R;) = Foi

i=1

com À; E K[X1,...,Xnl, p E N. Sep i= maxin1...s(pil, temos então que
FP E(Fn..., Fs), portanto F E Rad(I).
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Corolário 1.1.16 (i) Para dois ideais 11,lo C K[X1,...,Xn), B(11) = B([2) se, e
somente se, Rad(11) = Rad(l>2).

(ii) Dois sistemas de equações algébricas F; = O (i = l,...,m) e Gj; = 0 (j =
1,...,!), tem o mesmo conjunto de soluções em A"(L) se, e somente se, para todo
inteiro i entre | em existe um 416; E N com F* E (G7,..., GI) e para todoj inteiro
entre 1 el existe um 0; E N tal que GS E (F..., Fm).
Demonstração: Vide [7], Corolário 1.3.8, página 18.

Corolário 1.1.17 (1) Seja K'|K uma extensão de corpos com K' C L, e seja 3(V)
o ideal de uma K­variedade V C Nº(L) em K|X1,..., Xn). Então o ideal de V em
KXi...XnA é

Rad(5(V)K'[X1,..., Xn)).

(11) Sejam V C AP(L) e W Cc A"(L) duas K­variedades e 3(V) C K[X1,...,Xnl E
I3(W) c K[N1,..., Ym]) seus ideais correspondentes. A variedade produto denotada
por V x W no espaço A"*(L) corresponde ao ideal 3(V x W) = Rad(5(V),3(W))
em K[X1,...,Xn, 1.11, Ym]):
Demonstração: Segue diretamente a Proposição 1.1.15.

EH

Definição 1.1.18 Consideraremos LIK uma extensão de corpos onde L é algebri­
camente fechado. Para toda K ­variedade V C A"(L), definimos o anel de coorde­
nadas de V como sendo

KIV]| = K[X1,..., Xn1/5(Y).

Para um subconjunto ! (em particular um ideal) de K [|V] podemos agora falar
no conjunto de zeros By(I) de T em V (uma K­subvariedade de V) e para um
subconjunto W C V (em particular uma K­subvariedade de V) podemos falar no
ideal anulador 3y(W) em K|[V]

O bservações: Os elementos + do anel de coordenadas K[V] de uma K­variedade
V Cc A"(L) podem ser considerados como funções é : V — L. Seg = F +53(V) com
FeKX1...,Xnl eser=(e1,...,6en) E V temos p(r) = F(e,...,Em).

Esta função está bem definida pois a igualdade não depende do representante
F da classe lateral 1. Por exemplo, se 17; := X; + 3(V), então x; é a i­ésima função
coordenada, que a cada (e1,...,6n) E V associa a sua i­ésima coordenada e&;.
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(11) K[V] é um anel reduzido e V é irredutível se, e somente se, K[V] é domínio.
Segue, imediatamente das definições que 3y (W) = 3(1W)/3(V). Temos, agora,

uma versão mais abrangente para o Teorema dos Zeros de Hilbert:

Proposição 1.1.19 Seja V C AP(L) uma K­variedade. A aplicação W => 3y(W)
que a cada K­variedade W C V associa seu ideal 3y em K[|V] é uma aplicação
bijetora do conjunto de todas as K ­subvariedades de V no conjunto de todos os
ideais 1 de K|V] com Rad(I) = [, que reverte a inclusão. Para cada ideal I em
K|V] temos Rad(I1) = 3vy(BSy(1)).

Demonstração: Vide [7], página 20.

H

Uma K­subvariedade W C V é irredutível se, e somente se, 3y(W) é um ideal
primo de K|[V|].

Estas proposições elucidam como o problema geométrico de procurar as subva­
riedades de uma K­variedade V se reduz do ponto de vista da álgebra comutativa,
na procura dos ideais primos de K[|V].

As variedades projetivas são os conjuntos de soluções dos sistemas de equações
algébricas que contém apenas polinômios homogêneos, ou seja:

Definição 1.1.20 V C P"(L) é chamado K­variedade algébrica projetiva se
existem polinômios homogêneos F1,..., Fm E KlXo,..., Xn) tais que V é o conjunto
de todos os zeros comuns aos F;'s.

No caso em que V C P"(L), V é uma variedade projetiva e, analogamente ao
caso algébrico, temos definidos conceitos tais como o ideal da variedade. Ocorre que,
no caso projetivo 3(V) é sempre um ideal homogêneo, Rad(5(V)) = 5(V) e K|V]
é chamado anel de coordenadas projetivas (ou homogêneas) de V. Neste caso
K|[V] é positivamente graduado e uma K­álgebra reduzida.

Consideradas as definições de dimensão de uma variedade, dimensão de Krull
de um anel e a correspondência entre ideais primos de K[V] e as subvariedades
irredutíveis de V temos que

dimV = dim K[V] (para variedades afins). (1.3)

dimV = g­dim K[V] (para variedades projetivas). (1.4)

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



As igualdades (1.3) e (1.4) sugerem que o estudo da dimensão de variedades é
equivalente ao estudo das cadeias maximais de ideais primos em álgebras finitamente
geradas sobre corpos.

Segue do conceito de dimensão de Krull que dim A"(L) = n, e portanto as
variedades projetivas e afim possuem dimensão finita.

Pelo exposto anteriormente temos, para o problema clássico proposto por Kro­
necker em 1882, duas versões:

(1) Versão algébrica: Todo ideal radical num anel de polinômios com n variáveis
sobre um corpo K é o radical de um ideal gerado por n + 1 elementos.

(2) Versão geométrica: Toda variedade num espaço n­dimensional é uma inter­
secção de nº + 1 hipersuperfícies.

À solução obtida por Eisenbud e Evans [5] é mais “apertada”: Toda variedade
algébrica em um espaço n­dimensional é a intersecção de n­hipersuperfícies. Vale
ressaltar que eles provaram primeiramente a versão algébrica que apresentamos a
seguir:

Teorema 1.1.21 Seja À um anel noetheriano com dim A= d< oo el Cc AX] um
ideal. Entao existem fi,..., far E 1 com Rad(I) = Rad(fi1,..., fai).
Demonstração: Podemos assumir que À é reduzido, pois se n é nilradical de A e
considerando o teorema verdadeiro para Arçg := A/n, então na imagem Í del em
Areal] existem elementos f1,..., far1 com Rad(I) = Rad(fi,..., fai).

Como dim Arg = dimÀ se para cada f; escolhemos um representante f; E
temos Rad(I) = Rad(fa1,..., fail).

Agora consideremos A reduzido e d := dim A. Demonstraremos o resultado por
indução sobre d. Se d = —1 então a afirmação do teorema é trivial. Sejam d > O eS
o conjunto de todos os elementos regulares de A. Ig é um ideal principal gerado por
um elemento f, E 1. Se 97... g, é qualquer sistema de geradores de I então temos

hs

Tj

r; E A regular e h; E AX] para j = 1,...,t. Então, tomando r = Ir; tem­se
rg; = hjif; para todo j=1,...,t, hj E AX] e r regular. Assim,

riPºcCnRAlX) Cc!

para algum o E N* suficientemente grande e, portanto

B(1) C B(fi)) C B(rl) = B(r) UB(I).
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Se r é uma unidade de A, então B(r) = À e o resultado segue. Caso contrário,
tomando À = A/(r), como r é regular, temos dimA <dim A— 1. Se L é a imagem
de 1 em AX], então por hipótese de indução existem elementos fao,...,fan1 E 1
com Rad(fo,..., fai) = Rad(I).

Escolhendo para cada f; um representante f; € 1 (1 =2,...,d+1), tem­se

Rad(r, fo,..., fai) = Rad(A[X]r +).

e portanto

B(r) NBS(1) = B(A[X])r +1) = B(r, foj..., fa). (1.7)

Das igualdades (1.6) e (1.7) temos

Bl. fa) = B(f1)NS(fo.., far) = (B(r) U B(I))NB(fo,..., fai) =

Como, também, B(I) & B(fi,..., fai), pois (fi,..., fari) C 1, obtemos a igual­
dade Rad(I) = Rad(fi,..., fal).

Como corolário temos:

Corolário 1.1,22 Toda variedade algébrica em A"(L) é a intersecção de n K­
hipersuperfícies.

Demonstração: Para obtermos tal resultado basta tomarmos A := K[X1,..., Xn1],
X = X, e aplicarmos o Teorema 1.1.21.

No caso de variedades projetivas necessitamos da versão graduada do teorema:

Teorema 1.1.23 Seja A = ED;.N A; um anel noetheriano positivamente graduado,
onde Aq := K é um corpo. Seja g­ dimA = d < oo e A[X] com X um elemento
homogêneo de grau a E N*. Seja I C A[X] um ideal homogêneo com 1 C MAÍX],
onde M := Dio A;. Então existem elementos homogêneos fi,..., far] E 1 com
Rad(1) = Rad(fi,..., fail).

Demonstração: Análoga à do Teorema 1.1.21.
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Como consequência deste teorema temos o seguinte resultado para variedades
projetivas:

Corolário 1.1.24 Se V CC P"(L) é uma K­variedade projetiva que possui um ponto
K ­racional (isto é, um ponto < xo,...,Tn > com x; E K) então V é a intersecção
de nº K­hipersuperfícies projetivas.

Demonstração: Vide [7], Corolário 5.1.7, página 126.

E

Observação: No caso de K ser algebricamente fechado o Teorema dos Zeros de
Hilbert nos garante a existência de ponto K­racional.

Dado o interesse geométrico em descrever, pelo menos localmente, uma va­
riedade como intersecção de hipersuperfícies, é claro que haja interesse no cor­
respondente problema de determinar o número mínimo de geradores para um ideal
1 EC K[X1,..., Xn) (anel de polinômios em n variáveis sobre um corpo, ou mais
geralmente, um ideal num anel noetheriano, que conforme sabemos é sempre finito).

Conforme apontamos na introdução, dois resultados bastante conhecidos nesta
direção são:

(1) Se A é domínio de ideais principais e / é um ideal de A então pu([) < 1.

(11) Se A é um domínio de Dedekind, u(I) < 2 para todo / ideal de A.

O Teorema do Ideal Principal de Krull e sua generalização nos dão estimati­
vas inferiores para o número de geradores de um ideal num anel noetheriano e o
número mínimo de equações necessárias para descrever uma variedade algébrica.
Uma estimativa superior para o número de geradores será apresentada no próximo
capítulo.

À seguir, apresentamos um resultado importante que será utilizado não apenas
na demonstração do Teorema do Ideal Principal de Krull, mas como em outros
pontos deste trabalho.

Lema 1.1.25 Sejam I um ideal, py,..., pn (n > 1) ideais primos de um anel A. Se
IdÉdp;(i=1,...,n), então existe umf E IT com f € p; (i =1,...,n). Sejam A
é um anel positivamente graduado e I um ideal homogêneno de A. Se pr,..., PR E
€ Proj(A), então f pode ser escolhido como sendo um elemento homogêneo de grau
posttivo.

Demonstração: Faremos a demonstração por indução sobre n. Tomemos n = 1. No
caso graduado precisamos apenas encontrar um elemento homogêneo f € I de grau
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positivo tal que f € pr. Como 1! é homogêneo, existe um elemento homogêneo a € [,
a é pi. Por outro lado, como p, E Proj(A) existe um elemento homogêneo de grau
positivo b € A com b € p,. Basta então tomarmos f := ab.

Seja n > 1 e suponhamos que o resultado seja válido para n — 1 ideais primos.
Ássumiremos que nenhum p; está contido em p;k para i £ j. Então ITNp; dv;
para i £ j. Por hipótese de indução existe um x; € 1 N p,, 1; É Nes onde x; é

ij
homogêneo de grau positivo (no caso graduado). Se necessário elevamos 7; a uma
potência adequada, para que possamos assumir que todos tem o mesmo grau.

n

Tomemos y := Ile efi= Yu Temos que y; E p; NI para i É j, mas
iz) j=l

yj É pj; (j=1,...,n), e no caso graduado, os y; possuem o mesmo grau, e portanto
f é homogêneo de grau positivo. Pela construção temos que f € I mas,f /p;
(i=1,...,n).

E

Teorema 1.1.26 (Teorema do Ideal Principal de Krull) Seja A um anel noethe­
riano ea £f A um ideal principal. Se p é um ideal primo minimal de a então
ht(p) <1. Mais ainda, se a é regular então ht(p) = 1.

Demonstração: Se p é primo minimal de a, ht(p) = dim(Ay) e pAy é primo minimal
de aÃa, ou seja, Rad(aÃ4a) = pAy.

Agora se À é um anel local com ideal maximal p e Rad(a) = p, se não existir
q E Spec(A) tal que q & p então ht(p) = O e não há nada a mostrar.

Podemos supor, então, que A é um anel local onde o ideal maximal m é um
divisor primo minimal de a. Ássim para todo q E Spec(A), «q ámeq ­ p, mostremos
que ht(q) = O, ou equivalentemente que dim Aq = ht(q) = O.

Se q é a imagem inversa de qd Aq (a “i­ésima potência simbólica de q”), temos

ataPDa+ÃP>S... Da+r4MP>...
Tomando À = A/q segue que A é artiniano pois Rad(a) = p é ideal maximal de À
e assim a sequência

a +a9/aDa+49/22D...2a+aq4M/a2...

é estacionária, ou seja, existe n E N tal que a + q) = a + q. Provemos então
que q = aq + QU),

Sabemos que
aq” + q) c 29, (1.8)

13

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Se b E q então b € aq + q), ou seja, bd = ar +37 comr € A e x E q*d,
Como g+ E q4M temos ar E q). Além disso, a é q, com q q­primário temos
que r E q. Deste modo b € aq” + q! isto é,

q Cc aqi + q), (1.9)

Logo de (1.8) e (1.9) temos verificada a igualdade.
Como A é local ea E m, onde m é ideal maximal de A, pelo Lema de Nakayama

temos q = q, logo

qAq=a"")AQ=>q099AqQ=(0)(949).

Demonstremos então que Aq é um anel noetheriano local com ideal
maximal nilpotente, portanto Aq é artiniano, ou seja, dim Aq = O = ht(q).

Antes de passarmos à generalização do Teorema do Ideal Principal de Krull,
vejamos um corolário do último teorema que será utilizado na demonstração do que
segue.

Corolário 1.1.27 Sejam A Em anel noetheriano, p,p', q. os : Spec(4) taisque pC q, i=1...,s ep Sr. Se existe q' E Spec(A) tal que p' z q' ­ p entãoeriste q E Spec(A) tal que pta= = p e q É qi, para todo i = 1,.
8Demonstração: Como, por hipótese p É q; e 9 ­ p segue­se p Ée (O Ur.
=

Assim, existe r E p tal que r € q; para todo i =1,...,seréyp.
É sabido que todo divisor primo minimal de x Ay + p'Ay é da forma qA, para

algum q E Spec(A),  CqCr.
Como ht(q/p') = 1 (pelo teorema anterior) e dim Apy/p'Ap > 2 (por hipótese)

segue­se que q É p.
Mais ainda, como x E q, 7 É q; er é p' tem­se q É q; e p' É q. Portanto

rSaSr.

Teorema 1.1.28 (Generalização do Teorema do Ideal Principal de Krull) Sejam A
um anel noetheriano e I £ A um ideal gerado por m elementos. Se p é ideal primo
minimal de I então ht(p) <m.

Demonstração: Faremos a demonstração por indução sobre m.
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Se m = 1, o resultado segue diretamente do Teorema 1.1.26.

Sem > 1esejam  ] = (a,...,0m) € q1,...,95; OS ideais divisores primos
minimais de (a1,...,am­1). Então, por hipótese de indução temos h(q;)j <m —1
(i=1,...,s).

Tomando p um divisor primo minimal de /, se existe i tal que p € q; então

ht(p) < ht(a;) <m — 1

e nada mais temos a demonstrar. Supondo p & q, i = 1,...,s, consideremos
P=pDIDpPp DD... O p, uma cadeia de ideais primos de À com | > 2. Usando o
corolário anterior, repetidas vezes, obtemos uma cadeia p = pq OD p, DD... DO py com

8

Pr: É U 9:
i=1

Tomando A = A/(a1,...,am­1), como p é um ideal divisor primo minimal
de (a1,...,am) temos que p = p/(a1,...,am­1) é primo minimal de (am), logo
ht(p) <1.

Observe que pr17 +(an,...,am­1) ­ q;, para todo 1, pois pr, ­ q;: Portanto
Pi1 = pra + (01,...,0mon)/(d1,...,0am­1) é um ideal de À que não está contido
em nenhum primo minimal de A; pr1 +(a,... Am­1) SC p e ht(p) = 1. Assim p
é ideal primo minimal de py7 + (a1,...,am­1) E consequentemente p/p,.7 é ideal
primo minimal de py7 + (a1,...,am­1)/pr1 = (01...,Am­1)A/pr1. Temos então:

I­1<ht(p/p)<mMm=l=321<m

Algumas aplicações geométricas desses resultados são:

Proposição 1.1.29 Em um espaço n­dimensional, afim ou projetivo, seja V uma
variedade d­dimensional e H uma hipersuperfície. Se VANH 20 eV ZH então
toda componente irredutível de VN H tem dimensão d — 1.

Demonstração: Como o espaço projetivo pode ser recoberto por espaços afim, é
suficiente demonstrar o resultado para o caso afim.

No anel de coordenadas afim K[V] de V, um ideal principal (a) associado à
hipersuperfície H é tal que (a) £ K[V], pois VNH £ O earO,poisV é H. Como
KIVnNnH] = (K[V]/(a))rea, pelo Teorema do Ideal Principal de Krull, todos os
divisores primos minimais de (a) tem altura 1. Mas, então K[V N H] tem dimensão
d—1l.
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Este último resultado mostra que, em particular, se duas hipersuperfícies se
intersectam no espaço n­dimensional sem ter qualquer componente irredutível em
comum, então todas as componentes desta interseção tem dimensão n — 2. Tal fato
não ocorre, em geral, se o corpo coordenado não é algebricamente fechado, como é
o caso em Rº de duas hipersuperfícies que se intersectam em apenas um ponto.

Proposição 1.1.30 Seja V uma variedade irredutível (afim ou projetiva). Sejam
fufm E K|V] elementos (homogêneos) do anel de coordenadas (homogêneas)
de V cujo conjunto de zeros W := By(fi,..., fm) em V é não vazio. Então para
toda componente irredutível Z de W tem­se

dimZ > dimV — m.

Demonstração: Apresentaremos a demonstração apenas para o caso afim, pois no
caso projetivo a demonstração é análoga. Para cada p divisor primo minimal de
(fi1..., fm), pelo Teorema 1.1.28,

dim K|V]/p = dim K[V] — ht(p) > dimV — m.

Como os anéis de coordenadas das componentes irredutíveis de W são da forma
K[V]/p com p primo minimal de (f1,..., fm) temos demonstrado o resultado.

O bservações: (1) As componentes irredutíveis de uma K­variedade definida pelas
equações F;(X1,...,Xm) = O tem dimensão maior ou igual a n — m.

(ii) Para descrever uma variedade algébrica V num espaço afim ou projetivo n­
dimensional são necessárias n — ó(V)equações, onde ó(V) é o mínimo das dimensões
das componentes irredutíveis de V. (6(V) < dim V).

(iii) Sejam V e W K­variedades iredutíveis de A"(L) com VN W £ (0. Então para
cada componente irredutível Z de V NNW tem­se

dim Z > dim V +dim W — nº.

(iv) Se V e W C P"(L) são variedades com dim V + dim W > n então VN W 279.
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Capítulo 2

Forster mostrou que se A é um anel noetheriano e M é um A­módulo finitamente
gerado tal que todas as localizações Mp de M, com p E Spec(A), podem ser geradas
por r elementos, então M pode ser gerado por r + n elementos onde n = dim A. Em
muitos casos, entretanto, este resultado pode ser melhorado. Por exemplo, se A é
semilocal, M pode ser gerado por r elementos. Serre conjecturou que M pudesse ser
gerado por r + d elementos onde d = dim(Max(A)). Em 1967, Swan adaptando o
argumento de Forster provou esta última afirmação. Aliás, em artigo de 1962, Swan
havia exibido um exemplo no caso projetivo, em que r +d é o melhor limite possível
dependendo apenas de r e d.

O principal objetivo deste capítulo é apresentar estes resultados e algumas apli­
cações.

2.1. Dimensão e número mínimo de geradores

Antes de iniciarmos esta seção apresentaremos algumas definições para o leitor
que não esteja familiarizado com alguns conceitos aqui utilizados, ou que não se
recorde destes conceitos.

Definição 2.1.1 Seja A um anel. O J­spectro de A, denotado J(A) é o conjunto
de todos os ideais primos em Spec(A) que podem ser escritos como intersecção de
ideais maximais.

Definição 2.1.2 Um elemento m E M é chamado básico em p E Spec(A) se

Lema 2.1.3 Se M é um A­modulo livre, entio m E M é básico para todo m €
Max(A) se, e somente se, <m >£< O0> é um somando direto de M.

Demonstração: Vide [7], Lema 4.2.8, página 106.
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Sejam A é (0) un anel noetheriano, M um A­módulo finitamente gerado e
X = J(A) o J­spectro de A. Para um m E M denotaremos por X(m) o conjunto
formado por p E X para os quais m é básico. Para 1 C A seja B(!), o conjunto
(tpEX:p5 1). Deste modo m é básico em p E B(I) se, e somente se, à imagem
de m, representada por mm, no A­módulo M/IM é básica em p (o que equivale a
dizer que tv é básico em p/I). Feito isto temos:

Lema 2.1.4 Seja X noetheriano e d := dimX < co. Para todo ideal | de A,
X(m) NB(I) possui um número finito de elementos minimais.

Demonstração: Seja mm a imagem de m no A/I­módulo M/IM. Como %(I) pode ser
identificado com J(A/I) e X(m)NS(I) identificado como X (tn) basta mostrarmos
que X (fm) possui um número finito de elementos minimais. Podemos supor sem
perda de generalidade 1 = (0).

Se fp1,..., pi) são pontos genéricos das componentes irredutíveis de X, então
t

X(m) =| | X (ms),
i=1

onde m; é à imagem de m em M/p;M (i=1,...,t). Vamos assumir então que A é
um domínio de integridade com (0) € J(A4).

No que segue procederemos por indução sobre d := dim X.
Se d = O, J(A) tem apenas um ponto e não há nada a fazer. Se d > 0 emé

básico em (0), então (0) é o único elemento minimal de X (m).
Se m não é básico em (0), então a imagem de m sobre o espaço vetorial M,,

onde S := AV (0) é igual a O, ou seja, existe um a E AV (0) comam = 0. X(m)
pode ser identificado com X (fr), onde in é a imagem de m no A/(a)­módulo M/aM.
Como dim J(A/(a)) < d, por hipótese de indução segue­se o resultado.

Definição 2.1.5 Sejam A £ (0) um anel e M um A­módulo finitamente gerado.
Por u(M) denotaremos o número minimo de geradores de M. Se Ar) +...+ Ar, =
M en=un(M) dizemos que ÍT1,...,Tn) é um sistema minimal de geradores.

Definição 2.1.6 Para p E Spec(A) denotaremos por up(M) o número de elementos
do menor sistema gerador do Apy­módulo My.

Lema 2.1.7 Para p E Spec(A) temos up(M) > r+1 se, e somente se, p > I(M,r)
para todo r E N, onde

I(M,r) = >» Ann(M/< mi,...,mr >).
Ímy...,mrJCM
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Demonstração: Vide [7], Lema 4.2.5, página 105.

[o

Corolário 2.1.8 (Semicontinuidade de up) Para todo r E N o conjunto
(p E Spec(A) — up(M) <r) é aberto.
Demonstração: Segue diretamente do Lema.

Lema 2.1.9 Sob as mesmas hipóteses do lema anterior, definamos

um := Maxfup(M) + dim%B(p)|p E X(m)).

Então existe um número finito de ideais p E X(m) com pup(M) +dim%B(p) = um.

Demonstração: Consideremos um p E X(m) com up(M) +dim %S(p) = um. Seja
up(M):=r. |

Então r > O ep 5 I(M,r— 1), p DS I(M,r). Mais ainda, p é um elemento
minimal de X(m)NBS(I(M,r—1)), pois se houvesse um q € X(m)NBS(I(M,r—1))
com p 2 q, então teríamos ug(M) = up(M) =reun=unp(M)+dimB(p) <*

< uq(M) + dim %B(q) < um, uma contradição.
Pelo Lema 2.1.4 X(m) NBS(I(M,r — 1)) possui um número finito de elementos,

havendo portanto um número finito de ideais 1(M,r).

Definição 2.1.10 Para k E N, um submódulo U C M é dito k vezes básico em
p E Spec(A) se

nup(M)—np(M/U)>k.

Lema 2.1.11 Sejam fma,...,m1i) um sistema dos elementos de M e fp, ..., pr)
(r > O) um conjunto finito contido em Spec(A). Se N =<mi...,m1i > é k; vezes
básico em p; para algum k; E N, k; < t (i = 1,...,r), então existem elementos
a1,...,0p1 E À tais que < my +airmp..., Mp1 tapim,i> E k; vezes básico em p;
(i=1,...,r).

Demonstração: Faremos a demonstração deste lema por indução sobre r. Para
r = | vamos supor que À é um anel local com ideal maximal m = p,. Seja
Ui=<mn...,M > em; a imagem de m; em M/mM (i =1,...,m). Da sequência
exata

0 U+mM/mMM — M/mM — M/U0
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e do Corolário 41(Apêndice): u(M) — u(M/U) = dimam < M1,...,Mi >> ko.
Assim, o resultado é válido tomando a17 =... =ap1=0,

Se dima/m < M1,..., Mi >=k,—1, então mn; é linearmente independente sobre
Mm. Mi).

Como a; = 0 parai = 1,...,t— 1,1; k,, temos que ax, = 1.
Suponhamos r > |] e que o lema já está demonstrado para r — 1 ideais primos.

Tomemos uma ordenação tal que pr, é minimal no conjunto fp,,...,pr,). Então
temos elementos a), ...,a47 E A tais que < m1 +almp..., Mi, +agim,i>ék
vezes básico em p;, com é = 1,...,t— 1.

r­l r­l

Como n Pp; É pr, existe uma E n p; coma € p,. Então < my+almu..., Meat
i=1 i=1

+ai mu, am; > também é k, vezes básico em p,, pois a equivale a unidade em
Ap.. Então existem elementos a7,...,af., E À tais que U i=< m, + aim; +
Falam... Mi, Ha mit+a, am, > é kr vezes básico em pr. Como a E p; para
i <r, U também é k; vezes básico em p; com i < 7, e portanto o resultado está
demonstrado tomando­se a; := a; + aja, (i =1,...,t— 1).

Teorema 2.1.12 Seja X := J(A) noetheriano e de dimensão finita. Seja
M =< mu,...,m; > e up(M) + dim%B(p) < t para todo p E X(mi). Então
existem elementos a17,...,a71 E A tais que

M =< m;, +amp... mp; + aim; >

Demonstração: Se X (m;) = 0), então Mp =< m1,...,mi) > Ap para todo p € X,
em particular para todo p E Max(A). Como My, e M possuem a mesma base de
geradores, tomando a) = ...= ay, =0 tem­se que, M =< ma, ...,mp1 >, 0 que
demonstra o resultado.

Se X(m;) £ 0, então

ui= Max(p9(M)+dimB(p)|p E X(m,)) > O

et>2 Temos então um número finito de ideais p E X(m;) com up(M) +
+dimB(p) = u. Podemos então encontrar a, E A tal que m, + am; é básico
para todos esses p's.

Tomemos M' := M/ < my +aim;, >. M' é gerado pelas imagens môó,...,mi
de ma,...,mi respectivamente e X(m,) C X(m;). Para p E X(mi) com up +
+ dim B(p) = u temos que pup(M') < up(M), pois m, + am; é básico neste p e
portanto

u' = Max(up(M') + dim B(p)|p E X(mi)) <u,
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ou seja, u' <t—1,
Para t = 2, temos X(m;)) =d e M' =< 0 >, então M =< m;, + ami >.
Se t > 2, utilizando a hipótese de indução existem elementos a2,...,a:­1 E À

com M' =< mb + aomb,..., mija,mi, >. Portanto,M =< m, +aimuy ..., Ma +
+Hapimi >.

Corolário 2.1.13 (Forster­Swan) Sejam A um anel noetheriano, M um A­módulo
Jfinitamente gerado e X := J(A) com dimensão de Krull finita. Então

n(M) <u:= Max(up(M)+dim%B(p)|p E X N Supp(M)).

Demonstração: Segue imediatamente do Teorema.

E

Se Spec(A) é noetheriano e de dimensão finita, então o mesmo acontece com
J(A). Com isso temos outra versão do Teorema de Forster­Swan onde

u' := Maxfup(M) + dim A/p|p E Supp(M)).

Esta é uma versão mais fraca do teorema, aplicável por exemplo para um anel
semilocal A. Neste tipo de anel temos J(A) = Max(A), dim J(A) = O, por outro
lado, podem existir elementos p € Spec(A) para os quais dim A/p é arbitrariamente
grande.

De fato, no caso geral se X := Max(A) é noetheriano e de dimensão finita ( o
mesmo ocorrendo com J(A)) então

u < dimX + Max(um(M)|m E X N Supp(M)).

Portanto, se para cada m € Max(A), M é localmente gerado por r elementos,
então, M é globalmente gerado por r + dimX elementos.

Se M = I um ideal de A, como Ip = Ap para todo p E Spec(A) com I É py,
obtemos uma versão do Teorema de Forster­Swan para ideais dada pelo corolário a
seguir:

Corolário 2.1.14 Seja J(A) noetheriano de dimensão d. Seja Il um ideal de A e

u = Maxfup(1) + dim B(p)lp € B(I)).
Então o número de geradores de I é dado por Maxífu,d +14.
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Exemplo 2.1.15 Um anel de Dedekind é um dominio de integridade noetheriano
de dimensão 1, que localmente é um dominio de ideais principais. Pelo Corolário
2.1.14, neste anel, todo ideal pode ser gerado por no máximo 2 elementos. Assim se
A é domínio de Dedekind mas não é domínio de ideais principais a cota é alcançada.

Exemplo 2.1.16 Se, para um anel semilocal com ideais maxrimais m,...,m, os
anéis locais Am, (i = 1,...,t) são domínios, então A também é um domínio de
ideais principais.

Corolário 2.1.17 Sejam A um anel semilocal com ideais marimais m1,...,m,., M
um A­módulo finitamente gerado e u := Maxi=1,..r(um,(M)). Então M é gerado
por u elementos.

|

Demonstração: Segue do Teorema 2.1.12.

a

Observemos que, pelo Teorema Generalizado de Krull, em um anel noetheriano,
qualquer ideal [ é tal que ht(]) < u(I), então a situação é ótima no caso em que 1
pode ser gerado por ht(I) elementos. Isto motiva as seguintes definições:

Definição 2.1.18 Seja [ £ À um ideal em um anel noetheriano A.

(1) I é chamado de intersecção completa se ht(I) = u(I).

(i1) IT é chamado “set­theoretic” intersecção completa se existem elementos
a1,..., am E 1 tais que Rad(I) = Rad(a,,...,am), onde m = ht(I).

(iii) Dizemos que I é localmente uma intersecção completa se Im é uma inter­
secção completa em Am para todo m E Max(A) com I Cm.

E as correspondentes versões geométricas que são:

Definição 2.1.19 Seja V uma K­variedade d­dimensional em um espaço afim ou
projetivo de dimensão nº sobre L.

(1) V é chamada “ideal­theoretic” intersecção completa se seu ideal anulador
no anel polinomial sobre K pode ser gerado por n — d elementos.

ii) V é chamada “set­theoretic” intersecção completa se V for a intersecçãoç

de n—d K­hipersuperfícies.

(ii) Dizemos que V é localmente “set­theoretic” intersecção completa se
para todo x E V o ideal de V no anel local O, (definido sobre K ) do espaço afim ou
projetivo é uma intersecção completa.
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Alguns exemplos são:

(1) K­variedades afim de dimensão nula são “set­theoretic” intersecções completas
e uma K­variedade projetiva de dimensão nula é uma “set­theoretic” intersecção
completa se possuir um ponto K­racional.

(2) K­variedades afim de dimensão O são intersecções completas.

(3) Existem variedades projetivas de dimensão O que não são intersecções completas.
De fato, para todo r E N* existe um conjunto finito de pontos V em Eº(L), cujos
ideais I(V) não podem ser gerados por r elementos.

Um polinômio homogêneo, > AromaYo Y7ºY9?, de grau r — 1 possui
ma+vitva=r"1

s = (7) coeficientes aim. Podemos encontrar s pontos P; =< y,yAyX2 >e
€ PL) tais que nenhum polinômio homogêneo de grau r — 1 se anula em
Vi:=(P,...,P.). Estes pontos devem ser tomados de modo que o determinante
cujas linhas consistem dos s produtos y;Sy;iy;js não se anula. Para yo; = 1, Yu = ti,
UY2:i = 1, para i = 1,...,s o determinante tem a forma

(detfezortm ) votuí=r=1 ) .
O determinante não se anula se os t;'s são considerados com indeterminadas,

basta expandir utilizando­se a linha i = 1 e utilizar indução. Como existem infinitos
pontos em uma variedade, é possível escolher um t; E L (i = 1,...,sS) especial
de modo que o determinante não se anula caso as indeterminadas assumam estes
valores especiais.

Um polinômio homogêneo F' em L|Yo, Y1, Yo] de grau r possui (5) = s+tr+1
coeficientes. Se V é tomado como anteriormente, temos que os polinômios ho­
mogêneos de grau r que se anulam sobre V constituem um espaço vetorial sobre
L de dimensão r + 1, pois F(P;) = O, (i = 1,...,s) atribui a s condições de inde­
pendência linear com os coeficientes de F.

Para as componentes homogêneas de 3(V) temos: 3(V), =< O > para
n = 0,...,r—1edimr(5(V))) =r+1. Portanto, 3(V) não pode ser gerado
por menos do que r + 1 polinômios.
(4) Existe uma conjectura de que curvas algébricas afim são sempre “set­theoretic”
intersecções completas. Este resultado já foi provado para:

(a) curvas que são localmente intersecções completas.

(b) curvas em espaços de dimensão 3. Este resultado foi mostrado primeiramente por
Szpiro e depois generalizado por Mohan Kumar para curvas em espaços de dimensão
arbitrária.
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(c) curvas arbitrárias, se o corpo de coordenadas possui característica prima. Esta
demonstração utiliza resultados de Szpiro e Mohan Kumar.

Apresentamos, a seguir o exemplo investigado por Herzog que determinou o
número mínimo de geradores para o ideal 1 = ker(y) onde C = ((tM1L,tP,1),t E L)
com mdcefn1a,na,na)= 1, n; EN, (i=1,2,3) e

E(X;) nm T"; i=1,2,8.

Inicialmente, atribuímos a K[X7, X2, X3] uma graduação na qual deg(X;) = n;,
(i = 1,2,3) ea KIT] a graduação usual, ou seja, deg(T) = 1. Assim I é o núcleo de
um homomorfismo homogêneo e ht(I) = 2.

Determinemos um sistema minimal de geradores de 1

Se F =X amamí1 X3ºX3? E I é homogêneo de grau d, então

F(TM,TM, TS) = (Dan) Ti =0 eportanto DTanuç=O.
Tomemos F = am (KXPKSPXS — XPXSPXY) onde XPXSXYS é um

monômio fixo de grau d (SD vn; =d). |

Como ! é um ideal primo e X; £ 1 (i =1,2,3), temos:

F é uma combinação linear com coeficientes em K[X71,X2,X3] de polinômios
homogêneos em 1 da forma:

Pa = XP — XP XI

2 =X > XX

pa =X X1X.

Se F contém uma das variáveis X; com uma potência no máximo a; E N,
podemos assumir que os 4;'s que ocorrem na combinação linear também possuem

: esta propriedade.
Como mdec(n,, n2, n3) = 1, temos, que para cada índice 1, existe c; E Ny menor

inteiro positivo com cin; E Nn; + Nnx. Possivelmente após uma re­ordenação das
variáveis podemos supor que o polinômio de menor grau dentre os 4;'s seja

—— Cc1 T12 rT13FP =X0 XXI
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onde o expoente de X,, dado por c1, satisfaz a definição anterior, pois caso contrário
haveria outro polinômio de grau menor. Também, pela minimalidade do grau do
polinômio, temos, r1i29 < co, 113 < c3 e com as igualdades ri3 = c3 e 17129 = C12
ocorrendo respectivamente somente se ro = 0 e ri3 = O.

No último caso se alterarmos a numeração de modo que X, se torne X3, então
há apenas duas possibilidades para Fr:

XP—CXS ou

(b) F, XxX? —= XIX (O <Ti2< Co, 0<ra< Ca).

Como F, é mônico em X,, podemos dividir qualquer Fº homogêneo, F' E I por
F', obtendo um resto R. R também é homogêneo, deg(R) = deg(F) e à potência
máxima de X, em Ré ci —1l.

Como R E IT e F é uma combinação linear, R também pode ser representado
como uma combinação linear de polinômios do tipo 42, 3. Segundo Krull, estes
polinômios existem desde que ! não seja um ideal principal. Seja Fo um polinômio
de menor grau.

« r 2 à ­ Tá ­Caso (a) Se tivermos neste caso F2 = X3? — X1º XX,” então
rc&­C r­c&­c3 7Tby TSFo + X3º FP = N3 *xXO + X PAX E rá

tem o mesmo grau que F,7 e não é divisível por F;7. Então necessariamente ri, = O.
. ­C E O .Podemos assumir portanto, que Fo = X2º — XºX3”, onde rá, < ci. Aqui

devemos ter c& = co pois, caso contrário, estaríamos contrariando a minimalidade
do grau de F. Mostremos que I = (F7, Fo).

Caso existisse um F € IX (Fi, Fo), então haveria um polinômio do tipo &s,
rC rTa TS : ,F3 = XY — XP XY com ri; < ci (í = 1,2), c4 > c3 onde operando­se módulo

(F1, Fo) qualquer polinômio homogêneo F' E I pode ser reduzido a um polinômio
que é combinação linear de polinômios do tipo 3 com ri; < c; (i = 1,2). Então

reh­ce r rch—ce rTh7 TS rerTh, OC TrN3º FP + F3 = NX NX 3 — Nx DA O = Á = NX 1 “NX 3 — Xo” E Á

contradizendo r&,5 < co.

Caso (b) Após uma possível re­ordenação de X2 e X3 podemos assumir que

Fo =X XVXTS (roi < ecl).

Devemos ter ro3z < c3. À igualdade equivale a roi = O. Sera = O, então
1 = (F7,F2) como no caso (a).

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Agora faremos uma investigação do que ocorre caso Fa = X5º — XT XP. com
0 <roa <c eO<rozg<cs

Nenhum polinômio do tipo 3 está contido em (F, Fo), (para verificar tome
X, = X2 = 0), logo existe um polinômio F3 = XS — XP XT” Ee lcomra <a,
Tao < Co E necessariamente ra; > O (1 = 1,2) pois, caso contrário, F3 = XY que não
está contido em (F', Fo). |

Cada polinômio F do tipo &;, (1 = 1,2,3), pode ser reduzido via módulo F; à
um múltiplo de um polinômio do tipo v;, (j = 1,2,3), com grau menor do que F.
Utilizando indução sobre o grau do polinômio segue que I = (F7, Fo, F3).

Se considerarmos [| mod(X?', X5º, X3º), veremos que no caso (b) | não pode
ser gerado por 2 elementos. Com a devida reordenação das variáveis apenas dois
Casos podem OCOTTeEr:

(dk) ! possui um sistema minimal de geradores com dois polinômios

h=XP—XS

Fo = NX? —. OX (0 < rol < c1).

(dd) ! possui sistema minimal de geradores com três polinômios

XT — NXIPNXITO

XXX

comO < rj; < ci, paraj £1,i=1,2,3.
Podemos determinar qual dos casos ocorre, lançando mão de alguns cálculos

para determinar c7,co E C3.

I é sempre uma “set­theoretic” interseção completaP

Temos que considerar somente o caso (é). Tomemos

vLc= (—c1,r12,713)
vo 1= (roi, —Co,To3)

va 1= Ta1,732, Cs)
vi=)X" ,vi=(01,02,03).

Assim,

ain; = cn, + (ro +rai)nN, — cono(rio + rao)No — cana(ria + roa)na = O.
1t

3
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Lembremos que cin, E Nno + Nna, com co e c3 definidos analogamente e que
0 <rji<c,parai=1,23ejÉ.

Podemos assumir que ao e a3 tem o mesmo sinal, então a7 = O ou
la7| = |— ec +roa+ra|<c, pela definição de ci. Como, 0 < rj; < ci, temos

la7| = |— er + roi +rai| < |— 0 +20] = Ja] > Ja] < ai].

Como isto não pode ocorrer segue que ay = 0 e da mesma maneira temos a2 = az = O.
No caso estudado ainda obtemos a informação adicional de que:

Cc1 = 721 TT31
Co = T19 + Tao
ca = T13 + Tosa

ou seja, obtemos uma combinação linear dos polinômios F,, i = 1,2,3 tal que

XIPP, + XIRA XTPIR=O0. (2.1)

Seja R := K[X1,X2o,Xal/(F3). R é um domínio de integridade pois F;3 é ir­
redutível e além disso F3 € (F1, Fo). Se £ é a classe lateral de X3 em R podemos
escrever

R = K[X1,X29] E K[X1, XE E... E K[X1, Xa]es!

EB = XT XT
De (2.1) temos

XE FP = (1)SX7OFP mod(F3)

portanto
XIRíMatras)pes = (—])esYTaTIa TRT pos mod(F3)

e como X3º & (F3) temos

XIPFO = (1)SXTPMSFS mod(Fs).
Utilizando (2.2) e o fato de K[X7, Xo] ser um anel fatorial temos

FS = (—1)SXT2P mod(Fs)

FS =X””P mod(F3)
para algum P E K[X1, X2,X3l. P E 1, pois X1, Xo € 1. Portanto 1 = Rad(P, F3).

Deste modo as curvas (171,12, 1?) são sempre intersecções de duas superfícies
com equações (quasi­) homogêneas e uma das duas equações sempre pode ser
escolhida arbitrariamente a partir do sistema minimal de geradores de I dado acima.
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Exemplo 2.1.20 Classificação das curvas (1º 1%,t5) e (t3,t,1$).

(1) Para n, = 3, nn = 4 enz=5 temos:

3n, = no +T3a, 2na =n,+na e 2Qnç=2ny+t+mMo,

isto é,
=X XX; FRReX3­XX;g e Rh=X3oXiXo

Portanto a curva (t?, tº, tº) não é ideal­theoretic intersecção completa.

(ii) Para n1, = 4, ng = 5 enz=6 temos:

3n, = 2n3, e 2n=n+mTa,

ou seja,
oFr=X"2­Xi e Fo=X8­X|Xo

­ : r 72 92 PERPNO ­ ­Podemos então dizer que 1] = (X? — X2, Xá — X1X3) é uma intersecção completa.

2.2 Lema da Esquiva

Definição 2.2.1 Um ideal q de um anel A é chamado primário se todo divisor de
zero de A/q é nilpotente, ou equivalentemente se a,b E A comab E q ea q são
dados, então existe p E N tal que PP E q.

Observação:

(1) O radical de um ideal primário é primo.

(il) Sem E Max(A) então I é m­primário se, e somente se, Rad(Q) = m e neste
caso V(Q) = V(m).

Definição 2.2.2 Seja (Ay,m) um anel neotheriano local, q um ideal m­primário.
u(íq) > dim A. Em particular, um) > dim A. Comom é o único divisor pri­
mo minimal de q, então p(q) > ht(m) = dim A. Por p(m) denotaremos edim A.
portanto edimÀ > dim A.

Lema 2.2.3 (Lema da Esquiva) Sejam A um anel noetheriano, J C I dois ideais

de A com B(J) = B(I), u(I/J) = m e py,...,ps E Spec(A) tais que I É Ur
j=1

Então existem elementos a17,...,am E 1 tais que
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Ss

(i) a;E | Jpji=1,.".,m.
j=1

(iii) Se p E B(a,..., am), p É B(I), então ht(p) > m.

Demonstração: Para demonstrarmos este lema faremos a construção dos elementos
m

A, ...,0m E NU p; cujas imagens da,... am em 1 /J são parte do sistema minimal
j=l

de geradores deste ideal e que possuem a seguinte propriedade: Se p E B(a1,..., ar),
p é B(1), então ht(p) > r.

Para r = O nada temos a demonstrar. Se a1,...,a,r já foram construídos satis­
fazendo as condições acima para algum r com 0 <r < m, tomamos um a € 1 tal
que fá, ...,dr, 4) também faz parte do sistema minimal de geradores de 1 /J.

Sejam q1,...,q, os divisores primos minimais de (a1,...,ar) que não pertencem
a B(I) e seja X o conjunto dos elementos maximais com relação a inclusão de
Íq1,:.20. abs, pm). Então X = X, U X2, onde X, é formado pelos p E X com
a EpeXs5 pelospENX coma gp. Como B(I)=B(J), JÁ U p, existe b € J tal

pex
que b &£ p, para todo p € X.

Então existe À E nO p com à É U p.
peXxo pera

Tomando ar12,7 := a + Ab temos ar, É p, para todo p E X, em particular,
ari É pj j=1,...,m.

Como ar11 = a modJ, as imagens de a17,...,ar11 em I/J são parte de um
sistema minimal de geradores deste ideal. Se p E B(a1,..., ara) NV BSB(I), então
ht(p) > r + 1 desde que p contenha um dos q;s (i = 1,...,t) e por hipótese
ht(q;) >r, mas a711 É q; (=1,...,t) demonstrando o resultado.

Com o Lema da Esquiva podemos obter uma recíproca do Teorema do Ideal
Principal Generalizado de Krull:

Proposição 2.2.4 Seja A um anel noetheriano. Sep E Spec(A) tem altura m,
então existem elementos a17,...,am E p tais que p é um divisor primo minimal de
(a1,..., tm).

Demonstração: Tomemos 1 := p e J:= pº. Como u(p/pº) > lp (p/p?) = edimA >
> dim Ap = ht(p) = m, pelo Lema da Esquiva, existem elementos a1,...,am E p
tais que ht(p') > m, para todo p' E Spec(A) com (a1,...,am) Cp, pé p'. Ássim,
p é um divisor primo minimal de (a1,...,úm).
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Corolário 2.2.5 Em todo anel noetheriano local (A,m) existe um ideal m­primário
q que é uma intersecção completa, isto é, tal que nu(q) = dim A. Temos então

dim A = minfu(qa)|a é m­primário).

Demonstração: Seja m := dimA. Pela Proposição 2.2.4 existem elementos
a,...,Am E m tais que m é o único divisor primo minimal de (a17,...,am) (pois
estamos em um anel local). Tomando q := (a1,...,úm), q é m­primário e portanto,
também é uma intersecção completa.

Como un(q') > dim A para todo ideal m­primário q', segue a igualdade.

A caracterização da dimxrui À para (A,m) um anel local motiva a seguinte
definição:

Definição 2.2.6 Um conjunto fa; ... am) de elementos de um anel local noetheri­
ano d­dimensional (A, m) é chamado sistema de parâmetros de A se este conjunto
gera um ideal m­primário. À existência deste sistema é dada pelo Corolário 2.2.5.

Temos, agora, o seguinte resultado para as interseções completas em anéis
noetherianos locais:

Teorema 2.2.7 Sejam (A,m) um anel noetheriano local e fa,..., am) um conjun­
to de elementos de m. Então:

(i) dimA > dim A/(a1,...,am) > dimA — m.
(11) dim A/(a1,..., am) = dim A— m se, e somente se, faz,...,am) pode ser esten­
dido a um sistema de parâmetros de A.

Demonstração: (1) Seja 6 := dim A/(a1,...,am) e seja (bhi,...,bs) um sistema de
elementos de m cujas imagens em A/(a1,...,am) formam um sistema de parâmetros
deste anel. Então q = (a1,...,am,b1,...,bs) é um anel m­primário. Portanto u(q) >
dimA=> m+6ó6>dmAÃ.
(ii) Sem +ó6 = dim A, então faz, ..., am, bi,...,bs) é um sistema de parâmetros de
A. Reciprocamente, se faz, ..., am) pode ser estendido à um sistema de parâmetros
pela adjunção de elementos b1,...,b; E m, então m +t = dim ÁÃ e as classes
laterais de bi,...,br em A/(a1,...,0m) geram um ideal primário contido no
ideal maximal deste anel. Então t > dim A/(a1,...,am) > dimA = m = t e,
portanto, dim A — m = dim A/(a1,..., am).
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Corolário 2.2.8 Seja o ideal Il Cm uma intersecção completa; I = (a17,..., am)
com ht(I) = m. Então faz,..., am) é um subsistema de parâmetros de A edim A/I =
= dimA —m. Em particular, sea E m não é um divisor de zero de A, entao
dim A/(a) = dimA — 1.
Demonstração: Para todo primo divisor minimal p de /, temos que ht(p) = m.
Tomemos p de modo que dim A/I = dim A/p. Pelo Teorema 2.2.7 item (1) temos
que dimA— m < dim A/I = dim A/p < dimA — ht(p) = dimA— m e portanto
dim A/(a1,...,am) = dim A— m. Agora, pelo item (ii) do teorema, fai,...,am) é
um subsistema do sistema de parâmetros de A. Se a E m é regular então ht(a) = 1.
Portanto, (a) é uma intersecção completa e dim A/(a) = dim A — 1.

Observação: Nem sempre os primos minimais de um ideal J têm todos a mesma
altura. Por exemplo, se 1 = (XZ,YZ), » = (X,Y) é primo minimal de ! mas
dim(A/p) = 1 < dim(A/I).

Uma caracterização de intersecções completas em anéis noetherianos pode ser
dada em termos de sistemas independentes. Para isso precisaremos de alguns resul­
tados, os quais apresentamos a seguir:

Definição 2.2.9 Um sistema de elementos faz,...,am) (m > O) de um anel A é
chamado independente se as seguintes condições são satisfeitas:

(i) (ap... ,am) É A.

(it) Se F E A[X1,..., Xm] é um polinômio homogêneo com F(a,,...,am) = O então
todos os coeficientes de F estão contidos em Rad(a,,...,am).

Observação: O item (ii) é equivalente ao seguinte: Se F E A[X1,..., Xm] é ho­
t+!mogêneo de grau deb := F(a,...,am) E (01,­..,0m , então todos os coeficientes

de F pertencem a Rad(a,,..., am).

Lema 2.2.10 Seja A[X] um anel polinomial sobre um anel noetheriano A. Para
todo ideal | de A com 1 £ A temos

ht(IA[X]) =A(D); Rt((1,X)A[X]) =AR(D)4+1.

Se dimA < co, então
dim A[X] = dimÀ + 1.

Demonstração: Para todo p E Spec(A), pAÍ[X] é um ideal primo do anel AÍX] pois
A[X]|/pA[X] = (A/p)[X]. Se 6 := (p, X)A[XY] E Spec( AÍX]), temos, pA[X]N A =p
ebnAdA=rp.
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Se p é um divisor primo minimal de /, então, pA[X] é um divisor primo minimal
de TA[X] e 6 é um divisor primo minimal de (1, X) A[XY].

Reciprocamente, se Q é um divisor primo minimal de [ AJX e q:= ONA, então
q é um divisor primo minimal de Il e Q = qA[X]. Se Q é um divisor primo minimal
de (1, X)AÍX|, então, O = (q, XJA[X]. Logo, basta mostrarmos o resultado para
ideais primos.

Para toda cadeia de ideais primos po CC... Cpy=pem À temos

é uma cadeia de ideais primos em A[X] e, portanto, ht(pA[X]) > ht(p). (*)
Além disso pA[X] & 6 = (p, X)AIX]. Como X não é um divisor de zero de

A[X]p, pelo Corolário 2.2.8 segue que

ht(6) = dim A[X], = dim(A[X]Õ,/(X)) +1=dim Ap +1 = ht(p) + 1.(x+%)

Assim de (*) e (**) temos ht(p) < ht(pA[X]) < ht(b) = hi(p) + 1. Portanto
ht(pA[X]) = ht(p) e, assim, dim AJX) > dim A+ 1. Agora sejam 6 E Spec(A[X]) e
p:=bNA. Então

AIX p/BALXlp = (Ap/pAp)[X]p*
com algum b* E Spec((Ap/pAyp)[X]). Como este anel é um anel de ideais principais,
existe f E b tal que BAY[X]|p = (p, S)AplX]op.

Sejam dim Ap := d e fan,...,a4) um sistema de parâmetros de Ap. Então
pAp = Rad((a1,...,agd)Ap) e BAp[X]p = Rad(a1,..., aa, f). Isto implica que

ht(b) = dim Ap[Xpy < d+1<dim A+],

Como este resultado é válido para todo b E Spec(A[X]), segue que dim A[X] <
< dim A + 1 obtendo assim a igualdade.

Lema 2.2.11 Sejam AJX] o anel de polinômios sobre um anel noetheriano A e
fan,...,am) um sistema de elementos de A com (a1,...,am) É A. fan...,am) É
um sistema independente em A se, e somente se, faz,...,am,X ) é independente
em A[X].

Demonstração: Se fa1,...,am, X ) é independente em A[X], então faz,...,am) é
independente em A, pois

Rad((a1,..., am, X)AIX|)N A = Rad(a,,..., am).

32
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Reciprocamente, seja F E A[X]|[X1,..., Xm,T) um polinômio homogêneo e
a1,..., Am elementos independentes em A tais que F(a1,...,am,y X) =O0.

F = > Pina XP, XPT
m+..+rvm+tr=d

com d = degF, pr..mu E AX). Tomemos 1 := (a,...,am), J = (1, X)AÍX].
Então

mm Um vv! d+1> Puno, ação Ed
vv +... +im +rv=d

e JH 2 JH ,+Ç1dXyY pn, +rIXºi+XÍPAIX],
Comparando os coeficientes temos que

v1 uv, d­v+li> Pin vmvo, carr E
m+otrma+rv=d

com v = O,...,d.

Como Rad(!) C Rad(J), segue­se que faz,...,am) é independente, pw,..vmuv E
€ Rad(I) para todo (1,...,vm,V) € Pu..vmu E Rad(J).

Sejam faz,...,am) C A, À anel com (a1,...,am) é A € a) não divisor de zero
de A. No anel de frações de An, podemos obter o subanel

A' = Alfas/a1,...,am/a).

À passagem de A para A' é um exemplo de uma transformação “monoidal”, con­
ceito este que não faremos uma investigação sistemática porém utilizaremos apenas
algumas propriedades. Seja

a: AlYo,..., Ym] > Alas/a1,...,am/ai)

o A­epimorfismo com a(Y;)) = a;/m (i = 2...,m). O kernel a contém
* = (a1XY9 — as,...,a07Yn— am) e para qualquer F E a existe um p E N com

a?F E a*, como pode ser visto passando­se para o anel de frações Aa,.
Para um polinômio homogêneo F' E A[X1,..., Xm] F(a1,..., am) = O ocorre se,

e somente se, F(1,Y2,...,Ym) E a, o que nos dá um critério para a independência
de faz... amb.

Lema 2.2.12 Seja A um anel noetheriano. O sistema faz,..., am) é independente
se, e somente se, para todo p E Spec(A) com (a1,...,am) C p temos

a CpAlYo,...,Ym).
33
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Demonstração: Seja fai,...,am) independente e seja q E a dado. — Seja
F E AIX1,...,Xm] à homogeneização de À. Como Fí(an,...,am) = O. todos os
coeficientes de Fº assim como os de é pertencem à Rad(ar,...,am) pertencendo
portanto a cada p E Spec(A) com (a1,...,am) Cp.

Sea C pA[Yo,..., Yr] para todo p e F(an,...,am) = O para um polinômio
homogêneo F E A[X1,..., Xml|, segue que todos os coeficientes de Fº pertencem a
Rad(a,,...,am), portanto faz,...,am) é independente.

Corolário 2.2.13 Se faz,...,am) é um sistema independente em um anel noethe­
riano A em > 2 então fa1,a3,...,am) é independente em A, := Alas/a1].

Demonstração: Vide [7], Corolário 5.4.18, página 147.

H

A seguir apresentamos a caracterização de intersecções completas em anéis noethe­
rianos via sistemas independentes.

Teorema 2.2.14 Em um anel noetheriano, seja | = (a1,...,am) £ A um ideal
dado. Então ht(I1) = m (e portanto é uma intersecção completa) se, e somente se,
faz,..., am) é independente.

Demonstração: Seja 1 = (a1,...,am). Para J := (I, X)A[X] temos pelo Lema
2.2.10 que ht(J) = ht([1) + 1 e pelo Lema 2.2.11, que fa1,..., am) é independente
se, e somente se, fa1,...,aúm, X ) é independente sobre A[XYX]. Podemos assumir que
a; não é divisor de zero em À pois se for necessário passa­se para A[X] fazendo a
adjunção de X ao sistema de clementos.

(1) Seja ht(I) = m e a* = (a7Yo — as,...,a1Ym — am). Para todo primo minimal
vp de ! temos a* C pA[Yo,..., Yn). Como a* é gerado por m — 1 elementos temos
ht(b) <m — 1 para todo divisor primo minimal 6 de a* com b C pAÍYo..., Yml.

a, É b pois caso contrário teríamos 1 A[Yo,..., Ynm] C b, o que não é possivel
pois de acordo com o Lema 2.2.10

ht AfYo,..., Yn)) = ht(D) = m.

Como afa C a* C b para algum p E N, segue que a C b C pA/Yo,..., Y]. Pelo1 Pp

Lema 2.2.12 fa1,..., am) é independente sobre A.

(ii) Seja fa1,..., am) independente em A. Para todo primo divisor minimal p de
I temos ht(p) < m. Assim é suficiente mostrarmos que ht(p) > m. Para m = 1
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certamente ht(p) = 1, pois a; não é divisor de zero em A. Podemos então assumir
m > 1 e que o resultado é válido para m — 1 elementos independentes.

p AÍY5] é um divisor primo minimal de ! A[Y2] e pelo Lema 2.2.12, p A[Yo] contém
o kernel de 3 : A[Yo] — A), onde O(Yo) = a2/a7. Logo pA, é um divisor pri­
mo minimal de TA, = (a1,03,...,am )A,. Pelo Corolário 2.2.13 faz,aa,..., am) é
independente em A, e assim ht(pA]) > m — 1.

Como a1)2 — as E ker(6) e este elemento não é divisor de zero de A[Y2] segue
que a, não é divisor de zero de A. Portanto

ht(p) = ht(pAfYS])) > ht(pA) > m — 1,

o que demonstra o teorema.

Corolário 2.2.15 Sejam faz,...,aa) C m, onde (A,m) é anel noetheriano local
edimA = d. Então faz,...,aa) é sistema de parâmetros de A se, e somente se,
fan,..., aa) é independente em A.

Demonstração: Segue do imediatamente do Teorema.

5

Um caso particularmente interessante ocorre quando (A, m) é um anel noethe­
riano local e m é intersecção completa, ou seja, edim À = dim À.

Definição 2.2.16 Um anel local (A,ym) é chamado regular se edimA = dim A.

Notemos que se dim A = O, então, À é regular se, e somente se, À é um corpo.
Outro exemplo de anel regular é K[X1,...,Xn] com K corpo.
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Capítulo 3

No Capítulo 3 apresentamos condições suficientes para que um ideal seja gerado
por uma Á­sequência regular, dada pelo Teorema de Ferrand e Vasconcelos, bem
como a caracterização de intersecções completas em anéis regulares.

3.1 Módulo Conormal e Anel Graduado

Definição 3.1.1 Para um ideal I de um anel A o A/I­módulo 1/1? é chamado
módulo conormal de /.

Temos que u(1) > u(1/Iº). Com o estudo do módulo conormal esperamos obter
informações a respeito de /, em particular sobre u(I).

Generalizando, para todo n E N podemos considerar os quocientes
gr7(A) = 1/1"! onde gr9(A) := A/F.

Tomando gr/(A) := Ber) (soma direta dos A/I­módulos), gr/(A) é um
neN

anel graduado com a seguinte graduação: Se 7 E a +I"H! egrr(A)eyEb+I" e
€ gr7(A) onde a E IM eb E I” então

Ty = ab + pn E gr? (A).

O conceito que apresentamos a seguir foi introduzido por Krull (entre outros)
para que usando / C A as considerações sobre grau e comparações entre coeficientes
fossem feitas como num anel de polinômios.

À partir de agora, por A denotaremos um anel e À C A um ideal de A.

Definição 3.1.2 gr,/(A) é chamado anel graduado associado de |. Sea E 1”,
a £ 17, então Li(a) := a + 1”! E gr?(A) é chamado forma líder de a para [.
Paraa € n I” tome Li(a):= O. O grau vi(a) de Li(a) também é chamado grau

neN
dea com respeito al.
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Lema 3.1.3 (1) Paraa,bE A, Lri(a)L7(b) = Li(ab) ou Lri(a)Li(b) = O.
(ii) Se1 = (a1,...,am) ex;isza;+I1º (i=1,...,m), então

gr/(A) =

Demonstração: Vide [7], Lema 5.5.2, página 149.

Lema 3.1.4 Sejae: A S um homomorfismo de anéis sobrejetor tal que e(I) = J.
Se a := (a) é um ideal principal e Lr(a) é regular em gr,(A), então grr((a)) =
= (Lr(a)) é o ideal principal gerado pela forma lider de a.

Demonstração: Vide [7], Lema 5.5.3, página 150.

E

Se A = P[X1,..., Xn) é o anel polinomial sobre um anel P e 1 := (X1,..., Xn),
então gr,y(A) = A (como anéis graduados). Para F € AVÍO), L7(F) é a componente
homogênea de Fº de menor grau, e o grau de F com respeito a | é o grau desta
componente,

Se 1 = (a1,...,am) é um ideal de um anel A, então existe um epimorfismo de
A/I­álgebras graduadas

a: A/IlIXn..,Xm] — gri(A)

a(X;) = a;+[º.

Da definição de sistema independente temos, então, que fa,,...,am) é inde­
pendente se, e somente se, 1 £ À e ker(a) C Rad(I)A/I[X1,..., Xm] e Rad(]) =,
então a independência de faz,...,am) equivale a 1] £ A e a ser um isomorfismo.

Definição 3.1.5 Seja M um A­modulo. a E€ A é chamado elemento M­regular
(ou não divisor de zero de M ) se é válida a seguinte condição: ax = O comx EM
entao x = 0. Uma sequência faz,...,am) (m > O) de elementos de A é chamada
M­sequência regular se

(1) M 2 (a... .,am)M

(ii) Para i =O0,...,m — 1; az, é regular em M /(a17,...,agM.

Observação:
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(i) Se tomarmos M; := M/(a,,...,a;i)M, então o item (ii) da definição equivale a
condição da aplicação produto

Haia : Mi — M;
T mm at

ser injetora para 1 = 0,...,m — 1. Em particular a7 é regular em M"ºo = NM.

ii) Se fa,..., am) é M­sequência regular e M é finitamente gerado, então fa] /1,..., am;Í
é Mp­sequência regular para todo p E Supp(M )NV(I), (a7',..., avr) é M­sequênciaLia 11 À
regular para todo v; E Nº e fai, ..., am) é Mi­sequência regular.t i+l) ,

Exemplo 3.1.6 No anel polinomial K|X,Y,Z] sobre um corpo K, temos:

() ÍX(X — 1), XY — 1, XZ) é uma sequência regular.

(it) (TX(X — 1), XZ, XY — 1) não é uma sequência regular.

Primeiramente mostremos que ([X(X — 1), XZ, XY — 1) não é uma sequência
regular em K|[X,Y,Z]|.

De fato, f = X—­1370em K[X,Y,Z]/(X(X — 1), entretanto, f.XZ =
= fXZ=0. Portanto, XZ é um divisor de zero em K|X,Y, Z|/(X(X — 1).

Mostremos que [X(X—1), XY —1, X Z) é uma sequência regular em K[X,Y, Z].

Tomemos K,7 = KIX,Y,Z]/(X(X — 1)). f(YY —1) = O se, e somente se.
existe g €EK[X,Y,Z] tal que S(XY — 1) = gX(X — 1). Temos então que X e X—1
dividem f, mas como X e X — 1 são primos entre si, f = 0 em K7. Portanto XY — 1
não é divisor de zero em Kz.

Seja Ka := KIX,Y, 2)/(X(X — 1), XY — 1). Mostremos que X Z não é divisor
de zero em Ro, ou seja, se

hXZ=gX(X­N+f(XY­1) (3.1)

então h = O.
Como X divide f então existe f, E K|[X,Y,Z] tal que f = X/1. Substituindo

em (3.1) temos,

hXZ=g9X(XKX­VNHAX(XY—­N=>AZ=9(X­YN+RA(XY­1) (32)

Temos agora que Z divide g e f1, daí existem fo e gj € K|[X,Y,Z] tais que
fi=Zfoaeg=Zg9" Ássim

hZ = 9, Z(X­DNH+fZ(XY­1) Sh=A(X­DN+f(YY­1)=
(3.3)

=> h=gn(X­1N=f(XY­1D.
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Temos duas possiblidades: h = g1(X — 1) ou (XY — 1) divide h — 1(X — 1).
Se (XY — 1) divide h — g1(X — 1), então XY — 1 divide h. Portanto h = O.
Seh = gi(X—1), tem­seh = O pois X—1 = (XY —1)—Y (X(X­—1)). Assim podemos
concluir que (fXY(X — 1), XY — 1, XZ) é uma seqiiência regular em K[X,Y,Z|.

Proposição 3.1.7 Sejam A um anel, fag..., am) (m > O) uma A­sequência regu­
lar e 1 = (ao,..., am). Então:

(1) O A/I epimorfismo de A/I­módulos a : A/I[Xo,...,Xm] — grj(A) tal que
Xi a;+Iº é um isomorfismo (em particular fag,..., am) é um sistema indepen­
dente).

(ii) O epimorfismo de A­modulos

B:AlGO,Ynm] — Alai/ao,.2, am/iao)
Y,; > a;/ao

tem kernel (agY] — a1,...,aoYm — am) onde os a;/a1's são elementos de Q(A).

Demonstração: (1) Para demonstrar a outra parte observe que a afirmação em (1)
equivale a dizer que para qualquer polinômio F E A[Xo,...,Xm] de grau d com
F(ao,..., am) E 1*** temos F E IA[Xo,..., Xm]. Agora, este é o caso se, e somente
se, para cada polinômio homogêneo F com F(ag,...,am)=0, FEIA[Xo,..., Xml.
Então vejamos, se Fº com deg F := d é dado, então

F(1,01/009,...,am/00o) = (1/a9)ºF(ao,..., am) =O0

e, portanto, F(ao,...,am) E ker(6). De (ii) segue que todos os coeficientes de F
pertencem a 1 pois aoY; — a; possui esta propriedade, para todo i = 1,...,m.

(ii) Temos que agY;—a; E J := ker(0) para i = 1,...,m. Procederemos por indução
sobre m. Consideremos m = 1. Para F(Y) C J, usando o algoritmo da divisão,
existem d E N, v(V1) E AVI), r E A tais que

agF(Y1) =e(Y1)(aoN = a) +r.

Sendo fa", a1) uma A­seqúência regular o mesmo ocorre com fad,a,). Assim,
ao tomarmos adF(Y) = €(Y1)(aoY — a1), módulo af podemos concluir que todos os
coeficientes de & são divisíveis por at. Mas, então, F € (agY17 — a).

Para m > 1, À é a composição

AfY1, o Ym] 8 Ala1/aol[Y2,..., Ym] E Ala1/ao,...,am/ao]
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onde ker(0)) = (aoY) — a1JA|Yo,...,Ynl. Considerando A := Ala,/ao) então
A'/agA' = A'/(ag,a1)JA! = A/(ag,ai)[V1]] e assim fao,..., am) também é uma A”­
seqiiência regular pois fa2s,...,am) é uma A/(a09,01) sequência regular. Ássim por
hipótese de indução ker(62) = (agY2—as2,..., aoYm— am) de onde segue­se o resultado
(ii).

Como corolário temos:

Corolário 3.1.8 Se I C A é um ideal gerado por uma A­sequência, então os A/I­
módulos I"/I"*! são livres e mais, se A é noetheriano I é intersecção completa em
A.

Demonstração: Vide [7], Corolário 5.5.11, página 153.

Como recíproca parcial da Proposição 3.1.7 temos:

Proposição 3.1.9 Seja faz,...,am) um sistema de geradores de um ideal Il em um
anel A. Seja A/I £ (O) e para A; := A/(ao,...,a;) suponhamos n IPA; = (O),

neN
i=1l...,m. Nestas condições temos:

(1) Se o epimorfismo

a: A/ITX1n,...,Xm] — gry(A)

é um isomorfismo, então fa,,...,am) é uma A­sequência regular.

(ii) Se A é noetheriano e | é um ideal primo, então A é domínio de integridade e
A; é integralmente fechado em seu corpo de frações.

Demonstração: (i) Vejamos, primeiramente que a, é regular em A. Suponhamos
ra, = O para algum r € AV (TO). Se existisse n E N com r E IP" NI"*! então
Li(r) ÉO.

Se Lr(a,) = a, + 1º é regular em gr/(A) tem­se Lr(ra,) = Lr(r)Li(a1), con­
tradizendo ra, = O.

Se tomarmos 17 := 1 /(a1) então pelo Lema 3.1.4 temos

gr,(A1) = gr,/(A)/(Li(a1)) = A /N[X29,...,Xml.
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Por hipótese de indução, fas, ... am) é uma A ­sequência regular. Logo faz, .. ., am)
é uma A­sequência regular.

(ii) Para r,s E A NV (0) temos Lri(r), Lri(s) £ (O). Se gry(A) é um domínio de
integridade, pelo Lema 3.1.3, Lr(rs) £ O e portanto rs £ O.

Tomemos agora S := Ay e M = ITAr. Então

grm(S) = gr,/(A)| = S/MPX1,..., Xml]

é um anel polinomial sobre o corpo S/M.
Seja x E Q(A) inteiro sobre S, 7 = r/s com r,s E S. Então existe um n E N

tal que S[1] = S+ St +... + Sx7"* e portanto s""'x" E S para todo m E N.
Para m > n segue que 1" E Ss" "+!S, e então Luy(r)" E Lu(s)""Hery(S).

Como gryu(S) é um anel fatorial, Lu (s) deve ser um divisor de Luy(r). Então existe
ro E S com vum(r — ros) > um(r). 11 := (r —ros)/s = x — ro também é inteiro sobre
S. Logo, existe ry E S com vuvm(r — r1s) > um(r — ros). Daí,

re (|((s)+M")=(s)
neN

e portanto z7=r/s ES.

À condição n IPAj=< 0 >, (i=0,...,m) é satisfeita no caso em que A é
neN

noetheriano e | C n m;, assim, em particular temos:
meMax(A)

Corolário 3.1.10 Sejam (A,m) um anel noetheriano local, faz,...,am) (m > O)
uma sequência de elementos em m, I := (a7,...,am). Então as seguintes afirmações
são equivalentes:

(1) fa... am) é uma A­sequência regular.

(11) à: A/I[X1,..., Xm] > gr/(A) onde a(X;) = a; + Iº é um isomorfismo.

Se Rad(I) = [, então (i) e (ii) são equivalentes a

(iii) fazi,..., am) é independente em A, ou seja, I é uma intersecção completa.

Demonstração: Vide [7], Corolário 5.5.13, página 154.
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Como vimos anteriormente uma sequência pode ser regular ou não dependendo
da ordem em que os elementos aparecem, no entanto, se (A, m) for local temos:

7Corolário 3.1.11 Nas mesmas hipóteses do corolário anterior, se faz,...,am) €
uma A­sequência regular, o mesmo ocorre com fara), e Ax(m)) para toda pernu­
tação 17 de (l,...,m).

Demonstração: Segue da Proposição 3.1.9.

H

Como vimos anteriormente, este resultado não é sempre válido em anéis noethe­
rianos quaisquer. Áqui estamos considerando um anel noetheriano local, onde os
elementos fa1,...,am) em m constituem uma sequência regular.

Lema 3.1.12 Se (fa, b) é uma M ­sequência regular e b não é divisor de zero de M,
então (b, a) também é uma M ­sequência regular.

Demonstração: Se a fosse um divisor de zero de M /bm, haveria um m € M,m é bM
com am = bm' (m' E mM). Como fa,b) é regular devemos ter m' E aM, ou seja,
m' = am" com m" E M, então m = bm' (pois a não é divisor de zero em M)
entretanto mn é bM, o que é uma contradição.

Proposição 3.1.13 Quaisquer duas M ­sequências regulares maximais em I tem o
mesmo número de elementos.

Demonstração: Dentre todas as M ­sequências regulares maximais em / existe uma
com o menor número de elementos n. Procederemos por indução sobre n.

Sen = O, então ! contém apenas os divisores de zero de M e não há nada a ser
mostrado.

Consideremos n > 0 e sejam fai,...,an) uma AM­sequência regular maximal
em 1 e fbi,..., bn) outra sequência regular em /. Nestas condições veremos que [1 é
formado pelos divisores de zero de M /(b,...,bn)M.

Sen = 1,7 possui os divisores de zero de M/a;M. Então existe m E M,
m É a7M com Im C a;M. Em particular bm = am' com algum m' E M. Se
tivessemos m' € by M então teríamos m E a7M entretanto, m' € b, M.

Como a)Im' = Ibyum €C a7byM segue que Im! C by M e portanto I é formado
pelos divisores de zero de M/b, M.

Se n > 1, tomemos M; := M/(a,...,a)M; Mi; := (bi,...,bi)M para i =
O0,...,n — 1 e tomemos c E [ que não é divisor de zero de M; e M; para todo
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i=0,...,n— 1. Isto é possível pois os conjuntos dos divisores de zero de M; e M;
são uniões finitas de ideais primos e ! não está contido em nenhum desses conjuntos.

Áplicando o Lema 3.1.12, repetidamente, fc, a1,...,an­1) efe bi,...,bn—1) são
M­sequências regulares em I onde fc,a1,...,an1) é maximal pois faz,...,an1,C)
é maximal para o caso n = 1 aplicado a Mr1. Então faz,...,an1t)eíbi..., bn)
são M/cM sequências regulares em ] onde a primeira é regular e por hipótese de
indução a segunda também é regular. Mas se (b1,...,bn—1,0) é uma M­sequência
regular, então fb1,...,brn) também é regular, novamente pelo caso n = 1, o que
finaliza a demonstração.

a

Corolário 3.1.14 Sejam (A,m) um anel noetheriano local e p E Spec(A) uma
intersecção completa, ou seja, p = (a1,...,am) com ht(p) = m. Então:

(1) faz... , am) é uma A­seqúiência regular.

(i1) À é um domínio de integridade e Ay é integralmente fechado em Q(A).
(iii) Para qualquer suconjunto fi1,...,is) de (1,...,m)k, (ax,...,05,) é um ideal
primo e uma intersecção completa.

Demonstração: (i) Nas hipóteses acima e utilizando o Teorema 2.2.14 temos fai, ..., am)
é independente em A. Como Rad(p) = p (pois p E Spec(A)) temos que a :
A/p[X1,...,Xn] — grp(A), é um isomorfismo, e portanto faz,...,am) é uma
sequência regular pelo Corolário 3.1.10.

(i1) Usando a Proposição 3.1.9 temos que A é domínio de integridade e Ap é inte­
gralmente fechado em seu corpo de frações.

Para demonstrar (iii) usaremos indução sobre m. Em A/(a)), p/(a1)) é um
ideal primo de altura m — 1 gerado por m — 1 elementos e portanto uma intersecção
completa. Então A/(a1) é domínio de integridade e portanto (a) é ideal primo de
A. Aplicando hipótese de indução e o Corolário 3.1.11 segue o resultado.

[+

Lema 3.1.15 Para um ideal I de um anel noetheriano A as seguintes afirmações
sao equivalentes:

(i) 1 = 1", para todo n > 1.

(it) gr7(A) =< O >, para todo n > 1.

(iii) | é um ideal principal gerado por um elemento idempotente de A.
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Demonstração: Obviamente (1) & (ii) e (1) => (iii). Vejamos, então, que (iii) => (i).
m

Tomemos um sistema de geradores a17,...,am de 1 e a; = ) TikAk Com
o

i=1

l,....,m eriç E 1, o que é possível pois 1 = I“. Então

det(E — (rikx))JAk = 0 (k=1,...,m) (*)

onde E é matriz unidade mxm. Expandindo o determinante temos det(E — (ri,
= 1­a coma E 1. Como a é combinação linear dos az's, de (*) temos (1 —

. >)

ou seja, a“ = a.

De (1 — a)a, = O temos az = axa, para k = 1,...,m e portanto 1 = (a).

Proposição 3.1.16 Sejam A um anel noetheriano e II C A um ideal. Então

ht(1) < p(1/1º) < n(1) < p(I/1º) +10.

E mais, se n(I/1Iº) > dimA então p(1) = p(I/1º).
Demonstração: Como n(Ip/I;) = n(Ip) para todo p E B(I), pelo Lema de Nakaya­
ma, ht(Iy) < u(Ip) e daí pelo Lema de Krull temos ht(1) < n(I/1º).

Para mostrarmos que u(I) < u(I/Iº) + 1 consideremos a1,...,am E 1 cujas
classes laterais em I/Iº formam um sistema minimal de geradores do A/I­módulo.
Tomando A := A/(a1,...,am) e 1 := I/(a1,...,am), então 1 = 1º. Pelo Lema
3.1.15, 1 é um ideal principal e ! é gerado por m + 1 elementos. Vejamos agora a
última afirmação.

Seja m := u(I/Iº) > dim A. Pelo Lema da Esquiva podemos tomar a1,...,úm €
€ I tais que todo p € B(a,...,am) com p É B(I) tem altura maior ou igual a /n.
Em nosso caso, como (a17,...,am) C I temos B([) C B(a1,...,am) e portanto
Bla... ,am) VB(D) = OQ. Assim 1 = 1/(a1,...,0m) é um ideal nilpotente de
A:= A/(a1,...,am). Como I é gerado por um elemento idempotente, 1 =< 0 > e
portanto u(I) = u(I/I?*).

Antes de prosseguirmos, precisamos de alguns conceitos que serão utilizados
daqui por diante.

Definição 3.1.17 Seja A um anel. Um A­moódulo M e livre se possui uma base,
ou seja, um sistema linearmente independente de geradores. M é um A­módulo
projetivo se existe um A­módulo M' tal que, M EB M' é livre.
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Lema 3.1.18 Sejam A um anel e LI um A­módulo finitamente gerado. Dados m €
Nº, fegEeA tais que:

(1) D(f) U D(g) = Spec(A),
(it) lg é um Ag­moódulo livre de posto menor ou igual am.
(iii) Existe uma sequuência exata de As­módulos O — K — AP — If > O onde K,
é um Agg­módulo livre.
Então I é a imagem homomorfa de um A­modulo projetivo de posto m.

Dernonstração: Vide [7], Lema 5.5.19, página 158.

Ha

Para um anel polinomial A = SIX] com S noetheriano de dimensão finita
temos, particularmente o seguinte:

Teorema 3.1.19 (Mohan Kumar) Seja A = P[X]| o anel de polinômios sobre um
anel noetheriano P de dimensão de Krull finita. Sejam I um ideal de A contendo
um polinômio mônico em := u(I/1?) > dim A/1+2. Então existe um P­módulo M
Jfinitamente gerado de posto m tal que I é a imagem homomorfa do módulo M[X].
Em particular, se todos os P­módulos projetivos finitamente gerados são livres, então

n(1) = p(1/1?).

Demonstração: Denotando por D(f) o conjunto dos ideais p E Spec(A) com f é p,
mostraremos primeiramente que existem elementos f,g9 € P com D(f)Uu D(g) =
= Spec(A) tais que Ir; é gerado como um Arç­módulo por m elementos e ly = Agp.

Seja a, E I um elemento tal que sua classe lateral em 1/1? está contida em
um sistema minimal de geradores do A/I­módulo I/Iº. Podemos assumir que a;
é um polinômio mônico pois, se necessário, podemos adicionar a a, uma potência
suficientemente grande de um polinômio mônico em ! e assim obtemos um elemento
da forma desejada. Assim S := A/(a)) é um P­módulo finitamente gerado. Se
J=InNPel*éaimagemde l em S, então PNP=J=JSNPeS/I*eS/JS
são extensões inteiras de P/J, portanto, pelo Corolário 37, temos

dim A/I = dim S/I* = dim P/J = dim S/JS = dimS/ JºS.
Se I é a imagem de I em S/JºS, então, pelo Lema 3.1.15

n(1/P) = n(1/12) = 1 > dim A/1 = dim S/JºS
de onde podemos concluir que 1 é gerado por m — 1 elementos. Deste modo também
existem elementos a3, ... az, E 1 com
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1 =(ab...,ot)+OS. (3.4)

Localizaremos agora S em N := 1 + J para utilizarmos o Lema de Nakavama.
Para mostrarmos que JSn está contido em todos os ideais maximais de Sy é sufi­
ciente mostrar que J Po está contido em todos os ideais maximais de Pyn, pois Sn é
inteira sobre Pn.

Vejamos que 1 + JPn possui apenas unidades de Pq. De fato, se para algum
m € Max(Py) houvesse algum x E JPyên, x É m então teriamos uma equação
1 = pix + pa com p) E Pn, po Em e teríamos po = 1 = pix Em N(1+ JPy), uma
contradição.

De (3.4) e do Lema de Nakayama segue que I* = (ad, ...,a7,)Sn. Seao,...,am E
E [ são representantes de ai, então IN = (a1,...,aám) An. Portanto também existe
um f E N com If =(a1,..., am) Ar.

Se tomarmos g = 1 — f, então g E J e assim ly = A,. Mais ainda, como
1=/+g9 temos D(f)Uu D(g) = Spec(A).

Agora, para construirmos o P­módulo M procurado consideramos a apresen­
tação do As­módulo I; dada por fai,...,am)

0>K>Af—=1f20, (3.5)

Como 17 é um Ag­módulo livre, localizando em gq mostramos que K, é um
módulo projetivo sobre As, = PrA[X] pois após a localização a sequência em (3.5)
cinde. Da sequência exata

0— (Kg)a, —­ (Agsgdo, — (Troda, — oO,
temos que (K7f)a, é um módulo livre sobre (Asf)>»“y = ProlXla, pois ([s9)a, =
= (Afoda do.

Como a, é mônico, segue do Teorema de Quillen e Suslin (Vide [7], Teorema
4,3.14, página 116) que K, é um Agg­módulo livre. Assim temos:
(1) D(fS)U D(g) = Spec(A).
(1) Il, é um Ag­módulo livre de posto menor ou igual a 1n e
(ii) existe a sequência exata de Ar­módulos (3.5).

Usando fibrados produto, como em |7], página 158, podemos concluir a demons­
tração.

o

2Corolário 3.1.20 Sejam K um corpo el E K[X1,..., Xn) um ideal com pu(I/1º)
> dim KIX1,..., Xn|/1+2. Então

n(1) = n(1/1º).
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Demonstração: Como I £ (0) podemos, possivelmente após reordenação das variáveis
supor que ! contém um polinômio mônico em XY, com coeficientesem P = [X1,..., Xn1l.
Mas, como todos os módulos projetivos finitamente gerados são livres em P, u([) =
= n(1/1º).

Sejam M um módulo finitamente gerado sobre um anel noetheriano À e L um
ideal de A com IM % M. Para toda M­sequência regular faz,...,am) temos
(a1,...,a;M £ (a1,...,a41)M para i = O0,...,m — 1. Como M é um módulo
noetheriano, temos que toda sequência regular faz,...,am) com a; E I pode ser
estendida a uma M­sequência regular faz,...,ant CI (n > m) tal quetodoa E!
é um divisor de zero de M /(a1,...,an)JM (uma M­sequência maximal).

Observe, entretanto que, A­sequências maximais podem ter comprimentos dis­
tintos, por exemplo para A = KIXI[Y] com K corpo, X, Y e 1 — XY são ambas

A­sequências maximais.

Mas, no caso específico em que IM £ M, temos o Teorema de Rees, enunciado
abaixo. Faremos uso de uma ferramenta muito poderosa cuja teoria não apresenta­
mos aqui. Para outra forma de tratamento, o leitor poderá consultar [7].

Teorema 3.1.21 (Teorema de Rees) Sejam A um anel noetheriano, M um A­
módulo finitamente gerado e 1 C A um ideal com IM £ M. Então todas as
M ­sequências regulares maximais em I têm o mesmo comprimento nº dado por

n = minfi E N: Ext(A/1,M) £ 0).

Para demonstrarmos este resultado utilizaremos o seguinte lema:

Lema 3.1.22 Sejam A um anel, M e N A­módulos, HomA(M,N) o conjunto de
todos os homomorfimos de A­módulos f: M — N eí(x1,...,t%n) uma M­sequência
em Ann(N). Então

Homa(N, M/(xr1,..., Tn)JM) = ExtA(N,M).

Demonstração: Faremos a demonstração por indução sobre n. Para n = O não há
nada a demonstrar. Seja n > 1. Por hipótese de indução temos Ext *(N,M) =
== Homa(N,M/(t1,...,TnX1)M).

Como x, é (M/(x1,..., Tn­1)M )­regular, Ext (N, M) = O. Assim, a partir
da sequência exata

0>MBÊMSM/M=>O0
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obtemos a sequência exata

0 > Ext” (N,M/11M) SO ExtÃ(N, M) É Ext4(N,M).

À aplicação y é a multiplicação por 7,7 herdada de M, mas a multiplicação por x
sobre N também induz À. Como xr, E Ann(N), temos que é = 0. Portanto é é um
isomorfismo, e aplicando mais uma vez a hipótese de indução provamos o resultado.

Demonstração do teorema 3.1.21: Seja (11,..., Tn) uma M­sequência maximal em
1, Do Lema 3.1.22 temos que ! contém um elemento (M /(t1,...,Ti1)M )­regular
para i = 1,...,n, ou seja, Ext *(A/1, M) = Homa(A/I, Mí(ri,...,xi1)M)=O.

Por outro lado, como IM £ M e (11,..., Tn) é uma M­sequência maximal em
1, então I é formado pelos divisores de zero de M /(t11,..., xn)M e assim

Ext (A/I, M) = HomA(A/I, M/(x1,...,xn)M) LO.

Definição 3.1.23 Sejam À um anel noetheriano, M um A­módulo finitamente ge­
rado e 1 CC A um ideal com IM / M. O comprimento comum a todas as M­
sequências regulares maximais em I é chamado de I­profundidade de M. No­
tação: prof,M.

Observação: (1) Se A é local e 1 é o ideal maximal de A, então dizemos que prof,M
é simplesmente a profundidade de M e denotamos por profM. Em particular isto
também define profA.
(11) À igualdade prof,M = 0 é válida se, e somente se, todos os elementos de [ são
divisores de zero de M. Mais ainda. se (A,m) é um anel noctheriano local, então
profM = 0 é equivalente a m E Ass(M).

(iii) No caso (A, m) localmente noetheriano e K = A/m temos

profM = minfi E N: Ext'(K, M) £ (0).

Corolário 3.1.24 Sefan,..., am) é uma M ­sequência regular qualquer em 1, então

prof,M /(a1,...,am)M = profjyM — m,.

Demonstração: Vide [7], Corolário 6.3.4, página 184.
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Proposição 3.1.25 Ainda considerando­se as hipóteses da Proposição 3.1.13, seja
I o ideal gerado por nº elementos e prolfyM = m. Entao m <mn e existe um sistema
gerador faz,..., an) de I para o qual faz,...,am) é uma M ­sequência regular.

Demonstração: Sejam fa,,...,an) um sistema gerador qualquer de / e (a1,...,ak) C
C U p, (a1,..., 0x1) É U p para algum k = O0,...,n. Se K = n então

peAss(M) peÃss(M)
prof,M = 0 e não há nada a provar.

Se k < n, mostraremos que existe b não divisor de zero de M tal que
(a1,...,0x41) = (bja1,...,a7). Passando de M/bM para I/(b) à proposição segue
por indução.

Seja (p1,...,p.) O conjunto dos elementos maximais de Ass(M) com respeito à
inclusão. Por hipótese existe um elemento da forma a +rax11 com a E (a1,..., Ux),
r E A, que não está contido em py U... Up,. Se ax) E pi, para i = 1,...,0 e

Ss o

akx+1 É p; para j=0+1,...,s, então escolhemos t E n pn té (+: e tomamos
j=0+1 i=1l

b:=tat+arn? Entãob É p;, (i=1,...,s), ou seja, b não é divisor de zero de M.
Assim (a17,...,ax11) = (bja,...,0x).

Proposição 3.1.26 Sejam A um anel noetheriano e I £ A um ideal gerado por
a1,..., an para os quais a aplicação a : A/I[X1,...,Xn] = gri(A), onde a(X;) =
= aj + 1º, é um isomorfismo. Então, I também é gerado por uma A­sequência
regular de comprimento n.

Demonstração: Mostremos que se nº > O, então I contém um elemento não divisor de
zero. Caso isso não ocorresse haveria um r E A V (0) com Ir = (0). Assim ra, = O
e pelo Lema 3.1.3 L;(r) = 0. Portanto r € n I” =, Pelo Teorema da Intersecção

veN

de Krull (Vide [7], Teorema 5.5.5, página 150), 1 = I[. Se (bi,...,b.) é um sistema
E

gerador de [ então b; = SD ride (i=1,...,s) com rx, E 1, para todo i e k. Pela
k=1

Regra de Cramer temos um elemento da forma i + 1, (i € 1) com (1 +1i)f = (0).

Então r = —ri = O pois Ir = (0), contradizendo r £ O. Portanto IT contém um
elemento não divisor de zero c, então podemos assumir que I = (c, ao,..., an). Como
a é um isomorfismo, o mesmo ocorre com a aplicação A/I[X1,..., Xn] — gri(A)
tal que X7 > c+ 1º e X;>a;+1Iº(i=2,...,n). Se tomarmos A := A/(c),
ai = a; +(c) e I' := I/(c) então a aplicação A'/I[X2,...,Xn] — grr(A') tal1
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que X; sa; +! * também é um isomorfismo e a validade da proposição segue por
indução.

H

Corolário 3.1.27 Sejam A um anel noetheriano e 1 £ A um ideal com Rad(I) = [.
I é uma intersecção completa em A se, e somente se, I é gerado por uma A­sequência
regular. Em particular, uma variedade afim é uma “set­theoretic” intersecção com­
pleta se, e somente se, seu ideal do anel de polinômios é gerado por uma sequência
regular.

Demonstração: Vide [7], Corolário 6.3.7, página 185.

H

O conceito de I­profundidade de módulos é particularmente interessante no
estudo dos módulos projetivos e há resultados interessantes estabelecendo relações
entre profundidade e dimensão projetiva de um p módulo, dentre eles os de Auslander
& Buschbaum e Ferrand & Vasconcelos que veremos em 3.1.34 e 3.1.36 respectiva­
mente.

Uma sequência exata de A­módulos

ss FE RS ­­ERSMSO,
onde os F;'s são módulos projetivos é uma resolução projetiva do A­módulo M.

Definição 3.1.28 Seja M um A­módulo. À dimensão homológica ou projetiva
de M é o comprimento de uma resolução livre finita de M de menor comprimento
possível, a qual denotamos por dp ,M ou simplesmente por dpM caso A esteja fixado.
Caso não exista uma resolução de comprimento finito dizemos que ApM = co.

Exemplo 3.1.29 Sex é um elemento regular,

03 AÉ AS A/(1)=O,

onde p(a) = ax, para todo a E A é uma resolução projetiva de A/(x), e portanto
dpA/(x) =1.

Exemplo 3.1.30 Se (11,12) é uma A­sequência regular

o> ABA SAD A/(t1x)=O,

onde M = ( "LT)

ro .) eN = (x) To) representam o homomorfismo na forma maltri­
cial, é resolução projetiva para A/(x1, xo) e portanto ApA/(x1,xo9) = 2.

50

3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Mais geralmente, se fr1,...,r1n) é uma A­sequência, então dp A/(71,...
= An

Exemplo 3.1.31 Se A = K[X,Y]/(X,Y) = K|x,y) el = (x,y), então dp! = co.
À resolução projetiva é:

CEPE PERPERSISDO
onde M e N são homomorfismos cujas formas matriciais correspondem respectiva­

—/yoOo —/xOmente a M = (4 2 )ien=(7 ):
Observação: Em geral a dpM pode ser considerada uma medida de “quão longe” um
módulo está de ser projetivo.

Considerando a sequência exata 0 — K — F — M — 0 como fizemos para o
Lema 50 faremos a seguir a generalização do mesmo.

Lema 3.1.32 Sex não é divisor de zero de A e M, então

dpaM = dparn(M/1M).

Demonstração: Antes de iniciarmos a demonstração façamos alguns preparativos.
Tomemos uma sequência exata 0 — K — F — M — 0 onde F é um A­módulo livre
de posto finito epara x € m consideremos o diagrama comutativo onde as linhas e
colunas são sequências exatas.

0 0

| |
K F' M'
l " 1
K F M

Ux LUz lx
K F M

Í ' |
K/xK F/xF M/zM

' 1 |
0 0 0

onde M' := (m E M|tm = 0) = ker(y,) e F' e K' são definidos da mesma forma.
Utilizando o Lema da Serpente (Vide [7], Lema 7.1.9, página 200) obtemos uma
sequência exata dada por

0 K'3F'>SM'<K/zK > F/zF>M/tM =O0. (3.6)
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De (3.6) obtemos uma sequência exata

0 K/zK — F/zF —y> M/2M — O

onde caso F' =< 0 > então K' =< 0 > e deste modo r é um divisor de zero de K.

Se ambas as dimensões projetivas são infinitas, então não há nada a demonstrar. O
mesmo ocorre caso uma delas tenha dimensão projetiva nula. (Ver Lema 50)

Seja dpM = meO0<mx< oco Então dpk = m—­1le por indução podemos
assumir que dpa,)K/xK = dpK. Como dpa/)M/xM É O temos

dPpa/ia)M/2M = dpajK/2K +1=dp4K +1=dp(M.

Obtemos o mesmo resultado supondo dpa/a)M /2M = mcomb<m<co.

Lema 3.1.33 Considerando ainda a sequência exata 0 — K — F—­ M — O,
temos que se profA > O, profM = 0, então profk = 1.

Demonstração: Seja x E m não divisor de zero de A. Neste caso de (3.6) obtemos
uma sequência

0 M'— K/kzK > F/zF > M/IM — O.

Como profM = 0 existe m E MY < 0 > com mm = 0. Então m E M".
m E Ass(M'), ou seja, m E Ass(M/xM) e portanto profK/xzK = 0. Como z não é
divisor de zero de K (K' =< 0 >), temos que profK = 1.

Estabeleceremos agora uma relação entre a profundidade e a dimensão projetiva
de um módulo M.

Teorema 3.1.34 (Auslander­Buchsbaum) Seja M um modulo finitamente gerado
sobre um anel noetheriano local (A,m). Se dpM < co então

dpM + profM = profA

Demonstração: Seja dpM =n e

0 FE Ras  BRSMSO0

uma resolução livre minimal de M, K;:= Im(a;i1) (i=1,...,n).
Para provarmos o resultado, utilizaremos indução sobre d := dpA. Se d = O

existe um r E À tal que mr = 0, x £ O. Se tivessemos n > 0, então de Fr, C mFn1
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teríamos tr F, C tm Fr 7 =< 0 >, e portanto F, =< 0 >, uma contradição. Portanto
n = 0, M é livre e profM = profA = O.

Seja d > 0 e suponhamos que o resultado seja válido para anéis locais de
profundidade menor. Se dpM > O, existe um x E m que não é divisor de zero de À
ou M, pois m é Up se p está variando em Ass( A)UAss(M). Então profA/(x) = d—1
e profM/x7M = profM — 1, e pelo Lema 3.1.32 dPpa/a)M/12M = dpM seguindo o
resultado por hipótese de indução.

Se d > 0 e profM = 0, então profK; = 1 pelo Lema 3.1.33, dpK, = dpM — 1 e
como provado

dpK — 1 + profK,7 = profA,

de onde temos que dpM = profA.

H

Lema 3.1.35 Seja M um módulo finitamente gerado sobre um anel noetheriano
A £ (0) e que tenha resolução livre

0 F>y Fam co RI MO,

onde os Fis possuem posto r(F;), (i = O,...,n) finito. Então são equivalentes as
seguintes afirmações:

(1) Ann(M) 20.

(é) S (=1)r(F) =O.
1=0

(it) Ann(M) contém um elemento não divisor de zero de A.

Demonstração: Para p E Ass(A), temos que dpa, (My) < co e profAy = O e
portanto dP4, Mp = O, logo Mp é um Ap­módulo livre. Considerando a sequência
exata

0 (Fo) > (Fnz1)p >> (Fo) > Mp0

por argumento de indução, análogo ao feito para espaços vetoriais tem­se que

k

r(Myp) = 3 (­1)r(F;). (3.7)
i=0

(1) => (ii) Se a := Ann(M) é (0), mostremos que existe p E Ass(A) com
Mp = (0). Caso não existisse tal p, como My é livre, teríamos a4y, = (0) para todo
p E Ass(A), assim Ann(a) &é p para todo p E Ass(A). Então em Ann(a) estaria
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contido x, um divisor de zero de A. Como ra = (0) teríamos a = (0), contradizendo
o modo como a foi tomado.

Se tomarmos p E Áss(A) com Mp =< 0 >, então de (3.7) obtemos (ii).

(11) => (111) De (ii) e da equação (3.7) segue que Mp =< 0 >, e também que
aÃp = Ap para todo p E Ass(A). Então a &é p para todo p E Ass(A), ou seja, a
contém um elemento não divisor de zero de A.

Teorema 3.1.36 (Ferrand e Vasconcelos) Sejam A um anel noetheriano e 1 £ A
um ideal de A.

(i) Se I é gerado por uma A­sequência, então 1/1? é um A/I­módulo livre e dp, A/I <
co.

(it) Caso A seja um anel local, a recíproca é verdadeira.

Demonstração: (1) Seja I gerado pela A­sequência regular (x1,...,t;). Já sabemos
que 1/1? é um A/I­módulo livre de acordo com o Corolário 3.1.8. Mostremos agora
que dpA/I = t por indução sobre £.

Se t = 0 não há nada a provar. Tomemos t > O. Analisando a sequência exata
bx

temos que se dp((A/(tv1,...,%61)) = t— 1 por hipótese de indução, então
dpa(A/(t1,...,%n)) < t. Agora, para p E Spec(A), p 5 1, (r1,...,7i) também
é uma Ap­sequência regular, assim prof(Ap) — prof(Ap/(xr1,...,1) Ap) = t. Do
Corolário 46 e do Teorema 3.1.34 segue que

t = prof(Ap)­— prof(Ap/(x1,...,1)Ap) =

e portanto dp, (A/I) =t.

(it) Seja (A,m) um anel noetheriano local. Para o ideal 1 £ A suponhamos que
1/1? é um A/I­módulo livre de posto t e dp/(A/I) < oo. Mostremos que [ é gerado
por uma A­sequência regular de comprimento t. Se t = O temos que ] = Iº e pelo
Lema de Nakayama I = (0). Consideremos t > O e que o teorema é verdadeiro para
postos menores que !£.

Aplicando o Lema 3.1.35 a M := A/I, temos que 1 contém um clemento não
divisor de zero de A. Sejam Tx1,...,1, E | elementos cujas imagens T7,...,T; em
1/1? formam uma base do A/I­módulo. Tomemos J := (x2o,...,xn) + 1º. Então
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B(J) = B(I)eu(I/J) =1. Seja Ípi,...,p.) Oo conjunto maximal dos elementos de

Ass(A). Então 1 é U p; pois ! contém um não divisor de zero de A (t > 0). Logo
j=1

Ss

existe a E 1, a É U p; com I/J = Au, onde a é a imagem de a. Isto significa que,
j=1

sem perda de generalidade, podemos assumir que x, não é um divisor de zero de A.
Sejam S := A/(x,)) e 1! = I/(t1)). Mostremos que !' satisfaz as mesmas

hipóteses que I. De fato, como

1/12 = (a) +PEI/P/(a)+P/L2E

= A/ITg&S­­­$A/Itx;=S/ItozB­­­ES/I'xr.

e 1/1? é um S/I"­módulo livre de posto t — 1, se identificarmos A/I com S/I'.
Como I = Ar, + J segue que I/11I = Ax)/Ixt) +J/x]I. Aqui Ax)/Ixn, = A/L,

pois 1, não é divisor de zero de A, JN Ar, = 1)[l e 177 é um elemento da base do
A/I­módulo 1 /J.

Temos então J/x)I1 = J/JN Ar, = I/At, = I' e Ar /In,NJ/tnIl =<O0>.
Portanto I/x)1 = A/I BE.

Como dp, A/I < co, do Lema 3.1.32, temos que dpg1 /x11 = dp4lI < co. Sendo
I” um somando direto de 1/2171 temos também dp,I' < oo. Tomando­se a seqilência
exata O — I' — S — S/I' — O segue que dpsS/I' < co. Por hipótese de indução
1! é gerado por uma S­sequência regular de comprimento t — 1, logo I é gerado por
uma À sequência regular de comprimento t£.

Em anéis locais temos, então, a seguinte caracterização para anéis locais.

Corolário 3.1.37 Para um anel noetheriano local (A,m) as sequintes afirmações
são equivalentes:

(1) A é regular

(11) dp7A/m < oo.

Se (1) ou (ii) é satisfeita então dp, A/m = dim A.
Demonstração: Como m/mº é A/m­módulo livre, dpyA/m < co se, e somente
se, m é gerado por A­sequência regular, ou seja, A é regular. Por outro lado, se
dim À := d e À é regular, m é gerado por A­sequência regular de comprimento d e
dp, A/m = d < oo.
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Lembrando que um anel noetheriano A é regular se Am é regular para todo
m € Max(A) temos a seguinte caracterização homológica para um anel regular.

Proposição 3.1.38 Seja A um anel noetheriano tal que dimA= d < oo. Entao
são equivalentes:

(1) A é regular

(ii) Todo A­modulo M finitamente gerado é tal que dpM é menor ou igual a d.

(iii) Todo A­moódulo finitamente gerado tem dimensão projetiva finita.

Demonstração: (1) > (ii) Seja M um A­módulo finitamente gerado. Necessitamos
apenas provar que dPa, Mp < d, para todo p E Max(A). Se dim Ay = O, então Ap
é um corpo, e a afirmação está correta. Seja então dim Ay > O ex EpÁÃp Nor? Ap.
Então Ap/x7Ap, talmbém é um anel local regular e dim Ap/rAyp = dim Ap — 1.

Consideremos a sequência exata

0 K—F—>M,—­O0

onde F é um Ap­módulo livre de posto finito. Como x não é divisor de zero de
K, por hipótese de indução temos que dP4, K = dPay/24p K/zK <dimÁAp— le
portanto dP4, < dim Ay.
(iii) = (ii) Para todo p E Max(A) temos dp, A/p < oo e conseqilientemente temos
dpa, Ap/vAp < oo. Assim, Ap é regular.

Como consequência destes resultados temos:

Teorema 3.1.39 Se K é um corpo, então todo modulo finilamente gerado sobre o
anel de polinômios K|[X1,..., Xn) tem resolução livre de dimensão menor ou igual
an.

Demonstração: Vide [7], Corolário 7.2.5 (a), página 208.

Ha

Corolário 3.1.40 Se K é um domínio de ideais principais então todo K[X1,..., Xn)­
módulo finitamente gerado tem uma resolução livre de comprimento menor ou igual
an+l.

Demonstração: Vide [7], Corolário 7.2.5 (b), página 208.
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Corolário 3.1.41 Se um anel noetheriano A é regular (respectivamente uma inter­
secção completa) o mesmo ocorre com o anel de frações As.

Demonstração: É suficiente mostrar que Ap é regular (respectivamente intersecção
completa) para todo p E Spec(A). Seja m um ideal maximal de À contendo p. Se
A é regular então

dp, Ap/pAp < dpaAm/pAm < oo,
e portanto Ap é regular.

Se À é localmente uma intersecção completa, então Am = A/I, onde A é um
anel local regular e 1 C A o ideal gerado por uma A­sequência regular. Além disso
Ap = (Am)pam = Ap/lAp, se b é a imagem inversa de pAm em A. Como já
mostrado Ap é regular. Como 6 5 1, TA, é gerado por uma Ap­sequência regular,
logo Ap é uma intersecção completa.

Corolário 3.1.42 Se um anel noetheriano À é regular (resp. intersecção completa),
o mesmo acontece com A[X1,...,­Xn).

Demonstração: Seja b E Spec(A[X1,..., Xn))ep:i=0NA. Então A[X1,..., Xnlp =
= Ap[X1,..., Xnlpy e O ideal maximal deste anel intersecta Ay no ideal maximal
pÃp. Se Ap é regular, então o mesmo acontece com A[X1,..., Xnlp­

Se Ap = A/I com A anel local regular e ! gerado por uma A­sequência re­
gular, então Ag[X1,..., Xnlp 2 A[LX1,..., Xnla/IA[X1.o, Xnlo, onde OQ é à pré­
imagem de 6 em A[X1,..., Xnl. Como já mostrado A[Xim,...,Xnloy é regular.
É claro que TA[X1,..., Xnloy é gerado por uma A[X1,..., Xn]e­sequência regular,
de fato, I é gerado por uma A­seqiiência regular que é A[Y1,...,­Xnloy regular.
Portanto A[X1,..., Xn]p é uma intersecção completa.

À seguir temos, como conseqiiência dos resultados desenvolvidos nesta seção, a
caracterização das intersecções completas em anéis regulares.

Corolário 3.1.43 Para um ideal I £ A de um anel noetheriano local À são equi­
valentes as seguintes afirmações:

(i) I é localmente uma intersecção completa em A.

(11) O módulo conormal I/Iº é um A/I­módulo projetivo.

Demonstração: Vide [7], Corolário 7.2.8, página 209.
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Se 1I/Iº é A/I­livre podemos em muitos casos concluir que ! é globalmente
intersecção completa. Mais precisamente temos:

Corolário 3.1.44 Seja I um ideal de um anel de polinômios A = KIX1,...,Xn]
sobre um corpo K. Se I/Iº é um A/I­módulo livre e 2. dim A/[+2<n, então | é
uma intersecção completa em A.

Demonstração: Seja r o posto de I/Iº. Pelo Corolário 3.1.43 I é localmente uma
intersecção completa em A, er = ht([) =n — dim A/I.

Como u(I/1º) = n — dim A/I > dim A/I + 2 segue que u(I) = u(I/1º) = r.
Portanto / é globalmente uma intersecção completa.

3.2 Anéisde Cohen­Macaulay

Veremos, no que segue, uma classe especial de módulos. Antes, porém, algumas
definições:

Definição 3.2.1 Sejam A um anel e M um A­modulo.
(1) Chamamos de anulador de M e denotaremos por Ann(M), o conjunto dado
por

Ann(M) = fa E Aljlam = O, para todo m € M).

(i1) Um ideal p E Spec(A) é denominado associado a M, se existe um m E M tao
que p = Ann(m). O conjunto dos ideais primos associados de M denotaremos por
Ass(M).

(iii) Por suporte de M chamaremos o conjunto

Supp(M) = (p E Spec(A)|My £< 0 >).

Definição 3.2.2 A dimensão de um modulo M sobre um anel A é a dimensão de
Krull de A/Ann(M).

Claro que se M = A não há nada novo. Se M é um módulo finitamente
gerado sobre um anel A, então os primos divisores minimais de Ann(M ) são também
elementos minimais de Ass(M) e de Supp(M ). Temos então:

dimM = sup fdimÃA/p)= sup fdimAÃ/p). (3.8)
peÃss(M) peÃss(M)
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Proposição 3.2.3 Seja (A,m) um anel noetheriano local, M £< 0 > um A­modulo
finitamente gerado. Então

profM < min fdimA/p)<dimM.
peÃss(M)

Demonstração: Apenas a desigualdade esquerda precisa ser demonstrada. Faremos
isso utilizando indução sobre n := profM. Como para n = O não há nada a ser feito,
assumiremos que m contém um não divisor de zero a de M e que a proposição já foi
verificada para módulos de profundidade n — 1.

Como profM /aM = profM — 1, tem­se profM/aM < min — fdimA/p)
pPEeAss(M/aM)

e, assim é suficiente mostrarmos que para todo p E Áss(M), existe um p/ €
E Ass(M/aM) com p Cp; p é p!. De onde poderemos, então, concluir que

min (dim A/')+< min (dimÃ/p)
p'EASS(M/aM) peAss(M)

seguindo daí a proposição.
Para p E Ass(M) temos a é p. Mostremos que M/aM tem um submódulo

U £< 0 > com pU = 0. Como py! E Ass(U) então p C p' ep' £ p poisa E p/. Ássim,
p' E Ass(M/aM) e então a proposição está provada.

Como p E Ass(M), N' := ímlpm =< 0 >) é um submódulo de M diferente de
< O >. Assim N' CN := ífm|pm E aM)Y. Se tivessemos N = aM então para todo
n' E N/, n'= am com m E M e como pn' =< O >, m E N', pois a não é divisor
de zero em M. Então N' = aN' e pelo Lema de Nakayama N =< 0 >. Assim
NftúoaM eU: = N/aM é o submódulo de M diferente de < 0 > que satisfaz a
condição pl/ =< O >.

Um caso particularmente interessante (aliás o mais importante) ocorre quando
profM = dim M e neste caso temos:

Definição 3.2.4 Seja M um modulo finitamente gerado sobre um anel noetheriano
A. Se A é local, dizemos que M é um módulo Cohen­Macaulay (ou simplesmente
um C — M­módulo) se M =< 0 > ou se dim M = profM. No caso geral M é
um modulo Cohen­Macaulay se Mm (considerado como um Am­módulo) é Cohen­
Macaulay para todo m E Max(A) e A é um anel Cohen­Macaulay se, visto como
um A­módulo, A é Cohen­Macaulay.

Antes de apresentarmos alguns exemplos vejamos algumas consequências ime­
diatas dos resultados anteriores envolvendo módulos e anéis CC — M.
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Proposição 3.2.5 Se (A,ym) é um anel noetheriano local, M um A­módulo finita­
mente gerado e faz,...am) uma M ­sequência regular em m., então M é um modulo
C—M se, e somente se, M/(a1,...,am)M visto como um A/(a1,...,am)­modulo
é Cohen­Macaulay.

Demonstração: Consideremos o caso m = 1. Como profM /a,M = profM— 1, apenas
temos que mostrar que dim M/a,M = dim M — 1. Pelas definições de profundidade
e de dimensão não há diferença em considerarmos M/a,M como um A­módulo ou
um A/(a))­módulo.

Agora,
dim M/ayM = max (dim A/p).

pESUpp(M/a1M)
Além disso,

Supp(M/a,M) = Supp(M) N3B(a)).

Como a, & p para todo p E Ass(M) e dim M = mMaxycAss(a) LM A/p),
segue que dim M/ayM < dim M. Tomemos p E Ass(M) com dim M = dim A/p
e um divisor primo b de p + (a,) tal que dim A/b = dim A/p + (a7). Então b €
E€ Ass(M/a,M) e pelo Teorema 2.2.7 temos que dim A/b = dim A/p — 1. Ássim
dim M /a7M > dim M — 1 e portanto dim M/a;M = dim M — 1.

Em particular se faz,...,am) C mé uma A­seqiiência regular, então A é um
anel C — M se, e somente se, A/(a1,...,am) é C— M.

Corolário 3.2.6 Considerando as hipoteses anteriores e seja M um C—M modulo.
Então

dim A/p = dim M — mm, Vp E Ass(M/(a1,..., am )M).

Demonstração: Da Proposição 3.2.3 temos

profM — m = profM /(a,...,Vam)M < MineAss(M/(as,...am)M)(UM A/p) <

< MAaXp e Ass(M/(as,.. am) TUM A/pt =
= dim M/(a1,...,am)M = dimM — mn.

e à igualdade é válida pois profM = dim M.
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Corolário 3.2.7 Seja (A,m) um anel C— M local e faz,...,am) um sistema de
elementos em m. Então faz,...,am) é uma A­sequência regular se, e somente se,
fa1,..., am) pode ser extendido a um sistema de parâmetros de A. Em particular o
sistema de parâmetros de A são as A­sequências regulares maximais em m.

Demonstração: Do Corolário 3.2.6 sabemos que Ass(A) é formado pelos ideais pri­
mos minimais de A. Para a E m temos dim A/(a) = dimA — 1, se e somente se,
a é um divisor de zero A. Assim A/(a) é um anel C— M e utilizando a caracteri­
zação de sistemas de parâmetros apresentada no Corolário 2.2.8 e indução sobre m,
demonstramos o resultado.

Exemplo 3.2.8 Aqui apresentamos alguns exemplos de anéis Cohen­Macaulay.

(1) Todo modulo finitamente gerado de dimensão zero sobre um anel noetheriano é
Cohen­Macaulay. Em particular todo anel noetheriano de dimensão zero é Cohen­
Macaulay.

(it) Um anel noetheriano reduzido de dimensão 1 é Cohen­Macaulay.
Para todo m E Max(A), Am é um corpo ou dim Am = l. No segundo ca­

so mAm € Ass(Am) pois em um anel reduzido apenas os ideais primos minimais
são associados. Portanto mAm contém um elemento não divisor de zero. Assim
profAm = 1.

(iii) Todo anel noetheriano regular é Cohen­Macaulay.
De fato, para todo m E Max(A), mAm é gerado por uma Am­sequência regular

de comprimento dim Am, portanto profAm = dim Am.

(iv) Dados inteiros O <r < d, existe um anel local de dimensão d e profundidade r.
De fato, tomemos A = K[X1,..., Xn..., Xal/(XL, X/Xr41,..., XrXa). Assim

existem anéis que são arbitrariamente não Cohen­Macaulay. Em particular, toman­
dor =1ed=2, temos que A= K[X1,X2]/(X?, X1X2) não é Cohen­Macaulay. De
fato, se mé o ideal em À gerado pelas imagens de X, e X», então dim Am = 1, mas
mÃm possui apenas divisores de zero.

Observação: O fato de um ideal ser gerado por divisores de zero não é suficiente
para concluírmos que o ideal todo é constituído apenas por divisores de zero. Por
exemplo, seja 1 = (XY, XZ,YZ) c K|[X,Y,Z]. X,Y,Z são divisores de zero em
K|X,Y,Z]|/I o que não ocorre com X+Y +ZeX+Y+ZeE(X,Y,Z).

O teorema que apresentamos a seguir foi primeiramente demonstrado por Macaulay
no caso de anéis polinomiais e serviu de base para toda a teoria que viria a seguir:
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Teorema 3.2.9 Sejam A um anel Cohen­Macaulay (não necessariamente local) e
14 A um ideal de A com ht(I) =n. Então

(1) proffyA =n.

(ii) | é uma intersecção completa em À se, e somente se, I é gerado por uma A­
sequência regular. Neste caso todos os ideais primos em Ass(A/I) tem a mesma
altura n.

Demonstração: Provaremos primeiramente (ii). Seja fa1,...,am) uma A­sequência
regular e p € Ass( A/(a1,...,am)). Tomemos m um ideal maximal de A contendo p.
Às imagens dos a;'s formam uma Am sequência regular em mÃnm e

pAm E Ass(Am/(a1,...,am)ÀAm).

Logo, pelo Corolário 3.2.6, pAm é um primo divisor minimal de (a1,..., am) Am
e portanto p é um primo divisor minimal de (a1,...,am). Como as sequências
regulares sempre geram intersecções completas, segue que ht(p) = m.

(1) Consideremos agora faz,...,a,) uma sequência regular maximal em I. Então
I consiste apenas de divisores de zero do A­módulo A/(a1,...,av) e portanto está
contido em algum ideal primo associado p deste módulo. Como já vimos, ht(p) = +
en<uv. Por outro lado se q é um primo divisor minimal de / com ht(q) = ht(I),
segue de (a1,...,a,) C q que ht(q) > v e portanto v = n e assim prof,A = n.

Se [| é uma intersecção completa, então I é gerado por n elementos e pela
Proposição 3.1.25 podemos tomar estes elementos para formarmos uma A­sequência
regular, provando assim o teorema.

Corolário 3.2.10 Seja A um anel C— M São válidas as seguintes afirmações:

(1) Para todo p E Spec(A), Ap também é um anel C— M.
(ii) Para todo p, q E Spec(A) com p C q, temos

dim Aq = dim Ap + dim Aqg/pAgq.

Em um anel C— M local A, dim A = dim A/I + ht(1), para todo ideal 1 £ A.

Demonstração: (i) Se ht(I) = n, então p contém uma A­sequência regular de com­
primento n, que também é uma sequência regular em pAp, logo profAy > n =
= ht(p) = dim Ap. Como a igualdade profAy < dim Ay é sempre válida, segue que
Ay é um anel C— M.
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(11) Tomemos uma sequência regular fa,...,an) em p com n = dim Ap. Esta
sequência também é Ag­regular em pÃAq e pAq é um primo divisor minimal de
(a1,...,an)ÃAq. Portanto pAq E Ass(Aq/(a1,...,0n)ÃqQ). Como Aq é um anel
C — M, temos

dim Aq/pAQ = dim Aq — n = dim Aq — dim Ay.

Se [| é um anel C — M local, temos que dim A = dim A/p, para todos os ideais
primos minimais p de A. Mas então todas as cadeias maximais de ideais primos de
A tem comprimento igual a dim A, e das definições de altura e dimensão temos que
dimA = dim A/I + ht(I), para todo ideal I £ A de A.

Temos, para anéis regulares locais À, que:

(i) A é domínio.

(11) AÉ CM.

(iii) A é integralmente fechado em seu corpo de frações.

(iv) A/I é regular se, e somente se, ! for gerado por um subconjunto de um sistema
de parâmetros.
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A pêndice

Neste apêndice apresentamos a notação, definições da teoria geral bem como
resultados que foram utilizados no trabalho. Os resultados são apresentados sem
demonstração .

Definição 1 O radical de um ideal I é o conjunto de todos os elementos a E À
tais que a” E 1, para algum n E N. Denotaremos este conjunto por Rad(I).

Da definição de radical segue que Rad(!) também é um ideal. Rad(0) é chamado
de nilradical de À.

Um anel é chamado reduzido se Rad(0) = O. Para todo anel A, indicaremos
Area := A/Rad(O0). Area É chamado anel reduzido em A.

Definição 2 Para um ideal qualquer 1 chamaremos de ideal divisor primo de
I a todo ideal primo de A que contém I e um ideal primo B é chamado divisor
primo minimal de I se B' = B para todo divisor primo B' de I, com B' C DB.

Observação: Da definição de ideal primo, temos que um ideal primo que contém
à intersecção (ou produto) de dois ideais, contém um dos dois ideais, além disso
Rad(B) = B para todo ideal primo B.

Definição 3 Seja AC S um subanel e 1! C A um ideal. À extensão do ideal 1
em S é o ideal gerado por IL em S que denotaremos por IS. Sep: S5S> A é um
homomorfismo de anéis, IS denota o ideal de S gerado por e(I).

Definição 4 Seja A um anele M um A­modulo. M é dito finitamente gerado
se M=m A+... +mhA para algum n EN em; E M, para todo i = 1,...,n. M
é cíclico (ou homogêneo) se é gerado por um único elemento.

Definição 5 Um anel A é chamado noetheriano se todo ideal de A tem um sis­
tema finito de geradores.
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Os domínios de ideais principais, em particular todos os corpos, bem como Z e
K[X], onde K é um corpo, são exemplos de anéis noetherianos. Além disso qualquer
imagem por um homomorfismo de um anel noetheriano é noetheriana.

Teorema 6 (Teorema da Base de Hilbert) Se A é um anel noetheriano então A[X]
também é noetheriano.

Demonstração: Vide [7], Proposição 1.2.3, página 11.

Definição 7 Um espaço topológico é chamado irredutível se para toda decom­
posição X = A; U Ao, com A; C X (i =1,2) fechado, tem­se X = A, ou X = AÀo.
Um subconjunto X' de um espaço topológico é chamado irredutível se X' é irredutível
com a topologia induzida.

Lema 8 Para um espaço topológico X as seguintes afirmações são equivalentes:

(1) X é irredutível.

(11) SeU, eU? são subconjuntos abertos de X e seU; £ 0 (i = 1,2) então U7NU, £ O.

(iii) Todo subconjunto aberto não vazio de X é denso em X.

Demonstração: Vide [7], Lema 1.2.9, página 12.

Definição 9 Uma componente irredutível de um espaço topológico X é um sub­
conjunto irredutível maximal de X.

Proposição 10 (1) Todo subconjunto irredutível de um espaço topológico está con­
tido em alguma componente irredutível.

(ii) Todo espaço topológico é união de suas componentes irredutíveis.

Demonstração: Vide [7], Proposição 1.2.12, página 12.

­

Definição 11 Um espaço topológico X é dito noetheriano se toda cadeia
descendente A; D Ag D ... de subconjuntos fechados A; C X é estacionária.

Proposição 12 Um espaço topológico noetheriano possui somente componentes ir­
redutíveis. Nenhuma componente está contida na união das demais.
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Demonstração: Vide [7], Proposição 1.2.14, página 13.

Definição 13 Um A­módulo M é chamado módulo noetheriano se todo submódulo
N de M é finitamente gerado.

Proposição 14 Se À é um anel noetheriano e M é um A­modulo finitamente ge­
rado então M é um A­módulo noetheriano.

Demonstração: Vide [7], Proposição 1.2.17, página 14.

H

Definição 15 Um polinômio f é dito homogêneo de grau d, se todos os monômios
de f tem grau d, ou seja, se escrevemos

S(X) => agXP NÉ
ean)£O, entiom +...+ =d.

Um polinômio

f =X amu XP XE E RIXa o Xe]
é chamado quasehomogêneo do tipo a = (d1,...,an) E Zº e graud E Z se
Am...uv, = O, para todo 1m,...,vn com Saiu; *t d, para i = 1,...,n. Deste mo­
do, uma variedade é chamada homogênea se está definida por um sistema de
polinômios homogêneos e quasehomogênea se está definida por polinômios quase­
homogêneos f; de um tipo fixo a.

Definição 16 Uma graduação de um anel G é uma família (Gr) reg de subgrupos
Gr do grupo aditivo de G tal que

(1) G— ,9Drez Cr,
(11) GG; C Gi; para todo 1,j E Z.

G é dito um anel graduado se possui uma graduação. Se G, — O para k< O,
G é denominado positivamente graduado. Os elementos de G, são os elementos
homogêneos de grau k de GG. Se g= Dr” (9x E Gr), gº é chamada componente

kEZ
homogênea de grau k de 9.

No anel G = ED,..N Gi positivamente graduado, G 1 — ED, G:; é chamado ideal
Irrelevante de G,
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Definição 17 Um ideal de um anel graduado é dito homogêneo se é gerado por
elementos homogêneos.

Para um anel À denotamos:

(1) Spec(A) o conjunto de todos os ideais primos p de A, p É À.
(ii) J(A) o conjunto de todos os ideais primos em Spec(A) que podem ser escritos
como intersecção de ideais maximais.

(iii) Max(A) o conjunto de todos os ideais maximais de A.
Além disso para G anel graduado, Proj(G) denota o conjunto de todos os ideais

primos homogêneos %B de G com G , é B. Proj(G) é chamado spectro homogêneo
de G.

Lema 18 Para um ideal I de um anel graduado G as seguintes afirmações são
equivalentes:

(i) | é homogêneo.

(ii) Para todo a E I as componentes homogêneas ax de a também pertencem a 1
(kEZ).

( iii) G/I é um anel graduado com a graduação 1(G/I)xYkxeg, onde

(G/ID)ki= (Gg+1)/1

para todo k E Z..

Demonstração: Vide [7], Lema 1.5.5, página 32.

Lema 19 Se B é um ideal primo de um anel graduado G e %B* é o ideal gerado
pelos elementos homogêneos de B, então B* também é um ideal primo de G.

Demonstração: Vide [7], Lema 1.5.12, página 34.

E

Observação: Se *%B é um primo minimal divisor de /, então 1 C B* CB e do lema
segue que B = B* é homogêneo.

Utilizando o Lema 19 temos o seguinte resultado:

Proposição 20 Seja G = D,.7/G; um anel graduado, I um ideal homogêneo de G.
Então todos os primos minimais divisores de I são homogêneos.
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Demonstração: Vide [7], Proposição 1.5.11, página 34.

Definição 21 Seja X um espaço topológico, Y C X um subconjunto fechado e
irredutível. Se X £ 0), a dimensão de Krull de X, que denotaremos dim X é o
supremo dos comprimentos n, de todas as cadeais

NM CMC...CX (Na EX) (0.9)

de subconjuntos X; irredutíveis, fechados e não vazios de X.

Se Y £ (0, a codimensão de Y em XY, denotada por codimxY, é definida
como o supremo de todas as cadeias em (0.9) com Xo — Y. À codimensão de um
subconjunto fechado À é o ínfimo das codimensões das componentes irredutíveis de
A. Por conveniência o espaço vazio tem dimensão de kKrull —1, e um subconjunto
vazio de XY tem codimensão infinita (por definição).

Para um anel positivamente graduado G, seja g­ dim(G) := dim(Proj(G)). Se
Proj(G) £ A, g­ dim(G) é igual ao supremo do comprimento de todas as cadeias

Po Ch CC...Cbr (pi Épi
formadas somente por ideais primos relevantes de G.

Definição 22 À dimensão de Krull de um anel A, é a dimensão do Spec( A); logo
para A / 10), dim À é o supremo dos comprimentos n de todas as cadeias de ideais
primos

PCP CC... Cp (pai ÉDi (0.10)

em Spec( A).
À altura hi(p) de p E Spec(A) é o supremo dos comprimentos de todas as

cadeias em (0.10) com p, = p.

Para um ideal arbitrário 1 £ A a altura ht(]) é definida como o mínimo das
alturas dos divisores primos de 1. Também dim(!) é por definição à dimensão (ou
coaltura) do ideal / em relação a A e dim J(A) é chamada .JJ­dimensão de A.

Proposição 23 Para lodo anel A

(1) Max(A) é noetheriano se, e somente se, J(A) é noetheriano.

(ii) dim Max(A) = dim J(A) < dim Spec( A).

Demonstração: Vide [7], Proposição 2.1.8, página 42.
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Proposição 24 Para um anel reduzido A com um número finito de ideais primos
minimais as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) dimA = O.
(ii) A é isomorfo ao produto direto de um número finito de corpos.

Demonstração: Vide [7], Proposição 2.1.5, página 41.

­

Definição 25 Um anel A £ (0) é chamado local (semilocal) se Max(A) possui
apenas um elemento (somente um número finito de elementos).

Definição 26 Um elementox E S é chamado inteiro sobre I se existe um polinômio
f em A[X] da formaf = X" +a,X"+... +an paran>O0,ajEeLi=1,...,n
tal que f(x) = O.

Dizemos que uma extensão S de A é inteira se todo x E S é inteiro sobre A.

Proposição 27 Parax €S são equivalentes as seguintes afirmações:

(1) x é inteiro sobre [.

(ii) Alx] é finitamente gerado como um A­módulo e x E Rad(I Alx)).
(iii) Existe um subanel S' de S com AJX] C S' tal que S' é finitamente gerado como
um A­módulo e x E Rad(IS').

Demonstração: Vide [7], Proposição 2.2.2, página 44.

5

Corolário 28 Se S é finitamente gerado como A­módulo então S é inteira sobre
A. Neste caso x E S é inteiro sobre I se, e somente se, x E Rad(IS).
Demonstração: Vide [7], Corolário 2.2.3, página 44.

H

Corolário 29 Se x1,...,tn E S são inteiros sobre | então Alt1,...,Tn) é um A­
módulo finitamente gerado e x; E Rad(I A[x1,...,tTn)) para i = 1,...,m.
Demonstração: Vide [7], Corolário 2.2.4, página 44.
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' Corolário 30 Se SJA e TJS são extensões inteiras de anéis então T|JA também é
uma extensão inteira.

Demonstração: Vide (7), Corolário 2.2.5, página 45.
H

Corolário 31 O conjunto À dos elementos de S que são inteiros sobre A é um
subanel de S. Rad(IA) é o conjunto de todos os elementos de S que são integrais
sobre 1.

Demonstração: Vide [7], Corolário 2.2.6, página 45.

Definição 32 A é chamado fecho inteiro de A em S. A é integralmente fecha­
do em S se A= A. Um domínio de integridade que é integralmente fechadoem seu
corpo de frações é chamado normal.

Lema 33 Seja S|JA uma extensão inteira de anéis, J um ideal de S; I = JN A.
Então:

(1) S/J é inteira sobre A/I

(ii) Se J contém um elemento regular (não divisor de zero) de S, então I é (O).

Demonstração: Vide [7], Lema 2.2.9, página 46.

Proposição 34 Sejam S uma extensão inteira do anel A ev : Spec(S) — Spec(A),
tal que, v(b) = BN À uma aplicação contínua. Então:

(i) p : Spec(S) — Spec(A) é sobrejetora (a um ideal primo de A está relacionado
um ideal primo de S ).

(ii) À é fechada (a imagem de todo subconjunto fechado de Spec(S) é fechada em
Spec(A).

(iii) Se b1, bo E Spec(S) com b, C bo e p(b1) = (bo) então 6, = bo.

(iv) é associa Max(S) ao Max(A) e fp'(Max(4)) = Max(S). (6 E Spec(S) é
marximal se, e somente se, BN À é marximal).

Demonstração: Vide [7], Proposição 2.2.10, página 46.
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No que segue, quando falamos em uma “cadeia de ideais primos” bo C bi C
CC... C b, de um anel 5, os ideais b;'s pertencem ao Spec(S) e as inclusões são
próprias.

Corolário 35 Se bh C bi CC... C bi é uma cadeia de ideais primos de S e
p;:=6b;N A, então po Cp] CC... Cp, é uma cadeia de ideais primos em A.

Demonstração: Vide [7], Corolário 2.2.12, página 47.

Corolário 36 Se Spec(S) é noetheriano, então é é uma aplicação finita, ou seja,
sobre todo p E Spec(A) está relacionado um número finito de ideais 6 E Spec(S).
Demonstração: Vide [7], Corolário 2.2.14, página 47.

Corolário 37 Seja S uma extensão inteira do anel A com A £ (0). Temos:

(i) dimA= dimS

(ii) Para todo 6 E Spec(S)

ht(b) < ht(b N A); dim b = dim(6N A).

Demonstração: Vide [7], Corolário 2.2.13, página 47.

H

Proposição 38 Seja A É 10 um anel com um número finito de ideais primos
P1..., Pp. Então Rad(O = Ne Além disso Us. contém apenas divisores de

i=1 i=1
s

zero. Se A é reduzido, então Ur é o conjunto de todos os divisores de zero de A.
i=1

Demonstração: Vide [7], Proposição 1.4.10, página 26.

Lema 39 (Lema de Nakayama) Sejam I um ideal de A contido na interseção de
todos os ideais maximais de A, M um A­moódulo arbitrário e N C M um submoódulo

tal que M/N é finitamente gerada. Se M = N +IM, então M = N.
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Demonstração: Vide [7], Lema 4.2.2, página 104.

H

Corolário 40 Sejam (Aym) um anel local onde m é o ideal maxrimal de A,
k:= Ajm o corpo residual e M um A­módulo finitamente gerado. Para os ele­
mentos m1,...,Mm;, E M as seguintes afirmações são verdadeiras:

(1) M =< Mi, ..., A >.

(ii) As classes laterais Mm1,..., ma € M/mM dem; são um sistema de geradores do
k­espaço vetorial M/mM.

Demonstração: Vide [7], Corolário 4.2.3, página 104.

Corolário 41 Sob as mesmas hipóteses do Corolário anterior temos:

(i) u(M) = dim,(M/mM), onde dim, é a dimensão do k­espaço vetorial.
(ii) m,...,.m € M é um sistema minimal de geradores de M se, e somente se,
suas respectivas classes laterais Mm1,...,m1 E M/mMM formam uma base.

(iii) Se fm, ..., mi) é um sistema minimal de geradores de M e se

t

Sd am; =0 (ajEA)
i=1

então a; Em parai =1,...,t.
(iv) Todo sistema gerador de M contém um sistema minimal de geradores.

(v) O conjunto (ma,...,m;, E M) pode ser estendido a um sistema minimal de
geradores de M se, e somente se, as classes Tm ,...,ii, em M/mM são linearmente
independentes sobre k.

Demonstração: Vide [7], Corolário 4.2.4, página 105.

Teorema 42 (Quillen­Suslin) Se M é um A[X]|­moódulo projetivo finitamente
gerado e f E AÍ[X] é um polinômio mónico tal que M; é um A[X]f­modulo livre,
então M é um AX |­módulo livre.
Demonstração: Vide [7], Teorema 4.3.14, página 116.
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Definição 43 Seja M um A­modulo. A dimensão homológica ou projetiva
de M é o comprimento de uma resolução livre finita de M de menor comprimento
possível, a qual denotamos por dp,M ou simplesmente por dpM caso A esteja fixado.
Caso não exista uma resolução de comprimento finito dizemos que dpM = co.

Observações:

(1) Um módulo M é projetivo se, e somente se, dpM = O

(ii) dpM, em geral, pode ser considerada como uma medida do quão longe um
módulo está de ser projetivo.

E claro que um módulo possui muitas resoluções projetivas entretanto:

Proposição 44 Dadas duas sequências exatas de A­módulos

7, nl an—2 [7 €0 K, VD FF, 3. S8SFSMSO

a 1
­ ­1 % e!0>K, SDF. aos FSMSO0

tais quen > 1, F; e Fl (i =O0,...,n— 1) são A­módulos projetivos, temos:
(1) KW SF, DFnoa DD... PKEF,DFL P....

(ti) K,, é projetivo se, e somente se, K!, é projetivo.
Demonstração: Vide [7], Proposição 7.1.4, página 198.

HH

Corolário 45 Seja 0 > Kn > Fh1 +» ++ Fo>y M — 0 uma sequência exata
de módulos projetivos F; (i =O,...,n— 1). Temos então:
(1) dpM <n se, e somente se, Kn, é projetivo.

(it) Se dpM >n, então dpK,= dpM —n.
Demonstração: Vide [7], Corolário 7.1.5, página 198.

H

Corolário 46 Se A é um anel noetheriano, M um A­módulo finitamente gerado,
então

dpaM = sup (dpa lim).
meMax(A)
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Demonstração: Vide [7], Corolário 7.1.6, página 199.

mn

Proposição 47 Seja 0 > M, & Mo & M3 — O uma sequência exata de A­
módulos. Então

(i) Se dois módulos na sequência tem dimensão projetiva finita, então o mesmo
ocorre com o terceiro.

(ii) Caso os módulos tenham dimensão projetiva finita então dpM2 < maxfdpM,, dpM3).
Se dpM2 < maxfdpM;, dpM3), então dpM3 = dpM + 1.

Demonstração: Vide [7], Proposition 7.1.8, página 199,

Corolário 48 Para A­modulos arbitrários M;, e Mo temos

dp(M, € M2) = supídpM,, dpM2o).

Demonstração: Vide [7], Corolário 7.1.7, página 199.

mn

Seja (A, m) um anel noetheriano local e M um módulo finitamente gerado. Uma
resolução livre de M

aAan—lBFrRS Raso ss RÊROMSO (0.11)

é chamada minimal se Im(a,) C mF, para todo n E N. Então se K, := Im(ar1)
(n > 1), segue do Lema de Nakayama que p(Fo) = u(M) e u(F,) = p(Kn) (n > O).

É claro que M admite resolução livre minimal: Tome F; tal que u(Fo) = u(M).
Então K7 := ker(e) C mFo depois tome Fr tal que u(F)) = p(K1).

Proposição 49 Se duas resoluções livres de M são dadas

PERAS BRÓMSO
220 ap €'ROS RR o 3 RS MSO0

então u(Fn) = u(FJ) para todo n E N.
Demonstração: Vide [7], Proposição 7.1.10, página 202.
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Os invariantes (0; := u(F;) são chamados números de Betti do módulo M.
Por definição os números de Betti de A são os números de Betti do A­módulo A/m.

Lema 50 Sex não é um divisor de zero de M, então M é livre se, e somente se,
M/ITM é um A/(x) modulo livre.
Demonstração: Vide [7], Lema 7.1.13, página 203.
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