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Resumo

A questao do nimero de equacoes necessarias para se descrever uma variedade
algébrica foi proposta por Kronecker em 1882. Este problema tem sido alvo de
muitos estudos na geometria algébrica. O seu equivalente algébrico, ou seja, o de
determinar um nimero minimo de geradores para um ideal em um anel de polinémios
em n variaveis sobre um corpo, ou em um anel noetheriano teve um grande avancgo
com cotas estabelecidas por Forster-Swan.

Neste trabalho, apresentamos, entre outros, o Teorema Generalizado de Krull
e o Teorema de Forster-Swan que nos fornecem um limite superior para o nimero
de geradores. Encerramos o mesmo, apresentando uma classe especial de anéis e
modulos, os chamados anéis ou médulos de Cohen-Macaulay. A importancia de
tais classes de anéis € que ela inclui os anéis associados a classes interessantes de
variedades singulares, para as quais muitos resultados sobre anéis regulares podem
ser generalizados.

Palavras-chave: algebra comutativa, variedades algébricas, dimensao, altura,
geradores de um ideal.




Abstract

The question concerning the necessary number of equations to describe an alge-
braic variety was raised by Kronecker in 1882. This problem has been deeply studied
on the algebraic geometry field. Its algebraic equivalent, that is, to determine the
smallest number of generators to an ideal over a polynomial ring in n variables over
a filed, or over a noetherian ring, had a big progress with cotes stablished by Forster
and Swan.

In this work, we present the Generalized Krull Theorem and Forster-Swan'’s
Theorem, which give us an upper limit to the number of generators. At the end, we
finish this work presenting a special class of rings and modules, known as Cohen-
Macaulay rings or modules. These rings are important because they include the
associated rings to interesting classes of singular varieties, to which many results
about regular rings can be generalized.

Keywords: commutative algebra, algebraic varieties, dimension, height, generators
of an ideal.




Lista de Simbolos

A" conjunto de todas as n-uplas dos elementos de A
M\ N  conjunto complementar de N em M

M o N  composicao das aplicagoes M e N

arb a tem b como imagem

A"(K) espacgo afim n dimensional sobre K

P'(K) espacgo projetivo n dimensional sobre K

K* conjunto dos elementos nao nulos do corpo K
3(V) ideal anulador da variedade V

Jy(W)  ideal anulador da subvariedade W de V

P ideal primo no ponto x

B(1) variedade do ideal |

By(I)  variedade em V do ideal I

K[V] anel de coordenadas da K-variedade V
Rad(l) radical do ideal I

1S ideal extensao do ideal I em S

Avred anel reduzido associado a A

Spec(A) spectro do anel A

J(A) J-spectro no anel A

Max(A) spectro maximal do anel A

Proj(G) spectro homogéneo do anel graduado G
A fecho do conjunto A

A fecho inteiro do anel A

M & N soma direta de M e N

dim dimensao de Krull

dim,V  dimensao de V em z

dimg dimensao como um K -espaco vertorial
codim codimensao

edim dimensao de imersao

J-dim J-dimensao

g-dim g-dimensao

ht(I) altura do ideal |

My localizacao de M em relacao ao primo p

Ap localizacao de A em relagao ao primo p
(M) numero minimo de geradores de M

pp(M)  mimero minimo de geradores de My

Mg modulo de fragoes com conjunto denominador S
Ag anel de fragoes com conjunto denominador S
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Introducao

O objetivo de nosso trabalho é apresentar alguns conceitos e resultados relativos
a geometria algébrica que servem de motivacao para o estudo da algebra comutativa
subjacente.

Devido ao interesse geométrico em descrever, pelo menos localmente, uma va-
riedade como intersec¢ao de hipersuperficies, é claro que haja interesse, também,
no correspondente problema de determinar um nimero minimo de geradores para
um ideal /] C K[Xy, ..., X,] (anel de polinémios em n variaveis sobre um corpo) ou
mais geralmente um ideal num anel noetheriano A.

Os casos em que A é dominio de ideais principais ou dominio de Dedekind
sao bem conhecidos. No primeiro, p(I) < 1 para todo I ideal de A e no segundo
u(l) < 2.

O Teorema do Ideal Principal de Krull e sua generalizagao nos dao estimativas
inferiores para o numero de geradores de ideais em um anel noetheriano e o cor-
respondente problema de determinar o nimero minimo de equagoes necessarias para
descrever uma variedade algébrica.

No Capitulo 1 apresentamos esses resultados do ponto de vista da geometria
algébrica e seus correspondentes em um anel noetheriano qualquer. Finalizamos o
primeiro capitulo apresentando o Teorema do Ideal Principal de Krull, sua genera-
lizacao e algumas aplicagoes geométricas desses resultados.

No segundo Capitulo apresentamos a resposta dada por Forster ao seguinte
problema: Seja M um A-mddulo e My a localizagao de M em relacao ao ideal primo
p. “Se Mp pode ser gerado por r elementos para todo p ideal primo de A, qual é
um limite superior do nimero de geradores de M em termos de r?” Como veremos,
Forster mostrou que M pode ser gerado por r + n elementos onde n = dim A.

Em muitos casos este resultado pode ser ainda melhorado como por exemplo
se A é semi-local. Swan provou, em 1967, que nas condi¢oes dadas anteriormente,
M pode ser gerado por r + d elementos, onde d = dim Max(A). Mais ainda, Swan
mostrou em 1962, que este é o melhor limite possivel dependendo apenas de r e d,
no caso em que M é projetivo.

Apresentamos também neste capitulo o exemplo investigado por Herzog para
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curvas em A°(L) parametrizadas por

T = trll
Bn =1
T3 = "3,

t € L e ny,no,n3 € N com mde(ni, ne,n3) = 1.

No Capitulo 3 apresentamos condicao suficiente para que um ideal seja gerado
por uma A-seqiiéncia regular, dada pelo Teorema de Ferrand & Vasconcelos, bem
como a caracterizacao de intersec¢oes completas em anéis regulares.

Para facilitar a leitura, defini¢oes e alguns resultados (sem demonstracao) sao
apresentados no apéndice ao final do trabalho.
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Capitulo 1

Conforme enunciamos na introducao, neste capitulo apresentamos alguns con-
ceitos e resultados relativos a geometria algébrica com o objetivo de motivar o estudo
da algebra comutativa subjacente, em particular no que concerne a representacao
de variedades algébricas como intersec¢ao do menor numero possivel de hipersu-
perficies e o problema algébrico correspondente: qual o menor nimero possivel de
geradores de ideais em anéis noetherianos. Antes, porém, veremos alguns conceitos

e resultados.

1.1 Variedades Algébricas Afins

Seja A"(L) um espaco afim n-dimensional sobre um corpo L, K C L um sub-

COrpo.

Definicao 1.1.1 Um subconjunto V C A"(L) ¢ chamado K-variedade algébrica
afim se existem ;}Uf‘.*‘.n,(j'.'.f!irm f] fm = ]\'—l,\’] J\'n] tais que V € o (_-u-n,_-j-(,‘.-,r.tfu

solugao do sistema de equagoes
Xa) =10 ‘ (1.1)
em A™(L)

O sistema de equacoes definido em (1.1) é denominado sistema de equacgoes
de V', K ¢ denominado corpo de definigao de V' e L o corpo coordenado.
Sao exemplos de K -variedades:

(1) As K-variedades lineares, que constituem o conjunto de solucoes de um sistema
linear de equagoes com coeficientes em K .

(2) As K-hipersuperficies, definidas por uma inica equacao f(X, X,) = 0 onde
feK[Xy,..., Xn| é um polinémio nao constante.




(3) Da forma como definimos uma variedade, temos ainda: Interseccoes finitas e
unioes quaisquer de variedades afins sao variedades afins. Pois se V7 e V' sao duas
variedades definidas por f;(X; Xn) =0e g;(X,) X, ) = 0, respectivamente,
para obtermos a interseccao das variedades, basta considerarmos os dois sistemas

juntos. Ja, para a uniao de variedades, basta tomarmos o sistema formado por:

fi(*\’b LE i 4\’;':.\]-5'_;'(4\’] ------ X ’n] 0,

Neste ultimo exemplo obtivemos uma variedade a partir da intersec¢ao ou da
uniao de outras duas. Veremos a seguir uma outra forma de obter K -variedades
afins definidas a partir de outras duas.

(4) Se tomarmos V' C A"(L) o conjunto solugao de um sistema f;(\X', ..., Xa)l=0;
(i r)e W C A™(L) o conjunto solucao do sistema g;(Y] Vo) 0,
(=105 oy s) o produto cartesiano V' x W C A"""™(L) é descrito pela uniao de dois

sistemas de polinomios considerados como elementos de K [X, Koy Y7

Observacoes:

(1) Uma variedade definida por um sistema de polinémios homogéneos é chamada

variedade homogénea.
(ii1) No caso n = 3 as hipersuperficies sio chamadas simplesmente de superficies.
(iii) Pela definicao, toda variedade afim é uma interseccao de hipersuperficies.

(iv) Sobre um corpo qualquer uma hipersuperficie pode se constituir no conjunto
vazio ou apenas num ponto. No entanto, sobre corpos algebricamente fechados, nao
temos variedades vazias. Por exemplo, V := {(z,y) € R": 2~ + y~ = —1} = 0, se

K = R, o que nao ocorre se K = C.

(v) E fato conhecido que uma K-variedade linear num espaco n-dimensional que é

descrita por um sistema linear de equacoes de posto r tem dimensao n — r e que
toda variedade linear de dimensao d pode ser descrita por n — d equacoes. Para
variedades quaisquer os fatos correspondentes sao essencialmente mais dificeis de
serem provados e ao invés de igualdades, obtemos muitas vezes, apenas estimativas.
(vi) Uma K-variedade V' é também uma K’'-variedade para todo K' C L que
contém todos os coeficientes de um sistema de equacoes definindo V', por exemplo. se
K CK'

(vii) O conceito de K -variedade € invariante por transformacoes de coordenadas

afim, isto é, por meio de mudancas de variaveis:




n

,\’,' - Zﬁy\.}}\. } b,—.

k=1

onde os coeficientes a;; e b; pertencem a K.
Definigao 1.1.2 Seja V C A™(L) uma variedade. O conjunto 3(V') definido por
3(V)={F € K[Xy,..., Xy]|F(x, ) = 0,Y2 = (21,000, Tn) € V}

¢ chamado ideal anulador de V em K[X;, ... . Xal-

Exemplo 1.1.3 ParaV = {(z,y) € L*;2° = 0}, 3(V) = (2).

Proposigao 1.1.4 Seja L algebricamente fechado e n > 1. Seja H C A"(L) uma
EFTY & oo s FSE UNTIG
decomposi¢cao de F' em produto de poténcia de polinomios irredutiveis F;, dois a dois

nao associados e c € K*. Entao 3(H) = (Fy-...- Fy).

Demonstragao: Como F(x) = 0 para todo x € H temos que F € 3(H) e é claro que
Fi-...-Fs€3(H).
Mostremos entao que qualquer G € 3(H) é divisivel por todos os F/s para
| oy 5.
Suponhamos que para algum i = 1,...,: s, F; nao é um divisor de G. e que F;

pode ser escrito da seguinte forma:
1 " " " . t
Fi=vot+prXnt+...4 \r»h\-_.;-

Como Fj; e GG sao relativamente primos em K (X, ..., Xn-1)|Xn]. temos entao
dois polinémios a; e ag em K|X, X,
d # 0 tais que
I‘.']I ay 1"11' + “'.3(-”-
Mas, fora de qualquer K-variedade V C A™(L) com V # A™(L) ha infinitos

pontos. Logo existe (z1,...,2, 1) € L™ ! tal que d(x; TR T e L i

£ 0.
Tomando z, em L com Fi(xy,..., 2 1, 2n) = 0, temos (x; Tn-1,2n) € H.
Como G € 3(H), temos que G(xy,...,: Tn 1, Zn) = 0, 0 que gera uma contradicao

pois d(x,




Definigao 1.1.5 O conjunto de zeros do ideal | C K|X, Xn| € o conjunto dos
pontos de A"(L) que anulam todos os polinomios em I. Tal conjunto sera denotado

por B(1) e sera chamado a variedade de I.

Para um ideal I de um anel de polinomios K[X X,| sobre um corpo K
e uma extensao L|K ., o conjunto B(I), pode ser vazio. Entretanto o Teorema dos

Zeros de Hilbert nos da condicoes para 8B(/) ser nao vazio, senao vejamos.
Proposicao 1.1.6 Se A|K ¢ uma extensao de corpos e A ¢ obtido a partir de K
por adjung¢ao com um numero finito de elementos, entao A|K € algebrica.
Demonstragao: Vide [7], Proposi¢ao 1.3.2, pagina 16.

B
Teorema 1.1.7 (Teorema dos Zeros de Hilbert) Se L € algebricamente fechado e
I £ K[X, X,|. entao B(1) nao é vazio.

Demonstracao: Para um ideal I existe um ideal maximal M de K[X), X,| com
M DI A:= K[X; X,|/M é portanto o corpo obtido a partir de K pela
adjuncao do anel das classes laterais ¢; de X; (i ). Pela Proposicao 1.1.6
a extensao A|K ¢ algébrica, portanto existe um K-homomorfismo ¢ : A — L, desde
que L scja algebricamente fechado. Entao (¢(¢y),...,d(cn)) € L™ é 0 zero de M, e

portanto também ¢é o zero de I.
=]

Na verdade o Teorema 1.1.7 é equivalente a Proposicao 1.1.6 como pode ser

visto em [7].

Coroldrio 1.1.8 Seja K um corpo e M um ideal maxrimal do anel de polinomios

KX, X,|. As seguintes afirmagoes sao verdadeiras

(i) K|X,
(ii) Para toda extensao L de K o ideal M tem um numero finito de zeros em L".

(iiti) Se K ¢ algebricamente fechado, entao existem elementos €1, ...,¢, € K lais
que M = (X1 —€q,..., Xn—€n).

Demonstracao: Vide |7, Coroldrio 1.3.6, pagina 17.
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[m. Segue que B(]) é uma K -variedade
em A"(L), definida pelo sistema de equacoes f; = 0 para i = |

Proposicao 1.1.9 Com as notagoes anteriores temos:
(i) 3(A™(L)) = (0) se L ¢ infinito e 3(0) = (1).

(ii) Para todo conjunto V- C A™(L), 3(V) = Rad(3(V))
(iii) Para toda variedade V' C A™(L), B(3(V)) = V.

(iv) Para duas variedades Vy e Vo temos Vi C Vo se, e somente se, 3(Vy) D 3(Va) e
Vi ; Vo se, e somente se, 3(V)) 2 I(Va).

(v) Para duas variedades Vi, Vo temos 3(V; U Vo) = 3(V)) N3(Va) e Vi U Vs =
B(3(V1).3(Va)).

(vi) Para toda familia {Vy\}xcp de variedades Vy

(V=2 (23(1;\)) |
AcA AeA

Demonstracao: Vide [7], Proposicao 1.1.8, pagina 7.
< posi¢ pag
|

Definicao 1.1.10 Seja V' uma K-variedade. Dizemos que V é uma K -variedade
irredutivel se para toda Vi, Vo K -variedades com V = Vi U Vs tem-se V = Vi ou
V = Vs.

O conceito de irredutibilidade depende do corpo de definicao K. Por exemplo,
em R” temos V (X? + Y?) — {(0, 0)} ao passo que em C? esta variedade é composta

por duas retas concorrentes.

Proposicao 1.1.11 Uma K -variedade V C A™(L) € irredutivel se, e somente se, o

tdeal 3(V') € primo.

Demonstracao: Sejam V' uma variedade irredutivel e f, fo € K[X1, ..., X, | polinémios
tais que fy.fo € 3(V). Para H; = 8(f;); i = 1,2 temos V = (VN H;) U (V N Hy)
de onde segue que V=V NHyouV =V N Hy, ouseja, VC HyouV C Ho, isto
¢, f1 €3(V)ou fo € 3(V) pelo item (iv) da Proposicao 1.1.9. Portanto 3(V) é um
ideal primo.

Mostremos agora a reciproca. Seja 3(V') um ideal primo. Suponhamos que V;
e Vo sao K-variedades tais que V =V, U Vo, V #£ Vi e V £ Vo, Deste modo 3(V) =
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3(Vi) N 3(Va) com 3(V) # 3(Vy) e 3(V) # 3(Vs). Portanto existem polinomios
V

f1€3(17) e fo € 3(Va) tais que f;. f E 3(V), o que contradiz a hipotese.

Corolario 1.1.12 Considerando L algebricamente fechado, uma K -hipersuperficie
H c A™(L) € irredutivel se, e somente se, 3(H) ¢ primo, ou equivalentemente. se ¢

somente se, o ideal 3(I1) for gerado por um polinomio irredutivel.

Demonstracao: Segue diretamente da Proposicao 1.1.11.

Coroldrio 1.1.13 Uma K -hipersuperficie H pode ser representada na forma

UH,-‘ com H; # H; parai # j,

i=1
onde cada H; ¢ uma K -hipersuperficie irredutivel. FEsta representag¢ao € unica a
menos da ordem das K -hipersuperficies.
Demonstracao: Sejam 3(H) = (Fy-... - F,) e H; = B(F;). Entao H = H,U...UH,
e pelo Corolario 1.1.12 cada H; é uma K -hipersuperficie irredutivel.

Se H = H{U...U H, é outra representagao onde 3(H]) (G) com

G; € K[X;4 Knl G =1y cucit) Sitan

IH)=(F1-...-Fs)=(G1-...-Gy)

e portanto Fy-...- Fy = aGy-... Gy coma € K*. Pelo Teorema da Fatoracao Unica

temos t = s e ordenando adequadamente os indices temos 1] — I; parai = 1,....: $

Coroldrio 1.1.14 Se {Vy}xca € uma familia arbitraria de K -variedades em A™(L)
entao ﬂ Vy € uma K -variedade.
AEA

Demonstracao: Vide [7], Corolario 1.2.7, pagina 12.
a8

Sobre A"(L) temos, naturalmente, a definicao de uma topologia cujos fechados
sao as K-variedades uma vez que a uniao finita e interseccoes arbitrarias de K-
variedades em A"(L) sao K-variedades. lista topologia ¢ chamada K-topologia

ou Topologia de Zariski sobre A"(L) com respeito a K. Se V' C A"(L) é uma

6
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K -variedade, V' é munida da topologia de Zariski induzida de A"(L). Seus fechados

sao subvariedades W C .

O Teorema dos Zeros de Hilbert, mnos permite estabelecer uma

correspondéncia bijetiva entre ideais radicais de K [.X;

corpos algebricamente fechados.

Proposicao 1.1.15 Seja L|K wuma extensao de corpos., onde L € algebricamente
fechado. A associagao V' +— 3(V) define uma bije¢ao do conjunto de todas as
K -variedades V- C A"(L) no conjunto de todos os ideais I de K|X,,..., Xy| com
Rad(I) = I. Para todo ideal I de K|[X,

Rad(7) = 3(8(I)).

Demonstracao: Pela Proposi¢ao 1.1.11 a associacao V +— 3(V) é injetora. Provemos
entao a sobrejetividade da aplicacao.

Para todo ideal I de K[X,..., X,| temos que Rad(I) C 3(8(I)). Agora seja
Fe 3(38(1)), F #0. Mostraremos que F' € Rad([]).

No anel de polinémios K|X, Xy, T com uma indeterminada a mais T,
formamos o ideal .J gerado por [ e F.T — 1. Se (zy,..., %, t) € L™ é um zero de
J, entao (xy,...,x,) € B(I), portanto F (x, tp)t—1= —1. Mas (21,...,: T )
também é um zero de F.T' — 1, o que é uma contradicao. Como J nao tem zeros,
pelo Teorema 1.1.7 J = KX,

com R;, S € KX, 2 Y DT

G B vy X T~ KX g nsind X)

s i ! : E i
o K-homomorfismo com ¢(X;) = X; (i ooy 8) e @(l 7 Entao

L]

Y e(R)F,

i=1

Xa]l, p € N Se p : , temos entao que
Fs), portanto F € Rad([).




Coroldrio 1.1.16 (i) Para dois ideais I, o C K[X1, ..., X,], B(I;) = B(l2) se. e
somente se, Rad(l,) = Rad(l2).

(ii) Dois sistemas de equagoes algébricas F; = 0 (i = 1 ) et =011 =

1), tem o mesmo conjunto de solugoes em A"(L) se, e somente se, para todo

inteiro i entre 1 e m existe um ¢; € N com F' € (Gy,..., (1) e para todo j inteiro

entre 1 el existe um o; € N lal que (_"j’ € (F

Demonstracao: Vide [7], Corolario 1.3.8, pagina 18.
]

Coroldrio 1.1.17 (i) Seja K'|K wma extensao de corpos com K' C L, e seja 3(V')
o0 ideal de uma K -variedade V- C A"(L) em K|X,,...,X,|. Entao o ideal de V' em
K'[X1,...,Xq] €

Rad(3(V)K'[X4,..., X4]).

(ii) Sejam V C A™(L) e W C A™(L) duas K -variedades e 3(V) C K[X,,...,X,] e
3(W) € K[Yy,..., Yy seus ideais correspondentes. A wvariedade produto denotada
por V. x W no espaco A" (L) corresponde ao ideal 3(V x W) = Rad(3(V'),3(W))
erm K[,\’l. o e ,\r,,, }"1

Demonstracao: Segue diretamente a Proposicao 1.1.15.

Definicao 1.1.18 Consideraremos L|K uwma extensao de corpos onde L ¢ algebri-
camente fechado. Para toda K -variedade V' C A"(L), definimos o anel de coorde-
nadas de V' como sendo

K[V]:= K[X1,...,Xal/3(V).

Para um subconjunto I (em particular um ideal) de K|V'| podemos agora falar
no conjunto de zeros By (I) de I em V (uma K-subvariedade de V) e para um
subconjunto W C V (em particular uma K-subvariedade de V') podemos falar no
ideal anulador 3y (W) em K[V

Observagoes: Os elementos ¢ do anel de coordenadas K |[V| de uma K -variedade
V' C A"(L) podem ser considerados como func¢oes ¢ : V. — L. Se ¢ = F +3(V) com
FeK[Xy...,Xn|esez=(€1,...,6a) €V temos p(z) = F(€1,...,€n)

Esta funcao esta bem definida pois a igualdade nao depende do representante
F da classe lateral . Por exemplo, se z; :— X; + 3(V'), entao z; ¢ a i-ésima funcao

coordenada, que a cada (€1,...,€,) € V associa a sua i-ésima coordenada ¢;.
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(ii) K[V] é um anel reduzido e V' é irredutivel se, e somente se, K[V] é dominio.

Segue, imediatamente das defini¢oes que 3y (W) = 3(1W)/3(V). Temos, agora,

uma versao mais abrangente para o Teorema dos Zeros de Hilbert:

Proposigao 1.1.19 Seja V C A™(L) uma K -variedade. A aplicacao W — 3y (W)
que a cada K -variedade W C V' associa seu ideal 3y em K[V| € uma aplicagao
bijetora do conjunto de lodas as K -subvariedades de V' no conjunto de todos os
ideais I de K|V| com Rad(I) = I, que reverte a inclusao. Para cada ideal I em

K|V| temos Rad(I) = 3v(By(I)).

Demonstragao: Vide [7], pagina 20.
4]

Uma K -subvariedade W C V é irredutivel se, e somente se, 3y (W) é um ideal
primo de K[V].

[Estas proposic¢oes elucidam como o problema geométrico de procurar as subva-
riedades de uma K-variedade V' se reduz do ponto de vista da algebra comutativa,

na procura dos ideais primos de K[V].

As variedades projetivas sao os conjuntos de solucoes dos sistemas de equagoes

algébricas que contém apenas polinomios homogéneos, ou seja:

Definigao 1.1.20 V' < P"(L) ¢ chamado K-variedade algébrica projetiva se
existem polinomios homogeéneos I Fn, € K[Xg X, tais que V € o conjunto
de todos os zeros comuns aos F;’s.

No caso em que V C P"(L), V é uma variedade projetiva e, analogamente ao
caso algébrico, temos definidos conceitos tais como o ideal da variedade. Ocorre que,
no caso projetivo 3(V') é sempre um ideal homogéneo, Rad(3(V)) = 3(V) e K[V]
¢ chamado anel de coordenadas projetivas (ou homogéneas) de V. Neste caso
K[V] é positivamente graduado ¢ uma K-algebra reduzida.

Consideradas as defini¢oes de dimensao de uma variedade, dimensao de Krull
de um anel e a correspondéncia entre ideais primos de K[V] e as subvariedades
irredutiveis de V' temos que

dimV = dim K[V] (para variedades afins) (1.3)

dimV = g-dim K[V]| (para variedades projetivas). (1.4)
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As igualdades (1.3) e (1.4) sugerem que o estudo da dimensao de variedades ¢
equivalente ao estudo das cadeias maximais de ideais primos em algebras finitamente
geradas sobre corpos.

Segue do conceito de dimensao de Krull que dim A"(L) n, e portanto as

variedades projetivas e afim possuem dimensao finita.

Pelo exposto anteriormente temos, para o problema classico proposto por Kro-

necker em 1882, duas versoes:

(1) Versao algébrica: Todo ideal radical num anel de polinémios com n variaveis

sobre um corpo K ¢ o radical de um ideal gerado por n + 1 elementos.

(2) Versao geométrica: Toda variedade num espaco n-dimensional ¢ uma inter-
seccao de n + 1 hipersuperficies.

A solucao obtida por Eisenbud e Evans [5] é mais “apertada”: Toda variedade
algebrica em um espago n-dimensional € a intersec¢ao de n-hipersuperficies. Vale
ressaltar que eles provaram primeiramente a versao algébrica que apresentamos a

seguir:

Teorema 1.1.21 Seja A um anel noetheriano com dim A = d < oo e [ C A|X| um
ideal. Entao eristem f, Rad( f, fiii )

Demonstragao: Podemos assumir que A ¢ reduzido, pois se n é nilradical de A e

considerando o teorema verdadeiro para A A/n, entao na imagem I de [ em

red *= 4 i e
"11‘(&1[‘\" existem elementos f, fa+1 com Rad(/) = Rad(f, T a4)s

Como dim A,.q = dim A se para cada f; escolhemos um representante f; € [
temos Rad(/) = Rad(/f,

Agora consideremos A reduzido e d := dim A. Demonstraremos o resultado por
inducao sobre d. Se d = —1 entao a afirmacao do teorema é trivial. Sejam d > (0 e S
o conjunto de todos os elementos regulares de A. Ig é um ideal principal gerado por

um elemento f; € I. Se g,...¢; ¢ qualquer sistema de geradores de [ entao temos

r; € A regular e h; € A[X] para j . Entao, tomando r H";‘ tem-se

Py = hl,-_f] para todo j t: h:,- € A|X] e r regular. Assim,

e[ C HAX]E 1

para algum o € N7 suficientemente grande e, portanto

B() CB(f) CcB(rl) =8(r)us(l).
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Se r é uma unidade de A, entao B(r) = 0 e o resultado segue. Caso contrario,

tomando A = A/(r), como r ¢ regular, temos dim A < dim A — 1. Se I é a imagem

de I em A[X], entao por hipétese de indugio existem elementos fo
com Rad(fo fas1) = Rad([).

[iscolhendo para cada f; um representante f; € [ (i = 2,...,d + 1), tem-se
Rad(r, fo, ..., far1) = Rad(A[X|r +1).

e portanto
B(r)NB(I) = B(A[X]|r +1)

Das igualdades (1.6) e (1.7) temos

fd*l_)

Como, também, B(I) C B(f,
dade Rad(/l) = Rad(f, fas1)-

Como corolario temos:
Coroldrio 1.1.22 Toda variedade algebrica em A"(L) € a intersec¢ao de n K-
hipersuperficies.
Demonstragao: Para obtermos tal resultado basta tomarmos A := K[X, ..., Xn-1l,
X = X, e aplicarmos o Teorema 1.1.21.
|

No caso de variedades projetivas necessitamos da versao graduada do teorema:

Teorema 1.1.23 Seja A = @, .n Ai um anel noetheriano positivamente graduado,
onde Ag := K € um corpo. Seja g-dimA = d < oc e A|X| com X um elemento
homogeneo de grau oo € N*. Seja I C A[X]| um ideal homogéneo com I C M A[X],
onde M := €D,., Ai. Entao existem elementos homogéneos fy,..., fq.1 € I com

Rad(I) = Rad(fy,..., fa:1)-

Demonstragao: Andloga a do Teorema 1.1.21.




Como conseqiiéncia deste teorema temos o seguinte resultado para variedades

projetivas:

Corolario 1.1.24 Se V. C P*(L) € uma K -variedade projetiva que possui um ponto
K -racional (isto €, um ponto < x tn > com x; € K ) entao V' € a intersec¢ao

de n K -hipersuperficies projetivas.
Demonstragao: Vide [7], Corolario 5.1.7, pagina 126.

a
Observagao: No caso de K ser algebricamente fechado o Teorema dos Zeros de
Hilbert nos garante a existéncia de ponto K-racional.

Dado o interesse geométrico em descrever, pelo menos localmente, uma va-
riedade como interseccao de hipersuperficies, ¢ claro que haja interesse no cor-

respondente problema de determinar o nmimero minimo de geradores para um ideal

I € K|Xy,...,X,] (anel de polinémios em n variaveis sobre um corpo, ou mais

geralmente, um ideal num anel noetheriano, que conforme sabemos ¢ sempre finito).
Conforme apontamos na introducao, dois resultados bastante conhecidos nesta

direcao sao:
(i) Se A é dominio de ideais principais e I é um ideal de A entao u(l) < 1.
(ii) Se A é um dominio de Dedekind, p(I) < 2 para todo I ideal de A.

O Teorema do Ideal Principal de Krull e sua generalizacao nos dao estimati-
vas inferiores para o niumero de geradores de um ideal num anel noetheriano e o
numero minimo de equacoes necessarias para descrever uma variedade algébrica.
Uma estimativa superior para o numero de geradores sera apresentada no proximo
capitulo.

A seguir, apresentamos um resultado importante que sera utilizado nao apenas
na demonstracao do Teorema do Ideal Principal de Krull, mas como em outros

pontos deste trabalho.

Lema 1.1.25 Sejam I um ideal, n > 1) ideais primos de um anel A. Se
1 L = !

I & p; (i n), entao existe um [ € I com [ & p; (i ). Sejam A

¢ um anel positivamente graduado e I um ideal homogeneno de A. Se p,

€ Proj(A). entao f pode ser escolhido como sendo um elemento homogeneo de grau

positivo.

Demonstracao: Faremos a demonstracao por inducao sobre n. Tomemos n 1. No

caso graduado precisamos apenas encontrar um elemento homogeneo f € I de grau
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positivo tal que f & p;. Como I é homogéneo, existe um elemento homogéneo a € I,
a ¢ p,. Por outro lado, como p, € Proj(A) existe um elemento homogéneo de grau
positivo b € A com b € p,. Basta entao tomarmos f := ab.

Seja n > 1 e suponhamos que o resultado seja valido para n — 1 ideais primos.
Assumiremos que nenhum p; esta contido em p;k para i # j. Entao I Np; € p;
para i # j. Por hipétese de indugao existe um z; € I Np;, ; € ﬂp,;, onde z; é

ilj
homogéneo de grau positivo (no caso graduado). Se necesséario elevamos z; a uma

poténcia adequada, para que possamos assumir que todos tem o mesmo grau.
ki

Tomemos ¥y := H;ri e.f = Zyﬂ,-. Temos que y; € p; NI para i # j, mas

i3 j=1
yj € p; ( =1,...,n), e no caso graduado, os y; possuem o0 mesmo grau, e portanto
[ ¢é homogéneo de grau positivo. Pela construcao temos que f € [ mas,f /p;

fe=T,00 0
m

Teorema 1.1.26 (Teorema do Ideal Principal de Krull) Seja A um anel noethe-
riano e a # A um ideal principal. Se p € um ideal primo minimal de a entao
ht(p) < 1. Mais ainda, se a € reqular entao ht(p) = 1.

Demonstragao: Se p é primo minimal de a, ht(p) = dim(Ap) e pAp é primo minimal
de aAgq, ou seja, Rad(adq) = pAp.

Agora se A é um anel local com ideal maximal p e Rad(a) = p, se nao existir
q € Spec(A) tal que q g p entao ht(p) = 0 e nao ha nada a mostrar.

Podemos supor, entao, que A é um anel local onde o ideal maximal m é um
divisor primo minimal de a. Assim para todo q € Spec(A),q #meq g p, mostremos
que ht(q) = 0, ou equivalentemente que dim Aq = ht(q) = 0.

Se q¥ é a imagem inversa de q"Aq (a “i-ésima poténcia simbdlica de q”), temos

a-f-q(l)Qa-I—q(g)Q...Qn-%q(ﬂ)g...

Tomando A = A/q segue que A é artiniano pois Rad(a) = p é ideal maximal de A
e assim a sequiéncia

at+q®/ada+q®/aDd...2a+q¢"/aD...

é estaciondria, ou seja, existe n € N tal que a + q™ = a + q®*!. Provemos entio
que q™ = aq™ 4 ¢,
Sabemos que

aq™ 4 q" ) C 4P (1.8)
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Se b € q™ entdao b € aq™ + q™*V ouseja, b=ar +z comr € Aez € qD,
Como ¢t C q™ temos ar € q™. Além disso, a & q, com q™ q-primario temos
que r € q™. Deste modo b € aq(™ + q*1) isto é,

q(n) C aq(ﬂ) + q(n-i—lj‘ (19)

Logo de (1.8) e (1.9) temos verificada a igualdade.
Como A élocal e a € m, onde m é ideal maximal de A, pelo Lema de Nakayama
temos q™ = q**1), logo

q(n_)Aq — q(n—l-l)Aq = q(n)Aq - ([})(qu)

Demonstremos entao que Aq é um anel noetheriano local com ideal
maximal nilpotente, portanto Aq ¢ artiniano, ou seja, dim Aq = 0 = hit(q).

Antes de passarmos a generalizacao do Teorema do Ideal Principal de Krull,
vejamos um coroldrio do 1iltimo teorema que sera utilizado na demonstracao do que
segue.

Coroldrio 1.1.27 Sejam A um anel noetheriano, p, ', q1,...,q9, € Spec(A) tais
quep L q;, 1 =1,...,5s ep’ 5 p. Se existe ' € Spec(A) tal que p’ g a' & p entao
eviste q € Spec(A) tal que p' & q g peq¥aq; para todoi =1,...,s.

Demonstragao: Como, por hipétese p ¢ q; e p’ g p segue-se p ¢ (U '13‘) Uy
i=1

Assim, existe z € p tal que x € q; paratodoi=1,...,sex & p’.

I sabido que todo divisor primo minimal de z Ay + p'Ap ¢ da forma qAp para
algum q € Spec(A), p' C q C p.

Como ht(q/p’) = 1 (pelo teorema anterior) e dim Ap/p’Ap > 2 (por hipéStese)
segue-se que q 7 p.

Mais ainda, como ¢ € q, ¢ & q; e x & p' tem-se q € q; e p' # q. Portanto

P SaGo

Teorema 1.1.28 (Generalizagao do Teorema do Ideal Principal de Krull) Sejam A
um anel noetheriano e I # A um ideal gerado por m elementos. Se p € ideal primo
minimal de I entao hi(p) < m.

Demonstracao: Faremos a demonstragao por indugao sobre m.
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Se m = 1, o resultado segue diretamente do Teorema 1.1.26.

Sem > 1esejam I = (ay,...,a,,) € q;,...,q, os ideais divisores primos
minimais de (aj,...,a;,_1). Entao, por hipétese de inducao temos h(g;) < m — 1
(= I—

Tomando p um divisor primo minimal de I, se existe i tal que p C q; entao
ht(p) < ht(q;) <m —1

e nada mais temos a demonstrar. Supondo p ¢ q;, i = 1,...,s, consideremos
P =po D p; DO ... D p; uma cadeia de ideais primos de A com | > 2. Usando o

corolario anterior, repetidas vezes, obtemos uma cadeia p = py D p; D ... D p; com

P U‘h‘-
i=1

Tomando A = A/(ay,...,am_1), como p é um ideal divisor primo minimal

de (ay,...,an) temos que p = p/(ai,...,am-1) é primo minimal de (@), logo
hi(p) < 1.

Observe que p;_; + (ay,...,am-1) g q;, para todo i, pois p;_; g q;. Portanto
Pr1 =P+ (ay,...,am-1)/(ay,...,am_1) é um ideal de A que nao estd contido
em nenhum primo minimal de A; p;_; + (a1,...,am_1) € p € ht(p) = 1. Assim p
¢ ideal primo minimal de p; ; + (a1,...,am-1) e conseqiientemente p/p, , é ideal
primo minimal de p; | + (a1, ...,a@m-1)/p1—1 = (@1,...,@m-1)A/p;_;. Temos entao:

l—1< ht(p/p1—1)) Em—-1=1<m.

Algumas aplicagoes geométricas desses resultados sao:

Proposigao 1.1.29 Em um espago n-dimensional, afim ou projetivo, seja V uma
variedade d-dimensional e H uma hipersuperficie. Se VN H # 0 eV ¢ H entio
toda componente irredutivel de V N H tem dimensao d — 1.

Demonstragao: Como o espago projetivo pode ser recoberto por espacos afim, é
suficiente demonstrar o resultado para o caso afim.

No anel de coordenadas afim K|[V] de V, um ideal principal (a) associado a
hipersuperficie H é tal que (a) # K[V|, pois VNH #0ea # 0, pois V ¢ H. Como
K[V N H| ~ (K[V]/(a))wed, pelo Teorema do Ideal Principal de Krull, todos os
divisores primos minimais de (a) tem altura 1. Mas, entdao K[V N H| tem dimensao
d—1.




Este ultimo resultado mostra que, em particular, se duas hipersuperficies se
intersectam no espago n-dimensional sem ter qualquer componente irredutivel em
comum, entao todas as componentes desta intersegao tem dimensao n — 2. Tal fato
nao ocorre, em geral, se o corpo coordenado nao é algebricamente fechado, como é

o caso em R® de duas hipersuperficies que se intersectam em apenas um ponto.

Proposicao 1.1.30 Seja V uma variedade irredutivel (afim ou projetiva). Sejam
fi,..., fm € K|V] elementos (homogéneos) do anel de coordenadas (homogéneas)
de V cujo conjunto de zeros W := By (f1,..., fm) em V € nao vazio. Entao para
toda componente irredutivel Z de W tem-se

dimZ > dimV —m.

Demonstragao: Apresentaremos a demonstragao apenas para o caso afim, pois no
caso projetivo a demonstracao é analoga. Para cada p divisor primo minimal de
(f1,..., fm), pelo Teorema 1.1.28,

dimK[V]/p = dimK[V] — ht(p) > dimV — m.

Como os anéis de coordenadas das componentes irredutiveis de W sao da forma
K[V]/p com p primo minimal de (fy,..., fin) temos demonstrado o resultado.

Observacgoes: (i) As componentes irredutiveis de uma K -variedade definida pelas
equacoes F;(X,, ..., X;,) = 0 tem dimensao maior ou igual a n — m.

(i1) Para descrever uma variedade algébrica V num espaco afim ou projetivo n-
dimensional sao necessarias n — §(V') equagoes, onde §(V') é o minimo das dimensdes
das componentes irredutiveis de V. (§(V) < dim V).

(iii) Sejam V e W K-variedades iredutiveis de A"(L) com V N W # (. Entao para
cada componente irredutivel Z de V N W tem-se

dimZ > dmV +dimW — n.

(iv) Se V.e W C P*(L) sao variedades com dimV + dim W > n entao VNW # 0.
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Capitulo 2

Forster mostrou que se A é um anel noetheriano e M é um A-moédulo finitamente
gerado tal que todas as localizagées My de M, com p € Spec(A), podem ser geradas
por r elementos, entao M pode ser gerado por r +n elementos onde n = dim A. Em
muitos casos, entretanto, este resultado pode ser melhorado. Por exemplo, se A é
semilocal, M pode ser gerado por r elementos. Serre conjecturou que M pudesse ser
gerado por r + d elementos onde d = dim(Max(A)). Em 1967, Swan adaptando o
argumento de Forster provou esta iltima afirmacao. Alids, em artigo de 1962, Swan
havia exibido um exemplo no caso projetivo, em que r +d é o melhor limite possivel
dependendo apenas de r e d.

O principal objetivo deste capitulo é apresentar estes resultados e algumas apli-
cagoes.

2.1 Dimensao e nimero minimo de geradores

Antes de iniciarmos esta se¢ao apresentaremos algumas definigées para o leitor
que nao esteja familiarizado com alguns conceitos aqui utilizados, ou que nao se
recorde destes conceitos.

Definigao 2.1.1 Seja A um anel. O J-spectro de A, denotado J(A) € o conjunto
de todos os ideais primos em Spec(A) que podem ser escritos como intersec¢ao de

ideais mazximais.

Definigao 2.1.2 Um elemento m € M € chamado bdsico em p € Spec(A) se
m & pMp.

Lema 2.1.3 Se M ¢ um A-modulo livre, entao m € M € basico para todo m €
Max(A) se, e somente se, < m >#< 0> ¢ um somando direto de M .

Demonstragao: Vide (7], Lema 4.2.8, pagina 106.
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Sejam A # {0} un anel noetheriano, M um A-médulo finitamente gerado e
X = J(A) o J-spectro de A. Para um m € M denotaremos por X (m) o conjunto
formado por p € X para os quais m ¢ basico. Para I C A seja B(I), o conjunto
{p € X :p DI} Deste modom é basico em p € B(I) se, e somente se, a imagem
de m, representada por 7, no A-médulo M /IM é basica em p (0 que equivale a
dizer que m é basico em p/I). Feito isto temos:

Lema 2.1.4 Seja X noetheriano e d := dimX < oo. Para todo ideal I de A,
X (m)NBW(I) possui um numero finito de elementos minimais.

Demonstragao: Seja m a imagem de m no A/I-médulo M /IM. Como B(I) pode ser
identificado com J(A/I) e X (m)NB(I) identificado como X (7) basta mostrarmos
que X (m) possui um numero finito de elementos minimais. Podemos supor sem
perda de generalidade I = (0).

Se {p1,...,p;} sdo pontos genéricos das componentes irredutiveis de X, entao

t
X (m) =X (m),
i=1
onde m; é a imagem de m em M /p;,M (i = 1,...,t). Vamos assumir entao que A é
um dominio de integridade com (0) € J(A).

No que segue procederemos por inducao sobre d := dim X .

Se d = 0, J(A) tem apenas um ponto e nao ha nada a fazer. Sed > 0 e m é
basico em (0), entdao (0) é o tinico elemento minimal de X (m).

Se m nao é basico em (0), entao a imagem de m sobre o espaco vetorial M,,
onde S := A\ {0} é igual a 0, ou seja, existe um a € A\ {0} com am = 0. X (m)
pode ser identificado com X (7), onde 7 é a imagem de m no A/(a)-médulo M /aM .
Como dim J(A/(a)) < d, por hipétese de indugao segue-se o resultado.

Definicao 2.1.5 Sejam A # {0} um anel e M um A-mddulo finitamente gerado.
Por u(M) denotaremos o numero minimo de geradores de M. Se Az + ...+ Az, =
M en = u(M) dizemos que {z,,...,z,} € um sistema minimal de geradores.

Definigao 2.1.6 Parap € Spec(A) denotaremos por jup(M ) o nimero de elementos
do menor sistema gerador do Ap-mddulo My.

Lema 2.1.7 Parap € Spec(A) temos pp(M) > r+1 se, e somente se, p D I(M,r)
para todo r € N, onde

I(M,r) = Z Ann(M/ < my,...,my, >).

{mi.,mr}CM
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Demonstracao: Vide (7], Lema 4.2.5, pagina 105.

Coroldrio 2.1.8 (Semicontinuidade de pp) Para todo r € N o conjunto
{p € Spec(A) — pup(M) < r} € aberto.

Demonstracao: Segue diretamente do Lema.

Lema 2.1.9 Sob as mesmas hipoteses do lema anterior, definamos
Up := Max{pp(M ) + dimB(p)|p € X (m)}.

Entao existe um numero finito de ideais p € X (m) com pp(M) + dim B(p) = tp,.

Demonstragao: Consideremos um p € X (m) com pup(M) + dim B(p) = u,,. Seja
pp(M) :=r.

Entaor > 0ep D I(M,r — 1), p p I(M,r). Mais ainda, p € um elemento
minimal de X (m)NB(I(M,r —1)), pois se houvesseum q € X (m)NV(I(M,r—1))
com p % q, entao terfamos pq(M) = pp(M) = 7 € Uy = pp(M) + dimB(p) <

< ;L;,(M) + dim B(q) < u,,, uma contradicao.
Pelo Lema 2.1.4 X(m)N®B(I(M,r — 1)) possui um nimero finito de elementos,
havendo portanto um numero finito de ideais (M, r).

Definicao 2.1.10 Para k € N, um submodulo U C M ¢ dito k vezes béasico em
p € Spec(A) se
pp(M) = pp(M/U) > k.

Lema 2.1.11 Sejam {mi,...,m} um sistema dos elementos de M e {py,...,p,}
(r > 0) um conjunto finito contido em Spec(A). Se N =< my,...,my > € k; vezes
basico em p; para algum k; € N, k; < t (i = 1,...,r), entao existem elementos
ay,...,a;1 € A tais que < my+aymy,...,my_1 + a_1my > € k; vezes bdsico em p;
O N—

Demonstragao: Faremos a demonstracao deste lema por indugao sobre r. Para
r = 1 vamos supor que A é um anel local com ideal maximal m = p;. Seja
U:=<my,...,my > em; aimagem de m; em M /mM (i = 1,...,m). Da seqiiéncia
exata

O0-U+mM/mM - M/mM — M/U — 0
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e do Corolario 41(Apéndice): p(M) — p(M/U) = dimpam < My,..., Mg >> k.
Assim, o resultado é valido tomando ay; = ... = a4 = 0.

Se dimg/m < my,..., Mg >= k1 —1, entao my ¢é linearmente independente sobre
{7, o 1 )

Como a; =0 parai=1,...,t ~1, i # k, temos que az, = 1.

Suponhamos r > 1 e que o lema ja esta demonstrado para r — 1 ideais primos.
Tomemos uma ordenagao tal que p, é minimal no conjunto {p,,...,p,}. Entéo
temos elementos af,...,a; | € A tais que < my +a\mye,...,mp_y +a}_ymy > é k;
vezes basico em p;, com i = 1,...,t — 1.

r—1 r—1
Como n p; Z p,, existeuma € ﬂ p;coma € p,. Entdao < my+aimy, ..., me 1+
i=1 i=1
+a;_;my,am; > também é k, vezes bdsico em p,, pois a equivale a unidade em

Ap . Entao existem elementos af,...,a; ; € A tais que U :=< m; + ajm, +

+afamy, ... ,mi_1 +a,_ymy+aj_jam, > é k, vezes bésico em p,. Como a € p; para
i < r, U também é k; vezes béasico em p; com i < r, e portanto o resultado esté
demonstrado tomando-se a; := a} +aja, (i =1,...,t —1).

Teorema 2.1.12 Seja X := J(A) noetheriano e de dimensao finita. Seja
M =< my,...,m¢ > e up(M) + dimB(p) < t para todo p € X(m,). Entao
existem elementos ay,...,a;-1 € A tais que

M =< my +aymy,...mpy + agyme >

Demonstragao: Se X (m;) = 0, entdo Mp =< my,...,my_; > Ap para todo p € X,
em particular para todo p € Max(A4). Como My e M possuem a mesma base de
geradores, tomando a; = ... = a;-1 = 0 tem-se que, M =< my,...,my_1 >, 0 que
demonstra o resultado.

Se X (m;) # 0, entao

u = Max{pup(M) + dimB(p)|p € X (m)} > 0

et > 2. Temos entao um nimero finito de ideais p € X (m,) com pp(M) +
+ dim B(p) = u. Podemos entao encontrar a; € A tal que m; + a;m,; é basico
para todos esses p’s.

Tomemos M' := M/ < my + aymy >. M' é gerado pelas imagens ms, ..., m;
de mag,...,m; respectivamente e X(mj) C X(m;). Para p € X(m;) com pp +
+dim B(p) = u temos que pup(M') < pp(M), pois m; + aym, é bésico neste p e
portanto

u':= Max{up(M') + dim B(p)|p € X (m})} < u,
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ou seja, u' <t — 1.

Para t = 2, temos X (m}) =0 e M' =< 0 >, entao M =< m; + aym¢ >.

Se t > 2, utilizando a hipétese de inducao existem elementos as,...,a;-1 € A
com M' =< mb+asmj,...,m,_ja,_ym; >. Portanto,M =< my +aymy,...,my_1 +
+ag_1my >.

Coroldrio 2.1.13 (Forster-Swan) Sejam A um anel noetheriano, M um A-modulo
finitamente gerado e X := J(A) com dimensao de Krull finita. Entao

(M) < u:= Max{pup(M) + dim B(p)|p € X N Supp(M )}.

Demonstragao: Segue imediatamente do Teorema.
]

Se Spec(A) é noetheriano e de dimensao finita, entao o mesmo acontece com
J(A). Com isso temos outra versao do Teorema de Forster-Swan onde

u' := Max{pup(M) + dim A/p|p € Supp(M)}.

Esta é uma versao mais fraca do teorema, aplicavel por exemplo para um anel
semilocal A. Neste tipo de anel temos J(A) = Max(A4), dim J(A) = 0, por outro
lado, podem existir elementos p € Spec(A) para os quais dim A/p é arbitrariamente
grande.

De fato, no caso geral se X := Max(A) é noetheriano e de dimensao finita ( o
mesmo ocorrendo com J(A)) entao

u < dim X + Max{gm(M )|m € X N Supp(M)}.

Portanto, se para cada m € Max(A), M é localmente gerado por r elementos,
entao, M é globalmente gerado por r + dim X elementos.

Se M = I um ideal de A, como Ip = Ap para todo p € Spec(A) com I ¢ p,
obtemos uma versao do Teorema de Forster-Swan para ideais dada pelo coroléario a
seguir:

Corolario 2.1.14 Seja J(A) noetheriano de dimensao d. Seja I um ideal de A e
u = Max{pp(I) + dim B(p)|p € B(I)}.
Entao o nimero de geradores de I € dado por Max{u,d + 1}.
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Exemplo 2.1.15 Um anel de Dedekind ¢ um dominio de integridade noetheriano
de dimensao 1, que localmente € um dominio de ideais principais. Pelo Coroldrio
2.1.14, neste anel, todo ideal pode ser gerado por no maxrimo 2 elementos. Assim se
A € dominio de Dedekind mas nao € dominio de ideais principais a cota € alcancada.

Exemplo 2.1.16 Se, para um anel semilocal com ideais mazimais my, ..., m, 0S8
anéis locais Am, (i = 1,...,t) sao dominios, entao A também € um dominio de
ideais principais.

Coroldrio 2.1.17 Sejam A um anel semilocal com ideais mazrimais my, ..., m,, M
um A-modulo finitamente gerado e u := Max;—, . {pm,(M)}. Entao M € gerado
por u elementos.

Demonstracao: Segue do Teorema 2.1.12.

Observemos que, pelo Teorema Generalizado de Krull, em um anel noetheriano,
qualquer ideal I é tal que ht(I) < u(I), entao a situagao é 6tima no caso em que 1
pode ser gerado por ht(I) elementos. Isto motiva as seguintes defini¢oes:
Definicao 2.1.18 Seja I # A um ideal em um anel noetheriano A.

(i) I € chamado de intersecgao completa se ht(I) = pu(I).

(it) I € chamado “set-theoretic” interseccao completa se existem elementos
ay,...,ay €I tais que Rad(I) = Rad(ay,...,a,), onde m = hi(I).

(i1i) Dizemos que I € localmente uma intersecgao completa se Iyy € uma inter-
sec¢ao completa em Awm para todo m € Max(A) com I C m.

E as correspondentes versoes geométricas que sao:

Definigao 2.1.19 Seja V uma K -variedade d-dimensional em um espago afim ou
projetivo de dimensao n sobre L.

(1) V € chamada “ideal-theoretic”interseccao completa se seu ideal anulador
no anel polinomial sobre K pode ser gerado por n — d elementos.

(ii) V € chamada “set-theoretic” intersecgao completa se V for a interseccao
de n — d K -hipersuperficies.

(iii) Dizemos que V ¢ localmente “set-theoretic” intersecgao completa se
para todo x € V o ideal de V no anel local 0, (definido sobre K ) do espago afim ou
projetivo é uma intersec¢ao completa.
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Alguns exemplos sao:

(1) K-variedades afim de dimensao nula sao “set-theoretic” intersecgoes completas
e uma K-variedade projetiva de dimensao nula é uma “set-theoretic” interseccao

completa se possuir um ponto K -racional.
(2) K-variedades afim de dimensao 0 sao interseccoes completas.

(3) Existem variedades projetivas de dimensao 0 que nao sao interseccoes completas.
De fato, para todo r € N existe um conjunto finito de pontos V em P*(L), cujos
ideais 3(V') nao podem ser gerados por r elementos.

Um polinémio homogéneo, E Quomin Yo Y7 Yo 2, de grau r — 1 possui
vp+u Hg=r—1
s := (") coeficientes ayy,1,. Podemos encontrar s pontos P; =< y, y"'y% >€

€ P?(L) tais que nenhum polinémio homogéneo de grau r — 1 se anula em
V := {P,..., Ps}. Estes pontos devem ser tomados de modo que o determinante
cujas linhas consistem dos s produtos y;jy;v;3 nao se anula. Para yo; = t7, y1; = ¢,
yo; = 1, parai = 1,...,s o determinante tem a forma

(df”'{ti"”’*"‘ beopnorot ).

O determinante nao se anula se os t;'s sao considerados com indeterminadas,
basta expandir utilizando-se a linha i = 1 e utilizar indugao. Como existem infinitos
pontos em uma variedade, é possivel escolher um t; € L (i = 1,...,s) especial
de modo que o determinante nao se anula caso as indeterminadas assumam estes
valores especiais.

Um polinémio homogéneo F' em L[Yj, Y7, Y2] de grau r possui (";2) =s+r7r+1
coeficientes. Se V é tomado como anteriormente, temos que os polinémios ho-
mogéneos de grau r que se anulam sobre V' constituem um espago vetorial sobre
L de dimensao r + 1, pois F(P;) = 0, (i = 1,...,s) atribui a s condi¢oes de inde-
pendéncia linear com os coeficientes de F.

Para as componentes homogéneas de 3(V) temos: 3(V), =< 0 > para
n =20..,r—1edmg3(V),) = r+ 1. Portanto, 3(V) nao pode ser gerado
por menos do que r + 1 polinémios.

(4) Existe uma conjectura de que curvas algébricas afim sao sempre “set-theoretic”
interseccoes completas. Este resultado ja foi provado para:

(a) curvas que sao localmente interseccoes completas.

(b) curvas em espagos de dimenséao 3. Este resultado foi mostrado primeiramente por
Szpiro e depois generalizado por Mohan Kumar para curvas em espacos de dimensao

arbitraria.
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(c) curvas arbitrérias, se o corpo de coordenadas possui caracteristica prima. Esta

demonstracao utiliza resultados de Szpiro e Mohan Kumar.

Apresentamos, a seguir o exemplo investigado por Herzog que determinou o
nimero minimo de geradores para o ideal I = ker(yp) onde C' = {(t™,t"2,t™),t € L}
com mde{ny,no,n3} =1, n; €N, (i =1,2,3) e

‘]0 i h’ [z\rl‘ XQ, IYS] - K’ [T]
p(Xs) —» T i=1,23.

Inicialmente, atribuimos a K [X;, Xo, X3] uma graduagao na qual deg(X;) = n;,
(i=1,2,3) e a K[T)] a graduagao usual, ou seja, deg(T') = 1. Assim I é o niicleo de
um homomorfismo homogéneo e ht(l) = 2.

Determinemos um sistema minimal de geradores de |

Se F =3 @y X' X532 X3® € I é homogéneo de grau d, entao

FIT™, T™ T = (Z“umw) T? =0 e portanto Za”“’?"-" =,

Tomemos F = 3. Guyimis (X1 X532 X3 — XD1X32XP®) onde XTIXP2X3® é um
monémio fixo de grau d (Y 7n; = d).
Como I é um ideal primoe X; € I (i = 1,2,3), temos:

F é uma combinacéao linear com coeficientes em K [X, Xo, X3] de polinémios
homogéneos em I da forma:

0, = Xf‘ st Xglzxgla
o = X8 = XTu XD
p3=XP — XX,

Se F' contém uma das varidveis X; com uma poténcia no maximo «; € N,
podemos assumir que os ¢;’s que ocorrem na combinacao linear também possuem
esta propriedade.

Como mdc(ny, ng, n3) = 1, temos, que para cada indice i, existe ¢; € Ny menor
inteiro positivo com c;n; € Nnj; + Nni. Possivelmente apos uma re-ordenagao das

variaveis podemos supor que o polinomio de menor grau dentre os ¢;’s seja

Fl L ‘Yil'-'l A X:‘F;'IQ X:‘;J.EI
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onde o expoente de X, dado por ¢y, satisfaz a defini¢ao anterior, pois caso contrario
haveria outro polinomio de grau menor. Também, pela minimalidade do grau do
polinémio, temos, rie < ¢o, 713 < ¢3 e com as igualdades rja = c3 e ri2 = c12
ocorrendo respectivamente somente se rio = 0 e r13 = 0.

No ultimo caso se alterarmos a numera¢ao de modo que Xo se torne X, entao

ha apenas duas possibilidades para Fy:
(@) Fi=X=—X5 ‘ou
[b) Fy = \r == \'?”1 ';"1.1 ((]‘ < 1192 < Co, 0 < ris < c3).

Como F; ¢ monico em X, podemos dividir qualquer F homogeéneo, I’ € I por
Iy, obtendo um resto R. R também ¢é homogéneo, deg(R) = deg(F) e a poteéncia
maxima de X; em R é ¢, — 1.

Como R € I e F é uma combinacao linear, R também pode ser representado
como uma combinac¢ao linear de polinémios do tipo q, 3. Segundo Krull, estes
polinomios existem desde que I nao seja um ideal principal. Seja Fb um polinémio

de menor grau.

' ) r
1 . ; »CF L S .
Caso (a) Se tivermos neste caso Fo — X;* — X" X,* entao
5 » CH—C3 1 FCH—C3 xr O Sk
["_3 + 4\ 3'{ *F - .\ :’.“ i;\ :I * \ 3l \-1‘2 e 1!

tem o mesmo grau que Fs e nao ¢ divisivel por Fy. Entao 110co~5~5al'idnwnl B = 0

Podemos assumir portanto, que Fo = \’{" \’7" X. 2", onde o, < 1. Aqui
devemos ter cf co pois, caso contrario, estariamos contrariando a minimalidade
do grau de F'. Mostremos que I = (Fy, Fs).

Caso existisse um F € [\ (Fy, Fo), entao haveria um polinomio do tipo s,
Fs = ’{‘ \’1“)\'.;"“2 com rh; < ¢; (i = 1,2), ¢h > c3 onde operando-se médulo
(Fy, Fo) qualqucr polinomio homogéneo F' € [ pode ser reduzido a um polinémio
que é combinacao linear de polinémios do tipo p3 com r4; < ¢; (i = 1,2). Entao

r I ! ' !
ey ) rC "{ —€3 r 31 v Tas F€1—Tg) €3 C3 -k
XGOp 4 Fy= XOXS S L xTaxlg ] o xS0yl e

contradizendo rj, < co.

Caso (b) Apds uma possivel re-ordenacao de Xo e X3 podemos assumir que
X1 X" (roy < c1).

Devemos ter ros < eca. A igualdade equivale a ro; = 0. Se ro; = 0, entao
- (F;, Fs) como no caso (a).
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Agora faremos uma investigagao do que ocorre caso Fy = X5? — XT*' X 3%, com
0< 1o <cpel<ro < e,

Nenhum polinomio do tipo ¢z esta contido em ([, Fy), (para verificar tome
X, = Xg = 0), logo existe um polinémio Fa = X35* — X' X7* € [ com r3 < ¢y,
ran < co € necessariamente ra; > 0 (i = 1,2) pois, caso contrario, Fs — X35* que nao
esta contido em (Fy, Fy).

Cada polinomio I do tipo ¢;, (i — 1,2,3), pode ser reduzido via moédulo F; a
um muiltiplo de um polinomio do tipo ¢;, (7 = 1,2, 3), com grau menor do que F.
Utilizando inducao sobre o grau do polinomio segue que I = (I, Fo, I'y).

Se considerarmos I mod(X{", X5%, X5*), veremos que no caso (b) I nao pode
ser gerado por 2 elementos. Com a devida reordenacao das variaveis apenas dois

CasoOs ])(](l(‘.]l 1 OCOorTer:

(&) I possui um sistema minimal de geradores com dois polinomios

(0<ro < q).

(#) I possui sistema minimal de geradores com trés polinomios

f“] _\Hl"l _ _\'5'13‘\-:'{I'1:a

,.-,‘:" b ’:",I'.'i 490 1\' J":il ‘\’l:}':i'i

com D<irgi < ¢, para d #4,1=1,23
Podemos determinar qual dos casos ocorre, lancando mao de alguns calculos

para determinar ¢y, co e ca.
| é sempre uma “set-theoretic” intersecao completa

Temos que considerar somente o caso (#). Tomemos

(ay,ao, as).

Assim,

—cny + (rop + rap)ng — cona(rio + rag)ne — cans(ria + rog)ng = 0.

206




Lembremos que c¢;n; € Nno + Nna, com ¢o e ¢y definidos analogamente e que
< rjp<cyparat=123ej#1
Podemos assumir que as e as tem o mesmo sinal, entao a; = 0 ou

lay| = | = ey + 1oy + r31| < ¢ pela definicao de ¢;. Como, 0 < rj; < ¢;, temos
lai| = | =1 +roy+ra| < | = e+ 20| = |ey]| = Jai] < e

Como isto nao pode ocorrer segue que a; = () e da mesma maneira temos ao = a3 =
No caso estudado ainda obtemos a informacao adicional de que:
€1 = To1 + T3
co ri2 + rag

Ca T3 } Toa

ou seja, obtemos uma combinacéao linear dos polinomios F;, i = 1,2, 3 tal que

XD XISFy + X Fy = 0, (2.1)
Seja R := K|[X;, X2, X3]/(F3). R é um dominio de integridade pois F3 é ir-
redutivel e além disso Iy € (I, F'y). Se £ é a classe lateral de X3 em R podemos

escrever
R=K[X1,Xs|® K[X1, Xo]t & .. 0 K[X1, Xs)e51

c: F T3l v 732
£ = XWX 5™,
De (2.1) temos

‘\"-T‘)'am':s ‘r-llq = (_ 1 )(':i J\’;la{'.ﬂi Fr_(;‘? IIlOd( )f“:”

portanto
e Pt SRR D i
X o 12(T13+723) F If.i = )(.i‘\ T.ilrl.i‘\ _:.52?'12}' 5\ 11'1()(1(1'3)

r3aT13
7

e como X (F3) temos

T . a v T P A -
Xo2FP = (-1)2X»"F5 mod(F3).

Utilizando (2.2) e o fato de K [X, Xg| ser um anel fatorial temos

F& = (=1)3XT73P mod(Fs)

g2 = X3P mod(Fs)

para algum P € K|[X;, Xo, X3|. P € I, pois X1, Xo € I. Portanto I — Rad(P, F3).
Deste modo as curvas (t"', ™2, t") sao sempre interseccoes de duas superficies
com equacoes (quasi-) homogéneas e uma das duas equagoes sempre pode ser

escolhida arbitrariamente a partir do sistema minimal de geradores de I dado acima.
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Exemplo 2.1.20 Classificacao das curvas (%1%, 1%) e (14,47 .1°).

(i) Paran; = 3, no = 4 e ny = 5 temos:
3ny, = neg + na, 2no =ny +tny e 2na = 2ny -+ no,

isto ¢,
Fi=X;—-XoXs Fo=X3-X1X3 e F3=X3i-XiXo.

Portanto a curva (17, 1% 17) nao ¢ ideal-theoretic interseccao completa.

(i) Para ny = 4, no = 5 e ny = 6 temos:
3n, = 2na,

ou seja,
. -3 F0 : £ 9 s
F 1 X = ;\ 9 & f~:', \ g = X | X &

i 2 3 ) . i o ’ 5 =
Podemos entao dizer que I — (X7 — X3, X5 — X1X3) é uma intersecgao completa.

2.2 Lema da Esquiva

Definicao 2.2.1 Um ideal q de um anel A € chamado primario se todo divisor de
zero de A/q ¢ nilpotente, ou equivalentemente se a,b € A com ab € q e a € q sao

dados, entao existe p € N tal que b? € q.

Observacgao:

(i) O radical de um ideal primario é primo.

(ii) Se m € Max(A) entao I é m-primario se, e somente se, Rad(()) — m e neste

caso V(Q) = V(m).

Definicao 2.2.2 Seja (A, m) wm anel neotheriano local, q wm ideal m-primario.
plq) > dimA. Em particular, p(m) > dimA. Como wm ¢ o unico divisor pri-
mo minimal de q. entao u(q) > hi(m) dim A. Por p(m) denotaremos edim A.

portanto edim A > dim A.

Lema 2.2.3 (Lema da Isquiva) Sejam A um anel noetheriano, J C | dois ideais

de A com B(J) = B(I), u(1/J) = m e ps € Spec(A) lais que I ¢ U p;.

J=1

am, € 1 tais que

(i) 1
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(iti) Sep € B(ay,...,a,). p & B(I), entao hi(p) > m.

Demonstracao: Para demonstrarmos este lema faremos a construcao dos elementos
m

Ay € f\U P cujas imagens a a,, em [ /.] sao parte do sistema minimal

J=l
de geradores deste ideal e que possuem a seguinte propriedade: Se p € B(a,

p &€ B(I), entao ht(p) > r.

Para r = 0 nada temos a demonstrar. Se a, a, ja foram construidos satis-
fazendo as condi¢oes acima para algum r com 0 < r < m, tomamos um a € | tal
que {ai,...,a, a} também faz parte do sistema minimal de geradores de I/.J.

Sejam q, q; os divisores primos minimais de (ay, ..., a,) que nao pertencem
a B(l) e seja X o conjunto dos elementos maximais com relacao a inclusao de

q. P Pm}. Entao X = X, U Xq, onde X, é formado pelos p € X com
acpeNopelospe X coma g p. ComoB(/) —B(J), J g U p, existe b € J tal

pexX
que b € p, para todo p € X.

Entao existe A € ﬂ pcom A& U p.

pe Xo pi_ LY 1
Tomando a,., := a + Ab temos a,.; & p, para todo p € X, em particular,

ari1 € p;j J =1

Como a,.; = a mod.J, as imagens de ay,...,a,.; em [/.J sao parte de um
sistema minimal de geradores deste ideal. Se p € B(q; ari1) \ B(I), entao
hi(p) > r + 1 desde que p contenha um dos q;’s (i = t) e por hipotese

ht(q;) > r., mas a,.y € q; (i = 1,...,t) demonstrando o resultado.
(&}

Com o Lema da Esquiva podemos obter uma reciproca do Teorema do Ideal

Principal Generalizado de Krull:

Proposicao 2.2.4 Seja A um anel noetheriano. Se p € Spec(A) tem altura m.

entao existem elementos a, aym € p tais que p € um divisor primo minimal de

Demonstracao: Tomemos [ := p e J := p*. Como pu(p/p*) > ,u.p(p/p"g} = edim A >
> dim Ap = ht(p) = m, pelo Lema da Esquiva, existem elementos a;
tais que ht(p’) > m, para todo p’ € Spec(A) com (a, JCp',p Z p'. Assim,

p ¢ um divisor primo minimal de (ay,...,a,,).
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Coroldrio 2.2.5 Em todo anel noetheriano local (A, m) existe um ideal m-primario

q que ¢ uma interseccao complela, isto ¢, lal que pu(q) — dim A. Temos entao

dim A = min{u(q)|q € m-primario}.

Demonstracao: Seja m :— dim A. Pela Proposicao 2.2.4 existem elementos

a,, € m tais que m ¢ o unico divisor primo minimal de (a, a,,) (pois
estamos em um anel local). Tomando q : Uy, ), q ¢ m-primario e portanto,
também ¢ uma interseccao completa.

Como p(q') > dim A para todo ideal m-primario q’, segue a igualdade.
i}

A caracterizacao da dimpg,pu A para (A, m) um anel local motiva a seguinte

definicao:

Definigao 2.2.6 Um conjunto {a; ..., ay} de elementos de um anel local noetheri-
ano d-dimensional (A, m) € chamado sistema de parametros de A se este conjunto

gera um ideal m-primario. A existencia deste sistema ¢ dada pelo Corolario 2.2.5.

Temos, agora, o seguinte resultado para as intersecoes completas em anéis

noetherianos locais:

Teorema 2.2.7 Sejam (A, m) um anel noetheriano local e {a, am} wm conjun-

to de elementos de m. Intao:
(i) dim A > dim A/ (a, m) > dimA —m.

(ii) dim A/(a, ) — dim A —m se, e somente se, {a, () pode ser esten-

dido a um sistema de parametros de A.

Demonstracao: (i) Seja 6 :— dim A/(ay,...,a,) e seja {b bs} um sistema de
clementos de m cujas imagens em A/(a, () formam um sistema de parametros
deste anel. Entao q = (ay, ..., am, b, bs) é um anel m-primario. Portanto p(q) >
dimA = m + 6§ > dim A.

(ii) Se m + 6 = dim A, entao {a; . } ¢ um sistema de parametros de
A. Reciprocamente, se {a; 4} pode ser estendido a um sistema de parametros
pela adjuncao de elementos by,....by € m, entao m + dim A e as classes
laterais de b, by em A/(a; () geram um ideal primario contido no
ideal maximal deste anel. Entao { > dim A/(a, y,) > dimA —m i e,

portanto, dim A —m — dim A /(a,
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Corolario 2.2.8 Seja o ideal I C m uma intersec¢ao completa; 1 = (a,
com ht(I) = m. Entao {a, am} € wm subsistema de parametros de A e dim A/
dim A —m. Em particular, se a € m nao ¢ um divisor de zero de A, entao

dimA/(a) = dim A — 1.

Demonstracao: Para todo primo divisor minimal p de I, temos que ht(p) = m.
Tomemos p de modo que dim A/l = dim A/p. Pelo Teorema 2.2.7 item (i) temos
que dimA —m < dim A/l dimA/p < dim A — hi(p) = dim A — m e portanto
dim A/(a, am) = dim A — . Agora, pelo item (ii) do teorema, {ay,..., a;n} é
um subsistema do sistema de parametros de A. Se a € m é regular entao ht(a) = 1.

Portanto, (@) é uma intersec¢ao completa e dim A/(a) = dim A — 1.

Observagao: Nem sempre os primos minimais de um ideal J tém todos a mesma
altura. Por exemplo, se | = (XZ, YZ), p = (X,Y) é primo minimal de / mas
dim(A/p) =1 < dim(A/TI).

Uma caracterizacao de intersec¢oes completas em anéis noetherianos pode ser
dada em termos de sistemas independentes. Para isso precisaremos de alguns resul-

tados, os quais apresentamos a seguir:

Definicao 2.2.9 Um sistema de elementos {a;,...,an} (m > 0) de um anel A ¢
chamado independente se as sequintes condicoes sao satisfeitas:

(ii) Se F € A|Xy,..., X € wm polinomio homogéneo com F(ay,...,ay) = 0 entao

todos os coeficientes de I' estao contidos em Rad(a, i)

Observagao: O item (ii) é equivalente ao seguinte: Se ' € A[X, X é ho-

}d-

mogéneo de graud e b :— I'(a, am) € (a, am)® !, entao todos os coeficientes

de F pertencem a Rad(a, By )

Lema 2.2.10 Seja A|X| um anel polinomial sobre um anel noetheriano A. Para

todo ideal I de A com I # A temos
ht(IA[X]) = ht(I); ht((I,X)A[X]) = ht(I) + 1.

Se dim A < oo, entao
dim A[X| = dim A + 1.

Demonstracao: Para todo p € Spec(A), pA[X| é um ideal primo do anel A[X| pois
A[X]/pA[X] =~ (A/p)[X]. Se b:= (p, X)A[X] € Spec(A[X]), temos, pA[X|]N A =p
ebNA=p.
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Se p é um divisor primo minimal de /, entao, pA|X | é um divisor primo minimal
de 1A|X] e b é um divisor primo minimal de (7, X ) A[.X].

Reciprocamente, se ¢ um divisor primo minimal de I A[X| ¢ q := QN A, entao
q ¢ um divisor primo minimal de [ ¢ 9 = qA[X|]. Se 9 é um divisor primo minimal
de (I, X)A[X], entao, 9 = (q, X )A[X]. Logo, basta mostrarmos o resultado para
ideais primos.

Para toda cadeia de ideais primos p; C ... C p, — p em A temos

P[;.:'”«\’I g P‘a'l ;\r| p1|,\rl

¢ uma cadeia de ideais primos em A[X| e, portanto, ht(pA[X]) > hi(p). ()

Além disso pA[X] G b = (p. X)A[X]. Como X nao é um divisor de zero de

A[X g, pelo Corolario 2.2.8 segue que
ht(b) = dim A[X|p = dim(A[X |p/(X)) + 1 = dim Ap + 1 = ht(p) + 1.(x*)

Assim de (*) e (%) temos hi(p) < ht(pA[X]) < ht(b) — ht(p) + 1. Portanto
ht(pA[X]) = ht(p) e, assim, dim A[X| > dim A + 1. Agora sejam b € Spec(A[X]) e
p:—bN A Entao

AlX |o/pA[X]p = (Ap/pAp)[X]p-

com algum b* € Spec((Ap/pAp)[X]). Como este anel ¢ um anel de ideais principais,
existe f € b tal que bAp|X |y = (p, [)Ap[X]p.
Sejam dim Ap = d e {a; aq} um sistema de parametros de Ap. Entao

pAp — Rad((a, aq)Ap) e bAp|X|p = Rad(a, agq, ). Isto implica que

ht(b) = dim Ap[X]p < d + 1 < dim A + 1.

Como este resultado ¢ valido para todo b € Spec(A[X]), segue que dim A[X]| <

< dim A + 1 obtendo assim a igualdade.
[®]

Lema 2.2.11 Sejam A|X| o anel de polinomios sobre um anel noetheriano A e
am} um sistema de elementos de A com (a,. ..., a,) / A.
um sistema independente em A se, e somenle se,

em A|X].

Demonstracao: Se {ay,...,

independente em A, pois
Rad((ay,...,anm, X)A|X])N A
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Reciprocamente, seja F € A[X][X,,...,X,,,T] um polinémio homogéneo e

a,, elementos independentes em A tais que F(ay,...,am, X) = 0.
rlll Fu') r tv
E s ST (e NS (ot
i+t t=d

com d = degF', p,,. v € A|X]. Tomemos I : )s of = (I, X)AlX]

Fontao
151 UV vV d+1
E [T | =L ¢ ik, il |

Ui+, tHr=d

e JOL = 9] 4 19X 4 ... + IX% + XHLALX).

Comparando os coeficientes temos que
E vy Lm d—v+1
,‘(‘IU],,,U,”IIGI " ai’!l € [
U+t U+ U=d

com v = ()
Como Rad(/) < Rad(J). segue-se que {a; am} € independente, py,. .. €
€ Rad(I) para todo (v, Vm, V) € puy..ov € Rad(J).

Sejam {a a C A, A anel com (a a,) 7 A e ay nao divisor de zero
A 1 m ] 1 m 1

de A. No anel de fracoes de A,, podemos obter o subanel

Alas/ay, ..., am/ay].

A passagem de A para A’ ¢ um exemplo de uma transformacao “monoidal”, con-
ceito este que nao faremos uma investigacao sistematica porém utilizaremos apenas

algumas propriedades. Seja
am/a]

o A-epimorfismo com a(Y;) ai/a, (i 2,...,m). O kernel a contém
a* := (a1Yo — ao Y. — a,,) e para qualquer F' € a existe um p € N com

aF € a*, como pode ser visto passando-se para o anel de fracoes Agy-

Para um polinémio homogéneo F' € A[Xy,..., X,,] F(ay,. .., an) = 0 ocorre se,
e somente se, I'(1, Yo Ym) € a, 0 que nos da um critério para a independeéncia

de {a,

Lema 2.2.12 Seja A um anel noetheriano. O sistema {a, am} € independente

se, e somente se, para todo p € Spec(A) com (a,,...,a,,) C p temos




Demonstracao: Seja {ay,...,a,,} independente e seja ¢ € a dado. Seja
' e A Xm| a homogeneizacao de . Como Flay,..., a.,) 0. todos os
coeficientes de F assim como os de ¢ pertencem a Rad(a; am) pertencendo
portanto a cada p € Spec(A) com (a, am) C p.

Se a C pAlY: Y| para todo p e F( Uy ) 0 para um polinomio
homogéneo I € A[X,.....X,,|. segue que todos os coeficientes de I pertencem a

Rad(a, ), portanto {a; am} ¢ independente.

Coroldrio 2.2.13 Se {a, am} € um sistema independente em um anel noethe-

riano A em > 2 entao {ay,as, ..., an} € independente em Ay :— Alas/ay].
Demonstracao: Vide [7], Coroldrio 5.4.18, pagina 147.

A seguir apresentamos a caracterizacao de interseccoes completas em andéis noethe-

rianos via sistemas independentes.

Teorema 2.2.14 Em um anel noetheriano. seja I = ) # A um ideal
dado. Entao ht(1) — m (e portanto ¢ uma inlersecgao completa) se, e somente se,

{ay,....an} € independente.

Demonstracao: Seja [ (a . Para J := (I,X)A|X] temos pelo Lema
2.2.10 que ht(J) = ht(l) + 1 e pelo Lema 2.2.11, que {a, am} ¢ independente
se, e somente se, {ay,...,a,, X} é independente sobre A[X|. Podemos assumir que
a; nao ¢ divisor de zero em A pois se for necessario passa-se para A|X| fazendo a

adjuncao de X ao sistema de clementos.
(i) Seja hi(l) — m e a* = (a1Yo — ao Yo — ap). Para todo primo minimal

p de | temos a* C pA|Ys Yin|. Como a* é gerado por m — 1 elementos temos

ht(b) < m — 1 para todo divisor primo minimal b de a* com b C pA[Yo ... Y, ]

a, € b pois caso contrario terfamos [ A[Ys Y| € b, 0 que nao é possivel

pois de acordo com o Lema 2.2.10
ht(IA[Ys Yiu]) = ht(l) = m.

Pelo

Como afa C a* C b para algum p € N, segue que a C b C pA|Yo, ..., Y,

i

Lema 2.2.12 {ay, ..., a;} ¢ independente sobre A.

(ii) Seja {a; am} independente em A. Para todo primo divisor minimal p de

[ temos ht(p) < m. Assim ¢ suficiente mostrarmos que hit(p) > m. Para m ]
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certamente ht(p) = 1, pois a; nao é divisor de zero em A. Podemos entao assumir

m > 1 e que o resultado ¢é valido para m — 1 elementos independentes.

pA[Ys] é um divisor primo minimal de [ A[Ys] e pelo Lema 2.2.12, p A[Y2| contém

o kernel de 7 : A[Ys] — Ay, onde (YY) = as/a;. Logo pA; é um divisor pri-
mo minimal de 1A, {61, Bayovs s i) Ay PeloCorolario 2.2.13 {dy; as; am} €
independente em A, e assim hi(pA;) > m — 1.

Como a;Ys — as € ker(/3) e este elemento nao é divisor de zero de A[Y2] segue

que a; nao € divisor de zero de A. Portanto
ht(p) = ht(pA[Ya]) > ht(pA;) > m — 1,
o que demonstra o teorema.

Coroldrio 2.2.15 Sejam {a, C m, onde (A, m) ¢ anel noetheriano local

e dimA = d. Entao {a, aq} € sistema de parametros de A se, e somente se,
aq} € independente em A.

Demonstracao: Segue do imediatamente do Teorema.
B

Um caso particularmente interessante ocorre quando (A, m) é um anel noethe-

riano local e m é interseccao completa, ou seja, edim A = dim A.
Definicao 2.2.16 Um anel local (A, m) ¢ chamado regular se edim A = dim A.

Notemos que se dim A = 0, entao, A é regular se, e somente se, A ¢ um corpo.

Outro exemplo de anel regular é K|X,,..., X,| com K corpo.




Capitulo 3

No Capitulo 3 apresentamos condicoes suficientes para que um ideal seja gerado
por uma A-seqiiéncia regular, dada pelo Teorema de Ferrand e Vasconcelos, bem

como a caracterizacao de interseccoes completas em ancis regulares.

3.1 Modbdulo Conormal e Anel Graduado

Definicao 3.1.1 Para um ideal I de um anel A o A/l-modulo 1/1° ¢ chamado

modulo conormal de [.

Temos que u(1) > p(1/1%). Com o estudo do médulo conormal esperamos obter
informacoes a respeito de I, em particular sobre pu(/).

Generalizando, para todo n € N podemos considerar os quocientes
gri(A4) i= I/ onde gri(4) i= A/l

Tomando gr (A) : @gl‘}’(.-‘l} (soma direta dos A/I-modulos), gr;(A4) ¢ um

TLE N
anel graduado com a seguinte graduacao: Sex € a + I € gr'(A)ey e bt I"! €

€ grj(A)ondea € I™eb e I" entao

o

zy = ab+ I™" ¢ gry T (A).

O conceito que apresentamos a seguir foi introduzido por Krull (entre outros)
para que usando I € A as consideracoes sobre grau e comparacoes entre coeficientes
fossem feitas como num anel de polinomios.

A partir de agora, por A denotaremos um anel e I C A um ideal de A.

Definicao 3.1.2 gr;(A) ¢ chamado anel graduado associado de [. Sea € [,

a & I™', entao Li(a) := a + 1™ € g} (A) € chamado forma lider de a para I.

Para a € ﬂ I™ tome Li(a) := 0. O grau vi(a) de L;(a) tambem ¢ chamado grau
nelN

de a com respeito a I.




Lema 3.1.3 (i) Paraa,b€ A, Li(a)L;(b) = Li(ab) ou Li(a)L;(b) = 0.

(ii) Se I am) ex;i=a;+I1°(i=1,...,m), entao

:"s‘f(l ) ‘{1/”['}.1- sy J-'ml-

Demonstragao: Vide |7], Lema 5.5.2, pagina 149.

Lema 3.1.4 Sejac: A — S um homomorfismo de anéis sobrejetor tal que e(I) = J.
Se a := (a) € um ideal principal e Li(a) € regular em gr;(A), entao gr((a))

(Li(a)) € o ideal principal gerado pela forma lider de a.

Demonstragao: Vide [7], Lema 5.5.3, pagina 150.
a

Se A = P[X, ¥ e
entao gr;(A) = A (como anéis graduados). Para FF € A\ {0}, L;(F) é a componente
homogénea de F' de menor grau, e o grau de F' com respeito a I ¢ o grau desta
componente,

Se I = (ay,...,a;,) ¢ um ideal de um anel A, entao existe um epimorfismo de

A/I-dlgebras graduadas
a i A Xgy .0 Xm] —
a(X;) a; + I°.

Da definicao de sistema independente temos, entao, que {a,..., am} € inde-
pendente se, e somente se, | # A e ker(a) C Rad(I)A/I[Xy,...,X;y] e Rad(]) = 1.
entao a independéncia de {a; am} equivale a I # A e a ser um isomorfismo.

Definigao 3.1.5 Seja M um A-modulo. a € A € chamado elemento M -regular
(ou nao divisor de zero de M ) se ¢ valida a sequinte condigao: ax = 0 com v € M
entao v = 0. Uma sequéncia {a, am} (m > 0) de elementos de A € chamada

M -seqiiéncia regular se

(ii) Para i

Observagao:




(i) Se tomarmos M; := M /(ay,...,a;)M, entao o item (ii) da definicao equivale a
condi¢ao da aplicacao produto
Ma;. - 1";
i
ser injetora para i = 0,...,m — 1. Em particular a, ¢ regular em Mg = M.

(i) Se {a; a,, } ¢ M-seqiiéncia regular e M ¢é finitamente gerado, entao {a,/1..
¢ My-seqiiéncia regular para todo p € Supp(M )NV (1), {a}",... a2} é M -seqiiéncia

regular para todo v; € N" e {a;i1....,a;,} ¢ .U;—h(!qll(!]l(ld r(sgnlm,
Exemplo 3.1.6 No anel polinomial K|X,Y, Z| sobre um corpo K. temos:
) {X(X = 1), XY =1, XZ} ¢ uma sequencia reqular.

(ii) {X(X = 1),XZ, XY — 1} nao ¢ uma seqiiéncia reqular.

Primeiramente mostremos que {X (X — 1), XZ, XY — 1} nao é uma seqiiéncia
regular em K|[X,Y, Z|.
De fato., f X —-1+#0em K[X,Y,Z]/(X(X = 1)), entretanto, f.XZ

/!

fXZ = 0. Portanto, X Z é um divisor de zero em K[X,Y, Z|/(X (X —1)).

Mostremos que { X (X —1), XY =1, X Z} é uma seqiiéncia regular em K|X, Y, Z]|.

Tomemos K, := K|X,Y, Z]/(X{(X = 1)). f(XY —1) = 0 se. e somente se.
existe g € K|X,Y, Z| tal que f(XY —1) = ¢X(X —1). Temos entao que X e X — 1

dividem f, mas como X e X — 1 sdao primos entre si, [ —0em K,. Portanto XY — 1

nao é divisor de zero em K.

Seja Ko := K[X,Y, Z]/(X(X —1),XY —1). Mostremos que X Z nao ¢ divisor

de zero em Ko, ou seja. se
hXZ7Z =gX(X =1+ f(XY —1) (3.1)

entio h — 0.
Como X divide [ entao existe f; € K|X.Y, Z] tal que f — X f,. Substituindo

em (3.1) temos.
hRXZ=gX(X =1+ [X(XY -1 =hZ=0g(X -1+ fu(XY -1). (3.2)

Temos agora que Z divide g e fi, dal existem fo ¢ g € K[X,Y, Z]| tais que
f1="2fseg=Zg). Assim

hZ = g Z(X — 1)+ [22(XY —1) = h=g(X —1)+ fo(XY —

AVA
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Temos duas possiblidades: h = g;(X — 1) ou (XY — 1) divide h — g, (X —1).
Se (XY — 1) divide h — g;(X — 1), entao XY — 1 divide h. Portanto h = 0.

Seh = g (X—1), tem-se h = 0pois X =1 = (XY =1)=Y (X (X —1)). Assim podemos

concluir que {X (X — 1), XY — 1, X Z} é uma seqiiéncia regular em K[X,Y, Z|.

Proposicao 3.1.7 Sejamn A um anel, {ag...,an} (m > 0) uma A-sequencia regu-

lar e I := (aq,...,a,,). Entao:

(i) O A/l epimorfismo de A/I-modulos o : A/I[Xg,..., Xy — gr;(A) tal que
Xiv+ a; + 1% € um isomorfismo (em particular {a am} € um sistema indepen-
dente).

(ii) O epimorfismo de A-modulos

;"lnlﬂ']/(f{} ﬂm/(i[)]
— ﬂ.;/ﬂ'o

tem kernel (agY, — a, apYm — am) onde os aj/ag’s sao elementos de Q(A).

Demonstracao: (i) Para demonstrar a outra parte observe que a afirmacao em (i)
equivale a dizer que para qualquer polinomio F € A[Xy,..., X,,| de grau d com
Fag am) € 1" temos F € 1 A[Xoq, ..., X,n]. Agora, este é o caso se, e somente
se, para cada polinomio homogéneo F' com F(ag ) =0, F € IA[X,

[Entao vejamos, se F' com deg F' ;= d é dado, entao

F“-“l/“i)- covy Q[ ag) (l/ﬂ[)}d["(”ﬂ- ceny ) =0

e, portanto, F(ag,...,a;y) € ker(3). De (ii) segue que todos os coeficientes de F

pertencem a [ pois agY; — a; possui esta propriedade, para todo i = 1

(ii) Temos que agY;—a; € J := ker(3) parai = 1,...,m. Procederemos por indug¢ao
sobre m. Consideremos m 1. Para F'(Y,) € J, usando o algoritmo da divisao,
existem d € N, ¢(Y)) € A|Y)], r € A tais que

adF (Y1) = ¢(Y1)(agY: — ap) + 1.

Sendo {ap, a;} uma A-seqiiéncia regular o mesmo ocorre com {ag.a]}. Assim,
40 tomarmos aﬂ]’()’l} oY1) (apY — a;), modulo rrg podemos concluir que todos os
coeficientes de ¢ sao divisiveis por (q’{. Mas, entao, F € (apY) — ay).

Para m > 1, 7 é a composicao

B
}ml _2’ -"'llf-'lj"{n(). cee -ﬂm/”l')]




onde ker(3;) = (agYy — a1)A[Yo,...,Y,,). Considerando A’ := Ala;/ag| entao
A'JapA" = A'/(ap,a1)A" =2 A/(ap,ay)|Y1] e assim {ag Ay} também é uma A'-

seqliéncia regular pois {ao am} ¢ uma A/(ag, a)) sequiéncia regular. Assim por

hipotese de inducao ker(73s) = (agYo—ao, ..., agY,m—a,,) de onde segue-se o resultado

(i1).

Como corolario temos:

Coroldrio 3.1.8 Se I C A ¢ um ideal gerado por uma A-sequéncia, entao os A/I-
modulos 1" /1™ sao livres e mais. se A € noetheriano | € interseccao completa em

A.

Demonstracao: Vide [7], Corolario 5.5.11, pagina 153.

Como reciproca parcial da Proposicao 3.1.7 temos:

Proposigao 3.1.9 Seja{ay,...,ay} um sistema de geradores de wm ideal I em um

anel A. Seja A/l # (0) e para A; := A/(ao,...,a;) suponhamos m 1™ A; (0),
1 ne N

i m. Nestas condigoes temos:

(i) Se o eptmorfismo

b BT o K]
X

é um isomorfismo, entao {a,

(ii) Se A € noetheriano e I ¢ um ideal primo, entao A ¢ dominio de integridade e
Ay € antegralmente fechado em seu corpo de fragoes.
Demonstracao: (i) Vejamos, primeiramente que a; ¢ regular em A. Suponhamos
ra 0 para algum r € A\ {0}. Se existisse n € Ncom r € I"\ "' entao
L‘f(.?‘} / 0.

Se Li(a;) = a; + I* é regular em gr;(A) tem-se L;(ra;) Li(r)L(a,), con-
tradizendo ra; — 0.

Se tomarmos [ := I /(a;) entao pelo Lema 3.1.4 temos
gry(Ay) = gri(A)/(Li(a1)) = A/ 11| Xe, ..., Xl
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Por hipétese de inducao, {as, . .., a,,} é uma A;-seqiiéncia regular. Logo {ay, ..., an}

¢ uma A-seqiiéncia regular.

(ii) Para r,s € A\ {0} temos L;(r), Li(s) # (0). Se gr;(A) é um dominio de
integridade, pelo Lema 3.1.3, L;(rs) # 0 e portanto rs # 0.

Tomemos agora S := Ay e M = [ A;. Entao
:_};I‘_.‘.f(b‘] & :_’;I‘.J(.-"ll)f = Lq/;".] l;\'i

¢ um anel polinomial sobre o corpo S/M.
Seja r € Q(A) inteiro sobre S, r = r/s com r,s € §. Entao existe um n € N
tal que S|z| = S+ Sz + ...+ Sa™ ! e portanto s" 'z™ € S para todo m € N.
Para i > n segue que r™ € s™ "G e entao Ly (r)™ € Ly(s)™ " lary,(S).
Como gr,;(S) ¢ um anel fatorial, L r(s) deve ser um divisor de L /(7). Entao existe
M )
ro € S com vyr(r —rgs) > var(r). @y := (r—res)/s = x — rg também é inteiro sobre

S. Logo, existe ry € S com v (r — ris) > var(r — rgs). Dai,

re ()((s)+M") = (s)
ni N
e portanto z =r/s € S.

A condicao m [M4; =< 0>, (i=0 m) é satisfeita no caso em que A é
L N

noetheriano e I C m m;, assim, em particular temos:

meMax(a)

Corolario 3.1.10 Sejam (A, m) um anel noetheriano local, {a, am} (m > 0)
uma sequencia de elementos em wm, I := (ay,...,a,,). Entao as sequintes afirmagoes

sao equivalentes:
Ay} € uma A-sequencia regular.
(ii) a: AJI|X, Xm| — gr;(A) onde a(X;) = a; + 1% € um isomorfismo.
Se Rad(l) = I, entao (i) e (i) sao equivalentes a
(iii) {ay,...,an} € independente em A, ou seja, I € uma intersecgao completa.

Demonstracao: Vide 7|, Corolario 5.5.13, pagina 154.




C'omo vimos anteriormente uma sequencia pode ser regular ou nao dependendo

da ordem em que os elementos aparecem, no entanto, se (A, m) for local temos:

Corolario 3.1.11 Nas mesmas hipoteses do corolario anterior, se {a,
wma A-sequencia regular, o mesmo ocorre com {az()

tacao w de {1

Demonstracao: Segue da Proposicao 3.1.9.
B

Como vimos anteriormente, este resultado nao ¢ sempre valido em andis noet he-
rianos quaisquer. Aqui estamos considerando um anel noetheriano local, onde os

elementos {a,...,a,,} em m constituem uma seqiiéncia regular.

Lema 3.1.12 Se {a,b} é uma M -sequéncia reqular ¢ b nao € divisor de zero de M .

entao {b.al tambem ¢ uma M -seqiencia reqular.
q

Demonstragao: Se a fosse um divisor de zero de M /b, haveria umm € M, m & bM
com am — bm' (m" € mM). Como {a,b} é regular devemos ter m’ € aM, ou seja,
m' = am” com m” € M, entao m bm’ (pois a nao ¢ divisor de zero em M)

entretanto m & bM | o que é uma contradicao.

Proposigao 3.1.13 Quaisquer duas M -sequéncias requlares marimais em | tem o

mesmo numero de elementos.

Demonstracao: Dentre todas as M -sequiencias regulares maximais em [ existe uma
com o menor numero de elementos n. Procederemos por indugao sobre n.

Se n — 0, entao I contém apenas os divisores de zero de M e nao ha nada a ser
mostrado.

Consideremos n > 0 e sejam {a, an} uma M-seqiiéncia regular maximal
em [ e {by,..., b,} outra seqiiéncia regular em /. Nestas condicoes veremos que [ é
formado pelos divisores de zero de M /(b by, )M .

Se n I, I possul os divisores de zero de M /a M. Entao existe m € M.
m & ayM com Im C a;M. Em particular bym aym’ com algum m' € M. Se
tivessemos m' € byM entao terfamos m € a;M entretanto, m' & b, M.

Como aIm' = Ibym C a;byM segue que Im’ C byM e portanto [ é formado

pelos divisores de zero de M /b, M.

Se n > 1, tomemos M; := M/(a; ai)M; M! := (by,...,b;)M para i
J i ]

n—1 e tomemos ¢ € [ que nao ¢ divisor de zero de M; ¢ M/ para todo
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Isto é possivel pois os conjuntos dos divisores de zero de M; e M!

sao unioes finitas de ideais primos e I nao esta contido em nenhum desses conjuntos.

Aplicando o Lema 3.1.12, repetidamente, {c, a; an-1}e{cb bn—1} sao

M -seqiiéncias regulares em [ onde {c, a,,...,a, 1} é maximal pois {a,,...,a, 1,c}
¢ maximal para o caso n = 1 aplicado a M,, ;. Entao {ay,...,a, 1} e {b

sao M /eM seqiieéncias regulares em | onde a primeira é regular e por hipétese de

inducao a segunda também é regular. Mas se {b, 1, ¢} ¢ uma M -seqiiéncia

regular, entao {b bp} também é regular, novamente pelo caso n = 1, o que

finaliza a demonstracao.
2

Corolario 3.1.14 Sejam (A, m) um anel noetheriano local e p € Spec(A) uma

intersecgcao completa, ou seja, p = (ay,...,a,,) com ht(p) = m. Entao:

(i) {ay,...,a;,} é uma A-seqiiéncia regular.

(i) A ¢ um dominio de integridade e Ap ¢é integralmente fechado em Q(A).

(iii) Para qualquer suconjunto {iy,..., 4} de {1,...,m}, (a; a;,) € um ideal

primo e uma intersec¢ao completa.

Demonstragao: (i) Nas hipoteses acima e utilizando o Teorema 2.2.14 temos {a;,
¢ independente em A. Como Rad(p) p (pois p € Spec(A)) temos que a
Xn| — grp(A), é um isomorfismo, e portanto {a, am} ¢ uma

seqiiéncia regular pelo Corolario 3.1.10.

(17) Usando a Proposi¢ao 3.1.9 temos que A é dominio de integridade e Ap ¢é inte-
gralmente fechado em seu corpo de fracoes.

Para demonstrar (iii) usaremos inducao sobre m. Em A/(a;), p/(a;) é um
ideal primo de altura m — 1 gerado por m — 1 elementos e portanto uma interseccao
completa. Entao A/(a;) ¢ dominio de integridade e portanto (a;) é ideal primo de

A. Aplicando hipétese de inducao e o Corolario 3.1.11 segue o resultado.

n
Lema 3.1.15 Para um ideal I de um anel noetheriano A as sequintes afirmacoes
sao equivalentes:
(i) I = I™, para todon > 1.
(ii) gr7(A) =< 0 >, para todon > 1.

(iii) I € um ideal principal gerado por um elemento idempotente de A.
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Demonstracao: Obviamente (i) < (ii) e (i) = (iii). Vejamos, entao, que (iii) = (i).

m

Tomemos um sistema de geradores « a, de [ e a; E Ty COmM

i=1

l.....mery €1, 0 que é possivel pois I — [°. Entao
det(E — (rig))ar =0 (k ) (%)

onde £ é matriz unidade m x m. Expandindo o determinante temos det( /5 — (r;.))
| —a coma € [. Como a é combinacao linear dos a’s, de (*) temos (1 —a)a — 0,
ou seja, a* = a.

De (1 — a)ap = 0 temos ar = aga, para k = 1,...,m e portanto [ = (a).

Proposigao 3.1.16 Sejam A uwm anel noetheriano e I € A wm ideal. Entao

B(I) < (T /1% < () <l 1P+ 1.

E mais, se p(1/1%) > dim A entao pu(1) = u(1/1%).

Demonstracao: Como ;f(;’p_f.";] p(lp) para todo p € B(/), pelo Lema de Nakaya-
ma, hi’(.-'p} < ;f(z’p‘} e dal pelo Lema de Krull temos hi(/) < ;:{.-’;";""‘].

Para mostrarmos que pu(/) < p(1/1%) + 1 consideremos a, a,, € I cujas
classes laterais em ///* formam um sistema minimal de geradores do A/I-mddulo.
Tomando A : A/(a, i) 0 L I/(a, a,,), entao [ 1. Pelo Lema
3.1.15, T é um ideal principal ¢ I é gerado por m + 1 elementos. Vejamos agora a
ultima afirmacao.

Sejam := u(l/1*) > dim A. Pelo Lema da Esquiva podemos tomar a,, . .., a,, €
€ [ tais que todo p € B(a, ay,) com p € B(1) tem altura maior ou igual a m.
IJm nosso caso, como (a, () C I temos B([) C Bla, (,,) € portanto

am) \ B() 0. Assim [ I/(ay,...,ay) ¢ um ideal nilpotente de

A/(a, am). Como I é gerado por um elemento idempotente, [ —< 0 > e

portanto pu(I) = p(l1/17).
|

Antes de prosseguirmos, precisamos de alguns conceitos que serao utilizados

daqui por diante.

Definigao 3.1.17 Seja A wm anel. Um A-modulo M € livre se possui wma base,
ou seja, um sistema linearmente independente de geradores. M ¢ um A-modulo

projetivo se existe um A-modulo M’ tal que, M & M'" ¢ livre.
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Lema 3.1.18 Sejam A um anel e I wm A-modulo finitamente gerado. Dados m €
N", f eg € A tais que:

(1) D(f) U D(g) = Spec(4),
(ii) I, € um Ag-modulo livre de posto menor ou igual a m.
(iti) Existe uma sequuéncia exata de Ag-modulos 0 — K — A} — Iy — 0 onde K,

¢ um Agg-modulo livre.
Isntao I € a tmagem homomorfa de um A-modulo projetivo de posto m.
Demonstracao: Vide |7], Lema 5.5.19, pagina 158.

Para um anel polinomial A S[X] com S noetheriano de dimensao finita

temos, particularmente o seguinte:

Teorema 3.1.19 (Mohan Kumar) Seja A = P|X| o anel de polinomios sobre um
anel noetheriano P de dimensao de Krull finita. Sejam I um ideal de A contendo
um polinomio monico e m := p(I/1%) > dim A/l +2. Entao existe um P-modulo M
Jinitamente gerado de posto m tal que I ¢ a imagem homomorfa do modulo M [X].

F'm particular, se todos os P-modulos projetivos finitamente gerados sao livres, entao
2]
1l ) = plL}F).

Demonstracao: Denotando por D(f) o conjunto dos ideais p € Spec(A) com f & p,
mostraremos primeiramente que existem elementos f,g € P com D(f) U D(g)
Spec(A) tais que I é gerado como um A g-moédulo por m elementos e [, = A,
Seja a; € I um elemento tal que sua classe lateral em I/I% esta contida em
um sistema minimal de geradores do A/I-médulo /1%, Podemos assumir que a;
¢ um polinémio monico pois, se necessario, podemos adicionar a a; uma poténcia
suficientemente grande de um polinomio monico em [ e assim obtemos um elemento
da forma desejada. Assim S := A/(a;) é um P-moédulo finitamente gerado. Se
J=INPel*éaimagemde I em S,entao I*NP=J=JS5NPeS/I*eS/JS

sao extensoes inteiras de P/.J, portanto, pelo Corolario 37, temos
dim A/l = dim S/I* = dim P/J = dim S/JS = dim S/ J*S.

P . v 9o ~ ¢ -
Se I ¢ a imagem de I em S/.J*S, entao, pelo Lema 3.1.15

,'.'(T/T—‘) - pu(1/1°) =1 > dim A/I = dim S/JQS

de onde podemos concluir que I é gerado por m — 1 elementos. Deste modo também

existem elementos a3, ..., a,, € I com
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I* = (as,...,a,)+ JS. (3.4)

t 1

[.ocalizaremos agora S em N :— 1 4 .J para utilizarmos o Lema de Nakavama.
Para mostrarmos que JSy esta contido em todos os ideais maximais de Sy ¢é sulfi-
ciente mostrar que J Py esta contido em todos os ideais maximais de Py. pois Sy é
inteira sobre Py.

Vejamos que 1 + .J Py possui apenas unidades de Py. De fato, se para algum
m € Max(FPy) houvesse algum = € JPy, @ € m entao terlamos uma equacao
Il — prx + po com py € Py, po € m e teriamos po | —prz € m N (1 + JPy), uma
contradicao.

De (3.4) e do Lema de Nakayama segue que [}, — (a5, . ..
€ | sao representantes de a!, entao Iy — (ay,...,a,)Ay. Portanto também existe
um f € N com Iy = (ay,...,am}Ay.

Se tomarmos g = 1 — f, entao ¢ € J e assim [, = A, Mais ainda, como

[+ gtemos D(f)U D(g) — Spec(A).

Agora, para construirmos o P-moédulo M procurado consideramos a apresen-

tacao do Ay-médulo /¢ dada por {a;

0— K — Ay — Iy —0. (3.5)
Como I, é um Az-médulo livre, localizando em g mostramos que K, ¢ um
modulo projetivo sobre Ay, = Pr,|X| pois apds a localizacao a seqiiéncia em (3.5)

cinde. Da sequencia exala

0— (Ky)rn = (lf’.‘):: = ("'_r"ﬂ]rn — 0,

temos que (Kg),, ¢ um modulo livre sobre (Ayg,)q, ProlX oy pois (Ifg)a,
("Il‘.fyhn .
Como a; é monico, segue do Teorema de Quillen e Suslin (Vide [7], Teorema
4.3.14, pagina 116) que K, ¢ um Ajsp-modulo livre. Assim temos:
(i) D(f)U D(g) = Spec(A).
(ii) I, ¢ um Ag-moédulo livre de posto menor ou igual a m e
(iii) existe a sequéncia exata de Ap-moédulos (3.5).
Usando fibrados produto, como em |7], pagina 158, podemos concluir a demons-

tracao.

Coroldrio 3.1.20 Sejam K um corpo el C K|X,
>dim K|Xy,...,X,]/] +2. Entao

pw(I) = p(I1/1°).
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Demonstracao: Como I # (0) podemos, possivelmente apds reordenacao das variaveis

supor que / contém um polindomio ménico em X, com coeficientes em P = |

Mas, como todos os médulos projetivos finitamente gerados sao livres em P, u(/)
u(I/12).

Sejam M um moédulo finitamente gerado sobre um anel noetheriano A e [ um
ideal de A com IM # M. Para toda M -sequéncia regular {a,,...,a,,} temos
(rm— v | a;.1)M para i 0,...,m—1. Como M é um modulo
noetheriano, temos que toda seqiiéncia regular {a, am} com a; € I pode ser
estendida a uma M -sequiéncia regular {a, an} C I (n>m) tal que todo a € |
¢ um divisor de zero de M /(a, a, )M (uma M -seqiiéncia maximal)

Observe, entretanto que, A-seqiiéncias maximais podem ter comprimentos dis-
tintos, por exemplo para A = K[X][Y]| com K corpo, X, Y e 1 — XY sao ambas

A-sequiéncias maximais.

Mas, no caso especifico em que IM # M, temos o Teorema de Rees, enunciado
abaixo. Faremos uso de uma ferramenta muito poderosa cuja teoria nao apresenta-

mos aqui. Para outra forma de tratamento, o leitor poderéa consultar [7].

Teorema 3.1.21 (Teorema de Rees) Sejam A um anel noetheriano, M um A-
modulo finitamente gerado e I C A um wdeal com IM # M. FEntao todas as

M -sequencias requlares maximars em I tem o mesmo comprimento n dado por
n = min{i € N: Ext'(A/I, M) # 0}.
Para demonstrarmos este resultado utilizaremos o seguinte lema:

Lema 3.1.22 Sejam A um anel, M ¢ N A-modulos, Homa(M,N) o conjunto de
todos 0os homomorfimos de A-modulos f : M — N e (xy,...,2,) uma M -sequencia
em Ann(N). Entao

Homa(N, M /(zy,...,: tn) M) = Ext (N, M).

Demonstracao: Faremos a demonstracao por inducao sobre n. Para n = (0 nao ha

nada a demonstrar. Seja n > 1. Por hipotese de inducao temos I'thf,’\_l(;\" M) =
= Homa(N, M /(2 oy Tp=1) M)
Como x, é (M/(xy,...,2y_1)M )-regular, Ext’, '(N, M) = 0. Assim, a partir

da seqiiéncia exata

0-M3M-—-M/z;M =0




obtemos a seqiiéncia exata
Y \ r \ 2 1 T
0 — Ext’} "(N,M/z,M) — Ext;(N,M) = Exty(N, M).

A aplicacao ¢ ¢ a multiplicacao por x| herdada de M, mas a multiplicacao por x,
sobre N também induz ¢. Como r; € Aun(N ), temos que ¢ — 0. Portanto ¢ é um

isomorfismo. e aplicando mais uma vez a hipotese de inducao provamos o resultado.

Demonstracao do teorema 3.1.21: Seja (x, r,) uma M -sequéncia maximal em

I. Do Lema 3.1.22 temos que [ contém um elemento (M /(x, vi 1) M )-regular

para i n, ou seja, I']xtft YA/I,M) > Homu(A/I, M(zy,...,2:1)M) = 0.
Por outro lado, como IM # M e (x1,...,x,) é uma M -seqiiéncia maximal em

I, entao [ ¢ formado pelos divisores de zero de M /(x, ty )M e assim
Exty(A/I, M)~ Homu(A/I, M /(x,

Definicao 3.1.23 Sejam A wm anel noetheriano, M um A-modulo finitamente ge-
rado e I C A um ideal com IM / M. O comprimento comum a todas as M -

sequencias requlares maximais em | ¢ chamado de [-profundidade de M. No-
tacao: prof, M .

Observagao: (i) Se A élocal e I é o ideal maximal de A, entao dizemos que prof,; M
¢ simplesmente a profundidade de M e denotamos por profM . Em particular isto
também define prof A.

(ii) A igualdade prof,M = 0 é vilida se, e somente se, todos os elementos de I sio
divisores de zero de M. Mais ainda. se (A, m) ¢ um anel noetheriano local. entio
profM = () é equivalente a m € Ass(M ).

(ii1) No caso (A, m) localmente noetheriano e K A/m temos
profy M = min{i € N: Ext'(K, M) # 0}.
Coroldrio 3.1.24 Se{a, Ay} € uma M -seqiéncia reqular qualquer em [, entao

prof,M /(ay,...,a,)M = prof;M — m.

Demonstracao: Vide (7], Corolario 6.3.4, pagina 184.
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Proposicao 3.1.25 Ainda considerando-se as hipoteses da Proposi¢ao 3.1.13, seja
[ o ideal gerado por n elementos e prof;M = m. Entao m < n e existe um sistema

gerador {ay,...,a,} de I para o qual {a, am} € uma M -sequencia regular.

Demonstracao: Sejam {a; a,} um sistema gerador qualquer de I e (ay,...,a;) C

U p, (ay,...,ax 1) & U p para alcum k = 0 n. Se K = n entao
pcAss(am) peAss(m)
prof;M = 0 e nao ha nada a provar.
n, mostraremos que existe b nao divisor de zero de M tal que
ay). Passando de M /bM para I/(b) a proposicao segue
por inducao.
Seja {p, p.} o conjunto dos elementos maximais de Ass(M ) com respeito a
inclusao. Por hipétese existe um elemento da forma a + rax,, com a € (a,

r € A, que nao esta contido em p; U ... Up,. Se ap: L € p;. ])d]d g = 1

a1 € pjparaj —=o +1,. , entao escolhemos t € ﬂ pi,t & mp, e tomamos
Jj=o+1 i=1

b:=ta+tap.;. Entaob € p;, (i = 1,...,5), ou seja, b nao ¢ divisor de zero de M.

Assim (ay,...,a 1) = (b,ay, ..., az).

Proposicao 3.1.26 Sejam A um anel noetheriano e I # A um ideal gerado por

Xn] — gri(A), onde a(X;)

] , 2 % = - , , A :
a; + 1=, ¢ um isomorfismo. Entao, I tambem é gerado por uma A-sequencia

a, para os quais a aplica¢ao o : /

regular de comprimento n.

Demonstracao: Mostremos que se n > 0. entao I contém um elemento nao divisor de
zero. Caso isso nao ocorresse haveria um r € A\ {U} com Ir = (0). Assim ra; =0
e pelo Lema 3.1.3 L;(r) = 0. Portanto r € ﬂ IV = I. Pelo Teorema da Intersec¢ao

prLe

de Krull (Vide 7], Teorema 5.5.5, pagina l:)(}}. I =11. Se (b bs) é um sistema

coerador de [ entao b; E bR = Ly il s) com ri € I, para todo i e k. Pela
k=1
Regra de Cramer temos um elemento da forma i + 1, (i € I) com (1 + )] = (0).

Entao r = —ri = 0 pois Ir = (0), contradizendo r # 0. Portanto I contém um
elemento nao divisor de zero ¢, entao podemos assumir que I — (¢, as ay). Como
a ¢ um isomorfismo, o mesmo ocorre com a aplicagao A/I[X, Xn] — gri(A)
tal que X3 — c+I%e X; — a; + I (i ). Se tomarmos A’ := A/(c)
a; == a; + (¢) e I' := I/(c) entao a aplicagao A'/I'[X» — grp(A’) tal

AVA
2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 16

17

18



que X; — a! + I também é um isomorfismo e a validade da proposicao segue por

inducao.
a2

Corolario 3.1.27 Sejam A uwm anel noetheriano e I / A um ideal com Rad(l) — I.
I € umainterseccao completa em A se, e somente se. 1 € gerado por wma A-seqgiiéncia
reqular. Em particular, uma variedade afim ¢ uma “set-theoretic”™ interseccao com-
pleta se. e somente se, seu ideal do anel de polinomios ¢ gerado por uma seqiencia

reqular.
Demonstracao: Vide |7], Corolario 6.3.7, pagina 185.
%]

O conceito de [-profundidade de moédulos ¢ particularmente interessante no
estudo dos modulos projetivos e ha resultados interessantes estabelecendo relacoes
entre profundidade e dimensao projetiva de um p modulo, dentre eles os de Auslander
& Buschbaum e Ferrand & Vasconcelos que veremos em 3.1.34 e 3.1.36 respectiva-
mente.

Uma seqiiéneia exata de A-modulos
T ¥ v 21 v
= PS5 F =Sy —= M — 0,
onde os F;'s sao modulos projetivos ¢ uma resolugao projetiva do A-modulo M.

Definicao 3.1.28 Seja M um A-modulo. A dimensao homolégica ou projetiva
de M ¢ o comprimento de uma resolugao livre finita de M de menor comprimento
possivel, a qual denotamos por dp ;4M ou simplesmente por dpM caso A esleja fizado.

Caso nao exista uma resolugao de comprimento finito dizemos que dpM = oc.
Exemplo 3.1.29 Se x ¢ um elemento regular.,
0—-A—A—- Af(z) — 0,

onde p(a) = ax, para todo a € A ¢ uma resolugao projetiva de A/(x), e portanto
dpA/(z)
Exemplo 3.1.30 Se (xy,20) € uma A-sequencia regular

0 d 2 P A8 A aws)l;

onde M ‘ ' N = () x9) representam o homomorfismo na forma malri-

ctal, ¢ resolugao projetiva para A/(xy, xo) e portanto dpA/(x,, xo) = 2.

o0




Mais geralmente, se {z,,...,z,} ¢ uma A-seqiiéncia, entao dpA/(z,

Exemplo 3.1.31 Se A = K|X,Y|/(X,Y) = K|z,y] el = (z,y), entao dpl = oc.

A resolugao projetiva é:

2M 2N oM

0

A== 1 —0,

onde M e N sao homomorfismos cujas formas matriciais correspondem respectiva-

o y 0 i x 0
mente a M ( 0 = ) e N = ( 0 y )

Observacao: ['m geral a dpM pode ser considerada uma medida de “quao longe”um
modulo esta de ser projetivo.
Considerando a seqiiéncia exata 0 — K — F — M — 0 como fizemos para o

Lema 50 faremos a seguir a generalizacao do mesmo.
Lema 3.1.32 Se x nao ¢ divisor de zero de A e M. entao

dpaM = dpy ) (M/zM).

Demonstracao: Antes de iniciarmos a demonstracao facamos alguns preparativos.
Tomemos uma seqiéncia exata 0 — K — F — M — 0 onde F é um A-médulo livre
de posto finito epara r € m consideremos o diagrama comutativo onde as linhas e

colunas sao seqiiéncias exatas.

0 0
| : |
K’ a M’
) 1
K 2 ' M
| Ve
M
!
M/xzM
il
0

onde M' := {m € M|zm = 0} = ker(¢,) e F' e K’ sao definidos da mesma forma.
Utilizando o Lema da Serpente (Vide [7|, Lema 7.1.9, pagina 200) obtemos uma

seqiiéncia exata dada por

0—-K' - F' - M — K/zK — F/zF — M/zM — 0. (3.6)
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De (3.6) obtemos uma seqiiencia exata
0— K/zK — F/zF —- M/aM — 0

onde caso F' —< 0 > entao K’ < 0 > e deste modo = é um divisor de zero de K.
Se ambas as dimensoes projetivas sao infinitas, entao nao ha nada a demonstrar. O
mesmo ocorre caso uma delas tenha dimensao projetiva nula. (Ver Lema 50)

Seja dpM = m e 0 < m < oco. Entao dpK = m — 1 e por inducao podemos

assumir que dp 4K /2K = dpK. Como dp ., M /aM # 0 temos

dpgyyM /M = dpy/K /2K +1 =dpyK + 1 = dpyM.

Obtemos o mesmo resultado supondo dp M/zM =m com 0 < m < oo.

Af(z)

Lema 3.1.33 Considerando ainda a sequencia exata 0 — K — F — M — 0.
temos que se profA > 0, profM = 0. entao profK — 1.

Demonstracao: Seja @ € m nao divisor de zero de A. Neste caso de (3.6) obtemos
uma sequencia
0— M — K/aK — F/xF — M/x2M — 0.
Como profM 0 existe m € M\ < 0 > com mimn 0. Entao m € M’
m € Ass(M'), ou seja, m € Ass(M/xM) e portanto profK /K = 0. Como x nao é

divisor de zero de K (K’ —< 0 >), temos que profK — 1.
2]

[Estabeleceremos agora uma relagao entre a profundidade e a dimensao projetiva

de um modulo M.

Teorema 3.1.34 (Auslander-Buchsbaum) Seja M um modulo finilamente gerado

sobre um anel noetheriano local (A, m). Se dpM < oo entao

dpM + profM = profA

Demonstracao: Seja dpM — n e
y Qn-—1 + aty) 1
{}_' ].N — !'” | Wi e - !l'l_l_' ‘! _'“
uma resolucao livre minimal de M, K; :— Im(o; ) (i
Para provarmos o resultado, utilizaremos inducao sobre d :— dpA. Se d — 0

existe um x € A tal que mz = 0, x # 0. Se tivessemos n > 0, entao de I, C m/,

— 1




teriamos rF,, C zmF,, | =< () >, e portanto F,, =< (0 >, uma contradicao. Portanto
n =0, M ¢ livre e profM = profA = (.

Seja d > 0 e suponhamos que o resultado seja valido para anéis locais de
profundidade menor. Se dpM > 0, existe um r € m que nao é divisor de zero de A
ou M, pois m ¢ Up se p esta variando em Ass(A)UAss(M ). Entao profd/(z) = d—1
e profM /xM = profM — 1, e pelo Lema 3.1.32 dp,)M /tM = dpM seguindo o
resultado por hipotese de inducao.

Se d > 0 e profM = 0, entao profK; = 1 pelo Lema 3.1.33, dpK, = dpM — 1l e
como provado

dpK — 1 + profK, = profA,

de onde temos que dpM = profA.

Lema 3.1.35 Seja M um modulo finitamente gerado sobre um anel noetheriano

A # {0} e que tenha resolugao livre

O-Fh—-F, 14— = Fp—=M-=),
onde os I'ls possuem posto r(I;), (i = 0,..., n) finito. Entao sao equivalentes as
seguintes afirmacoes:

(i) Ann(M ) # 0.

‘l‘-

(ii) Z(—l)ru&,-) 0.

i=0
(ii1) Ann(M) contém um elemento nao divisor de zero de A.

Demonstracao: Para p € Ass(A), temos que (1})‘_1;’(:”1;) < oo e profdp = 0 e

portanto lll)_,ip Mp = 0, logo Mp ¢ um Ap-modulo livre. Considerando a seqiiéncia

exata
0— (Fn)p = (Fn-1)p — --- — (Fo)p = Mp — 0
por argumento de indugao, analogo ao feito para espagos vetoriais tem-se que

k

r(My) = Z(—]_‘Jr(.’-}), (3.7)

(i) = (i) Se a := Ann(M) # (0), mostremos que existe p € Ass(A) com
My — (0). Caso nao existisse tal p, como My é livre, teriamos aAp = (0) para todo
p € Ass(A), assim Ann(a) ¢ p para todo p € Ass(A). Entao em Ann(a) estaria
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contido z, um divisor de zero de A. Como ra — (0) teriamos a — (0). contradizendo
o modo como a foi tomado.

Se tomarmos p € Ass(A) com Mp =< 0 >, entao de (3.7) obtemos (ii).

(ii) = (iii) De (ii) e da equacao (3.7) segue que My —< 0 >, e também que
aAp Ap para todo p € Ass(A). Entao a ¢ p para todo p € Ass(A), ou seja. a

contém um elemento nao divisor de zero de A.

Teorema 3.1.36 (Ferrand e Vasconcelos) Sejam A um anel noetheriano ¢ [ / A

um ideal de A.

(i) Se I € gerado por uma A-sequéncia, entao I /1= € um A/I-modulo livre e dp 4 A/ <

00.
(ii) Caso A seja wm anel local, a reciproca € verdadeira.

Demonstracao: (i) Seja I gerado pela A-seqiiéncia regular {xy, ..., x,}. Ja sabemos
que /1% é um A/I-médulo livre de acordo com o Corolario 3.1.8. Mostremos agora
que dpA/I =t por inducao sobre .

Se f — 0 nao ha nada a provar. Tomemos f > 0. Analisando a seqiiéncia exata
0— 4

temos que se dp,(A/(zy,...,: vy 1)) t — 1 por hipotese de inducao, entao
dpa(A/(xy,...,24)) < 1. Agora, para p € Spec(A), p D I, {z ri} também
¢ uma Ap-seqiiéncia regular, assim prof(Ap) — prof(Ap/(z, ... , o) Ap) t. Do

Corolario 46 e do Teorema 3.1.34 segue que

prof(Ayp) — prof(Ayp /(x;

(lp_.;p (Ap /(2

e portanto dp4(A/1)

(ii) Seja (A, m) um anel noetheriano local. Para o ideal I # A suponhamos que
/17 é um A/I-médulo livre de posto £ e dp 4(A/1) < oc. Mostremos que [ é gerado
por uma A-seqiiéncia regular de comprimento ¢. Se t — 0 temos que I — [* e pelo
[.ema de Nakayama / — (0). Consideremos ¢ > 0 e que o teorema ¢ verdadeiro para
postos menores que .

Aplicando o Lema 3.1.35 a M = A/I, temos que [ contém um clemento nao

divisor de zero de A. Sejam vy € I elementos cujas imagens T, T, em

) y ’ s , \ o + -
I'/1* formam uma base do A/I-médulo. Tomemos .J := (xo : . Entao
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B(J)=3(I)epn(l/J)=1. Seja {p;y,...,ps} 0 conjunto maximal dos elementos de

Ass(A). Entao I ¢ U".j pois [ contém um nao divisor de zero de A (t > 0). Logo
i=1

existea € [, a & U p; com I/J — Aa, onde @ é a imagem de a. Isto significa que,

F=1
sem perda de generalidade, podemos assumir que z; nao ¢ um divisor de zero de A.

Sejam S := A/(xy) e I' := I/(x;). Mostremos que I’ satisfaz as mesmas

hipéteses que I. De fato, como
,;;/).-.-‘..’ ~ f/(-l‘t) ]2 o J'/J'Q/(‘I'l) | l;'.’/f‘_’r_-\_.r
2 Al s -9 A/l =8S/I't2e---9 5/1'z;.

e l'/I'" é um S/I'-médulo livre de posto t — 1, se identificarmos A/ com S/I'.

Como I = Az, + J segue que I /a\] = Az /lxy+ J/x\1. Aqui Az, /Ix, = A/l
pois ) nao ¢ divisor de zero de A, J N Axy — 2,1 e 2, é um elemento da base do
A/I-modulo /..

Temos entao J/x1 = J/JN Azy 2 [/Azy = I' e Az /Iz; N /2] =< 0 >.
Portanto I /zI >~ AJT & I'.

Como dpyA/I < oo, do Lema 3.1.32, temos que dpgl /211 = dp 4] < oo. Sendo
I" um somando direto de I /x11 temos também dp 41’ < oc. Tomando-se a seqiiéncia
exata 0 — I' = § — S/I' — 0 segue que dpgS/I' < oc. Por hipétese de induciao
" é gerado por uma S-seqiiéncia regular de comprimento ¢ — 1, logo I é gerado por

uma A sequéncia regular de comprimento .

4]

Fim anéis locais temos, entao, a seguinte caracterizacao para anéis locais.

Corolario 3.1.37 Para um anel noetheriano local (A, m) as sequintes afirmagoes
sao equivalentes:
(i) A € reqular
(ii) dpyA/m < oc.
Se (i) ou (ii) € satisfeita entao dp,A/m = dim A.

Demonstracao: Como m/m= ¢ A/m-médulo livre, dp,A/m < oo se, e somente
se, m € gerado por A-seqiiéncia regular, ou seja, A é regular. Por outro lado, se
dimA := d e A é regular, m é gerado por A-seqiiéncia regular de comprimento d e
dpyA/m = d < oo.




LLembrando que um anel noetheriano A ¢ regular se Ay ¢ regular para todo

m € Max(A) temos a seguinte caracterizacao homoldgica para um anel regular.
Proposigao 3.1.38 Seja A um anel noetheriano tal que dim A = d < oc. FEntao
sao equivalentes:

(i) A € regular

(ii) Todo A-madulo M finitamente gerado ¢ tal que dpM € menor ou igual a d.
(i1i) Todo A-modulo finitamente gerado tem dimensao projetiva finita.

Demonstracao: (i) = (ii) Seja M um A-moddulo finitamente gerado. Necessitamos
apenas provar que ‘h’.-ip-”p < d, para todo p € Max(A). Se dim Ap — 0. entao Ay
¢ um corpo, ¢ a afirmacao estd correta. Seja entao dimAp > 0 e v € pAy \ p:.-‘ip.
Entao Ap/xAp talmbém é um anel local regular e dim Ap/rAp — dim Ap — 1.

Consideremos a sequéncia exata
0—=K—=F—=My—0

onde F' ¢ um Ap-moédulo livre de posto finito. Como x nao ¢ divisor de zero de

K. por hipotese de inducao temos que ll[)__-{p K ‘l]’.-¥p.-*'.r-.-1p K/xK < dimAp —1e

portanto tl])l,.lp < dim Ap.

(iii) = (ii) Para todo p € Max(A) temos dp,A/p < ¢ e conseqlientemente temos

(lp_,‘p,-’lp/p,-’lp < 00. Assim, Ap é regular.
|

Como conseqiiéncia destes resultados temos:

Teorema 3.1.39 Se K ¢ um corpo, enlao todo modulo finilamente gerado sobre o
anel de polinémios K|X X, tem resolugao livre de dimensao menor ou igual

an.

Demonstracao: Vide |7], Corolario 7.2.5 (a), pagina 208.

Coroldrio 3.1.40 Se K ¢ um dominio de ideais principais entao todo K|X,
modulo finitamente gerado tem uma resolucao livre de comprimento menor ou igual

an+ 1.

Demonstragao: Vide [7], Corolario 7.2.5 (b), pagina 208.




Corolario 3.1.41 Se um anel noetheriano A € regular (respectivamente uma inter-

secgao completa) o mesmo ocorre com o anel de fracoes As.

Demonstragao: E suficiente mostrar que Ap ¢ regular (respectivamente interseccao
completa) para todo p € Spec(A). Seja m um ideal maximal de A contendo p. Se
A é regular entao

(ip‘,‘p:‘ip/p.-'lp < (1])‘_1“1 Am/pAm < 00,
e portanto Ap ¢é regular.

Se A é localmente uma interseccao completa, entao Ay, = A/, onde A é um
anel local regular e I C A o ideal gerado por uma A-seqiiéncia regular. Além disso
Ap = (Am)pam = Ap/IAp, se b ¢ a imagem inversa de pAm em A. Como ja
mostrado Ap ¢ regular. Como b D I, [ Ay é gerado por uma Ag-seqiiéncia regular,

logo Ap ¢ uma interseccao completa.
B

Corolario 3.1.42 Se um anel noetheriano A € reqular (resp. intersec¢ao completa).

o mesmo acontece com A[X

pAp. Se Ap é regular, entao o mesmo acontece com A[X,,. ... Xale:
Se Ap = A/I com A anel local regular e I gerado por uma A-seqiiéncia re-
gular, entao AplX, Xale & A[X; Xaln/1A[X,

imagem de b em A[X) Xn]. Como ja mostrado A[Xym

E claro que 1 A[X, ,\',,]Q é gerado por uma A[X) X»]n-seqiiéncia regular,

de fato, I é gerado por uma A-seqiiéncia regular que é A[X, \'n]g regular.

Portanto A[X Xnlp € uma intersec¢ao completa.
|

A seguir temos, como conseqiiéncia dos resultados desenvolvidos nesta secao, a

caracterizacao das interseccoes completas em andis regulares.

Corolario 3.1.43 Para um ideal I # A de um anel noetheriano local A sao equi-
valentes as sequintes afirmacgoes:

(i) I € localmente uma intersec¢ao completa em A.

(ii) O modulo conormal 1/1° ¢ um A/I-mddulo projetivo.

Demonstragao: Vide [7], Corolario 7.2.8, pagina 209.




Se I/1- é A/I-livre podemos em muitos casos concluir que I ¢ globalmente

interseccao completa. Mais precisamente temos:

Coroldrio 3.1.44 Seja I um ideal de um anel de polinomios A — K|X1,...,X,]
- 5 9 . ; . . F g ‘ - .
sobre um corpo K. Se /1= ¢ um A/I-modulo livre ¢ 2. dim A/I + 2 < n, entao | ¢

uma intersec¢ao completa em A.

Demonstracao: Seja r o posto de /1. Pelo Corolario 3.1.43 I é localmente uma
interseccao completa em A, er = ht(I) =n —dim A/I.
Como u(I/1%) = n —dim A/l > dim A/I + 2 segue que u(I) = p(1/17)

Portanto [ é globalmente uma interseccao completa.

3.2 Anéis de Cohen-Macaulay

Veremos, no que segue, uma classe especial de modulos. Antes, porém, algumas

definicoes:

Definicao 3.2.1 Sejam A um anel e M um A-modulo.
(i) Chamamos de anulador de M e denotaremos por Ann(M), o conjunto dado
por

Amn(M) = {a € Alam = 0, para todo m € M}.

(ii) Um ideal p € Spec(A) € denominado associado a M, se existe um mn € M tao
que p = Ann(m). O conjunlo dos ideais primos associados de M denotaremos por

Ass(M).

(ii1) Por suporte de M chamaremos o conjunto
Supp(M ) = {p € Spec(A)|Mp #< 0 >}.

Definigao 3.2.2 A dimensao de um modulo M sobre um anel A ¢ a dimensao de

Krull de A/Aun(M ).

Claro que se M A nao ha nada novo. Se M ¢ um modulo finitamente
serado sobre um anel A, entao os primos divisores minimais de Ann(M ) sao também

elementos minimais de Ass(M ) e de Supp(M ). Temos entao:

dim M sup  {dim A/p} sup  {dim A/p}.
peAss(pm) pe Ass(m)




Proposigao 3.2.3 Seja (A, m) um anel noetheriano local, M #< 0 > um A-modulo

finitamente gerado. Entao

profM < min {dim A/p} < dim M.
peAss(amn)

Demonstracao: Apenas a desigualdade esquerda precisa ser demonstrada. Faremos
isso utilizando inducao sobre n :— profM. Como para n = 0 nao ha nada a ser feito,
assumiremos que m contém um nao divisor de zero a de M e que a proposicao ja foi
verificada para modulos de profundidade n — 1.

Como profM /aM — profM — 1, tem-se profM /aM < min {dim A/p}
pe Ass(M/all)

e, assim ¢ suficiente mostrarmos que para todo p € Ass(M), existe um p’ €
€ Ass(M/aM) com p C p'; p # p'. De onde poderemos, entao, concluir que

min  {dimA/p’} < min {dim A/p}
p'c Ass(M/aM) peAss(ar)
seguindo dai a proposicao.

Para p € Ass(M) temos a € p. Mostremos que M /aM tem um submédulo
[T #< 0 > compl/ = 0. Como p’ € Ass(I/) entao p C p’ e p’ £ p pois a € p’. Assim,
p’ € Ass(M /aM) e entao a proposicao esta provada.

Como p € Ass(M ), N':= {m|pm =< 0 >} é um submddulo de M diferente de
< 0 >. Assim N' C N := {m|pm € aM}. Se tivessemos N = aM entao para todo
n"€ N'.n' = am comm € M e como pn’ =< 0 >, m € N’, pois a nao é divisor
de zero em M. Entao N’ = aN' e pelo Lema de Nakayama N =< 0 >. Assim
N #£aM ell ;= N/aM é o submédulo de M diferente de < 0 > que satisfaz a
condicao pl/ =< 0 >.

Um caso particularmente interessante (alids o mais importante) ocorre quando

profM = dim M e neste caso temos:

Definicao 3.2.4 Seja M um modulo finitamente gerado sobre um anel noethertano
A. Se A € local, dizemos que M ¢ um médulo Cohen-Macaulay (ou simplesmente

wum €' — M-modulo) se M =< 0 > ou se dimM = profM. No caso geral M ¢

um modulo Cohen-Macaulay se My (considerado como um Am-modulo) € Cohen-
Macaulay para todo m € Max(A) e A € um anel Cohen-Macaulay se. visto como

um A-modulo, A ¢ Cohen-Macaulay.

Antes de apresentarmos alguns exemplos vejamos algumas conseqiiéncias ime-

diatas dos resultados anteriores envolvendo modulos e anéis ' — M.
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Proposicao 3.2.5 Se (A, m) ¢ um anel noetheriano local, M um A-modulo finita-
mente gerado e {a,,...a,} wma M -sequencia reqular em wm., entao M ¢ wm modulo
(' — M se, e somente se, M/(ay,...,am)M visto como um A/(ay, ..., ay)-modulo

¢ Cohen-Macaulay.

Demonstragao: Consideremos o casom = 1. Como profM /a;M — profM —1, apenas
temos que mostrar que dim M /a M — dim M — 1. Pelas defini¢oes de profundidade
e de dimensao nao ha diferenca em considerarmos M /ay M como um A-modulo ou
um A/(ay)-modulo.

Agora,

dim M /a, M max {dim A/p}.
peSupp(M/a; M)
Além disso,
Supp(M /a, M) = Supp(M )N VB(a,).

Como a; ¢ p para todo p € Ass(M) e dim M max,, Assoanidim A/p},

segue que dim M /a;M < dim M. Tomemos p € Ass(M ) com dim M dim A/p
¢ um divisor primo b de p + (a;) tal que dim A/b = dim A/p | (a;). Entao b €
€ Ass(M/a; M) e pelo Teorema 2.2.7 temos que dim A/b dimA/p — |. Assim
dimM/ayM > dim M — 1 e portanto dim M /a;M — dim M — 1.

Fm particular se {a; C m é uma A-seqiiéncia regular, entao A é um

anel ' — M se, e somente se, A/(ay,...,a,,)¢é C — M.

Coroldrio 3.2.6 Considerando as hipoteses anteriores e seja M um C'—M modulo.

Entao

dimA/p =dimM —m, Vp € Ass(M/(ay,...,an)M).

Demonstracao: Da Proposicao 3.2.3 temos

profM — m = profM /( am)M < min {dim A/p} <

pe ;,\H:'S[ M/ay,...,apm ) M)

dim M /(a,

¢ a lgualdade ¢ valida pois profM = dim M.
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Corolario 3.2.7 Seja (A,m) um anel C' — M local e {ay,...,a,,} um sistema de

elementos em m. Fntao {a, am} € uma A-sequéncia regular se, e somente se.
am} pode ser extendido a um sistema de parametros de A. Em particular o

sistema de parametros de A sao as A-seqiéncias requlares maximais em m.

Demonstracao: Do Corolédrio 3.2.6 sabemos que Ass(A) é formado pelos ideais pri-
mos minimais de A. Para ¢ € m temos dim A/(a) = dim A — 1, se e somente se,
a ¢ um divisor de zero A. Assim A/(a) é um anel C' — M e utilizando a caracteri-
zagao de sistemas de parametros apresentada no Corolario 2.2.8 e indugao sobre m,
demonstramos o resultado.

Exemplo 3.2.8 Aqui apresentamos alguns exemplos de aneis Cohen-Macaulay.

(i) Todo modulo finitamente gerado de dimensao zero sobre um anel noetheriano ¢
Cohen-Macaulay. Em particular todo anel noetheriano de dimensao zero ¢ Cohen-

Macaulay.

(ii) Um anel noetheriano reduzido de dimensao 1 é Cohen-Macaulay.

Para todo m € Max(A), Awm € um corpo ou dim Ay 1. No segundo ca-
50 mAm & Ass(Aw) pois em um anel reduzido apenas os ideais primos minimais
sao associados. Portanto mAm contém um elemento nao divisor de zero. Assim

profAm = 1.

(iii) Todo anel noetheriano regular ¢ Cohen-Macaulay.
De fato, para todo m € Max(A), mAy, é gerado por uma Ay-seqiiéncia regular

de comprimento dim Ay, portanto profA;, — dim Ay,.

(iv) Dados inteiros 0 < r < d, existe um anel local de dimensao d e profundidade r.

De fato, tomemos A = K|[X, Xy X g 2 Kop X gy Xp X g ASIT
existem anéis que sao arbitrariamente nao Cohen-Macaulay. Em particular, toman-
dor = led =2, temos que A = K[X, Xo|/(X}, X1X2) nao é Cohen-Macaulay. De
fato, se m ¢ o ideal em A gerado pelas imagens de X e Xo, entao dim Ay = 1, mas

m Ay possul apenas divisores de zero.

Observacao: O fato de um ideal ser gerado por divisores de zero nao é suficiente
para concluirmos que o ideal todo ¢é constituido apenas por divisores de zero. Por
exemplo, seja | = (XY, XZ YZ) C K[X,Y,Z|. X,Y,Z sao divisores de zero em
K[X,Y,Z]/I o que nao ocorrecom X +Y + Ze X +Y + Z € (X,Y, Z).

O teorema que apresentamos a seguir foi primeiramente demonstrado por Macaulay

no caso de anéis polinomiais e serviu de base para toda a teoria que viria a seguir:
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Teorema 3.2.9 Sejam A um anel Cohen-Macaulay (nao necessariamente local) ¢
I # A um ideal de A com ht(l) = n. Entao

(i) prof; A = n.

(i1) I € uma interseccao completa em A se, e somente se, | ¢ gerado por uma A-
sequencia reqular. Neste caso todos os ideais primos em Ass(A/I) tem a mesma

altura n.

Demonstragao: Provaremos primeiramente (ii). Seja {a, am} uma A-seqiiéncia
regular e p € Ass(A/(ay, ..., a,)). Tomemos m um ideal maximal de A contendo p.

As imagens dos a;'s formam uma Ay seqiiéncia regular em mAy, e

pAm € Ass(Am/(a, U ) Am ).

Logo, pelo Corolario 3.2.6, pAy, ¢ um primo divisor minimal de (ay, ..., a,,)Am
e portanto p é um primo divisor minimal de (a,,....a,,). Como as seqiiéncias

regulares sempre geram interseccoes completas, segue que hi(p) = m.

(i) Consideremos agora {a,,...,a,} uma seqiiéncia regular maximal em /. Entao
| consiste apenas de divisores de zero do A-modulo A/(a, () ¢ portanto esta
contido em algum ideal primo associado p deste modulo. Como ja vimos, hi(p) = v

e n < v. Por outro lado se q ¢ um primo divisor minimal de [ com hi(q) — hi(]).

segue de (a; ay) C q que ht(q) > v e portanto v = n e assim prof; A = n.

Se I é uma intersec¢ao completa, entao I é gerado por n elementos e pela
Proposicao 3.1.25 podemos tomar estes elementos para formarmos uma A-seqiicncia

regular, provando assim o teorema.

Corolario 3.2.10 Seja A um anel C' — M Sao validas as sequintes afirmacoes:
(i) Para todo p € Spec(A), Ap também ¢ um anel C' — M.

(ii) Para todo p. q € Spec(A) com p C q. lemos
dim Agq — dim Ap | dim Aq/pAgq.

Fim um anel ' — M local A, dim A — dim A/l + hi(l), para todo ideal I / A.

Demonstracao: (i) Se ht(I) = n, entao p contém uma A-seqiiéncia regular de coms-
primento n, que também ¢ uma seqiiéncia regular em pAyp, logo profAdy = n
hi(p) = dim Ap. Como a igualdade profAp < dim Ap ¢ sempre vilida, segue que

Ap é um anel C — M.
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(ii) Tomemos uma sequéncia regular {a; ap} em p com n = dim Ap. Esta

seqliéncia também é Ag-regular em pAq e pAq ¢ um primo divisor minimal de
an)Aq. Portanto pAq € Ass(Aq/(ai,...,an)Aq). Como Aq ¢ um anel
C' — M, temos

dim Aq/pAq = dim Aq — n = dim Ag — dim Ap.

Se I é um anel (' — M local, temos que dim A = dim A/p, para todos os ideais
primos minimais p de A. Mas entao todas as cadeias maximais de ideais primos de
A tem comprimento igual a dim A, e das defini¢oes de altura e dimensao temos que
dim A = dim A/I + ht(I), para todo ideal I # A de A.

Temos, para anéis regulares locais A, que:

(i) A ¢ dominio.

iii) A é integralmente fechado em seu corpo de fragoes.

(ii
(

(iv) A/I é regular se, e somente se, I for gerado por um subconjunto de um sistema

de parametros.




Apeéndice

Neste apendice apresentamos a notacao, defini¢oes da teoria geral bem como
resultados que foram utilizados no trabalho. Os resultados sao apresentados sem

demonstracao .

Definigcao 1 O radical de um ideal 1 ¢ o conjunto de todos os elementos a € A

tais que a" € I, para algum n € N. Denotaremos este conjunto por Rad([l).

Da definicao de radical segue que Rad(/) também ¢ um ideal. Rad(0) ¢ chamado
de nilradical de A.
Um anel é chamado reduzido se Rad(0) — 0. Para todo anel A, indicaremos

Ared 1= A/Rad(0). A,eq ¢ chamado anel reduzido em A.

Definicao 2 Para um ideal qualquer I chamaremos de ideal divisor primo de
I a todo ideal primo de A que contéem I e wm ideal primo B ¢ chamado divisor

primo minimal de | se B" — B para todo divisor primo B" de I, com B' C B.

Observagao: Da defini¢io de ideal primo, temos que um ideal primo que contém
a interseccao (ou produto) de dois ideais, contém um dos dois ideais, além disso

Rad(B) = B para todo ideal primo B.

Definigao 3 Seja A C S wm subanel e I C A um ideal. A extensao do ideal /
em S ¢ o ideal gerado por I em S que denotaremos por 1S. Se ¢ : S — A ¢ um

homomorfismo de aneis, 1S denota o ideal de S gerado por p(1).

Definigao 4 Seja A um anel e M um A-modulo. M ¢ dito finitamente gerado
se M =miA+ ... +muA para algum n € N e m; € M, para todo i l,....n. M

¢ ciclico (ou homogeneo) se ¢ gerado por um unico elemento.

Definicao 5 Um anel A ¢ chamado noetheriano se lodo ideal de A lem um sis-

tema finito de geradores.
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Os dominios de ideais principais, em particular todos os corpos, bem como Z e
K|X]., onde K ¢é um corpo, sao exemplos de anéis noetherianos. Além disso qualquer

imagem por um homomorfismo de um anel noetheriano é noetheriana.

Teorema 6 (Teorema da Base de Hilbert) Se A ¢ um anel noetheriano entao A|X|

também € noetheriano.

Demonstracao: Vide [7], Proposi¢iao 1.2.3, pagina 11.
n

Definigao 7 Um espago topologico ¢ chamado irredutivel se para toda decom-
posicao X — Ay U Ag, com A; C X (i = 1,2) fechado, tem-se X = Ay ou X = As.

Um subconjunto X' de um espago topologico € chamado irredutivel se X' € irredutivel
com a topologia induzida.

Lema 8 Para um espago topologico X as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) X ¢ irredutivel.

(i1) SelUy e Usg sao subconjuntos abertos de X e selU; # 0 (i = 1,2) entao U1Ny £ (.
(it1) Todo subconjunto aberto nao vazio de X ¢ denso em X .

Demonstracao: Vide [7], Lema 1.2.9, pagina 12.
=

Definicao 9 Uma componente irredutivel de um espago topologico X € um sub-

conjunto wrredutivel marimal de X .

Proposicao 10 (i) Todo subconjunto irredutivel de um espago topologico estd con-

tido em alguma componente wrredutivel.

(ii) Todo espago topologico € uniao de suas componentes irredutiveis.

Demonstracao: Vide [7|, Proposicao 1.2.12, pagina 12.
|

Definicao 11 Um espago topologico X € dito noetheriano se toda cadeia

descendente Ay D Ay D ... de subconjuntos fechados A; C X € estaciondria.

Proposigao 12 Um espago topologico noetheriano possui somente componentes ir-

redutiveis. Nenhuma componente estd contida na uniao das demais.

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



Demonstragao: Vide [7], Proposigiao 1.2.14, pagina 13.

Definicao 13 Um A-modulo M ¢ chamado médulo noetheriano se todo submaodulo

N de M ¢ finitamente gerado.

Proposigao 14 Se A ¢ um anel noetheriano ¢ M ¢ um A-modulo finitamente ge-
rado entao M ¢ um A-modulo noetheriano.

Demonstracao: Vide |7], Proposi¢ao 1.2.17, pagina 14.

Definigao 15 Um polinomio f ¢ dito homogéneo de graud, se todos os mononmios

de [ tem grau d, ou seja, se escrevemos

f(X) Z B X . X

eaqn # 0, entao vy + . .. d.

Um polinomio

Z Bt gt 1 XN € KIXS, oo K]

¢ chamado quasehomogéneo do lipo o (o = Z" e grau d € Z se

0, para todo 1 Un com Y ouv; # d, para i l.....n. Desle mo-
do, wma variedade ¢ chamada homogénea se esta definida por um sistema de
polinomios homogeneos e quasehomogénea se esta definida por polinomios quase-

homogeneos [; de wm tipo firo c.

Definicao 16 Uma graduacgao de um anel G' ¢ uma familia {G .}, 7 de subgrupos

Gy do grupo aditivo de GG tal que

(i) G = Bz Gk,

(it) G.G; C Gy para todo i,j € 7.

(i ¢ dito um anel graduado se possui uma graduacao. Se Gy — 0 para k < 0,
(i ¢ denominado positivamente graduado. Os elementos de (/. sao os elementos
homogeneos de grau & de . Se g Z_r;;‘. (g € G4}, gr € chamada componente
homogénea de grau k de g.

No anel ¢ — @,y G positivamente graduado, G, — €, G; ¢ chamado ideal

irrelevante de (.
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Definicao 17 Um ideal de uwm anel graduado é dito homogéneo se ¢ gerado por
elementos homogeneos.

Para um anel A denotamos:
(i) Spec(A) o conjunto de todos os ideais primos p de A, p # A.

(ii) J(A) o conjunto de todos os ideais primos em Spec(A) que podem ser escritos

como interseccao de ideais maximais.

(iii) Max(A) o conjunto de todos os ideais maximais de A.

Além disso para (i anel graduado, Proj((') denota o conjunto de todos os ideais
primos homogéneos B de G com G, ¢ B. Proj(G) é chamado spectro homogéneo
de G.

Lema 18 Para um ideal I de um anel graduado G as seguintes afirmagoes sao
equivalentes:
(i) I € homogéneo.

(ii) Para todo a € I as componentes homogéneas aj. de a também pertencem a [
(k € Z)

(iii) G /1 € um anel graduado com a graduagao {(G/I)}pcz,. onde
(@)= Gy =-Ti ]

para todo k € Z.

Demonstragao: Vide [7], Lema 1.5.5, pagina 32.

Lema 19 Se B ¢ um ideal primo de um anel graduado GG e B* ¢ o ideal gerado

pelos elementos homogéneos de B, entao B* também é um ideal primo de G.

Demonstragao: Vide [7], Lema 1.5.12, pagina 34.
]

Observagao: Se B ¢ um primo minimal divisor de [, entao [ C B* C B e do lema

segue que B = B* ¢ homogeneo.

Utilizando o Lema 19 temos o seguinte resultado:

Proposigcao 20 Seja G = @, 7 G; um anel graduado, I um ideal homogéneo de .

Entao todos os primos minimais divisores de I sao homogéneos.




—_

Demonstracao: Vide [7], Proposicao 1.5.11, pagina 34.
[ -]

Definicao 21 Seja X wum espago topologico, Y C X wum subconjunto fechado e
irredutivel. Se X # 0, a dimensao de Krull de X', que denotaremos dim X € o

supremo dos comprimenlos n de lodas as cadeais
.\[_. \,CC\” (.-\_:_|,r’ .\,;!
de subconjuntos X; irredutiveis, fechados e nao vazios de X .

Se Y / 0, a codimensao de Y em X, denotada por codimyY . é definida
como o supremo de todas as cadeias em (0.9) com Xy — Y. A codimensao de um
subconjunto fechado A é o infimo das codimensoes das componentes irredutiveis de
A. Por conveniencia o espaco vazio tem dimensao de Krull —1, e um subconjunto
vazio de X tem codimensao infinita (por delinicao).

Para um anel positivamente graduado G, seja g- dim((') :— dim(Proj(G)). Se
Proj(¢;) / @, e-dim () € igual ao supremo do comprimento de todas as cadeias

\

PoC P C...Cpn  (Pij1 7 bi)

formadas somente por ideais primos relevantes de (7.

Definigao 22 A dimensao de Krull de wm anel A, ¢ a dimensao do Spec(A): logo
para A / {0}, dim A € o supremo dos comprimentos n de todas as cadeias de ideais
primos
poC P C...Cp, (pig #p;) (0.10)
em Spec(A).
A altura hi(p) de p € Spec(A) € o supremo dos comprimentos de lodas as

cadeias em (0.10) com p, — p.

Para um ideal arbitrario I 4 A a altura hi(l) ¢ definida como o minimo das
alturas dos divisores primos de . Também dim(/) ¢ por definicao a dimensao (ou
coaltura) do ideal I em relacao a A e dim.J(A) ¢ chamada ./-dimensao de A.
Proposigao 23 Para lodo anel A
(i) Max(A) € noetheriano se. e somente se, J{A) ¢ noetheriano.

(it) dimMax(A) = dim J(A) < dim Spec(A).

Demonstracao: Vide [7], Proposicao 2.1.8, pagina

68
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Proposicao 24 Para um anel reduzido A com um numero finito de ideais primos
minimais as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) dim A = 0.
(ii) A € isomorfo ao produto direto de um niumero finito de corpos.

Demonstragao: Vide [7], Proposigao 2.1.5, pagina 41.

Definicao 25 Um anel A # {0} € chamado local (semilocal) se Max(A) possui
apenas um elemento (somente um nimero finito de elementos).

Definigao 26 Um elementox € S € chamado inteiro sobre I se existe um polinomio
f em A[X] da forma f = X" +a,: X" ' +...+apparan>0,a;€I,i=1,...,n
tal que f(z) = 0.

Dizemos que uma extensao S de A é inteira se todo z € S é inteiro sobre A.

Proposigao 27 Para x € S sao equivalentes as sequintes afirmagoes:

(i) x € inteiro sobre I.

(it) Alz| € finitamente gerado como um A-mddulo e x € Rad(I A[z]).

(z'-i.i FEriste um subanel S' de S com A|X| C S’ tal que S' ¢ finitamente gerado como
q g
um A-modulo e x € R.a(l(IS’ 1

Demonstragao: Vide |7], Proposi¢ao 2.2.2, pagina 44.
B

Coroldrio 28 Se S ¢ finitamente gerado como A-mddulo entao S € inteira sobre
A. Neste caso z € S € inteiro sobre I se, e somente se, z € Rad(IS).

Demonstragao: Vide [7], Corolario 2.2.3, pagina 44.

Coroldrio 29 Se xy,...,z, € S sao inteiros sobre I entao Alzy,...,z,] € um A-
mdodulo finitamente gerado e z; € Rad(I Alzy,...,z,)) parai=1,...,n.

Demonstracao: Vide 7], Corolario 2.2.4, pagina 44.

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw.l 12 13 14 15 16

17

18



Coroldrio 30 Se S|A e T|S sao extensoes inteiras de anéis entao T|A tambem €

uma extensao inteira.

Demonstracao: Vide [7], Corolario 2.2.5, pagina 45.

Coroldrio 31 O conjunto A dos elementos de S que sao inteiros sobre A € um

subanel de S. Rad(IA) € o conjunto de todos os elementos de S que sdo integrais

sobre I.

Demonstragiao: Vide (7], Corolario 2.2.6, pagina 45.

Defini¢iao 32 A ¢ chamado fecho inteiro de A em S. A ¢ integralmente fecha-
do em S se A = A. Um dominio de integridade que € integralmente fechado em seu
corpo de fragoes € chamado normal.

Lema 33 Seja S|A uma extensao inteira de anéis, J um ideal de S; I := J N A.
Entao:

(i) S/J ¢ inteira sobre A/l
(it) Se J contém um elemento regular (nao divisor de zero) de S, entao I # (0).

Demonstracao: Vide [7], Lema 2.2.9, pagina 46.

Proposigao 34 Sejam S uma extensao inteira do anel A e p : Spec(S) — Spec(A),
tal que, p(6) = 6N A uma aplicagao continua. Entao:

(i) ¢ : Spec(S) — Spec(A) € sobrejetora (a um ideal primo de A esta relacionado
um tdeal primo de S ).

(i) ¢ € fechada (a imagem de todo subconjunto fechado de Spec(S) € fechada em
Spec(A).

(iii) Se by, by € Spec(S) com by C by e (b)) = @(b2) entao by = by.

(iv) ¢ associa Max(S) ao Max(A4) e ¢ '(Max(A)) = Max(S). (b € Spec(S) ¢é
mazimal se, e somente se, b N A € maximal).

Demonstragao: Vide [7], Proposi¢ao 2.2.10, pagina 46.
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No que segue, quando falamos em uma “cadeia de ideais primos” by C by C
C ... C b, de um anel S, os ideais b;’s pertencem ao Spec(S) e as inclusoes sao

proprias.

Corolario 35 Se by C b; C ... C b, € wma cadeia de ideais primos de S e
p;, = b;N A, entdo pg C p; C ... C p, € uma cadeia de ideais primos em A.

Demonstracao: Vide [7], Corolario 2.2.12, pagina 47.

|
Coroldrio 36 Se Spec(S) ¢ noetheriano, entao ¢ € uma aplicagao finita, ou seja,
sobre todo p € Spec(A) estd relacionado um numero finito de ideais b € Spec(S).

Demonstracao: Vide [7], Corolario 2.2.14, pagina 47.

Coroldrio 37 Seja S uma extensao inteira do anel A com A # {0}. Temos:

(i) dim A = dim S.

(ii) Para todo b € Spec(S)

hi(b) < ht(bN A);dimb = dim(b N A).

Demonstragao: Vide [7], Corolario 2.2.13, pagina 47.

Proposicao 38 Seja A # {()} um anel com um numero finito de ideais primos
P1....,pPs. FEntao Rad(0) mp,-_. Alem disso Up, contem apenas divisores de

i=1

F. ]

zero. Se A € reduzido, enlao U p; € o conjunto de todos os divisores de zero de A.
i=1

Demonstracao: Vide [7], Proposicao 1.4.10, pagina 26.
&]
Lema 39 (Lema de Nakayama) Sejam I um ideal de A contido na intersegao de

todos os ideais maxrimais de A. M um A-modulo arbitrdario e N C M um submodulo
tal que M /N ¢ finitamente gerada. Se M = N + IM ., entao M = N.
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Demonstracao: Vide [7], Lema 4.2.2, pagina 104.

Coroldrio 40 Sejam (A,m) um anel local onde m ¢ o ideal maximal de A,
k := A/m o corpo residual e M um A-modulo finitamente gerado. Para os ele-

mentos my,...,my € M as sequintes afirmagoes sao verdadeiras:
(1) M =My 0853,

(ii) As classes laterais Ty, ...,y € M /mM de m; sao um sistema de geradores do
k-espago vetorial M /mM .

Demonstracao: Vide [7], Corolario 4.2.3, pagina 104.

Coroldrio 41 Sob as mesmas hipdteses do Coroldrio anterior temos:
(1) p(M) = dimp(M /mM ), onde dimy, € a dimensao do k-espago vetorial.

(i1) my,...,my € M € um sistema minimal de geradores de M se, e somente se,
suas respectivas classes laterais my,...,my € M /mM formam uma base.

(2it) Se {my,...,m;} € um sistema minimal de geradores de M e se

t

Zﬂé?ni =0 (a; € A)

i=1
enlao a; Em para i = 1,... 1.
(tv) Todo sistema gerador de M contém um sistema minimal de geradores.

(v) O conjunto {m,,...,my € M} pode ser estendido a um sistema minimal de

geradores de M se, e somente se, as classes m; em M /mM sao linearmente

independentes sobre k.

Demonstracao: Vide [7], Corolério 4.2.4, pagina 105.

Teorema 42 (Quillen-Suslin) Se M ¢é um A[X|-modulo projetivo finitamente

gerado e f € A[X]| € um polinomio monico tal que My € um A[X |p-modulo livre,

entao M ¢ um A|X|-maodulo livre.

Demonstracao: Vide [7], Teorema 4.3.14, pagina 116.
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Definicao 43 Seja M um A-modulo. A dimensao homolégica ou projetiva
de M ¢ o comprimento de uma resolugao livre finita de M de menor comprimento
possivel, a qual denotamos por dp 4M ou simplesmente por dpM caso A esteja firado.

Caso nao exista uma resolu¢ao de comprimento finito dizemos que dpM = .

Observagoes:
(i) Um moédulo M é projetivo se, e somente se, dpM = (

(i) dpM, em geral, pode ser considerada como uma medida do quao longe um

modulo esta de ser projetivo.

I claro que um moédulo possui muitas resolucoes projetivas entretanto:

Proposicao 44 Dadas duas sequencias exatas de A-modulos

iy iy —2 (475}

0K, B'F, 1 S"...BF5M-0

af,

AN il Bl S LR Ty L 1 T

'-' 2 r‘. =3 l‘; '
tais quen > 1, IF; e F! (i
{!'IJ'\,,'-“;,: ]—h!n.."‘-* B F ® '.ra..’—-—'

(ii) K, € projetivo se, e somente se, K| € projetivo.

Demonstra¢ao: Vide [7], Proposicao 7.1.4, pagina 198.
a

Coroldrio 45 Seja 0 — K,, — Fy |y — -+ — Fy — M — 0 uma seqiiéncia erala

de modulos projetivos F; (i ). Temos entao:
(i) dpM < n se, e somente se, K, ¢ projelivo.
(ii) Se dpM > n, entao dpK,, = dpM —n.

Demonstracao: Vide [7], Corolario 7.1.5, pagina 198,
[n]

Coroldrio 46 Se A ¢ wm anel noetheriano, M um A-mddulo finitamente gerado,
entao

dp 4 M sup  {dp 4, Mm}.
meMax(a)




Demonstracao: Vide [7], Corolario 7.1.6, pagina 199.

]
Proposigao 47 Seja 0 — M, 5 Mo e Ms — 0 uma sequéncia exata de A-
modulos. Entao

(i) Se dois modulos na sequencia tem dimensao projetiva finita, entao o mesmo
ocorre com o terceiro.

(ii) Caso os modulos tenham dimensao projetiva finita entao dpMo < max{dpM,,dpMs}.
Se dpMy < max{dpM,,dpM3}, entao dpMs = dpM,; + 1.

Demonstragao: Vide [7], Proposition 7.1.8, pagina 199.

Coroldrio 48 Para A-modulos arbitrarios M, e Mo temos

dp(M, & Ms) = sup{dpM,,dpMs}.

Demonstracgao: Vide |7|, Corolério 7.1.7, pagina 199.
0

Seja (A, m) um anel noetheriano local e M um mdédulo finitamente gerado. Uma
resolucao livre de M

T Qn-1

.= F, g Pn_l—r--n—}[“l:gff‘(]—(!-ﬂ'f—*[] (011)

¢ chamada minimal se Im(a,,) C mF,, para todo n € N. Entao se K, := Im(a,_;)
(n > 1), segue do Lema de Nakayama que u(Fp) = pu(M) e p(F,) = p(K,) (n > 0).

E claro que M admite resolugao livre minimal: Tome Fy tal que pu(Fp) = pu(M).
Entao K, := ker(¢) C mFy depois tome F} tal que p(F) = pu(K;).

Proposicao 49 Se duas resolugoes livres de M sao dadas

1 xQ €
.—‘->F‘n —n—} 1,"_1——;--._;;.'10_}‘4[_}0

a! o' '
-1 0 ? €
iy ;.‘:1 et Fé—.l_""_’ }ﬂ(f)_-,M —0

entao pu(Fy) = u(F)) para todo n € N.
Demonstrac¢ao: Vide [7], Proposi¢ao 7.1.10, pagina 202.
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Os invariantes 3; := u(F;) sao chamados nimeros de Betti do médulo M.

Por definicao os nimeros de Betti de A sao os niimeros de Betti do A-modulo A/m.

Lema 50 Se x nao ¢ um divisor de zero de M , entao M € livre se, e somenle se,

M/xM € um A/(x) modulo livre.

Demonstragao: Vide [7], Lema 7.1.13, pagina 203.
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