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Resumo

Este estudo tem como objetivo explorar as conicas classicas, a saber: elipse, hipér-
bole e parabola. Inicialmente sera feita uma abordagem do ponto de vista geométrico
e posteriormente um tratamento analitico através das trés métricas usuais de R?: eu-
clidiana, do maximo e a da soma.

Palavras-chave: Geometria, Métricas em R?, Conicas.






Abstract

This study aims to explore the classic conics, namely: ellipse, hyperbole and para-
ble. Initially an approach will be made from the geometrical point of view and later
an analytical treatment through the three usual R?: euclidean, maximum and sum
metrics.

Keywords: Geometry, Metrics in R?, Conics.
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Introducao

O estudo das conicas classicas - a saber, elipse, hipérbole e parabola - remon-
tam a antiga Grécia, com a investigacao realizada pelos mateméticos gregos como:
Menaechmus, Euclides, Arquimedes, Kleper e Apolonio.

Menaechmus estudou os diferentes tipos de sec¢oes planas de uma superficie co-
nica circular. Construiu curvas com as propriedades algébricas e consequentemente
mostrou que o ponto de intersecao delas daria as médias proporcionais desejadas. A
descoberta da elipse parece ter sido feita também por ele como um simples subpro-
duto da sua pesquisa. Portanto, Menaechmus é considerado na histéria como sendo
o primeiro gedmetra a elaborar uma representagao estereométrica das se¢oes conicas.
Analisando os dados de sua pesquisa percebeu-se que uma familia de curvas adequadas,
podiam ser obtidas de uma mesma fonte, cortando um cone circular reto por um plano
perpendicular a um elemento do cone.
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Figura-Corte da hipérbole.

Figura 1: Corte para obter a hipérbole.
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20 Introdugao

Figura- Corte da elipse.
Figura 2: Corte para obter a elipse.
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Figura- Corte da parabola.

Figura 3: Corte para obter a parabola.

Nesta analise ele descobriu as curvas que posteriormente foram chamadas elipse,
parabola e hipérbole. Nao se sabe corretamente como Menaechmus determinava os
pontos no plano pertencentes as curvas, mas um esbogo certamente era possivel usando
o método euclidiano.

Euclides deu sua contribui¢ao para os estudos das codnicas com um livro de sua
autoria, citado anos mais tarde por Apolénio, mas que infelizmente nao chegou aos
nossos dias.

O matematico Apolonio aprofundou o estudo das conicas, criando uma obra com-
posta de oito livros sobre o estudo das conicas. Ele deu nomes aos termos, elipse,
parabola e a hipérbole, utilizados atualmente.

Johannes Kleper aprendeu Astronomia com Michael Maestlin, lider astronémo.
Relatando que a Astronomia do curriculo era, obviamente, geocéntrica, pois parecia
totalidade dos astronomos que se sentiam satisfeitos em calcular a posicao dos planetas
e deixar os filésofos se preocuparem em saber os modelos matematicos que correspon-
diam a mecanismos fisicos. Kleper conclui que a érbita de Marte era uma elipse com
o Sol sendo um dos seus focos. Na verdade, ele generalizou para os planetas, ficando
conhecida como a primeira lei de Kleper, sendo uma das trés leis do movimento pla-
netario. A primeira lei de Kleper diz que o movimento dos planetas ocorre de forma
eliptica e nao de maneira circular. A segunda lei de Kleper determina que os planetas
se movem com velocidades diferentes, dependendo das distancia a que estdao do Sol. A
terceira lei de Kleper, a lei dos periodos: os quadrados dos periodos de translacao dos
planetas sao prorporcionais aos cubos dos semi-eixos maiores de suas orbitas.

Neste trabalho estudaremos as conicas elipse, hipérbole e parabola sob dois pontos
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de vista: geométrico e analitico. Destacamos que a parte analitica é o cerne deste
trabalho e exploraremos tais conicas via as seguintes distancias de R?: euclidiana, do
méximo e da soma. Para tanto, primeiramente trataremos o conjunto R? como espaco
métrico munido de tais métricas. Num segundo momento apresentaremos estas conicas
como espago geométrico no plano e finalizamos este assunto explorando cada conica
analiticamente através destas trés métricas usuais de R2. Espera-se ainda utilizar o
programa livre GeoGebra para confeccionar exemplos. A relevancia deste tema pro-
posto segue da inter e multidisciplinaridade que este promovera ja que o aluno tera que
explorar conexoes entre Geometrica e Topologia.

Este material esté dividido em cinco capitulos. O primeiro capitulo d4 uma introdu-
¢ao as métricas e as conicas como lugar geométrico. Os demais capitulos tratam cada
conica classica analiticamente de acordo com uma métrica especifica: o capitulo 02
apresenta a analise das conicas com a métrica euclidiana, o capitulo 03 com a métrica
da soma e o capitulo 04 com a métrica do maximo, respectivamente.






1 Preliminares

Neste capitulo apresentamos algumas nogoes sobre espacos métricos e a geometria
euclidiana das conicas que sao necessarias pra o desenvolvimento dos proximos capitulos
deste trabalho.

1.1 Uma nocgao elementar sobre os espacos métricos

Primeiramente apresentamos a nogao de um espago métrico e posteriormente estu-
damos o caso em particular quando consideramos o conjunto R2.

Definigao 1.1. Uma métrica em um conjunto M (nao-vazio) é uma aplica¢ao

D : M x M — R, que associa a cada par ordenado (x,y) € M x M wm nimero real
D(z,y), chamado a distancia de x a y, de modo que sejam satisfeitas as sequintes
condigoes para quaisquer x,y,z € M:

D(z,z) = 0;

d1)
d2) Sex #y entio D(z,y) > 0;
)
)

d3) D(x,y) = D(y,z);

d4) D(x,z) < D(x,y) + D(y, 2).
Os postulados d1 e d2 dizem que D(z,y) > 0 e que D(z,y) = 0 se, e somente
se, © = y. O postulado d3 afirma que a distancia D(z,y) é uma fungao simétrica das
variaveis x,y. A condicao d4 chama-se desigualdade triangular, e esse nome tem origem
no fato de que, no plano euclidiano, o comprimento de um dos lados de um triangulo
nao excede a soma dos outros dois.

Um espag¢o métrico é um par (M, D), onde M é um conjunto nao-vazio e D é
uma métrica em M. Por vezes, diremos simplesmente “o espago métrico M”, deixando
subentendida qual a métrica D que esta sendo considerada.

Exemplo 1.2. A métrica “zero-um”. Qualquer conjunto M pode tornar-se um espaco
métrico de maneira muito simples: basta definir a métrica d : M x M — R tomando
D(z,z) =0e D(z,y) = 1se x #v.

Exemplo 1.3. Na reta, ou seja, no conjunto R dos ntimeros reais, é possivel definir a
distancia entre dois pontos z,y € R por d(z,y) = |x — y|. Esta é a chamada métrica
usual da reta.

23



24 Preliminares

Exemplo 1.4. O espago euclidiano R" = {z = (z1,...,2,) : x; € R, 1 < i < n}.
Hé& trés maneiras canonicas de se definir a distancia entre dois pontos em R™. Dados
= (x1,...,2,) ey = (y1,...,y) em R" escrevemos:

2. d'(z,y) = o=yl + o o —y| = Zm—yz" ;
i=1

3. d”(iL‘,y) - maX{‘xl - yl’a sy ’xn - yn’} - maX{’xl - yl‘}
1<i<n
As funcgoes d, d', d” : R™ x R® — R sao métricas, chamadas respectivamente de
métrica euclidiana, métrica da soma e métrica do mdximo.
Em particular para R?, temos: Vo = (1, 72),y = (y1,72) € R?,

L d(z,y) = \/(33'1 —y1)? + (22 — y2)?,
2. d'(z,y) = |v1 — 1| + |22 — y2l,
3. d"(x,y) = max{|x; — y1|,|z2 — 2|}

Defini¢ao 1.5. Seja a um ponto no espago métrico (M, D). Dado um nimero real
r > 0, definimos:

A bola aberta de centro a e raio v é o conjunto B(a;r) dos pontos de M cuja
distancia ao ponto a € menor do que r. Ou seja,

B(a;r) ={x € M;D(z,a) <r}. (1.1)

A bola fechada de centro a e raio r € o conjunto Bla;r] dos pontos de M que
estao a uma distdncia menor ou iqual a r do ponto a. Ou seja,

Bla;r] ={x € M;D(z,a) <r}. (1.2)

A esfera de centro a e raio r € o conjunto S(a;r), formado pelos pontos x € M
tais que d(x,a) =r. Assim:

S(a;r)={x € M;D(xz,a) =1}. (1.3)
Veja que: Bla;r] = B(a;r) U S(a;r)

Exemplo 1.6. No plano R?, a bola aberta B(a;r) ¢ o interior de um circulo de centro
a e raio r, ou o interior de um quadrado de centro a e diagonais paralelas aos eixos,
ambas de comprimento 2r, ou entao o interior de um quadrado de centro a e lados
de comprimento 2r, paralelos aos eixos . Estes casos correspondem a usarmos em
R? as métricas d, d’ ou d”, respectivamente. A esfera S(a;r) ¢ o bordo da figura
correspondente e Bla;r|, que ¢ igual a reuniao B(a;r) U S(a;r).

De fato, sejam a = (a1, as) € R r > 0.
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o By(a;r) ={(z,y) € R? : d((a,a2), (z,y)) <1}
By(a;r) = {(x,y) ER?: \/(z—a1)?+ (y —ag)? < r}
Ba(a;r) ={(z,y) e R? : (x — a1)* + (y — as)? < r?},
que é o interior de uma circunferéncia de centro em a e raio r, ou seja, o interior
da esfera de centro em a e raio r .

o By(a;r) ={(z,y) € R* : d'((a1, a2), (x,y)) <1}
Ba(a;r) ={(z,y) € R? : |z —ay| + |y — as| < r}.
Veja que a inequagao modular |z —ay|+ |y —az| < 7 é estudada através da analise
dos seguintes casos:

Assim, By (a;r) é o interior do paralelogramo delimitado pelas regices (i), (i),
(731) e (iv), ou seja, o interior da esfera de centro em a e raio 7.

o By(a;r)={(z,y) € R? : d"((a1, a2), (z,y)) < r}
Bar(a;r) = {(z,y) € R?* : max {|z — a1|, |y — aa|} < r}.
Veja que sendo max {|z — aq|, |y — az|} < 7 segue que |z —ay| <7 e |y —as] <.
Logo, Bgr(a;r) é o interior do quadrado dado por |z —a;| =7e |y —as| =71, ,
ou seja, o interior da esfera de centro em a e raio 7.

Veja a seguir como ¢é representada uma esfera em R?, de centro na origem (0, 0)
e raio 1, considerando cada métrica especifica:

I
N

Figura 1.1: Representacao da esfera S((0,0);1) segundo a métricas d
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1

[4]

-\0 1
1

Figura 1.2: Representacao da esfera S((0,0);1) segundo a métricas d’

Figura 1.3: Representagao da esfera S((0,0);1) segundo a métricas d”

E possivel mostrar a seguinte propriedade entre as métricas d, d’ e d” de R?: Va,y €
R2, tem-se

d"(z,y) <d(z,y) < d(z,y) <2d"(z,y)

e este fato pode ser observado pela relagao geométrica entre as esferas em cada métrica:
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N |/

Figura 1.4: Representacao conjunta da esfera em R?, segundo as métricas d, d’' e d”

1.2 Geometria das conicas classicas

A seguir apresentamos as trés conicas que sao estudadas em nosso trabalho: elipse,
parabola e hipérbole, do ponto de vista da geometria euclidiana.

Definicao 1.7. A elipse £ de focos Iy e Fy € o conjunto dos pontos P do plano w
cuja soma das distancias a Fy e a Fy € igual a uma constante 2a > 0, mator do que a
distancia, 2¢c > 0, entre os focos.

Sendo 0 < ¢ < a e D(Fy, Fy) = 2¢, entao

E={Pen:D(P F)+ D(P,F,) = 2a}.

Definigao 1.8. A hipérbole H de focos Fy e Fy € o conjunto dos pontos P do plano
7w cujo valor absoluto da diferenca entre as distancias de P a Fy e a Fy € igual a uma
constante 2a > 0 maior do que a distdncia entre os focos 2¢ > 0.

Sendo 0 < a < ¢ e D(Fy, Fy) = 2¢, entao

H:={Pen:|DP F)— D(P F)| =2a}.

Definicao 1.9. A pardbola P de foco F' e diretrizr € o conjunto dos pontos P do plano
T cujas distancias de P a F e ar sao iguais, ou seja,

P:={Pewn:D(PF)=D(Pr)}.






2 (Conicas e a métrica euclidiana

As seguir estudamos analiticamente cada conica classica considerando R? munido
da métrica euclidiana d.

2.1 Elipse

Como sabemos, na disciplina de Geometria Analitica, a elipse é explorada ana-
licamente usando a métrica euclidiana. Nessa se¢ao, primeiramente apresentamos a
terminologia usada neste contexto e posteriormente exploramos a forma canoénica da
elipse.

Terminologia
e Como visto na defini¢ao, os pontos Fi e F; sao os focos da elipse.
e A reta ¢ que contém os focos é a reta focal (Figura 3.1).
e A intersecao da elipse com a reta focal ¢ consiste de exatamente dois pontos, A;

e A,, chamados vértices da elipse sobre a reta focal.

De fato, seja A € £ENL. Entao, A ¢ [1F,, pois, se A € F|Fy, terfamos 2¢c =
d(F1, Fy) = d(A, Fy) + d(A, Fy) = 2a, o que ¢ impossivel, uma vez que, por
definicao, 2¢ < 2a.

Seja Ay € (ENYL) - F1F, tal que Fy estéa entre F) e Ay e x = d(As, Fy), como na
Figura 3.1:

Como A, € &, temos:
20 = d(Ay, 1) +d(Ay, Fy) =z +2c+x=2x+2c =z =0a—c.

Logo, o ponto Ay € ¢ — F1 Fy, que dista a — ¢ do foco F5, tal que F; esta entre £
e A,, pertence a elipse £. Analogamente, o ponto A; € ¢ - F|F,, que dista a — ¢
do foco Fi, tal que F} esta entre A, e F5, pertence a elipse £

e O segmento A Ay de comprimento 2a é o eixo focal da elipse.

e O centro C da elipse é o ponto médio do eixo focal A;A,.

Note que o centro C' é também o ponto médio do segmento Fi F;, delimitado pelos
focos.

e A reta nao focal é a reta ¢ perpendicular a ¢ que passa pelo centro C'.

29
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A elipse intersecta a reta nao focal ¢ em exatamente dois pontos, By e B,
denominados vértices da elipse sobre a reta nao focal .

De fato, como ¢’ é a mediatriz do segmento FiFy, temos que B € £'/N & se, e
somente se, d(B,F) = d(B,F,) = a. Logo, pelo teorema de Pitagoras, ¢' N E
consiste de dois pontos em ¢, By e Bo, que distam b=+v/a? — ¢? do centro C da
elipse.

e O segmento B; B, de comprimento 2b, em que b>=a? - ¢2, é o eiro nao focal da
elipse.

c
e O numero e = — é a excentricidade da elipse. Note que 0 <e < 1.
a

e O nimero a é a distancia do centro aos vértices sobre a reta focal, b é a distancia
do centro aos vértices sobre a reta e ¢ é a distancia do centro aos focos.

[lustramos todos esses objetos na seguinte figura:

4
F1 F2
2c X
) 14
F1 F2 AZ
a-C | 2c , a-Cc
X X ) X 4
Al Fl F2 A2
a . a —
r 1 f
A1 F1 C F2 A2

Figura 2.1: Focos

Forma candnica da elipse

A partir da definicao da elipse, vamos obter uma equacao em relagao a um sistema
de eixos ortogonais OXY para o caso em que a elipse £ tem centro na origem e reta
focal coincidente com o eixo OX.

Neste caso, os vértices e focos de & sdo: F} = (—c¢,0), Ay = (—a,0), By = (0,-0),
Fy = (c,0), Ay = (a,0) e By = (0,b), em que 0 < c < aeb=+a?—c%
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Logo, para qualquer P = (z,y) € &, temos:

d(P,F}) + d(P, Fy) = 2a

Sy/(r+re2+yr+ /(e - +12=2a
S(@+e)+y?=2a—/(x—c)?+y?

S (r+c)?+y?=4a> —da/(v — )2 + 9% + (v — ¢)? + o>

& 2%+ 2rc+ A +y? =4a® —dar/(x — )2+ y2 + 22 — 2xc + 2 + yP
& dre = 4a® — dar/(z — ) + 32

& a? —xc=ay/(x —c)? + y?

& (a? —cr)? = a*((x — ¢)® + y?)

& a' — 2a’cr + Aa? = a*(2* — 2xc + A + y?)

o (@ = )2 + % = a* — 2 = a¥(a? — &)

o 22?4+ a2y = a2b?
2 2

Yy
72 y?
A rigor, precisamos mostrar que se — + 2o 1, entao a*> + cx > 0 e 2a —
a
(x —c)2+y? > 0.
A equacao:
2 2
z Y
@ et

¢ a forma canonica da elipse de centro na origem e reta focal coincidente com o eixo

0X.

N | S

Figura 2.2: Elipse com focos em OX.

Analisemos agora o caso em que a elipse tem centro na origem e reta focal coinci-
dente com o eixo OY. Neste caso os focos e os vértices da elipse £ sao:



32 Conicas e a métrica euclidiana

Fy =(0,—c¢), F; = (0,¢), Ay = (0, —a), Ay = (0,a) By = (—b,0) e By = (b,0), em
que 0 <c<aeb=+a>—c2

Usando a mesma argumentacao do caso anterior, verificamos que a forma canoénica
da elipse £ centrada na origem, cuja reta focal coincide com o eixo OY, é dada por:

<

'
o

'
[

Figura 2.3: Elipse com focos em OY.
Vejamos a seguir alguns exemplos.

Exemplo 2.1. Vejamos como determinar a equacao de uma elipse £ tal que os vértices
sao (4,0) e (—4,0) e seus focos sao (3,0) e (—3,0).
Como Fy = (—3,0) e F; = (3,0), areta focal ¢ o eixo OX enquanto que A; = (—4,0)

F+F A+ A
e Ay = (4,0) sio vértices sobre a reta focal £ . Entdo C' = — T At A 0,0

2 2 7
¢ o centro da elipse, a = d(C, A;) = d(C,Ay) = 4, ¢ = d(C,Fy) = d(C, F;) = 3 ¢
b=Va2 - =2 -3=y16-9=T.
2

i . x Y
Logo, a equacao da elipse £ é — +

2 (V)

22
16

y?
=1, ou seja, + == 1.
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N

-4

Figura 2.4: Elipse do exemplo 2.1

Exemplo 2.2. Vamos determinar a equacao de uma elipse £ tal que os vértices sao
(0,6) e (0,—6) e seus focos sao (0,4) e (0, —4). Uma vez que I} = (0, —4) e F» = (0,4)
segue que a reta focal é o eixo OY, os vértices sobre a reta focal sao A; = (0, —6)
0,4 0,—4

(0 )+2( =4 _ (0.0).
Como a = d(C,A;) =6 e c=d(C,F) = 4, temos que b = Va2 — 2 = /62 —42 =

V36 — 16 = /20.

Assim a equagao dessa elipse é dada por

e Ay = (0,6) e o centro da elipse £ é a origem, pois C' =

2 2 22 2
+ , Ou seja, 20 + 36

Figura 2.5: Elipse do exemplo 2.2
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2.2 Hipérbole

Terminologia

e Os pontos F) e F; sao os focos da hipérbole e a reta ¢ que os contém é a reta

focal.
e A intersecao da hipérbole H com a reta focal ¢ consiste de exatamente dois pontos,
Ay e Ay, chamados vértices da hipérbole.

Note que se P € ( - FiF,, entdo P ¢ H, de fato: se o ponto P percente a
semirreta de origem F; que nao contém Fy e d(P, F}) = z, entdo P ¢ H, pois:
|d(P, F\) — d(P, F5)| = |r — (x 4+ 2¢)| = 2¢ > 2a. E se P pertence a semireta
de origem F, que nao contém F; e d(P, F}) = x, entao P ¢ H, pois: |d(P, F}) -
d(P, Fy)| = [(x + 2¢) — x| = 2¢ > 2a.

Seja, entao, Ay € FiFo NH tal que d(Ay, F) =z el <z <c.

Como d(Fy, F») = 2c¢, temos:

|d(Ay, Fy) — d(Aq, Fy)| = 2a

S lr—(2c—x)| = 2a

& |20 —2¢) = 2a & 2c—2x = 2a

< xr=c—a.

Logo, o ponto A; de FiF5, distante ¢ — a de F}, pertence a hipérbole H. Analo-
gamente, o ponto Ay de F} Fy distante ¢ — a de Fy, pertence a hipérbole H.

e O segmento A;Ay é denominado eizo focal da hipérbole e seu comprimento é
d(A17 AQ) =2a

e O ponto médio C do eixo focal A1 A5 é o centro da hipérbole.

Fy A

Figura 2.6: Centro da hipérbole.

O centro C' é também o ponto médio do segmento F}Fy delimitado pelos focos:
A+ Ay R+ R

¢ 2

5 . Observe que d(C, Fy) = d(C, Fy) = c e d(C, Ay) =
d(C, A2> = Q.
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e A reta ¢ que passa pelo centro C' e é perpendicular a reta focal ¢ é a reta nao
focal da hipérbole. Como ¢’ é a mediatriz do segmento FjF,, a hipérbole nao
intersecta a reta nao focal ¢, pois, se P € (', temos:

[d(P, Fy) - d(P, F%)| = 0 # 2a.

A figura a seguir representa as retas focal e nao focal:

A Ay B }

Figura 2.7: Retas focal e nao focal.

e O segmento B;B,, perpendicular ao eixo focal que tem ponto médio C' e compri-
mento 2b, onde b>= ¢? - a?, ¢ denominado eizo ndo focal da hipérbole, e B; e B,y
sao os vértices imagindrios da hipérbole.

B2
%
b
1
T a ) F

1l A

Figura 2.8: Vértices imaginarios.
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c
o A excentricidade da hipérbole H é e = —. Note que e > 1, pois ¢ > a.
a

e O retangulo de base da hipérbole ‘H ¢é o retangulo cujos lados tém Ay, As, By e

By como pontos médios. As retas que contém as diagonais do retangulo de base
sao assintotas de H (Figura 3.8). Portanto, as assintotas de H sao as retas que

b
passam pelo centro da hipérbole e tem inclinacao +£— em relacao a reta focal.
a

Assim, ¢ e ¢ sao as bissetrizes das assintotas.

/ Assintotas \

B2

A1 A2 l

\

Retangulo
de base

Figura 2.9: Assintotas.

e Pelo teorema de Pitagoras, as diagonais do retangulo de base da hipérbole H

tém comprimento 2¢, pois a distancia do centro C' de H a qualquer vértice do
retangulo de base é igual a ¢. Dizemos que uma hipérbole é equildtera se o
comprimento do eixo focal for igual ao comprimento do eixo nao focal, isto &,
a = b. O retangulo de base de uma hipérbole equilatera é um quadrado e as
assintotas se intersectam perpendicularmente.

Duas hipérboles sao conjugadas se o eixo focal de cada uma é o eixo nao focal
da outra. Duas hipérboles conjugadas possuem o mesmo retangulo de base, o
mesmo centro, as mesmas assintotas e os focos estao a uma mesma distancia do
centro.

Apresentada essa terminologia, observe que uma hipérbole é simétrica em relagao a
reta focal, a reta nao focal e ao centro. Com efeito,

e Simetria de H em relacao a reta focal: se P € H e P’ é o simétrico de P em

relacao a reta focal, enta AF1PQ = AF\P'Q e AF>,PQ = AF>,P'(Q e deste fato
segue, em particular, que |FyP| = |FoP'| e |F1P| = |Fy P/

Logo, |d(P', Fy) — d(P', Fy)| = |d(P, F}y) - d(P, Fy)| = 2a = P' € H.

A figura a seguir representa tal simetria:
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Figura 2.10: Simetria da reta focal.

e Simetria em relacao a reta nao focal: se verifica de maneira analoga ao item
anterior.
e Simetria de H em relagao ao centro:

Se P € H e P" é o simétrico de P em relacao ao centro, entao: AFCP =
ANF,CP" e APCFy, = AP'CF.

Em particular,
|F2P| = |F1P”| € |F1P| = |F2P”|.

Logo, |d(P", Fy) - d(P", Fy)| = |d(P, Fy) - d(P, F3)| = 2a = P" € H, conforme
figura a seguir:
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Figura 2.11: Simetria em relagao ao centro

Forma candnica da hipérbole

Do mesmo modo que fizemos para a elipse, vamos obter a equacao da hipérbole em
relagao a um sistema de eixos ortogonais OXY . Primeiramente tratamos do caso em
que o eixo focal é o eixo OX e com centro na origem. A saber, os focos sao dados por
Fy = (=¢,0), F5 = (¢,0) e os vértices: A; = (—a,0), Ay = (a,0), By = (0,—b) e By =
(0,0).

Logo, P = (z,y) € H < |d(P, Fy) - d(P, F3)| = 2a e isso equivale a:

d(P,Fy) —d(P,F,) = 2a (ramo direito de H)
ou
d(P,F}) —d(P,F;) = —2a (ramo esquerdo de H)
<~
Vi+e)2+y2—/(r—c)2+y2 = 2a (ramo direito de H)
ou
Vie+e)2+y2—+/(r—0c)?2+y?2 = —2a (ramo esquerdo de H)

Continuando o desenvolvimento de maneira analoga ao caso da elipse, e lembrando
que b? = ¢? — a?, chegamos a conclusiao que

P=(z,y) € H & (—a*)r?—a’y* = d*(*—d®) & V2*—a*y’ =a
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A equacao:

2 y2

2 ]
é a forma canonica da hipérbole de centro na origem e reta focal coincidente com o
eixo OX.

Vejamos agora o caso em que a hipérbole tem centro na origem e reta focal coinci-
dente com o eixo OY. Neste caso, temos os focos F; = (0, —c), F, = (0, ¢) e os vértices
A; = (0,—a), Ay = (0,a), By = (—=b,0) e By = (b,0), onde v* = ¢* — a*. Procedendo
como anteriormente obtemos a seguinte forma canonica da hipérbole, de centro na
origem e reta focal coincidente com o eixo OY':

Veja que as assintotas sao as retas x = +£—, ou seja, axr — by = 0 e ax + by = 0.
a

Exemplo 2.3. Determinemos a equacgao da hipérbole equilatera com focos (—\/g, 0)

e (v/8,0). De fato: temos que Fy = (—/8,0) e Fy = (1/8,0), o centro da hipérbole &
F + F

C= % = (0,0) e a reta focal é o eixo OX. Sendo a hipérbole equilatera (a = b),

c=1+/8¢e c? = a?+ b, obtemos que 8 = a2 + a? = 2a?, isto ¢, a® = 4.
72 2
Logo,a=b=2e¢H: T yz =1 é a equagao da hipérbole.

Além disso, A; = (—2,0) e Ay = (2,0) sao os vértices, enquanto que By = (0, —2)
e By = (0,2) s@o os vértives imaginarios e y = +x sao as assintotas da hipérbole H.

10

8

Figura 2.12: Hipérbole do exemplo 2.3

Exemplo 2.4. Mostremos que a excentricidade de qualquer hipérbole equilatera é v/2.
Como a = b e ¢® = a® + b?, temos que ¢ = 2a?, ou seja, c=+/2a.

\V?2
Enta: e = - ¢
a a

2.
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2.3 Parabola

Terminologia

e O ponto F' é o foco e a reta L é a diretriz da parabola P.

e A reta focal ¢ da parabola P é a reta que contém o foco e é perpendicular a
diretriz.

e O ponto V da parabola P que pertence a reta focal é o wvértice de P. Em
particular, se A é o ponto onde L intercepta ¢, entao V é o ponto médio do
segmento AF'.

e O namero 2p = d(F, L) é o pardmetro da parabola P.
Note que d(V, F') = d(V,L) = p.

Veja que toda pardbola é simétrica em relacao a sua reta focal. De fato, considere
P uma parabola de foco F, vértice V', diretriz L e reta focal . Sejam P € P, qualquer,
e P' o ponto simétrico de P em relacao a reta £. O segmento PP’ | ¢ intersecta a reta
focal £ num ponto @) que é o ponto médio do segmento PP’. Observe que os triangulos
APQF e AP'QF sao congruentes e em particular, d(P, F') = d(P', F).

Além disso, d(P,L) = d(Q,L) = d(P’, L), pois BPQA e AQP'B’ sao retangulos.
Como P € P, temos d(P, ') = d(P, L). Portanto, d(P', F') = d(P’, L), isto &, P' € P.

Forma candnica da parabola

Vamos obter as formas candnicas da parabola P em relagao a um sistema de coor-
denadas OXY. Apresentamos os casos em que o vértice da parabola é a origem e a
reta focal é um dos eixos coordenados.

e Parabola com vértice na origem e reta focal coincidente com o eixo OX.

Caso I. O foco F esta a direita da diretriz r.
Como o vértice da parabola P é a origem V = (0,0), temos que o foco é o
ponto F' = (p,0) e a diretriz é a reta r : x = —p, onde 2p = d(P,r).
Logo,
P=(z,y P
& d(P,F)=d(P,r)
& V(@ —pP+y? = |z -+
& (r-p?+y° = (v+p)
& 22 = 2pr + p* +y? = 2% + 2px + PP
& —2px +y? = 2px
& y? = dpx
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Figura 2.13: Representacao geométrica de 2?2 = 4px

Caso II. O foco F esta a esquerda da diretriz 7.
Neste caso, F'= (—p,0) e r : x = p, onde 2p = d(F,r).
Entao,
P=(x,y) eP
& d(P,F)=d(P,r)
< V(@+p)P+y? = |z —pl
& (z+p)?+y* = (z-p)?
& 22+ 2pr + p* +y? = 2% — 2px + p?
& 2pr +y? = —2px

& y? = —Adpz.
/ 8 ;1/2:—4]71‘
Figura 2.14: Representacao geométrica de 2% — —4px

e Pardbola com vértice na origem e reta focal coincidente com o eixo OY.

Caso I. O foco F esta acima da diretriz r.
Neste caso, F' = (0,p) e r : y = —p, onde 2p = d(F,r). Logo,

P=(z,y) e P& Va?+ (y—p)? = |y +p| & 2* = 4dpy.
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Figura 2.15: Representacao geométrica de 2% = 4py

Caso II. O foco F esta abaixo da diretriz r.
Neste caso, F' = (0,—p) e r : y = p, onde 2p = d(F,r). Logo,
P = (z,y) € P se, e somente se,

Vit (y+p)? = |y —pl & 2° = —4py.

p
~J
p
B A

2 = —dpy

Figura 2.16: Representacao geométrica de z? = —4py

Exemplo 2.5. Vamos determinar a equacao da parabola P com vértice V' na origem,
cujo o foco é F' = (3,0). Neste caso temos p = d(V, F') = 3 e a reta focal igual ao eixo
OX. Como o foco F esta a direita do vértice, temos que a diretriz é a reta x = —3, e
a equacao da parabola P é dada por 3% = 12x.
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—B 4

-84

Figura 2.17: Parabola do exemplo 2.5

Exemplo 2.6. Vamos determinar a equacao da parabola P com vértice V' na origem,
cujo o foco é F' = (0, —2),

Veja que p = d(V, F) = 2 e a reta focal é igual ao eixo OY. Como o foco F esta
a baixo do vértice, temos que a diretriz é a reta y = 2, e a equacao da parabola P:

x? = —8y.

Figura 2.18: Parabola do exemplo 2.6

no capitulo seguinte abordaremos as conicas usando a métrica da soma.






3 Conicas e a métrica da soma

3.1 Elipse

Sabemos que a elipse £ de focos F} e Fy é o conjunto dos pontos P do plano cuja
soma das distancias a F} e F, é igual a uma constante 2a > 0, maior do que a distancia
entre os focos 2¢ > 0. Sendo 0 < ¢ < a e D(F}, Fy) = 2¢, entao

E:={PecR*: D(P,F)+ D(P,F,) = 2a}.

A seguir apresentamos um tratamento para a elipse considerando a métrica d’, da
soma, e apresentamos sua configuracao geométrica via esta métrica quando seu centro
estd na origem. Primeiramente quando os focos estao no eixo OX e posteriormente
analisamos quando os focos estao no eixo OY'.

Com efeito, sejam ¢,a € R tais que 0 < ¢ < a e suponha que F; = (¢,0), Fy, =
(—c,0) e P = (z,y) € R2

Temos que P € & se, e somente se, d'(P, Fy) + d' (P, F») = 2a. Consequentemente:

d' (P, Fy) +d (P, F) =2a=d((z,y),(c,0) + d((z,y), (—¢,0)) = 2a =

(lz =l +[yl) + (|2 + [ + |y]) = 2a.

Analisemos cada caso:

l.z2>2c,y>0exz > —c:

(Jz—cl+y)+(z4+c+y) =2a =2 —c+y+r+c+y=2a=2x+2y=
20 = y=—x+a.

2.x<c,y>0ex > —c:
(Jz—c+y)+ (z+c|+y]) =2a= —z+c+y+r+ct+y=2a=y=a—-c.
J.rz<c,y>0ex < —c:
(le—c+y)+(z+ecl+y|) =2a= —a+c+y—z—c+y=2a=y=x+a.
4. rz>c,y<0ex > —c

(Jz—cl+y)+(z4+cl+yl)=2a=2—c—y+r+c—y=2a=2x—2y =
20 =y =z —a.

45
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d.r<c,y<lex>—c
(Jz—c+y)+(z+c+|y) =2a= —a4+c—y+ax+c—y=2a=2c—2y=
2a=>y=c—a=—(a—c).

6. r<c,y<lexz<—c:

(Jz—cl+ly)+ (Jz+c|+y]) =2a = —z+c—y—x—c—y=2a= —20—2y =
20 =y =—x —a.

Geometricamente,

a-c

AN

(&)

Figura 3.1: Representacao da elipse com a métrica da soma, eixo OX.

Vejam agora a configuragao da elipse com métrica da soma no caso em que os focos
estao no eixo QY. Para tanto, sejam c,a € R tais que 0 < ¢ < a e suponha que
Fi=(0,¢), [, =(0,—c) e P = (z,y) € R%

Temos que P € & se, e somente se, d'(P, Fy) + d' (P, F») = 2a. Consequentemente:

d' (P, Fy) +d (P, Fy) =2a=d((z,y),(0,¢)) + d((z,y), (0, —¢)) = 2a =

(2] + 1y =) + (Jz] + |y + ¢f) = 2a.

Analisemos cada caso:

l.y>c, x>0ey > —c:
(el +ly—cl)+(z[+ly+c) =2a=a+(y—c)+r+(y+c) =2a=220+2y =
20 = y=—x+a.

2.y<c, x>0ey > —c:
(el +ly—c)+(z[+ly+c) =2a=z—(y—c)+a+(y+c) =2a= 2z +2c=
20 =>r=a—c.

.y<c,z>0ey<—c:
(lzl+ly—c)+(z[+ly+c) =2a=z—(y—c)+az—(y+c) =2a =222y =
20 ==y =1x—a.

4. x>c, y<0ex > —c:

(2] +ly—c)+ (el +ly+c)) =20 = —w+(y—c) -2+ (y+c) = 20 = —20+2y =
20 =>y=x+a.
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d.y<c, x<0ey>—c:

(lz|+ly—c|)+(|z|+|ly+¢c|]) =2a = —2—(y—c) —z+ (y+¢) = 2a = 2c—2x =
2a=r=c—a=—(a—c).

6. y<c, r<0ey<—c:

(2l +ly—c)+ (2l +ly+e)) =20 = —z—(y—c)—z—(y+c) =22 ==
—2r—-2y=2a=y=—x—a.

Geometricamente,

"y

-(a-c) (a-c) X

Figura 3.2: Representacao da elipse com a métrica da soma, eixo OY'.
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Exemplo 3.1. Vamos determinar a equacao da elipse £ com centro na origem, com
os focos Iy = (—3,0) e F; = (3,0) e eixo menor igual a 2.

Pelas informacoes tem-se:

2c=6=c=32b=2=0b=1.

Utilizando a relagdo a = b+ ¢ se obtém a =1+ 3 = 4.

Assim, a equagao desta elipse no espago(R?, d') seré:

2yl + |z +c+ |z —c =2a=2|y|+|z+3|+|x—3]=38

Agora devemos analisar todas as condi¢oes modulares na equacao.

Como
r+3,sex > —3
|x—|—3|—{ —x —3,8¢e r < —3,
=3 = r—3,sexr >3
| —x+3,se < 3,
e
|y|: y,sey =0
—y,se y <0,
tem-se:

(i) Paraxz > -3, >3 ey >0, tem-se 2ly| + [zt + 3|+ |z —3|=2y+2x+3+2x -3 =
2y+x+3+x—3=2y+2xr =38, o0queimplica que y = —x +4. A representacao
grafica, nestas condigoes, é dada por:

Figura 3.3: Elipse £ parax >3 ey > 0.

(ii) Parax > =3,z <3 ey > 0, tem-se 2|y|+|x+3|+|—z+3| = 2y+x+3+(—z+3) =
2y + 6 = 8, o que implica que y = 1. A representacao grafica, nestas condigoes,
¢ dada por :

(iii) Paraz < =3,z >3 ey >0, tem-se 2|y|+|—x—3|+|z—3| =2y—x—3+x—-3 =
2y—6 = 8, o que implica que y = 7. Nota-se que, para < —3 e x > 3 nao existe
interseccao para os valores de x. Portanto, nao existe lugar geométrico para esse
caso.
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Figura 3.4: Elipse £ para -3 <x <3ey > 0.

(iv) Paraxz < =3,z <3ey >0, tem-se 2|y|+|—z—3|+|—2+3| =2y—2r—3—2+3 =

2y — 2x = 8, o que implica que y = x + 4 para x < —3. A representagao grafica,
nestas condicoes, ¢ dada por:

Figura 3.5: Elipse £ parax < -3 ey >0 .
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(v) Paraz > —=3,2 >3 ey <0, tem-se 2|y|+ v+ 3|+ |z —3| = 2y+2r+3+2-3 =
—2y 4+ 2x = 8, o que implica que —y +z =4 < y = x — 4. A representacao
grafica, nestas condigoes, é dada por:

Figura 3.6: Elipse £ paraz > —3 e y < 0.

(vi) Paraz > —3,2 <3 ey <0, tem-se 2| —y|+|z+3|+|—2+3| = —2y+2+3—2+3 =
—2y + 6 = 8, o que implica que —2y = 2 < y = —1. A representacao grafica,
nestas condicgoes, é dada por

Figura 3.7: Elipse € para -3 <z <3ey<0.
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(vii) Parax < —3,2 > 3ey <0, tem-se 2| —y|+|—z—3|+|z+3| = —2y—x—3+2—-3 =
—2y — 6 = 8, o que implica que —2y = 14 < y = —7. Da mesma forma que em
(iii) para x < —3 e x > 3 nao existe intersec¢ao para os valores de z. Portanto,
nao existe lugar geométrico para esse caso.

(viii) Para o < —3,2 < 3 ey < 0, tem=se 2| —y|+|—ax —3|+| -2+ 3| =
—2y—r—3—x+3=—2y—2x =8, oque implicaque —y—r =8 y=—xr—4
para r < —3. A representagao grafica, nestas condigoes, é dada por:

Figura 3.8: Elipse £ para x < —3 e y < 0.

Ao serem unidos os segmentos obtidos nas analises modulares (i), (ii), (iii), (iv),
(v), (vi), (vii) e (viii) da equagao da elipse &: 2|y| + |z + 3|+ |r — 3| = 8, a
representacao geométrica de € no espago métrico (R?,d") pode ser visualizada d
seguinte forma:
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Figura 3.9: Elipse £ em (R?,d').

Analisemos agora uma elipse com o eixo focal paralelo ao eixo OXY e centro C' =
(o, yo) + (0,0). Pode-se adotar o ponto C' = (xg,yp) como a origem de um sistema
cartesiano auxiliar CX'Y” e, cada ponto P = (2/,y') de &, neste sistema auxiliar pode
ser representado também no sistema cartesiano ortogonal OXY como P = (z — g,y —
yo). Nestas condigbes, a equacao de £, que no sistema CX'Y" é escrita como

2ly| + 2"+ c| +|2' — | = 2a

enquanto que no sistema cartesiano ortogonal OXY é reescrita como

20y = yol + [ — w0+ c| + |z — 2o — ¢ = 2a.

Veja a representagao grafica de £ em (R? d') com centro fora da origem(figura 4.6)
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Yo \C= (IU»Z/O /

0=(00) 7

Figura 3.10: Elipse £ em (R?,d’), com centro fora da origem .

De maneira analoga, se £ possuir o eixo focal paralelo ao eixo OY e centro C =

(o, y0) # (0,0) sua equagdo, escrita em coordenadas do sistema cartesiano auxiliar
CX'Y'" & dada por:

212"+ |y + |+ 1y — ] = 2a

enquanto que no sistema cartesiano ortogonal OXY esta equacao é reescrita como

2z — x|l + |y —yo + |+ |y —yo — ¢ = 2a.

Exemplo 3.2. Determinemos a equagao de uma elipse £ de centro C' = (2,3), com
reta focal medindo 10, paralela ao eixo OY, e reta nao focal medindo 4, no espaco
métrico (R?, d’). Considerando que sua reta focal mede 10, tem-se que 2a = 10, o que
implica que a = 5. Sabe-se ainda que sua reta nao focal mede 4, o que implica que
b=2. Como a = b+ ¢ (na métrica da soma) tem-se c =a—b=5—2=3. Como &
possui centro C' = (2, 3) fora da origem de OXY sua equagao é dada por

2y — yo| + |x — 2z + | + |z — 2. — | = 2a.

Assim
E2y—3|+]lz—24+3|+[jz—2-3|=25=

E:2ly =3+ |z + 1]+ |z — 5| = 10.

A representagao grafica de £ no espago métrico (R? d’) ¢ apresentada na figura
4.11. Note que foram omitidas as anélises modulares pois sao semelhantes ao que foi
feito no caso anterior.
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Figura 3.11: Elipse do exemplo 3.2

Exemplo 3.3. Dados os focos F; = (2,4) e F; = (3,6), encontremos o conunto de
pontos (z,y) do plano que atenda & equagao: d'(M, Fy) + d' (M, Fy) = 5.

Ouseja, |t — 2|+ |y —4| + |z + 3|+ |y —6| =5

Analisando a equacgao acima, temos os seguintes casos:

e r<2ecey>4:x+y=0>.
e r<2ed<Ly<6:x=1.
er>2ey=>6:—x+y=>5.

e 2<rx<3ey>4:y=3.

2<x<3ed<y<6:3=05. (Nao existe solugao)

2<x<3ey>6:y=".
e r>3ey<d:iz—y=0.
e r>3ed<y>6:x=4.

e r>3ey>6:x+y=10.

Tomando agora as solugoes das equacoes anteriosres com suas respectivas condi¢oes
e tracando em um sistema de eixos cartesianos teremos a representagao grafica dessa
elipse, a saber:
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Figura 3.12:

Elipse do exemplo 3.3
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3.2 Hipérbole

Hipérbole H de focos Fi e F; é o conjunto dos pontos P do plano cujo valor absoluto
da diferenca entre as distancias de P a F} e a F, é igual a uma constante 2a > 0. Sendo
2a > 0, entao

H:={PcR*:|D(P,F\) — D(P, F,)| = 2a}.

A seguir apresentamos um tratamento para a hipérbole considerando a métrica d’,
da soma, e apresentamos sua configuragao geométrica via esta métrica, quando o centro
estd na origem. Primeiramente quando os focos estao no eixo OX e posteriormente
quando os focos estao no eixo OY'.

Suponha que F; = (¢,0), Fy = (—¢,0) e P = (z,y) € R

Temos que P € H se, e somente se, |d'(P, F}) — d' (P, Fy)| = 2a, assim:

|d'(P, 1) = d'(P, Fy)| = 2a = |d'((z,y), (c,0)) — d'((z,y), (=, 0))| = 2a =

(lz = [ + ]y = 0) = (Jo = (=0)[ + |y = O])| = 2a =
(|2 =l +[y]) = (Jz + [ + |y)] = 20 &
||z —c| —|z+c|| =2a <

lt —c|—|x+¢ = 2a (ramo direito de H)
ou
|t —c|—|x+¢ = —2a (ramo esquerdo de H)

Agora, para |z — ¢| — |z + ¢| = 2a temos:

e x—c>0ex+c>0:(v—c)—(rv+¢c) =2a = —c—c=2a= —2c=2a=c= —a,
e este caso nao contribui para a solucao.

er—c>0cz+c<0:(x—c)—(—(r+¢) =2a=2r=2a= 2 =a.
er—c<0ezx+c>0:—(x—c)—(r+c¢)=2a= —2r=2a= 1= —a.

e r—c<0ex+c<0:—(v—c)—(—(2+c¢)) =2a = c+c=2a = 2c =2a = c=a,
e este caso nao contribui para a solugao.

Por outro lado, para |z — ¢| — |z + ¢| = —2a temos:

er—c>0ex+c>0:(z—c)—(x+c)=-2a= —c—c=—-2a= —2c=2a=
¢ = a, e este caso nao contribui para a solucao.

er—c>0ex+c<0:(x—c)—(—(x+¢) =-2a=2r=—-2a=1r=—a.
er—c<0ezx+c>0:—(x—¢c)—(r+c¢)=—-2a= -2z =—-2a= 2 =a.

er—c<0ex+c<0:—(x—c)—(—(xr+¢)=—-2a=c+c=—2a=2c=
—2a = ¢ = —a, e este caso nao contribui para a solucao.
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Consequentemente, P = (z,y) € H se , e somente se,

x = a (ramo direito de H)
ou
xr = —a (ramo esquerdo de H)

Geometricamente,

Figura 3.13: Representagao da hipérbole com a métrica da soma, focos no eixo OX.
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Agora analisamos a hipérbole quando o centro esta na origem e os focos no eixo
OY . Para tanto, considere os focos I} = (0,¢), Fy = (0, —c) e P = (z,y) € R
Temos que P € H se, e somente se, |d' (P, Fy) — d'(P, F3)| = 2a, consequentemente:

|d'(P, Fy) — d' (P, F3)| = 2a = |d'((2,y),(0,¢)) — d'((z,y),(0, —¢))| = 2a =

(2l +ly = cl) = (el + [y + )| = 20 =
ly—cl=ly+cll=2a &
ly—c|—|y+c¢ = 2a (ramo direito de H)

ou

ly—c|—|ly+c = —2a (ramo esquerdo de H)

Fazendo um estudo analogo ao caso em que os focos no eixo OX segue que: P =
(x,y) € H se, e 80 se,

y = a (ramo direito de H)
ou
y = —a (ramo esquerdo de H)

Geometricamente,

Figura 3.14: Representagao da hipérbole com a métrica da soma, com focos no eixo

oY.
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Exemplo 3.4. Vamos determinar a equacao de uma hipérbole H com os focos F; =
(=5,0) e Fy, = (5,0) e eixo real igual a 8 no espago métrico (R?, d’) e representar
geometricamente esta figura em (R?, d').

Como seu eixo real mede 8 unidades, entao, tem-se 2a = 8 = a = 4. Como os focos
sao F; = (—5,0) e F, = (5,0), entdo, tem-se o centro da hipérbole na origem do sistema
OXY e focos pertencentes ao eixo OX. Logo, pela analise realizada anteriormente a
equagao dessa hipérbole é dada por:

H:|lx+5—|z—5]=8«

r = 4 (ramo direito de H)
ou
r = —4 (ramo esquerdo de H)
y
Py i
5 5 x

Figura 3.15: Hipérbole do exemplo 3.4

Vamos explorar agora o caso em que a hipérbole H esta com o eixo real paralelo ao
eixo OX e centro C' = (z9,y0) # (0,0). Como pode ser visualizado na figura seguinte,
pode-se adotar o ponto C' = (zg, o) como a origem de um sistema cartesiano auxiliar
CX'Y' e, para P de H sera representado também no sistema cartesiano ortogonal
OXY como P = (x — o,y — Yo)-

Nestas condigoes a equagao de H, que no sistema CX'Y” é escrita como ||z’ — ¢| —

|z’ + ¢|| = 2a podera ser representada em coordenadas do sistema cartesiano ortogonal
OXY como:

H:||lzr—x9—c| — |r—x0+ || = 2a.
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Figura 3.16: Hipérbole em (R? d’) com centro fora da origem.

Veja a representagao gréfica da hipérbole no espago (R?, d’) e centro fora da origem

De maneira analoga, se H possuir o eixo real paralelo ao eixo OY e centro C =
(x0,Y0) # (0,0) sua equagao, escrita em coordenadas neste sistema sera H: ||y’ — ¢| —
|y + ¢|| = 2a, a qual, transcrita para coordenadas no sistema cartesiano ortogonal
OXY passaré a ser representada por

Holly—yo—c| = |y —yo+c|| = 2a.

Exemplo 3.5. Vamos agora determinar a equagao da hipérbole H com centro C' =
(2,3), eixo real com medida 8, paralelo ao eixo 0X, e eixo imaginario com medida 2.

Pelo exposto, H é uma hipérbole com centro fora da origem do sistema cartesiano
ortogonal OXY e eixo real paralelo ao eixo OX. Desse modo, a equacao de H sera
dada por

H:||lx—x9—c| — |r—x0+ || = 2a.

Como o eixo real tem medida 8, entao, tem-se 2a = 8 = a = 4. Sabendo que o
eixo imaginario tem a medida 2, em outras palavras, 2b = 2, tem-se que b = 1. Pela
relacdo ¢ = a + b, obtém-se ¢ = 4+ 1 = 5. Em decorréncia disto, tem-se F; = (7,3) e
F, =(-3,3).

Logo, a equacao de H sera:

H:lltr—2-5]—|z—2+5||=8=

Hille—7—|z+3|] =8

A representagao grafica de H:||z — 7| — |z + 3|| = 8, em (R?,d’), é apresentada na
figura seguinte.
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Figura 3.17: Hipérbole do exemplo 3.5.

Exemplo 3.6. Dados os focos F; = (0,0) e I, = (2, —3), determinemos os pontos que
atendem a equacao: d'(M, Fy) — d'(M, F») = 2.
Nestas condicoes temos, temos entao:
o] + 1y — 4] = |z = 2[ = [y + 3[| = 2.

Anaisando essa equagao, chega-se aos seguintes casos:

r < 2ey < —3 (nao existe solugao)

r<0e—-3<y<O0:
=y=—-T7/2o0uy=-3/2=y=-3/2.

x < 0ey >0 (nao existe solucao)

0<zr<2ey< -3=zx=120uz=-3/2=y=1/2.

e 0<r<2e—-3<y<0
=x—y="7/2(c)ouzx—y=3/2

°
N

0<z<2ey=20=ax=7/20uz=3/2=2=23/2
e > 2ey < —3(nao existe solugao)

e T

WV

2e -3<y<0

=y=-3/2ouy=1/2=y=-3/2.

<

\%

e > 2 ey > 0(nao existe solugao)
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Tomando agora as solugoes das equacoes anteriores com suas respectivas condigoes
e tracando em um sistema de eixos cartesianos teremos a representacao grafica dessa
hipérbole na figura 4.18.

Figura 3.18: Hipérbole do exemplo 3.6
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3.3 Parabola

Sabemos que a parabola P de foco F' e reta diretriz r é o conjunto dos pontos P
do plano cujas distancias de P a F' e a r sao iguais, ou seja,

P .= {PeR>: D(P,F) = D(P,r)}.

A seguir apresentamos um tratamento para a parabola considerando a métrica d’,
da soma, e apresentamos sua configuragao geométrica via esta métrica.

Primeiramente, lembremos que a distancia entre um ponto P e uma reta r é a
menor distancia entre estes dois objetos e pode ser obtida calculando-se a distancia de
P ao pé da perpendicular a r por P. Assim, se () é a intersecao da reta perpendicular
a r passando por P, entao, D(P,r) = D(P,Q).

retar

Figura 3.19: Projecao ortogonal de P a reta r.
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Vejamos a configuracao da pardbola em que seu foco esté no eixo OX. Com efeito,
suponha que o foco F' esteja no eixo X, digamos F' = (p,0) e a reta diretriz seja dada
por r:x = —p.

Temos que P = (z,y) € P se, e somente se, d' (P, F') = d'(P,r). Veja que neste caso
d(P,r):=d(P,Q)em que Q = (—p,y). Consequentemente:

d(P,F)=d(P,r)= d(P,F)=d(P,Q) =
d((z,y), (p,0)) = d'((x,y), (=p.y)) =
[z =pl+ly =0l =z = (=pl+ly -yl =
[z —pl+ [yl = |z +pl =

ly| = |z +p| — |z — pl.

Desta maneira, com essa métrica d’, temos nesse caso:

P={(z,y) eR*: |y| = |z +p| — |z — p[}.

Analisemos o comportamento.

1.

Sey>0,x>—pex>p, temos:
yl=lr+pl—lz—pl=y=v+p—(x—p) =2p=y=2p.

.Sey>0,x>—pex<p, temos:

yl=lz+pl—lz—pl=y=a+p—(—(z—p) =22=y =2z
Sey >0,z < —pex>p, temos:
yl=lz+pl—lz—pl=y=—-(+p)—(z-p) =20 =y=—2z
Sey>0,z< —pex<p, temos:
yl=le+pl—lz—pl=y=—(@@+p) - (=(z—-p)) ==y =—2p
Sey<0,r>—pex>p, temos:
yl=lz+pl—lz—pl=-y=a+p—(r-p) =2p=y=-2p
Sey<0,z>—pex<p, temos:
yl=lz+pl—lz—pl=-y=a+p-(—(r-p)=22=y= 2z
Sey<0,z<—pex>p, temos:
yl=le+pl—lz—pl=-y=—(r+p)—(r—p =-22=y=2r
Sey<0,z< —pex<p, temos:
yl=lz+pl—lz—pl=—y=—-(x+p) - (=(x—-p))=-2p=y=2p

Geometricamente,
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rex=-p Y

F=(p.0) X

Figura 3.20: Representagao da parabola com a métrica da soma, com foco no eixo OX.

Agora analisaremos configuracao da parabola em que seu foco estd no eixo OY.
Com efeito, suponha que o foco F' esteja no eixo OY, digamos F' = (0,p) e a reta
diretriz seja dada por r :y = —p.

Temos que P = (z,y) € P se, e somente se, d' (P, F') = d'(P,r). Veja que neste caso
d(P,r):=d(P,Q) em que @ = (z,—p). Consequentemente:

d(P,F)=d(Pr)=d(P,F)=d(P,Q) =
d'((z,y),(0,p)) = d'((x,y), (v, —p)) =
[ = 0[+ [y —pl =z —z[+]y— (-p)| =
[+ [y —pl =y = (=p)| =

x| =y +pl — |y — pl.

Desta maneira, com essa métrica d’, temos nesse caso:
Po={(z,y) €R*:|z| = [y +p| - |y —pl}.
Analisemos o comportamento.

1. Sex >0,y > —pey>p, temos:
zl=ly+pl—ly—pl=2z=y+p—(y—p) =2p=2=2p.
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2. Sex>0,y>—pey<p, temos:

[z =ly+pl—ly—pl=z=y+p—(-(y—p) =2y=2=2y
3. S5ex >0,y < —pey > p, temos:

[Z|=ly+pl=ly—pl=2=-(y+p) - (y—p)=-2y=2=-2.
4. Sex >0,y < —pey < p, temos:

[z =ly+pl—ly—pl=2=—-(y+p) —(=(y—p) = 2= 2=-2p
5. Sex <0,y > —pey>p, temos:

[z =ly+pl=ly—pl=-v=y+p—(y—p)=2p=2=-2p
6. Sex <0,y >—pey<p, temos:

[zl =ly+pl—ly—pl=-—z=y+p—(-(y—p) =2y =>2=-2y
7. Sex<0,y<—pey>p, temos:

[z =ly+pl—ly—pl=—2=—(y+p)—(y—p)=-2y=2=2
8. Sex <0,y < —pey<p, temos:

z|=ly+p|—ly—pl=-2=—(y+p) —(=(y—p)) = -2p=1=2p

Geometricamente,

F=(0,p)

Figura 3.21: Representacao da pardbola com a métrica da soma, com foco no eixo OY'.
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Os demais casos sao analisados de modo anélogo.

Exemplo 3.7. Vamos determinar em (R?* d’), a equagao da pardbola com vértice na
origem do sistema coordenado OXY e reta diretriz x = —2.
Dado vértice da parabola na origem do sistema OXY', tem-se V' = (0,0) e a distan-

cia de V' até a reta diretriz r = 2, logo, g = 2. Desse modo tem-se F' = (2,0). Dado

um ponto P = (z,y) da parabola tem-se:

d(P,F)=d(Pr)=
[z =2l +ly—0[=lz—(=2)[+ly -yl =
|z =2|+ |yl =z +2| =
lyl =z +2| - |z - 2|

Uma vez que

B T+2,8e x> -2
|x+2|—{ —r—2sex < —2,

bem como
-2 = r—2,sexr =2
| —x+2,se T < 2,

e ainda

y,sey =0

=19 _
y,se y < 0,
analisando, separadamente, cada condi¢cao modular, tem-se:
(i) Paraz > 2,2 > 2ey 2 0, tem-se |y| = [z + 2| — |z —2|=2+2— (v — 2) =

y=x+2—x+2=4, o0 que implica que y = 4. A representagao gréfica, nestas
condicoes, é apresentada por:

N — — — = = = — — — —

Figura 3.22: Parabola P paraxz > 2ey > 0.
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(ii) Parax > -2, <2ey >0, tem-sely| = |z +2| —2x+2=2+2— (-2 +2) =
r+2+x—2=2x, o que implica que y = 2z. A representacao grafica, nestas
condicoes, é apresentada por:

NG o o

Figura 3.23: Pardbola P para -2 < x <2ey > 0.

(ili) Parax < =2,z >2ey >0, tem-se |y| = [z +2|— | —2+2| = —2—-2—(z—-2) =
—r —2—x+ 2= —2x, o que implica que y = —2x. Nota-se que, para r < —2,
e r > 2 nao existe intersecao para os valores de x. Portanto, nao existe lugar
geométrico para este caso.

(iv) Paraz < —2,x <2ey >0, tem-se |y| = [z+2|—|—2+2| = —2—-2—(—2+2) =
—r —2+x—2=—4, o que implica que y = —4 para x < —2. Mas, da condicao
inicial y > 0 o que é impossivel para a reta y = —4. De maneira anédloga a
anterior, nao existe lugar geométrico para este caso.

(v) Paraxz > —2,x > 2ey <0, tem-=se |y = |z +2|— |z -2 =2+2—(x —2) =
r+2—x+2=4, 0 queimplica que —y =4 < y = —4. A representacao grafica,
nestas condigoes, é apresentada por:
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N
x

—————— - - - -

Figura 3.24: Parabola P parax <2ey < 0.

(vi) Parax > =2,z < 2ey < 0, tem-se |y| = |z +2|—|—2z+2|=2+2—(—x+2) =
x4+ 2+ x— 2, 0 que implica que —y = 2z < y = —2x. A representagao grafica,
nestas condigoes, é apresentada por:

N
x

e —

Figura 3.25: Pardbola P para —2 <z <2ey <0.

(vil) Paraz < =2,z >2ey <0, tem-se |y| = |—z—2|—|jz—2|=—2—-2—(z—2) =
—x—2—1x+2, 0 que implica que —y = —2z < y = 22. Da mesma forma que em
(iii) para x < —2 e = > 2 nao existe interse¢ao para os valores de x. Portanto,
nao existe lugar geométrico para este caso.

(viii) Parax < =2, x <2ey <0, tem-se |y| = |z+2|—|—2+2| = —x—-2—(—2+2) =
—xr — 242 — 2, 0 que implica que —y = —4 & y = 4 para x < —2. Da mesma
forma que em (iv), da condigao inicial ¥ < 0 o que é impossivel para a reta y = 4.
De maneira analoga ao anterior, nao existe lugar geométrico para este caso.

Ao serem unidos os seguimentos obtidos nas anélises modulares (i), (ii), (iii), (iv),
(v), (vi), (vii) e (viii) da equagao da parabola P:|y| = |z + 2| — |z — 2|, a representagao
geométrica de P no espago métrico (R?, d') pode ser visualizada da seguinte maneira:
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F=(2,0)

e ()

Figura 3.26: Parabola |y| = |z + 2| — |x — 2| em(R?,d').

Exemplo 3.8. Considerando P = (z,y) um ponto qualquer da paréabola P cujo vértice
eV = (xo,90) # (0,0) e o foco F' = (g, yo + g), ou seja, o segmento F'V é paralelo ao
eixo das ordenadas, a diretriz, em relacao ao sistema auxiliar VXY’ é a reta d : ¢y =

Yo — g e a projecao ortogonal de P sobre a diretriz d é o ponto D = (2, yo — g) Note
que o vértice V esta fora da origem do sistema cartesiano OXY e por isso, conforme

visto anteriormente, utiliza-se um sistema auxiliar de eixos coordenados V' X'Y”. Desse
modo, é possivel representar quaquer ponto P = (z/,y") de P, escrito como coordenadas
de VX'Y’ como um ponto escrito em coordenadas de OXY temos P = (x — xq, y — Yo-
A equacao da parabola , em coordenadas do sistema auxiliar VX'Y” é escrita como:

/ ;P ;P

=1y + 51 =1y =5l

Ao representa-la em coordenadas do sistema cartesiano ortogonal OXY', obtém-se:

T Py . P
|z —x0| = |y yo+2| [y — o 2|'

A equagao anterior apresentada é uma generalizacao da equacao da parabola com a
reta diretriz perpendicular ao eixo QY do sistema OXY', pois, caso o vértice dessa
pardbola coincida com a origem do sistema cartesiano ortogonal, basta considerar

([Eo, yO) - (07 O)
Caso P = (x,y) seja um ponto qualquer de P cujo vértice é V' = (9, o) # (0,0)

e o foco F' = (xg + g, o), ou seja, o segmento 'V é paralelo ao eixo OX, a diretriz,

em relacao ao sistema auxiliar VXY’ é areta d:y = xo— g e a projegao ortogonal

de P sobre a diretriz d é o ponto D = (g — 2—9, y'). De maneira analoga a anterior, a

equagao P, representada em coordenadas do sistema auxiliar VXY’ é dada por:
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Figura 3.27: Parabola (R? d').

°|
5l
O que em coordenadas do sistema cartesiano ortogonal OXY é representada por

p
I =l + 2] — o -

p p
Iy—yol=|x—xo+§|—|x—xo—§l.

Exemplo 3.9. Dados foco F = (0,2) e diretriz como sendo a reta L : y = —3,
determinemos os pontos M = (x,y) do plano que atendem & equagao d'(M,F) =

d(M,L).
Nestas condigoes temos,
[z = 0[+ [y —2[ =y + 3.
Anaisando a equacgao acima, temos os seguintes casos:
e r<ley<—3:
= x = 5.(Nao existe solu¢ao)

e r<0e—-3<y<2:
=x+2y=-—1

e r>0ey=>2:
=z = —5.(b)

er>0ey<—3:

= x = —5.(nao existe solugao)
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e r>0e—-3<<y<2:
=z —2y=1

erx>0ey=>2:

= xr =35.

Deste modo podemos vizualizar a parabola na figura a seguir.

.

Figura 3.28: Pardbola do exemplo 3.9

No capitulo seguinte abordaremos as conicas usando a métrica do méaximo.
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4.1 Elipse

Sabemos que a elipse £ de focos F} e Fy é o conjunto dos pontos P do plano cuja
soma das distancias a F} e F, é igual a uma constante 2a > 0, maior do que a distancia
entre os focos 2¢ > 0. Sendo 0 < ¢ < a e D(F}, Fy) = 2¢, entao

E={Pen:DP F)+ D(P F) =2a}.

A seguir apresentamos um tratamento para a elipse considerando a métrica d”’, do
maximo, e apresentamos sua configuragao geométrica via esta métrica.

Primeiramente analisemos a elipse com focos no eixo OX. Com efeito, sejam ¢, a €
R tais que 0 < ¢ < a e suponha que Fy = (—¢,0), Fy = (¢,0) e P = (z,y) € R%

Temos que P € & se, e somente se, d’(P, Fy) + d"(P, F») = 2a.

Por outro lado, temos:

d'(P,F) = d'((z,y), (~¢,0)) = max{|z + . [y}

d"(P, Fy) = d"((x,y), (¢,0)) = max{|z — ¢, [y[}.

Consequentemente,

d”((l‘, y)v (_C7 0)) + d”(([E, y>’ (Cu O)) =2a

implica que

max{|z — (=), [y — O} + max{[z —¢[, |y = O} = 2a =

max{|z + ¢, [y[} + max{|z — |, [y|} = 2a.

Analisemos cada caso com relagdo a maxibilidade entre os elementos:

[z +cf |z —cf eyl

Caso (I). max{|z + [, [y[} = |y| = max{le — ¢, [y}:

max{|x + ¢, [y} + max{[z — [, |y} = 2a =
lyl + 1yl =2a =2yl =2a = |yl =a=y=*ta

73
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Figura 4.1: Caso I - elipse com focos no eixo OX via métrica d”.
Caso (II). max{|z + ¢, |[y|} = [y e max{|z — |, [y|} = |z — ¢[:

max{|z + ¢f, |y[} + max{[z — |, |y[} = 20 =

ly| + |z — ¢| = 2a.
Analisemos a equagao modular acima:

e Sey>0ex—c>0, temos:
ly| + |z —c|=2a=y+r—c=2a=y=—2+ (2a +c).
e Sey>0ex—c<0, temos:
lyl+lx—cl=2a=y—z+c=2a=y=x+ (204 —¢).
e Sey<0ex—c>0, temos:
ly|+|z—c| =2a = —y+r—c=2a= —y = —x+(2a+c) = y = x—(2a+c).
e Sey<0ex—c<0, temos:
ly|+|z—c| =2a= —y—x+c=2a= —y=2+(2a—c) = y=—x—(2a—c)

Geometricamente obtemos:
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Figura 4.2: Caso II - elipse com focos no eixo OX via métrica d”.
Caso (IIT). max{|z + ¢|, |y|} = |z + ¢| e max{|x — ¢|, |y|} = |y|:

max{|z + ¢f, |y[} + max{[z — |, [y[} = 20 =

|z + ¢| + |y| = 2a.
Analisemos a equagao modular acima:

e Sex+c¢>0ey >0, temos:
lz+cl+lyl=2a=2+c+y=2a=y=—2+ (20 —c).
e Sex+c>0ey <0, temos:
lz+c|+ |yl =20 = x+c—y=2a= —y=—2+(2a—c)=y=x—(2a—c).
e Sex+c<0ey >0, temos:
lz+c+y=2a=—2r—c+y=2a=y=2+(2a+c).
e Sex+c<0ey<0, temos:
lz+e|+yl =20 = —x—c—y =2a = —y = x+(2a+c) = y = —x—(2a+c).

Geometricamente obtemos:
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Figura 4.3: Caso III - elipse com focos no eixo OX via métrica d”.
Caso (IV) max{|z +¢|,|y|} = |z + ¢| e max{|z — ¢, |y|} = |z — ¢|:

max{|z + ¢f, |y[} + max{[z — |, [y[} = 204 =

|z +¢| + |z — ¢| = 2a.
Analisemos a equagao modular acima:

e Sex+c>0ex—c>0,entao:
lt+cl+]r—c=2a=a+c+r—c=2a=>2x=2a=2x=0a

e Sex+c>0ex—c<0,entao:
lz+cl+|z—c=2a=c+c—x+c=2a=2c=2a= c=a,oqueé
absurdo, logo a solugao para este caso é vazia.

e Sex+c<0ex—c>0 entao:
lz+c|+|x—¢c=2a= —x—c+r—c=2a= —2c=2a= —c=a, 0 que
¢é absurdo, logo a solugao para este caso é vazia.

e Sex+c<0ex—c<0 entao:

lz+c+|lr—c=2a=—-2r—c—r+c=2a= —2r=2a= 1= —a.

Geometricamente obtemos:



Elipse 7

Figura 4.4: Caso IV - elipse com focos no eixo OX via métrica d”.

A seguir apresentamos um tratamento para a elipse considerando a métrica do
maximo, d”, e apresentamos sua configuracao geométrica via esta métrica para o eixo
oY.

Sabemos que a elipse £ de focos Fi e Fy» é o conjunto dos pontos P do plano cuja
soma das distancias a F e F; é igual a uma constante 2a > 0, maior do que a distancia
entre os focos 2¢ > 0. Ou seja, sendo 0 < ¢ < a e D(Fy, Fy) = 2¢, entao

E={Pen:DP F)+ D(P F) =2a}.
Suponha que F; = (0,—c), Fy; = (0,¢). Temos que P € & se, e somente se,

d"(P, Fy) + d"(P, Fy) = 2a.
Por outro lado, temos:

d"(P, Fy) = d"((x,y), (0, —¢)) = max{|x + |, [y}

d"(P, Fy) = d"((z,y), (0, c)) = max{|x — |, [y[}.

Consequentemente,

d"((x,y), (0, =) + d"((z,y),(0,¢)) = 2a

implica que

max{|z — 0], ly + ¢|} + max{|z — 0], |y — c|} = 2a =

max{|z[, [y + ¢} + max{[z], |y — [} = 2a.

Analisemos cada caso com relagao a maxibilidade entre os elementos:

2], [y +cl ey —cl
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Caso (I). max{|z[, |y + [} = || = max{|z[, [y — c|}:

max{|z|, [y + ¢} + max{|z[, |y — [} = 20 =

|z + |z| = 2a = 2|z| =20 = |z| = a = x = +a.

Geometricamente obtemos:

Figura 4.5: Caso I - elipse com focos no eixo OY via métrica d”.
Caso (II). max{|z|, |y + c[} = |z| e max{|z|, |y — [} = |y — ¢|:

max{|z|, |y + ¢} + max{[z], |y — ¢} = 20 =

|z + [y — ] = 2a.
Analisemos a equagao modular acima:

e Sex>0ey—c>0,entao:

| +ly—c=2a=z+y—c=2a=y=—x+ (2a+c).
e Sex>0ey—c<0, entao:

| +ly—c|=2a=2—-y+c=2a=y=2— (20 —c).
e Sex <0ey—c>0,entao:

x| +|ly—c=2a=—2+y—c=2a=y=x+ (2a+ ¢).
e Sex <0ey—c<0, entao:

lz|+ly—cl=2a= —x—y+c=2a=y=—x—(2a —c).

Geometricamente obtemos:
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Ve

Figura 4.6: Caso II- elipse com focos no eixo OY via métrica d”.
Caso (III). max{|z|, |y + c|} = |y + c| e max{|z[, [y — c|} = |=]:

max{|z|, [y + c|} + max{|z[, [y — c|} = 20 =

|y + el + |2| = 2a.

Analisemos a equagao modular acima.
eSey+c>0ex>0,entdo ly+cl+z]=2a=>y+c+zr=2a=y=
-2+ (2a — ¢).

e Sey+c>0ex<0,entdo ly+c|+|z]=2a=>y+c—x=2a=y=
T+ (2a — c¢).

e Sey+c<0ex>0,entdo |y+cl+|z]=2a= —y—c+r=2a=y=
x — (2a + c).

e Sey+c<Oex<O0,entdo |y+cl+|z|=2a= —y—c—r=2a=y=
-z — (2a+¢).

Geometricamente obtemos:
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Figura 4.7: Caso III- elipse com focos no eixo OY via métrica d”.
Caso (IV). max{[z[, |y + [} = [y + ¢| e max{[z[, |y —c[} = |y — c|:

max{|z|, [y + c|} + max{|z[, [y — c|} = 20 =

ly+cl+ly —cf = 2a.
Analisemos a equagao modular acima:

e Sey+c>0ey—c>0, entao
ly+cl+ly—cl=2a=y+c+y—c=2a=2y=2a=y=na.

e Sey+c>0ey—c<0,entao
ly+cl+ly—c=2a=y+c—y+c=2a=2c=2a= c=a,oqueé
absurdo, e a solugao para este caso é vazia.

e Sey+c<0ey—c>0, entao
ly+cl+ly—cl=2a=—y—c+y—c=2a= —2c=2a= —c=a, oque
¢ absurdo, e a solugao para este caso ¢ vazia.

e Sey+c<0ey—c<0entao
ly+ecl+ly—cl=2a=-y—c—y+c=2a= —2y=2a=y=—a.

Geometricamente obtemos:
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Figura 4.8: Caso IV - elipse com focos no eixo QY via métrica d”.

4.2 Hipérbole

Hipérbole H de focos Fi e F; é o conjunto dos pontos P do plano cujo valor absoluto
da diferenca entre as distancias de P a F} e a I3 é igual a uma constante 2a > 0.
Sendo 2a > 0, entao

H:={PcR?:|D(P,F,) — D(P,F,)| = 2a}.

A seguir apresentamos um tratamento para a hipérbole considerando a métrica do
maximo, d”, e apresentamos sua configuracao geométrica via esta métrica.

Primeiramente vamos fazer a anélise da hipérbole que tem focos no eixo OX. Para
tanto, suponha que F; = (—c,0), Fy = (¢,0) e P = (z,y) € R%

Temos que P € H se, e somente se, |d"(P, Fy) — d"(P, Fy)| = 2a.

Por outro lado, temos:

d"(P, Fy) = d"((,y), (=¢,0)) = max{|z + |, [y}

d"(P, Fy) = d"((z,y), (¢, 0)) = max{|x — |, [y[}.

Consequentemente,

|d"((z,y), (=¢,0)) = d"((z,y), (¢, 0))| = 2a

implica que

| max{[z + ¢, |y[} — max{[z — ], [y[}] = 2a.

Analisemos cada caso com relagao a maxibilidade entre os elementos:

|z +cf, [x —cf eyl
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Caso (I). max{|z + [, [y[} = |y| = max{lz — ¢, [y}:

| max{|z + ¢, |y[} — max{[z — |, |[y[}] = 2a =

lyl = lyll = 2a = 0 = 2a.
Logo, neste caso, nao ha como definir uma hipérbole.

Caso (II). max{|z + ¢/, |y|} = |y| e max{|x — ¢|, |y|} = |z — ¢|:

| max{|z + cf, |y[} —max{[z — ], |[y[}] = 2a =

lyl =z = |l = 2a =

ly| — | —¢| =2a ou |y| — |z — ¢| = —2a.
Analisamos cada caso separadamente:

ly| — |z — ¢| = 2a para essa equagao modular temos
e Sey>0ex—c>0,entao
lyl =z —¢c|=2a=y—x+c=2a=y=2x+ (2a — ).
e Sey>0ex—c<0,entao
lyl =z —¢c|=2a=y+a2—c=2a=y=—x+ (2a + ).
e Sey<0ex—c>0,entao
ly =z —¢c/=2a= —y—zr+c=2a=-y=a+2a—c) = y=
—x — (2a — ¢).
e Sey<0ex—c<0,entao
ly — |z —c|=2a= —y+ar—c=2a=y=a—(2a+c).
ly| = |z — ¢| = —2a para essa equagdo modular temos
e Sey>0ex—c>0,entao
lyl =z —¢cl=-2a=y—a+c=—-2a=y=x—(2a+c).
e Sey>0ex—c<0, entao
ly — |z —¢cl=-2a=y+ar—c=—-2a=y=—x—(2a—c).
e Sey<0ex—c>0,entao
lyl =z —¢cl=-2a=—y—x+c=—-2a=y=—x+ (2a + ).
e Sey<0ex—c<0,entao
lyl =z —¢c|=-2a= —y+a2—c=—-2a=y=x+(2a — c).
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Figura 4.9: Caso II- hipérbole com focos no eixo OX via métrica d”.
Caso (III). max{|z + ¢|, |y|} = |z + ¢| e max{|x — ¢|, |y|} = |y|:

| max{|z + ¢, |y[} — max{[z — ], |[y[}] = 2a =

o+l — lyll = 20 =

|z +¢| — |y| = 2a ou |x + ¢| — Jy| = —2a.

Analisamos cada caso separadamente:

|z + ¢| — |y| = 2a: para essa equagao modular temos
e Sex+c>0ey >0, entao
lt+ecl—|y=2a=x+c—y=2a=y=1x—(2a—c).
e Sex+c>0ey<0,entao
lz+cl—ly=2a=04+c+y=2a=y=—2+ (20 —c).
e Sex+c<0ey>0,entao
lt+cl—|y=2a=—2—c—y=2a=y=—x—(2a+c).
e Sex+c<0ey<0,entao
lt+c—|yl=2a=—2x—c+y=2a=y=a+(2a+c).
|z + ¢| — |y| = —2a: para essa equagao modular temos
e Sex+c>0ey >0, entao
lt+cl—|y=-2a=a2+c—y=-2a=y=x+ (2a+c).
e Sex+c>0ey<0,entao
lz+c—ly=—2a=2r+c+y=—-2a=y=—v—(2a+c).
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e Sex+c<0ey >0, entao
lz+c—|yl=-2a=—2r—c—y=—-2a=y=—-x+(2a—c).

e Sex+c<0ey<0,entao
lz+c—ly=—2a=—2x—c+y=—-2a=y=2— (20 —c).

27N

Figura 4.10: Caso III- hipérbole com focos no eixo OX via métrica d”.

Caso (IV) max{|z + ¢, [y|} = [z + ¢ e max{[z —¢|, |y[} = |& —¢|:

max{|z + cf, |y[} + max{[z — |, [y} = 2a =

|z +c| =]z —¢|| =2a=

|z +c¢|—|x—cl=2ao0ulz+c|—|z—c=—2a.

|z + ¢| — |x — ¢| = 2a: para essa equacao modular temos

e Sex+c>0ex—c>0,entao
lt4cl—|zv—c=2a=2x+c—2x+c=2a=2c=2a=c=a,o0queé
absurdo, e a solugao para este caso ¢é vazia.

e Sex+c>0ex—c<0,entao
lt+c—|lz—¢cl=2a=2+c+r—Cc=20a=2r=20=1=a.

e Sex+c<0ex—c>0,entao
lz+c|—|r—¢c=20a=—2—c—2r+c=2a= —2x=20a= 2= —a.

e Sex+c<0ex—c<0,entao
lt+c -]z —c =20= —x—c+x—c=2a= —2c=2a,o0queé
absurdo, logo a solugao para este caso é vazia.
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|z + ¢| — |z — ¢| = —2a: para essa equac¢ao modular temos
e Sex+c>0ex—c>0,entao
lt+c—|r—c=-2a=2x+c—x+c=—-2a=2c=—2a=c= —a,
o que ¢é absurdo, e a solugao para este caso é vazia.

e Sex+c>0ex—c<0,entao

lt4cl—|z—c=—-2a=2x+c+r—Cc=—-20a= 2 =—-2a= 1= —a.
e Sex+c<0ex—c>0,entao

lt+c|—|r—c|=—-2a= —x+c—2r+c=—-2a= -2z = —2a =2 =a.
e Sex+c<0ex—c<0,entao

lt+c|—|r—¢c=-2a= —2r—ct+r—c=—-2a= —2c=—-2a=c=a,

o que ¢é absurdo, e a solugao para este caso é vazia.

Figura 4.11: Caso IV- hipérbole com focos no eixo OX via métrica d”.
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A seguir apresentamos um tratamento para a hipérbole considerando a métrica do
maximo, d”, e apresentamos sua configuracdo geométrica via esta métrica para o eixo
oY.

Para tanto, suponha que Fy = (0, —c), Fy = (0,¢) e P = (x,y) € R*.

Temos que P € H se, e somente se, |d"(P, Fy) — d"(P, F3)| = 2a.

Por outro lado, temos:

d"(P, Fy) = d"((z,y), (0, —c)) = max{|z|, |y + [}

d”(P7 F2) = d”(([E, y)> (07 C)) = maX{|:E|a |y - Cl}

Consequentemente,
|d//<(ZB, y)v (07 _C)) - dl/((x7 y)v (07 C))| =2a
implica que

| max{|z], |y + ¢f} — max{[z], |y - ¢[}] = 2a.

Analisemos cada caso com relagao a maxibilidade entre os elementos:
ly+cl,ly —clelzl.

Caso (I). max{|z[, [y + [} = || = max{|z[, [y — c|}:

| max{[z], |y + ¢} —max{[z], |y — [} = 2a = [|z] - [z]| = 2a¢ = 0 = 2a.

Logo, nao ha como definir uma hipérbole nesse caso.

Caso (II). max{|z|,|y + c|} = |z| e max{|z]|,|y — |} = |y — ¢|:

| max{|z], |y + c[} —max{[z], |y — c[}] = 2a =

|z =y —cll = 2a =

lz| — |y — ¢| =2a ou |x| — |y — ¢| = —2a.

|z| — |y — ¢| = 2a para essa equagao modular temos
e Sex>0ey—c>0entdo |z| —|ly—c| =2a=>z—-y+c=2a=
y=1x—(2a —c).
eSex>0ey—c<O0,entdo || —|ly—c =2a=>y+zr—c=2a=
y=—x+ (2a+c).
e Sex<0ey—c>0,entdo |z|—|y—c =2a= —2x—y+c=2a=
y=—z—(2a —c).
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e Sex<0ey—c<0,entdo |z|—|y—c =2a= —2r+y—c=2a=
y=a+ (2a+c).

|z| — |y — ¢| = —2a para essa equagdo modular temos

e Sex>0ey—c>0,entao 2| —|y—c|=-2a=>2—y+c=—-2a=
y=x+ (2a+ c).

e Sex>0ey—c<O0,entao |z| —|ly—c|=-2a=>24+y—c=—2a=
y=—x—(2a —c).

e Sex<0ey—c>0,entdo |z|—|y—c|=-2a= —2r—y+c=—-2a=
y=—x+ (2a+c).

e Sex<0ey—c<O0,entdo |z|—|y—c|=—-2a= —ar+y—c=—2a=

y=1x—(2a —c).

_2a 2a X

Figura 4.12: Caso II- hipérbole com focos no eixo OY via métrica d”.

Caso (III). max{|z|, [y +c|} = [y + ¢| e max{|z[, [y —c|} = [x]:

| max{|z], |y + ¢} — max{|z], |y — ¢[}] = 2a =

|y +¢f = [z]] = 2a =

ly +c| — |x| = 2a ou |y + ¢| — |z| = —2a.

ly + ¢| — |x| = 2a para essa equagao modular temos

e Sey+c>0ex >0, entao
ly+c—|z|=2a=y+c—x=2a=y=212+(2a —c).
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e Sey+c>0ex <0, entao
ly+cl—lz|=2a=y+c+rx=2a=y=—x+(2a —¢).
e Sey+c<0ex>0,entao
ly+c—|z]=2a=—y—c—x=2a=y=—2—(2a+c).
e Sey+c<0ex<0,entao
ly+cl—|z|=2a=—y—c+r=2a=y=2—(2a+c¢).
ly + ¢| — |x| = —2a para essa equagdo modular temos
e Sey+c>0ex >0, entao
ly+cl —lz|=-2a=y+c—z=-2a=y=x—(2a+c).
e Sey+c>0ex <0, entao
ly+cl—|z|=-2a=y+c+r=-2a=y=—-x—(2a+c).
e Sey+c<0ex>0,entao
ly+c|—|z|=—-2a= —y—c—ax=—-2a=y=—-x+(2a —¢).
e Sey+c<0ex <0, entao
ly+c —lz|=-2a= —y—c+r=-2a=y=x+(2a —c).

<

[ ——

Figura 4.13: Caso III- hipérbole com focos no eixo OY via métrica d”’

Caso (IV). max{|z|, |y + c|} = |y + ¢| e max{|z|, |y — c|} = |y — c|:

| max{|z], |y + c[} —max{[z], |y — c[}] = 2a =

lly+cl—ly—d =2a=

ly+cl—|y—cl=2aouly+cl—|y—c=—-2a.
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ly 4+ ¢| — |y — ¢| = 2a: para essa equagao modular temos

e Sey+c>0ey—c>0,entao
ly+cl—ly—cl=2a=y+c—y+c=2a=2c=2a=c=a,oqueé
absurdo, e a solugao para este caso ¢é vazia.

e Sey+c>0ey—c<0,entao
ly+cl—ly—cl=2a=y+c+y—c=2a=2y=2a=y=na.

e Sey+c<0ey—c>0,entao
ly+cl—ly—c=2a=—-y—c—y+c=2a= —2y=2a=y=—a.

e Sey+c<0ey—c<0,entao
ly+cl—|ly—cl=2a=—-y—c+y—c=2a= —-2c=2a= —c=a,0
que é absurdo, e a solu¢ao para este caso é vazia.

ly + ¢| — |y — ¢| = —2a para essa equagao modular temos

e Sey+c>0ey—c>0,entao
ly+cl—ly—cl=-2a=y+c—y+c=—-2a=2c=—-2a=c=—a,
o que ¢ absurdo, e a solugao para este caso ¢ vazia.

e Sey+c>0ey—c<0entao
ly+cl—ly—cl=-2a=y+c+y—c=-2a=y=—a

e Sey+c<0ey—c>0,entao
ly+cl—|ly—cl=-2a= —y—c—y+c=-2a= 2y=-2a=y=a

e Sey+c<0ey—c<0,entao
ly+c|—|y—cl=-2a=—y—cty—c=—-2a= —2c=—-2a=c=a,
o que é absurdo, e a solugao para este caso é vazia.

Figura 4.14: Caso IV- hipérbole com focos no eixo OY via métrica d”.
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4.3 Parabola

Sabemos que a parabola P de foco F' e reta diretriz r é o conjunto dos pontos P
do plano cujas distancias de P a F' e a r sao iguais, ou seja,

P:={Pen:D(Pr)=D(PF)}.

A seguir apresentamos um tratamento para a parabola considerando a métrica do
maximo, d”, e apresentamos sua configuracao geométrica via esta métrica.

Sabemos que P :={P € w: D(P,r) = D(P,F)}, e que r ¢ a reta diretriz e F' é o
foco.

Vamos estudar, primeiramente, o caso em que a diretriz ¢ dada por r : x
e F = (p,0), ou seja, caso em que o foco estda no eixo OX. Seja P = (x,y)
qualquer.

Para calcular d”(P,r) consideramos a distancia de P ao pé da perpendicular a r
por P, ou seja, d"(p,r) = d"(P,Q), em que Q = (—p,y).

Assim temos

:—p
eR

d'(P,r) = d"(P,F) =
d"(P,Q) = d"(P,F) =

d"((z,y), (=p,y)) = d"((x,y), (p,0)) =

max{|z + p|, 0} = max{|z — p|, [y|} =

|z + p| = max{ |z — p|, |y|}.

Analisemos cada caso com relagao a maxibilidade entre os elementos:

|z —cl eyl

Caso (I). max{|z —p|, [y|} = |y|:

|z + p| = max{|z — p|, [y|} =

|z +p| = |yl.

Analisemos esta equacao modular:

e Sex+p>0ey >0, entao
[z+pl=lyl=z+p=y=>y=x+p
e Sex+p<0ey>0,entao
[z +pl=lyl=-r—-p=y=>y=—x—p
e Sex+p>0ey<0,entao
lx+pl=lyl=2+p=—y=y=—x—p
e Sex+p<0ey<0,entao
z+pl=lyl=-r-p=-y=y=a+p
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Figura 4.15: Caso I- Parabola com foco no eixo OX.

Caso (II). max{|z —pl,[y[} = |z —p|:

|z + p| = max{|z — p|, [y|} =

[z +pl = |z —p|

Analisemos esta equacao modular temos:

Sex+p>0ex—p>0,entao
z+pl=lr—pl=z+p=2-—p=p=0
Logo neste caso, é impossivel de se definir uma parabola.

Sex+p<0ex—p>0,entao
lt+pl=lzr—pl=-r—p=x—p=2=0.

Sex+p>0exz—p<0,entao
lzt+pl=lz—pl=2+p=—2+p=p=0.
Logo neste caso, ¢ impossivel de se definir uma parabola.

Sex+p<0ex—p<0, entao
lt+pl=|lr—p=—-2r—p=—x+p=12=0.
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<

F=(0.,p) X

S S S

Figura 4.16: Caso II- Parabola com foco no eixo OX.

Agora vamos explorar o caso em que a diretriz é dada por r: y = —p e F = (0,p),
ou seja, caso em que o foco esta no eixo QY. Seja P = (z,y) € R?, qualquer.

Para calcular d”(P,r) consideramos a distancia de P ao pé da perpendicular a r
por P, ou seja, d"(p,r) = d"(P,Q), em que Q = (z, —p).

Assim temos

d"(P,r)y=d"(P,F) =

d"(P.Q) = d"(P,F) =
d"((z,y), (z, —p)) = d"((z,y), (0,p)) =
max{0, [y + p[} = max{[z|, |y — p[} =

|y + pl = max{fx], [y — pl}.

Analisemos cada caso com relagao a maxibilidade entre os elementos:

|z] ey —pl.

Caso (I). max{|z[, |y —p[} = [z[:

ly + p| = max{[z], |y — p[} =

ly + p| = |z].

Analisemos esta equacao modular:
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Sey+p>0ex>0,entdo ly+p/=|z|=y+p=r=>y=a—0p

Sey+p>0ex<0,entdo ly+p|l=lz|=y+p=—2r=>y=—2x—p.
Sey+p<O0ex>0,entdo ly+p|l=lz|=—-y—p=z=y=—x—p.
Sey+c<0ex<0,entdo |y+pl=lz|=-y—p=—ar=y=x—0p

F=(0.p)

Figura 4.17: Caso I- Parabola com foco no eixo OY'.
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Caso (IT). max{|z|,|y —p|} = |y — p|:

ly + p| = max{[z], |y — p[} =

ly+pl=ly—0pl

Analisemos esta equacao modular:

e Sey+p>0ey—p>0,entdo|ly+p/=|y—p|l=y+p=y—p=p=0e
neste caso a parabola se restringe a origem (0, 0).

e Sey+p>0ey—p<0,entdo ly+p|=|ly—pl=y+p=—-y+p=y=0.

e Sey+p<0ey—p>0,entdo ly+p|=|y—p|l=-y—-p=y—p=y=0.

e Sey+p<0ey—p<0,entdo |y+p|=|y—pl = —y—p=—y+pe neste
caso a parabola se restringe a origem (0, 0).

F=(0.p)

Figura 4.18: Caso II- Parédbola com foco no eixo OY'.



Conclusao

Neste trabalho exploramos as conicas classicas, a saber: elipse, hipérbole e parabola
tanto do ponto de vista geométrico quanto analiticamente, através das trés métricas
usuais de R?: euclidiana, do méximo e a da soma. Pudemos observar a principal carac-
teristica de cada conica ao trocar a métrica, qual seja: seu esboco geométrico. Neste
sentido, cada conica ganha uma nova representacao e propriedades bem diferentes, em-
bora sejam o mesmo objeto visto por meio da geometria euclidiana e esta abordagem
é o ponto forte deste trabalho. Por isso acreditamos que este material pode ser muito
util em disciplinas da graduagao ou até mesmo pode ser usado em inicia¢oes cientificas.
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