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RESUMO

Neste trabalho estudamos o mapa padrdo dissipativo descrito pelas variaveis
dindmicas acdo, I, e angulo, 6. A dindmica foi caracterizada por dois parametros de
controle € e y, tais que € controla a ndo linearidade do mapa e y controla a intensidade de
dissipacdo no sistema. Construindo o espaco de fases do mapa, observamos uma figura
mista que contém ilhas de estabilidade, curvas invariantes spanning e mar de caos para o
caso conservativo em que y = 0 e para valores de € pequenos. Quando € > €., com €, =
0,9716 ..., as curvas invariantes spanning sdo destruidas e ha difusdo ilimitada na variavel
acdo. Introduzindo um fator de dissipacdo, y # 0, 0 sistema apresenta atratores, a difuséo
ilimitada na variavel acdo € suprimida, o que nos mostra uma transi¢cdo de difusao
ilimitada para limitada. Analisando o comportamento da acdo quadratica média, Iys,
foram feitas hipoteses de escala que conduziu a duas leis de escala. Os expoentes criticos
foram determinados analiticamente. Com essas relagdes, identificamos que a regido

cadtica € invariante de escala quando os parametros de controle € e y sdo variados.

Palavras chave: lei de escala, expoentes criticos, caos.



ABSTRACT

In this work, we have studied the dissipative standard map described by the
dynamical variables action I and angle 6. The dynamics have been characterized by two
control parameters € e y, which e controls the nonlinearity of the system and y controls
the intensity of the dissipation on the system. We plotted the phase space of the map, and
observed a mixed phase space containing periodic islands, invariant spanning curves and
chaos for the conservative case with y = 0 and for small €. When € > €., with €, =
0,9716 ..., the invariant spanning curves were all destroyed and unlimited diffusion of the
action could be seen. Introducing a parameter of dissipation, y # 0, attractors appeared
in the phase space and the unlimited diffusion was supressed, leading to a transition from
unlimited to limited diffusion. Analyzing the behavior of the average squared action
(Irms), We made scaling hyphoteses leading to two scaling laws. The critical exponents
were determined analitically. With these relations, we have shown chaotic region is a
scaling invariant with respect to the control parameters.

Keywords: scaling law, critical exponent, chaos.
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1. INTRODUCAO

Nesta secdo faremos uma breve contextualizacdo historica sobre dindmica ndo linear
e caos, introduzindo alguns conceitos fundamentais que serdo abordados nas proximas

secoes.

No comego do século XIX ainda ndo se tinha uma ideia do que era o caos, acreditava-
se na visdo linearizada da natureza, em que era possivel se obter uma ordem com
regularidades. Por volta de 1880, o fisico francés Henri Poincaré (1854 — 1942) notou a
existéncia de comportamentos mais complexos e irregulares em sistemas dinamicos
estudando 6rbitas planetarias. A partir do estudo do movimento dos trés corpos ele obteve
como resultado movimentos irregulares com trajetérias variando rapidamente, orbitas
indistinguiveis de um processo aleatorio e uma sensibilidade aos dados iniciais,
impossibilitando obter uma previsdo correta para tempos longos [1]. Hoje em dia
conhecemos que esta € uma das caracteristicas fundamentais da teoria do caos. Poincaré

escreveu em Ciéncia e Método (1908):

“Uma causa muito pequena que escapa de nossa observagdo determina
um efeito consideravel que ndo podemos deixar de ver, e entdo dizemos
que o efeito é devido ao acaso. Se conhecéssemos exatamente as leis da
Natureza e a situacdo do Universo no momento inicial, poderiamos
predizer exatamente a situacdo desse mesmo Universo em um momento
posterior. Mas, mesmo se fosse o caso de que as leis da Natureza nao
tivessem segredos para nos, poderiamos conhecer a situacdo inicial
apenas aproximadamente. Se isso nos permitisse predizer a situacdo
posterior com a mesma aproximacao, isso seria tudo que exigimos, e
diriamos que o fenémeno foi previsto, isto é que ele é governado por
leis. Mas ndo é sempre assim; pode acontecer que pequenas diferengas
nas condigOes iniciais produzam diferencas muito grandes nos
fendmenos finais. Um pequeno erro nos antecedentes produzira um erro
enorme nos ultimos. A previsdo se torna impossivel, e temos um

fendbmeno fortuito.”



Apesar da visdo de Poincaré acerca das sensibilidades de um sistema as condi¢es
iniciais, feita na passagem do século, ela foi praticamente esquecida; nos Estados Unidos,
0 Unico matematico a seguir seriamente a observacdo de Poincaré, nas décadas de 20 e
30, foi George D. Birkhoff (1884 — 1944), professor do jovem Edward Lorenz (1917 —
2008) no Instituto de Tecnologia de Massachusetts (M.I.T.), por um breve periodo de

tempo.

No inicio da década de 60, Edward Lorenz, meteorologista do M.I.T., dedicou-se a
tentar fazer previsdes do tempo simulando as condi¢Ges atmosféricas em computadores
[2]. Em 1961, fez as simula¢Bes meteoroldgicas utilizando 12 equagfes diferenciais
parciais para descrever a atmosfera terrestre. Querendo examinar mais detalhadamente
uma sequéncia, Lorenz tomou um atalho, ao invés de refazer toda a sequéncia, comegou
pelo meio. Dessa forma, ele digitou os nimeros da impressdo anterior como condic¢des
iniciais.

Em vez de reutilizar os dados iniciais da primeira simulagdo, utilizou dados
ligeiramente arredondados, porque o computador, que manipulava nimeros com seis
casas decimais, imprimia-0s com apenas trés, dessa forma, ao reintroduzir os dados na
repeticdo ndo estava utilizando os dados originais. O que era pra ser uma repeticdo exata
da ultima sequéncia, acabou mostrando resultados completamente diferentes, os

peguenos erros mostravam-se catastroficos.

A principio ele achou que havia alguma falha no computador, porém ele percebeu
depois que na verdade o erro estava nesse arredondamento ligeiro dos dados. Em 1963,
Lorenz publicou um artigo [3] concluindo que a previsdao meteorolégica a longo prazo é
impossivel, a menos que se conheca as condi¢des atuais exatas, como as observacgdes sao
imprecisas e incompletas, a previsdo precisa a longo prazo ndo poderia existir e pequenos
erros nas condicBes iniciais ocasionariam em resultados catastréficos. Este fendmeno
ficou conhecido como Efeito Borboleta — “a no¢do de que uma borboleta, agitando o ar
em Pequim pode modificar no més seguinte sistemas de tempestades em Nova York”
(GLEICK, 1989, p. 8).

Tomando uma série de equagdes de movimento dos fluidos, mais especificamente
para a conveccdo, Lorenz reduziu-as, eliminando tudo que pudesse ser irrelevante,
deixando-as mais simples possivel. Quase tudo do modelo original desaparecera,

permanecendo a ndo-linearidade. Dessa forma, encontrou trés equacdes para descrever
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esse tipo de comportamento, que mais tarde ficou conhecido como sistema de Lorenz,

descrito por:

x=0(y—x),
y=rx—y—Xxz (1.2)
Z =xy — bz.

em que o, r e b sdo parametros de controle.

Este sistema apresentou um mapa de complexidade infinita, tracava uma forma
estranha como se fosse uma espiral dupla em trés dimens6es, como uma borboleta com

as duas asas, como é possivel ver na Figura 1.1, a seguir.

3 b 60 :
20 50 h
10 40 .
X 0 Z 30 ]
-10 20 ]
220 10 -]
v 30
c) d)
T T 71T T T 30 -
S0 ] 20 -]
20 41 10 B
10 - 20 -
D_ 1 | ] _%U I 1 I L | 1 | 1 I 1 ]
30 220 -10 0 10 20 30 20 0 0 100 20 30
y X

Figura 1.1: Atrator de Lorenz com a condigéo inicial (Xo, Yo, Zo) = (0.01, 0.01, 0.01) e

parametros ¢ = 10,r =28 e b =8/3a)tvs. x; b) xvs. z; c) yvs. z; ed) X vs. V.

A partir dai, estudos nessa area comegaram a crescer, contando também com o
desenvolvimento da tecnologia e computadores com desempenhos melhores. Os estudos
ndo se encontravam somente na area da fisica, como também na matematica, biologia,

quimica, entre outras que buscavam uma ligacéo entre diferentes tipos de irregularidades.
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Por exemplo, os fisiologistas descobriram uma ordem no caos que se desenvolve no
coragdo humano, causa principal da morte subita e inexplicada; os ecologos exploraram
a ascensdo e queda da populacdo das mariposas conhecidas como limantrias; 0s
economistas desenterraram velhas cotacdes da Bolsa e tentaram um novo tipo de analise

[2], todas estavam relacionadas com o caos.

A partir do conhecimento das leis que descrevem a dinamica, geralmente fornecidas
pelas leis de Newton para sistemas mecanicos, 0s conjuntos de equacdes que determinam
posicdo e velocidade em instantes futuros podem ser classificados como lineares ou ndo

lineares.

O estudo de sistemas ndo-lineares muitas vezes envolve modelos dindmicos que sao
descritos através de um mapeamento discreto (ou mapa discreto, ou ainda simplesmente
mapa), que descreve a evolugdo temporal do sistema expressando seu estado como uma
funcdo do instante anterior. Ou seja, tendo o conhecimento de um dado estado dinamico
de um sistema em um instante n, pode-se determinar qual sera seu estado futuro no

instante (n +1).

Entdo, a partir do conhecimento de um estado inicial, é possivel se obter um conjunto
de estados seguintes pela evolugdo dindmica de um sistema, em que a sequéncia
cronoldgica desses estados recebe 0 nome de oOrbita, e fornece a dindmica temporal para
esta condicdo inicial. Se a configuracdo inicial for diferente, a evolugdo dindmica também
mudara, fornecendo outra sequéncia de estados, e, consequentemente, outra oOrbita. O
conjunto de todas as Orbitas recebe o nome de espaco de fases ou espaco de estados e

fornece informagdes sobre todos os estados permitidos do sistema dindmico [4].

Dependendo do sistema considerado, o espaco de fases pode exibir trés tipos
caracteristicos de comportamento: periddico, quase periddico e cadtico. Existem sistemas
que apresentam comportamentos periddicos, outros quase periodicos e outros
completamente cadticos, como também pode-se encontrar sistemas que apresentam 0s
trés comportamentos que coexistem em um espaco de fases. No comportamento
periddico, percebe-se que a dindmica se repete a intervalos de tempo bem definidos,
levando a uma dinamica regular e previsivel. No caso do movimento quase-periodico, a
repeticdo da dindmica em tempos bem definidos ndo € mais observada, porém o fato de
ndo conseguir medir determinado periodo ndo significa que a dindmica seja

completamente erréatica. De modo que a evolucéo dindmica se da ao longo de um conjunto
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supostamente compacto de pontos no espaco de fases e que ndo exibe afastamento, com
o decorrer do tempo, de duas configuragdes iniciais bastante préximas. Por outro lado, o
comportamento caotico é determinado a partir da evolucdo de duas condi¢des iniciais

préximas que se afastam uma da outra exponencialmente no tempo.

A dindmica cadtica, entdo, é consequéncia da ndo linearidade nas equagfes que
descrevem a evolucdo dos sistemas cadticos. A ndo linearidade é necessaria para a
existéncia do caos, entretanto, existem sistemas nao lineares que ndo apresentam uma

dinamica caética.

Sistemas dinamicos descritos por mapeamentos discretos tém sido amplamente
estudados durante varios anos [5,6], bem como as leis de escala desses sistemas [7]. Leis
de escala estdo basicamente associadas as transicdes de fase. Em fisica estatistica,
transicOes de fase estdo relacionadas as mudancas na estrutura espacial do sistema,
particularmente devido a varia¢do de parametros de controle. Por outro lado, em sistemas
dindmicos, elas estdo vinculadas as modificacGes na estrutura do espaco de fases do
sistema, também devido as mudancas nos parametros de controle. De fato, préximo a uma
transicao de fase, o sistema tem observaveis que sdo descritos por uma funcdo de escala

e expoentes criticos caracterizam a dinamica proximo a transicao.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: na secédo 2, discutiremos o modelo
estudado com suas propriedades. Apresentaremos uma descricdo fenomenoldgica,
assumindo hipdteses de escala a partir do comportamento das curvas da variavel
Igrms vs.n. Faremos uma analise numérica mostrando os resultados dos expoentes
criticos. A secdo 3 é dedicada a apresentacao da equacao da difusdo para futura solucéo.

Na secdo 4, apresentamos nossas conclusdes sobre o0 modelo e perspectivas futuras.
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2. MAPA PADRAO DISSIPATIVO

2.1. O mapa

O mapa padréo dissipativo pode ser escrito como:

T. {In+1 = (1 - )/)In + € Sln 97’1 (le)

Ony1 = [0n + Lyyq] mod2r’
onde | é a varidvel acdo, & é a varidvel angulo, € é o parametro que controla a nao

linearidade do sistema e y é o parametro de dissipacao.

Escolhendo um conjunto de parametros de controle € e y, a evolucdo dindmica do
Mapeamento (2.1) parte de uma condic¢do inicial (I,, 6,). A iteracdo do mapa,
conhecendo (1y,6,), fornece (I;,6;) que, quando iterado, fornece (I, 60,), € assim
sucessivamente. A sequéncia de estados (Iy,6,) = (I1,01) = (I3, 0;,) = - (I, 6,)

recebe 0 nome de drbita e o conjunto de todas elas € chamado de espaco de fases.

A Figura 2.1 apresenta a forma do espaco de fases para 0 mapeamento descrito acima,
para diferentes valores de €, considerando o caso conservativo em que y = 0. O sistema
é dissipativo no caso em que 0 < y < 1. No caso conservativo, para € = 0, 0 sistema é
integravel. Para 0 < € < €., com e, = 0,9716 ..., podemos ver que 0 espaco de fases é
misto contendo ilhas de estabilidade, curvas invariantes spanning e caos. Uma 6rbita no mar
de caos é proibida de entrar nas ilhas de estabilidade assim como ndo pode cruzar as curvas

invariantes spanning.

Para € > €., as curvas invariantes spanning sdo destruidas e ha difusdo ilimitada na

variavel acdo, como pode ser visto na Figura 2.1 (e, ).
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Figura 2.1: Espaco de fases para os parametros de controle: a) e = 0,1; b) e = 0,5;c) € =

0,75;d) e = 0,97;¢e) e = 1,5; e f) € = 3,0. Para todos os itens consideramos y = 0.

A matriz Jacobiana é dada por:
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0hy1  Olnyq

j= al, a6,
69n+1 a9n+1 '
ar, a6,

e os coeficientes sdo:

° a(;LI;l:]_—y,

. %zecos@n,

° %zl—y,

o %=1+ec059n.
96y,

Temos entdo que a matriz Jacobiana é

_[1—)/ ecos @,
J= 1—y 1+e€cosb,)

em que o determinante da matriz é dado por
det]=(1—-y)(1+€cosb,) — (1 —y)(ecosb,),
logo,
det] =1-—y.

De acordo com o Teorema de Liouville [8], 0 mapeamento preserva a rea no espago
de fases quando o determinante da matriz Jacobiana € igual a 1 e entdo, o sistema € dito

ser conservativo.

Se o parametro de controle y for nulo, ou seja, se ndo houver um pardmetro de
dissipacéo, a area do espaco de fases é preservada. Quando y # 0 o sistema apresenta
atratores, e ha a eliminacéo de difusdo ilimitada na variavel acdo, o que nos mostra uma
transicdo de difusdo ilimitada para limitada. A difusdo é suprimida como pode ser vista
na Figura 2.2 e a estrutura mista do espaco de fases para 0 mapa ndo dissipativo é
destruida e substituida por atratores.



16

Figura 2.2: Espaco de fases para os parametros de controle: a) y = 102 e b) y = 1073

com e = 50.

2.2. Descricdo Fenomenologica
Como o espaco de fases é simétrico para a variavel acéo, isso leva a I = 0. Dessa

forma, ao longo do atrator cadtico, a variavel I ndo é a variavel apropriada para ser

estudada, mas sim a acdo quadratica média (Igzys) que é dada por \/ﬁ e pode ser

determinada a partir de duas médias:

Ipus =

1 n
EZ I (2.2)

Sin
M=
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em que n identifica o nimero de iteragdes do mapeamento, ao passo que M especifica o
namero de condigdes iniciais diferentes utilizadas, definindo assim uma média no
ensemble de condi¢es iniciais. A soma em j fornece uma média na érbita, enquanto a
soma em i define uma média ao longo de um ensemble de condig¢des iniciais. Usamos
M = 1000 valores de 8, € [0,21r] que foram escolhidos uniformemente distribuidos para
um valor inicial fixo I, = 1073€. A escolha desse valor assegura que a condicdo inicial
esta localizada no mar de caos e também distante das curvas invariantes spanning,
permitindo uma analise difusiva de I [4]. A Figura 2.3 mostra o comportamento de Irys

como funcdo de (a) n e (b) ne? para trés valores do parametro de controle.

As curvas mostradas na Figura 2.3 (a) de Izys em funcdo de n exibem um
comportamento semelhante para diferentes valores do pardmetro de controle e.
Escolhendo uma condicao inicial I, pequena, cada curva apresenta um crescimento de
acordo com uma lei de poténcia, para valores de n pequenos e se aproxima de um regime

de saturacdo, para n suficientemente longo.

A mudanca de regime de crescimento para saturacdo, caracterizado por um platd
constante, ocorre em um numero de iterac@es caracteristico definido como n,.. A Figura
2.3 (a) mostra que as curvas crescem e saturam em valores diferentes dependendo do
valor do parametro de controle. Quando o parametro de controle aumenta, o platd de
saturacdo também aumenta. Porém, podemos ver que as curvas crescem partindo de
valores de I, diferentes, e para n < n,, elas crescem paralelas umas as outras. Com
isso, fazendo uma transformagdo n — ne? o eixo horizontal é reescalado e as curvas agora
crescem juntas, separando-se logo ap6s em plat6s de saturacdo diferentes, como visto na
Figura 2.3 (b).
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Figura 2.3: Esboco de Izys como fungdo de a) n, e b) ne®. Os parametros de controle

utilizados foram e = 100, € = 200, € = 300 e y = 1073. O valor numérico de § = 0,5.

Analisando o comportamento das curvas da Figura 2.3 (b), podemos estabelecer as

seguintes hipoteses de escala:
1. Paran < n,, as curvas de crescimento sdo descritas por
Irus o« (ne?)?, (2.3)
em que S € o expoente de aceleracdo;

2. Para n > n,, as curvas se aproximam de um regime de platdé constante,
descritas por
Irms,sar * €¥17%2, (2.4)
em que a,; € a, Sa0 0S expoentes de crescimento;
3. O numero de iteracBes que mostra a mudanca de crescimento para saturacdo
é dado por
n, « e?1y?2, (2.5)
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em que z; e z, Sao expoentes de escala.

A partir dessas trés hipdteses de escala, podemos escrever uma funcdo homogénea

generalizada para descrever o comportamento de Iys:
Irys(me?, €,7) = Llpys(1%n€?, 1Y€, (€Y), (2.6)

em que | € um fator de escala, a, b, ¢ sdo expoentes caracteristicos. Como | é um fator de

escala, podemos escolher [*ne? = 1, 0 que leva a

| = (ned)w. 2.7

Levando este resultado na Equacdo (2.6), temos que
Iems(ne?,€,7) = (€))7 Igms (1, (ne?)ae, (nez)_?cl)/), (2.8)
no qual o termo Igzys (1, (nez)_ge, (nez)_iy) é considerado constante para n < n,.
Comparando a Equagdo (2.8) com a primeira hipotese de escala, Equacgéo (2.3), temos
B=—- (2.9)
Escolhendo agora [’e = 1, temos

| = ¢b, (2.10)

Substituindo na fungdo homogénea, temos
1 _a _c
Inus(me? €,7) = €76 Ipys (e pne?, 1, € by), (2.11)

0 termo Igxys (e_%nez, 1,6_%)/) é considerado constante para n > n,. Dessa forma,
comparando com a segunda hipotese de escala, temos
a, =—-. (2.12)
Considerando agora [°y = 1, temos
=y (2.13)

Substituindo na funcdo homogénea, encontramos
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1 a b
IRMS(nEZ’ €,Y) =y clpys (Y_Enfz,)/_ze’ 1>’ (2.14)

a b
no qual o termo Igzys (y‘Enez,y_Ee, 1) ¢ considerado constante para n > n,.

Comparando mais uma vez com a segunda hipotese de escala, temos

a, = —-. (2.15)

c

Podemos comparar dessa vez as diferentes equacbes do fator de escala I. Das
Equacdes (2.7), (2.9), (2.10) e (2.12), temos que

(ne?)f = €™,
a
ne? =¢h,

n,=€hb . (2.16)

7 =22, (2.17)

A Equacdo (2.17) define uma lei de escala. Isso implica que os expoentes criticos
estdo relacionados entre si de modo que o conhecimento de dois deles permite determinar

o terceiro.

Da mesma forma, utilizando as Equacgoes (2.7), (2.13), temos

(ne®)f =y,
az
ne? =yB~B,
az
B
n, = 6—2 (2.18)

Comparando com a terceira hip6tese de escala e considerando e constante, temos:
A
===, 2.19
%) F; ( )

Como a Equagdo (2.19) também define uma relagéo entre os expoentes criticos, ela
estabelece a segunda lei de escala.
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Figura 2.4: Esboco de a) Izys como funcgéo de n, e b) sobreposicdo das curvas mostradas
em (a) em uma Unica curva universal a partir das transformacdes Iy s = Igys/€*t en —
n/e*1. Os parametros de controle utilizados foram € = 100, € = 200, e =300 e y =
1073,

A relagdo entre os expoentes criticos, obtida a partir da funcdo homogénea
generalizada na descri¢do do mar de caos, demonstra que a regido cadtica € invariante de
escala quando os parametros de controle € e y sdo variados. Aplicando as transformacdes
Irpys = Irys/€%1y*2 € n - n/e“1y?2 em diferentes curvas de Iz, oObtidas para
parametros distintos, podemos ver que todas elas se sobrepdem em uma Unica curva
universal. O comportamento pode ser visto tanto na Figura 2.4 (b), em que apenas o
parametro e foi variado, quanto na Figura 2.5, em que ambos 0s parametros € e y foram
variados, confirmando assim a invariancia de escala do mar de caos em relagdo aos

parametros de controle.
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Figura 2.5: Sobreposi¢do das curvas em uma Unica curva universal para diferentes valores
do parametro de controle € e y a partir das transformagdes Izys = Irys/€*ty2 en -
n/e%1y?2, Foram utilizados os valores e = 100 comy =5x103 ey =5x10"% ¢

€ = 500 comy = 103, como mostrado na figura.

2.3. Andlise Numérica
Iterando 0 mapa para diversos valores dos parametros de controle € e y, utilizamos os
resultados numéricos para obter os expoentes criticos a,, a, e . Os expoentes z;€ z,

foram obtidos pelas leis de escala, ja abordadas anteriormente.

O expoente a; foi obtido numericamente ap6s um ajuste em lei de poténcia que nos
fornece a; = 1.00(1), variando o parametro de controle € enquanto y teve seu valor fixo

igual a 103, conforme mostra a Figura 2.6.

Para obter o expoente a,, variamos o parametro de controle y enquanto e teve seu
valor fixo igual a 100. Da mesma forma, fazendo um ajuste em lei de poténcia, o valor

obtido foi @, = —0.50(1), como mostra a Figura 2.7.



23

105 E T T T T T T T T | T T T T T T |E
E =+ Resultados numéricos E
- — Melhor ajuste -
10" E
1 I i
RMS,SAT

10°¢ E
i o, =1.00(1) i

]-02 8 . 1 1 1 1 1 1 |1 | 1 1 1 1 1 11

10' 10° 10’
€

Figura 2.6: Comportamento de Igyssar VS-€ para y = 1073, Um ajuste em lei de

poténcia nos fornece a; = 1.00(1).

o= Resultados numéricos
Melhor ajuste

IRMS,SAT

10

0= 0.50(1) 4

Figura 2.7: Comportamento de Iryssar vs.y para e = 100. Um ajuste em lei de

poténcia nos fornece a, = —0.50(1).
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O expoente de aceleragdo foi obtido a partir de um ajuste em lei de poténcia do
crescimento das curvas de Igys, cOmo mostrado na Figura 2.3 (b), tirando uma média de

todos os resultados dos graficos variando € e y, obtemos que 8 = 0,5.

Por fim, atraves das leis de escalas descritas pelas Equacdes (2.16) e (2.18), e com 0s

valores encontrados de a4, a, e 8, temos que:

21:0
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3. EQUACAO DA DIFUSAO

A difusdo é um fendmeno muito comum na natureza e pode ser entendida como um
processo em que sistemas, geralmente, fora do equilibrio tendem para o estado de
equilibrio. Nesse processo, elementos que se movem — energia, atomos, moléculas,
momento linear, etc. — realizam um movimento aleatério e irregular, no qual o conjunto
se difunde. Este comportamento individual e irregular no nivel microscopico torna-se um
movimento coletivo com grande regularidade em nivel macroscopico, com leis dinamicas
bem definidas [9].

Consideraremos que existe um conjunto de particulas que se movem continuamente
de um lado para o outro de maneira aleatéria. Uma vez que as particulas ndo sdo criadas
nem destruidas, podemos considerar que existe uma grandeza que € localmente
preservada. Chamaremos essa grandeza de densidade de probabilidade p [8]. Da equacéo

da continuidade, temos que

ap(x,t) 9] (x,t) (3.1)
at  ox

em que J(x, t) € a corrente de particulas que cruzam um determinado ponto x ao longo de

um eixo horizontal.

Por outro lado, a corrente J pode ser escrita a partir da densidade, utilizando-se a lei

de Fick [8], em que

ap (3.2)

onde D é o coeficiente de difusdo. Levando a equacéo (3.2) na equacdo (3.1), temos que:

op 6[ Dap
ot dx ox)’

ap _ 0%p (3.3)

ot ox?
em que esta é chamada de equacéo da difus&o.

Para resolver a Equacdo (3.3) consideramos que, no instante t = 0, todas as particulas

estdo concentradas na posicao x, de forma que
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p(x, 0) = p06(X), (34)
onde &(x) é a funcdo delta de Dirac.

Nas variaveis dinamicas envolvidas no nosso caso, a equagdo da difusdo é escrita

como

ap(I,n) _ Dazp(l,n) (3.5)
on ) G

Antes de resolver a equacao da difusdo, podemos fazer uma estimativa analitica do

coeficiente de difuséo D utilizando a primeira equacdo do Mapeamento (2.1) e fazendo a

média quadrada da variavel acéo, I2. Elevando os dois lados da equacéo, temos:
Ins1? = (1 —y)2I2 + 2(1 — y)I,€esin 6, + € sin? 6, (3.6)

Tomando agora a média no ensemble de 6 € [0,2] e assumindo independéncia

estatistica entre I e 8, temos:

Ins1? = (1 =y)22+2(1 —Y),esmb, + €506, (3.7)

Sabemos que:

1 2T
smﬁnzﬁf sinfdé =0,
0

21
sin’@, = ij sin® 0 dé =l,
"o2m), 2

dessa forma, temos:

2

— €
It = Q=2 +y)I2 + =

Podemos escrever a equacdo anterior como

2

_ — €
It =24+ (=2y +yDI2 + =

e reagrupando obtemos:
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€? (3.8)
Lys? =12 = AI? = (y? = 2y)I2 +7.
Sabendo que o coeficiente de difuséo é dado por [10]:
AP (39)
=—
Substituindo a Equacéo (3.8) na (3.9), temos que
1 — €
_ 2 _ 24
D —Zl(y 2y)I" + 2],
no qual pode ser escrito como
> ¢ (3.10)
— 2 _ - 4 —
D=0 -2nz+,
Voltando a Equacéo (3.5), substituindo agora D, temos
ap(l,n) Ozp(l n) (3.11)
= |0 -2 )_ 4| aF

Podemos resolver essa equacao através da técnica de separacdo de variaveis [11], que

é dada por:
p(I,n) = X(I)N(n), (3.12)

em que X (1) é uma funcéo que depende apenas da variavel I e N(n) é outra fungdo que
depende apenas da varidavel n. Essa técnica transforma a equacdo diferencial parcial
original, no nosso caso a Equacao (3.5), de primeira ordem em n e segunda ordem em I,

em duas equacdes diferenciais ordinarias que devem ser resolvidas separadamente.

Temos entdo, a partir da Equacéo (3.12), que

p _ N (3.13)
on = on’
e
0 (ap) 0 ( GX) B NGZX (3.14)
ar\ar) a1\ a1) " ar*

Substituindo (3.13) e (3.14) na Equacéo (3.5) obtemos
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ON 92X (3.15)

Reescrevendo (3.15) de forma que o lado esquerdo dependa apenas de n e o lado

direito apenas de I, temos
10N _Do%X (3.16)
Non X aI*
Para resolver a Equacéo (3.16) ambos os lados devem ser igualados a uma mesma

constante, denominada constante de separagdo, que escolhemos ser igual a —a®. Dessa

forma, teremos

10N DX (3.17)
Non xorr &
Separando as equagdes, temos
10N, (3.18)
Non

Resolvendo esta equacgdo encontramos

NdN (" 3.19
— = f —a*dn, (3.19)
N N 0
em que temos
N = Nye~ %™, (3.20)

Considerando a outra parte da Equacéo (3.17), temos que resolver agora:

D 92X (3.21)

XoE =Y

mas, pela Equagéo (3.10), o coeficiente de difusdo ndo é uma constante, de forma que a

Equacdo (3.21) a ser resolvida na verdade €

19X (3.22)

Como perspectiva desta se¢do pretendemos resolver a Equagéo (3.22).
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4. CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

A partir do estudo do mapa padrdo dissipativo, vimos que o espaco de fases é misto,
contendo ilhas de estabilidade, curvas invariantes spanning e mar de caos, no caso
conservativo (y = 0) e para valores pequenos do parametro e. Com um parametro de
controle € > 0,9716 ..., as curvas invariantes e as ilhas de estabilidade sdo destruidas e
ha uma difuséo ilimitada da variavel acéo. Introduzido um fator de dissipacéo (y # 0) no
sistema podemaos ver que a difusao é suprimida, de forma que ha uma transicédo de difusdo

ilimitada para difusdo limitada.

Analisamos o comportamento das curvas da acao quadratica média (Igys) em funcao
do nimero de iteracdes, foi feita uma descri¢cdo fenomenol6gica com um conjunto de
hipdteses de escala, utilizamos uma funcdo homogénea generalizada que nos conduziu a

duas leis de escalas.

Foram determinados cinco expoentes criticos a,, a,, B, z, € z,. Numericamente
encontramos 0s expoentes de crescimento a; = 1.00(1), a, = —0.50(1) e 0 expoente

de aceleracdo f = 0.5. Pelas leis de escala, encontramos z; = 0 e z, = —1.

Vimos que as relacfes entre 0s expoentes criticos demonstram que a regido cadtica é

invariante de escala.

A partir da equacdo da difusdo, utilizamos a técnica de separacéo de variaveis, assim
como a expressao do coeficiente de difusdo D e encontramos uma equacdo diferencial a
ser resolvida. Esperamos que a solucéo desta equacéo diferencial, associada as condicdes
de contorno, forneca a probabilidade de se observar uma particula com a¢éo I no instante
n. O conhecimento da probabilidade permite a determinacdo de todos 0s momentos da

distribuic&o.
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