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As nocdes de grandeza e de medida

1 - a nogao de grandeza —
Na sua origem, em grande parte do seu desenvolvimento histérico e

nas suas aplicacdes, a Matematica é a ciéncia das grandezas.

Nao falta quem ainda hoje a defina desse modo*. Que essa concepgéao
tradicional seja [entretanto] incompativel com o conceito atual da matema-
tica pura € o que prova este fato: na exposi¢cdo que vamos

fazendo das nog¢des fundamentais desta ciéncia, ndo interveio até

aqui a nogao de grandeza. Vimos que historicamente a ideia

de numero modelou-se a principio sobre as grandezas que se
apresentam no campo da nossa experiéncia: grandezas discretas,
representadas pelos nimeros inteiros; grandezas divisiveis, que deram
origem aos numeros fracionarios; grandezas relativas, das quais
procedem a criagao dos numeros qualificados (positivos e negativos);
grandezas continuas, que deram origem aos numeros irracionais.

A palavra experiéncia nao significa alias aqui apenas a experién-

cia externa, sendo também [a intuigéo interna], a livre atividade criadora do espirito;
nenhuma experiéncia fisica provara jamais a existéncia de

uma grandeza incomensuravel. “On parle quelquefois du continu
physique comme du modele (imparfait) d'apres lequel I'esprit humain
aurait créé le continu mathématique; mais il n'y a pas, il ne sau-

rait y avoir de continu physique. Ce que I'on appelle ainsi, c'est

(tout au plus) des suites compactes de points, analogues a I'ensemble
des nombres rationnels. Or, en admettant méme (ce qui est déja excessif)
qu'une suite compacte soit donnée dans l'intuition, rien n'oblige ni

méme n'autorise a compléter une telle suite par des points irrationnels,
de maniére a la rendre continue.” (Couturat, Les pr. p. 90)

Seja qual for a origem da intuicdo da [grandezas] continuas, € fora de

diminuigado.

[ver nota pag. Seg.]
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de Couturat, De |'Infini math. :

Il est évident que la définition traditionnelle et banale de la grandeur: “ce qui est
susceptible d'augmentation et de diminution”, enferme un cercle vicieux, car elle
implique l'idée de grandeur, et méme la notion de l'inégalité des grandeurs, du plus grand
et du plus petit. De plus, elle considére la grandeur comme essentiellement variable, ce
qui est une autre espéce de cercle vicieux: car toute variation suppose des points de
repére fixes, et exige des données invariables, non seulement pour étre constatée et
pergue, mais méme pour étre congue” “On voit que la notion d'égalite est impliquée,
aussi bien que celle d'inégalité, dans celle de variation. On ne peut donc, sans pétition
de principe, concevoir et définir la grandeur comme une chose susceptible de varier. Au
contraire, la grandeur est essentiellement et tout d'abord quelque chose de fixe et
dimmuable, et ce n'est qu'aprés avoir posé diverses grandeurs fixes qu'on peut les
considérer comme les états (nécessairement successifs, en vertu du principe de
contradiction) d'une seule et méme grandeur variable.” p. 367.

De du Bois-Reymond, Th. gen. des fonct. p. 31:

Par grandeur ou quantité mathématique (quantum, quantitas, Grésse) on entend une
qualité commune a des objets de différentes espéces, par rapport a laquelle ils sont
comparables numériquement, comme leur longueur ou leur poids.

Nota nossa:
A primeira das citagdes acima é do livro De l'infini mathématique, de Louis Couturat.

A segunda obra citada é Théorie générale des fonctions, tradugéo por G. Millaud e A.
Girot, do original alemao Die allgemeine Functionentheorie, de Paul du Bois-Reymond.
Trata-se de uma das referéncias arroladas por A. Costa no inicio do dossié:
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duvida que o numero irracional foi inventado para [tornar possivel a sua] representacao.
As generalizagdes superiores de numero, porém, nem [sempre] nasceram

da consideragao das grandezas a que se aplicam, e pelo contrario

precederam [muitas vezes] as interpretagdes em termos de grandeza: a criagdo aca-
ba por exceder o dominio da aplicagao.

Em suma, o numero é a imagem da grandeza. O numero

fracionario € o simbolo da classe das grandezas divisiveis; so-

bre esse simbolo o espirito reconstrdi a infinita cadeia das re-

lagcbes entre grandezas divisiveis.

Mas se historicamente [e psicologicamente] 0 nimero se modelou sobre a grandeza,
logicamente a nogéo de numero pode [e deve] preceder a de grandeza.

O numero é a forma, a grandeza é a matéria. De posse da nogao

de numero, que se pode indefinidamente generalizar, a matema-

tica pura prescinde inteiramente da nogao de grandeza;

estas sdo dados empiricos ou intuitivos e somente gracas a

um postulado se podera afirmar que sao isomadrficos uma dada

espécie de grandezas e uma dada classe de numeros.

Conquanto n&o seja assunto deste capitulo o objeto da matema-

tica, convém observar aqui que esse objeto ndo é a grandeza:

as nogdes de ordem e de correspondéncia, por exemplo, nada tém a

ver com as nogdes de grandeza e de medida, e no entanto séo a

alma do conceito atual de ciéncia matematica. E mesmo em

certos ramos da geometria (como a analisis situs), abstrae-se com-

pletamente dessas no¢des de grandeza e de medida.

Abstraindo das propriedades particulares que possam apresentar

as grandezas concretas, devemos aqui considerar o fato de que
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existem grandezas de espécies diferentes (€ alias o que significa a
generalizagcao do numero) [Poder-se-ia distinguir entre a grandeza e
a quantidade, e dizer, com mais rigor, que o se costuma chamar
grandezas iguais, sdo quantidades iguais, isto &, que possuem a
mesma grandeza.] Todas as espécies de grandezas se subsumem
no conceito geral de grandeza; a grandeza € a classe das diferentes
classes de grandezas. Pode-se dizer que duas grandezas sao da mes-
ma espécie quando possam ser comparadas uma a outra, de modo
que se afirme que uma das duas é inferior a outra*.

Costuma-se distinguir entre as grandezas intensivas, em relagéo

as quais se pode definir a desigualdade, mas nado a adicao, e

as grandezas extensivas, em relacdo as quais se podem definir

a desigualdade a adicao. As grandezas extensivas sao as gran-
dezas propriamente matematicas.

2 - as grandezas extensivas —

Pode-se construir uma teoria axiomatica das grandezas extensi-
vas. Citemos a este respeito os trabalhos de Burali-Forti

(Sulla Teoria generale delle Grandezze e dei Numeri, ap. Atti della Reale

Accademia delle Scienze di Torino, t. XXXIX (1904)) e de Huntington (a

complete set of postulates for the theory of absolute continuous magnitude,

ap. Trans. of the Am. Math. Soc. (1902)). [Anteriormente: Helmholtz: Z&hlen und
Messen e Stoltz — Arith. Gen ] *
Eis aqui um resumo da teoria de Burali-Forti [segundo Couturat.]

Uma espécie de grandezas € uma classe G na qual se define

uma operagao + (que se chama adi¢ao de grandezas), e
que verifica o sistema de axiomas que sera formulado abaixo.
O elemento nulo da classe G [a grandeza nula], isto € o modulo da adig&o,

sera representado por 0 (zero) (por analogia com o numero zero, mas

* A igualdade de duas grandezas (pelo menos do ponto de vista absolutista)
€ a sua identidade: duas grandezas iguais s40 uma unica grandeza [Ver Couturat,
Les. pr., p. 99]

* Nota nossa: trata-se de uma tradugao do titulo da obra de Stolz (Vorlesungen iber
allgemeine Arithmetik) que Couturat cita como Arithmétique générale em L'infini.

Loy



[assim a desigualdade é definida em termos da soma]
sem confusao). Duas outras explicagcdes prévias sao necessarias:
1) a desigualdade de grandezas G: de fato exprime-se o conjunto

dos elementos inferiores a um elemento a , que se representa por fa
(inferioraa):“asendoum G, fa € o conjunto dos x da

classe G tais que a é a soma de x e de um G ndo-nulo .”

2) um conjunto limitado de G : € um conjunto u tal que existem

G nao inferiores (isto € inferiores ou iguais a) a um u qualquer.
Eis aqui agora os oito axiomas de Burali-Forti:
Sejam x, y, z grandezas G. Entao:

L Sex+z=y+z,temsex=y.

Il. Existe (pelo menos) um G nulo. [demonstra-se pelo axioma | que
a grandeza nula € unica)

lll. Existe (pelo menos) um G nao-nulo.

IV. A soma de dois G, dos quais um € nao-nulo, € um G
n&o-nulo.

V. x+(y+2)=Kx+y)+z (lei associativa da adigao)
VI. Oubem x =y, oubemx <y, oubemy < x.

VII. Se x ndo é nulo, existe um G menor que x e nao-nulo.

VIII. Se u é um conjunto limitado de G, existe uma grandeza

x tal que 6x = Gu.

Os oito axiomas sao independentes um do outro. O sétimo
exprime a divisibilidade, o oitavo a continuidade das grandezas
da classe G. Desses oito axiomas deduzem-se, entre outros, os
seguintes teoremas:

1) a, b sendo G ndo-nulos, existe um numero inteiro n tal

que na > b *. (A esta proposi¢éo, considerada como primitiva,
chama-se também axioma de Arquimedes: ela desempenha um

papel muito importante na medida de grandezas.)

2) Dada uma grandeza a e um numero inteiro ndo-nulo n,

* A multiplicag@o por n sendo definida como soma de n quantidades a.

145 \4
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existe uma grandeza x [unica] tal que nx = a. (esta proposi¢do exprime
a divisibilidade indefinida das grandezas G).

Em suma, uma classe de grandezas G € uma classe em que e pode
efetuar a operacao + e que verifica os oito axiomas acima. Como
exemplo de classe G, citemos a dos numeros reais: € a classe tipo
das grandezas continuas , aquela que representa as propriedades for-
mais dessas grandezas , e constitui o seu esquema-abstrato. E

isso explica por que razao a matematica pura pode ignorar a
consideragdo da grandeza e substitui-la pelo numero; os dois
conceitos sao formalmente idénticos ; o primeiro, porém, implica

um dado empirico ou intuitivo, ao passo que o segundo é uma
construgdo inteiramente abstrata. [observemos que outras classes de
grandezas podem verificar parcialmente o sistema de axiomas de
Burali-Forti ; assim, por exemplo, todas as classes de grandezas

do tipo do conjunto dos numeros racionais verificam esse sistema
com exclusado do axioma VIII.]

3 — A nocao de medida — do que se viu acima, resulta que o nu-

mero representa a grandeza; ou mais precisamente que entre as

grandezas de uma espécie dada e a classe dos numeros que lhe servem

de tipo pode-se estabelecer uma correspondéncia perfeita e tal que

a soma de duas grandezas quaisquer corresponde a soma de dois

numeros correspondentes. Estabelecer uma correspondéncia é definir

a medida das grandezas a que ela se refere. Observemos que uma
correspondéncia pode ser estabelecida de uma infinidade de modos.

[por exemplo, [e caso dacorresp] antre os comprimentos sobre uma reta e os nimeros
reais — axioma de Cantor-Dedekind, a qual ja nos referimos.]

A correspondéncia entre a soma das grandezas e a soma dos numeros



de Couturat, Les pr. p. 118

“Il n'y a donc aucune nécessité a ce qu'a la somme des grandeurs corresponde la
somme des nombres: il n'y a la qu'une raison de commodité et de convenance.

Pour mieux comprendre cette raison, il convient de faire appel a une idée plus générale
que celle de mesure, a la notion de proportionnalité. Etant donnés deux ensembles de
grandeurs (de méme espéce dans chaque ensemble, mais non pas nécessairement de
I'un a l'autre ensemble), on dit que ces ensembles sont proportionnels, s'il y a entre eux
une correspondance biunivoque telle, que le rapport de deux grandeurs quelconques de
I'un soit égal au rapport des deux grandeurs correspondentes de l'autre...

Or, pour que deux ensembles de grandeurs soient proportionnels, il faut et il suffit qu'a
la somme de deux grandeurs quelconques de l'um corresponde la somme des

grandeurs correspondantes de l'autre.” [Esta Ultima proposicdo &€ um teorema
conhecido.]

Nota nossa:

A citacdo acima é do livro Les principes des mathématiques, de Louis Couturat.

ACT.3.034
d-ipaq‘a
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€ apenas uma conveniéncia [ver nota ao texto].

Os axiomas de Burali-Forti definem assim o conceito de grandeza

continua mensuravel. Quanto a medida de uma grandeza

individual wmestade o= grancezas, o uma quantiiacel @) rela¢ao @ uma grandeza padrao da mesma espécie, sera a

relagao* entre a primeira e a segunda; quando as duas grandezas forem iguais,
4 ; . P V i ; 1 2
a medida da primeira € o numero 1 (isto é : P il e ).

A segunda grandeza, em relacao a qual se exprime a medida, se
chama grandeza-unidade ou unidade de medida ; sua escolha

determina a medida de todas as outras grandezas da mesma espécie.
[sobre a rel. entre a medida e o postulado de Arquimedes, ver adiante]
4 — Extensé&o da nocéo de medida — A no¢do de medida é suscetivel

de generalizagdes muito interessantes de modo a se aplicar a

conjuntos [nnesl descontinuos. A medido dos conjuntos descontinuos

de pontos constitui assim uma extensao das nogdes geometricas de
comprimento, area, etc. Sua extensdo (como objeto primitivo

foi de tornar possivel generalizagdes (Ve este capitilo) de integrais) se pode fazer
de varios modos. Devem-se definicoes diferentes a Hankel (1882),

Cantor (1884), Peano (%) Jordan (¥, \Vamos indicar aqui* como se
Apresenta a nogao de medida dos conjuntos no sentido de Borel,
generalizada por Lebesgue [Lecons sur l'intégration, 1904], a qual

foi a origem de numerosos aperfeicoados da teoria das

fungdes. [ver Encycl. | 7 p. 524]
Consideremos primeiro o caso dos conjuntos lineares.

Trata-se de fazer corresponder a cada conjunto linear borné K

um numero positivo ou nulo m(K), que sera a sua medida, e

tal que: 1) dois conjuntos iguais (isto & superponiveis por translagao)

* Relagdo entre A e B € o numero racional ou irracional pelo qual se
deve multiplicar B para obter A. E a operagao pela qual se pode

* Nota nossa: essa parte foi colocada como sendo a ultima se¢édo do Capitulo X1 — As
nogdes de variavel e de limite no livro publicado, como A medida dos conjuntos.

6
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Sobre a medida dos conjuntos — da Encycl. | 7 p. 525 : .

“On montre qu'on obtient toujours des ensembles mesurables a, en partant d'ensembles
dont chacun est constitué soit par un point, soit par un intervalle, on applique un nombre
fini de fois les deux opérations suivantes: 1°) Former la réunion d'un nombre fini ou d'une
infinité dénombrable d'ensembles. 2°) Prendre |'ensemble commun a un nombre fini ou
a une infinité dénombrable d'ensembles. Au point de vue pratique, cela revient a dire
que tous les ensembles que I'on sait définir effectivement sont mesurables.”

Nota nossa:

A citagao acima é do fasciculo 7 (Théorie des ensembles), tomo |, da obra Encyclopédie
des Sciences Mathématiques Pures et Appliquées. .
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tém a mesma medida; 2) o conjunto formado pela reuniao de

um numero finito ou de um infinito enumeravel de conjuntos,

sem ponto comum dois a dois, tem por medida a soma das
medidas dos conjuntos parciais ; 3) o segmento (0,1) tem por me-
dida o numero 1.

Os conjuntos para os quais é possivel definir o nimero m(K)

se dizem mensuraveis no sentido de Lebesgue. Eis aqui co-

mo se definir a 44 medida.

Dado um K, encerremos seus pontos em um numero finito ou um

infinito enumeravel de intervalos [exteriores uns aos outrosl. gaig 3 o comprimento total destes
intervalos ; consideremos o conjunto dos A possiveis : ele tem

uma borne inferior m,(K) que é a medida exterior de K.

Sejam : AB um segmento que contem K; K; o conjunto dos
pontos de AB que ndo pertencem a K. O conjunto K; tem uma
medida exterior m,(K;) ; 0 numero positivo ou nulo igual a
* AB — m,(K,) se chama a medida interior de K e se repre-
senta por m;(K). Demonstra-se que m,(K) = m;(K).
Se se tem:

m,(K) = m;(K), demonstra-se que o valor comum
dos dois numeros satisfaz as condi¢des impostas: € a medida de K.
Exemplos: um intervalo [32a¢1 & mensuravel : sua medida é o seu compri-
Mento. Um conjunto finito (ou enumeravel) de pontos tem uma
medida nula. O conjunto dos pontos irracionais do segmento
(0,1) tem para medida 1.
A definicao acima se estende facilmente aos conjuntos de duas ou
mais dimensdes (medida superficial, etc. por oposi¢do a medida

linear que foi definida.) Um segmento de reta de um plano tem
medida superficial nula e medida linear positiva.

* Nota saiu cortada.

74



As nocdes de grandeza e de medida

1. A nocdao de grandeza

Na sua origem, em grande parte do seu desenvolvimento histérico e nas suas
aplicagdes, a Matematica € a ciéncia das grandezas. Nao falta quem ainda hoje a defina
desse modo’. Que essa concepg¢ao tradicional seja, entretanto, incompativel com o
conceito atual da matematica pura € o que prova este fato: na exposi¢do que vamos
fazendo das nogdes fundamentais desta ciéncia, n&o interveio até aqui a nocao de
grandeza. Vimos que historicamente a ideia de numero modelou-se a principio sobre as
grandezas que se apresentam no campo da nossa experiéncia: grandezas discretas,
representadas pelos numeros inteiros; grandezas divisiveis, que deram origem aos
numeros fracionarios; grandezas relativas, das quais procedem a criagdo dos numeros
qualificados (positivos e negativos); grandezas continuas, que deram origem aos

nuameros irracionais.

A palavra experiéncia nao significa alias aqui apenas a experiéncia externa,
sendo também a intuicdo interna, a livre atividade criadora do espirito; nenhuma

experiéncia fisica provara jamais a existéncia de uma grandeza incomensuravel.

As vezes falamos do continuum fisico como o modelo (imperfeito)
segundo o qual a mente humana teria criado o continuum matematico;
mas ndo hd, ndo pode haver um continuum fisico. O que chamamos
assim sdo (no maximo) sequéncias compactas de pontos, analogas ao
conjunto dos numeros racionais. Ora, mesmo admitindo (o que ja é
excessivo) que uma sequéncia compacta seja dada na intuicdo, nada
obriga ou mesmo autoriza completar tal sequéncia com pontos
irracionais, de modo a torna-la continua. (Couturat, Les principes des
mathématiques, p. 90)

1 “E ébvio que a definicdo tradicional e banal de magnitude: ‘o que é suscetivel de aumentar e
diminuir’, encerra um circulo vicioso, pois implica a ideia de magnitude, e até mesmo a nogéo de
desigualdade de magnitudes, maior e menor. Além disso, considera a magnitude como
essencialmente varidvel, o que € outro tipo de circulo vicioso: pois toda variacéo supde pontos
de referéncia fixos e requer dados invariaveis, nao apenas para serem observados e percebidos,
mas até mesmo concebidos [...]. Vemos que a nogdo de igualdade esta implicita, assim como a
de desigualdade, na de variagdo. Nao se pode, portanto, sem peticdo de principio, conceber e
definir a magnitude como algo suscetivel de variagdo. Pelo contrario, a grandeza é
essencialmente e antes de tudo algo fixo e imutavel, e s6 depois de ter posto varias grandezas
fixas podemos considera-las como os estados (necessariamente sucessivos, em virtude do
principio de contradigdo) de uma s6 e mesma grandeza variavel.” (Couturat, De [linfini
mathématique, p. 367)

“Por grandeza ou quantidade matematica (quantum, quantitas, Grdsse) entende-se uma
qualidade comum a objetos de espécies diferentes, em relagcdo as quais sdo numericamente
comparaveis, como seu comprimento ou seu peso.” (du Bois-Reymond, Théorie générale des
fonctions, p. 31)



Seja qual for a origem da intuicdo das grandezas continuas, é fora de duvida que
o numero irracional foi inventado para tornar possivel a sua representacdo. As
generalizacdes superiores de numero, porém, nem sempre nasceram da consideragao
das grandezas a que se aplicam, e, pelo contrario, precederam muitas vezes as
interpretacées em termos de grandeza: a criagdo acaba por exceder o dominio da
aplicagao.

Em suma, o numero € a imagem da grandeza. O numero fracionario € o simbolo
da classe das grandezas divisiveis; sobre esse simbolo o espirito reconstréi a infinita
cadeia das relagdes entre grandezas divisiveis.

Mas se historicamente e psicologicamente o numero se modelou sobre a
grandeza, logicamente a no¢ao de numero pode e deve preceder a de grandeza. O
numero é a forma, a grandeza € a matéria. De posse da nogao de numero, que se pode
indefinidamente generalizar, a matematica pura prescinde inteiramente da nogao de
grandeza; estas sao dados empiricos ou intuitivos e somente gragas a um postulado se
podera afirmar que sao isomorficos uma dada espécie de grandezas e uma dada classe
de numeros.

Conquanto nao seja assunto deste capitulo o objeto da matematica, convém
observar aqui que esse objeto ndo € a grandeza: as nogbes de ordem e de
correspondéncia, por exemplo, nada tém a ver com as nogdes de grandeza e de medida,
e, no entanto, sdo a alma do conceito atual de ciéncia matematica. E mesmo em certos
ramos da geometria (como a analysis situs), abstrae-se completamente dessas no¢des
de grandeza e de medida.

Abstraindo das propriedades particulares que possam apresentar as grandezas
concretas, devemos aqui considerar o fato de que existem grandezas de espécies
diferentes (€ alias o que significa a generaliza¢gdo do numero). Poder-se-ia distinguir
entre a grandeza e a quantidade, e dizer, com mais rigor, que o se costuma chamar
grandezas iguais, sao quantidades iguais, isto €, que possuem a mesma grandeza.

Todas as espécies de grandezas se subsumem no conceito geral de grandeza;
a grandeza € a classe das diferentes classes de grandezas. Pode-se dizer que duas
grandezas sdao da mesma espécie quando possam ser comparadas uma a outra, de
modo que se afirme que uma das duas é inferior a outra?.

2 A igualdade de duas grandezas (pelo menos do ponto de vista absolutista) é a sua identidade:
duas grandezas iguais s&o uma unica grandeza (ver Couturat, Les principes des mathématiques,
p. 99).



Costuma-se distinguir entre as grandezas intensivas, em relacdo as quais se
pode definir a desigualdade, mas nao a adi¢cao, e as grandezas extensivas, em relagao
as quais se podem definir a desigualdade a adi¢cdo. As grandezas extensivas sdo as
grandezas propriamente matematicas.

2. As grandezas extensivas

Pode-se construir uma teoria axiomatica das grandezas extensivas. Citemos a
este respeito os trabalhos de Burali-Forti (Sulla Teoria generale delle Grandezze e dei
Numeri, ap. Atti della Reale Accademia delle Scienze di Torino, t. XXXIX (1904)) e de
Huntington (A complete set of postulates for the theory of absolute continuous
magnitude, ap. Trans. of the Am. Math. Soc. (1902)). Anteriormente: Helmholtz (Z&dhlen
und Messen) e Stoltz (Arithmétique générale).

Eis aqui um resumo da teoria de Burali-Forti segundo Couturat. Uma espécie de
grandezas € uma classe G na qual se define uma operagéo + (que se chama adicao de
grandezas), e que verifica o sistema de axiomas que sera formulado abaixo.

O elemento nulo da classe G, isto € o médulo da adigao, sera representado por
0 (zero) (por analogia com o numero zero, mas sem confusao). Duas outras definicdes

prévias sao necessarias:

3) a desigualdade de grandezas G: de fato exprime-se o conjunto dos elementos
inferiores a um elemento a, que se representa por fa (inferior a a): “a sendo um G, fa
€ o conjunto dos x da classe G tais que a € a soma de x e de um G ndo-nulo.”

4) um conjunto limitado de G: é um conjunto u tal que existem G nao inferiores
(isto &, inferiores ou iguais) a um u qualquer.

Eis aqui agora os oito axiomas de Burali-Forti:
Sejam x, y, z grandezas G. Entao:
IX. Sex+z=y+2z tem-sex =y.
X. Existe (pelo menos) um G nulo.
XI. Existe (pelo menos) um G nao-nulo.
XIl. A soma de dois G, dos quais um & nao-nulo, € um G nao-nulo.
Xlll.x + (y + 2) = (x + y) + z (lei associativa da adi¢cao)
XIV.Ou bem x = y, ou bem x < y, ou bem y < x.

XV. Se x néo é nulo, existe um G menor que x e ndo-nulo.



XVI1.Se u é um conjunto limitado de G, existe uma grandeza x tal que 6x = fu.

Os oito axiomas sdo independentes um do outro. O sétimo exprime a
divisibilidade, o oitavo a continuidade das grandezas da classe G. Desses oito axiomas
deduzem-se, entre outros, os seguintes teoremas:

3) a, b sendo G ndo-nulos, existe um numero inteiro n tal que na > b *. (A esta
proposi¢ao, considerada como primitiva, chama-se também axioma de Arquimedes; ela
desempenha um papel muito importante na medida de grandezas).

4) Dada uma grandeza a e um numero inteiro nao-nulo n, existe uma grandeza
x Unica tal que nx =a (esta proposicdo exprime a divisibilidade indefinida das
grandezas G).

Em suma, uma classe de grandezas G € uma classe em que se pode efetuar a
operagéo + e que verifica os oito axiomas acima. Como exemplo de classe G, citemos
a dos numeros reais: € a classe tipo das grandezas continuas, aquela que representa
as propriedades formais dessas grandezas, e constitui o seu esquema-abstrato. E isso
explica por que razdo a matematica pura pode ignorar a consideragao da grandeza e
substitui-la pelo numero; os dois conceitos sdo formalmente idénticos; o primeiro,
porém, implica um dado empirico ou intuitivo, ao passo que o segundo € uma construgao
inteiramente abstrata (observemos que outras classes de grandezas podem verificar
parcialmente o sistema de axiomas de Burali-Forti; assim, por exemplo, todas as classes
de grandezas do tipo do conjunto dos numeros racionais verificam esse sistema com
exclusao do axioma VIII).

3. A nogao de medida

Do que se viu acima, resulta que o numero representa a grandeza; ou mais
precisamente que entre as grandezas de uma espécie dada e a classe dos numeros
que Ihe servem de tipo pode-se estabelecer uma correspondéncia perfeita e tal que a
soma de duas grandezas quaisquer corresponde a soma de dois numeros
correspondentes. Estabelecer uma correspondéncia é definir a medida das grandezas
a que ela se refere. Observemos que uma correspondéncia pode ser estabelecida de
uma infinidade de modos (por exemplo, no caso da correspondéncia entre os
comprimentos sobre uma reta e os numeros reais — axioma de Cantor-Dedekind, ao
qual ja nos referimos).

3 A multiplicagdo por n sendo definida como soma de n quantidades a.



A correspondéncia entre a soma das grandezas e a soma dos numeros € apenas

uma conveniéncia.

Portanto, ndo ha necessidade de que a soma das grandezas
corresponda a soma dos numeros: hd apenas uma razdo de
comodidade e conveniéncia. Para melhor compreender esta razéo, é
necessario recorrer a uma ideia mais geral do que a de medicdo, a
nogdo de proporcionalidade. Dados dois conjuntos de grandezas (do
mesmo tipo em cada conjunto, mas n&o necessariamente de um para
o outro conjunto), esses conjuntos s&o ditos proporcionais se houver
uma correspondéncia biunivoca entre eles tal que a razao de qualquer
de duas grandezas de um é igual a razdo das duas grandezas
correspondentes do outro. [...] Ora, para que dois conjuntos de
grandezas sejam proporcionais, € necessario e suficiente que a soma
de quaisquer duas grandezas de um corresponda a soma das
grandezas correspondentes do outro. (Couturat, Les principes des
mathématiques, p. 118-119).

Os axiomas de Burali-Forti definem assim o conceito de grandeza continua
mensuravel. Quanto a medida de uma grandeza individual (um estado de grandeza ou
uma quantidade) em relagdo a uma grandeza padrao da mesma espécie, sera a relagao*

entre a primeira e a segunda; quando as duas grandezas forem iguais, a medida da

i B X i ¥ o2 G
primeira € o numero 1 (isto é: S 52 ;—‘ ). A segunda grandeza, em relagdo a qual

se exprime a medida, se chama grandeza-unidade ou unidade de medida; sua escolha
determina a medida de todas as outras grandezas da mesma espécie (sobre a relacao
entre a medida e o postulado de Arquimedes, ver adiante).

4. Extensao da nogdo de medida

A nogédo de medida é suscetivel de generalizagbes muito interessantes de modo
a se aplicar a conjuntos infinitos descontinuos. A medida dos conjuntos descontinuos
de pontos constitui assim uma extenséo das nogdes geométricas de comprimento, area,
etc. Sua extensdo (como objeto primitivo foi de tornar possivel generalizagées de
integrais) se pode fazer de varios modos. Devem-se definicbes diferentes a Hankel
(1882), Cantor (1884), Peano (1887), Jordan (1892). Vamos indicar aqui* como se
apresenta a nogao de medida dos conjuntos no sentido de Borel, generalizada por
Lebesgue (Legons sur [lintégration, 1904), a qual foi a origem de numerosos
aperfeicoados da teoria das fungées®.

4 A relagdo entre A e B € o numero racional ou irracional pelo qual se deve multiplicar B para
obter A,

5 Mostramos que sempre obtemos conjuntos mensuraveis em, partindo de conjuntos cada um
dos quais constituido por um ponto ou por um intervalo, aplicamos um ndmero finito de vezes as
seguintes duas operag¢des: 1°) Formar a unido de um nudmero finito ou um namero infinito
enumeravel de conjuntos. 2°) Tome o conjunto comum a um nuamero finito ou a uma infinidade



Consideremos primeiro o caso dos conjuntos lineares. Trata-se de fazer
corresponder a cada conjunto linear borne K um numero positivo ou nulo m(K), que
sera a sua medida, e tal que:

1) dois conjuntos iguais (isto &, superponiveis por translagdo) tém a mesma
medida;

2) o conjunto formado pela reunido de um ndmero finito ou de um infinito
enumeravel de conjuntos, sem ponto comum dois a dois, tem por medida a soma das
medidas dos conjuntos parciais;

3) o segmento (0,1) tem por medida o numero 1.

Os conjuntos para os quais € possivel definir o numero m(K) se dizem
mensuraveis no sentido de Lebesgue. Eis aqui como se definir a sua medida.

Dado um K, encerremos seus pontos em um numero finito ou um infinito
enumeravel de intervalos exteriores uns aos outros; seja A o comprimento total destes
intervalos; consideremos o conjunto dos 1 possiveis: ele tem uma borne inferior m,(K)
que é a medida exterior de K.

Sejam: AB um segmento que contém K; K; o conjunto dos pontos de AB que
ndo pertencem a K. O conjunto K; tem uma medida exterior m,(K,); 0 numero positivo
ou nulo igual a AB — m,(K,) se chama a medida interior de K e se representa por m;(K).
Demonstra-se que m,(K) = m;(K).

Se se tem: m,(K) = m;(K), demonstra-se que o valor comum dos dois nimeros
satisfaz as condi¢des impostas: € a medida de K. Exemplos: um intervalo qualquer é
mensuravel: sua medida é o seu comprimento. Um conjunto finito (ou enumeravel) de
pontos tem uma medida nula. O conjunto dos pontos irracionais do segmento (0,1) tem
para medida 1.

A definicdo acima se estende facilmente aos conjuntos de duas ou mais
dimensdes (medida superficial etc. por oposi¢cao a medida linear que foi definida). Um
segmento de reta de um plano tem medida superficial nula e medida linear positiva.

enumeravel de conjuntos. Do ponto de vista pratico, isso equivale a dizer que todos os conjuntos
que sabemos definir efetivamente sdo mensuraveis. (Baire; Schoenflies, Encyclopédie des
Sciences Mathématiques Pures et Appliquées, tomo |, fasciculo 7, p. 525)



