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Resumo

Neste trabalho abordamos sistemas dinamicos controlados por medidas, onde as medi-
das podem ser pensadas como sendo variaveis de controle impulsivas. Mais especifica-
mente, estudamos os Sistemas de Inclusao Impulsivos. Estes sistemas, que nos permite
trabalhar com dados nao-suaves, possuem uma parte absolutamente continua (chamada
parte regular) e uma parte dependente de uma medida de Borel (chamada parte sin-
gular). Isto requer o uso de um conceito diferente de solucdo, chamado de solugao
robusta. Apresentamos esta nocao de solucao robusta e fazemos também um estudo

detalhado sobre estabilidade segundo Lyapounov e invariancia para tais sistemas.

Palavras-chave: sistemas impulsivos, sistemas de controle, medidas de controle, es-

tabilidade, invariancia.



Abstract

In this work we consider dynamical systems which are controlled by measures, where
the measures can be thought as impulsive control variables. More specifically, we study
Impulsive Inclusion Systems. These systems, which allow us to work with nonsmooth
data, have an absolutely continuous part (the regular one) and a part dependent of a
Borel measure (the singular one). For this reason we need to use a different concept of
solution, the so called robust solution. We make a discussion of this notion of solution

and study Lyapounov stability and the invariance properties of these systems.

Keywords: impulsive systems, control systems, control measures, Lyapounov stabi-

lity, invariance.
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Introducao

Nesta dissertacao abordamos alguns topicos relativos aos sistemas de inclusao impul-
sivos. Estudamos a estabilidade (segundo Lyapounov) e a invariancia destes sistemas.

Um sistema de inclusao impulsivo é dado na forma

dz(t) € F(t,z(t)dt + G(t, z(t))p(dt), te€]0,00)
z(0) = o,

onde F': [0,00) x R" — P(R™), G : [0,00) x R" — P(R™*?) sao multi-fun¢oes dadas
e pn € C*(]0,00); K) é¢ uma medida vetorial. C*([0,00); K) é o espago dual das fungoes
continuas de [0, 00) a R? tomando valores em K. O conjunto K é o cone positivo em RY.
Podemos ver que este sistema é composto por duas partes. A primeira, chamada parte
regular, é absolutamente continua. A segunda é a parte singular, que é controlada por
medidas. Estas medidas podem ser pensadas como variaveis de controle impulsivas.
Impulsivas no sentido que tomam valores muito grandes em pequenos intervalos de
tempo. Isto quer dizer que pode ocorrer de u({7}) # 0. Quando isto ocorrer diremos
que 7 ¢ um atomo da medida de controle p. Na préatica podemos dizer que os sistemas
impulsivos sdo aqueles que utilizam impulsos (impactos, saltos, etc.) como forgas
externas. Na engenharia podemos encontrar muitos exemplos destes sistemas. Mas
existem também sistemas impulsivos nao-mecanicos como por exemplo a variacao da
populacao humana por um longo periodo de tempo com um decrescimento repentino
devido a catastrofes (guerras, epidemias, etc.).

Estes sistemas de inclusao impulsivos sao importantes em aplicagoes em varias
areas tais como a de administragao (ou manejo) de recursos renovaveis (veja [3, 5| e
[10]), da mecanica de impacto e vibragao (veja [4]), da navegagao aeroespacial (veja [11]
e [13]), entre outras. Muitas destas aplicagoes surgem no contexto de controle 6timo,

de onde surge a necessidade de trabalharmos com inclusoes diferenciais controladas por
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medida e nao com equagoes deste tipo. Isto é em parte devido ao Lema de Filippov
(veja [7]) que diz que se
(t) = f(t,z,u), wel,

é um problema de controle entao definindo
F(t,z) ={f(t,x,u) : uwelU},
resolver o problema de controle é equivalente a resolver a inclusao diferencial
z(t) € F(t,z).

Do ponto de vista tedrico é mais simples trabalharmos com inclusoes diferenciais do
que com equagoes diferenciais.

Porém para lidarmos com inclusoes diferenciais controladas por medida é
necessario usarmos um tipo diferente de solugao, chamado solugao robusta (veja [15]
e [18]), através do qual podemos entender como funciona a interacdo entre a medida
de controle e as variaveis de estado durante os saltos (a trajetoria salta nos dtomos
da medida de controle). Este tipo de solu¢ao possui importantes propriedades de ro-
bustez, no sentido que se aproximarmos a medida de controle por uma seqiiéncia de
controles convencionais a seqiiéncia de trajetorias associadas converge para a trajetoria
correspondente & medida pu, ou seja, converge para a solugao robusta.

Esta dissertacao estd organizada em 3 capitulos e 3 apéndices. Os apéndices
tratam da teoria basica que foi necessaria para o desenvolvimento do assunto em
questao. Sao eles teoria da medida, integracao abstrata e anélise nao-suave. Nestes
apéndices incluimos alguns conceitos e defini¢oes utilizados ao longo dos Capitulos 1
a 3 tais como conjuntos de Borel, conjuntos de Lebesgue, fun¢oes mensuraveis, e me-
dida de Lebesgue no Apéndice A; integrais de Lebesgue, Teorema de Riesz, nogoes
de funcgoes de variacao limitada e de fungoes absolutamente continuas e derivada de
Radon-Nikodym no Apéndice B; cones normais, cones tangentes, subgradientes proxi-
mais e gradientes generalizados de Clarke no Apéndice C. Sugerimos que o leitor nao

familiarizado com estes topicos inicie a leitura deste trabalho pelos apéndices. No
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primeiro capitulo introduzimos a noc¢ao de solucao robusta. Fazemos também uma
motivagao para o estudo dos problemas impulsivos além de discorrermos (brevemente)
sobre as funcoes impulso, que sao comumente tomadas como sendo medidas de con-
trole. As exposicoes sobre estabilidade e invaridncia ocorrem, respectivamente, nos
capitulos 2 e 3. Estabilidade e invarancia consistem no estudo qualitativo dos sistemas
dinamicos, no sentido que podemos saber como é o comportamento das trajetorias sem
necessariamente conhecé-las.

No Capitulo 2 fizemos uma rapida revisao para os casos de estabilidade segundo
Lyapounov para equagoes diferenciais e inclusoes diferenciais regulares (baseados em
[7]). Depois apresentamos os conceitos de ponto de equilibrio e fungdes de Lyapounov
para o caso de inclusoes diferenciais impulsivas assim como condicoes suficientes a
estabilidade (uma extensao do Teorema de Lyapounov) e exem-plos ilustrativos. No
que diz respeito a estabilidade de sistemas dinamicos convencionais e até mesmo no
caso de inclusoes diferenciais regulares temos uma vasta bibliografia, isto é, muito ja
foi pesquisado nestes casos e considerando varios tipos de estabilidade. Um destes
tipos de estabilidade ¢ a estabilidade segundo Lyapounov, que é objeto de estudo
desta dissertacao. Para este tipo de estabilidade ja temos resultados de suficiéncia
e até mesmo de necessidade para alguns casos particulares, inclusive resultados que
caracterizam uma reciproca ao Teorema de Lyapounov tém sido objeto de recentes
pesquisas (veja [6] e [17]). Em relagdo a estabilidade para sistemas controlados por
medida (ou impulsivos) até entao existe pouca bibliografia. Citamos [2, 14] e [16]. Este
estudo se baseia na tltima referéncia, contudo conseguimos estabelecer a extensao
do Teorema de Lyapounov sem utilizar uma condicao de re-gularidade usada neste
artigo. Em [2] encontram-se resultados sobre estabilidade para sistemas dindmicos
com trajetorias descontinuas, porém em um contexto diferente do considerado nesta
dissertacao. Em [14] encontramos também resultados desta natureza no contexto de
robustez da solucao em relacao a perturbacoes na medida de controle.

Organizamos o Capitulo 3 sobre invariancia de maneira similar ao Capitulo

2: fizemos uma revisao do conceito para os sistemas regulares (com base em [7]) e
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na seqiiéncia exploramos o tema para o caso dos sistemas impulsivos. Apresentamos
condicoes necessarias e suficientes aos dois tipos de invariancia, fraca e forte. Incluimos
também exemplos ilustrativos. Assim como em estabilidade, existe pouca bibliografia
sobre invaridncia para sistemas impulsivos. Citamos [1] e [20]. Em [1| o estudo é
feito no contexto de inclusoes diferenciais parciais. Em [20] é desenvolvida a teoria
geométrica para processos impulsivos equanto a abordagem aqui apresentada ¢ sobre

a teoria analitica para sistemas impulsivos.



Capitulo 1

Sistemas Impulsivos

Vamos iniciar este capitulo com uma motivagao ao estudo de sistemas impulsivos, de-
pois falaremos sobre fungoes impulso e por fim vamos introduzir os sistemas impulsivos.
Nesta tltima parte também definiremos a solucao robusta para sistemas impulsivos
além de expormos alguns resultados importantes que serao utilizados nos capitulos
posteriores. Com isso estaremos aptos a iniciar o estudo de invariancia e estabilidade.
Motivagao

Considere o problema de controle 6timo abaixo.!

1
Minimizar / u(t)dt
0

sujeito a  #(t) = ax(t) + bu (1.1)
z(0) =0, z(1) > x; (1.2)
u(t) 20, flu()llz, <M, (1.3)

onde a e b sao constantes arbitrarias e x;, M > 0 sao dados. Resolvendo o sistema

(1.1) com a condigdo inicial z(0) = 0, obtemos

z(t) = bexp (at)/o u(s) exp (—as)ds, (1.4)

de modo que

x(1) = bexp (a)/o u(s) exp (—as)ds < bexp (a)/o u(s)ds < bexp (a)M,

IEste ¢ um Minimum Fuel Problem.
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onde utilizamos as desigualdades exp (—as) < 1, s € [0,1] e (1.3). Entao se escolhermos
as consantes a e b de modo que bexp (a)M < x; a restri¢do (1.2) ndo serd cumprida e
nao poderemos resolver o problema. Mas considere a seqiiéncia de controles definida

abaixo.

aexp (—a)xy exp(a/n)/[blexp (a/n) —1)] set € [0,1/n]
0 sete (1/n,1],

U (t) =

onde n € N. Temos que

aexp (—a)x; exp(a/n) _ exp (—a)x;
nb(exp (a/n) — 1) b ’

[un ()L, = quando n — oo (1.5)

o que implica que {u,} ¢ limitada. Assim a restri¢ao (1.3) é satisfeita para algum M e
como u, > 0, Vn, temos que u, é um controle admissivel, para todo n. Substituindo

u, em (1.4) obtemos

exp (—a)xi exp(a/n)(exp (at) — 1)/(exp (a/n) — 1) set € [0,1/n]
exp (—a)z exp (at) set € (1/n,1].

T (t) =

Logo z(1/n) = exp (—a)xiexp(a/n) e x(1) = z;. Na Figura 1.1 ilustramos algumas
solugbes. A seqiiéncia fol up(t)dt = ||un(+)||z, dada em (1.5) é decrescente de modo que
quando n cresce estamos melhorando o valor do funcional que queremos minimizar.
Portanto o processo 6timo (z*,u*) é obtido fazendo n — oo. Mas observe que proce-
dendo desta maneira obtemos a trajetoria z* com uma descontinuidade em ¢t = 0. O
que podemos concluir é que o problema posto nao possui solucao se admitirmos apenas
fungoes de controle em L;[0,1]. Isto quer dizer que o espago de controles deve ser

extendido admitindo medidas como funcoes de controle, ou seja, controles impulsivos.

Geralmente se utiliza medidas construidas a partir de fungdes impulso. Se 6(¢)

é¢ uma funcao impulso podemos definir

W(A) = /A 5(t)dt.

Na seqiiéncia apresentamos as fun¢oes impulso e suas propriedades. Em exemplos nos

proximos capitulos vamos utilizar estas fungoes para definir medidas de controle.
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Figura 1.1: Gréficos de algumas trajetorias z, coma=b=1e 21 = 3.

Func¢oes Impulso
Uma fun¢ao impulso unitario em ¢t = 0 (também conhecida por delta de Dirac) definida

em RU {400}, e denotada por dy, é definida como tendo as seguintes propriedades:

So(t) = 0. 170 e /_+0060(t)dt:1. (1.6)

400, t=0 oo
E claro que o “impulso” pode ocorrer em qualquer t, e quando este for o caso deno-
taremos por d;,. A surpreendente propriedade a direita em (1.6) é um caso particular
da também surpreendente propriedade

/ st = £(0). (1.7)

[e.9]

onde f é uma funcao real continua que se anula fora de um intervalo compacto. Em
(1.6) e (1.7) pode se ver claramente um abuso de notacao. Mas, um tratamento
matematico rigoroso pode ser dado a func¢des com tais propriedades recorrendo-se a
Teoria das Aproximacoes (ver [19]). Aqui ndo iremos fazer isso, mas vamos justificar

(1.7) utilizando um raciocinio até certo ponto geométrico. Paul Dirac? introduziu os

2Prémio Nobel em 1933 por trabalhos em Mecéanica Quantica.
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hoje chamados niicleos de Dirac, e através destes podemos fazer a justificativa desejada.

Estes nucleos consistem numa seqiiéncia de funcoes continuas k, : R — R tais que

(i) [T ko (t)dt = 1;

(iii) Ve, n > 0 Ing tal que f\t|>n kn(t)dt < e, para n > ny.

Figura 1.2: Graficos das fungoes k.

Estas funcoes podem ser pensadas como aproximagoes para dp. Na Figura 1.2 podemos
observar que as areas abaixo dos gréficos de k,(t) se acuamulam em torno do eixo y.
Dai o raciocinio geométrico. Assim definimos o primeiro membro de (1.7) da seguinte

forma

nN—-—100
o + —00

+00 +oo
/ do(t) f(t)dt = lim kn(t) f(t)dt. (1.8)
O teorema abaixo justifica tal definicao. Nao vamos incluir a demonstracao, que pode

ser encontrada em [8].

Teorema 1.1. Sejam {k,} uma seqiéncia de nicleos de Dirac e ¢ : R — R uma

funcao continua limitada. Entao as fungoes p, abaixo estao bem definidas

—+00

pult) = / alt — 5)p(s)ds

o0

e n(t) — @(t) uniformemente em intervalos limitados e fechados.
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A fungao f em (1.7) satisfaz as hipoteses do teorema acima. Logo aplicando
o teorema para t = 0 obtemos
+oo

f(0) = lim kn(s)f(s)ds.

n—oo
—00

Assim de (1.7) temos (1.8).
Definimos o produto de convolugao das fungoes f(x) e g(x), o qual é denotado
por (f % g)(x), como abaixo:
400

(f*g)(z) = fy)g(z —y)dy.

De posse desta defini¢ao, uma propriedade que pode ser tirada de (1.6) é a de que

(00 * f)(s) = (f *do)(s) = f(5),

ou seja,

/ T sa(s — ) f(0)dt = (s),

o0

onde f é uma funcao continua que se anula fora de um intervalo compacto. Particu-

larmente temos

/ s £t = £(0).

[e.9]

que é (1.7).

Para finalizar vamos analisar informalmente o comportamento de um sistema
sujeito a um impulso instantidneo. Abaixo temos uma equacao que representa um
sistema sem excitacao até t = 7w : neste instante o sistema recebe um impulso de

intensidade 2:

P4 20+ 20 =20,(t — ), x(0)=2'(0) = 0.

E claro que nio existe uma solucdo classica (no sentido que z(t) seja de classe C?) para
este problema. O que podemos obter ¢ uma certa generalizacao do conceito de solugao.
A Figura 1.3, onde tracamos o grafico de x(t), mostra a influéncia do impulso. Este

exemplo esta resolvido em [9.
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Figura 1.3: Gréfico de z(t): influéncia do impulso.

O Sistema Impulsivo
Nesta secao vamos apresentar alguns conceitos introdutoérios a respeito dos sistemas de
inclusao impulsivos. Recordamos que um tal sistema é dado na forma

dz(t) € F(t, z(t))dt + G(t, z(t))pu(dt), te€[0,00) (1.9)
z(0) = o,

onde F': [0,00) x R" — P(R"), G : [0,00) x R" — P(R™?) sao multi-fun¢oes dadas

e pu € C*([0,00); K) &€ uma medida vetorial. C*([0,00); K) é o espago dual das fungdes

continuas de [0,00) a R? tomando valores em K. O conjunto K é o cone positivo em

R4. Costumamos dizer que a multi-fungio F' em (1.9) é a parte absolutamente continua

e que a multi-funcao G é a parte singular do sistema.

Abaixo vamos apresentar algumas notacoes que serao utilizadas no decorrer

do texto.

e AC([0,00);R™) & 0 espaco das fungdes f : [0,00) — R™ que sdo absolutamente

continuas;

e BV*(]0,00); R™) & o espago das fungoes [ : [0,00) — R™ de varia¢ao limitada e

continuas a direita em (0, c0);
e /i ¢ a variagdo total da medida g, fi(dt) == >"7 | p;(dt);

e L x B é o produto o-dlgebra, onde L denota os subconjuntos de Lebesgue em

[0,00) e B denota os subconjuntos de Borel em R
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e B é a bola unitéaria aberta no espago Euclidiano;
e W§°(x) denota a variagao dos elementos € BV ([0, 00); R™).

Nesta dissertacao vamos trabalhar com o conceito de solugao robusta definido
em [15], fazendo as alteragoes que se fizerem necessarias para englobar intervalos in-
finitos (ja que neste artigo o estudo é feito para intervalos finitos). Este conceito de
solucao possui importantes propriedades de robustez, que sao perdidas se trabalharmos
com o conceito usual de solucao®. Isto é razoavel visto que estamos trabalhando com
sistemas impulsivos, isto é, controlados por medida. Contudo, para introduzirmos este
conceito de solucao precisamos antes definir um outro conceito, o de completamento

grafico. Abaixo seguem algumas funcoes que serao necessarias nesta defini¢ao:

/ 1i(ds), Vi >0
[ ] Mz(t) = [0,¢] ) 1= 177(‘]7

0, set=0

oy {n(®)} se fi({t}) =0,
(™), n()] se p({t}) > 0.

A fungao n definida acima é chamada funcao de reparametrizacao do tempo.

Definicao 1.1. Uma familia de completamentos graficos associados a medida vetorial
W € o conjunto dos pares (0,7) : [0,00) — [0,00) X K onde 0 : [0,00) — [0,00) € a
“inversa” de 7 : [0,00) — P([0,00)) no sentido que 0(s) =t, Vs € 5j(t); e v : [0,00) —
R? é definida Vs € 7(t), t € [0,00), por

e se {1 = 0
NS) = M(t™) _|_/ v(o)do  se fi({t}) >0,

3 A solugao usual consiste em fazer uma selegio f € F e resolver o problema #(t) = f(z(t)). Uma

maneira de resolver este problema é utilizar as solu¢des de Euler. Para mais detalhes veja [7].
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para algum v(-) € VY, onde t = 0(s). Aqui M(-) := col(Mi(-),..., M,(-)) e

V= {v i) — Kt 0(s)+ Zvi(s) =1Vsei(t) e /@) v(s)ds = M({t}>} :

A Figura 1.4 ilustra algumas das funcdes definidas acima no caso em que a

medida p é escalar.

Figura 1.4: Tlustracao: as funcoes 7, 0 e 7.

Defini¢cao 1.2. Uma fun¢io x € BV ([0,00);R") é uma solu¢do robusta de (1.9)
se ezistir uma fungao Lebesque integravel f, f(t) € F(t,z(t)) L-q.s., e uma fun¢ao

fi-integravel g, g(t) € G(t,z(t™); u({t})) fi-q.s., tais que
x(t) =z(0 T)dr T)p(dr) V 0, 00),
O =20+ [ e0r+ [ g vie 0.0

onde a multi-fun¢io G : [0,00) X R* x K < P(R") € definida por

& ) {G(t, 2)w(t)} sea| =0
)= [Em@) = EmE))] )
{ o] } se |a) >0
para todo (&(+),) satisfazendo
Emt™)) = = (1.10)
(5) = GLEs)As)  At)-gs. e (1.11)

a = y(n(t) —vnt")), (1.12)
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para alguma func¢ao G € G continua em t e Lipschitz em x. Aqui, |o| = Y"1 oy, w(-) €
a derivada de Radon-Nikodym® de i em relagao a fi, (€,7) pertence a AC([0,00); R"™ x

RY), e o par (0,7) é um completamento grifico de .

Dizemos que (z,p) é um processo vidavel para o sistema impulsivo se pu €
C*(]0,00); K) e x é uma solugao robusta de (1.9).

Através de uma mudanca de variavel podemos definir uma inclusao diferencial
regular (absolutamente continua) associada a inclusao diferencial impulsiva de modo
que exista uma importante relacao entre as solucoes destes sistemas. Expomos isto no
proximo teorema. A demonstragao sera omitida e é similar a prova do Teorema 4.1 em

[18].

Teorema 1.2. Suponha que as multi-fungées em (1.9) satisfazem:
o ' toma valores em conjuntos fechados e é L x B mensurdvel; e
e G toma valores em conjuntos fechados e é Borel mensurdvel.

Fize uma medida p € C*([0,00); K) e um estado inicial xy. Seja (6,7) o completamento

grdfico de p e n a funcao de reparametrizacao.

(i) Suponha que z(-) € BV ([0, 00); R™) é uma solugao robusta de (1.9) (em relagao
a p e xg). Entao existe uma solugao y(-) € AC ([0,00) ;R™) de

g(s) € F(0(s),y(s))0(s) + G(0(s), y(s)¥(s) (1.13)

para a qual
2(t) = y(n(t) vt € (0,00). (1.14)
Reciprocamente,

(i) suponha que y(-) € AC (]0,00);R™) € solugao de (1.13). Entao existe uma
solugao x(-) € BV ([0,00); R™) de (1.9) para a qual (1.14) é satisfeita.

4A definicdo deste conceito de derivada pode ser encontrada no Apéndice B.
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(iii) Tome uma solugao x de (1.9). Seja y uma solugao de (1.13) tal que (1.14) é
satisfeita. Entao

Wos(x) < Wo(y)

No6s vamos precisar do seguinte lema de mudancga de varidveis em integrais
em algumas demonstragoes nos proximos capitulos. A demonstracao pode ser feita de

maneira analoga a demonstragao da Proposi¢ao 2.1 em [18] e iremos omiti-la.

Lema 1.3. Seja (6,7) uma familia de completamentos grdficos de pu € C*([0,00); K).
Entao

(i) 0 e sao fungoes Lipschitz continuas nao-negativas e satisfazem

(ii) Para toda medida de Borel i € C*(]0,00), K), toda fun¢ao integrdavel G : [0,00) —

R"*? ¢ todo conjunto de Borel T C [0,00), temos

G(0(s))y(s)ds = [ G(7)u(dr
|, GO = [ G

(iii) Para toda fungao Lebesgue mensurdvel f :[0,00) — R™ e todo conjunto de Borel

S C [0,00) temos que 0(S) também é um conjunto de Borel e

/ f(o s)ds = f(r)dr
8(5)

Apresentamos abaixo algumas hipdteses sobre as multi-fungoes F' e G que
serao necessarias em demonstracoes nos Capitulos 2 e 3.

Hipo6teses Basicas:

(h1) Para todo z € R", F(z) e G(x) sdo conjuntos convexos, compactos e nao-vazios;
(h2) F e G sao semi-continuas superior;

(h3) existem constantes a e b tais que para todo x € R™,

voe Fr) =[] <allzfl +0;

v € G(z) = |v|| <a|z] +0.
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A hipotese (h3) é conhecida como condicao de crescimento linear.
Recordamos que uma multi-funcao I'" é semi-continua superior em x se dado

e > 0 existe § > 0 tal que
ly — 2| < § = T'(y) C I(z) + B,
e ' é semi-continua inferior em x se dado € > 0 existe § > 0 tal que

ly — z|| < 6 = T'(y) D> I'(z) — eB.



Capitulo 2

Estabilidade

Neste capitulo iremos estudar a estabilidade do sistema (1.9) segundo a abordagem de
Lyapounov, ou seja, utilizando as fun¢oes de Lyapounov. Vamos estudar apenas o caso
autonomo, ou seja, vamos supor que as multifuncoes F' e G que definem a dinamica
nao dependem explicitamente da variavel tempo. Comecaremos revisando estabilidade
segundo Lyapounov para equagoes diferenciais e para inclusoes diferenciais regulares.
Primeiro expomos o caso de equacoes diferenciais.

Considere a equacao diferencial

2(t) = f(x(t)), (2.1)

onde f : R — R" é uma funcao suave. Suponha que z* é um ponto de equilibrio
do sistema, isto &, f(z*) = 0. Entdo se Yz, € R™ a solucdo z(-) de (2.1) satisfazendo
x(0) = ¢ é tal que x(t) — x* quando t — oo dizemos que z* é um ponto de equilibrio
globalmente assintoticamente estavel. A estabilidade do sistema (2.1) pode ser carac-
terizada pela existéncia de um par de fungoes de Lyapounov. Um par de funcoes de

Lyapounov para z* sao fungoes suaves (), V satisfazendo:
(i) Qz), V() >0Vz eR" e V(z) =0 < z = 1%
(ii)) {x € R™ : Q(z) < r} sdo compactos para todo r € R;

(iii) (VQ(x), f(x)) < —=V(z) para todo = € R".
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Teorema 2.1. Seja x* um ponto de equilibrio para o sistema (2.1). Suponhamos
que exista um par de funcoes de Lyapounov QQ eV para x*. Entdao x* € globalmente

assintoticamente estdvel.

Prova:' Seja z(-) uma solugao de (2.1). Pela condigao (iii) temos

Q) = (V). 1(x(1) < ~V(x(t).

Logo a func¢ao nao-negativa ¢t — Q(z(t)) + fot V(z(7))dr & decrescente e portanto
limitada em [0, 00). Assim ¢ — Q(z(t)) é limitada, ja que por (i) V' > 0. Entao por (ii)
x(t) é também limitada. Entdo a solugao z(t) de (2.1) existe em [0,00), e do fato de
V' (z) ser suave segue que V' (z(t)) é globalmente Lipschitz em [0, c0) e com isso em maos

nao é dificil mostrar que V(z(t)) — 0 quando ¢ — oo; ou seja, z(t) — z* = V1(0). =m
Considere a inclusao diferencial
z(t) € F(xz(t)), (2.2)

onde F': R™ — R™. Neste caso z* é um ponto de equilibrio para (2.2) se 0 € F(x*) e

Q, V constituem um par de Lyapounov para x* se satisfazem:
(a) Qz), V(z)>0Vz eR"e V(z)=0& v =T;
(b) {z € R™: Q(x) < r} é compacto para todo r € R; e
(c) Vx e R", V & € 0pQ(x),

min{({,v) : v e F(z)} < -V(z),

onde 0pQ(x) denota o conjunto dos subgradientes proximais de @) em z.

Teorema 2.2. Seja x* um ponto de equilibrio para o sistema (2.2). Se existir um par
de funcoes de Lyapounov Q) eV para x* tais que Q) e V sao semi-continuas inferior,
entao para todo o € R™ existe uma trajetoria x para F em [0,00) com x(0) = xq e

x(t) — x* quando t — oc.

!Esta demonstragao esta feita como em [7] e foi incluida apenas para ressaltar a importancia das

condigbes (i)-(iii).
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A demonstragido deste teorema pode ser encontrada em [7]. Este teorema
generaliza o Teorema 2.1 para o caso de inclusoes diferenciais. Para o caso de inclusoes
diferenciais impulsivas também temos um resultado similar. Neste caso um ponto de

equilibrio x é caracterizado por

col(u,0) € H(z) := {{vo} x {F(Z)vo + G(ZT)v} : (vo,v) € V'}

para algum 0 < u < 1, onde V := {(vg,v) : v >0, vE K, DI jv; =1}

Dizemos que o sistema (F, G) é globalmente assintoticamente controlavel (ou
estavel) a T se para qualquer ponto xo € R™, existe um processo viavel (x,u) de
(1.9), para o qual z(0) = 2z e z(t) — Z, quando ¢t — oo. Quando isto ocorrer,
diremos simplesmente que (F, G,Z) é GAC. As fungoes @ e V sao um par de fungoes

de Lyapounov para ¥ se satisfazem
(1) Qx), V(z) >0Vzx eR"e V(z)=0& z = T;
(2) {z € R": Q(z) <r} é compacto para todo r € R; e
(3) Vx e R", V £ € 0pQ(x),

min{(¢,v) : v € F(x)vy + G(z)v, (vo,v) €V} <~V (1), (2.3)

Agora vamos expor e demonstrar o principal resultado deste capitulo, que
generaliza o Teorema 2.2 para o caso em que a dinamica é controlada por medida. A
demonstragao foi feita como em [16], porém nao utilizamos uma condigao de regulari-

dade usada na demonstracao feita neste artigo.

Teorema 2.3. Seja £ € R™ um ponto de equilibrio. Suponha que exista um par de
fungoes de Lyapounov Q) eV para T que sejam semi-continuas inferior. Entao (F, G, )

€ GAC.

Prova: Sejam Z € R" um ponto de equilibrio e (@, V) um par de fun¢es de Lya-

pounov para Z. Considere o sistema

col(dyo dy) € H(z) == {{vo} x {F(x)vo + G(z)v} : (vo,v) € V}

ds ' ds



CAPITULO 2. ESTABILIDADE 27

y°(0) =0, y°(s) — oo quando s — o0
y(0) = yo = 0.

Pelo Teorema 2.2 segue que para Yz, € R" existe uma trajetoria § = col(y°, y) tal que
7(0) = col(0,y0), y°(s) — oo e y(s) — &, quando s — oo. Segue da construgdo da
trajetoria y através da selecao minima em H e da propria definicao de H que vale a

inclusao:
i(s) € {{vo} x {f(s))vo + g(s)v} : (vo,v) € V},

onde f(s) € F(y(s)) e g(s) € G(y(s)) para quase todo s € [0, 00).
Pelo teorema da selecao mensuravel existe uma fun¢ao Lebesgue mensuravel

(vo, V1, - -, v,)(8) € V, quase sempre em [0, 00), tal que

y(s) = (5°,9) = (vo(s), f(s)vo(s) + Z gi(s)vi(s)).

Logo temos
s
y°(s) = /0 vo(0)do. (2.4)
Lembrando que 3°(s) — oo quando s — oo podemos concluir a partir de (2.4) que
v : [0,00) — [0,00) ndo se anula em intervalos infinitos.
Com isto em maos podemos construir um processo (x,u) tal que x € BVT
¢ uma solugao da inclusdo dinamica impulsiva (1.9), correspondente a p. Primeiro

construiremos a medida de controle u. Defina

0(s) := /OS vo(o)do,  n(t) :=sup{s : O(s) <t}; e (2.5)

H(A) = /0 LMo A e B(0.00), (2.6)

onde v(s) 1= (vi(s),...,v4(s)).

Como a funcao wvy(s) é ndo negativa e nao se anula em intervalos ilimita-
dos, a fungdo 0 definida em (2.5) é nao-decrescente e sua imagem é todo intervalo
[0,00). Isto implica que p, definida em (2.6) é uma medida regular, com dominio

nos borelianos do intervalo [0,00). Segue facilmente da definicdo de n que esta é
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uma fungao crescente. Seja {{;} uma seqiiéncia de pontos em [0,00) onde os inter-
valos 07'(t;) sao nao-degenerados, ou seja, cada t; ¢ um atomo da medida p, por

construcio (ver (2.5) e (2.6)). Queremos mostrar que existem f(t) € F(z(t)) q.s. e

g(t) € G’(t,x(t‘),u({t})) ji—q.s. tal que
z(t) = xo + ~0'd0'—|— glo)u(do
(t) /0 f(o) /[O,t] g(o)p(do)

para todo t € [0,00). Defina

0 g(ﬁ(t)l)v(ﬁ(t)) vt € [0,00) \ Uz, {t;}
g = .

T e 500 €U0

Note que z(6(s)) = y(s) em [0,00) \ U{67(;)} e 6(s) = 0 em U6~ (t,)}.
Entao temos

0 = Fly(s F(0(s))0(s)ds
[ xewen (it
=[x

onde? a segunda igualdade acima segue do Lema 1.3. Isto implica que f(t) € F(z(t))
quase sempre com relagao a medida de Lebesgue.

Segue facilmente da definicao de g que
§(t) € Gt x(t™); u({t}) VYt e U{t:}. (2.7)
Também temos
o - | Xatw(oi) B(0(s)))v(s)ds
[0,00)\Ui {6~ (t:)}

= [ o)),
[0,00)\Ui{t:}

onde utilizamos novamente o Lema 1.3. Segue que g(n(t)) € G(x(t)) quase sempre em

[0,00) com relagao a medida pu.

2Veja a definicdo da funcdo caracteristica y z no Apéndice A.
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Segue da construgao de p que pu(dt) = v(n(t))n(dt), ie., w(t) = v(n(t)) é a
derivada de Radon-Nikodym de p com a relacao a sua variagao total fi. Assim, como

g(t) ==gn®) -v(nt)) Vtel0,00)\ Ui{t;}, temos
g(t) € G(t,=(t™);u({t})) h—as. em [0,00)\ U;{t}.

Isto junto com (2.7) implica em

g(t) € G(t,x(t™);p({t})) A—aqs. em [0,00).

Tome t > 0. Entao, pelo Lema 1.3, segue que

x(t) —xo = y(n(t)) — o

- /{Wt)] F(s)vo(s)ds +/ g(s)u(s)ds

[0.:n(2)]

= F(0(s))vo(s)ds s)v(s)ds
[ Feomes s [ B(s)0(s)

[0,n(t)\U: {01 (t:)}

+ / g(s)v(s)ds
[0,n(O]NU{0~1(t:))}
= [ Foare [ gt
[0,4] [0,]
Isto confirma que (x, 1) é de fato um processo viavel de (1.9).
Resta mostrar que x(t) — & quando t — o0o. Observe que se t tende ao

infinito entao 7(t), definida em (2.5), também tende ao infinito. Ja que z(t) = y(n(t))

e y(s) — = quando s — oo segue que z(t) — Z. n

No que segue vamos mostrar a importancia do fato de vy(s) nao se anular em
intervalos infinitos. Suponhamos por simplicidade que ¢ = 1 e vg(s) = 0 em [sg, 00),

para algum sy. Entao de (2.5) obtemos
0(s) = vo(s) =0 em [sg,00).

Logo 0(s) = to em [sg, 00), para algum ¢y. Dai de (2.6) segue que

pltah = [ esds= [ ds=oc,
6-1({to}) [s0,00)
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onde usamos o fato de v(s) = 1 em [sg, 00), ja que (vo(s),v(s)) € V. Mas u({to}) = +oo
provocaria um salto infinito em z(¢), o que nao é desejavel.

Exemplos

O Teorema 2.3 nos permite trabalhar com sistemas bastante gerais no sentido que
podemos utilizar fungoes de Lyapounov nao-suaves, podemos trabalhar com a parte
singular em R"*9 além de outras generalidades. Contudo, nos exemplos que apresen-
tamos a seguir nao vamos explorar isto. Incluimos estes exemplos para mostrar como
é o comportamento de um sistema impulsivo ou para mostrar como a dinamica impul-
siva influencia a evolucao do sistema, ou seja, desejamos apenas ilustrar a teoria e nao
resolver problemas complicados.

Ressaltamos que a medida de controle p utilizada é singular em relagao a
medida de Lebesgue. Isto significa que quando uma estd ativa a outra permanece
inativa. Geralmente ativamos a medida de controle p somente em alguns instantes
cruciais, os quais chamamos de atomos de u. Nestes instantes a trajetoria salta, isto
é, nestes instantes a trajetoria é descontinua.

Uma grande dificuldade que surge ao tentarmos aplicar o método de Lyapounov
é a de encontrar um par de funcoes de Lyapounov adequado ao problema. Geralmente,
estas funcoes estdo relacionadas com a norma do R” ou com a energia do sistema. As

vezes é necessario uma dose de ingenuidade e/ou intuigao fisica para determina-las.
Exemplo 2.1.
Vamos analisar a controlabilidade (estabilidade) a origem do sistema (F, G) com

o Fl(z)=Aze

N[
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onde a« > 0 e § < 0. Suponhamos que p toma valores em R*. Neste caso T = col(0,0).
Tomemos
1 2
Q(l’) = ;L‘% — T1%2 + :c% e V(x) = §x% 4 51}%

como sendo um par de funcoes de Lyapounov. Temos que

(VQ(x), F(z)vo + G(x)v) = (2u9a — %U)I% + (208 — voa + 1) a1 — (VB + 2ug) 73,

onde (v, v) € V. Logo escolhendo (vg,v) = (%, %) , a= % el = —% obtemos
Lo, 2, 2
(VQ(x), F(x)vg + G(z)v) = —g¥ T g%z = —V(x), Yz € R

Portanto a condigao (2.3) esta satisfeita e pelo Teorema 2.3 o sistema em questao é
GAC. Entao dado xg = col(zg;, 2) € R? podemos construir um processo viavel (z, 1)
tal que 2(0) =z e x(t) — 0 quando t — oc.

Com a = é a solugao da parte nao-singular do sistema é dada por

x1(t) = w1 exp(t/3)

To(t) = w0 exp(—t).

Logo se deixarmos o sistema evoluir apenas sob a agao do campo nao-singular a tra-
jetoria nao ird convergir para a origem, a menos que xg; = 0. Entao vamos aplicar um
impulso no sistema permitindo que o campo singular atue. Para isto vamos tomar ¢ = 0
como sendo um atomo da medida de controle u, de modo que a trajetoria salte no ins-
tante inicial ¢ = 0. Tomemos u(dt) = [0y(t), onde [, o tamanho do salto, seré escolhido

adequadamente, dependendo do estado inicial zy. Resolvendo d(s) = BE(s)du(s) com

6= —% obtemos a trajetoria que o sistema ird percorrer durante o salto:
&i(s) = —%ﬁxogsen @s + Zg1 COS ?s
&(s) = ?xmsen @5 + xgg COS @5.

Logo se escolhermos [ de modo que & (1) = 0, temos que z(0") = £(I) pertence ao eixo
To; € a partir dai a trajetoria converge a origem sem a necessidade de algum controle,
ou seja, apenas sob a acao do campo nao-singular. A Figura 2.1, que mostra também

o campo nado-singular, ilustra esta situagao com xy = col(—2,1) e &y = col(2,0). Para



CAPITULO 2. ESTABILIDADE 32

Vo 2 A A A A AR 3
L0 PELVVVVVY

L0 0 RSN

YN RSV 21
//////Zl@f PV LV VN VNN %2 1
/00000 TN

2200000 IMRARRRARARN 1
srss00 )] AT AN

e 7 LTV NN

————— N \\j\\\\\

e e ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
:\2\\\\:{\ \ \% 177 //1)(////2 3 2 a0 1 x12 3
SNANANANAA 1 1774 ]
NANANANA A 117777777 -1
NNANANANANYY] (11777777

NAAANAA 11117777 —
R R AR Y 2
\\\\\\\NL 11117077

AAAA T R }1777/// -3

Figura 2.1: O campo nao-singular e trajetoérias: a parte tracejada representa a “tra-

jetoria salto”.

xg escolhemos | = %ﬂ' de modo que £(I) = col(0, —2) e para &y escolhemos | = ?7‘(‘
de modo que £(1) = col(0,v/3). O

Exemplo 2.2.

Vamos estudar a estabilidade do sistema nao-linear (F, G) com

Fay= [ 7
[} xTr) = e
—2.%2 + 21’11’%

cG@=| ),

onde x = col(z1,x2) e T = col(0,0) é o ponto de equilibrio. Tomemos
Lo o 2 2
Qz) = é(xl +a3) e V() =11+ 23

como sendo um par de fun¢oes de Lyapounov. Analisemos o comportamento do sistema

evoluindo apenas sob a acao do campo nao-singular. Temos que

(VQ(x),dx(t)) = ((x1,22), (—221dt, —22dt + 2z1235dt))

= —2zidt — 223(1 — x125)dL.
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Logose © ¢ R := {x : 1— zy2z9 > 0} a condicao (2.3) pode nao ser satisfeita.
Observando a Figura 2.2 onde tracamos o campo nao-singular vemos que de fato o
sistema nao ¢ GAC: trajetorias com estados iniciais fora da regiao R nao convergem
para o ponto de equilibrio z = col(0,0). Agora vamos mostrar que permitindo a agao

do campo singular o sistema ¢ GAC. Escolhendo (v, v) = (0,1) € V temos
(VQ(x), F(x)vo + G(2)v) = (21, 13), (—x1, —279)) = —2 — 223 = —V(z), Vo € R

Portanto temos a condigdo (2.3) satisfeita e pelo Teorema 2.3 o sistema é GAC.
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Figura 2.2: O campo nao-singular e trajetorias: a parte pontilhada representa a “tra-

jetoria salto”.

Vamos entdo construir um processo (x, i) tal que a trajetoria z converge para
a origem. Seja xy = col(zg1,zo2) ¢ R. Vamos escolher a medida de controle u de
modo que no instante inicial ¢ = 0 a trajetoria salte para dentro da regiao R. Para
isto tomemos p tal que p(dt) = 16y(t), onde I, que representa o tamanho do salto, sera
escolhido posteriormente. As trajetérias do sistema impulsivo
Eils) = —&u(s)
Ex(s) = —265(s)
sao dadas por
&1(s) = xorexp (—s)
&(s) = wo exp (—2s).
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Devemos escolher [ de modo que 1 — & (1)&(l) > 0. Deste modo z(0%) = £(I) € R.

m’”’%. Para ¢ > 0 deixamos o sistema evoluir naturalmente

Logo basta tomar [ >
sem nenhuma interferéncia externa, isto é, apenas sob a acao do campo nao-singular.
Desta forma a trajetoéria converge para a origem. Para estados iniciais o € R o sistema
evolui naturalmente para o ponto de equilibrio, e assim nao precisamos interferir. Na
Figura 2.2 tragamos duas trajetorias convergindo para a origem com estado inicial fora
da regiao R. [
Observagao: No exemplo anterior poderiamos ter construido um processo (x, ;1) mais
simples considerando apenas o campo singular, jA que a origem é um ponto nodal
estével para este sistema. Porém um processo onde apenas o campo singular atua nao

é desejavel, visto que isto caracteriza um salto infinito.



Capitulo 3

Invariancia

Neste capitulo estudaremos a no¢ao de invariancia para os sistemas de inclusao diferen-
cial. Vamos estudar apenas o caso autonomo, ou seja, vamos supor que as multifuncoes
I e G que definem a dindmica nao dependem explicitamente da variavel tempo. Seja
S C R™ um subconjunto fechado. Dizemos que um dado sistema é invariante quando
as trajetorias que comecam em S permanecem em S quando o tempo vai ao infinito.
Primeiro vamos fazer uma rapida exposi¢ao de invariancia para os sistemas de inclusao

regulares do tipo
x(t) € F(z(t)), (3.1)

onde F': R™ «— R"™. Depois vamos considerar as inclusoes impulsivas.
Existem dois tipos de invariancia: invariancia fraca e invariancia forte. No que
segue temos as defini¢oes destes conceitos com os respectivos resultados de caracteri-

zagao, cujas demonstragoes podem ser encontradas em [7].

Definigao 3.1. O sistema (S, F') € dito fracamente invariante se para cada xy € S

existe uma trajetoria x(-) em [0, 00) satisfazendo
z(0) =z e z(t) € SVt>D0.

O conjunto dos estados atingiveis a partir de xg no tempo T', o qual é denotado

por A(zg;T), é definido como:

A(zo; T) :={x(T) : x é uma trajetoria de (3.1) em [0, 7] satisfazendo x(0) = z¢}.
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Teorema 3.1. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(a) F(x)NTB(z)#0 VYreS;
(b) F(z)NcoT#(x)#£0 VzeS;
(¢) min{(f,C) : f(z) € F(x)} S0 V(e NE(x) eV € 52
(d) (S, F) é fracamente invariante;
(e) Vxo € S,Ve >0, 35 € (0,¢) tal que A(zo,0) NS # 0.

Definicao 3.2. O sistema (S, F) € dito fortemente invariante se toda trajetdria x(-)

em [0,00) com x(0) € S € tal que x(t) € S Vt > 0.

No proximo teorema vamos precisar da condicao de Lipschitz para multi-
funcoes. Dizemos que uma multi-funcao I' : R® — R™ ¢é localmente Lipschitz se

para cada xy € R" existirem §, K > 0 tal que
[(x) CT(y) + K|z —yl|B Yo,y € xo+0B.

Teorema 3.2. Suponhamos que F € localmente Lipschitz. FEntao as sequintes afir-

macées sdo equivalentes:
(a) Fx) CT§ (v) Vae Sy
(b) F(x) CTE(x) Ve S;
(c) F(z) CcoTB(x) VxeS;
(d) max{(f,¢) : f(x) € F(x)} <0 V(€ N{(x) eVa € S;
() (S,F) ¢ fortemente invariante;

(f) Vo € S,3e > 0 tal que A(zo,t) €S Vt € 0,¢e].

Veja a definigao do cone tangente de Bouligand 7# no Apéndice C.
2Veja a defini¢do do cone normal proximal N¥ no Apéndice C.
3Veja a definigdo do cone tangente de Clarke TS no Apéndice C.
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Para o estudo de invariancia para sistemas impulsivos é necessario tratarmos
as trajetorias de (1.9) como arcos multi-valorados, isto é, para cada instante de tempo
t consideramos suas imagens como curvas em R”. Denotamos uma tal trajetéria por
x(+). Quando t é um ponto de continuidade da medida de controle p, a imagem de
x4(+) € um tnico ponto do R™. Porém quando ¢ é um atomo da medida de controle p,

a imagem de z(-) é dada pelo conjunto de curvas
x(+) == {& : (t) — R™ : € satisfaz (1.10)-(1.12) com z = z(t7) e a = u({t})}.

Veja uma ilustracao na Figura 3.1.

X(t)

X(t)

Figura 3.1: Tustragdo: 7 é um atomo da medida u. As curvas pontilhadas sdo curvas

em x, que conectam os pontos de descontinuidade.

Seja (z, u) um processo viavel e {t;}5°, uma ordenagio dos atomos de p. Entao

x4(+) € S significa
z(t) € S Vte[0,00)\UZ {t:} e z4(s)CS, Vsent).

Abaixo vamos definir o conceito de invariancia para os sistemas de inclusao

impulsivos.
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Definigao 3.3. Dizemos que o sistema (F,G,S) ¢ fracamente invariante se Vo € S
existe um processo vidvel (x(-), u(-)) de (1.9) com z(0) = z¢ e x(t) € S Vt € [0,00) \
U {t:} e, Vi € N, 3(+) € x4, (+) tal que &(s) € S para todo s € 7(t;).

Definicao 3.4. Se z4(-) € S Vt > 0, para todo processo vidvel (x(-), u(-)) de (1.9) tal

que z(0) € S, dizemos que o sistema (F,G,S) ¢é fortemente invariante.

Vamos agora expor um resultado que generaliza o Teorema 3.1 para o caso de
sistemas impulsivos. Antes temos uma proposicao que serd utilizada na demonstracao

deste resultado. Nesta proposicao vamos considerar o sistema

col (Zy;, %) € H(z) = {{vo} x {F(z)vo+ G(x)v} : (vo,0) € V}

y°(0) =0, y°(s) — oo quando s — oo

y(0) = yo = o,
onde V = {(vg,v) : v >0, veK, I v =1}

Proposigao 3.1. O sistema (H,R x S) é fracamente invariante se e somente se o

sistema (F, G, S) também o é.

Prova: [=] Suponhamos que o sistema (H,R x S) é fracamente invariante. Entao
existe uma trajetoria y = (y°,y) tal que g(0) = col(0,z), y°(s) — oo quando s — oo
e y(s) € S, Vs > 0. Entao de maneira andloga a feita na demonstragao de Teorema
2.3, podemos construir um processo viavel (z,pu) tal que z(t) = y(n(t)) vt € (0, 00).
Portanto z(0) = xg, z(t) € SVt > 0e 3&(-) € x4, (+) tal que &;(s) = y(s) € S Vs € 7(t;),
de modo que o sistema (F, G, S) é fracamente invariante.

(<] Seja xp € S. Se (F, G, S) é fracamente invariante existe um processo viavel (z, )
de (1.9) com z(0) = zg, z(t) € S Vt € [0,00) \ U2 {t;} e Vi F&() € () tal
que &(s) € S, para todo s € 7(t;). Pelo Teorema 1.2 existe uma trajetoria gy de
{F(z)vo + G(z)v : (vo,v) € V} satisfazendo z(t) = §(n(t)) Vt € (0, 00). Defina

g(s) = z(0(s)), se s € [0,00)\ U 7(t;)
&i(s), se s € 7(t;), Vi € N.
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Entao para todo zy € R" existe g = (y°,y) tal que g(0) = col(0, zy), y°(s) — oo quando
s — oo (pois pela defini¢do, 6 é crescente) e g(s) = col(y°(s),y(s)) € R x S, Vs > 0.
Portanto o sistema (H,R x S) é fracamente invariante. ]

Neste caso de sistemas impulsivos, o conjunto dos estados atingiveis é dado
por

A(xo; T) :={x(T) : x é um processo viavel de (1.9) com z(0) = xo}.
Teorema 3.3. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(a) Hx)NTE o(x°,2) #0 V(z°,2) e R x S;
(b) H(z)NcoTE g(a°,z) #0 V(2°,2) R x S;

(¢) Para cada (2°,x) € R x S existem (vo,v) € V, f(z) € F(z) e g(z) € G(z) tais

que

(eorod +3 0, (C10) <0 V(E.0) € NEsla®, )
i=1
(d) O sistema (F,G,S) € fracamente invariante;
(e) Vzg € S, Ve >0, 3 € (0,¢) tal que A(xg;0) NS # 0.
Observagoes:
(1) Podemos verificar, direto da defini¢ao, que
T2 o(a, %) =R x TE(z).
Logo para termos o item (a) acima satisfeito é necesséario e suficiente que
{F(z)vg + G(z)v : (vo,v) € VINTE(2)# 0D VreS.
Daqui em diante vamos denotar { F(z)vy + G(x)v : (vg,v) € V} por F(x).

(2) Também pode ser verificado que

ngxs(xoax) = {O} X NSE(*T)a
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de modo que o item (c) acima é equivalente a existir (vg,v) € V, f(z) €

F(z), g(x) € G(x) tais que
(vof +> 1ig:,¢) <0 V¢ eNE(x), VzeS (3.2)
i=1

Prova do Teorema 3.3: As implicagoes (a) = (b), (d) = (e) e (e) = (d) sdo

imediatas. Considerando que coT{ ¢(z°,x) C [N, 5(z°,7)]° e que

[Nﬂgxs(xovm)]o = {<w07w) < RnJrl : <(w07w)7 (<O7C>> < 07 V(Coag) S Nﬂgxs(xo?‘x)}

a implicacdo (b) = (¢) também é imediata.
Mostremos agora que (c) = (d). Seja 2o € S. Considere o sistema (F',S). De
(3.2) obtemos

min{(w, () : we F(z)} <0 VY¢ e NE(x).

Segue, pelo Teorema 3.1, que existe uma trajetoria y(-) de F em [0, 00) tal que y(0) = g
e y(s) € S para todo s > 0. A partir dai construimos um processo (z, ) de (1.9), de
forma completamente anéloga a construcao de (x, 1) na demonstracdo do Teorema 2.3,
com z(t) = y(n(t)) para uma func¢ao n apropriada tal que z(0) = x¢, z(t) € S para todo
t>0e&,(s) € SVsen(t), para todo atomo t; de p e alguma funcao &(-) € zy, ().
Portanto o sistema (F, G, S) é fracamente invariante.

Finalmente, mostremos que (e) = (a). Como ja foi citado na observacao (1)

acima, é suficiente mostrarmos que
{F(z)vg + G(z)v : (vo,v) € VINTE(2)# 0D VYreS.

Observe que (d) é equivalente a (e). Assim, pela Proposi¢ao 3.1, podemos concluir
que a afirmacdo (e) vale também para o conjunto dos estados atingiveis para versao

absolutamente continua

y(s) € F(y(s))0(s) + G(y(s))7(s)-

Isto nos permite adaptar a demonstracao da mesma afirmacao para o caso regular.

Suponha que (e) valha para a versdo absolutamente continua dos estados atingiveis,
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que passamos a denotar por AY(xg,t). Assim, para todo n € N, 34, € (0,1/n) com

AY(x0,0,) NS # (. Isto implica que, para cada n,

Un(s) € F(yn(s))0n(s) + G(yn(s))Vn(s)
- {F(yn(s))vo + G(yn(s))v: (vo,v) € V}

= Flyn(s))-

Aqui (0,,,7,) sdo completamentos graficos de medidas p,, € C*([0, 00); K).

As funcoes y,, possuem a mesma constante de Lipschitz K. Entao

5y —
o) = ol _
On
Logo, tomando subseqiiéncias (nao re-indexamos), existe v € R" tal que v := lim y”(‘sgﬁ.

n—oo

Isto é, v € T#(xy). Portanto se mostrarmos que v € F(z,) obteremos (a). Podemos

escrever
on
Yn(0n) — xg = / Un(s)ds.
0

Dado ¢ > 0, para n suficientemente grande, como F & semi-continua superior, segue
que

S

Yn(0n) — g € / {F(zo) +eB}ds.
0

Dividindo por §,, e passando ao limite quando n — oo obtemos

v e F(xy) +eB.

Como ¢ é arbitrario, o resultado segue. |

A proposicao abaixo seréd utilizada na demonstracao do proximo teorema, que

generaliza o Teorema 3.2 para o caso de sistemas de inclusao impulsivos.

Proposicao 3.2. O sistema (H,R x S) é fortemente invariante se e somente se o

sistema (F, G, S) também o é.

Prova:
(=] Seja (x, ) um processo viavel de (1.9) tal que z(0) € S. Entdo, segue do Teo-
rema 1.2 que existe uma trajetoria y de F(z)0 + G(x)¥ € {F(z)vo+ G(z)v : (vg,v) €
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V} tal que y(0) = x(0) € S, y(s) = z(0(s)) para todo s € [0,00) \ UX,7(t;) e
y(s) € zy,(s) para todo ¢ € N. Pondo y°(s) = 6(s), obtemos uma trajetoria g = (y°,v)
de H satisfazendo §(0) = (0,y(0)) € R x S. Da hipotese de (H,R x S) ser fortemente
invariante, segue 7(s) = (y°(s),y(s)) € R x S para todo s > 0. Como y(s) pode ser
qualquer curva em z;,, que terd as mesmas propriedades, segue que z(-) € S para
todo i € N. Logo, segue de z(t) = y(n(t)) que z,(-) € S para todo ¢t > 0. Portanto,
(F,G,S) é fortemente invariante.

[«<] Seja § = (y°,y) uma trajetoria arbitraria de H com 3(0) = (0,y(0)) € R x S.
E claro que y°(s) € R para todo s > 0. Entdo nos resta mostrar que dado 7' > 0,
arbitrario, y(7') € S. Podemos construir um processo viavel (x,u) de (F,G) em
[0, 7], com z(0) = y(0) € S de forma completamente analoga a feita na demonstracao
do Teorema 2.3. Seja T* := n(T). Como (F,G,S) é fortemente invariante, temos
que z4(-) € S para todo t € [0,7]. Por construcdo temos y(s) = z(0(s)) para todo
s € [0,T*] \ U2 7(t;) e y(s) € zy,(s) para todo s € 7(t;). Logo y(s) € S para todo
s €[0,7%]. Mas T* > T, o que implica y(T') € S. Como a solugao g é arbitraria, segue

que (H,R x S) é fortemente invariante. [

Teorema 3.4. Suponha que F e G sao localmente Lipschitz. Entao as sequintes afir-

magoes sao equivalentes:
(a) H(x) CTS, g(x°,2) V(z°,7) R x S;
(b) H(z) CTE 4(z°,2) V(z°,x) €eR x S;
(c) H(z) C coT g(z°,2) V(z°,7) e R x S;

(d) Y(z°,2) € R x S, Y(vg,v) €V, temos

max <('U07U0f + Zvigi)v (Co7g)> S 0 V(CO7C) € N[é?xs(xovl’);

feF(z), geG(x) =
(e) O sistema (F,G,S) € fortemente invariante;

(f) Vzg € S, Je > 0, tal que A(xo;t) C S Vit € [0,e].
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Prova: Primeiro observe que H herda de F' e G a Lipschitz continuidade e as hipote-
ses bésicas.

Decorre do Teorema 3.2 que (a) = (b) = (¢) = (d) = (a) e que (d) é equiva-
lente a (H,R x S) ser fortemente invariante. Por outro lado, a invariancia forte de
(H,R x S), pela Proposigao 3.2, é equivalente ao item (e). Assim, para concluir a
demonstragao basta verificar que (e) é equivalente a (f). Mas isto é imediato, concluindo

a demonstragao. =

Observacao: Ressaltamos mais uma vez que
Nigys(2®,x) = {0} x Ng(2),

de modo que o item (d) acima é equivalente a

q
i, C) < L % .
jJnax (v + ;vlgl,o <0 VCeNEP(z), VzeSeV () eV. (3.3)
Exemplos

Nos exemplos que seguem utilizamos sistemas bastante simples. Contudo, com a teoria
desenvolvida neste capitulo podemos lidar com sistemas mais gerais (ou complexos).
Vamos apresenta-los apenas a titulo de ilustracao; para mostrar como é o comporta-
mento de um sistema impulsivo, e como a dinamica impulsiva influencia a evolugao do
sistema. Neste exemplos iremos explorar apenas o caso de invariancia fraca visto que
poucas aplica¢oes surgem no contexto de invariancia forte.

Ressaltamos que a medida de controle p utilizada é singular em relagao a
medida de Lebesgue. Isto significa que quando uma esta ativa a outra permanece
inativa. Geralmente ativamos a medida de controle ;. somente em alguns instantes
cruciais, os quais chamamos de atomos de u. Nestes instantes a trajetoria salta, isto

é, a trajetoria é descontinua nos atomos de .
Exemplo 3.1.
Seja x = col(xy, 1) € R?. Vamos estudar a invariancia do sistema (F, G, S) com

. F(m):{(|x2|—u—%,u) -1 <u<1})
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Neste caso temos

NP (@1, 20) = {(A%O) DA 0},

para x; = 2. Para outros pares (z1,x2), N (z1,72) = {(0,0)} e a desigualdade (3.2)
é claramente satisfeita. No primeiro caso, tomando (vo,v;) = (0,1) € V, segue (para

todos os valores de u) que

1
<U0 ('l’g’ —Uu— —,U) + v (—ﬁ, k) N <A£,0)>
2 |21] 1]
~((rt): (o)) =<0
|71 |71
de modo que (3.2) é satisfeita e pelo Teorema 3.3 o sistema é fracamente invariante.

Vamos analisar mais detalhadamente o caso com v = £ = 1. Neste caso as

trajetorias sao dadas por
z1(t) = [|ao(t)|dt — 3t + A
'IZ(t) =1+ B7

onde A e B sao constantes arbitrarias que podem ser encontradas por condic¢oes iniciais.
Tome

p(dt) == &, (t)dt

como medida de controle, onde d;, é a fungdo impulso unitario em t = t;. Aqui {t; }en,

a seqiiéncia de atomos da medida de controle, sao tais que ou

(i) z1(t;) = —2e —

[\J[GN]

< xo(t;) <

[\J [

ou

(11) l‘l(tz) =2e I‘Q(tz) > % ou ZL‘Q(tZ) < —%

Os itens (i) and (ii) acima significam que a trajetoria alcanca a fronteira de S

em uma regiao onde o campo nao-singular “aponta para fora de S”. Neste momento
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vamos ativar o campo singular de modo que a trajetoria serd “empurrada” para dentro
de S e portanto teremos uma descontinuidade. Nos ressaltamos que fora dos atomos t;
o campo singular G nao esta ativo e o sistema evolui apenas sob a acao do campo nao-
singular F'. As curvas em z;,, que conectam os pontos de descontinuidade da trajetoria,
sao dadas por
Gt) =t—2—n(t;)
&a(t) =t +xa(t;) — n(t;)
se x1(t;) = —2 ou
&i(t) =—t+24n(t;)
&(t) =t +aa(t;) — n(t;)
se x1(t;) = 2, onde n é a fungao de reparametrizagao do tempo definida no Capitulo 1.
Desde que 7(t;) —n(t;) = 1 (recorde que a medida de controle x é uma fungao impulso
unitario), temos que
&(n(t:) =n(t) —2—n(t;) = -1
se xq(t;) = —2e
&(n(t)) = —nt:) +2+n(t;) =1
se x1(t;) = 2, isto &, o sistema sempre faz com que a trajetoria salte para as retas
x1 = —1 ou z; = 1 quando x1(t;) = —2 ou x1(t;) = 2, respectivamente. A Figura
3.2 mostra o campo nao-singular em S e uma trajetéria com as respectivas “trajetorias

salto” com ponto inicial (-2, —3). O
Exemplo 3.2.
Vamos estudar a invariancia do sistema (F, G, S) com

o [(z)= Aux;

e G(z)=Bzxe

o S={z : 2?+23<9euxy <2}

onde
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Figura 3.2: O campo nao-singular em S e uma trajetoria: as partes tracejadas repre-

sentam as “trajetorias salto”.

coma, BER, a?<8, B#0ex=col(ry, ).

Vamos aplicar o Teorema 3.3. Temos que satisfazer a desigualdade (3.2) para

todo x € S. Vamos escolher a = 2 e 3 = 1. Para x = col(—/5,2) temos

)
9 <2€ _Ch C27 )\20}7

Ng(2)={X : G <

onde ¢ = col((1, (). Tomemos (vg,v;) = (0,1) € V. Dai
(105 + 019.:A0) = (V5,~2), 01, AG)) < =522 <0,

Para = = col(v/5,2) temos

NE(z)={X : ¢ < ?@ e (1, G2, A >0},

onde ¢ = col((y,(a). Tomemos (vy,v1) = (%’ %) c V. Dai

A2 < 0.
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Para 2 = col(z1,2), com —/5 < z; < v/5, temos
NE() = {(0,%) & A >0},
Tomemos (vg,v;) = (0,1) € V. Entdo
(vof +119,(0,A)) = ((=21,-2), (0, 1)) = =24 < 0.
Para outros x € S temos

NZ(z) ={(0,0)} sexcintS; ou

NE(z) = {\(271,229) : A >0} sexe€frs.

No primeiro caso a desigualdade (3.2) é claramente satisfeita. Para o segundo caso

tomemos (vo,v;) = (0,1) € V. Entdo
(vof + 019, M271,222)) = ((—21, —2), (2A31, 2A75)) = =2\ (2% + 235) < 0.

Portanto temos (3.2) satisfeita para todo ponto em S. Logo pelo Teorema 3.3 o sistema
(F,G,S) é fracamente invariante e assim para todo xy = col(zo1, Tg2) € S podemos
construir um processo (x, ) tal que x(0) = zo, z(t) € S, Vt > 0e 3¢ € x, com £(s) € S
se 7 & um atomo de p.

Neste caso com o = 2 e = 1 a matriz A possui auto-valores complexos com
parte real positiva, ou seja, temos um foco instavel e portanto as trajetorias tendem ao
infinito quando t — oo. Entao precisamos ativar o campo singular para impedir que

as trajetorias escapem de S. Para isto tomemos
p(de) := 16, (¢)

como medida de controle, onde {t;};cn € a seqiiéncia de atomos e [ é o tamanho do salto.
Cada t; é tal que z(t;) € fr S*. O tamanho do salto deve ser escolhido adequadamente

para cada atomo t;. Vamos fazer isso de modo que a trajetoria salte sempre para a

4fr S denota a fronteira de S.



regiao {z : r?+x3 =1} C S. Se z(t;) é o estado inicial entdo para cada i as trajetorias

do campo singular sao dadas por

§i(t) =z (t:) exp(n(t;) — 1)
& (1) = za(t;) exp(n(t;) — 1)
Queremos que & (n(t;)) +&5(n(t;)) = 1. Entao, lembrando que [ = n(t;) — n(t; ), vamos
escolher
;- @) + 22(t:)%)
= 5 _
A Figura 3.3 mostra uma trajetoria iniciando em xy = col(0, —2). O
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Figura 3.3: O campo nao-singular em S e uma trajetoria: as partes tracejadas repre-

sentam as “trajetorias salto”.



Conclusao

Este trabalho se centrou no estudo de estabilidade (segundo Lyapounov) e invarian-
cia para sistemas onde a dinamica é controlada por medida. Para isto foi necessario
utilizarmos o conceito de solucao robusta. Tanto na parte de invariancia como na de
estabilidade expomos e demonstramos resultados que sao uma extensao natural do caso
regular para o caso impulsivo. Estes resultados caracterizam estabilidade e invariancia
dando condigoes suficientes nos dois casos e também condigoes necessarias no caso de
invariancia. As demonstracoes destes resultados consistiram em reduzir ao caso regular
através da utilizagdo de um sistema dinadmico convencional equivalente. A maior difi-
culdade nas demonstragoes surgiu na construcao de uma medida regular no intervalo
infinito [0, c0), medida esta que da origem a trajetoria da inclusao diferencial impulsiva.
No final dos Capitulos 2 e 3 incluimos alguns exemplos e a construcao destes exemplos
foi particularmente interessante além de nos ajudar a melhor compreender os assuntos
estudados.

O estudo realizado durante a execucao do projeto de mestrado na minha
opiniao foi de alta qualidade e de bastante importancia cientifica com vistas & aplicacoes
em inimeras areas de interesse (as quais ja citamos anteriormente). Foi abordado temas
atuais de grande potencial para novas pesquisas. Tivemos um grande enriquecimento
cultural (matematico) quando entramos em contato com as teorias bésicas envolvidas

neste estudo e com o proprio estudo.



Apéndice A
Teoria da Medida

Neste apéndice faremos um estudo introdutoério a respeito de Teoria da Medida. Este
estudo é baseado em [12|. Nao incluiremos a maioria das demonstragoes.
Fungoes de Variagao Limitada

Seja f uma fungao definida num intervalo [a,b]. A variacao de f em [a,b] é dada por
Wo(f) :=sup Y | f(xi) = flwi)]
T o=l

onde 7 é uma parti¢io de [a,b] : a =19 < -+ < ¥, = b. Quando W? < oo dizemos
que f é uma func¢ao de variagao limitada em [a,b]. Um exemplo de fungdes de variagao
limitada sdo as fungoes mondtonas. Se f ¢ uma tal fungao, W2 = |f(b)— f(a)|. Portanto
uma funcao de variacao limitada pode ser descontinua. Contudo nem toda funcao
continua é de variacao limitada. Veja um exemplo na Figura A.1. Neste exemplo a
fungao f (definida em [0, 1]) é até mesmo diferenciavel. Agora se f é Lipschitz continua
em [a,b] entdo f é de variacdo limitada em [a, b].

Vejamos agora alguns resultados envolvendo as fungoes de variagao limitada.
(R1) We(f) =Wo(f)+Wi(f), a<b<g
(R2) Wi(f) SW(f), a<c<d<b

(R3) Se f ¢ de variagao limitada em |a,b] e em [b,c| entao f é de variacao limitada

em la, cl;
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(R4)

(R5)

(R6)

(R7)

(R8)

(R9)

Obs.:

0.4

0.2+

0. MA/\/\OA /\XO.‘G 0, 1

Y

0.4

o

—0.6

—0.8 1

Figura A.1: f(0) =0, f(x) = 2®cos(w/z?).

Se f € de variagao limitada em [a,b] entao f é de variagao limitada em qualquer

sub-intervalo de [a, b|;
Se f € de variagao limitada em [a,b] entao f € limitada em [a,b];

A combinagao linear, o produto e a divisao (desde que o divisor seja nao-nulo)

de fungoes de variacao limitada sao funcoes de variag¢ao limitada;

Se [ é de variagao limitada em [a,b] e é continua & direita (4 esquerda) em x

entdo a fungao varia¢ao x — WZE(f) € continua & direita (4 esquerda) em xo;

O limite de uma seqiiéncia convergente {f,,} de func¢ées de variagao limitada tais

que Wo(f,) < K, Vn, é uma funcio de variacdao limitada;

(Decomposig¢ao canodnica de Jordan) Toda fung¢ao de variagao limitada em
la,b] pode ser escrita como a diferenca de duas fungoes crescentes (e portanto
de variagao limitada): f = ¢ + ¥, onde o(x) = L(WI(f) + f(2)) e ¢(z) =
SWe(f) = f@);

Segue de (R6) que a diferenca de duas fun¢oes de variacdo limitada é de variacao

limitada. O Resultado (R9) é a reciproca deste fato.
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(R10) Uma funcgao de variagao limitada possui no mdzimo um nimero enumerdvel de

pontos de descontinuidade;

(R11) (1.° Teorema de Helly) Seja {f,} uma seqiéncia de fungéoes de variagao li-
mitada tais que Wo(f,) < M e |fn(a)| < M, ¥n. Entdo existe uma subseqiiéncia

de {fn} que converge em [a,b] para uma fun¢ao de variagao limitada.

Se f é definida num intervalo infinito, digamos [a, 00), entdo definimos a vari-

acao de f, denotada por W°(f), como abaixo:

W (f) = Jim W (f), (A1)

“ T—o0
onde T' > a. Quando o limite em (A.1) é finito, dizemos que f é de varia¢ao limitada.
Conjuntos e Funcoes Mensuraveis e Medidas
Seja X um espaco arbitrario. Uma familia S nao vazia de subconjuntos de X ¢é dita

uma dlgebra se
(i) A, BeS = AUBES;
(i) A, BeS= A\ Be€S.
Agora se S satisfaz

(i) A; €8, ieN:>UAieS;

i=1

(ii) A, BeS= A\BeS,

dizemos que S é uma o-dlgebra. Quando A € S dizemos que A é S-mensuravel.
Tomando A = B € S temos que A\ B =0 € S. Também se A; € S, i € N,

temos
(AieS, pois (A= A\[ )41\ 4).
i=1 i1 i=1
Teorema A.1. A interseccao de o-dlgebras é uma o-dlgebra.

Prova: Sejam {S,} uma familia de o-algebrase S = (), S,. Se 4; € S, i € N, entao
A; € S, Vn. Logo U2, A € S,y Vn, o que implica que |J;2; 4; € S. Analogamente
se mostra que A\ B € § quando A, B € S. [
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Seja I uma familia de subconjuntos de X. Pelo Teorema A.1 a intersecgao
de todas as o-dlgebras que contém K é uma o-algebra, chamada o-dlgebra gerada pela
familia K e denotada por S(K).

Sejam &7, Sy o-algebras. Definimos o produto cartesiano das dlgebras S; e Sy
por

Sl X 82 = 8(81;52),

onde S; xS, denota a familia de todos os conjuntos E; X Fy com F; € §; e Fy € So.

A 4lgebra de Borel, denotada por B(X) ou simplesmente B (quando nao houver
a possibilidade de confusdo), é a o-algebra gerada pela familia de todos os conjuntos
abertos em X. Se A € B, dizemos que A é um conjunto de Borel. Pelo Teorema
A.1 fica claro que a algebra de Borel é a menor o-algebra que contém a familia dos
conjuntos abertos. Quando X = R", denotamos a algebra de Borel por B,,.

Seja F' um conjunto fechado. Logo \F' é aberto. Dai \(\F') = F € B, ou seja,
a algebra de Borel contém todos os conjuntos fechados. Analogamente a o-algebra B’
gerada pela familia dos conjuntos fechados contém todos os conjuntos abertos. Portanto
B = B, isto é, a algebra de Borel é também gerada pela familia dos conjuntos fechados.

Na seqiiéncia temos alguns resultados sobre os conjuntos de Borel.

(R12) Seja f uma fungao continua. Entdo a imagem inversa de todo conjunto de Borel

€ um conjunto de Borel;
(R13) O produto cartesiano de conjuntos de Borel é um conjunto de Borel;

(R14) Se X, e X, sao espagos separdveis entao B(X1) x B(X,) = B(X; x X3). Particu-

larmente, B,ym = B, X B,y,.

Seja G a familia de todos os conjuntos abertos em X. Entao A; € G = A; € B,
i € N, e assim ()2, A; € B. Portanto todas as intersec¢oes contaveis de conjuntos
abertos sao conjuntos de Borel. Denotamos a familia destes conjuntos por Gs.

Considere a familia F de todos os conjuntos fechados em X. E claro que

Uis, A € Bse A; € F, i € N, ja que todo fechado ¢ um conjunto de Borel. Logo
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podemos afirmar que todas as unioes contéveis de conjuntos fechados sao conjuntos de
Borel. Denotamos a familia destes conjuntos por F,.

A partir das familias G5 e F, podemos construir a seqiiéncia

fav f057 Fo‘&ﬂ"'vgtsa g&ra g5057"‘

que obviamente sao familias de conjuntos de Borel.
Seja S uma o-algebra. Uma funcao f : E — R, onde E € S, é dita S-
mensuravel se

f(a,x]) ={z: f(x)>a} €S, Va.

Abaixo temos alguns resultados sobre fung¢oes mensuraveis.

(R15) Sejam ¢ uma funcdo real B(R)-mensurdvel e f uma funcdo mensurdvel. Entdo

a composi¢ao p o [ também é mensurdvel;

Obs.: Se ¢ ¢ uma fungdo continua em A € B(R) entdo ¢ é B(R)-mensurdvel, pois neste
caso ¢ '((a,o0]) ¢ um conjunto aberto, ou seja, ¢ um conjunto de Borel. Logo
segue do Resultado (R1) que se f é uma fungdo mensuréavel entdo as fungoes

2, |fl, 1/f e af + b sio também B(R)-mensuraveis.

(R16) Sejam f, g fungoes mensurdveis em E € S. Entao a combinagao linear af + bg

e o produto fg sao também fungoes mensurdveis;

(R17) Se {f.} € uma seqiiéncia de fungdes mensurdveis entao liminf f,,, limsup f, e

lim f,, (se existir) sao fungoes mensurdveis;
(R18) Uma funcao f € mensurdvel se e somente se fy e f_ sao mensurdveis, onde

R R L B Y I (CET I
0 se f(z) <0 0 se f(z) > 0.

(R19) Seja f uma funcao definida num conjunto mensurdvel E. Se f é mensurdvel e

f(z) = g(x) em quase todo ponto x € E, entdo g € mensurdvel.
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A funcao caracteristica do conjunto £ C R™ é dada por

1l sexeF
0 sex¢FE.

XE(T) =

E facil ver que uma condicio necessaria e suficiente para xp ser mensuravel é que
EecSe\FeS.

Uma func¢ao simples f é uma funcao que assume apenas um numero finito de
valores distintos, digamos x; < 23 < -+ < x. Se E; = {z : f(z) = x;} entdo

podemos escrever
k
fl) = mixg().
i=1

Teorema A.2. Toda fun¢ao mensurdvel pode ser escrita como sendo o limite de uma

seqiiéncia de funcgoes simples mensurdveis.
Uma fungao real p definida em uma o-algebra S dada é uma medida se satisfaz

(i) W(E) 20, E€S;

i=1 =1

Se A € § dizemos que A é pu-mensurdvel. Abaixo seguem algumas propriedades

de medidas.

(P1) w(E\U---UE,) = u(E))+ - +u(Ey), onde Ey, ..., E, sao disjuntose Fy, ..., E, €
S;

(P2) Se E C F entao u(E) < u(F), onde E, F € S;
(P3) Se ECF eseu(F)< oo entao p(F\ E)=pu(F) — u(E), onde E, F €S§;
Uma medida p é regular se satisfaz

(i) u(G) =sup{p(F) : G D F compacto}, para G aberto;
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(i) u(F) =inf{u(G) : E C G aberto}, para E € B(X).

Seja A € S. Dizemos que A tem medida nula se pu(A) = 0.

Sejam P(z) uma condicdo em x € X e £ C X. Dizemos que P(z) vale quase
sempre em E ou P(z) vale q.s. em E se existir Z C E tal que pu(Z) = 0 e P(x) vale
em E\ Z, V.

Chamamos uma medida p de medida completa se todo subconjunto de um
conjunto de medida nula é mensuravel, ou seja, tem medida nula. Abaixo vamos
apresentar um teorema que diz que toda medida pode ser estendida a uma medida
completa.

Seja NV a familia de todos os subconjuntos de conjuntos de medida nula. Vamos

denotar por Sa algebra gerada por SUN.

Teorema A.3. FExiste exatamente uma medida 1 em S de modo que = puemsS.

Esta medida € completa.

De acordo com o teorema acima, dizemos que a medida ji ¢ o completamento
de u e que S & o completamento de S em relacio a L.
Uma fungdo real p* definida em P(X) (familia de todos os subconjuntos de

X) é chamada uma medida externa em X se

() 4*(E) >0, E € X;

(ii) p(0) = 0;

(iii) p*(E) < p(F), E CF;

(iv) p* (OE) < iu*(Ei), E; C X.

i=1 i=1
Dizemos que ' C X ¢ p*-mensuravel se
pr(A) = (ANE)+ p(A\E), VA C X.

Do fatode ANE =A\ (\E) e A\ E = AN (\FE) segue que E é mensuravel

se e somente se \ F' é mensuravel.
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Teorema A.4. A familia A de todos os conjuntos p*-mensurdveis € uma o-dlgebra. A

restricao de pu* a A € uma medida.

Teorema A.5. Se p*(E) =0 entao E é pu*-mensurdvel. A restri¢io de p* a A € uma

medida completa.

Prova: Seja A € X. Pela propriedade (iii) de medidas externas, pu*(A N E) <
pw(E) =0, jaque ANE C E. Logo, pela propriedade (i), temos que p*(AN E) = 0.
Agora A\ E C A, de onde segue que p*(A\ F) < p*(A). Assim
W(ANE) + i (A\ B) < *(A), (4.3
Por outro lado A C (AN E)U(A\ E). Dai
p(A) S p ((ANE)U (AN E)) < p'(ANE) + p*(A\ E). (A.4)

De (A.3) e (A.4) obtemos p*(A) = p*(ANE)+ p*(A\ E), ou seja, E é p* -mensuravel.
Seja F' C E € A, onde p*(E) = 0. Por (iii) e (i) temos que p*(F) = 0. Mas
isto implica, pelo que acabamos de ver, que F' é p*-mensuravel. Portanto p* restrita a

A é completa. [ |

Suponhamos que X seja um espaco métrico com métrica p. Uma medida

externa é chamada medida externa métrica se satisfaz
p(EUF)=p"(E)+ p*(F), quando p(E,F)>0.

Se p* é uma medida externa métrica temos, por indugao, que

i=1 i=1
Teorema A.6. Quando p* é uma medida externa métrica todos os conjuntos de Borel

em X sao p*-mensurdveis. Assim a restri¢ao de p* o B(X) € uma medida em B(X).

Falaremos agora sobre o conteiido de um intervalo n-dimensional, isto ¢, um
intervalo em R"”. Um tal intervalo é o produto cartesiano de n intervalos reais (finitos).

Por exemplo se P é um intervalo n-dimensional fechado entao podemos escrever

P=A; x---xA,=[a,b] X - X [ay,by]. (A.5)
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Definimos o contetido de um intervalo fechado P escrito como em A.5 por
[Pl = [Ag] - |Ap] = (br — @) -+ (b — an).

Se P for aberto ou aberto apenas em um lado definimos o contetiido de P da mesma
forma.

Seja £ C R"™. Seja UP; uma cobertura finita ou enumeravel de intervalos
fechados para o conjunto E. O infimo da soma dos contetidos destes conjuntos é
chamado medida externa de Lebesgue do conjunto E. Denotamos esta medida externa
por m;. Logo

mi(E) = it S|P,

ECUP;

Na definicao acima podemos tomar uma cobertura aberta para E ao invés da
cobertura fechada. Podemos ainda nos restringir a coberturas por n-cubos! abertos ou

fechados.

Teorema A.7. A medida externa de Lebesgue m} € uma medida externa métrica em

R™.

Dizemos que EE C R"™ é Lebesgue mensurdvel se é m)-mensuravel. Vamos
denotar a familia dos conjuntos Lebesgue mensuraveis por L,. £, é uma o-algebra e a
restricao de m;, a £,, ¢ uma medida a qual denotamos por m,, e chamamos de medida
de Lebesgue.

Observagoes:

1. Pelo Teorema A.5 segue que a medida m; é completa. Pelo Teorema A.6 todos os
conjuntos de Borel sao Lebesgue mensuraveis. Mas nem todo conjunto Lebesgue

mensuravel ¢ um conjunto de Borel;

2. Se P é um intervalo aberto (ou fechado) entdo m,(P) = |P|;

De fato: Temos que P C P, de onde

mn(P) = my(P) < |P| =|P|. (A.6)

In-cubos sdo intervalos n-dimensionais definidos como sendo o produto cartesiano de intervalos

reais de mesmo comprimento.
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Por outro lado, tomemos uma cobertura aberta J, Q; de P. Logo P C |, Q.
onde ); sao abertos, Vi. Seja um intervalo fechado P, tal que P C Pye |P|—¢e <
|Po|, € >0. Mas P C Py = Py C |J; Q;. Pelo Teorema de Heine-Borel segue que
Py ¢ UL, Q; para algum k = |By| < 328 |Qi| < 32, |Q4]. Portanto

[Pl —e< > |Qi| = |P| - < my(P)

= |P| <m)(P)=my,(P). (A7)
De (A.6) e (A.7) obtemos |P| = m,(P). n

3. Se E é um conjunto mensuravel, entdo £ = |J;°, P;, onde P; sdo conjuntos

mensuraveis disjuntos;

4. Se E C R™, entdo existe um conjunto H do tipo Gs tal que E C H e m,(H) =
m;, (E);

n

5. As condicoes abaixo sao necessarias e suficientes para um dado conjunto E ser
L,, -mensuravel:
(a) Ve > 0, 3G aberto tal que E C G e m*(G\ F) < &;
(b) 3H do tipo Gs tal que E C H e m(H \ E) = 0;
(c¢) Ve >0, IF fechado tal que F C Eem}(E\ F) <¢;
(d) 3J do tipo F, tal que J C Eemj(E\ J) = 0.
6. A o-&lgebra L, coincide com o completamento da 4lgebra de Borel B, (o qual
existe pelo Teorema A.3) em relagao a medida m,,;

De fato: Vimos na Observagao 1 que todo conjunto de Borel é m}-mensuravel
e que esta ¢ uma medida completa. Logo todo subconjunto de um conjunto de

Borel de medida nula é mensuravel. Portanto B,, C L,,.

Tome E € L,. Pela Observagio 5b, pondo Z = H \ E temos que Z é mensuravel,
ja que mf(Z) = 0 (veja o Teorema A.5). Dai E = H\ Z, onde H € B, e
m;(Z) = 0. Da Observagao 4 segue que 3JH' € G5 (= H' € B,,) tal que Z C H’

n
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e m,(H) =m!(Z) =0. Logo Z é um subconjunto de um conjunto de Borel de
medida nula. Assim Z € B, de onde H \ Z € B, (jA que H € B,). Portanto

L, C B, e deste modo temos L,, = B,,. [

7. Se E C R" é L,-mensuravel e F' C R? ¢ L,-mensuravel entao £ x F' C R"*? ¢

L, +p-mensuravel. Além disso, my4p(E X F) = my,(E)m,(F);

8. Sejam G C R™ um conjunto L,-mensuravel e T': G — R™ uma aplicacao Lip-

schitz continua. Entao a imagem de conjuntos L,-mensuraveis ¢ £,,-mensuravel;

9. Seja f uma funcao definida num conjunto mensuravel E. Entao f é £,-mensuravel

se e somente se 3F' C F fechado tal que a restri¢do fr é continua e m* (E\F) < ¢;

10. Seja f uma funcao definida num conjunto mensuravel E. Se f é L,-mensuravel

entao existe uma seqiiéncia de funcoes continuas que converge para f ¢.s. em F.

No caso da medida de Lebesgue ¢é facil ver que os conjuntos enumeraveis sao
exemplos de conjuntos de medida nula. Mas podemos dar exemplos de conjuntos nao-
enumeraveis de medida nula. O conjunto de Cantor, cuja construgao faremos a seguir,
¢ um exemplo disto. Considere o conjunto Ey = [0,1]. Retirando uma terca parte
deste conjunto obtemos o conjunto E; = |0, %] U [%, 1]. Retirando uma terga parte dos
conjuntos [0, 3] e [2,1] obtemos o conjunto E» = [0, 5]U[2, 3]U[2, I]U[3, 1]. Repetindo
este raciocinio obtemos uma seqiiéncia { £, } de conjuntos tal que F; D Ey D - -- e para
cada n, F, é a uniao de 2" conjuntos cada um com comprimento 37", de modo que

mn(E,) = (2)". O conjunto

P=()E,
n=1
é o conjunto de Cantor. Temos que
2 n
PCE,=m(P)< <§> , V.

Logo tomando o limite com n — oo obtemos m(P) = 0.
Vamos dar mais um exemplo. Mas desta vez vamos construir um conjunto que

nao é Lebesgue mensuravel. No intervalo [0, 1] considere a relacao de equi-valéncia ~
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que é tal que z ~ y se x —y € Q. E claro que ~ produz uma particio de classes de
equivaléncia em [0,1]. Tome M C [0, 1] como sendo um conjunto que contém exata-
mente um representante de cada classe de equivaléncia (a existéncia deste conjunto é
uma conseqiiéncia do Axioma da Escolha). Suponhamos que M seja Lebesgue mensu-
ravel. Tomemos m(M) = a. Seja {r,} a seqiiéncia de todos os niimeros racionais em
[—1,1] e seja

M,=rn+M={r,+2 : x € M}.

Estes conjuntos sdo disjuntos e para todo n tém-se [0,1] C M, C [—1,2]. Entao
0.1 c | J M, c[-1,2].
n=1
Agora m(M,,) = m(M) = a ja que cada M,, é uma translagao (invariante) de M. Dai

m(DMn> <3=a=0.
n=1

Mas por outro lado m(|J;~, M,) > 1 e portanto temos uma contradi¢do. Logo M nao

é Lebesgue mensuravel.



Apéndice B
Integracao Abstrata

Neste apéndice vamos introduzir o conceito de integral abstrata e apresentar alguns
resultados envolvendo estas integrais. Nao incluiremos as demonstracoes destes resul-
tados. Estas podem ser encontradas em [12].

Primeiro vamos definir a integral somente para fun¢des nao-negativas. Sejam
1 uma medida e f uma funcao pu-mensurdvel nao-negativa definida num conjunto u-

mensuravel E. A integral de f em E em relacao a medida p é definida como:

[ s@auta) = [ fan = o Z<mff) E).

onde F; sao conjuntos mensuraveis disjuntos. Se caso algum FE; for vazio pomos
infgp, f = 0. Quando p = m,, a integral acima é chamada integral de Lebesgue da

funcao f no conjunto E. Denotamos por

/f dx—/fxl,..., Yday - - - dxy,

onde z = col(zy,...,x,)

Teorema B.1 (Teorema do Valor Médio). Seja f uma func¢ao definida num con-

junto mensurdvel . Se f é mensurdvel e nao-negativa, entao

(mff /fdﬂ< <Supf) w(E).

Propriedades:
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(P1)

/afdu:a/fdu, 0> 0
E E

(P2) f(a) < gle) em B = [ fap< [ g

(P3)

/ cdp = cu(E), ¢>0;
E

(P4) u(E)=0= /E fdu=0.

(R1)

(R2)

(R3)

(R4)

Na seqiiéncia listamos alguns resultados.

Seja f uma funcao definida num conjunto mensurdvel E. Se [ é mensurdvel e

nao-negativa, entao

(a) M(A) := / fdp € uma medida na dlgebra dos conjuntos mensurdveis conti-
A

dos em E;

Seja f uma funcao definida num conjunto mensurdvel E. Se [ é mensurdvel e

nao-negativa, entao

(a) f(z)>0 e fdp =0 = flx)=0 ¢ s. emE;
E

(b) f(x)>0 e w(E)>0 = /Efd,u>0.

(Teorema de Lebesgue) Seja {f,} uma seqiéncia crescente de fungdes nao-
negativas e mensurdveis, onde f, € definida em um conjunto mensurdvel E, para

todo n. Entao

n—oo

lim [ f.dp= / fdp, onde f(z) = lim f,(x) em E.

Sejam f e g funcoes nao-negativas definidas num conjunto mensurdvel E. Se f

€ g sa0 mensurdveis entao

/E(Oéf+69)du=a/Efdu+B[Egdu, o, f>0.
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(R5) Seja {f.} uma seqiiéncia de fungoes nao-negativas e mensurdveis, onde f, €

definida em um conjunto mensurdvel E, para todo n. Entao

i/fndu—/ifndu-
n=1"E Ep=1

Agora vamos definir a integral para fungoes de sinal arbitrario. Seja f uma
funcao pu-mensuravel definida num conjunto p-mensurével E. A integral de f em E em

relacao a medida p é definida como:

[Efduz/Eﬁdu—[Ef—dm

onde f, e f_ foram definidas em (A.2). Se as integrais acima a direita sao finitas,
dizemos que a funcao f é integrdvel (ou somavel) em E. Mais uma vez se j = m,, esta

integral é chamada integral de Lebesgue da fungao f em E e a denotamos por

/Ef(x)da::/Ef(xl,...,xn)dx1~-:vn,

onde z = col(xy,...,z,). Naturalmente as Propriedades (P1)-(P4), os Resultados
(R1)-(R5) e o Teorema B.1 também valem neste caso. Abaixo listamos mais algumas

propriedades.
(P5) Se f =g q.s. em E, entao / fdu:/gdu;
E E

(P6) /Efd,u< o0 = f(x) <00 q s em E;

(P7) ‘ / fdu' < [ 1fla

Teorema B.2. Seja f uma funcao mensurdvel em um conjunto mensurdvel E. Entao
(a) [ € integrdvel se e somente se x +— |f(x)| € integrdvel;
(b) Se |f(z)| < p(x) onde v € integrdvel, entao f € integrdvel.

Existe uma conexao entre a integral de Lebesgue e a integral de Riemann. Se

f ¢ uma funcao limitada em um intervalo P, uma condi¢ao necessaria e suficiente para



APENDICE B. INTEGRACAO ABSTRATA 65

f ser Riemann integravel é que o conjunto dos pontos de descontinuidade de f em P
tenha medida (de Lebesgue) nula. Quando isto ocorre a integral de Lebesgue coincide
com a integral de Riemann.

No que segue vamos apresentar o Teorema de Fubini. Antes precisamos definir
o produto cartesiano de medidas. Sejam X; e X, espacos arbitrarios e sejam S; e Sy
o-algebras definidas em X; e X, respectivamente. Tomemos duas medidas p; e uo nas
o-dlgebras S; e Sy, respectivamente. Entao

(1 x 1) (E) = |

X1

p2 (B, )dpn = / pi(E7)dpg,  E € S x S,

Xo
onde E,, = {xs : (z1,22) € E} e E* :={x; : (x1,22) € E}. Esta medida satisfaz

(11 X p2)(Ey X Ep) = i (En)pa(Es), Ei €S

Teorema B.3 (Teorema de Fubini). Seja f uma funcao (u1 X pg)-mensurdvel

definida no conjunto Fy X Es, onde E; € p;-mensurdvel, 1 = 1,2. Entao

/E )

/E1 { EQf(xl,xg)dMQ(xZ)} djun (1)
_ /EQ { . f(xl,@)dﬂl(xl)} djia(2s).

Seja X um espago métrico localmente compacto. Vamos denotar por C, a

familia das fun¢oes continuas e nao-negativas em X.

Teorema B.4 (Teorema de Riesz). Se F' ¢ um funcional definido em C tal que
F(f+g) = F(f)+F(g), entao existe uma medida u em B(X) que € finita em conjuntos

compactos e tal que

FU) = [ fan viec..

Sejam zp € R" e f uma fungao mensuravel numa vizinhanca de zy. Dizemos

que xo ¢ um ponto de Lebesgue da funcao f se

| 1 o
in o /Q f(@)de = f(x0).

3(Q)—0, zo€Q

onde ) é um cubo n-dimensional e §(()) denota o diametro de Q.
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Teorema B.5. Seja f uma funcao definida em um intervalo P. Se f é mensurdvel,

entao quase todos os pontos de P sao pontos de Lebesque da funcao f.

Seja f : [a,b] — R. Dizemos que f é absolutamente continua em [a, b] se para
todo € > 0 existe § > 0 tal que se (ay,b1),..., (ag, bx) sdo sub-intervalos disjuntos
de [a,b] tais que Y% (b — a;) < 6, entdo S |f(bi) — fa;)] < e. Segue desta
definicao que uma funcao absolutamente continua é uma funcao continua e que uma
funcao Lipschitz continua é absolutamente continua. Abaixo temos alguns resultados

envolvendo fun¢oes absolutamente continuas.

(R6) Se f € uma fungao absolutamente continua em um intervalo |a,b], entio f €

derivdvel em quase todo ponto de |a,bl;

(R7) Seja f : [a,b] — R uma fung¢ao absolutamente continua. Entdo
b
| r@ds = o) - fa)

(R8) Seja f : [a,b] — R uma funcao absolutamente continua. Se f € crescente entao
)= [ r@
b].

Seja I uma familia de conjuntos contendo o conjunto vazio. Uma funcao

para todo conjunto mensurdvel E C [a, b]

A : K — R é uma o-funcao se satisfaz

(ii) A(E) é finita, VE € K;

(iii) (U E> Z A E;), se U E; € K e F; sao conjuntos disjuntos em /.

=1
Seja F' uma o—fungao definida em um intervalo P C R™. A variacao da funcao

F em P é dada por

k
|F'|(P —sup{Z|F :P:UB},
i=1

onde P; sdo intervalos disjuntos. Quando |F'|(P) < oo dizemos que F' é uma fung¢ao de

variacao limitada.
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Teorema B.6 (Decomposigao Canonica de Jordan). Seja A uma o-fungao definida

numa o-dlgebra S. Entao X\ pode ser escrita como a diferenca de duas medidas:
A=A -\,
onde
AH(E) = sup A(F),  A7(E) = — inf A(F),

com E, FF€S.

As medidas A\* e A~ definidas no teorema anterior sao chamadas varia¢ao

superior e variacao inferior da o-funcao A, respectivamente. A medida definida por
A== AT+ A~
é chamada variacao total da funcao A. Nao é dificil verificar as propriedades abaixo:
o [AE)| < |A(E);
o [ad+ Br|(E) < [e|[A(E) + [B]|v|(E).

Sejam A\, v : S — R o-fungoes, onde S é uma o-algebra em X. Dizemos que

A é absolutamente continua em relacao a v se
AMFE)=0 quando |[v|(F)=0, FEe€S.
Seja A : § — R uma o-fungao. Dizemos que \ é o-finita em X se

X = UE’ com |A(E;)| < oo,
i=1

onde F; € S.

Sejam 1 : S — R uma medida e f uma fun¢do mensuravel. Entao

AE) ::/Efd,u, EeS,

define uma o-fungao absolutamente continua em relacao a . No teorema abaixo temos

a reciproca deste fato.
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Teorema B.7 (Teorema de Radon-Nikodym). Seja S uma o-dlgebra em X. Se-
jam X uma o-fungcao em S e p uma medida em S. Se A e pu sao o-finitas, entao existe

uma fungao f, mensurdvel e integrdvel em relacao a p, tal que

)\(E):/Efdu, Ees. (B.1)

A fungao f definida por (B.1) q.s. (1) é chamada derivada de Radon-Nikodym

d
de A em relacao a . Denotamos por 1
1

Teorema B.8 (Mudanga de Medida). Considere as hipdteses do teorema de Radon-
Nikodym vdlidas. Se f é integrdvel em relagao a A em E € S, entao fd\/du é integrdvel

/Efdu—/];f%du-

Sejam A\, v : § — R o-fungoes, onde S é uma o-algebra em X. Dizemos que

em relacao a p em E e

A é singular em relacao a v se existir uma decomposicao de X tal que
(i) X =AUBcom AN B = 0
(i) FeS=ANE, BNEecS;

(iii) [A\[(ANE)=|v[(BNE)=0.

Da defini¢ao acima segue que se A é singular em rela¢ao a v entdo A™, A~ e |\| sdo sin-
gulares em relacao a . Também podemos concluir que se A é singular e absolutamente

continua em relagao a v entao A = 0.

Teorema B.9 (Decomposi¢cao Canodnica de Lebesgue). Seja S uma o-dlgebra em
X. Seja uma o-funcao o-finita em S. Entao toda o-funcao o-finita v em S pode ser
escrita de maneira unica na forma v = p + o, onde p é absolutamente continua e o €

singular em relagao a .



Apéndice C
Analise Nao-Suave

Neste apéndice iremos estudar uma generalizacao de diferenciabilidade para fungoes
nao-suaves. Vamos também introduzir os conceitos de espaco tangente e espaco normal
no ambito da analise nao-suave. Comecaremos falando de célculo proximal e depois
falaremos dos gradientes generalizados, dos espacos tangente e normal de Clarke. As
demonstragoes dos resultados aqui apresentados podem ser encontrados em [7].
Sejam X um espago real de Hilbert e S um subconjunto de X. Tome um ponto
x ¢ S. Entao a projecao de x em S é um ponto de S cuja distancia a x é minima.
Este ponto pode nao ser tinico como mostra a Figura C.1: os pontos s4 e sg em S sao
projecoes de 1. Denotamos o conjunto de todos estes pontos por projg(x). Dizemos
que x — s é uma dire¢ao normal proximal a S por s. O cone normal proximal a S em

s, denotado por Nf'(s), é definido como sendo
NL(s):={(=t(x —s), t >0}

Se s € S ¢ tal que s ¢ projg(x), Vo ¢ S, entdao definimos NZ'(s) = {0}. Agora NZ(s)
nao esta definido quando s ¢ S. Observando a Figura C.1 podemos concluir entao que
NL(s3) = NL(s5) = {0}, enquanto NE(s1), N (s2), NE(s;) e NE(sg) possuem pelo
menos dois vetores L.i.

Definimos a fun¢ao distancia dg : X — R por dg(z) := inf{||z — s|| : s € S}.
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Figura C.1: Exemplo.

O cone normal proximal pode ser caracterizado pela funcao distancia:
NZ(s) = {¢: 3t >0 de modo que ds(s + t¢) = t||C||}.

Abaixo temos alguns resultados sobre cones normais proximais.

(R1) Ce NL(s) e Fo=0(¢,5) >0: (¢,s —s) <o|s —s|?) VseS;

(R2) Se S é fechado e convezo entio ¢ € NI & (¢,s' —s) <0, Vs' € S;

(R3) Se S é fechado e convezro, dim(X) < oo e s € fr(S), entio NE (s) # {0}.

Teorema C.1. Sejam h; : R* — R, i = 1,...,k, tais que h; € C' e Vhi(s), i =

1,...,k, sao linearmente independentes. Consideremos S :={x € R": hi(x) =0, i =

1,...,k}. Seja s € S. Entao
(i) NE(s) Cger{Vhi(s), i=1,...,k};

(i) Se h; € C2, i=1

=1,...,k, entao temos igualdade em (i).

Seja f: X — (—o00,+00]. Os conjuntos dominio de f, grifico de f e epigrafo
de f estao definidos, respectivamente, abaixo:
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e domf:={reX: f(zr)<oo};
o or f:={(x, f(x)): = €dom f};

e epif:={(x,r) edom fxR: r> f(x)}

Dizemos que f : X — (—o0, +00] é semi-continua inferior em x € X se

liminf f(y) > f(z),

y—a
ou equivalentemente, se para todoe >0, 30 > 0: f(y) > f(x)—e quando y € B(xz, ).
Um resultado de facil demonstracao é que f é semi-continua inferior em X se e somente
se epi f é fechado em X x R.

Seja U C X um aberto. Denotamos por F(U) o conjunto das fung¢oes semi-
continuas inferior em U.

Seja f € F(U). Dizemos que ( € X é um subgradiente proximal de f em

x e U se
(Cv _1) € Nel;if(wa f(l?))

O subdiferencial proximal de f em x, denotado por Op f(z), é o conjunto dado abaixo:

0f(x) ={C + (€, —1) € Negi s, f(2))}.

Na Figura (C.2) temos alguns exemplos de subgradientes proximais. No ponto z; o
subdiferencial proximal é gerado por um tunico subgradiente proximal. No ponto xo
nao temos nenhum subgradiente proximal. No ponto x4 o subdiferencial proximal é
um conjunto nao limitado (a seta tracejada nao representa um subgradiente proximal).
Nos outros pontos temos dois subgradientes proximais L.i.

Abaixo vamos expor um teorema que traz na expressao (C.1) a chamada de-
sigualdade do subgradiente proximal que caracteriza os subgradientes de uma dada

funcao f.

Teorema C.2. Sejam f € F(X) e x € domf. Dai ( € Opf(x) se e somente se

existem o, n > 0 tais que

fy) = f@)+{Cy—a) —oly—z|?, Vye Blx,n). (C.1)
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epi f

Figura C.2: Exemplo.

Na seqiiéncia temos dois corolarios deste resultado.
Corolario C.2.1. Seja f € F(X) e U C X um conjunto aberto.
(i) Se f ¢é Gateauz diferencidvel em x € U, entao Opf(x) C {fL(2)};
(ii) Se f € C*(U), entao Opf(x) ={f'(x)}!, Vo € U;
(i) Se f € conveza, entio ¢ € dpf(x) < f(y) > f(x)+ ((,y —z), Vy € X.
Corolario C.2.2. Seja f € F(X).
(i) Se x é um ponto de minimo local f, entao 0 € Opf(x);
(ii) Se f € conveza e 0 € Opf(x), entdo x € ponto de minimo global de f.
Vamos expor mais uma seqiiéncia de resultados importantes.

(R4) Suponhamos que x ¢ S e ¢ € Opds(x). Entao 35 € S de modo que as afirmagoes

abaizo sao verdadeiras:

(i) Toda seqiiéncia minimizante® {s;} C S de infscg||s — z|| converge para 5;

1 denota a derivada de Fréchet de f (veja [7]).
2{x;} & dita seqiiéncia minimizante para algum infimo do tipo inf,cgg(x) se z; € S, Vi, e

lim; o0 g(z;) = inf,cs g(x).
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(R5)

(R6)

(R7)

(R8)

(if) projs(z) = {s};

(iii) A derivada de Fréchet existe e {C} = Opds(z) = {ds(z)} = i

lz 3]
(iv) ¢ € NL(5).

Sejam S C U C X, onde S € fechado e U € aberto, e f uma funcao Lipschitz

continua em U, com constante K. Consideremos o problema de otimizagao
inf f(s) sujeitoa x€S. (P)

Se s € S € solugao para (P) entao a funcao x — f(x)+ Kdg(x) atinge o minimo
em U no ponto x = s. Reciprocamente, se K' > K e v — f(z)+ K'ds(z) atinge

o minimo em x = s, entao s € S € solug¢ao para (P);
Se S € fechado e s € S, entao NE(s)={tC: t >0, ¢ € Opds(s)};

Sejam U C X aberto e convezo e f € F(U). Entao f é Lipschitz continua em U

com constante K > 0 se e somente se ||(]| < K, ¥Y( € Opf(x), Ve € U;

Sejam U C X aberto e convexo e f € F(U). Entao f é constante em U se e
somente se Opf(x) C {0}, Yz € U.

No caso de fungoes suaves (ou diferenciaveis) temos (f + g)'(z) = f'(x) +

¢'(z). No caso nao-suave nao temos uma propriedade semelhante. Mas temos algumas

propriedades similares que vamos expor abaixo.

(P1) Opf(x)+ dpg(x) C Op(f + g)(x);

(P2) 9p(Af)(z) = A0pf(x), VA > 0;

(P3) Sejam f € F(X), € X e g e C? em alguma vizinhanga de x. Entdo

C € 0p(f +g)(x) implica ¢ —g'(x) € Ipf().

A reciproca da Propriedade (P1) nem sempre vale como mostra o seguinte

exemplo. Vamos trabalhar em X = R. Consideremos f(z) = 2|z| e g(z) = —|x|.
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Entao dpf(0) = [—2,2], 9pg(0) =0 e dp(f + ¢g)(0) = [—1,1]. Dai 9pf(0) + dpg(0) =
[—2,2] + 0 = 0. Logo dp(f + ¢)(0) ndo esta contido em dp f(0) + Ipg(0).

O teorema abaixo é conhecido como “Regra da Soma fuzzy”.

Teorema C.3. Sejam f1 e fo € F(X). Tome xy € dom fi; Ndom fy e ¢ € Ip(f1 +

f2)(zo). Suponhamos que uma das hipdteses abaizo vale:

(i) fi e fo sao fracamente semicontinuas inferior®;
(ii) f1 ou fo é Lipschitz continua numa vizinhan¢a de .
Entao existem x; € B(xg,¢€) tais que |fi(zo) — fi(x;)| <e, i=1,2¢
¢ € Opfi(x1) + Opfa(z2) +eB, Ve > 0.

O proximo teorema é uma Regra da Cadeia para fungoes semi-continuas infe-

rior.

Teorema C.4. Sejam g € F(Y), h: X — Y localmente Lipschitz continua e xy € X.

Suponhamos que uma das hipdteses abairo vale:

(i) g € fracamente semi-continua e h é linear;

(ii) g € Lipschitz continua numa vizinhanga de x.

Se f(x) == g(h(x)) e ¢ € Opf(xo), entdo para todo € > 0 ezistem T € x¢+cBx,
g € h(zg) + eBy ey € 0pg(y) tais que |h(Z) — h(zo)|| <€ e

¢ € Op{(7,h(-))}(T) + eBx.

Daqui em diante vamos falar sobre o céalculo dos gradientes generalizados.
Seja X um espaco real de Banach. Seja f : X — R uma funcao Lipschitz continua na
vizinhanca de um certo ponto x € X. A derivada direcional generalizada de f em z,

na direcao v, é dada por:

f°(x;v) := limsup fly+tv) = f(y)
’ ‘ y—x; t10 t ’

3Dizemos que f é fracamente semi-continua inferior em z se liminf; .o, f(z;) > f(x) quando

Tr; — .
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Vamos denotar o espaco dual dos funcionais lineares continuos em X por X*.

Seja X C X*. A funcao suporte de X é a fungdo Hy : X — (—o00, 00| definida abaixo:
Hy(v) :=sup{¢-v : (€ X}

Com estas defini¢oes em maos podemos introduzir a nogao de gradiente gener-
alizado. O gradiente generalizado de Clarke de f em z, denotado por df(x), é definido

como sendo o subconjunto w*-compacto de X* cuja fungao suporte é f°(z;-). Logo
Cedf(z) e fo(x;v) >C-v=(Cv), YvelX.

Uma observagio interessante ¢ que se f : R”™ — R & C! entdo f°(z;v) = (f'(z),v) e
Of(x) = {f'(z)}. Também se f é convexa e Lipschitz numa vizinhanga de = entao

fi(z;v) = f°(x;v) e além disso
Cedf(z) e fly) = fx) = (Gy—x) Vy.

Proposicao C.1. Suponhamos que f € Lipschitz de ordem K na vizinhanca de x.

Temos que

(a) Of(z) é um subconjunto nao-vazio, convero e w*-compacto de X*. Além disso
ICIle < K para todo ¢ € Of(x), onde a norma | - |
sup{(C,v) = veX, o =1}

« € dada por ||C||. =

(b) Para todo v € X temos f°(x;v) = max{(C,v) : ¢ € 0f(x)}.
Abaixo vamos listar algumas propriedades dos gradientes generalizados.
(P4) O(\f)(z) = NOf(x), para todo escalar \;
(P5) O(f +g)(x) C Of(z) + g().

Teorema C.5 (Teorema do Valor Médio de Lebourg). Sejam x,y € X. Se f
¢ Lipschitz em um conjunto aberto contendo o segmento [x,y], entao eriste um ponto

u € (z,y) tal que
fy) = f(x) € (0f (u),y — x).
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Teorema C.6 (Regra da Cadeia). Sejam F' : X — R" Lipschitz na vizinhan¢a de
x € X e g:R"— R Lipschitz na vizinhan¢a de F(x). Entao a funcao f(y) := g(F(y))

€ Lipschitz na vizinhanca de x e além disso

0f(x) c @@ {0(y, F(")) : v € dg(F(x))}".

Esta nocao de diferencial de Clarke generaliza, de fato, a nocao usual. Seja f

uma func¢ao Lipschitz na vizinhanca de x € X. Entao
(a) Se f é Gateaux diferenciavel em x entao f(z) € 9f(z);
(b) Se f é continuamente diferenciavel em z entdo df(x) = {f'(x)}.

Vamos introduzir as nogoes de cones tangente e normal. Seja S C X um
subconjunto fechado. O cone tangente de Clarke a S em z € S, denotado por T§ (),
é dado por

TS () :={ve X : dy(z;v) <0}

Uma observac¢ao que podemos fazer é que a condicao dg(x;v) < 0 significa que dg nao
cresce na direcao v.

O cone normal de Clarke a S em x, o qual é denotado por NS (z), é dado por
NS(z) =TS (2)°:={C € X* : (¢,v) <0 Vo Ts(x)}.

Pode ser provado que T§ () = N§(z)° ={ve X : (¢,v) <0V( € Ng(x)}. Abaixo

temos alguns resultados envolvendo cones.
(R9) Se S é convezxo entao

(i) TS (z) =cl{A(s—x) : A >0, s € S}?;

(ii) N§(z) ={CeX* : (Cy—=x) <0VyeS}

(R10) Se f ¢é Lipschitz na vizinhanca de x entdo

46" denota o envoltério convexo w*-fechado.
5cl denota o fecho do conjunto.
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(i) TS p(z, f(x)) = epi fo(x;-);
(i) ¢ € f(x) <= (¢, —1) € NG, 4z, f(x)).

O teorema abaixo relaciona as subdiferenciais proximal e de Clarke assim como

os cones normal proximal e o normal de Clarke.
Teorema C.7. Seja X um espaco de Hilbert.

(a) Se f é Lipschitz na vizinhanga de x entdo
Of(x) =co{w — lim ¢; : G € Opf(wi), 7 — 2}
(b) Se S é um subconjunto fechado de X contendo x, entao

Ns(z) =co{w — lim G; : G € Né’(xi), T; — x}.

Definimos a seguir uma outra nogao de cone tangente. O cone tangente de

Bouligand a S em z, denotado por TZ(x), é definido por:

T; — X

T8 (2) = {lim

xS )\ilo},

onde z; 5, x significa que z; € S e ; — .
Sabemos através do Teorema de Rademacher que uma funcao f : R" — R
Lipschitz em um conjunto aberto U é diferenciavel quase sempre (no sentido da medida

de Lebesgue).

Teorema C.8 (Férmula do Gradiente Generalizada). Seja x € R". Suponhamos
que f : R" — R € Lipschits na vizinhanga de x. Denotemos por Qy o conjunto dos

pontos em R™ onde a funcao f nao é diferencidvel. Entao
Of (x) == co{limV f(x;) : x —x, x; ¢ Q, x; ¢ Q)

onde 2 C R™ é qualquer conjunto de medida nula.

626 denota o fecho do envoltério convexo.
7co denota o envoltério convexo.
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