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dx(t) ∈ F (t, x(t))dt+ G(t, x(t))µ(dt), t ∈ [0,∞)

x(0) = x0,

��ú)�)�
F : [0,∞)× Rn ↪→ P(Rn)

þ
G : [0,∞)× Rn ↪→ P(Rn×q)
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µ ∈ C∗([0,∞);K)
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µ({τ}) 6= 0
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ẋ(t) = f(t, x, u), u ∈ U ,
�X )¡ ¦)�0�! )§��l¡��H�)�X¤l��ú«���0��§����lú«�:�����)�5?Kú)�gú)�)�

F (t, x) = {f(t, x, u) : u ∈ U},

�0�l�0��§ � �l���3¦)�0�! )§��l¡����)�X¤l��ú«�:�0��§g�«�X�(�a )� � ��§��lú«���{�H�0�l�0��§ � �l�Z�3�gú)¤l§� )�����3�)�w)8�l�0�lú)¤l�Æ��§

ẋ(t) ∈ F (t, x).

���n¦C��úa�����)� � ���e�:�����l���0��¤l�	��¡��������0��¡�¦)§��l�������� K��§��K���0¡3����¤l��¡ ��ú)¤l§g )�#Âa�l�{�)�w)8�l�0�lú)¤l�Æ�������)�
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+Z�Å����¦r"g�� )§��Z¬°?^=l�l¡����  )¡��Ì��£�¦)���K���0� � ��������¦K���������}¤+���0��� �)���l�e�:�� )��§����K���)� �0�(H� )ú)�)�
ÿ|{«��¦<�� )ú)� � ¦K�������(�a K���(Âa�l�#�)�w)8�l�0�lú)¤l�Æ�����6����ú)¤l§g )�#Âa�l�X�)�w)8�l�0�lú)¤l�Æ�����6�0�(H� )§Æ���0�l�-y� K���0�+���)���{�õ¡
È ª�Ê¨z<$����l¦<��������¦)�0�l�0�lú«�:��¡��������Ì¤l��ú)¤l�l�g�������)��¦<��ú«���3�)�X�(�a )��§�"� )�0�g���«)8 )ú)�(Âa�l�Z�)�Xÿ|{«��¦<�� )ú)� �
¦K����� �"¤+���0�¨�)�ä��ú)¤õ§� )��Â$�l�j�)�w)8�l�0�lú)¤l����������¡�¦) )§g�0� � �������0�0��¡ ¤l��¡��"¤l��ú)�)���(Âa�l�j�0 %?K¤l���lú«���l�	F
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)8����¦<�l���a )�������)�"ú)�l�e���l��¤+���0�����n¤l��ú)�0���)�l����ú)�)� � £��0�����3����¦<�����)�n�l�e�:�� )��§����K���)��$Ô�Z¡ �)�l�e���l�
����¦C�����)� �l�e�:�� )��§����K���)�Ã� �¨�l�e�:�� )��§����K���)���0�(H� )ú)�)��ÿ|{a��¦C�� )ú)� � þ«�a )��� �! �1e�õ�����)� �l�e�� )�)�
�)�l�e�:� �)���0�0�l�e�:���+���r$�� ����� �l�e��������¦<� �)�n�l�e�:�� )��§����K�?�)�s10£ ���l¡������0�l�0 )§g�:���)�����)�n�0 %?K¤l��ýlú)¤l�Æ�
���?�#�j¡��l�0¡��ä�)�jú)�l¤l�l�0�0���K���)��¦K����� ��§�H� )ú)��¤+���0���3¦K���e����¤l )§Æ���0�l�lþU��ú)¤l§� )�0� � ���0�l�0 )§g�:���)���>�a )�
¤+������¤õ���l�0��=+��¡! )¡�� �0�l¤("�¦)�0�$¤+� �����`�l�����õ¡�� �)�nÿ|{a��¦C�� )ú)� � ��ýl¡ �0���)� �! �1e�õ��� �)���0�l¤l�lú«���l�
¦C�l���a )��������y � �*10�EÈ Õ�Ê��ÃÈ . ª�Ê¨z<$��U¡ �0�l§Æ���+���ÃF��l�e�:�� )��§����K���)��¦K�������0���e���l¡�����¤l��ú«���0��§Æ���)����¦C���
¡��l�)���K��y8�� 3��¡�¦) )§��0� � ���@zD�?�#�Ì�lúa�:���X�<�L���e����¦C�� )¤+�/ )�� )§�����H�����?C�%$��7�g�:��¡����qÈ ¬$þ . Ë�ÊK�GÈ . Õ�ÊÁ$Ó�U�e���
�l�e�� )�)�����V K���0�l�Æ�¨úK�Ç
)§g����¡�� �0�5)8�l�0ýlú)¤l�Æ�Lþ6¤l��ú«�� )�)��¤l��ú)�0�(H� )��¡������l�e�:�� C�l§��l¤l�l�n�¨�<�$���lú)�����
�)���`�l���0�l¡�� �)��ÿ|{a��¦C�� )ú)� � �0�l¡  L����§���=+���H )¡�� ¤l��ú)�)���+��� �)�n�0�A�KH� )§Æ���0�g�K���)�� )�����K� ú)�l�e���
���e����H��r$±�U¡ÖÈ ¬�Ê6�lú)¤l��ú«������¡H�'�0���0�l�0 )§g�:���)�����0�! )�0���l�e�A�� )��§����K���)�n¦K����� �0���e���l¡������)��ú^��¡���¤l���
¤l��¡�������1e�õ�����0�Æ���X�)�l�0¤l��úa�#"�úa K���lþ ¦<�����l¡ �l¡  )¡ ¤l��ú«���<�$�����)�w)8�l�0�lúa�����)��¤l��ú)�0���)�l�����)�nú)�l�e�A�
�)���0�0�l�e�:���+���r$-�U¡×È . Ë�ÊÚ�lú)¤l��ú«������¡������:��¡s ��l¡��0�l�0 )§g�:���)���X�)�l�e�:��úK�?�� )�0�(=+��ú)��¤l��úa���<�$���n�)�
�0�! ) )�e���(=X�K�3�0��§� )�+���3�l¡ �0�l§Æ���+���3�3¦C�l�e�� )�� K���(Â$�l�ZúK�H¡��l�)���K�H�)�X¤l��ú«���0��§���$
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�:��¡s ��l¡ �@�L�l¡�¦)§����Z��§� )�e�����?��� � ���($�¥��0�0��¡ ¤l��¡����l¡¢�l�e�:�� )��§����K���)��þK�<�L���e���{¦<�� )¤+�I )�� )§����!H�����?C�
�0�! )�0����ú � ���0�}��ú)¤l�Æ� ¦K����� �0���e���l¡�������¡�¦) )§��0� � ���($±�7�g�:��¡�����È . Ê6�ÇÈ ¬�©�ÊÁ$Ú�U¡ÖÈ . Ê�� �l�e�� )�)�E�
)8�l�g���äú)� ¤l��ú«���<�$��� �)�j��ú)¤l§� )��Â$�l�H�)�w)8�l�0�lú)¤l�Æ�����#¦K���0¤l�Æ�����($Ñ�U¡ÛÈ ¬�©�Êq���)�l�0�lú � ��§ � ���K� �n���l���0�Æ�
H��l��¡I�õ���0��¤+��¦K������¦)�0�a¤l�l�0�0���X��¡�¦) )§��0� � �����(�a K��ú«�����j�� <���0�K��H��l¡ ���a )�U��¦)�0�l�0�lúa�:���K�µ������ )���
�����l���0�Æ�H��úK��§�"g���g¤+��¦K�����H�0���e���l¡����Ì��¡�¦) )§��0� � ���($
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ãÚ��¡����Ì��ú)��¤l�������l�e���{¤+��¦r"g�� )§��H¤l��¡  )¡��H¡������ � ���+���3�����l�e�� )�)���)�X�0���e���l¡�������¡�¦) )§��0� � ���lþL�)�A�
¦C������)-��§Æ�?���õ¡���� �0�! )�0�°)8 )ú)�(Âa�l� ��¡�¦) )§��0�Z�7¦<����?K¡ � ��¡����`��ú«���0�$�) r=l��� ���D�0���e���l¡����D��¡�¦) )§g�0� � ���($
+Z�l�e�:�V
)§g����¡���¦K���e�����:��¡s ��l¡ �)�5?Kú)���0�l¡������ä�0��§� )�+��� �0�! ) )�e�:�ä¦K����� �0���e���l¡��?�3��¡�¦) )§��0� � ���
��§��l¡ �)���<�L¦<���0¡�������§�H� )ú)���0�l�0 )§g�:���)������¡�¦<���e�:��ú«���l�I�a )���0�l�����" L����§��w=+���)����ú)����¤+��¦r"g�� )§����
¦C���e���l�0�����0�l�($°�7��¡ ���0�0�3�l�e�:���0�l¡����Z��¦L�����Z�H��ú)��¤l�Æ���7�3�l�e�� )�)���)�X��ú � ���0�}��ú)¤l�����X�l�e�:�� )��§����K���)��$
o±�^��¤¨�r~^ !¡r�
�7��ú)�0���)�l�0�X�3¦)�0�! )§��l¡����)�X¤l��úa���0��§����?�:�g¡��3�� K���ä�L�r$ Ç

����ú)��¡��w=+��� ∫ 1

0

u(t)dt

�0 �1e�l�g�����
ẋ(t) = ax(t) + bu

y . $ . z
x(0) = 0, x(1) ≥ x1

y . $Ò¬!z
u(t) ≥ 0, ‖u(·)‖L1

< M,
y . $ 09z

��ú)�)�
a
�
b
������¤l��ú)�e�:��úa���l������ )�g����£��0�������

x1, M > 0
�����n�K���)���($µ���l�0��§ � �lú)�)�n�n�0���e���l¡��

y . $ . z7¤l��¡ �H¤l��ú)�)���+���3��ú)��¤l�Æ�?§
x(0) = 0

þ)�! L���l¡����
x(t) = b exp (at)

∫ t

0

u(s) exp (−as)ds, y . $ Ëxz
�)�X¡��a�)���a )�

x(1) = b exp (a)

∫ 1

0

u(s) exp (−as)ds ≤ b exp (a)

∫ 1

0

u(s)ds < b exp (a)M,
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��ú)�)�� L����§��w=+��¡����}��� �)�l�0��H� K��§��K���)�l�
exp (−as) ≤ 1, s ∈ [0, 1]

�Åy . $ 09z<$��Uú«�:���Z�0���l�0¤l��§��)�l�0¡����
����¤l��ú)����ú«���l�

a
�
b
�)�X¡��$�)���a )�

b exp (a)M ≤ x1
�H�0�l�e���0���+����y . $Ò¬!z�úK���3�0�l��£3¤l )¡�¦)�0���K�H�

úK���j¦<�$�)�l�0�l¡������0�l�0��§ � �l�X�j¦)�0�! )§��l¡��%$H�n����¤l��ú)�0���)�l�0���j�0�(�xÎ)ýlú)¤l�Æ���)�H¤l��ú«���0��§��l���)�5?Kú)���K�
�� K���ä�L�r$

un(t) =







a exp (−a)x1 exp(a/n)/[b(exp (a/n)− 1)]
�0�
t ∈ [0, 1/n]

0
�0�
t ∈ (1/n, 1],

��ú)�)�
n ∈ N

$t�`�l¡������a )�

‖un(·)‖L1
=
a exp (−a)x1 exp(a/n)
nb(exp (a/n)− 1)

→ exp (−a)x1
b

,
�a K��ú)�)�

n→∞ y . $ÆÉ!z
���a )�6��¡�¦)§��g¤+�/�a )� {un}

��§���¡��]�:�?�K�%$D¥��0�0��¡ �#�0�l�e���0���+���µy . $ 09zt�����?������)8�l�g�:�{¦K�����#��§�H� )¡
M

�
¤l��¡��

un ≥ 0, ∀n þC���l¡����Å�a )� un

�# )¡ ¤l��ú«���0��§��#���)¡����0��" � �l§ÔþC¦K�����3���$�)� n $«�$ r )�e���g�� )��ú)�)�
un

�l¡Þy . $ Ëxz7�! L���l¡����

xn(t) =







exp (−a)x1 exp(a/n)(exp (at)− 1)/(exp (a/n)− 1)
�0�
t ∈ [0, 1/n]

exp (−a)x1 exp (at)
�0�
t ∈ (1/n, 1].

ÿ}�!H��
x(1/n) = exp (−a)x1 exp(a/n)

�
x(1) = x1

$o+����D��H� )��� . $ . ��§� )�e������¡����{��§�H� )¡����
�0��§� )�(Âa�l�($U¥
�0�(�xÎ)ýõúK¤l�Æ� ∫ 1

0
un(t)dt = ‖un(·)‖L1

�K���K�X�l¡3y . $ÆÉ!zT�Z�)�l¤l�0�l�0¤l�lú«���6�)�Z¡��$�)�/�a )�
�a K��ú)�)�

n
¤l�0�l�0¤l���l�e�:��¡�����¡��l§��)������ú)�)��� � ��§����#�)�Ã)8 )ú)¤õ����úK��§°�a )�o�a )�l�0�l¡����H¡���ú)��¡3�w=+���($

�`���e�:��ú«������¦)�0�$¤l�l�0�0�j������¡��
(x∗, u∗)

���! L�����)�I)-��=l�lú)�)�
n → ∞ $X�n���6�! )�0�l� � �>�a )��¦)�0�$¤l�A��)�lú)�)���)�l�e�:��¡���ú)�l�������! L���l¡�������������1e�õ�����0�Æ�

x∗
¤l��¡  )¡����)�l�0¤l��úa����úa )���K���)���l¡

t = 0
$ &

�a )��¦<�a�)�l¡�����¤l��ú)¤l§� )���T���a )���X¦)�0�! )§��l¡��6¦C���e���{úK���X¦<�����0 )�K�0��§� )�+���X�0�Z���)¡��g���g�0¡3���U��¦C�lúK���
)8 )ú)�(Âa�l���)�n¤l��úa���0��§����l¡

L1[0, 1]
$�û'�e�:���a )�õ���)��=l�l�I�a )�n� �l�0¦K���l� �)��¤l��ú«���0��§��l���)� � �n�0�l�

�<�$���lú)�)���)�����)¡��g���gú)�)�H¡��l�)���K���Ì¤l��¡��>)8 )ú)�5Â$�l�Z�)�X¤l��ú«���0��§���þ)�� ��0�*10�LþK¤l��ú«���0��§��l����¡�¦) )§g�0� � ���($

���l����§�¡��lú«���Ì�0�� L����§���=+�6¡��l�)���K���U¤l��ú)�e���0 r"��K���Ú��¦K���e�����U�)�q)8 )ú)�(Â$�l�Ú��¡�¦) )§��0�r$T�$�
δ(t)�X )¡���)8 )ú)�+������¡�¦) )§��0��¦<�$�)�l¡����Ì�)�5?Kú)���

µ(A) =

∫

A

δ(t)dt.

+����0�(�xÎ)ýlú)¤+�Æ�3��¦)�0�l�0�lú«�:��¡����Z���°)8 )ú)�(Â$�l����¡�¦) )§��0�����0 K���Ì¦)�0��¦)�0���l�K���)�l�($��U¡ �<�L�l¡�¦)§����Ìú)���
¦)�0�§�L��¡�����¤+��¦r"g�� )§���� � ��¡����� L����§��w=+�����l�e�:���q)8 )ú)�(Â$�l��¦K�����3�)�<?Kú)����¡��l�)���K���Ì�)�X¤l��ú«���0��§���$
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xn

¤l��¡
a = b = 1

�
x1 = 3

$
þk���� !ÿk���3i(¥�¦����Q�(�
�Z¡�����/�&����«1�,�C��D/���(A1�/�&),.*	�?F0,816�l¡

t = 0
y>�:��¡> W�l¡ ¤l��úr�)�l¤l���K�6¦C����2)4:�.*.=�2)4�
�,�F:=«9�z �)�5?Kú)���K�

�l¡
R ∪ {+∞} þK�X�)�lú)���:���K�H¦<��� δ0 þ^�X�)�5?Kú)���K�H¤l��¡��H���lú)�)�������0�(H� )��ú«���l��¦)�0��¦)�0���l�K���)�l�('

δ0(t) =







0, t 6= 0,

+∞, t = 0

� ∫ +∞

−∞
δ0(t)

�
t = 1.

y . $ Õ9z
� ¤l§Æ���0�o�a )���µ
'��¡�¦) )§g�0���H¦<�a�)���$¤l���0�0�l�{�l¡v�a K��§��a )�l�

t0
�I�a K��ú)�)�n�l�e���I)8���X��¤+���0�n�)�lú)�?�

�:���0�l¡�����¦<���
δt0
$�¥ �0 )�0¦)�0�l�lú)�)�lúa����¦)�0��¦)�0���l�K���)�GF��)���0�l�g�:�H�l¡ y . $ Õ9z��{ )¡ ¤+���0��¦K���e����¤l )§Æ���

�K���:��¡s ��l¡ �0 )��¦)�0�l�õú)�)�+ú«���#¦)�0��¦)�0���l�K���)�
∫ +∞

−∞
δ0(t)f(t)

�
t = f(0),

y . $Òª!z
��ú)�)�

f
�H )¡��-)8 )ú)�+�?���0�+��§ ¤l��ú«�#"�úa K���a )�3�0�3��úa )§Æ�-)8�������)�H )¡ ��ú«���l� � ��§���¤l��¡�¦K��¤õ���r$��U¡

y . $ Õ9z��Ìy . $Òª!zj¦C�$�)� �0� � �l�n¤l§Æ������¡��lú«���  )¡ �� ) )�0���)� ú)���:���+���r$ �n���lþX )¡ �����?�:��¡��lú«���
¡��?���l¡�£?���g¤l�n�0��H����0���0��¦C�$�)���0�l�H�K���)� ��)8 )ú)�(Âa�l�H¤l��¡ �:�����#¦)�0��¦)�0���l�K���)�l���0�l¤l���0�0�lú)�)�?�'�0�oF
�`�l���0�Æ���K����¥�¦)�0�§�L��¡����(Âa�l��y � �l�>È .�
 Ê¨z<$X¥q�a )� úK���j���0�l¡�����)-��=l�l�6���0���Lþw¡���� � ��¡����t1e )�e�:�ä?K¤+���
y . $Òª!zZ L�:�g§���=+��ú)�)�� )¡�����¤l���$¤("�ú)�g�j�?�#�3¤l�l�e����¦<��ú«���oH��l��¡I�õ���0��¤l�r$H�D�� )§���������¤ » ��ú«���0�$�) r=l�� ä���
��������ì�� �������!é��9é�ì �"!�#�#%$&���|è��	'(�)'(� *+�(ç�é�ì-,«é".�/(0+�1.�'32�ë)/(0(è��1.�'�û
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�)��1e�7¤@�K��¡����)���`&�4a9:�84l1E(�2)4�
�,�F:=«9Sþ��7�?����� � �l�D�)�l�e���l� ¦<�a�)�l¡�����)-��=l�l�D�Ó1e )�e���w?K¤+�?��� � ���)�l�0�*10���K�%$
�U�e���l�Zúx
)¤l§��l����¤l��ú)�0���e���l¡ ú$ )¡��H�0�(�xÎ)ýlú)¤l�Æ�3�)�«)8 )ú)�(Â$�l�Z¤l��ú«�#"�úa K���

kn : R → R
�:�����q�a )�

y8�¨z
kn(−t) = kn(t) ≥ 0

Ò
y8���¨z ∫ +∞

−∞ kn(t)
�
t = 1

Ò
y8�����}z ∀ε, η > 0 ∃n0

�:��§|�a )� ∫
|t|>η

kn(t)
�
t < ε

þK¦K�����
n ≥ n0

$

k1

k2

k3

�D��H� )��� . $Ò¬�'Ú����£�?K¤l�����K���q)8 )ú)�(Âa�l�
kn
$

�U�e�:���T)8 )ú)�(Â$�l�U¦<�$�)�l¡Þ�0�l�U¦<�lú)�����K����¤õ��¡��X��¦)�0�§�L��¡����(Â$�l� ¦K�����
δ0
$Ó+��«�D��H� )��� . $Ò¬�¦C�$�)�l¡����

�! )�0�l� � �����a )�����#£��0�+���#�� K���ä�L���)����H���£�?K¤õ���#�)� kn(t) �0����¤l )¡� )§Æ��¡��l¡������0ú)���)�n�l�ä�L�
y
$

�6��"}������¤l���$¤("�ú)�g�>H��l��¡I�õ���0��¤l�r$�¥��0�0��¡ �)�5?Kú)��¡����Ì��¦)�0��¡��l���0�H¡��l¡s )�0�3�)��y . $Òª!z7�K���0�(H� )�gúa���
)8���0¡��

∫ +∞

−∞
δ0(t)f(t)

�
t = lim

n→+∞

∫ +∞

−∞
kn(t)f(t)

�
t.

y . $ Í z
& ���l���0�l¡��H�� K���ä�L�Å1e )�e���w?K¤+���:��§w�)�5?Kú)�g�+���r$�+���� � ��¡����Ì��ú)¤l§� )�������)�l¡���ú)�e�������+���)þr�a )�X¦<�$�)�
�0�l���lú)¤l��ú«�������K�3�l¡vÈ Í ÊÁ$
|��x�W����¥�~ £65Q£6587:9<; 8&= {kn} > =I8V2 9@?BA6C :ED�FQ8HG 9 :6I6D54 9 6�2JG 9LK FNM�8OD 9 ϕ : R → R > =I8P > :�Q+Rx6SD@6�:6T<U¨: > 8I4VFN=WFNT¸8XG98OY�Z°:6T	Rx6�8�2 P > :�Q)[ 9 2 ϕn

8X\@8&F^]�6 9 2�T	Rx6S\ 9 =_G 9<` :6F<G98�2

ϕn(t) =

∫ +∞

−∞
kn(t− s)ϕ(s)ds

9
ϕn(t)→ ϕ(t) > :6F P 6)M(= 9 = 9 :6T 9a9 =bF¨:cT 9 M(d�8�4�6�2«4VFN=WFNTK8XGx6�2 9 P 9 Dfer8XGx6�2gY
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f
�l¡Ny . $Òª!zZ���?������)-��=����,�)��¦<�����l�0�l���)�����l���0�l¡��j��¤l��¡��%$�ÿ}�!H��j��¦)§���¤+��ú)�)�

�H���l���0�l¡��H¦K�����
t = 0

�� L�:�õ¡����

f(0) = lim
n→∞

∫ +∞

−∞
kn(s)f(s)

�
s.

¥��0�0��¡ �)�-y . $Òª!zÚ���l¡����Gy . $ Í z<$
���5?Kú)��¡������h�<FA1$2</)*'1{2)4Z9l1E&¹�S1E�./O���«1��K���t)8 )ú)�(Â$�l�

f(x)
�
g(x)

þ$�G�a K��§W�Z�)�lú)���:���)�
¦C���

(f ∗ g)(x) þ)¤l��¡����� K���ä�L�r'

(f ∗ g)(x) :=
∫ +∞

−∞
f(y)g(x− y)

�
y.

���X¦<���0�0�X�)�l�e�A�3�)�5?Kú)���+���)þ) )¡��H¦)�0��¦)�0���l�K���)�«�a )�{¦C�$�)�X�0�l�Ì���������K�H�)�-y . $ Õ9z°�X�3�)�/�a )�

(δ0 ∗ f)(s) = (f ∗ δ0)(s) = f(s),

�� ��0�*10�Lþ
∫ +∞

−∞
δ0(s− t)f(t)

�
t = f(s),

��ú)�)�
f
�H )¡��I)8 )ú)�+����¤l��ú«�#"�úa K���a )�H�0�3��ú$ )§Æ�I)8�������)�H )¡ ��ú«���l� � ��§���¤l��¡�¦K��¤õ���r${�D���e����¤l $�

§Æ���0¡��lú«�������l¡����
∫ +∞

−∞
δ0(t)f(t)

�
t = f(0),

�a )�/�-y . $Òª!z<$
�D�����>?KúK��§���=+��� � ��¡����Z��úK��§��g�:�?�Ì��ú%)8���0¡��?§g¡��lú«������¤l��¡�¦<���e�:��¡��lú«���3�)�X )¡ �0���e���l¡��

�0 �1e�l�g���¨�  )¡ ��¡�¦) )§��0� ��ú)�e�:��ú«�@��ú)�l�r$ ¥Å K���ä�L� ���l¡����j )¡�� �(�a K���+���E�a )�ä�0�l¦)�0�l�0�lúa�:�¨ )¡
�0���e���l¡�� �0�l¡ �<�L¤l�g�:���+�?�¨�?�#�

t = π
' ú)�l�e������ú)�e�:��ú«���n� �0���e�:�õ¡�� �0�l¤l�( <�� )¡ ��¡�¦) )§��0� �)�

��ú«���lú)�0���K���)�{¬�'
ẍ+ 2ẋ+ 2x = 2δπ(t− π), x(0) = x′(0) = 0.

� ¤l§Æ���0�/�a )��úK���X�<�L���e���� )¡����0��§� )�+���X¤l§Æ£��0�0��¤+�Iy8ú)�X�0�lú«�����)�G�a )�
x(t)

�0�*10�X�)��¤l§����0���
C2 zD¦K�����

�l�e����¦)�0�! )§��l¡��%$ & �a )�Z¦C�$�)�l¡����U�! L���l�t�Ì )¡���¤l�l�e�:�«H��lú)�l����§���=+���+�����)�X¤l��ú)¤l�l�g���X�)���0��§� )�+���r$
¥ �D��H� )��� . $ 0Lþ ��ú)�)�H�������+��¡������	H���£�?K¤l���)�

x(t)
þ ¡����e�������j��újiK )ýlú)¤l�Æ���)����¡�¦) )§��0�r$��U�e���

�<�L�l¡�¦)§��3�l�e�:£3�0�l�0��§ � ���)�H�l¡vÈ 
 ÊÁ$
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x(t)

'U��újiK )ýlú)¤l�Æ�H�)����¡�¦) )§��0�r$
k vk¤Q�5����¥�~ i(¥�¦����Q�§¤¨���
+Z�l�e�:�X�0�l�+��� � ��¡����Ú��¦)�0�l�0�lú«�:���7��§�H� )ú)�U¤l��ú)¤l�l�g��������úa���0�a�) L�����0�����U�X�0�l�0¦<�l�g���{�)�����0���e���l¡������)�
��ú)¤l§� )�����H��¡�¦) )§��0� � ���($Ó���l¤l���0�K��¡����q�a )�{ )¡ �:��§w�0���e���l¡��>���K���)��úK�s)8���0¡��

dx(t) ∈ F (t, x(t))dt+ G(t, x(t))µ(dt), t ∈ [0,∞)

x(0) = x0,

y . $ 
 z
��ú)�)�

F : [0,∞)× Rn ↪→ P(Rn)
þ
G : [0,∞)× Rn ↪→ P(Rn×q)

������¡� )§g���]�Á)8 )ú)�(Âa�l�Z�K���K���
�
µ ∈ C∗([0,∞);K)

�6 )¡��#¡��l�)���K� � �õ�����0�Æ��§Á$ C∗([0,∞);K)
�6�H�l�0¦K���l�H�) K��§¹�K���°)8 )ú)�(Âa�l�

¤l��ú«�#"�úa K�����)�
[0,∞)

�
Rq

����¡���ú)�)� � ��§����0�l�Z�l¡ K
$ & ¤l��ú�1e )ú«���

K
�#��¤l��ú)�#¦<���0�g��� � ���l¡

Rq
$Ó�7���e�� )¡���¡����`�)��=l�l���a )�Ì��¡� )§g���]�Á)8 )ú)�+���

F
�l¡ y . $ 
 zk�Ì�Z¦K���e���Ì�� )����§� L�:��¡��lúa���Ú¤l��ú«�#"�ú$ K�

�/�a )�{�H¡H )§g���^�¸)> )ú)�+���
G
�{�H¦K���e���X�0��úrH� )§Æ�����)�3�0���e���l¡��%$

¥Å K���ä�L� � ��¡�������¦)�0�l�0�lú«�A�?�3��§wH� )¡����{ú)���:���(Â$�l���a )�j�0�l������ L����§��w=+���K���{ú)���)�l¤l���0�0�l�
�)�H���<�$���r$
• AC([0,∞);Rn)

�3���l�0¦K���l�n�K���«)8 )ú)�(Â$�l�
f : [0,∞) → Rn

�a )�������n�� )�0��§� L�:��¡��lú«���
¤l��ú«�#"�úa K���(Ò

• BV +([0,∞);Rn)
�#���l�0¦K���l���K���Å)8 )ú)�(Âa�l�

f : [0,∞) → Rn
�)� � ���0�Æ���+����§���¡3�]�:���K�3�

¤l��ú«�#"�úa K����FH�)���0�l�g�:���l¡
(0,∞)

Ò

• µ̄
�{� � �?�������+���H�����:��§w�K�H¡��l�)���K� µ, µ̄(dt) :=∑q

i=1 µi(dt)
Ò

• L × B ����¦)�0�a�) L���
σ
��£�§�H��( )���Lþ`��ú)�)� L �)�lú)���:�n���#�0 r C¤l��ú�1e )úa�������)��ÿ}�( <�l��H� )���l¡

[0,∞)
� B �)�lú)���:�H�����0 r <¤l��ú�1e )ú«�����Z�)�{ü7���0�l§}�l¡

Rq
Ò
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• B
�{�> <��§Æ�� )ú)�g�:£��0�Æ�H�� C�l�e�:�3ú)�3�l�0¦K���l���U )¤l§����)�Æ��ú)�rÒ

• W∞
0 (x)

�)�lú)���:�3� � ���0�Æ���+���3�)���Ì�l§��l¡��lúa����� x ∈ BV +([0,∞);Rn)
$
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¤l��¡¢��¤l��ú)¤l�l�g���� )�0 K��§`�)���0��§� )�+��� È $�û'�e�����#����=l�«£ � �l§ � ���e�����a )���l�e�:��¡����Z������ K��§��K��ú)�)��¤l��¡
�0���e���l¡����Ú��¡�¦) )§��0� � ���lþa���e������þ$¤l��úa���0��§Æ���)����¦<���7¡��l�)���K�%$Ó�7��ú«�� )�)�)þL¦K�����{��úa���0�a�) r=l���0¡������l�e���
¤l��ú)¤l�l�g�����)���0��§� )�+����¦)�0�l¤l������¡����{��ú«���l�{�)�5?Kú)���{ )¡��� L���0��¤l��ú)¤l�l�g���)þ �n�)��¤l��¡�¦)§��õ�:��¡��lú«���
H���£�?K¤l�r$U¥Å K���ä�L�3�0�(H� )�l¡¢��§�H� )¡����°)8 )ú)�5Â$�l���a )�X�0�l������ú)�l¤l�l�0��£��0�Æ���Zú)�l�e�:�3�)�5?Kú)���+���r'

• Mi(t) :=











∫

[0,t]

µi(ds), ∀t > 0

0,
�0�
t = 0

, i = 1, . . . , q;

• η(t) := t+

q
∑

i=1

Mi(t)
Ò

• η̄(t) :=







{η(t)} �0�
µ̄({t}) = 0,

[η(t−), η(t)]
�0�
µ̄({t}) > 0.

¥±)8 )ú)�+���
η
�)�5?Kú)���K����¤l��¡��s��¤<�K��¡����K�W��/�&��(�«1�2)4�FA4��w=?F:=�Cj4E*-F0,mlS=X���«1H2)1j*'4@Ca�D1x$

hµ�9ºT��¤Q !¡r� £65Q£65on =I8 P 8&=WU¨4VFQ8pG 9 ¤l��¡�¦)§��õ�:��¡��lú«������H���£�?K¤l����8�2@2�6�D�FQ8XGx6�2rqW= 9 G&F<G98Wd 9 TK6)M(FQ8�4
µ s 6tD@6�: ; > :6TK6uGx6�2wvr8&M 9 2 (θ, γ) : [0,∞) → [0,∞) × K

6�:�G 9
θ : [0,∞) → [0,∞) s 8x F¨:6d 9 M#2§8cy�G 9

η̄ : [0,∞) ↪→ P([0,∞))
:�6s2 9 :6T<F<Gx6 ? > 9 θ(s) = t, ∀s ∈ η̄(t) z 9 γ : [0,∞)→

Rq s G 9<` :6F<G98 ∀s ∈ η̄(t) { t ∈ [0,∞) { v^6)M

γ(s) :=











M(θ(s))
2 9
µ̄({t}) = 0

M(t−) +

∫ s

η(t−)

v(σ)dσ
2 9
µ̄({t}) > 0,

|�}Vç<��� ë)~��(��ë�çQë)'(��.���0�ç<�Æç�èÁéTé�ì-��'(��é���ë�ì�'qçQé�� é"~��(�
f ∈ F

é��Áé�ç<���1�<é�����$+�����+� é�ì�'
ẋ(t) = f(x(t))

û:��ì�'
ì�'(0�é�� �	'���é��Áé�ç<��� �5é��|é�ç�èÁé�$+�����+� é�ì�'�êÓë�è�� � � �"'(��'5çkç<��� ë)~��§é�ç:��éÓæWë+� é���û6�c'(�	'°ì�'(�Æç���é*è	'(� *�é�ç:�5é<��'�� �"�}û
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vr8&M�8�8�4 7 > = v(·) ∈ V t { 6�:�G 9 t = θ(s)

Y�� ? > F M(·) := D@6�4 (M1(·), . . . ,Mq(·))
9

V t :=

{

v : η̄(t)→ K
T	Y ? Y

θ̇(s) +

q
∑

i=1

vi(s) = 1 ∀s ∈ η̄(t) 9
∫

η̄(t)

v(s)ds = µ({t})
}

.

¥ �D��H� )��� . $ Ëä�g§� )�e�:������§�H� )¡����{�K����)8 )ú)�(Â$�l���)�5?Kú)���K���H��¤l��¡���ú)��¤+���0�ä�l¡ �a )�j�
¡��l�)���K�

µ
�X�l�0¤+��§Æ���($

η(t)

tτ

η(τ−)

η(τ)

s

θ (s)

η(τ−) η(τ)

τ

s

(τ−)

(τ)

γ

η(τ)

(s)

M

M

η(τ−)

�D��H� )��� . $ Ër'Uû'§� )�e�������+���r'����q)8 )ú)�(Âa�l�
η
þ
θ
�
γ
$

hµ�9ºT��¤Q !¡r� £65�ª:5�n =I8 P > :�Q+Rx6 x ∈ BV +([0,∞);Rn) s�> =I8n�0��§� )�+��� �0�! ) )�e�:��G 9���� YN�(�2 9J9 ]�F�2�T<FNM > =-8 P > :�Q+Rx6J� 9 \ 9 2#7 > 9 F¨:6T 9 7&M"�&d 9 4 f { f(t) ∈ F (t, x(t)) L � ? Yä2gY { 9 > =I8 P > :�Q+Rx6
µ̄ � F¨:6T 9 7&M@�&d 9 4 g, g(t) ∈ G̃(t, x(t−);µ({t})) µ̄ � ? Yä2gY { T¸8&F�2 ? > 9

x(t) = x(0) +

∫ t

0

f(τ)dτ +

∫

[0,t]

g(τ)µ̄(dτ) ∀t ∈ (0,∞),

6�:�G 9 8o= > 4VT<F � P > :�Q+Rx6 G̃ : [0,∞)× Rn ×K ↪→ P(Rn) s G 9<` :6F<G98rv^6)M

G̃(t, z;α) :=











{G(t, z)w(t)} 2 9 |α| = 0
{

[ξ(η(t))− ξ(η(t−))]

|α|

} 2 9 |α| > 0
,

vr8&M�8oTK6gGx6
(ξ(·), γ) 2§8&T<F�2 P 8�� 9 :�G�6

ξ(η(t−)) = z,
y . $ . ©!z

ξ̇(s) = G(t, ξ(s))γ̇(s) η̄(t) � ? Yä2gY , 9 y . $ .!. z
α = γ(η(t))− γ(η(t−)),

y . $ . ¬!z
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vr8&M�8G8�4 7 > =I8 P > :�Q+Rx6 G ∈ G

D@6�:6T<U¨: > 8 9 = t 9 ��F v^2�Dfe�FNT � 9 = x Y%� ? > F { |α| =∑q

i=1 αi { w(·) s8pG 9 M(FNd�8XG98WG 93¡ 8XGx6�: ��¢ Fm£96gG&¤)= Ê G 9 µ 9 =¥M 9 4w8�Q+Rx6Wq µ̄ { (ξ, γ) v 9 M(T 9 :ED 9 8 AC([0,∞);Rn×
Rq) { 9 6rvr8&M (θ, γ) s8> =¦D@6)=�v�4 9 T¸8&= 9 :6TK6G7&M"� ` D@6§G 9 µ Y

����=l�l¡����I�a )�
(x, µ)

�� )¡¨�<FA1a9l4:(0(A1 �S,N�«�S4:�¢¦K����� � �0���e���l¡�� ��¡�¦) )§��0� � � �0� µ ∈
C∗([0,∞);K)

�
x
�� )¡��H�0��§� )�+���3�0�! ) )�e�:�3�)�-y . $ 
 z<$

¥������ � �l�7�)�� )¡��X¡� )�K��ú)�+�{�)� � ���0�Æ£ � �õ§C¦<�$�)�l¡����Ú�)�5?Kú)���Ú )¡��X��ú)¤l§� )�����{�)�w)8�l�0�lú)¤l�Æ��§
�0�(H� )§Æ���Iy-�� )�0��§� L�:��¡��lú«���3¤l��ú«�#"�úa K�9z����0�0�$¤l�Æ���K�	F���ú)¤l§� )�������)�w)8�l�0�lú)¤l�Æ��§U��¡�¦) )§��0� � �j�)�3¡��$�)�
�a )���@�L���e�A�# )¡��#��¡�¦<���e�:��ú«�����0�l§Æ���+���#�lúa���0�������0��§� )�(Â$�l���)�l�e���l���0���e���l¡����($Ó���L¦<��¡��������e����ú)�
¦)�0�§�L��¡��X���l���0�l¡���$ ¥
�)�l¡���ú)�e�������+���#�0�l��£#��¡��g���g�K�������0��¡��g§Æ�?�tF{¦)�0� � �{�)���`�l���0�l¡��GËr$ . �õ¡
È .�Í ÊÁ$
|��x�W����¥�~ £65�ª:537 > v^6�:jer8 ? > 9 8�28= > 4VT<F � P > :�Q)[ 9 2 9 = ��� YN�(�s2§8&T<F�2 P 8�� 9 =o©

• F
TK6)=I8§d�8�4�6)M 9 2 9 =ªD@6�: ; > :6TK6�2 P 9 Dfer8XGx6�2 9 s L × B = 9 :%2 > M"�&d 9 4 z 9

• G
TK6)=I8od�8�4�6)M 9 2 9 =ªD@6�: ; > :6TK6�2 P 9 Dfer8XGx6�2 9 sh« 6)M 9 4E= 9 :�2 > M"��d 9 4^Y

¬�F^] 9 > =I8�= 9 G&F<G98 µ ∈ C∗([0,∞);K)
9 > = 9 2�T¸8XGx6�F¨:6F�D�FQ8�4 x0 Y 7:9<; 8 (θ, γ) 6rD@6)=�v�4 9 T¸8&= 9 :6TK67&M"� ` D@6§G 9

µ
9
η
8 P > :�Q+Rx6§G 9 M 9 v^8&M�8&= 9 T<M(F���8�Q+Rx6�Y

y8�¨z 7 > v^6�:jer8 ? > 9 x(·) ∈ BV + ([0,∞);Rn) s�> =I8«2�6�4 > Q+Rx6wM#6�\ > 2�T¸8WG 9a��� YN�(� ��9 =­M 9 4w8�Q+Rx68
µ
9
x0
��Y3Z°:6T	Rx6 9 ]�F�2�T 9 > =I8�2�6�4 > Q+Rx6 y(·) ∈ AC ([ 0,∞) ;Rn)

G 9






ẏ(s) ∈ F (θ(s), y(s))θ̇(s) + G(θ(s), y(s))γ̇(s)

y(0) = x0

y . $ . 09z

vr8&M�8�8 ? > 8�4
x(t) = y(η(t)) ∀t ∈ (0,∞).

y . $ . Ëxz
¡39 D�F v�M#6�D#8&= 9 :6T 9 {

y8���¨zo2 > v^6�:jer8 ? > 9 y(·) ∈ AC ([ 0,∞) ;Rn) s 2�6�4 > Q+Rx6®G 9¯��� Y ��° ��Y_Z°:6T	Rx6 9 ]�F�2�T 9 > =I82�6�4 > Q+Rx6 x(·) ∈ BV + ([0,∞);Rn)
G 9§��� YN�(�hvr8&M�8�8 ? > 8�4 ��� Y �g± � s 2§8&T<F�2 P 9 FNT¸8XY² }���é�³)0+�1~��(����é�ç�èÁé�.´��0).*é�� è�����é���é���� �f'��+'�$&����éÓçQé��ké�0).���0(è��	'��+'%0+��}�$���0)�g�V.Ké%µ�û
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y8�����}z-¶W6)= 9 > =I8;2�6�4 > Q+Rx6 x G 9t��� YN�(��Y 7:9<; 8 y > =I8�2�6�4 > Q+Rx6tG 9t��� Y ��° �uT¸8�4 ? > 9���� Y �B± � s2§8&T<F�2 P 9 FNT¸8XY�Z°:6T	Rx6

W∞
0 (x) ≤ W∞

0 (y)

+Z��� � ��¡�����¦)�0�l¤l�������3�)� �0�(H� )��ú«����§��l¡��ä�)��¡� )�K��ú)�+� �)� � ���0�Æ£ � �l���3�l¡ ��úa���(H��������
�l¡ ��§�H� )¡������)�l¡���ú)�e�������(Â$�l��ú)���Ì¦)�0���L��¡�����¤+��¦r"g�� )§����($ ¥p�)�l¡���ú)�e�������+���3¦<�$�)�����õ�q)8�l�g�:�H�)�
¡���ú)�l�����H��úK£�§��!H��>FH�)�l¡���ú)�e�������+�����K�3�U�0��¦<���0���+����¬�$ . �l¡vÈ .�Í Ê}�X���0�l¡�������¡��g���]�.§��%$
ut��¥�~ £65�©:5�7:9<; 8

(θ, γ) > =I8 P 8&=WU¨4VFQ8LG 9 D@6)=�v�4 9 T¸8&= 9 :6TK6�2Å7&M"� ` D@6�2�G 9 µ ∈ C∗([0,∞);K)
Y

Z°:6T	Rx6
y8�¨z

θ
9
γ
2gRx6 P > :�Q)[ 9 2r�·F vW2gDfejFNT �WD@6�:6T<U¨: > 8�2/:�Rx6 � : 9 798&T<FNd�8�2 9 2§8&T<F�2 P 8�� 9 =

θ̇(s) +

q
∑

i=1

γ̇i(s) = 1 L − ? Yä2gY ;
y8���¨z¹¸q8&M�8�TK6gG98�= 9 G&F<G98hG 9 « 6)M 9 4 µ ∈ C∗([0,∞), K) { TK6gG98 P > :�Q+Rx63F¨:6T 9 7&M"�&d 9 4 G : [0,∞)→

Rn×q 9 TK6gGx6SD<6�: ; > :cT*6§G 9 « 6)M 9 4 T ⊂ [0,∞),
T 9 =-6�2

∫

θ−1(T )

G(θ(s))γ̇(s)ds =

∫

T

G(τ)µ(dτ);

y8�����}z¹¸q8&M�8oTK6gG98 P > :�Q+Rx6a� 9 \ 9 2#7 > 9 = 9 :%2 > M"�&d 9 4 f : [0,∞)→ Rn 9 TK6gGx6SD@6�: ; > :6TK6§G 9 « 6)M 9 4
S ⊂ [0,∞)

T 9 =-6�2 ? > 9 θ(S) T¸8&=§\ s = s8> =¦D@6�: ; > :6TK6§G 9 « 6)M 9 4 9
∫

S

f(θ(s))θ̇(s)ds =

∫

θ(S)

f(τ)dτ.

¥�¦)�0�l�0�lú«�:��¡������� K���ä�L� ��§�H� )¡����I�)��¦<�����l�0�l���0�! )�0� ����¡H )§g���^�¸)8 )ú)�(Âa�l�
F
�

G
�a )�

�0�l�����3ú)�l¤l�l�0�:£��0�Æ�����l¡ �)�l¡���ú)�e�������(Â$�l��ú)���Å����¦r"g�� )§����Z¬��G0%$
º�¤�¦�»^�����(���H~s¶^��¤Q�!~^��y
¼ � £j½ �D�����{���a�)�

x ∈ Rn
þ
F (x)

�
G(x)

������¤l��ú�1e )ú«�����7¤l��ú � �<�L���lþ)¤l��¡�¦K��¤õ�����Ú��úK���?� � ��=l�����(Ò
¼ � ª�½

F
�
G
�:�?���0�l¡��]�'¤l��ú«�#"�ú$ K�?�Ì�0 )¦C�l�0�����(Ò

¼ � ©�½ �<�L���e���l¡ ¤l��ú)�e�:��úa���l�
a
�
b
�:�����q�a )�X¦K�������:�a�)�

x ∈ Rn
þ

v ∈ F (x) =⇒ ‖v‖ ≤ a‖x‖+ b;

v ∈ G(x) =⇒ ‖v‖ ≤ a‖x‖+ b.
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¥Ú�)��¦C�����l�0�

(h3)
�X¤l��úr�)�l¤l���K�3¤l��¡��H¤l��ú)�)���+���3�)�X¤l�0�l�0¤l��¡��lúa���3§���ú)�+���($

���l¤l���0�K��¡����/�a )�� )¡��j¡� )§g���]�Á)8 )ú)�+���
Γ
���0�l¡��]�'¤l��ú«�#"�úa K���� )¦C�l�0�����X�l¡

x
�0���K���)�

ε > 0
�<�L���e���

δ > 0
�:��§|�a )�

‖y − x‖ < δ =⇒ Γ(y) ⊂ Γ(x) + εB,

�
Γ
�X�0�l¡��]�'¤l��ú«�#"�úa K����ú%)8�l�0�������l¡

x
�0�X�K���)�

ε > 0
�<�L���e���

δ > 0
�:��§|�a )�

‖y − x‖ < δ ⇒ Γ(y) ⊃ Γ(x)− εB.
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+Z�l�e���6¤+��¦r"g�� )§��#���0�l¡����Ú�l�e�� )�K���Ì�#�l�e�:�� )��§����K���)�Z�)���0���e���l¡��µy . $ 
 zU���5H� )ú)�)������ C���0�K��H��l¡ �)�
ÿ|{«��¦<�� )ú)� � þa�� 3�0�*10�Lþ« L����§��w=+��ú)�)�X�?����/�&��BÀa4:(�2)4�B�B$=g�D1$/�&<1��9$�ãÚ��¡���� �l�e�� )�K���Ú��¦<�lúK���U�X¤+���0�
�� L�@Á�ú)��¡��)þw��  �0�*10�Lþ � ��¡������0 )¦<���«�a )������¡� )§g���w)8 )ú)�(Â$�õ� F �

G
�a )�3�)�5?Kú)�l¡ �j�)��ú^��¡���¤+�

úK���{�)�l¦<�lú)�)�l¡ �<�L¦)§���¤l�g�:��¡3�lúa���Ì�K� � ���0�Æ£ � �l§K���l¡�¦<�%$t�7��¡��l�+���0�l¡����Ú�0� � ������ú)�)�#�l�e�:�� )��§����K���)�
�0�(H� )ú)�)��ÿ|{«��¦<�� )ú)� � ¦K�������(�a K���(Â$�l���)�w)8�l�0�lú)¤l�Æ�����Z��¦K��������ú)¤l§� )��Â$�l���)�w)8�l�0�lú)¤l�Æ�����Z�0�(H� )§Æ���0�l�($
�U�0��¡��l���0���<�L¦<��¡������3¤+���0���)�X�(�a K���(Âa�l���)�w)8�õ���õú)¤l�Æ�����($

�7��ú)�0���)�l�0�{�3�(�a K���l�����)�w)8�l�0�lú)¤l�Æ��§

ẋ(t) = f(x(t)),
yÔ¬�$ . z

��ú)�)�
f : Rn → Rn

�j )¡���)8 )ú)�+���ä�0 K� � ��$Ç�$ )¦<��úr�K�Ã�a )� x∗ �j )¡ ¦C��úa���ä�)�j�(�a )��§�"� )�0�g�
�)���0���e���l¡��Lþ¹���e������þ

f(x∗) = 0
$«�Uúa�:�����0� ∀x0 ∈ Rn

���0��§� )�+���
x(·) �)�oyÔ¬�$ . z����?������)-��=l�lú)�)�

x(0) = x0
���:��§��a )�

x(t)→ x∗
�a K��ú)�)�

t→∞ �)��=l�l¡����°�a )�
x∗
�6 )¡ ¦C��úa���H�)�6�(�a )��§�"� )�0�g�

Â �81%J�=?�wCj4:&<*'4�=?(0(0,�&<*'1$*-,89õ=�Cj4:&<*'4X4:(+*	�a�S4:�Á$�¥ �l�e�:�� )��§����K���)�X�)���0���e���l¡���yÔ¬�$ . zÌ¦C�$�)�#�0�l��¤+�?�:�?¤A�
���l�0��=+���K��¦<�l§Æ�j�<�L���e��ýlú)¤l�Æ�j�)�3 )¡�¦K�����)�>)8 )ú)�(Â$�l�X�)��ÿ|{«��¦<�� )ú)� � $I�Z¡ ¦K���X�)�>)8 )ú)�(Âa�l�{�)�
ÿ|{«��¦<�� )ú)� � ¦K����� x∗ �����>)8 )ú)�(Â$�l�Z�0 K� � �l� Q, V ���?������)-��=l�lú)�)�r'
y8�¨z

Q(x), V (x) ≥ 0 ∀x ∈ Rn
�
V (x) = 0⇔ x = x∗

Ò
y8���¨z {x ∈ Rn : Q(x) ≤ r} �����3¤l��¡�¦K��¤õ������¦K���������$�)� r ∈ R

Ò
y8�����}z 〈∇Q(x), f(x)〉 ≤ −V (x)

¦K���������$�)�
x ∈ Rn

$
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|��x�W����¥�~ ª:5Q£65�7:9<; 8

x∗ > =Ãv^6�:6TK6¯G 9H9@? > F¨4VU<\BM(FÁ6Jv^8&M�8h6Ñ2�F�2�T 9 =I8 �	Ä Y � ��Y 7 > v^6�:jer8&=-6�2? > 9L9 ]�F�2�T¸8 > =Åvr8&M§G 9 P > :�Q)[ 9 2SG 9 ��¤!8(v^6 > :�6)d Q 9 V vr8&M�8 x∗ Y�Z°:6T	Rx6 x∗ s 7�4�6�\@8�4V= 9 :6T 98�2@2�F¨:6TK6)T<F�D#8&= 9 :6T 9a9 2�T	�&d 9 4�Y
sG�����%~wy Ç �$�*10�

x(·)  )¡��H�0��§� )�+���3�)�-yÔ¬�$ . z<$��`�l§Æ�H¤l��ú)�)���+����y8�����}z����l¡3���
d

dt
Q(x(t)) = 〈∇Q(x(t)), f(x(t))〉 ≤ −V (x(t)).

ÿ}�!H����Ç)8 )ú)�+��� úK���?�'ú)�(H«�?��� � � t 7→ Q(x(t)) +
∫ t

0
V (x(τ))

�
τ
� �)�l¤l�0�l�0¤l�lúa��� � ¦<���e�:��ú«���

§���¡3�]�:���K�6�l¡
[0,∞)

$ ¥��0�0��¡
t 7→ Q(x(t))

��§���¡��]�:���K�Lþ510£«�a )�Z¦<���Åy8�¨z
V ≥ 0

$Ó�Uú«�:���{¦<���Åy8���¨z
x(t)

�#�:��¡s ��l¡¢§���¡��]�:���K��$«�Uú«�:�������0��§� )�+���
x(t)

�)�	yÔ¬�$ . z��<�L���e�����l¡
[0,∞)

þw���)��)-�?�����)�
V (x)

�0�l�D�0 K� � ���0�(H� )���a )� V (x(t))
�°H�§��! K��§g¡��õúa���Úÿ}��¦)�0¤<�)�g�#=Ú�l¡

[0,∞)
�7¤l��¡ ���0�0���l¡ ¡������

úK�����X�)�w)�"�¤l�g§¹¡����e�������q�a )�
V (x(t))→ 0

�a K��ú)�)�
t→∞ ÒK�� ��0�*10�Lþ x(t)→ x∗ = V −1(0)

$
�7��ú)�0���)�l�0�{�3��ú)¤l§g )�:�?�3�)�w)8�l�0�lú)¤l�Æ��§

ẋ(t) ∈ F (x(t)), yÔ¬�$Ò¬!z
��ú)�)�

F : Rn ↪→ Rn
$�+Z�õ�0���#¤+���0�

x∗
�# )¡¢¦C��úa�����)�{�(�a )��§�"� )�0���3¦K������yÔ¬�$Ò¬!zÌ�0�

0 ∈ F (x∗) �
Q
þ
V
¤l��ú)�e���g�� )�l¡  )¡Æ�w=?F�2)46B�B$=g�D1$/�&<1���¦K�����

x∗
�0�X���?������)-��=l�l¡	'

y-�9z
Q(x), V (x) ≥ 0 ∀x ∈ Rn

�
V (x) = 0⇔ x = x̄

Ò
y� Wz {x ∈ Rn : Q(x) ≤ r} �X¤l��¡�¦K��¤õ���3¦K���������a�)� r ∈ R

Ò)�
y8¤�z ∀x ∈ Rn

þ ∀ ξ ∈ ∂PQ(x)
þ
min{〈ξ, v〉 : v ∈ F (x)} ≤ −V (x),

��ú)�)�
∂PQ(x)

�)�lú)���:�H��¤l��ú�1e )ú«�����)�����0 r rH������)���lú«���l��¦)�0���L�g¡��������)�
Q
�l¡

x
$

|��x�W����¥�~ ª:5�ª:537:9<; 8
x∗ > =Çv^6�:6TK6§G 9�9@? > F¨4VU<\BM(FÁ6�vr8&M�8µ6s2�F�2�T 9 =I8 �	Ä Y Ä ��Y 7:9�9 ]�F�2(T�FNM > =Çv^8&MG 9 P > :�Q)[ 9 2pG 9 ��¤!8(v^6 > :�6)d Q 9 V v^8&M�8 x∗ T¸8&F�2 ? > 9 Q 9 V 2gRx6-2 9 =WF � D@6�:6T<U¨: > 8�2�F¨: P 9 M(FÁ6)M {9 :6T	Rx6Wvr8&M�8JTK6gGx6

x0 ∈ Rn 9 ]�F�2�T 9 > =I8JT<M�8 ;B9 T´È)M(FQ8 x vr8&M#8 F 9 = [0,∞)
D@6)=

x(0) = x0
9

x(t)→ x∗
? > 8�:�Gx6 t→∞ Yå¸æ�ç�è	'��§é�ì���0�ç�è��	'�~��(�qé�ç�è´É��äé�� è	'�.��5ì��qé�ìÊ� ���%é��^����� 0).�� ë+Ë1�+'3'($�é�0)'5ç�$)'(�	'��Áé�çÁç�'(� è	'(��'��Æì�$&���Qè	/(0).��1'��+'5ç

.���0)���1~��§é�çÍÌ^�VÎNÏ	Ì�� � �VÎKû
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¥��)�l¡���ú)�e�������+���¨�)�l�e��� ���l���0�l¡��"¦C�$�)� �0�l���lú)¤l��ú«�������K�¨�l¡ È ª�ÊÁ$â�U�e��� ���l���0�l¡��

H��lú)�l����§���=+�6�G� �l���0�l¡��#¬�$ . ¦K�������X¤+���0�#�)����ú)¤l§� )��Âa�l���)�w)8�l�0�lú)¤l�Æ�����($ �D�����X�X¤+���0�{�)�Z��ú)¤õ§� )��Â$�l�
�)�w)8�l�0�lú)¤l�Æ�����Z��¡�¦) )§��0� � ���Z�:��¡s ��l¡¢���l¡����6 )¡ �0�l�0 )§g�:���)�j�0��¡���§����($«+Z�l�e���H¤+���0�j )¡ ¦C��úa���j�)�
�(�a )��§�"� )�0�g�

x̄
�X¤+������¤õ���l�0��=+���)�3¦<���

col(u, 0) ∈ H(x̄) := {{v0} × {F (x̄)v0 + G(x̄)v} : (v0, v) ∈ V̄ }

¦K�����3��§�H� )¡
0 ≤ u ≤ 1

þK��ú)�)�
V̄ := {(v0, v) : v0 ≥ 0, v ∈ K, ∑q

i=0 vi = 1} $����=l�l¡������a )�{���0���e���l¡��
(F,G)

� Â �81%J�=?�wCj4:&<*'46=?(0(0,�&<*'1$*-,89õ=�Cj4:&<*'4�9l1E&¹*-FA1E�N�«�S4:��y8�� 
4:(+*	�«�S4:�¸zj�

x̄
�0� ¦K�����E�a K��§��a )�l��¦<��ú«���

x0 ∈ Rn
þ��<�L���e���  )¡ ¦)�0�$¤l�l�0�0� � �Æ£ � �l§ (x, µ) �)�y . $ 
 zAþZ¦K�����"�E�a K��§

x(0) = x0
�
x(t) → x̄

þÅ�a K��ú)�)�
t → ∞ $mÄ6 K��ú)�)�¨���e���¨�a¤l���0�0�l�lþ

�)���0�l¡����Ì�0��¡�¦)§��l�0¡��lúa���«�a )�
(F,G, x̄)

����¥Å�Å$K¥���)8 )ú)�5Â$�l�
Q
�
V
������ )¡ ¦K���Z�)�/)8 )ú)�(Âa�l�

�)�{ÿ|{«��¦<�� )ú)� � ¦K����� x̄ �0�{���?������)-��=l�l¡
y . z

Q(x), V (x) ≥ 0 ∀x ∈ Rn
�
V (x) = 0⇔ x = x̄

Ò
yÔ¬!z {x ∈ Rn : Q(x) ≤ r} �X¤l��¡�¦K��¤õ���3¦K���������a�)� r ∈ R

Ò)�
yQ09z ∀x ∈ Rn

þ ∀ ξ ∈ ∂PQ(x)
þ

min{〈ξ, ν〉 : ν ∈ F (x)v0 + G(x)v, (v0, v) ∈ V̄ } ≤ −V (x).
yÔ¬�$ 09z

¥ÅH������ � ��¡����j�<�L¦C����� �)�l¡���ú)�e���������¨¦)�0��ú)¤l��¦K��§��0�l�0 )§g�:���)�¨�)�l�e��� ¤+��¦r"g�� )§��)þ��a )�
H��lú)�l����§���=+�3�-�`�l���0�l¡���¬�$Ò¬3¦K��������¤+���0���l¡ �a )�����)��ú^��¡���¤+���{¤l��úa���0��§Æ���K�3¦C����¡��l�)���K�%$Ì¥
�)�l¡���ú)�e�������+���>)8���|)8�l�g�:�H¤l��¡��3�l¡ÞÈ . Õ�ÊÔþC¦C�����l¡ úK���3 L����§���=+��¡3���� )¡��3¤l��ú)�)���+���3�)�{�0�(H� )§Æ�?���^�
�K���)�X )�����K�3úK�H�)�l¡���ú)�e�������+���>)8�l�g�:�Hú)�l�e���{���e����H��r$
|��x�W����¥�~ ª:5�©:5w7:9<; 8

x̄ ∈ Rn > =_v^6�:6TK6tG 9�9@? > F¨4VU<\BM(FÁ6�Y 7 > v^6�:jer8 ? > 9J9 ]�F�2�T¸8 > =bvr8&M¹G 9P > :�Q)[ 9 2�G 9 ��¤!8(v^6 > :�6)d Q 9 V vr8&M�8 x̄ ? > 9 2 9<; 8&= 2 9 =WF � D@6�:6T<U¨: > 8�2�F¨: P 9 M(FÁ6)MBY%Z°:6T	Rx6 (F,G, x̄)
soÐ ��Ñ�Y
sG�����%~wy �$�*10��¡

x̄ ∈ Rn
 )¡�¦<��ú«�����)�3�(�a )��§�"� )�0�g�j�

(Q, V )
 )¡�¦K�����)�>)8 )ú)�(Â$�l�{�)��ÿ|{«�E�

¦C�� )ú)� � ¦K����� x̄ $°�7��ú)�0���)�l�0�X�3�0���e���l¡��

col

(

dy◦

ds
,
dy

ds

)

∈ H(x) := {{v0} × {F (x)v0 + G(x)v} : (v0, v) ∈ V̄ }
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y◦(0) = 0, y◦(s)→∞ �a K��ú)�)�
s→∞

y(0) = y0 = x0.

�`�l§��>�`�l���0�l¡��3¬�$Ò¬#�0�(H� )�«�a )��¦K����� ∀x0 ∈ Rn
�<�L�g�0���6 )¡��#������1e�õ�����0�Æ�

ỹ = col(y◦, y)
�:��§��a )�

ỹ(0) = col(0, y0), y
◦(s) → ∞ �

y(s) → x̄
þ��a K��ú)�)�

s → ∞ $��$�(H� )���K��¤l��ú)�e���0 )�+�����K�������1e�õ�����0�Æ�
ỹ
�?����� � �l�X�K�j�0�l§��l�+����¡I"�ú)�g¡����l¡ H

�3�K�j¦)�0��¦)�0�Æ���)�5?Kú)���+�����)�
H
�a )� � ��§��3�

��ú)¤l§� )�����r'
˙̃y(s) ∈ {{v0} × {f(s))v0 + g(s)v} : (v0, v) ∈ V̄ },

��ú)�)�
f(s) ∈ F (y(s)) � g(s) ∈ G(y(s))

¦K�����>�a K���0�X���a�)�
s ∈ [0,∞)

$
�`�l§������l���0�l¡����K���0�l§��l�+����¡��lú)�0 )��£ � �l§Ú�<�L���e���� )¡��µ)8 )ú)�+���nÿ}�( <�l��H� )��¡��lú)�0 )��£ � �l§

(v0, v1, . . . , vq)(s) ∈ V̄
þ^�a K���0�{�0�l¡�¦)�0�X�l¡

[0,∞)
þ)�:��§k�a )�

˙̃y(s) = (ẏ◦, ẏ) = (v0(s), f(s)v0(s) +

q
∑

i=1

gi(s)vi(s)).

ÿ}�!H��H���l¡3���
y◦(s) =

∫ s

0

v0(σ)dσ.
yÔ¬�$ Ëxz

ÿ}�l¡s )����ú)�)�;�a )�
y◦(s) → ∞ �a K��ú)�)�

s → ∞ ¦C�$�)�l¡�����¤l��ú)¤l§� )���#��¦K���e�����{�)�VyÔ¬�$ ËxzG�a )�
v0 : [0,∞)→ [0,∞)

úK���3�0�{��úa )§Æ�H�l¡ ��ú«���l� � ��§����Ì��ú%?Kú)�g�����($
�7��¡ ���e�����l¡ ¡������#¦C�$�)�l¡�����¤l��ú)�e���0 )���# )¡ ¦)�0�a¤l�l�0�0�

(x, µ)
�A�?§°�a )�

x ∈ BV +

�� )¡�� �0��§� )�+��� �K� ��ú)¤l§� )����� �)��ú^��¡��g¤+�ä��¡�¦) )§��0� � � y . $ 
 zAþ7¤l���0�0�l�0¦<��ú)�)�lúa���ä� µ $��U�0��¡��l���0�¤l��ú)�e���0 )���0�l¡������H¡��l�)���K�H�)�X¤l��ú«���0��§��
µ
$Ú���5?KúK�

θ(s) :=

∫ s

0

v0(σ)
�
σ, η(t) := sup{s : θ(s) ≤ t}; e

yÔ¬�$ÆÉ!z

µ(A) :=

∫

θ−1(A)

v(s)ds ∀A ∈ B([0,∞)),
yÔ¬�$ Õ9z

��ú)�)�
v(s) := (v1(s), . . . , vq(s)).�7��¡����Ç)8 )ú)�+���

v0(s)
� úK���¨ú)�(H«�?��� � �"� úK���¨�0� ��ú$ )§��¨�l¡ ��ú«�:�õ� � ��§����j��§��g¡��]�:�S�

�)���lþ��V)8 )ú)�+���
θ
�)�5?Kú)���K� �l¡ÖyÔ¬�$ÆÉ!z>�núK���?�'�)�l¤l�0�l�0¤l�lú«���ä�n�0 K� ��¡���H��l¡Ø�����a�)� ��ú«���l� � ��§��

[0,∞)
$pû'�e���"��¡�¦)§��g¤+�V�a )�

µ
þ��)�5?Kú)���K� �l¡ yÔ¬�$ Õ9z��� )¡�� ¡��l�)���K� ���5H� )§Æ���lþÌ¤l��¡ �)��¡I"�ú)���

ú)���o <���0�l§��Æ��ú)���j�)����ú«���l� � ��§�� [0,∞)
$ �$�(H� )�V)-��¤l��§�¡3�lúa���ä�K�¨�)�5?Kú)���+�����)�

η
�a )� �l�e�:�E�
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 )¡���)8 )ú)�+��� ¤l�0�l�0¤l�lú«����$h�$�*10� {ti}  )¡��ä�0�(�xÎ)ýlú)¤l�Æ� �)��¦<��ú«�����3�l¡ [0,∞)

��ú)�)�����H��úa���l���
� ��§���� θ−1(ti) ������úK���?�'�)�5H��lú)�l�����)���lþ6�� ��0�*10�Lþ6¤+���K�

ti
�  )¡ £E�:��¡��"�K�¨¡��l�)���K�

µ
þ6¦C���

¤l��ú)�e���0 )�+���Ey � �l�µyÔ¬�$ÆÉ!z��;yÔ¬�$ Õ9z�z<$�Ä6 )�l�0�l¡3���#¡����e�������/�a )���<�L���e���l¡ f̃(t) ∈ F (x(t))
�W$ �($��

g̃(t) ∈ G̃(t, x(t−), µ({t})) µ̄− �W$ �($U�:��§|�a )�
x(t) = x0 +

∫ t

0

f̃(σ)
�
σ +

∫

[0,t]

g̃(σ)µ̄(
�
σ)

¦K���������$�)�
t ∈ [0,∞)

$Ú���5?KúK�
x(t) := y(η(t));

f̃(t) := f(η(t));
�

g̃(t) :=











g(η(t))v(η(t)) ∀t ∈ [0,∞) \ ∪∞i=1{ti}
1

η(t)− η(t−)

∫

[η(t−),η(t)]

g(s) · v(s)ds ∀t ∈ ∪∞i=1{ti}.

+Z�����-�a )�
x(θ(s)) = y(s)

�l¡
[0,∞) \ ∪i{θ−1(ti)}

�
θ̇(s) = 0

�l¡ ∪i{θ−1(ti)}
$

�Uú«�:���3���l¡����
0 =

∫

[0,∞)

χF (y(s))(f̃(θ(s))θ̇(s)
�
s

=

∫

[0,∞)

χF (x(t))(f̃(t))dt,

��ú)�)� » ���0�(H� )ú)�K����H� K��§��K���)�X��¤l��¡��3�0�(H� )�#�)��ÿ}�l¡�� . $ 0%$Ìû'�e������¡�¦)§g�g¤+���a )�
f̃(t) ∈ F (x(t))�a K���0�X�0�l¡�¦)�0�{¤õ��¡ �0�l§Æ���+�����H¡��l�)���K�H�)�{ÿ}�( C�l��H� )��$

�$�(H� )�«)-��¤l��§�¡��lú«���6�K�3�)�5?Kú)���+���3�)�
g̃
�a )�

g̃(t) ∈ G̃(t, x(t−);µ({t}) ∀t ∈ ∪i{ti}.
yÔ¬�$Òª!z

�D��¡s ��l¡ ���l¡����
0 =

∫

[0,∞)\∪i{θ−1(ti)}
χG(x(θ(s)))(g(η(θ(s))))v(s)

�
s

=

∫

[0,∞)\∪i{ti}
χG(x(t)))(g(η(t)))µ̄(dt),

��ú)�)�6 L����§��w=+��¡����7ú)� � ��¡3�lúa���6�Hÿ}�l¡�� . $ 0%$��$�(H� )�,�a )� g(η(t)) ∈ G(x(t))
�a K���0���0�l¡�¦)�0�6�l¡

[0,∞)
¤l��¡ �0�l§Æ���+���3�3¡��l�)���K�

µ
$

��Ò^é<��'�'���é�³)0+�1~��(���+'%�äë+0)~��(��.�'(�	'�.KèÁé���ËÆç�è��1.�'
χE

0+��}·$&��0)���1.*é�}tû
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�$�(H� )���K�n¤l��ú)�e���0 )�+���ä�)�

µ
�a )�

µ(dt) = v(η(t))µ̄(dt)
þ �Á$ ��$gþ

w(t) = v(η(t))
���

�)�l�0� � ���K���)�s�Z���)��ú$�*+Z�����a�%{$¡ �)�
µ
¤l��¡ ���0�l§Æ���+�������0 K� � ���0�Æ���+���3�����:��§ µ̄ $�¥��0�0��¡�þC¤l��¡��

g̃(t) := g(η(t)) · v(η(t)) ∀t ∈ [0,∞) \ ∪i{ti}
þL���l¡����

g̃(t) ∈ G̃(t, x(t−);µ({t})) µ̄− �W$ �($ em [0,∞) \ ∪i{ti}.

û'�e���«1e )ú«���3¤l��¡ÞyÔ¬�$Òª!z7��¡�¦)§��g¤+�#�l¡

g̃(t) ∈ G̃(t, x(t−);µ({t})) µ̄− �W$ �($ em [0,∞).

�`��¡��
t > 0

$��Uú«�:���)þK¦C�l§���ÿ}�l¡�� . $ 0Lþ)�0�(H� )�G�a )�

x(t)− x0 = y(η(t))− x0

=

∫

[0,η(t)]

f(s)v0(s)
�
s+

∫

[0,η(t)]

g(s)v(s)
�
s

=

∫

[0,η(t)]

f̃(θ(s))v0(s)
�
s+

∫

[0,η(t)]\∪i{θ−1(ti)}
g(s)v(s)

�
s

+

∫

[0,η(t)]∩(∪i{θ−1(ti))}
g(s)v(s)

�
s

=

∫

[0,t]

f̃(τ)
�
τ +

∫

[0,t]

g̃(τ)µ̄(
�
τ).

û'�e����¤l��ú%?K�0¡��>�a )�
(x, µ)

�X�)�«)-�?���3 )¡ ¦)�0�a¤l�l�0�0� � �Æ£ � �l§w�)�-y . $ 
 z<$
���l�e�:�"¡����e�������-�a )�

x(t) → x̄
�a K��ú)�)�

t → ∞ $ &  )�0�l� � �Ã�a )� �0� t ���lú)�)� �����ú%?Kú)�g���H�lú«�:���
η(t)

þK�)�5?Kú)���K�H�l¡ yÔ¬�$ÆÉ!zAþL�:��¡s ��l¡ ���lú)�)�#���3��ú%?Kú)�g���r$���£>�a )�
x(t) = y(η(t))�

y(s)→ x̄
�a K��ú)�)�

s→∞ �0�(H� )�G�a )�
x(t)→ x̄

$
+Z���a )�{�0�(H� )� � ��¡����Ì¡����e�������Ì�H��¡�¦<���e�@��ú)¤l���#�)��)-�?���H�)� v0(s) úK���3�0�{��úa )§Æ�����l¡��ú«���l� � ��§����6��ú%?Kú)�g�����($>�$ )¦C��úr�K��¡�����¦<�����0��¡�¦)§��g¤l���K���)���a )� q = 1

�
v0(s) ≡ 0

�l¡
[s0,∞)

þ
¦K�����3��§�H� )¡

s0
$t�Uúa�:���3�)�-yÔ¬�$ÆÉ!z7�! L���l¡����

θ̇(s) = v0(s) = 0
�l¡

[s0,∞).

ÿ}�!H��
θ(s) = t0

�l¡
[s0,∞)

þK¦K�����3��§�H� )¡
t0
$��6��"}�)�-yÔ¬�$ Õ9z7�0�(H� )�G�a )�

µ({t0}) =
∫

θ−1({t0})
v(s)ds =

∫

[s0,∞)

ds = +∞,
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��ú)�)�� )����¡���� �q)-�?�����)�

v(s) ≡ 1
�l¡

[s0,∞)
þ@10£q�a )�

(v0(s), v(s)) ∈ V̄
$ �n���

µ({t0}) = +∞¦)�0� � �$¤+���0�Æ�H )¡ ����§]�:�H��ú%?Kú)�g���H�l¡
x(t)

þK���a )�{úK�����X�)�l�0�*10£ � �l§Á$
z�Ók��¥�¦������
& �`�l���0�l¡��"¬�$ 0 ú)����¦<�l�0¡��g���������� K��§��K����¤l��¡ �0���e���l¡����- K���e�:��ú«���;H��l��������ú)� ���õúa�����)�Ñ�a )�
¦C�$�)�l¡����� L����§��w=+���«)8 )ú)�(Â$�l�H�)�jÿ|{«��¦<�� )ú)� � úK���?�'�0 K� � �l�lþU¦<�$�)�õ¡����#������ K��§��K���{¤l��¡ �n¦K���e���
�0��úrH� )§Æ���Ì�l¡

Rn×q
þ<��§��l¡ �)�{�� L��������H��lú)�l����§g���K���)�l�($q�7��úa�� )�)�)þCú)���Z�<�L�l¡�¦)§������a )�#��¦)�0�l�0�lú$�

�:��¡����Z���0�(H� )���ZúK��� � ��¡����Z�<�L¦)§g�������Z���e���r$�û'ú)¤l§� r"�¡������l�e���l���<�L�l¡�¦)§����Z¦K������¡����e��������¤l��¡��
����¤l��¡�¦<���e�:��¡��lú«���#�)�� )¡ �0���e���l¡��#��¡�¦) )§g�0� � �#�� �¦K�����#¡����e�������Ú¤l��¡����#�)��ú^��¡��g¤+�{��¡�¦) )§]�
�0� � ����újiK )�lú)¤l�Æ����� � ��§� )�+���H�)�H�0���e���l¡��Lþ$�� j�0�*10�Lþ)�)�l�0�*10��¡����Ì��¦<�lúK���Ì��§g )�0�������7�{���l���0�Æ�#�6úK���
�0�l�0��§ � �l��¦)�0�! )§��l¡�����¤l��¡�¦)§���¤+���)���($

���l�0����§g�:��¡������a )� �"¡��l�)���K� �)� ¤l��ú«���0��§��
µ
 L����§��w=+���K��� �0��úrH� )§Æ�����l¡ �0�l§Æ���+���EF

¡��l�)���K� �)� ÿw�( <�l��H� )��$ û'�e���"�0��H�ú)�w?K¤+���a )�;�a K��ú)�)�" )¡�� �l�e�:£¨�?��� � � � �� L����� ¦C�l�0¡���ú)�l¤l�
��úK�?��� � �%$ ���l����§�¡��lú«�����?��� � ��¡����3� ¡��l�)���K�ä�)��¤l��ú«�:�0��§g� µ �0��¡��lú«�����l¡ ��§�H� )ú)�H��ú)�e�A�?úa���l�
¤l�0 )¤l�Æ�����lþ¹���«�a K������¤@�K��¡���¡������)�3£?����¡����6�)�

µ
$s+Z�l�e���l�X��ú)�e�:��ú«���l�X��������1e�õ�����0�Æ������§g�:�Lþw���e���

��þKú)�l�e���l�Z��ú)�e�:��ú«���l�Z��������1e�õ�����0�Æ�s���)�l�0¤l��úa�#"�úa K�%$
�Z¡���H�����ú)�)�U�)�w?K¤l )§��K���)�Ó�a )�U�0 )��H��Ú�������lúa�:���0¡����}��¦)§���¤+���¹��¡I�õ���$�)�Ì�)��ÿ|{«��¦<�� )ú)� �

���X�)�Ì�lú)¤l��úa�������U )¡�¦K�����)��)8 )ú)�(Â$�l�Ú�)�Zÿ�{a��¦C�� )ú)� � ���)�(�a K���)�#���X¦)�0�! )§��l¡��%$ ���l����§�¡��lú«����þ
�l�e�:���q)8 )ú)�(Â$�l�Z�l�e�:�����0�l§Æ��¤l����úK���K����¤l��¡ �3ú)���0¡����)�

Rn
�� �¤l��¡ �3�lú)�l��H����3�)�3�0���e���l¡��%$ p �

� �(=l�l���Xú)�l¤l�l�0�:£��0���� )¡����)���0�{�)�X��úrH��lúa )���K���)����Ô?�� ���úa�� )���+�?�s)�"��0��¤+��¦K�����3�)�õ���l�0¡���úK£E�'§����($
z�Ók��¥�¦���� ª:5Q£65
ãÚ��¡������?úK��§��������Ì�H¤l��úa���0��§Æ�� )��§g�g�K���)��y8�l�e�:�� )��§����K���)��z°FH���0��H��l¡ �)�3�0���e���l¡��

(F,G)
¤õ��¡

• F (x) = Ax
�

• G(x) = Bx
þ

��ú)�)�
x = col(x1, x2)

�

A =





α 0

0 −1





�
B =





0 β

1
2

0



 ,
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��ú)�)�
α > 0

�
β < 0

$t�$ )¦<��úr�K��¡������a )�
µ
����¡�� � ��§����0�l�Ú�l¡ R+ $Ó+Z�l�e���6¤+���0� x̄ = col(0, 0)

$
�`��¡��l¡����

Q(x) = x21 − x1x2 + x22
�

V (x) =
1

9
x21 +

2

9
x22

¤l��¡��H�0�lú)�)�� )¡ ¦K���Ì�)�«)8 )ú)�(Â$�l�Z�)�{ÿ|{«��¦C�� )ú)� � $t�`�l¡������a )�

〈∇Q(x), F (x)v0 + G(x)v〉 = (2v0α−
1

2
v)x21 + (2vβ − v0α + 1)x1x2 − (vβ + 2v0)x

2
2,

��ú)�)�
(v0, v) ∈ V̄

$�ÿ}�!H��3�l�0¤l��§��)�lú)�)�
(v0, v) =

(

1
3
, 2
3

)

, α = 1
3

�
β = −2

3

�! L���l¡����

〈∇Q(x), F (x)v0 + G(x)v〉 = −1

9
x21 −

2

9
x22 = −V (x), ∀x ∈ R2.

�`���e�:��ú«���ä��¤l��ú)�)���+���EyÔ¬�$ 09z��l�e�:£n���?������)8�l�g�:����¦<�l§����`�l���0�l¡���¬�$ 0n�n�0���e���l¡��n�l¡Þ�a )�l�e�:���Ã�
��¥��Å$r�Uú«�:���H�K���)�

x0 = col(x01, x02) ∈ R2 ¦C�$�)�l¡�����¤l��ú)�e���0 )���7 )¡ ¦)�0�$¤l�l�0�0� � �Æ£ � �õ§ (x, µ)�:��§|�a )�
x(0) = x0

�
x(t)→ 0

�a K��ú)�)�
t→∞ $�7��¡

α = 1
3

�H�0��§� )�+���3�K�H¦K���e���XúK���?�'�0��úrH� )§Æ���7�)���0���e���l¡��s�X�K���K�3¦C���






x1(t) = x01 exp(t/3)

x2(t) = x02 exp(−t).
ÿ}�!H������H�)�l�ä�)���0¡����6�j�0���e���l¡���� � ��§� )���6��¦<�lúK�����0�! �j���+�����)�j¤+��¡�¦<�júK���?�'�0��úrH� )§����6�������E�
1e�õ�����0�Æ�{úK��������£#¤l��ú � �l��H�����¦K�����������0��H��l¡�þ$�#¡��lú)�����a )� x01 = 0

$t�Uú«�:��� � ��¡����Ì��¦)§���¤+���Ú )¡
��¡�¦) )§��0��ú)�6�0���e���l¡���¦<�l�0¡��g����ú)�)���a )�7��¤+��¡�¦<���0��úrH� )§Æ���`�?�� )��$ �D�����Z���e��� � ��¡���� ����¡���� t = 0¤l��¡��#�0�lú)�)�H )¡ £?����¡��#�K�#¡��l�)���K�X�)�6¤l��ú«���0��§��

µ
þL�)��¡��$�)���a )���{������1e�õ�����0�Æ�X����§g����ú)����ú)���

�:��ú«������ú)��¤l����§
t = 0

$T�`��¡��l¡����
µ(dt) = lδ0(t)

þ$��ú)�)�
l
þ$�{�:��¡���úr�)�{�)������§g���)þa�0�l��£#�l�0¤l��§��)���)�

���)�(�a K���K��¡��lú«����þ«�)�l¦<�lú)�)�lú)�)�{�)���l�e�:���)�X��ú)��¤l�Æ�?§
x0
$T���l�0��§ � �lú)�)� dξ(s) = Bξ(s)

�
µ(s)

¤l��¡
β = −2

3

�! L���l¡�������������1e�õ�����0�Æ���a )�{�3�0���e���l¡��H����£�¦<�l�0¤l���0�0�l���) )����úa���X�3����§g���r'






ξ1(s) = −2
√
3

3
x02sen

√
3
3
s+ x01 cos

√
3
3
s

ξ2(s) =
√
3
2
x01sen

√
3
3
s+ x02 cos

√
3
3
s.

ÿ}�!H����0���l�0¤l��§��)�l�0¡����
l
�)�6¡��$�)�s�a )�

ξ1(l) = 0
þL���l¡������a )�

x(0+) = ξ(l)
¦<�l�e���lú)¤l�X���H�l�ä�L�

x2
ÒK�{�3¦K���e�����Ì�K��" �H������1e�õ�����0�Æ��¤l��ú � �l��H���F3���0��H��l¡ �0�l¡¢�3ú)�l¤l�l�0�0���K���)�#�)�{��§�H� )¡ ¤l��úa���0��§���þ

�� ��0�*10�Lþ<��¦C�lúK���Z�0�! ������+�����)��¤+��¡�¦C��úK���?�'�0��úrH� )§Æ���($U¥À�D��H� )����¬�$ . þ^�a )�{¡����e�������:��¡> W�l¡
��¤+��¡�¦<�3úK���?�'�0��úrH� )§Æ���lþ)��§� )�e�����H�l�e�:���0�g�� K���+���3¤l��¡

x0 = col(−2, 1) � x̂0 = col(2, 0)
$Ì�D�����
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–2

–1

0

1

2

x2

–2 –1 1 2
x1

–3

–2

–1

0

1

2

3

x2

–3 –2 –1 1 2 3x1

�D��H� )����¬�$ . ' & ¤+��¡�¦<��úK���?�'�0��úrH� )§Æ�����3������1e�õ�����0�Æ���('#��¦K���e���3������¤l�*10���K���0�l¦)�0�l�0�lú«�:�ä��
.�:���E�
1e�õ�����0�Æ������§g�����@$

x0
�l�0¤l��§��)�l¡����

l = 2
√
3

3
π
�)�#¡��$�)�-�a )�

ξ(l) = col(0,−2) ��¦K����� x̂0 �l�0¤l��§��)�l¡���� l = √
3
2
π�)�X¡��a�)���a )�

ξ(l) = col(0,
√
3)
$

¤

z�Ók��¥�¦���� ª:5�ª:5
ãÚ��¡����Ì�õ�0�� )�K���Z�H�l�e�:�� )��§����K���)�6�)�3�0���e���l¡��HúK���?�'§���ú)�+���

(F,G)
¤l��¡

• F (x) =





−2x1
−2x2 + 2x1x

2
2





�

• G(x) =





−x1
−2x2





þ
��ú)�)�

x = col(x1, x2)
�
x̄ = col(0, 0)

�X�3¦<��ú«�����)�X�(�a )��§�"� )�0�g�r$��`��¡��l¡����

Q(x) =
1

2
(x21 + x22)

�
V (x) = x21 + 2x22

¤l��¡��Z�0�lú)�)�6 )¡p¦K���`�)�t)8 )ú)�(Â$�l�D�)�7ÿ|{«��¦<�� )ú)� � $ ¥�úK��§����0�l¡3��� ��¤l��¡�¦C���e�:��¡��lúa�����)���0���e���l¡��
� � ��§� )��ú)�)����¦C�lúK���Z�0�! ������+���3�)�3¤+��¡�¦<�3úK���?�'�0��úrH� )§Æ���5$T�`�l¡������a )�

〈∇Q(x), dx(t)〉 = 〈(x1, x2), (−2x1dt,−2x2dt+ 2x1x
2
2dt)〉

= −2x21dt− 2x22(1− x1x2)
�
t.
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ÿ}�!H�� �0�
x /∈ R := {x : 1 − x1x2 > 0} � ¤l��ú)�)�g�+���îyÔ¬�$ 09z3¦C�$�)��úK��� �0�l�����?������)8�l�g�:�%$&  )�0�l� � ��ú)�)� �V�D��H� )��� ¬�$Ò¬���ú)�)���������+��¡����H� ¤+��¡�¦<� úK�?�?�'�0��úrH� )§Æ��� � �l¡������a )���)�µ)-�?���ä�

�0���e���l¡��júK���o����¥��Å'w������1e�õ�����0�Æ����¤l��¡��l�e�:���)���{��ú)��¤l�����g�,)8�����j�K�j�0�(H��Æ���
R
úK����¤l��ú � �l��H��l¡

¦K�����3��¦<��ú«�����)�{�(�a )��§�"� )�0���
x̄ = col(0, 0)

$Ì¥ÅH������ � ��¡����Z¡����e���������a )�#¦C�l�0¡��g����ú)�)�������+���
�)�3¤+��¡�¦<�3�0��úrH� )§Æ�����3�0���e���l¡��>�#��¥��Å$W�U�0¤l��§��)�lú)�)�

(v0, v) = (0, 1) ∈ V̄ ���l¡����
〈∇Q(x), F (x)v0 +G(x)v〉 = 〈(x1, x2), (−x1,−2x2)〉 = −x21 − 2x22 = −V (x), ∀x ∈ R2.

�`���e�:��ú«���H���l¡����Z�H¤l��ú)�)���+����yÔ¬�$ 09z7���?������)8�l�g�:���X¦<�l§���� �l���0�l¡���¬�$ 0H�3�0���e���l¡��>�#��¥��Å$

–3

–2

–1

0

1

2

3

x2

–3 –2 –1 1 2 3x1

–3

–2

–1

0

1

2

3

x2

–3 –2 –1 1 2 3x1

�D��H� )����¬�$Ò¬�' & ¤+��¡�¦<��úK���?�'�0��úrH� )§Æ�?���{������1e�õ�����0�Æ���('���¦K���e���{¦<��ú«����§��K���K�3�0�l¦)�0�l�0�lú«�:�j�>
.�:���E�
1e�õ�����0�Æ������§g�����@$

ãÚ��¡����7�lú«�:����¤l��ú)�e���0 )���7 )¡ ¦)�0�$¤l�l�0�0�
(x, µ)

�:��§��a )���{�:����1e�õ�����0�Æ�
x
¤l��ú � �l��H��6¦K�����

�ä���0��H��l¡	$Ð�$�*10�
x0 = col(x01, x02) /∈ R

$ÇãÚ��¡����H�l�0¤l��§��)�l���ä¡��l�)���K�ä�)��¤l��úa���0��§��
µ
�)�

¡��a�)���a )��ú)�n��ú)�e�:��ú«������ú)��¤l�Æ��§
t = 0

��������1e�õ�����0�Æ�j����§g����¦K�������)�lú«���0���K���0�(H��Æ���
R
$��D�����

���e���#����¡��l¡����
µ
�:��§��a )�

µ(
�
t) = lδ0(t)

þL��ú)�)�
l
þ%�a )���0�l¦)�0�l�0�lú«�:�3�#�:��¡���úr�)���)�H����§g���)þ$�0�l��£

�l�0¤l��§��)���)�H¦<���e���l�0�����0¡��lú«����$U¥��Ì�:����1e�õ�����0�Æ�����)���0���e���l¡�����¡�¦) )§��0� � �






ξ̇1(s) = −ξ1(s)
ξ̇2(s) = −2ξ2(s)�����3�K���K����¦<���







ξ1(s) = x01 exp (−s)
ξ2(s) = x02 exp (−2s).
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��� � �l¡����#�l�0¤l��§��)�l� l �)��¡��$�)�	�a )� 1 − ξ1(l)ξ2(l) > 0
$����l�e����¡��$�)�

x(0+) = ξ(l) ∈ R
$

ÿ}�!H��	 K���e�:������¡����
l > lnx01x02

3

$��D�����
t > 0

�)�l�ä�)��¡����{���0���e���l¡���� � ��§� )���XúK�?�� )����§�¡��lú«���
�0�l¡ ú)�lúr�a )¡�����ú«���l��)8�l�0ýlú)¤l�Æ���<�$���l�0úK�Lþw���e���-��þ¹��¦<�lúK���6�0�! ä�����+�����)��¤+��¡3¦<��úK���?�'�0��úrH� )§Æ���($
���l�e�:�Å)8���0¡����Z������1e�õ�����0�Æ��¤l��ú � �l��H���¦K�����6�����0��H��l¡	$`� �������l�e�:���)��� ��ú)��¤l�����g� x0 ∈ R �6�0���e���l¡��
� � ��§� )� úK�?�� )����§�¡��lúa���X¦K��������¦<��ú«�����)�#�(�a )��§�"� )�0���LþK�����0�0��¡ úK����¦)�0�l¤l������¡����Z��úa���l��)8�l�0���($q+��
�D��H� )���X¬�$Ò¬6�������+��¡����U�) K����������1e�õ�����0�Æ���U¤l��ú � �l��H���ú)�)�#¦K�����X�X���0��H��l¡Þ¤l��¡ �l�e�:���)�{��ú)��¤l�Æ��§�)8�����
�K�H�0�(H��Æ���

R
$

¤k ¬��(�x���r~^ !¡r� y�+Z�#�<�L�l¡�¦)§��#��ú«���l�0�����U¦<�$�)�l��"Æ��¡���� ���l�Ú¤l��ú)�e���0 r"��)�{ )¡ ¦)�0�$¤l�l�0�0�
(x, µ)

¡������
�0��¡�¦)§��l��¤l��ú)�0���)�l����ú)�)�¨��¦<�lúK����� ¤+��¡�¦<� �0��úrH� )§����lþ�10£��a )�ä� ���0��H��l¡Ø�� )¡ ¦<��ú«��� ú)�$�K��§
�l�e�:£ � �l§}¦K�������l�e�����0���e���l¡��%$��`�����l¡  )¡ ¦)�0�a¤l�l�0�0����ú)�)�X��¦C�lúK���Ì�H¤+��¡�¦<�H�0��úrH� )§Æ�����?�� K�#úK���
�X�)�l�0�*10£ � �l§Ôþ � ���e�����a )�X���e���3¤+������¤õ���l�0��=+�H )¡ ����§g���3��ú%?Kú)�g���r$
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½ �má eÀc i�ÖÞ�vgEi e

+Z�l�e���Ì¤+��¦r"g�� )§����l�e�� )�K���0�l¡������6ú)�a�+�����)����ú � ���0�}��ú)¤l�Æ�Z¦K�����6���U�0���e���l¡����D�)�Ì��ú)¤l§� )�����6�)�w)8�l�0�lú$�
¤l�Æ��§Á$kãÚ��¡���� �l�e�� )�K������¦C�lúK���U��¤+���0�X�� L�@Á�ú)��¡��)þ��� 3�0�*10�$þ � ��¡���� �0 )¦C���Ó�a )�����U¡� )§g���ä)8 )ú)�(Â$�l�
F
�

G
�a )�{�)�5?Kú)�l¡¢�3�)��ú^��¡���¤+��úK���3�)�l¦<�lú)�)�l¡¢�<�L¦)§���¤l�g�:��¡��lú«�����K� � ���0�Æ£ � �l§w���l¡�¦C�r$��$�*10�

S ⊆ Rn
 )¡¢�0 r <¤l��ú�1e )ú«����)8�l¤@�K���)�r$6����=l�l¡����Å�a )�� )¡¢�K���)���0���e���l¡��I�#��ú � ���0�Æ��ú«���G�a K��ú)�)�

����������1e�õ�����0�Æ�����a )�H¤l��¡��l�+��¡ �l¡
S
¦<�l�0¡���ú)�õ¤l�l¡ �l¡

S
�a K��ú)�)�j�����l¡�¦<� � ��� ���j��ú%?Kú)�g���r$

�U�0��¡��l���0� � ��¡����Ó)-��=l�l�� )¡�����£�¦)���K���<�L¦C���0���+���#�)����ú � ���0�}��ú)¤l�Æ��¦K�����X�����0���e���l¡������)����ú)¤l§� )�����
�0�(H� )§Æ���0�l�Ì�)�3����¦C�

ẋ(t) ∈ F (x(t)), yQ0%$ . z
��ú)�)�

F : Rn ↪→ Rn
$Ú���l¦C����� � ��¡����Ì¤l��ú)�0���)�l�����Z�?����ú)¤l§� )��Â$�l�Ì��¡�¦) )§��0� � ���($

���L���e���l¡��)����� ����¦<���U�)����ú � ���0�}��ú)¤l�Æ��' ��ú � ���0�}��ú)¤l�Æ��)8�:�?¤+�X�Ì��ú � ���0�}��ú)¤l�Æ��)8���e����$Ó+Z�/�a )�
�0�(H� )�����l¡����6���6�)�5?Kú)���(Â$�l�6�)�l�e���l�X¤l��ú)¤l�l�g�����6¤l��¡ ���6�0�l�0¦<�l¤õ��� � �����0�l�0 )§g�:���)���6�)��¤+������¤õ���l�0�]�
=+���+���)þ)¤l �10�����)�l¡���ú)�e�������(Â$�l��¦<�$�)�l¡ �0�l���lú)¤l��ú«�:�����K�?�Z�l¡vÈ ª�ÊÁ$
hµ�9ºT��¤Q !¡r� ©:5Q£65§× 2�F�2�T 9 =I8

(S, F ) s G&FNTK6µ)8����¤+��¡��lú«������ú � ���0�Æ��ú«���;2 9 vr8&M�8�D#8XGx8 x0 ∈ S9 ]�F�2�T 9 > =I8§T<M�8 ;B9 T´È)M(FQ8 x(·) 9 = [0,∞)
2§8&T<F�2 P 8�� 9 :�Gx6

x(0) = x0
9

x(t) ∈ S ∀t ≥ 0.

& 9l1E&�ØS/�&<*'1�2)1E(Ú4:(+*.=«2)1E(Ú=L*-,�& ÂXÙ �S4:,�(Ú�6¦K���e�����`�)� x0 ú)�6���l¡�¦<� T þ��«�a K��§%���)�lú)���:���)�¦C��� A(x0;T ) þ^�X�)�5?Kú)���)�3¤l��¡��r'
A(x0;T ) := {x(T ) : x

�X )¡��#������1e�õ�����0�Æ���)�-yQ0%$ . zÚ�l¡
[0, T ]

���?������)-��=l�lú)�)�
x(0) = x0}.
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|��x�W����¥�~ ©:5Q£65 �Å2«2 9 7 > F¨:6T 9 2s8 ` M(=I8�Q)[ 9 2Å2gRx6 9@? > FNd�8�4 9 :6T 9 2g©
y-�9z

F (x) ∩ TB
S (x) 6= ∅ ∀x ∈ S;

Ç
y� Wz

F (x) ∩ coTB
S (x) 6= ∅ ∀x ∈ S z

y8¤�z
min{〈f, ζ〉 : f(x) ∈ F (x)} ≤ 0 ∀ζ ∈ NP

S (x)
9 ∀x ∈ S; »

y8�Wz
(S, F ) s P M#8OD#8&= 9 :6T 9 F¨:6d�8&M(FQ8�:6T 9 z

y8��z ∀x0 ∈ S,∀ε > 0, ∃δ ∈ (0, ε)
T¸8�4 ? > 9 A(x0, δ) ∩ S 6= ∅.

hµ�9ºT��¤Q !¡r� ©:5�ª:5p× 2�F�2�T 9 =I8
(S, F ) s G&FNTK6�)8���e���l¡��lúa���3��ú � ���0�Æ��ú«���µ2 9 TK6gG98JT<M�8 ;B9 T´È)M(FQ8 x(·)9 =

[0,∞)
D@6)=

x(0) ∈ S s T¸8�4 ? > 9 x(t) ∈ S ∀t ≥ 0
Y

+Z��¦)�0���L��¡3�����l���0�l¡�� � ��¡3����¦)�0�l¤l�������n�K� ¤l��ú)�)���+�����)�"ÿ}��¦)�0¤@�)�g�#= ¦K����� ¡� )§g���]�
)8 )ú)�(Âa�l�($�����=l�l¡������a )�  )¡�� ¡� )§g���]�Á)8 )ú)�+���

Γ : Rn ↪→ Rm
�ä�81$9õ=?��C�4:&¹*'4�B},V�<(A9�Û),.*<l"�0�

¦K�����H¤+���K�
x0 ∈ Rn

�<�L�g�0�����0�l¡
δ, K > 0

�:��§|�a )�

Γ(x) ⊂ Γ(y) +K‖x− y‖B ∀x, y ∈ x0 + δB.

|��x�W����¥�~ ©:5�ª:587 > v^6�:jer8&=-6�2 ? > 9 F s 4�6�D#8�4V= 9 :6T 9 ��F v^2�Dfe�FNT ��YÜZ°:6T	Rx6�8�2�2 9 7 > F¨:6T 9 2;8 ` M �=I8�Q)[ 9 2Å2gRx6 9@? > FNd�8�4 9 :6T 9 2g©
y-�9z

F (x) ⊆ TC
S (x) ∀x ∈ S;

È
y� Wz

F (x) ⊆ TB
S (x) ∀x ∈ S;

y8¤�z
F (x) ⊆ coTB

S (x) ∀x ∈ S z
y8�Wz

max{〈f, ζ〉 : f(x) ∈ F (x)} ≤ 0 ∀ζ ∈ NP
S (x)

9 ∀x ∈ S;
y8��z

(S, F ) s P 6)M�T 9 = 9 :6T 9 F¨:6d�8&M(FQ8�:6T 9 z
y¨)@z ∀x0 ∈ S,∃ε > 0

T¸8�4 ? > 9 A(x0, t) ⊆ S ∀t ∈ [0, ε].å	Ò^é<��'�'���é�³)0+�1~��(������.���0�é�è	'(0+Ý5é�0(èÁé���é�µE�5ë+� � ÝB'(0)�
TB

S

0+��}�$���0)���1.*é�Þ�û��Ò^é<��'�'���é�³)0+�1~��(������.���0�éÍ0+���Áì�'(�X$+���"ß�� ì�'(�
NP

S

0+��}�$&��0)���1.*é�Þ�û|�Ò^é<��'�'���é�³)0+�1~��(������.���0�é�è	'(0+Ý5é�0(èÁé���é�Þ��1'(��à5é
TC

S

0+�3}�$&��0)���1.*é�Þ�û
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�D���������l�e�� )�)�j�)����ú � �?������ú)¤l�Æ�3¦K�������0���e���l¡�������¡�¦) )§��0� � ������ú)�l¤l�l�0��£��0���������?�:���0¡����

���7������1e�õ�����0�Æ���Ú�)�Iy . $ 
 z�¤l��¡������0¤l����¡H )§g���^� � ��§��������)���lþ$���e���s��þL¦K�����#¤+���K����ú)�e�:��ú«���6�)�����l¡�¦<�
t
¤l��ú)�0���)�l����¡����6�� K�?�X��¡���H��lú)��¤l��¡��j¤l )� � �����l¡ Rn

$����lú)���:��¡����6 )¡����:��§`������1e�õ�����0�Æ��¦C���
xt(·)

$oÄ6 K�?ú)�)�
t
�� )¡�¦<��ú«���n�)��¤l��ú«����úa )���K���)�3�K��¡��l�)���K�j�)��¤l��ú«���0��§��

µ
þD����¡���H��l¡ �)�

xt(·)
�{ )¡ 
)ú)��¤l��¦C��úa�����)�

Rn
$7�`�����l¡ �a K��ú)�)�

t
�X )¡¢£?����¡��H�K�3¡��l�)���K�H�)�{¤l��ú«���0��§��

µ
þ

�H��¡���H��l¡ �)�
xt(·)

�X�K���K�H¦<�l§��3¤l��ú�1e )ú«�����)�X¤l )� � ���

xt(·) := {ξ : η̄(t)→ Rn : ξ
���?������)-��=-y . $ . ©9z.�5y . $ . ¬!zÚ¤l��¡

z = x(t−)
�
α = µ({t})}.

ã��*10�H )¡��H��§� )�e�������+���HúK���D��H� )���>0%$ . $

x(t)

tτ

x(t)

Rn

x0

xτ

�D��H� )����0%$ . 'Úû'§� )�e�������+���r'
τ
�{ )¡¢£?����¡��3�K��¡��l�)���K�

µ
$�¥��Z¤l )� � ���Z¦<��ú«����§��K���K����������¤l )� � ���

�l¡
xτ

�a )�X¤l��ú)�l¤õ�:��¡ ����¦C��úa�����Ì�)�X�)�l�0¤l��úa����úa )���K���)��$
�$�*10�

(x, µ)
 )¡ ¦)�0�a¤l�l�0�0� � �Æ£ � �l§L� {ti}∞i=1

 )¡������0�)�lúK�?�+�����)��� £?����¡����D�)�
µ
$T�Uú«�:���

xt(·) ∈ S
�0��H�ú)�w?K¤+�

x(t) ∈ S ∀t ∈ [0,∞) \ ∪∞i=1{ti}
�

xti(s) ⊂ S, ∀s ∈ η̄(ti).

¥Å K���ä�L� � ��¡����#�)�5?Kú)���#�ä¤l��ú)¤l�l�g���ä�)����ú � ���0�}��ú)¤l�Æ��¦K�����n�����0���e���l¡����#�)����ú)¤l§� )�����
��¡�¦) )§��0� � ���($
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hµ�9ºT��¤Q !¡r� ©:5�©:5�K F�� 9 =-6�2 ? > 9 6-2(F�2�T 9 =-8 (F,G, S) s )8����¤+��¡��lúa���#��ú � ���0�Æ��ú«���-2 9 ∀x0 ∈ S9 ]�F�2�T 9 > =Æv�M#6�D 9 2@2�6§d�F<�&d 9 4 (x(·), µ(·)) G 9L��� YN�(��D@6)= x(0) = x0
9
x(t) ∈ S ∀t ∈ [0,∞) \

∪∞i=1{ti}
9 { ∀i ∈ N { ∃ξi(·) ∈ xti(·)

T¸8�4 ? > 9 ξi(s) ∈ S vr8&M�8oTK6gGx6 s ∈ η̄(ti) Y
hµ�9ºT��¤Q !¡r� ©:5ä­�5�7:9

xt(·) ∈ S ∀t ≥ 0 { vr8&M�8STK6gGx6wv�M@6�D 9 2@2�6od�F<�&d 9 4 (x(·), µ(·)) G 9L��� YN�(�§T¸8�4? > 9 x(0) ∈ S { G&F�� 9 =-6�2 ? > 9 6>2(F�2�T 9 =-8 (F,G, S) s )8���e���l¡��lú«������ú � ���0�Æ��ú«���XY
ãÚ��¡�������H������#�<�L¦<���� )¡ �0�l�0 )§g�:���)�s�a )�«H��lú)�l����§���=+�#�s�`�l���0�l¡��>0%$ . ¦K��������¤+���0�3�)�

�0���e���l¡�������¡�¦) )§��0� � ���($ ¥�ú«���l�Ì���l¡����Ì )¡���¦)�0��¦C���0���+���>�a )�X�0�l��£3 L����§g��=+���K�#úK���)�l¡���ú)�e�������+���
�)�l�e���X���õ�� )§]�A�?�)�r$�+Z�l�e�:�3¦)�0��¦C���0���+��� � ��¡����Ì¤l��ú)�0���)�l�������3�0���e���l¡��

col

(

dy◦

ds
,
dy

ds

)

∈ H(x) := {{v0} × {F (x)v0 + G(x)v} : (v0, v) ∈ V̄ }

y◦(0) = 0, y◦(s)→∞ �a K��ú)�)�
s→∞

y(0) = y0 = x0,

��ú)�)�
V̄ = {(v0, v) : v0 ≥ 0, v ∈ K, ∑q

i=0 vi = 1} $
sG���W¦Ó���§¤Q !¡r� ©:5Q£65S× 2�F�2�T 9 =I8

(H,R × S) s P M�8OD#8&= 9 :6T 9 F¨:6d�8&M(FQ8�:6T 9 2 9u9 2�6)= 9 :6T 9 2 9 62�F�2�T 9 =I8
(F,G, S)

T¸8&=o\ s =36 s Y
sG�����%~wy

[⇒]
�$ )¦C��úr�K��¡����s�a )�j�ä�0���e���l¡��

(H,R × S)
�-)8����¤+��¡��lú«������ú � ���0�Æ��ú«����$V�Uú«�:���

�<�L���e���{ )¡����:����1e�õ�����0�Æ�
ỹ = (y◦, y)

�:��§k�a )�
ỹ(0) = col(0, x0), y

◦(s)→∞ �a K��ú)�)�
s→∞�

y(s) ∈ S, ∀s ≥ 0
$��Uúa�:�����)�3¡���ú)�l�����j��úK£�§��!H«�µF�)8�l�g�:��úK���)�l¡���ú)�0�������+�?���)���`�l���0�l¡��

¬�$ 0Lþ`¦C�$�)�l¡����{¤l��ú)�0���0 )���X )¡�¦)�0�$¤l�l�0�0� � �Æ£ � �l§ (x, µ) �:��§Ó�a )� x(t) = y(η(t)) ∀t ∈ (0,∞)
$

�`���e�:��ú«���
x(0) = x0, x(t) ∈ S ∀t ≥ 0

� ∃ξi(·) ∈ xti(·)
�:��§9�a )�

ξi(s) = y(s) ∈ S ∀s ∈ η̄(ti)
þ

�)�X¡��a�)���a )�X���0���e���l¡��
(F,G, S)

�,)8����¤+��¡��lúa������ú � ���0�Æ��ú«����$
[⇐]

�$�*10�
x0 ∈ S

$°�$�
(F,G, S)

�«)8����¤+��¡��lú«������ú � ���0�Æ��ú«�����<�L���e���X )¡ ¦)�0�$¤l�l�0�0� � �Æ£ � �l§ (x, µ)�)� y . $ 
 z�¤l��¡
x(0) = x0, x(t) ∈ S ∀t ∈ [0,∞) \ ∪∞i=1{ti}

� ∀i ∃ξi(·) ∈ xti(·)
�:��§

�a )�
ξi(s) ∈ S

þ�¦K����� ���$�)�
s ∈ η̄(ti)

$ �D�l§��Ñ�`�l���0�l¡�� . $Ò¬ �<�L���e���� )¡�� ������1e�õ�����0�Æ�
ŷ
�)�

{F (x)v0 + G(x)v : (v0, v) ∈ V̄ }
���?������)-��=l�lú)�)�

x(t) = ŷ(η(t)) ∀t ∈ (0,∞)
$����5?KúK�

y◦(s) = θ(s)
�

y(s) =







ŷ(s) = x(θ(s)),
�0�
s ∈ [0,∞) \ ∪∞i=1η̄(ti)

ξi(s),
�0�
s ∈ η̄(ti), ∀i ∈ N.
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�Uú«�:���Z¦K�����Ì���$�)�
x0 ∈ Rn

�<�L���e���
ỹ = (y◦, y)

�:��§9�a )�
ỹ(0) = col(0, x0), y

◦(s)→∞ �a K��ú)�)�
s → ∞ y8¦<������¦C�l§Æ���)�5?Kú)���+���)þ

θ
�#¤l�0�l�0¤l�lúa����z��

ỹ(s) = col(y◦(s), y(s)) ∈ R × S, ∀s ≥ 0
$

�`���e�:��ú«���3���0���e���l¡��
(H,R× S)

�«)8����¤+��¡��lú«������ú � ���0�Æ��ú«����$
+Z�l�e���j¤+���0�ä�)���0���e���l¡����#��¡�¦) )§��0� � ���lþD�ä¤l��ú�1e )ú«���ä�)�����l�e�:���)���H�?����úrH!" � �l���G���K���)�

¦C���
A(x0;T ) := {x(T ) : x

�X )¡ ¦)�0�$¤l�l�0�0� � �Æ£ � �l§}�)�-y . $ 
 z7¤l��¡ x(0) = x0}.

|��x�W����¥�~ ©:5�©:5 �Å2«2 9 7 > F¨:6T 9 2s8 ` M(=I8�Q)[ 9 2Å2gRx6 9@? > FNd�8�4 9 :6T 9 2g©
y-�9z

H(x) ∩ TB
R×S(x

◦, x) 6= ∅ ∀(x◦, x) ∈ R× S z
y� Wz

H(x) ∩ coTB
R×S(x

◦, x) 6= ∅ ∀(x◦, x) ∈ R× S z
y8¤�zJ¸q8&M�8�D#8XG98

(x◦, x) ∈ R × S
9 ]�F�2�T 9 =

(v0, v) ∈ V̄ { f(x) ∈ F (x) 9 g(x) ∈ G(x)
T¸8&F�2

? > 9
〈(v0, v0f +

q
∑

i=1

vigi), (ζ
◦, ζ)〉 ≤ 0 ∀(ζ◦, ζ) ∈ NP

R×S(x
◦, x);

y8�Wz × 2�F�2�T 9 =I8
(F,G, S) s P M�8OD#8�= 9 :6T 9 F¨:6d�8&M(FQ8�:6T 9 z

y8��z ∀x0 ∈ S, ∀ε > 0, ∃δ ∈ (0, ε)
T¸8�4 ? > 9 A(x0; δ) ∩ S 6= ∅ Y

k ¬��(�x���r~^ !ÿ|����y
y . z��`�$�)�l¡���� � �l�0�w?K¤+�?�+þ)�)���0�õ���3�K�H�)�5?Kú)���+���)þ^�a )�

TB
R×S(x

◦, x) = R× TB
S (x).

ÿ}�!H��H¦K�������:�õ��¡3�����3�g���l¡vy-�9z���¤l��¡������?������)8�l�g���>�Xú)�l¤l�l�0��£��0�����X�0 %?K¤l���lú«���G�a )�

{F (x)v0 + G(x)v : (v0, v) ∈ V̄ } ∩ TB
S (x) 6= ∅ ∀x ∈ S.

�6���a )�}�l¡ �)�Æ��ú«��� � ��¡����Ì�)�lú)���:��� {F (x)v0 + G(x)v : (v0, v) ∈ V̄ }
¦C���

F̃ (x)
$

yÔ¬!zµ�D�?¡> W�l¡ ¦<�$�)�X�0�l� � �l�0�w?K¤+���)�I�a )�

NP
R×S(x

◦, x) = {0} ×NP
S (x),
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�)�"¡��a�)�Ì�a )�"���g���l¡ y8¤�z���¤l��¡�� �"�5�a )� � ��§��lú«���¨���<�L���e����� (v0, v) ∈ V̄ , f(x) ∈
F (x), g(x) ∈ G(x)

�:�����q�a )�

〈v0f +

q
∑

i=1

vigi, ζ〉 ≤ 0 ∀ζ ∈ NP
S (x), ∀x ∈ S. yQ0%$Ò¬!z

sG�����%~â��� |��x�W����¥�~ ©:5�© y�¥�����¡�¦)§��g¤+���(Â$�l�Vy-�9z ⇒ y� WzAþ�y8�Wz ⇒ y8��z�� y8��z ⇒ y8�Wz������
��¡��l�)�Æ�E�:���($t�7��ú)�0���)�l����ú)�)�I�a )�

coTB
R×S(x

◦, x) ⊂ [NP
R×S(x

◦, x)]◦
�/�a )�

[NP
R×S(x

◦, x)]◦ = {(w◦, w) ∈ Rn+1 : 〈(w◦, w), (ζ◦, ζ)〉 ≤ 0, ∀(ζ◦, ζ) ∈ NP
R×S(x

◦, x)}

�H��¡�¦)§��g¤+���+���oy� Wz ⇒ y8¤�z7�:��¡s ��õ¡ �X��¡��l�)�Æ�E�:�%$
�����e���0�l¡�������H��������a )�Iy8¤�z ⇒ y8�Wz<$��$�*10�

x0 ∈ S
$��7��ú)�0���)�l�0���H�0���e�:�õ¡��

(F̃ , S)
$����

yQ0%$Ò¬!z7�! L���l¡����
min{〈w, ζ〉 : w ∈ F̃ (x)} ≤ 0 ∀ζ ∈ NP

S (x).

�$�(H� )��þ?¦<�l§����`�l���0�l¡���0%$ . þ��a )���<�L���e���� )¡���������1e�õ�����0�Æ�
y(·) �)� F̃ �l¡

[0,∞)
�:��§!�a )�

y(0) = x0�
y(s) ∈ S ¦K�����3���$�)�

s ≥ 0
$Z¥Þ¦K���e�������K��"`¤l��ú)�e���0 r"�¡����Z )¡¢¦)�0�$¤l�l�0�0�

(x, µ)
�)�µy . $ 
 zAþ<�)�

)8���0¡��6¤l��¡�¦)§��õ�:��¡��lú«���Ì��úK£�§��!H«�«F�¤l��ú)�e���0 )�+���#�)�
(x, µ)

úK���)�l¡���ú)�e�������+���X�)�G�`�l���0�l¡��{¬�$ 0Lþ
¤l��¡

x(t) = y(η(t))
¦K������ )¡���)8 )ú)�+���

η
��¦)�0��¦)�0�Æ���K���:��§��a )�

x(0) = x0
þ
x(t) ∈ S ¦K���������$�)�

t ≥ 0
�
ξti(s) ∈ S ∀s ∈ η̄(ti)

þw¦K���������a�)��£?����¡��
ti
�)�

µ
�H��§�H� )¡���)8 )ú)�+���

ξi(·) ∈ xti(·)
$

�`���e�:��ú«���3���0���e���l¡��
(F,G, S)

�,)8����¤+��¡��lúa������ú � ���0�Æ��ú«����$
�D��úK��§�¡3�lú«����þ¹¡����e���0�l¡����Å�a )�oy-�§z ⇒ y-�9z<$/�7��¡��G10£-)8���`¤l�g�:���)��úK���! )�0�l� � ���+����y . z

��¤l��¡��Lþ%���0 %?K¤l���lúa���X¡����e�������0¡������a )�

{F (x)v0 + G(x)v : (v0, v) ∈ V̄ } ∩ TB
S (x) 6= ∅ ∀x ∈ S.

&  )�0�l� � �	�a )��y8�Wz��j�(�a )� � ��§��lú«�����Ðy8��z<$ ¥��0�0��¡�þ�¦<�l§Æ�ä�U����¦<���0���+����0%$ . þ�¦C�$�)�l¡����H¤l��ú)¤l§� )���
�a )������?K�0¡����+���Ñy8��z � ��§��H�:��¡s ��l¡�¦K�������n¤l��ú�1e )ú«���n�)���{�l�e�:���)�����?����úrH!" � �l���X¦K����� � �l�0�����
�� )�0��§� L�:��¡��lú«����¤l��ú«�#"�úa K�

ẏ(s) ∈ F (y(s))θ̇(s) + G(y(s))γ̇(s).

û'�e��� ú)����¦C�l�0¡��g�������K��¦L�:����� �)�l¡���ú)�e�������+��� �K� ¡��l�0¡�� ��?K�0¡����+��� ¦K����� � ¤+���0� �0�(H� )§Æ���($
�$ )¦C��úr�K���a )�Vy8��z � ��§��K��¦K�����n� � �l�0�����ä�� )�0��§� L�:��¡��lú«����¤l��ú«�#"�úa K���)���#�l�e�:���)���H�?����úrH!" � �l���lþ
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�a )�3¦K���0����¡����{���)�lú)���:����¦<��� Ay(x0, t)
$3¥��0�0��¡�þ ¦K�?�:�����$�)�

n ∈ N, ∃δn ∈ (0, 1/n)
¤l��¡

Ay(x0, δn) ∩ S 6= ∅.
û'�e������¡�¦)§g��¤l�s�a )��þC¦K�����H¤+���K�

n
þ

ẏn(s) ∈ F (yn(s))θ̇n(s) + G(yn(s))γ̇n(s)

⊂ {F (yn(s))v0 + G(yn(s))v : (v0, v) ∈ V̄ }

= F̃ (yn(s)).

¥q�a )�
(θn, γn)

������¤l��¡�¦)§��õ�:��¡��lú«������H���£�?K¤l�����)�X¡��l�)���K���
µn ∈ C∗([0,∞);K)

$
¥��q)8 )ú)�(Â$�l�

yn
¦<���0�0 )�l¡¢�3¡��l�0¡���¤l��ú)�e�:��úa���X�)�{ÿ}��¦)�0¤@�)�g�#=

K
$t�Uú«�:���

‖yn(δn)− x0‖
δn

≤ K ∀n.

ÿ}�!H��)þ+����¡���ú)�)���0 r )�0�(��Î)ýlú)¤+�Æ���°y8úK���Ì�0�A�'��ú)�)�<�)��¡����@zAþS�<�L���e���
v ∈ Rn

�:��§��a )�
v := lim

n→∞
yn(δn)−x0

δn

$
û'�e���o��þ

v ∈ TB
S (x0)

$��D���e�:��ú«���j�0�3¡����e�������0¡����Å�a )�
v ∈ F̃ (x0)

�! L���l�0�l¡����Iy-�9z<$��`�$�)�l¡����
�l�0¤l�0� � �l�

yn(δn)− x0 =

∫ δn

0

ẏn(s)ds.

�6���)�
ε ≥ 0

þ ¦K�����
n
�0 %?K¤l���lú«���l¡��lú«���-H�����ú)�)�?þ`¤l��¡��

F̃
�3�0�l¡��]�'¤l��úa�#"�úa K���0 )¦<�l�0�����lþ �0�(H� )�

�a )�
yn(δn)− x0 ∈

∫ δn

0

{F̃ (x0) + εB} � s.
��� � ���)��ú)�)�H¦C��� δn ��¦K���0����ú)�)�����3§���¡3�]���,�a K��ú)�)� n→∞ �! L���l¡����

v ∈ F̃ (x0) + εB.

�7��¡��
ε
�X���� )�g����£��0���)þ$���0�l�0 )§g�:���)�3�0�(H� )��$
¥ ¦)�0��¦<���0���+���H�� K���ä�L���0�l��£� L����§���=+���K�{úK�#�)�l¡���ú)�e�������+���H�)�H¦)�0�§�L��¡��#���l���0�l¡��Lþ%�a )�

H��lú)�l����§���=+�����`�l���0�l¡���0%$Ò¬H¦K�?�:�H�3¤+���0���)�X�0���e���l¡����Ì�)�X��ú)¤l§� )�����3��¡�¦) )§g�0� � ���($
sG���W¦Ó���§¤Q !¡r� ©:5�ª:5S× 2�F�2�T 9 =I8

(H,R × S) s P 6)M(T 9 = 9 :6T 9 F¨:6d�8&M(FQ8�:6T 9 2 9u9 2�6)= 9 :6T 9 2 9 62�F�2�T 9 =I8
(F,G, S)

T¸8&=o\ s =36 s Y
sG�����%~wy
[⇒]

�$�*10�
(x, µ)

 )¡ ¦)�0�$¤l�l�0�0� � �Æ£ � �l§Ú�)�Ãy . $ 
 z6�:��§��a )� x(0) ∈ S
$;�Uú«�:���)þ �0�(H� )���)���`�l�?�

�0�l¡�� . $Ò¬«�a )���<�L���e���Z )¡���������1e�õ�����0�Æ�
y
�)�
F (x)θ̇+G(x)γ̇ ∈ {F (x)v0+G(x)v : (v0, v) ∈
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V̄ } �:��§/�a )� y(0) = x(0) ∈ S
þ
y(s) = x(θ(s))

¦K�����¨���a�)�
s ∈ [0,∞) \ ∪∞i=1η̄(ti)

�
y(s) ∈ xti(s)

¦K���������$�)�
i ∈ N

$��`��ú)�)�
y◦(s) = θ(s)

þ)�! L���l¡����Ì )¡���������1e�õ�����0�Æ�
ỹ = (y◦, y)�)�

H
���?������)-��=l�lú)�)�

ỹ(0) = (0, y(0)) ∈ R× S $��6�>�)��¦<�����l�0���)� (H,R× S)
�0�l��)8���e���l¡��lúa���

��ú � ���0�Æ��ú«����þw�0�(H� )� ỹ(s) = (y◦(s), y(s)) ∈ R × S
¦K���������$�)�

s ≥ 0
$I�Ú��¡��

y(s)
¦<�a�)�3�0�l�

�a K��§��a )�l��¤l )� � ���l¡ xti

þt�a )�����l��£ä����¡��l�0¡����#¦)�0��¦)�0���l�K���)�l�lþ��0�(H� )�µ�a )�
xti(·) ∈ S

¦K�����
���a�)�

i ∈ N
$Hÿ}�!H��)þ}�0�(H� )�3�)�

x(t) = y(η(t))
�a )�

xt(·) ∈ S
¦K���������$�)�

t ≥ 0
$H�D���e�:��ú«���)þ

(F,G, S)
�«)8���e���l¡��lú«������ú � ���0�Æ��ú«����$

[⇐]
�$�*10�

ỹ = (y◦, y)
 )¡��n������1e�õ�����0�Æ������ )�g����£��0���n�)�

H
¤l��¡

ỹ(0) = (0, y(0)) ∈ R × S
$

� ¤l§Æ���0�;�a )�
y◦(s) ∈ R

¦K���������$�)�
s ≥ 0

$Ã�Uúa�:����ú)�����0�l�e�:��¡����e�������G�a )�j�K���)�
T > 0

þ
���� )�g����£��0�g�)þ

y(T ) ∈ S
$ �D�a�)�l¡�����¤l��ú)�e���0 )���� )¡ ¦)�0�$¤l�l�0�0� � �Æ£ � �l§ (x, µ) �)� (F,G)

�l¡
[0, T ]

þK¤l��¡
x(0) = y(0) ∈ S �)�«)8���0¡��H¤l��¡�¦)§��õ�:��¡��lú«���X��úK£�§��!H«�>F>)8�l�g�:��úK�3�)�l¡���ú)�e�������+���

�)���`�l���0�l¡�� ¬�$ 0%$Ì�$�*10�
T ∗ := η(T )

$î�7��¡��
(F,G, S)

�o)8���e���l¡��lú«�:����ú � ���0�Æ��ú«����þ����l¡����
�a )�

xt(·) ∈ S
¦K���������a�)�

t ∈ [0, T ]
$ä�`���#¤l��ú)�e���0 )�+�����:�õ¡����

y(s) = x(θ(s))
¦K���������$�)�

s ∈ [0, T ∗] \ ∪∞i=1η̄(ti)
�
y(s) ∈ xti(s)

¦K���������a�)�
s ∈ η̄(ti)

$�ÿ}�!H��
y(s) ∈ S

¦K���������$�)�
s ∈ [0, T ∗]

$Ú�n���
T ∗ ≥ T

þL���a )����¡�¦)§��g¤+�
y(T ) ∈ S $��7��¡����{�0��§� )�+��� ỹ �6���� )�g����£��0���Lþ«���5H� )��a )�

(H,R× S)
�«)8���e���l¡��lúa������ú � ���0�Æ��ú«����$

|��x�W����¥�~ ©:5ä­�5�7 > v^6�:jer8 ? > 9 F 9 G 2gRx6�4�6�D#8�4V= 9 :6T 9 ��F v^2�Dfe�FNT ��Y�Z°:6T	R�6-8�2,2 9 7 > F¨:6T 9 2�8 ` M �=I8�Q)[ 9 2Å2gRx6 9@? > FNd�8�4 9 :6T 9 2g©
y-�9z

H(x) ⊆ TC
R×S(x

◦, x) ∀(x◦, x) ∈ R× S z
y� Wz

H(x) ⊆ TB
R×S(x

◦, x) ∀(x◦, x) ∈ R× S z
y8¤�z

H(x) ⊆ coTB
R×S(x

◦, x) ∀(x◦, x) ∈ R× S z
y8�Wz ∀(x◦, x) ∈ R× S, ∀(v0, v) ∈ V̄ { T 9 =-6�2

max
f∈F (x), g∈G(x)

〈(v0, v0f +

q
∑

i=1

vigi), (ζ
◦, ζ)〉 ≤ 0 ∀(ζ◦, ζ) ∈ NP

R×S(x
◦, x);

y8��z × 2�F�2�T 9 =I8
(F,G, S) s P 6)M(T 9 = 9 :6T 9 F¨:6d�8&M(FQ8�:6T 9 z

y¨)@z ∀x0 ∈ S, ∃ε > 0,
T¸8�4 ? > 9 A(x0; t) ⊆ S ∀t ∈ [0, ε]

Y
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sG�����%~wy �U�0��¡��l���0�Z�! )�0�l� � �q�a )� H �)�l�0�K�6�)�
F
�
G
�6ÿ}��¦)�0¤@�)�g�#=7¤l��ú«����ú$ )���K���)�7�����T�)��¦<�����A�

�0�l�� K£?���g¤+���($
���l¤l���0�0�6�)�s�`�l���0�l¡��s0%$Ò¬/�a )��y-�9z ⇒ y� Wz ⇒ y8¤�z ⇒ y8�Wz ⇒ y-�9z��Å�a )��y8�Wzt���(�a )� � �E�

§��lú«���j�
(H,R × S)

�0�l�s)8���e���l¡��lú«������ú � ���0�Æ��ú«����$ �`������ L���0�ä§Æ���)�)þU����ú � ���0�}��ú)¤l�Æ�o)8���e�����)�
(H,R × S)

þÚ¦<�l§Æ� �U�0��¦<���0���+����0%$Ò¬$þ����(�a )� � ��§��lú«�:����� �g���l¡Ùy8��z<$�¥��0�0��¡�þÚ¦K�?�:�ä¤l��ú)¤l§� )���3�
�)�l¡���ú)�e�������+���� K���e�:� � �l�0�w?K¤+�����a )�Åy8��z����(�a )� � ��§��lú«���Ú�Gy¨)@z<$D�n��� ���e�����U��¡��l�)�Æ�?���)þ+¤l��ú)¤l§� )��ú)�)�
�H�)�l¡���ú)�e�������+���r$
k ¬��(�x���r~^ !¡r� y����l�0����§g�:��¡����Ì¡������� )¡�� � �(=G�a )�

NP
R×S(x

◦, x) = {0} ×NP
S (x),

�)�X¡��a�)���a )�X���g���l¡vy8�Wz���¤l��¡��s�X�(�a )� � ��§��lú«���{�

max
f∈F, g∈G

〈v0f +

q
∑

i=1

vigi, ζ〉 ≤ 0 ∀ζ ∈ NP
S (x), ∀x ∈ S � ∀(v0, v) ∈ V̄ . yQ0%$ 09z

z�Ók��¥�¦������
+Z���U�<�L�l¡�¦)§����Ó�a )�Ì�0�(H� )�l¡� L�:�g§���=+��¡3���D�0���e���l¡����Ó K���e�:��ú«���Ì�0��¡�¦)§��l�($Ó�7��ú«�� )�)�)þa¤l��¡������l���0�Æ�
�)�l�0�lú � ��§ � ���K��ú)�l�e����¤+��¦r"g�� )§���¦<�$�)�l¡����X§����K����¤l��¡��0���e���l¡����{¡������«H��l�������-y8��  ¤l��¡�¦)§��<�L���@z<$
ãÚ��¡�������¦)�0�l�0�lú«�:£E�'§����X��¦<�lúK���GF��#"g�� )§����)�H��§� )�e���:�?�+���rÒ}¦K�����j¡����e�������6¤l��¡��o�H��¤l��¡�¦<���e�:�E�
¡��lú«�����)�� )¡ �0���e���l¡��{��¡�¦) )§��0� � �)þa��¤l��¡��H�#�)��ú^��¡3��¤+�X��¡�¦) )§��0� � �{��újiK )�lú)¤l�Æ�#�#� � ��§� )�+�����)�
�0���e���l¡��%$�+Z�l�e�����<�L�l¡�¦)§����Z���0�l¡����Z�<�L¦)§�����������¦<�õúK���6��¤+���0���)�#��ú � ���0�}��ú)¤l�Æ�>)8����¤+� � ���e���-�a )�
¦C�� )¤+������¦)§���¤+���(Âa�l�Ì�0 )��H��l¡ ú)�3¤l��ú«���<�$�����)�{�gú � ���0�}��ú)¤l�Æ��)8���e����$

���l�0����§g�:��¡������a )� �"¡��l�)���K� �)� ¤l��ú«���0��§��
µ
 L����§��w=+���K��� �0��úrH� )§Æ�����l¡ �0�l§Æ���+���EF

¡��l�)���K� �)� ÿw�( <�l��H� )��$ û'�e���"�0��H�ú)�w?K¤+���a )�;�a K��ú)�)�" )¡�� �l�e�:£¨�?��� � � � �� L����� ¦C�l�0¡���ú)�l¤l�
��úK�?��� � �%$ ���l����§�¡��lú«�����?��� � ��¡����3� ¡��l�)���K�ä�)��¤l��ú«�:�0��§g� µ �0��¡��lú«�����l¡ ��§�H� )ú)�H��ú)�e�A�?úa���l�
¤l�0 )¤l�Æ�����lþ¹���«�a K������¤@�K��¡���¡������)�3£?����¡����6�)�

µ
$s+Z�l�e���l�X��ú)�e�:��ú«���l�X��������1e�õ�����0�Æ������§g�:�Lþw���e���

��þC��������1e�õ�����0�Æ�s�X�)�l�0¤l��ú«�#"�ú$ K�Hú)���Z£?����¡����Ì�)�
µ
$

z�Ók��¥�¦���� ©:5Q£65
�$�*10�

x = col(x1, x2) ∈ R2 $TãÚ��¡����Ì�l�e�� )�K���Z�H��ú � ���0�}��ú)¤l�Æ���)�3�0���e���l¡�� (F,G, S)
¤l��¡

• F (x) = {(|x2| − u− 1
2
, u) : −1 ≤ u ≤ 1} Ò
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• G(x) =
{(

− x1

|x1| , k
)

: k ≥ 0
} �

• S = {(x1, x2) : −2 ≤ x1 ≤ 2} $
+Z�l�e���X¤+���0�3���l¡����

NP
S (x1, x2) =

{(

λ
x1
|x1|

, 0

)

: λ ≥ 0

}

,

¦K�����
x1 = ±2

$�� �������� L���0���Ì¦K���0�l�
(x1, x2)

þ
NP

S (x1, x2) = {(0, 0)}
�X�H�)�l�0��H� K��§��K���)��yQ0%$Ò¬!z

��¤l§Æ������¡��lú«���#���?������)8�l�g�:�%$/+Z��¦)�0��¡��l���0��¤+���0�)þ¹����¡���ú)�)�
(v0, v1) = (0, 1) ∈ V̄

þ¹���5H� )��y8¦K�����
���a�)������� � ��§����0�l���)� u z��a )�

〈

v0

(

|x2| − u− 1

2
, u

)

+ v1

(

− x1
|x1|

, k

)

,

(

λ
x1
|x1|

, 0

)〉

=

〈(

− x1
|x1|

, k

)

,

(

λ
x1
|x1|

, 0

)〉

= −λ ≤ 0,

�)�X¡��a�)���a )�-yÁ0�$Ò¬!z°�X���?������)8�l�g�:�H��¦<�l§����`�l���0�l¡���0%$ 0H���0���e���l¡��s�«)8����¤+��¡��lú«���X��ú � ���0�Æ��ú«����$
ãÚ��¡����#��úK��§��������X¡������X�)�õ�:��§��K���K��¡��lú«������¤+���0��¤l��¡

u = k = 1
$�+Z�l�e����¤+���0�ä���

������1e�õ�����0�Æ�����������K���K����¦C���






x1(t) =
∫

|x2(t)|
�
t− 3

2
t+ A

x2(t) = t+B,

��ú)�)�
A
�
B
������¤l��ú)�e�:��ú«���l�U���� )�g����£��0�����k�a )�7¦<�$�)�l¡p�0�l�D�lú)¤l��ú«�������K���D¦<���`¤l��ú)�)���(Âa�l�D��ú)��¤l�����g�($

�`��¡��
µ(
�
t) := δti(t)dt

¤l��¡��#¡��l�)���K�X�)�6¤l��ú«���0��§���þ$��ú)�)�
δti
���/)8 )ú)�+������¡�¦) )§��0�{ )ú)�g�:£��0���{�l¡

t = ti
$U¥q�a )� {ti}i∈N

þ
�H�0�(�xÎ)ýlú)¤l�Æ���)�{£?����¡������K�3¡��l�)���K���)�X¤l��ú«���0��§���þ)�����3�:�����q�a )�X�� 
y8�¨z

x1(ti) = −2
� −3

2
≤ x2(ti) ≤ 3

2

�� 
y8���¨z

x1(ti) = 2
�
x2(ti) >

3
2

�� 
x2(ti) < −3

2

$
& �q"g���lú)�/y8�¨zÚ��ú)��y8���¨z���¤l��¡��#�0��H�ú)�w?K¤+��¡m�a )�X��������1e�õ�����0�Æ�#��§�¤+��ú)�+�H��)8�0��ú«�:�õ�������)�

S�l¡� )¡����0�(H��Æ������ú)�)����¤+��¡�¦C��úK���?�'�0��úrH� )§Æ����
���¦C��úa�:�j¦K�����µ)8�����j�)�
S
�@$-+Z�l�e����¡���¡��lú«�:�
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� ��¡������?��� � ���Ú��¤+��¡�¦C���0��úrH� )§Æ���Ú�)��¡��$�)���a )�6�{������1e�õ�����0�Æ�X�0�l��£G
'�l¡�¦) )�0�����K����¦K�����#�)�lú«���0�
�)�
S
�Z¦<���e�:��ú«���{���l�0�l¡����Ú )¡��{�)�l�0¤l��ú«����úa )���K���)��$t+Z���Ú�0�l�0�:�?§g�:��¡������a )��)8�����{�)����£?����¡3���

ti�{¤+��¡�¦<�{�0��úrH� )§Æ�?�
G
úK���{�l�e�:£#�?��� � �X�Z�{�0���e���l¡��X� � ��§� )�<��¦C�lúK���7�0�! ��{���+���{�)�{¤+��¡�¦<�{úK���?�

�0��úrH� )§Æ���
F
$ ¥Z�U¤l )� � ���U�l¡ xti

þ!�a )��¤l��ú)�l¤õ�:��¡Þ��� ¦C��úa�����D�)�Ì�)�l�0¤l��úa����úa )���K���)���K�Z������1e�õ�����0�Æ�Lþ
�����3�K���K����¦<���







ξ1(t) = t− 2− η(t−i )

ξ2(t) = t+ x2(t
−
i )− η(t−i )�0�

x1(ti) = −2
�� 







ξ1(t) = −t+ 2 + η(t−i )

ξ2(t) = t+ x2(t
−
i )− η(t−i )�0�

x1(ti) = 2
þ)��ú)�)�

η
����)8 )ú)�+���H�)�6�0�l¦K������¡��õ���0��=+���+�����)�#���l¡�¦<���)�5?Kú)���K��ú)�I����¦r"g�� )§�� . $

���l�0�)�Å�a )�
η(ti)−η(t−i ) = 1

y8�0�l¤l���0�)���a )�6�X¡��l�)���K�X�)�Z¤l��úa���0��§��
µ
�Z )¡��«)8 )ú)�+���#��¡�¦) )§��0�

 )ú)�g�:£��0���xzAþa���l¡����q�a )�
ξ1(η(ti)) = η(ti)− 2− η(t−i ) = −1�0�

x1(ti) = −2
�

ξ1(η(ti)) = −η(ti) + 2 + η(t−i ) = 1

�0�
x1(ti) = 2

þÚ���e���V��þ7� �0���e���l¡��ä�0�l¡�¦)�0�µ)-��=j¤l��¡N�a )�n��������1e�õ�����0�Æ�n����§g����¦K����� ���3�0�õ�:���
x1 = −1 ��  x1 = 1

�a K��ú)�)�
x1(ti) = −2 ��  x1(ti) = 2

þ��0�l�0¦C�l¤õ��� � ��¡��lú«����$ ¥ �D��H� )���
0%$Ò¬�¡����e�����X�#¤+��¡�¦<�{úK���?�'�0��úrH� )§Æ���U�l¡

S
�� )¡���������1e�õ�����0�Æ��¤l��¡ ���Ú�0�l�0¦<�l¤õ��� � ����
.������1e�õ�����0�Æ���

����§g�����6¤l��¡ ¦<��úa���3��ú)��¤l�Æ��§
(−2,−3) $ ¤

z�Ók��¥�¦���� ©:5�ª:5
ãÚ��¡����Ì�õ�0�� )�K���Z�H��ú � ���0�}��ú)¤l�Æ�#�)���0���e���l¡�� (F,G, S) ¤l��¡
• F (x) = Ax;

• G(x) = Bx
�

• S = {x : x21 + x22 ≤ 9
�
x2 ≤ 2} þ

��ú)�)�
A =





α −2
1 0





�
B =





−β 0

0 −β



 ,
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–4

–2

0

2

4

x2

–2 –1 1 2
x1

–4

–2

0

2

4

6

x2

–2 –1 1 2
x1

�D��H� )���I0%$Ò¬�' & ¤+��¡�¦C��úK���?�'�0��úrH� )§Æ�����l¡
S
�# )¡��3������1e�õ�����0�Æ�%'�����¦K���e���l�Z������¤l�*10���K�����0�l¦)�0�A�

�0�lú«�:��¡ ����
.������1e�õ�����0�Æ�?������§g�����@$

¤l��¡
α, β ∈ R

þ
α2 < 8, β 6= 0

�
x = col(x1, x2)

$
ãÚ��¡�������¦)§���¤+�����I�`�l���0�l¡���0%$ 0%$��`�õ¡������a )�{���?������)-��=l�l���3�)�l�0��H� K��§��K���)�IyQ0%$Ò¬!z7¦K�����

���a�)�
x ∈ S $ÓãÚ��¡����Ì�l�0¤l��§��)�l� α = 2

�
β = 1

$�� �����
x = col(−

√
5, 2)

���l¡����

NP
S (x) = {λζ : ζ1 ≤

−
√
5

2
ζ2
� − ζ1, ζ2, λ ≥ 0},

��ú)�)�
ζ = col(ζ1, ζ2)

$Ó�`��¡��l¡����
(v0, v1) = (0, 1) ∈ V̄ $Ú�6��"

〈v0f + v1g, λζ〉 = 〈(
√
5,−2), (λζ1, λζ2)〉 ≤ −

9

2
λζ2 ≤ 0.

�D�����
x = col(

√
5, 2)

���l¡����

NP
S (x) = {λζ : ζ1 ≤

√
5

2
ζ2
�
ζ1, ζ2, λ ≥ 0},

��ú)�)�
ζ = col(ζ1, ζ2)

$Ó�`��¡��l¡����
(v0, v1) = (1

2
, 1
2
) ∈ V̄ $Ú�6��"

〈v0f+v1g, λζ〉 =
〈(

1

2
(2
√
5− 4)− 1

2

√
5,

1

2

√
5− 1

2
2

)

, (λζ1, λζ2)

〉

≤
(

1− 2
√
5

4

)

λζ2 ≤ 0.
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�D�����

x = col(x1, 2)
þK¤l��¡ −√5 < x1 <

√
5
þ)���l¡����

NP
S (x) = {(0, λ) : λ ≥ 0}.

�`��¡��l¡����
(v0, v1) = (0, 1) ∈ V̄ $t�Uúa�:���

〈v0f + v1g, (0, λ)〉 = 〈(−x1,−2), (0, λ)〉 = −2λ ≤ 0.

�D�����H�� L���0���
x ∈ S ���l¡����

NP
S (x) = {(0, 0)} �0�

x ∈ intS;
�� 

NP
S (x) = {λ(2x1, 2x2) : λ ≥ 0} �0�

x ∈ frS.

+Z�ä¦)�0��¡��l���0��¤+���0� ���)�l�0��H� K��§��K���)�VyÁ0�$Ò¬!z��j¤l§Æ������¡��lú«�������?������)8�l�g�:�%$ �D�����ä�ä�0�(H� )ú)�)� ¤+���0�
����¡��l¡����

(v0, v1) = (0, 1) ∈ V̄ $��Uú«�:���

〈v0f + v1g, λ(2x1, 2x2)〉 = 〈(−x1,−2), (2λx1, 2λx2)〉 = −2λ(x21 + x22) ≤ 0.

�`���e�:��ú«���6���l¡����qyQ0%$Ò¬!z`���?������)8�l�g�:�Z¦K���������a�)��¦<��ú«�����l¡
S
$ ÿ}�!H��6¦<�l§��,�`�l���0�l¡��«0%$ 0����0���e���l¡��

(F,G, S)
�I)8����¤l��¡��lúa������ú � ���0�Æ��ú«���3�����0�0��¡ ¦K���������$�)�

x0 = col(x01, x02) ∈ S
¦C�$�)�l¡����

¤l��ú)�e���0 )���` )¡ ¦)�0�a¤l�l�0�0�
(x, µ)

�:��§x�a )�
x(0) = x0

þ
x(t) ∈ S, ∀t ≥ 0

� ∃ξ ∈ xτ

¤l��¡
ξ(s) ∈ S�0�

τ
�X )¡ £?����¡��H�)�

µ
$

+Z�l�e���#¤+���0��¤l��¡
α = 2

�
β = 1

�3¡��?���0��=
A
¦<���0�0 )�`�� L���?� � ��§����0�l�Ì¤l��¡�¦)§��<�L����¤l��¡

¦K���e�����0�+��§C¦C���0�g��� � �Lþ«�� ����K10�Lþa���l¡����� )¡ )8�$¤l�{��ú)�e�:£ � �l§K�Z¦<���e�:��ú«���#���U������1e�õ�����0�Æ��� ���lú)�)�l¡ ���
��ú%?Kú)�g�����a K��ú)�)�

t → ∞ $s�Uú«�:����¦)�0�l¤l������¡������?��� � ���6�j¤+��¡�¦<�j�0��úrH� )§Æ����¦K��������¡�¦<�l�)���Å�a )����Ì������1e�õ�����0�Æ�����l�0¤+��¦<�l¡ �)�
S
$�� �����H���e���H����¡��l¡����

µ(
�
t) := lδti(t)

¤l��¡��Z¡��l�)���K���)�Ú¤l��úa���0��§���þ?��ú)�)� {ti}i∈N

�7�Z�0�(�xÎ)ýlú)¤+�����)��£?����¡���� �
l
�Ú�Z�:��¡���úr�)�Z�)������§g���r$

�����K�
ti
���:��§��a )�

x(ti) ∈ frS
Ê $ & �:��¡���úr�)�H�)�H����§g���H�)� � �X�0�l���l�0¤l��§��)���)�3���)�(�a K���K��¡��lú«���

¦K������¤+���K�n£?����¡��
ti
$oã���¡����/)-��=l�l�#���0�0�n�)��¡��$�)�	�a )����������1e�õ�����0�Æ�j����§g�����0�l¡�¦)�0��¦K�����n�

²
frS
��é�0+�<è	'�'%�^����0(èÁé�� �	'���é

S
û



�0�(H��Æ��� {x : x21+x
2
2 = 1} ⊂ S

$Ó�$�
x(ti)

�7�6�l�e�:���)����ú)��¤l�Æ��§«�lú«�:����¦K������¤+�?�K�
i
���D������1e�õ�����0�Æ���

�)�3¤+��¡�¦<�3�0��úrH� )§Æ���������3�K���K����¦<���






ξ1(t) = x1(ti) exp(η(t
−
i )− t)

ξ2(t) = x2(ti) exp(η(t
−
i )− t).

Ä6 )�l�0�l¡������a )�
ξ21(η(ti))+ ξ

2
2(η(ti)) = 1

$Ó�Uú«�:���)þ$§��l¡s )����ú)�)�G�a )�
l = η(ti)− η(t−i )

þ � ��¡����
�l�0¤l��§��)�l�

l =
ln(x1(ti)

2 + x2(ti)
2)

2
.

¥Ú�D��H� )���>0%$ 0H¡����e�����H )¡���������1e�õ�����0�Æ����ú)��¤l�Æ�?ú)�)�H�l¡
x0 = col(0,−2) $ ¤

–3

–2

–1

0

1

2

3

x2

–3 –2 –1 1 2 3x1

–3

–2

–1

0

1

2

3

x2

–3 –2 –1 1 2 3x1

�D��H� )���I0%$ 0%' & ¤+��¡�¦C��úK���?�'�0��úrH� )§Æ�����l¡
S
�# )¡��3������1e�õ�����0�Æ�%'�����¦K���e���l�Z������¤l�*10���K�����0�l¦)�0�A�

�0�lú«�:��¡ ����
.������1e�õ�����0�Æ�?������§g�����@$
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�U�e���������� K��§��)���0��¤l�lú«���0��  ú)���l�e�� )�)���)���l�e�:�� )��§����K�?�)��y8�0�(H� )ú)�)�äÿ|{a��¦C�� )ú)� � zX����ú � ���0�}��ú$�
¤l�Æ�j¦K�����j�0���e���l¡����X��ú)�)�����)��ú^��¡���¤+���3¤l��ú«���0��§Æ���K�j¦<����¡��l�)���K�%$��D���������e���µ)8��� ú)�l¤l�l�0�:£��0���
 L����§��w=+���0¡3������¤l��ú)¤l�l�g���j�)���0��§� )�+���j�0�! ) )�e�:�%$/�D�?úa���júK��¦K���e�����)����ú � ���0�}��ú)¤l�Æ��¤l��¡���úK���)�
�l�e�:�� )��§����K���)���<�L¦<��¡����D���)�l¡���ú)�e������¡����`�0�l�0 )§g�:���)�����a )�������6 )¡����<�$���lú)������úK�?�� )����§$�)�6¤+���0�
�0�(H� )§Æ����¦K�����{��¤+���0���g¡�¦) )§��0� � �r$T�U�e���l���0�l�0 )§g�:���)���Ú¤+������¤õ���l�0��=+��¡��l�e�:�� )��§����K���)������ú � ���0�}��ú)¤l�Æ�
�K��ú)�)��¤l��ú)�)���(Â$�l�Z�0 %?K¤l���lú«���l��ú)���Z�)������¤+���0���Z�X�:��¡s ��l¡ ¤l��ú)�)���(Â$�l�Zú)�l¤l�l�0��£��0�Æ���Zú)��¤+���0���)�
��ú � ���0�}��ú)¤l���%$`¥�� �)�l¡���ú)�e�������(Â$�l�U�)�l�e���l�U�0�l�0 )§g�:���)��� ¤l��ú)�0���e��������¡ �l¡ �0�l�) r=l���U����¤+���0���0�(H� )§Æ���
�?����� � �l���K�� L����§��w=+���+���3�)�# )¡¢�0���e���l¡����)��ú^��¡��g¤l��¤l��ú � �lú)¤l����úK��§`�(�a )� � ��§��lú«����$Z¥ ¡��������Ì�)�w?L�
¤l )§��K���)��úK���6�)�l¡���ú)�e�������(Â$�l�6�0 )��H��� äúK��¤l��ú)�e���0 )�+�����)�� )¡���¡��l�)���K���0�(H� )§Æ����ú)�j��ú«���l� � ��§��
��ú%?Kú)�g���

[0,∞)
þ�¡��l�)���K���l�e�:�Å�a )�7�K£Z���0��H��l¡ÚF�������1e�õ�����0�Æ���K�Z��ú)¤l§� )�����Z�)�w)8�l�0�lú)¤l�Æ��§«��¡�¦) )§��0� � �%$

+Z�G?KúK��§<�)���q����¦r"g�� )§����7¬{�,0{��ú)¤l§� r"�¡3���Ú��§�H� )ú)�Ú�<�L�l¡�¦)§����Ú�6�#¤l��ú)�e���0 )�+�����)�l�e���l���<�L�l¡�¦)§����
)8���<¦K���e����¤l )§Æ���0¡3�lúa���Z��ú«���l�0�l�0����úa������§��l¡��)�6ú)���Ì��1e )�K�����#¡��l§��)���Ú¤l��¡�¦)�0�l�lú)�)�l�Ì���Ì���0�0 )ú«�����
�l�e�� )�K���)���($

& �l�e�: )�)���0�+��§���=+���)� �) )����ú«���"� �<�L�l¤l )�S�����)��¦)�0��1e�õ�����)� ¡��l�e�������)��úK��¡���úr�K�
��¦)��ú)�Æ���°)8���«�)�Ú��§g�:�q�a K��§����K���)�U���)�t K���e�:��úa������¡�¦<���e�@��ú)¤l����¤l���lú«�#"w?K¤+�Ì¤l��¡ � ���e�:����F���¦)§���¤+���(Â$�l�
�l¡ ��ú�
)¡��l����� £��0�+��� �)�Ú��ú«���l�0�l�0�0�,y-�����a K�����r10£Ì¤l�g�:��¡���� ��ú«���l�0�����0¡��lú«����z<$��K���a�� <���0�K���)�Ì���l¡����
�?�� K�����Z�)��H�����ú)�)�#¦C�����lú)¤l�Æ��§ ¦K������ú)� � ����¦<�l���a )�������($Å�Ì� � �l¡����� )¡ H�����ú)�)�{�lú)�0���a )�l¤l��¡��lúa���
¤l )§g�� )����§�y8¡��?���l¡�£?���g¤l�xz��a K��ú)�)���lúa������¡������l¡ ¤l��ú«�:�?����¤l��¡¢�������l���0�Æ���q K£��0��¤+���Z�lú � ��§ � ���K���
ú)�l�e���X�l�e�: )�)���X¤l��¡ �3¦)�0��¦)�0���H�l�e�� )�)�r$
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+Z�l�e������¦Cýlú)�)��¤l�/)-���0�l¡����� )¡¢�l�e�� )�)����ú«���0�$�) L�����0�����3�0�l�0¦<�l�g�����)���`�l���������K�����l�)���K�%$q�U�e���
�l�e�� )�)�I�/ K���0�+���)���l¡vÈ . ¬�ÊÁ$t+����3��ú)¤l§� )���0�l¡����Ì�H¡��������0���#�K�����)�l¡���ú)�e�������(Â$�l�($
þk���� !ÿk���I���nx/~r��¤�~^ !¡r� u�¤Q¥Ñ¤¨��~^��~
�$�*10�

f
 )¡���)8 )ú)�+�����)�5?Kú)���K�Hú$ )¡ ��ú«���l� � ��§�� [a, b] $U¥ �õ=?F0,>=X�(�«132)4

f
4@C

[a, b]
�X�K���K�H¦<���

W b
a(f) := sup

π

n
∑

i=1

‖f(xi)− f(xi−1)‖

��ú)�)�
π
�H )¡���¦K���e�:�g�+�����)�

[a, b] : a = x0 < · · · < xn = b
$sÄ6 K��ú)�)�

W b
a < ∞

�)��=l�õ¡����
�a )�

f
�Z )¡��r��/�&����«1#2)4��õ=?F0,>=X���«1���,�C�,Ô*.=�2L=6�l¡

[a, b]
$t�Z¡ �<�L�l¡�¦)§��{�)��)8 )ú)�(Âa�l�7�)� � ���0�Æ���+���

§���¡3�]�:���K�7���������k)8 )ú)�(Âa�l�`¡���ú)������úK���($��$�
f
�� )¡��7�:��§!)8 )ú)�+���)þ

W b
a = |f(b)−f(a)| $D�`���e�:��úa��� )¡��V)8 )ú)�+��� �)� � ���0�Æ���+��� §���¡��]�:�?�K� ¦<�$�)�n�0�l���)�l�0¤l��ú«�#"�ú$ K�%$±�7��ú«�� )�)�"ú)�l¡ ���a�K��)8 )ú)�+���

¤l��ú«�#"�úa K�	���)� � ���0�Æ���+����§���¡��]�:�?�K�%$�ã��*10�� )¡ �<�L�l¡�¦)§��núK���D��H� )����¥�$ . $�+Z�l�e�����<�L�l¡�¦)§����
)8 )ú)�+���

f
y8�)�5?Kú)���K�6�l¡

[0, 1]
z����?�#��¡��l�0¡����)�w)8�l�0�lú)¤l�Æ£ � �l§Á$D¥ÅH��������0� f ��ÿw��¦)�0¤<�)�g�#=�¤l��ú«�#"�úa K��l¡

[a, b]
�lú«�:���

f
���)� � ���0�Æ���+���3§g��¡��]�:���K�#�l¡ [a, b]

$
ã��*10��¡�������H������H��§�H� )ú)�Ì�0�l�0 )§g�:���)�����lú � ��§ � �lú)�)�����q)8 )ú)�(Â$�l���)� � ���0�Æ���+���H§���¡��]�:�?�K�%$

¼ � £j½
W c

a(f) =W b
a(f) +W c

b (f), a < b < c;

¼ � ª�½
W d

c (f) ≤ W b
a(f), a ≤ c < d ≤ b;

¼ � ©�½�7:9
f s G 9 d�8&M(FQ8�Q+R�6�41FN=pFNT¸8XG98 9 = [a, b]

9§9 =
[b, c]

9 :6T	Rx6
f s G 9 d�8&M(FQ8�Q+Rx6�4VFN=WFNT¸8XG989 =

[a, c] z
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�D��H� )����¥�$ . '
f(0) = 0, f(x) = x2 cos(π/x2).

¼ � ­:½�7:9
f s G 9 d�8&M(FQ8�Q+Rx6�4VFN=WFNT¸8XG98 9 = [a, b]

9 :6T	Rx6
f s G 9 d�8&M(FQ8�Q+Rx6�4VFN=WFNT¸8XG98 9 = ? > 8�4 ? > 9 M2 > \ � F¨:6T 9 M(d�8�4�6§G 9 [a, b] z

¼ � ¯�½�7:9
f s G 9 d�8&M(FQ8�Q+Rx6>4VFN=WFNT¸8XG98 9 = [a, b]

9 :6T	Rx6
f s 4VFN=WFNT¸8XG98 9 = [a, b] z

¼ �o´ ½ �ªD@6)=o\BF¨:�8�Q+Rx6�4VF¨: 9 8&M { 6�v�M#6gG > TK6 9 8JG�FNd�F�2BR�6 � G 9 2gG 9o? > 9 6JG&FNd�F�2�6)MG2 9<; 8o:�Rx6 � : > 4�6f�G 9 P > :�Q)[ 9 2aG 9 d�8&M(FQ8�Q+Rx6>4VFN=WFNT¸8XG98>2gRx6 P > :�Q)[ 9 2aG 9 d�8&M(FQ8�Q+Rx6�4VFN=WFNT¸8XG98 z
¼ �	» ½�7:9

f s G 9 d�8&M(FQ8�Q+Rx6�4VFN=WFNT¸8XG98 9 = [a, b]
9 s D@6�:6T<U¨: > 8JqJG&FNM 9 FNT¸8 � q 9 2 ? > 9 M"G98(� 9 = x09 :6T	Rx6-8 P > :�Q+Rx6pd�8&M(FQ8�Q+Rx6 x 7→ W x

a (f) s D<6�:6T<U¨: > 8SqLG&FNM 9 FNT¸8 � q 9 2 ? > 9 M"G98(� 9 = x0 z
¼ �o¼ ½Ü× 4VFN=WFNT 9 G 9 > =I8�2 9@?BA6C :ED�FQ8pD@6�:6d 9 MÁ7 9 :6T 9 {fn} G 9 P > :�Q)[ 9 2rG 9 d�8&M(FQ8�Q+Rx6G4VFN=WFNT¸8XGx8aT¸8&F�2? > 9 W b

a(fn) ≤ K, ∀n {�s8> =I8 P > :�Q+Rx6§G 9 d�8&M(FQ8XQ+Rx6>4VFN=WFNT¸8XG98 z
¼ �o¢ ½ ¼ hµ���!��¥�¦Ó���§¤Q !¡r�Ð�!~^��å���¤Q�!~Ð����æ��W����~^� ½ ¶W6�G98 P > :�Q+Rx6¹G 9 d�8&M(FQ8�Q+Rx6�4VFN=WFNT¸8XG98 9 =

[a, b]
v^6�G 9 2 9 M 9 2�D�M(FNT¸8HD@6)=-6�8�G&F P 9 M 9 :�Q�8çG 9 G > 8�2 P > :�Q)[ 9 2�D�M 9 2gD 9 :6T 9 2 ��9 v^6)M(T¸8�:6TK6G 9 d�8&M(FQ8�Q+Rx6�4VFN=WFNT¸8XG98(��©

f = ϕ + ψ { 6�:�G 9 ϕ(x) = 1
2
(W x

a (f) + f(x))
9
ψ(x) =

1
2
(W x

a (f)− f(x)) z
k ¬�� 5 y��$�(H� )�Z�)�syÁ��Õ!zÓ�a )���{�)�w)8�l�0�lú)�+�{�)�Z�) K���t)8 )ú)�(Â$�l�7�)� � ���0�Æ���+���X§���¡��]�:���K�,�Z�)� � ���0�Æ���+���

§���¡3�]�:���K�%$ & ���l�0 )§g�:���)��yQ� 
 z°�X�3�0�l¤("�¦)�0�a¤+�3�)�l�e���«)-�?���r$
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¼ � £x²E½èn =I8 P > :�Q+Rx6�G 9 d�8&M(FQ8�Q+Rx6-4VFN=WFNT¸8XG98avW6�2@2 > F°:�6L=o�g]�FN=-6 > =Ï:6I�= 9 M#6 9 : > = 9 M"�&d 9 4ÍG 9v^6�:6TK6�2aG 9 G 9 2�D@6�:6T<F¨: > F<G98XG 9 z
¼ � £W£j½ ¼

1.o
|��x�W����¥�~î���®º	���Q�¨� ½§7:9<; 8 {fn} > =I8�2 9@?BA6C :ED�FQ8tG 9 P > :�Q)[ 9 2LG 9 d�8&M(FQ8�Q+Rx6	4VF �=WFNT¸8XG98�T¸8&F�2 ? > 9 W b

a(fn) ≤M
9 |fn(a)| ≤M, ∀n Y�Z°:6T	Rx6 9 ]�F�2�T 9 > =I8�2 > \<2 9@?BA6C :ED�FQ8G 9 {fn} ? > 9 D@6�:6d 9 MÁ7 9�9 = [a, b]
vr8&M�8 > =I8 P > :�Q+Rx6§G 9 d�8&M(FQ8�Q+Rx6�4VFN=WFNT¸8XG98XY

�$�
f
���)�5?Kú)���K�Húa )¡ ��ú«���l� � ��§�����ú%?Kú)�g���)þ$�)��H«��¡���� [a,∞)

þ)�lúa�:���H�)�5?Kú)��¡����Ì�j�õ=?F0, é
=X���«132)4

f
þ)�)�lú)���:���K�3¦C���

W∞
a (f)

þ)¤l��¡����� K���ä�L�r'
W∞

a (f) := lim
T→∞

W T
a (f),

y8¥�$ . z
��ú)�)�

T > a
$�Ä6 K��ú)�)�3�3§���¡��]���6�l¡Þy8¥�$ . z°�,?Kú)�g���)þ)�)��=l�l¡����q�a )�

f
�X�)���A=?F0,>=X���«1#��,�C3,Ô*.=«2L=�$

q����jê(�����������;þ����� !ÿ|����o±�����§����¶9����¤Q�I��o±����¤Q��~^�
�$�*10�

X
 )¡��l�0¦K���l������ )�g����£��0���r$G�Z¡��-)-��¡I"�§g��� S úK��� � ��=l�Æ���)�3�0 r C¤l��ú�1e )úa�����X�)� X �H�)�g�:�

 )¡��¹�!4 7 9 \BM#8��0�
y8�¨z

A, B ∈ S =⇒ A ∪B ∈ S Ò
y8���¨z

A, B ∈ S =⇒ A \B ∈ S $
¥ÅH������H�0� S ���?������)-��=
y8�¨z

Ai ∈ S, i ∈ N =⇒
∞
⋃

i=1

Ai ∈ S
Ò

y8���¨z
A, B ∈ S =⇒ A \B ∈ S þ

�)��=l�l¡����q�a )� S �X )¡�� σ ����4 7 9 \BM�8�$tÄ6 K��ú)�)� A ∈ S �)��=õ�l¡����q�a )� A � S �'¡��lú)�0 )��£ � �l§Á$�`��¡���ú)�)�
A = B ∈ S ���l¡����Å�a )�

A \ B = ∅ ∈ S $Å�D��¡s ��l¡¢�0�
Ai ∈ S, i ∈ N

þ
���l¡����

∞
⋂

i=1

Ai ∈ S,
¦C����� ∞

⋂

i−1
Ai = A1\

∞
⋂

i=1

(A1 \ Ai).

|��x�W����¥�~ r 5Q£65 �¥F¨:6T 9 M#2 9 D"Q+Rx6§G 9
σ � ��4 7 9 \BM�8�2 s8> =I8 σ � ��4 7 9 \BM#8XY

sG�����%~wy �$�*10��¡ {Sn}
 )¡��,)-��¡I"�§g�����)�

σ
��£�§�H��( )����� � S =

⋂

n Sn

$t�$�
Ai ∈ S, i ∈ N

þa�õúa�:���
Ai ∈ Sn, ∀n

$6ÿ}�!H�� ⋃∞
i=1Ai ∈ Sn, ∀n

þ¹���a )����¡�¦)§g��¤+���a )� ⋃∞
i=1Ai ∈ S

$�¥�úK��§��!H«��¡��lú«���
�0�X¡����e�����>�a )�

A \B ∈ S �a K��ú)�)� A,B ∈ S $



P)O�\�VLML[gY«NÌP<ÁDR$N�W)Qa[ÒP#MaP{TUN�ML[]MaP É�0

�$�*10� K  )¡��o)-��¡I"�§g���j�)���0 r C¤l��ú�1e )úa�������)�
X
$n�`�l§��;� �l���0�l¡��n¥�$ . ����úa���l�0�0�l¤l�+�?�

�)�Z���a�K�������
σ
��£�§�H��( )�����t�a )�6¤l��ú«�#�l¡ K �� )¡�� σ ��£�§�H��( )���Lþa¤@�K��¡����K� σ é	�?� Â 4�J?F:= Â 4:F:=«2L=��D4:�>=�-=�C Ù �g,Æ= K �X�)�lú)���:���K�H¦<��� S(K) $�$�*10��¡ S1, S2 σ ��£�§�H��( )�����($ �6�<?Kú)��¡����7�r�<FA1$2</)*'1#9õ=?F+*'4:(0,>=?&<1#2L=?(��?� Â 4�J?F:=?( S1 � S2¦C���

S1 × S2 := S(S1×̄S2),
��ú)�)� S1×̄S2 �)�lú)���:���s)-��¡I"�§g�����)�����a�)��������¤l��ú�1e )ú«����� E1 × E2

¤l��¡
E1 ∈ S1

�
E2 ∈ S2

$
¥¯�?� Â 4�J?F:=Z2)4U5�1EFA4:�Ôþ?�)�lú)���:���K��¦<��� B(X)

�� {�0��¡�¦)§��l�0¡��lú«��� B y��a K��ú)�)��úK�����)��  � �l���¦<���0�0�� )��§��g�K���)�#�)�H¤l��ú%)8 )�����xzAþk�3�
σ
��£�§�H��( )���-H��l�����K��¦<�l§Æ�-)-��¡I"�§g�����)�����$�)��������¤l��ú�1e )úa�����

�� C�l�e�������l¡
X
$î�$�

A ∈ B þ��)��=l�l¡������a )� A �� )¡ 9l1E&�ØS/�&<*'1 2)4j5�1EFA4:�Á$��`�l§����`�l���0�l¡��
¥�$ . ?K¤l��¤l§Æ���0�	�a )�j��£�§�H��( )�����)�jü7���0�l§�����¡��lú)���

σ
��£�§�H��5 )�:�o�a )��¤l��ú«�#�l¡ �	)-��¡I"�§g�����)���

¤l��ú�1e )ú«�����Z�� <�l�e�����($°Ä6 K��ú)�)�
X = Rn

þK�)�lú)���:��¡������3£�§�H��( )�����)�{ü7���0�l§}¦<��� Bn

$
�$�*10�

F
 )¡ ¤l��ú�1e )ú«���>)8�l¤@�K���)�r$Úÿ}�!H�� \F �X�� <�l�e���r$��6��" \(\F ) = F ∈ B þK�� ��0�*10�Lþ��£�§�H��( )���3�)�#ü7���0�l§}¤l��úa�#�l¡ ���$�)���Z����¤l��ú�1e )úa������)8�l¤@�K���)���($Ì¥�úK��§��!H«��¡3�lúa���X�

σ
��£�§�H��( )��� B′H��l�����K�Ì¦C�l§Æ��)-��¡I"�§g���7�)��� ¤l��ú�1e )ú«�����k)8�l¤@�K���)��� ¤l��ú«�#�l¡ ���$�)���}��� ¤l��ú�1e )ú«�����`�� <�l�e�����($D�`���e�:��úa���

B = B′ þ«���e���,��þa��£�§�H��( )�����)��ü7���0�l§%���:��¡s ��l¡ÀH��õ�:�?�K�6¦<�l§Æ�Å)-��¡�"�§������)���U¤l��ú�1e )ú«�����T)8�l¤@�K���)���($+��H�0�(�xÎ)ýlú)¤l�Æ�3���l¡�������§�H� )ú)�Ì�0�l�0 )§g�:���)�����0�! )�0�X����¤l��ú�1e )ú«�������)�{ü7���0�l§Á$
¼ � £�ª�½�7:9<; 8

f > =I8 P > :�Q+Rx6pD@6�:6T<U¨: > 8XY�Z°:6T	Rx6�8WFN=I8�7 9 =ÆF¨:6d 9 M#2§8oG 9 TK6gGx6oD@6�: ; > :6TK6pG 9 « 6)M 9 4
sw> =¦D@6�: ; > :6TK6SG 9 « 6)M 9 4 z

¼ � £�©�½Ü× v�M#6gG > TK6LD#8&M(T 9 2�FQ8�:�6§G 9 D@6�: ; > :6TK6�2�G 9 « 6)M 9 4 s8> =¦D@6�: ; > :6TK6§G 9 « 6)M 9 4 z
¼ � £9­:½�7:9

X1
9
X2

2gRx6 9 2´vr8�Q�6�2�2 9 vr8&M@�&d 9 F�2 9 :6T	Rx6 B(X1)×B(X2) = B(X1×X2)
Y�¸q8&M(T<F�D >��4w8&M(= 9 :6T 9 { Bn+m = Bn × Bm

Y
�$�*10� G �,)-��¡I"�§g���Z�)�Ì���a�)���U����¤l��ú�1e )úa�������� <�l�e�����U�l¡ X

$Ó�Uú«�:���
Ai ∈ G ⇒ Ai ∈ B

þ
i ∈ N

þ������0�0��¡ ⋂∞
i=1Ai ∈ B

$ �D���e�:��ú«�������$�K���3���H��ú«���l�0�0�l¤l�(Â$�l�3¤l��ú«�:£ � �l���H�)�j¤l��ú�1e )ú«�����
�� C�l�e������������¤l��ú�1e )ú«�������)�{ü7���0�l§Á$����lú)���:��¡������>)-��¡I"�§g���#�)�l�e���l�Z¤l��ú�1e )úa������¦C��� Gδ

$
�7��ú)�0���)�l�0�ä��)-��¡I"�§g��� F �)�����$�)��������¤l��ú�1e )úa�����-)8�õ¤<�K���)�����l¡

X
$ � ¤l§Æ���0���a )�

⋃∞
i=1Ai ∈ B

�0�
Ai ∈ F

þ
i ∈ N

þ�10£��a )�����$�)��)8�l¤@�K���)�Ã�� )¡ ¤l��ú�1e )ú«���ä�)�jü7���0�l§Á$äÿ}��H��
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¦C�$�)�l¡�������?K�0¡����t�a )�����a�K�������7 )ú)��Âa�l�7¤l��ú«�:£ � �l���7�)��¤l��ú�1e )ú«������)8�l¤@�K���)���������#¤l��ú�1e )ú«�:�����)�
ü7���0�l§Á$U���lú)���:��¡����Z�s)-��¡I"�§g�����)�õ�0���l�Z¤l��ú�1e )ú«������¦<��� Fσ

$
¥ ¦K���e�������K���q)-��¡I"�§g����� Gδ

� Fσ

¦<�$�)�l¡����Ì¤l��ú)�e���0 )�����3�0�(�xÎ)ýlú)¤l�Æ�

Fσ, Fσδ, Fσδσ, . . . ,Gδ, Gδσ, Gδσδ, . . .

�a )�X�! � ����¡��lúa���������>)-��¡I"�§g�������)�X¤l��ú�1e )ú«�������)�#ü7���0�l§Q$
�$�*10� S  )¡��

σ
��£�§wH��( )���%$ �Z¡��Ã)8 )ú)�+���

f : E −→ R
þ7��ú)�)�

E ∈ S þ°���)�g�:� S éCj4:&)(+/�Ff�«�S4:�U�0�
f−1((a,∞]) = {x : f(x) > a} ∈ S, ∀a.

¥Å K���ä�L�H���l¡�������§�H� )ú)�Ì�0�l�0 )§g�:���)�����0�! )�0�«)8 )ú)�(Â$�l��¡��lú)�0 )��£ � �l���($
¼ � £�¯�½�7:9<; 8&=

ϕ > =I8 P > :�Q+Rx6SM 9 8�4 B(R̄) � = 9 :%2 > M"�&d 9 4 9 f > =I8 P > :�Q+Rx6L= 9 :%2 > M@�&d 9 4�Y�Z°:6T	Rx68LD@6)=�v^6�2(F�Q+R�6
ϕ ◦ f T¸8&=o\ s = s = 9 :�2 > M@�&d 9 4 z

k ¬�� 5 y��$�
ϕ
�� )¡��,)8 )ú)�+���#¤l��úa�#"�úa K�X�l¡

A ∈ B(R̄)
�lú«�:���

ϕ
� B(R̄)

�'¡��lú)�0 )��£ � �l§Ôþa¦C�����Úú)�l�e���
¤+���0�

ϕ−1((a,∞])
�H )¡ ¤l��ú�1e )úa������ C�l�e���)þ}��  �0�*10�Lþ��H )¡ ¤l��ú�1e )ú«�����)��ü7���0�l§Á$#ÿ}�!H��

�0�(H� )���)�����l�0 )§g�:���)�hyQ� . zs�a )���0�
f
�� )¡��;)8 )ú)�+��� ¡��lú)�0 )��£ � �l§��lúa�:��� ���>)8 )ú)�(Â$�l�

f 2, |f |, 1/f � af + b
�����3�:��¡s ��l¡ B(R̄)

�'¡��lú)�0 )��£ � �l���($
¼ � £ ´ ½�7:9<; 8&=

f, g
P > :�Q)[ 9 28= 9 :%2 > M"�&d 9 F�2 9 = E ∈ S Y�Z°:cT´Rx6�8¹D@6)=o\BF¨:�8�Q+Rx6>4VF¨: 9 8&M af + bg9 6rv�M#6gG > TK6 fg 2gRx6pT¸8&=o\ s = P > :�Q)[ 9 2w= 9 :%2 > M"�&d 9 F�2 z

¼ � £ » ½�7:9 {fn} s§> =I8�2 9@?BA6C :ED�FQ8tG 9 P > :�Q)[ 9 2§= 9 :%2 > M"�&d 9 F�2 9 :6T	Rx6 lim inf fn, lim sup fn
9

lim fn
� 2 9�9 ]�F�2�T<FNM	�s2gRx6 P > :�Q)[ 9 2w= 9 :%2 > M"�&d 9 F�2 z

¼ � £ ¼ ½èn =I8 P > :�Q+Rx6 f s = 9 :%2 > M"�&d 9 4�2 9W9 2�6)= 9 :6T 9 2 9 f+ 9 f− 2gRx6p= 9 :%2 > M"�&d 9 F�2 { 6�:�G 9

f+ =







f(x)
2 9
f(x) ≥ 0

0
2 9
f(x) < 0

9
f− =







−f(x) 2 9
f(x) ≤ 0

0
2 9
f(x) > 0.

y8¥�$Ò¬!z

¼ � £ ¢ ½�7:9<; 8
f > =I8 P > :�Q+Rx6JG 9<` :6F<G98o: > =ÃD@6�: ; > :6TK6¹= 9 :%2 > M"�&d 9 4 E Y 7:9 f s = 9 :%2 > M"�&d 9 4 9

f(x) = g(x)
9 = ? > 8�2 9 TK6gGx6hv^6�:6TK6 x ∈ E { 9 :6T	Rx6 g s = 9 :%2 > M"�&d 9 4�Y
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¥ë��/�&����«139õ=?F:=«9E*'4:F Ù (+*-,89õ=��)�3¤l��ú�1e )úa��� E ⊂ Rn
�X�K���K�3¦C���

χE(x) =







1
�0�
x ∈ E

0
�0�
x /∈ E.

� )-£�¤l��§ � �l���a )�� )¡�� ¤l��ú)�)���+��� ú)�l¤l�l�0��£��0�Æ� ���0 %?K¤l���lú«����¦K����� χE

���õ��¡��lú)�0 )��£ � �l§Å���a )�
E ∈ S � \E ∈ S $�Z¡��W��/�&����«1�(0,�C��<�84:(

f
�{ )¡��s)8 )ú)�+���I�a )�#���0�0 )¡��{��¦<�lúK���Z )¡ ú�
)¡��l�0�>?Kú)�g�����)�

� ��§����0�l���)���e����ú«�����lþÚ�)��H«��¡���� x1 < x2 < · · · < xk

$î�$�
Ei = {x : f(x) = xi}

�lú«�:���
¦C�$�)�l¡������l�0¤l�0� � �l�

f(x) =
k
∑

i=1

xiχEi
(x).

|��x�W����¥�~ r 5�ª:5 ¶W6gG98 P > :�Q+Rx6p= 9 :%2 > M"�&d 9 4Ov^6�G 9 2 9 M 9 2�D�M(FNT¸8LD@6)=-6s2 9 :�Gx6-6I4VFN=WFNT 9 G 9 > =I82 9@?BA6C :ED�FQ8§G 9 P > :�Q)[ 9 2,2�FN=�v�4 9 2w= 9 :%2 > M"�&d 9 F�2gY
�Z¡���)8 )ú)�+�����0�+��§

µ
�)�5?Kú)���K���l¡Þ )¡��

σ
��£�§�H��( )��� S �K���K�Å�Ì )¡���Cj4l2a,82L=Z�0�����?������)-��=

y8�¨z
µ(E) ≥ 0, E ∈ S Ò

y8���¨z
µ(∅) = 0

Ò
y8�����}z

µ

( ∞
⋃

i=1

Ei

)

=
∞
∑

i=1

µ(Ei), Ei ∈ S, Ei ∩ Ej = ∅, ∀i, j
$

�$�
A ∈ S �)��=l�l¡������a )� A � µ éQCj4:&)(+/�Ff�«�E4:�Á$`¥Å K���ñ�L�Z�0�(H� )�l¡ ��§�H� )¡����w¦)�0��¦)�0���l�K���)�l�

�)�X¡��l�)���K���($
¼ s £j½

µ(E1∪· · ·∪En) = µ(E1)+· · ·+µ(En) { 6�:�G 9 E1, . . . , En

2gRx6hG&F�2 ; > :6TK6�2 9 E1, . . . , En ∈
S z

¼ s ª�½�7:9
E ⊂ F

9 :6T	Rx6
µ(E) ≤ µ(F ) { 6�:�G 9 E, F ∈ S z

¼ s ©�½�7:9
E ⊂ F

9 2 9
µ(F ) <∞ 9 :6T	Rx6 µ(F \ E) = µ(F )− µ(E) { 6�:�G 9 E, F ∈ S z

�Z¡��H¡��l�)���K�
µ
�X�0�(H� )§Æ���Ì�0�X���?������)-��=

y8�¨z
µ(G) = sup{µ(F ) : G ⊃ F

¤l��¡�¦K��¤õ��� } þ)¦K����� G �� <�l�e���rÒ
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y8���¨z
µ(E) = inf{µ(G) : E ⊂ G

�� <�l�e��� } þ)¦K����� E ∈ B(X)
$

�$�*10�
A ∈ S $Ú����=l�l¡����q�a )� A ���l¡ Cj4l2a,82L=#&¹/��>=#�0�

µ(A) = 0
$

�$�*10��¡
P (x)

 )¡��H¤l��ú)�)���+�����l¡
x ∈ X �

E ⊂ X
$7����=l�l¡������a )�

P (x)
�A=?�84wì)/«=?(A4

(A4@C��<FA4�4@C
E
�� 

P (x)
�A=?�84aìcí (gí��l¡

E
�0���<�L���e�����

Z ⊂ E
�:��§��a )�

µ(Z) = 0
�
P (x) � ��§���l¡

E \ Z, ∀x $�°�K��¡���¡����� )¡��ä¡��l�)���K�
µ
�)�oCj4l2a,82L= 9l1�C��<�84E*.=n�0�j���$�)� �0 r <¤l��ú�1e )ú«��� �)�� )¡

¤l��ú�1e )ú«�����)� ¡��l�)���K�"úa )§Æ�Ç� ¡3�lú)�0 )�:£ � �l§Ôþ6�� 
�0�*10�Lþ����l¡ ¡��l�)���K�"úa )§Æ�%$�¥Å K���ä�L� � ��¡����
��¦)�0�l�0�lú«�:���3 )¡ ���l���0�l¡��Ã�a )���)��=µ�a )�j���$�K�ä¡��l�)���K��¦<�a�)���0�l�3�l�e���lú)�)���K� �ä )¡���¡��l�)���K�
¤l��¡�¦)§��õ�:�%$

�$�*10� N ��)-��¡I"�§g�����)�����$�)���`���`�0 r <¤l��ú�1e )ú«�����D�)�Ú¤l��ú�1e )ú«�����D�)�Ú¡��l�)�g�K��úa )§Æ�%$�ãÚ��¡����
�)�lú)���:���Ì¦<��� Ŝ �3£�§�H��( )���sH��l�����K�3¦C��� S ∪ N $
|��x�W����¥�~ r 5�©:5 ZÍ]�F�2�T 9�9 ]x8&T¸8&= 9 :cT 9 > =I8t= 9 G&F<G98 µ̂ 9 = Ŝ G 9 =-6gG�6 ? > 9 µ̂ = µ

9 = S YZt2�T¸8§= 9 G&F<G98 s D@6)=�v�4 9 T¸8XY
���#��¤l���0�)�3¤l��¡ �3���l���0�l¡��3��¤l��¡��LþL�)��=l�l¡������a )�{�3¡��l�)���K�

µ̂
�X�j9l1�C��<�84S*'=�Cj4:&¹*'1

�)�
µ
�/�a )� Ŝ ���j9l1�C��<�84E*.=�Cj4:&<*'1��)� S �l¡ �0�l§Æ���+���IF

µ
$

�Z¡��µ)8 )ú)�+�����0�+�?§
µ∗

�)�5?Kú)���K���l¡ P(X)
y¨)-��¡I"�§g���j�)�3���$�)���{���#�0 r <¤l��ú�1e )úa�����#�)�

X
z��X¤@�K��¡����K�H )¡��>Cj4l2a,>2L=�40Jw*'4:F0&C=H�l¡

X
�0�

y8�¨z
µ∗(E) ≥ 0, E ∈ X Ò

y8���¨z
µ∗(∅) = 0

Ò
y8�����}z

µ∗(E) ≤ µ∗(F ), E ⊂ F
Ò

y8� � z µ∗
( ∞
⋃

i=1

Ei

)

≤
∞
∑

i=1

µ∗(Ei), Ei ⊂ X
$

����=l�l¡����q�a )�
E ⊂ X

�
µ∗
�'¡��lú)�0 )��£ � �l§}�0�

µ∗(A) = µ∗(A ∩ E) + µ∗(A \ E), ∀A ⊂ X.

���-)-�?�����)�
A ∩ E = A \ (\E)

�
A \ E = A ∩ (\E)

�0�(H� )�s�a )�
E
��¡��lú)�0 )��£ � �l§

�0�X�X�0��¡��lú«���X�0� \E ��¡��lú)�0 )��£ � �l§Á$
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|��x�W����¥�~�r 5ä­�5 � P 8&=WU¨4VFQ8

Λ
G 9 TK6gGx6�2G6�2wD@6�: ; > :6TK6�2 µ∗ � = 9 :%2 > M"�&d 9 F�2 sh> =I8 σ � ��4 7 9 \BM�8XY��M 9 2�T<M(F�Q+Rx6§G 9

µ∗
8
Λ sw> =I8§= 9 G&F<G98XY

|��x�W����¥�~ r 5�¯:5�7:9
µ∗(E) = 0

9 :6T	Rx6
E s µ∗ � = 9 :%2 > M"�&d 9 4�Y��¥M 9 2�T<M(F�Q+Rx6§G 9 µ∗ 8 Λ sw> =I8= 9 G&F<G98SD@6)=hv�4 9 T¸8XY

sG�����%~wy �$�*10�
A ∈ X

$ �`�l§Æ�¨¦)�0��¦)�0���l�K���)� y8�����}z��)� ¡��õ�)���K�����<�$���l�0úK���lþ
µ∗(A ∩ E) ≤

µ∗(E) = 0
þx10£I�a )�

A ∩ E ⊂ E
$�ÿ}�!H��)þC¦<�l§Æ��¦)�0��¦)�0���l�K���)�µy8�¨zAþK���l¡������a )�

µ∗(A ∩ E) = 0
$

¥ÅH������
A \ E ⊂ A

þK�)�X��ú)�)�X�0�(H� )�G�a )�
µ∗(A \ E) ≤ µ∗(A)

$U¥��0�0��¡
µ∗(A ∩ E) + µ∗(A \ E) ≤ µ∗(A).

y8¥�$ 09z
�`������ L���0�3§Æ���)�

A ⊂ (A ∩ E) ∪ (A \ E)
$Ú�6��"

µ∗(A) ≤ µ∗((A ∩ E) ∪ (A \ E)) ≤ µ∗(A ∩ E) + µ∗(A \ E).
y8¥�$ Ëxz

���sy8¥�$ 09zU�sy8¥�$ ËxzU�! L���l¡����
µ∗(A) = µ∗(A∩E)+µ∗(A\E)

þ$�� ��0�*10�$þ
E
�
µ∗
�'¡��lú)�0 )��£ � �õ§Á$

�$�*10�
F ⊂ E ∈ Λ

þw��ú)�)�
µ∗(E) = 0

${�`����y8�����¨zÌ�oy8�¨zÌ���l¡����,�a )�
µ∗(F ) = 0

$#�n���
���e������¡�¦)§��g¤+�Lþa¦<�l§��>�a )�X��¤+�� K��¡����7�)� � �l�lþ^�a )� F �

µ∗
�'¡��lú)�0 )��£ � �l§Á$U�D���e�:��ú«��� µ∗ �0�l�e���0�g�:���

Λ
�X¤l��¡�¦)§��õ�:�%$

�$ )¦<��úr�K��¡����µ�a )�
X

�0�*10�" )¡ �l�0¦K���l�¨¡I�õ���0��¤l�"¤l��¡ ¡I�õ���0��¤+�
ρ
$ �Z¡�� ¡��l�)���K�

�<�$���l�0úK���X¤@�K��¡����K�>Cj4l2a,82L=�4eJw*�4�F�&C=>CLîE*-F0,89õ=#�0�X���?������)-��=
µ∗(E ∪ F ) = µ∗(E) + µ∗(F ),

�a K��ú)�)�
ρ(E,F ) > 0.

�$�
µ∗
�X )¡��H¡��l�)���K���<�$���l�0úK��¡I�õ���0��¤+�#���l¡����lþ)¦<���Ì��ú)�) )�+���)þ^�a )�

µ∗

(

n
⋃

i=1

Ei

)

=
n
∑

i=1

µ∗(Ei),
�a K��ú)�)�

ρ(Ei, Ej), i 6= j.

|��x�W����¥�~�r 5 ´ 5wï > 8�:�Gx6 µ∗ sh> =I8W= 9 G&F<G98 9 ]�T 9 M<:�8�= s T<M(F�D#8WTK6gGx6�2/6�28D@6�: ; > :6TK6�2rG 9 « 6)M 9 49 =
X
2gRx6

µ∗ � = 9 :%2 > M"�&d 9 F�2gY��Å2@2�FN=38§M 9 2�T<M(F�Q+Rx6§G 9
µ∗
8 B(X) s8> =I8o= 9 G&F<G98 9 = B(X)

Y
�C��§Æ���0�l¡�������H��������0�! )�0�3�j¤l��úa���(
)�)���)�3 )¡ ��ú«�:�õ� � ��§�� n �'�)��¡��lú)�0����úK��§-þ¹���e���µ��þ  )¡��ú«���l� � ��§����l¡ Rn

$T�Z¡��:��§)��úa���l� � ��§��/���{¦)�0�a�) L���{¤+���e���l�0�Æ��ú)�{�)� n ��úa���l� � ��§����U�0�+�����Åy¨?Kú)�g�����@z<$�`�����<�L�l¡�¦)§g���0�
P
�X )¡ ��ú«���l� � ��§�� n �'�)��¡��lú)�0����úK��§W)8�l¤@�K���)���lúa�:���3¦<�a�)�l¡������l�0¤l�0� � �+�
P = ∆1 × · · · ×∆n = [a1, b1]× · · · × [an, bn].

y8¥�$ÆÉ!z
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���5?Kú)��¡����Ì��9l1E&¹*'4+4a2)1��)�X )¡ ��ú«���l� � ��§��s)8�l¤@�K���)� P �l�0¤l�0�g���3¤l��¡��3�l¡ ¥�$ÆÉ�¦<���
|P | := |∆1| · · · |∆n| = (b1 − a1) · · · (bn − an).

�$�
P
)8���X�� C�l�e������  �� <�õ�0������¦<�lúK�����l¡� )¡ §Æ���)�j�)�5?Kú)��¡����6��¤l��ú«���(
)�)���)�

P
�K�j¡��l�0¡��

)8���0¡��%$
�$�*10�

E ⊂ Rn
$À�$�*10� ∪Pi

 )¡�� ¤l�! C�l�e�� )���Ñ?Kú)�g�:� �� ��lú$ )¡��l��£ � �l§6�)����úa���l� � ��§����
)8�l¤@�K���)����¦K�����"�¨¤l��ú�1e )úa���

E
$ & "�ú%?K¡��¨�K�"�0��¡��"�)����¤l��úa���(
)�)�����)�l�e���l��¤l��ú�1e )ú«�����	�

¤@�K��¡����)�/Cj4l2a,82L={40Jw*'4:F0&C=�2)4�BD4�JL4:( Â /a46�)�{¤l��ú�1e )ú«��� E $U���lú)���:��¡������l�e�:�X¡��l�)���K���<�$���l�0úK�¦C���
m∗

n

$Úÿ}�!H��
m∗

n(E) = inf
E⊂∪Pi

∑

|Pi|.
+��H�)�5?Kú)���+������¤l��¡���¦<�$�)�l¡���������¡����� )¡��H¤l�! C�l�e�� )������ <�l�e�:�H¦K�����

E
���3��ú � �l���K�

¤l�! C�l�e�� )���G)8�l¤@�K���K�%$��`�$�)�l¡����7����ú)�K�Xú)���Ú�0�l�e�:�0��úrH����Ú�{¤l�! <�l�e�� )�����7¦C���
n
�'¤l r <��� Ç �� <�l�e�����Ú�� 

)8�l¤@�K���)���($
|��x�W����¥�~ r 5 » 5 �Æ= 9 G&F<G98 9 ]�T 9 M<:�8¹G 9 � 9 \ 9 2#7 > 9 m∗

n sa> =I8S= 9 G&F<G98 9 ]�T 9 M<:�8S= s T<M(F�D#8 9 =
Rn
Y

����=l�l¡����-�a )�
E ⊂ Rn

��BD4�JL4:( Â /a4	Cj4:&)(+/�Ff�«�S4:�{�0�;� m∗
n

�'¡��lú)�0 )��£ � �l§Á$ÔãÚ��¡����
�)�lú)���:���7�/)-��¡I"�§g���X�)���7¤l��ú�1e )ú«������ÿ}�( <�l��H� )�6¡��lú)�0 )��£ � �l���7¦<��� Ln

$ Ln

�� )¡��
σ
��£�§�H��( )���X���

�0�l�e���0���+���H�)�
m∗

n

� Ln

�� )¡��H¡��l�)���K�H�>�a K��§w�)�lú)���:��¡����Ì¦<���
mn

��¤<�K��¡���¡������)�«Cj4l2a,82L=
2)46BD4�J$4:( Â /a4�$
k ¬��(�x���r~^ !ÿ|����y
. $Z�`�l§��«�`�l�����õ¡���¥�$ÆÉ��0�(H� )�q�a )���6¡��l�)���K�

m∗
n

�Ì¤l��¡�¦)§g�õ�:�%$ �`�l§��«�`�l���0�l¡���¥�$ Õ����$�)��� ���
¤l��ú�1e )ú«�������)��ü7���0�l§<�����3ÿ}�( C�l��H� )��¡��lú)�0 )��£ � �l���($Ú�n����ú)�l¡����$�)��¤l��ú�1e )ú«���3ÿ}�( <�l��H� )�
¡��lú)�0 )��£ � �l§��X )¡ ¤l��ú�1e )úa���3�)�#ü7���0�l§QÒ

¬�$Å�$�
P
�� )¡ ��úa���l� � ��§��3�� <�l�e����y8�� o)8�l¤@�K���)�xz��lú«�:��� mn(P ) = |P |

Ò
hµ��·¸~%��� yq�`�l¡����q�a )�

P ⊂ P̄
þ)�)�X��ú)�)�

mn(P ) = m∗
n(P ) ≤ |P̄ | = |P |.

y8¥�$ Õ9z
å
n
ÏN.*ë+�&�(ç°ç��(�w� 0(èÁé����f'(� �(ç

n
ÏN��� ì�é�0�ç<� ��0)'(�Æç%��é�³)0+�1���(ç�.��5ì��GçQé�0)���8�8$+���+��ë�è��8.�'(�QèÁé�ç<�1'(0+�8��é�� 05èÁé����('(� �(ç

�Áé"'(�Æç:��éÓì�é�çQì���.��5ì�$+��� ì�é�05è	��û
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�`���{�� L���0��§Æ���)�)þ ����¡��l¡����X )¡���¤l�! <�õ�0�� )���n�� <�l�e�:� ⋃
iQi

�)�
P
$jÿ}�!H��

P ⊂ ⋃iQi

þ
��ú)�)�

Qi

�����#�� <�l�e�����lþ ∀i $t�$�*10�{ )¡ ��ú«���l� � ��§��«)8�l¤@�K���)� P0
�:��§W�a )�

P ⊂ P0
� |P |− ε <

|P0|, ε > 0
$Ú�n���

P ⊂ P0 ⇒ P0 ⊂
⋃

iQi

$��`�l§��s�`�l���0�l¡����)�rðZ�l��ú)�A��ü7���0�l§¹�0�(H� )�«�a )�
P0 ⊂

⋃k

i=1Qi

¦K�����3��§�H� )¡
k ⇒ |P0| ≤

∑k

i=1 |Qi| ≤
∑

i |Qi|
$Ú�`���e�:��ú«���

|P | − ε ≤
∑

i

|Qi| ⇒ |P | − ε ≤ m∗
n(P )

⇒ |P | ≤ m∗
n(P ) = mn(P ).

y8¥�$Òª!z
���-y8¥�$ Õ9z7�-y8¥�$Òª!z7�! L���l¡���� |P | = mn(P )

$
0%$Å�$�

E
�  )¡ ¤l��ú�1e )úa���¨¡��lú)�0 )��£ � �l§Ôþ6�lú«�:��� E =

⋃∞
i=1 Pi

þ6��ú)�)�
Pi

�����¨¤l��ú�1e )úa�����
¡��lú)�0 )��£ � �l�����)����1e )úa�����(Ò

Ër$Å�$�
E ⊂ Rn

þ<�lúa�:�����<�L���e���� )¡¢¤l��ú�1e )ú«���
H
�)������¦C�

Gδ

�:��§��a )�
E ⊂ H

�
mn(H) =

m∗
n(E)

Ò
É�$�¥��X¤l��ú)�)���(Âa�l�#�� K���ä�L�j������ú)�l¤l�l�0��£��0�Æ���{�3�0 %?K¤l���lú«���l�#¦K�?�:�j )¡��K���)��¤l��ú�1e )úa���

E
�0�l�

Ln

�'¡��lú)�0 )��£ � �l§Á'
y-�9z ∀ε > 0, ∃G �� <�õ�0���H�:��§|�a )�

E ⊂ G
�
m∗

n(G \ E) ≤ ε
Ò

y� Wz ∃H �)�H����¦<�
Gδ

�:��§|�a )�
E ⊂ H

�
m∗

n(H \ E) = 0
Ò

y8¤�z ∀ε > 0, ∃F )8�l¤@�K���)�3�:��§|�a )�
F ⊂ E

�
m∗

n(E \ F ) ≤ ε
Ò

y8�Wz ∃J �)�3����¦C� Fσ

�:��§k�a )�
J ⊂ E

�
m∗

n(E \ J) = 0
$

Õ%$�¥
σ
��£�§�H��( )��� Ln

¤l����ú)¤l���)�3¤l��¡��n¤l��¡�¦)§��A�A�?¡��lúa�����K��£�§�H��( )�����)��ü7���0�l§ B̄n

y8���a K��§
�<�L���e���X¦C�l§����`�l���0�l¡��3¥�$ 09z7�l¡ �0�l§Æ���+���IFH¡��l�)���K�

mn

Ò
hµ�V·¸~%��� y,ã6��¡�����úK� &  )�0�l� � ���+��� . �a )�#���a�)��¤l��ú�1e )ú«���j�)��ü7���0�l§�� m∗

n

�'¡��lú)�0 )��£ � �l§
�s�a )�3�l�e�:�µ�� )¡���¡��l�)���K��¤l��¡�¦)§��õ�:�%${ÿ}�!H������$�)�j�0 r C¤l��ú�1e )úa�����)�H )¡ ¤l��ú�1e )ú«�����)�
ü7���0�l§w�)�X¡��l�)���K�Húa )§Æ�>�X¡��lú)�0 )��£ � �l§Á$Ú�`���e�:��ú«��� B̄n ⊂ Ln

$
�`��¡��

E ∈ Ln

$U�`�l§Æ� &  )�0�l� � ���+�?�>É� wþ«¦<��ú)�)� Z = H \E ���l¡����Ó�a )�
Z
��¡��lú)�0 )��£ � �l§Ôþ

10£��a )�
m∗

n(Z) = 0
y � �*10� �Ñ�`�l���0�l¡�� ¥�$ÆÉ!z<$ �6��"

E = H \ Z þÌ��ú)�)� H ∈ Bn

�
m∗

n(Z) = 0
$��6� &  )�0�l� � ���+���-Ë��0�(H� )�G�a )� ∃H ′ ∈ Gδ

y⇒ H ′ ∈ Bn

z7�:��§k�a )�
Z ⊂ H ′
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�
mn(H) = m∗

n(Z) = 0
$6ÿ}�!H��

Z
�� )¡¢�0 r <¤l��ú�1e )ú«���j�)�� )¡ ¤l��ú�1e )ú«�����)�Hü7���0�l§`�)�

¡��l�)���K�júa )§Æ�%$3¥��0�0��¡
Z ∈ B̄n

þ`�)�3��ú)�)�
H \ Z ∈ B̄n

yÆ10£o�a )�
H ∈ Bn

z<$��`���e�:��úa���
Ln ⊂ B̄n

�X�)�l�e���{¡��a�)�H���l¡���� Ln = B̄n

$
ª�$Å�$�

E ⊂ Rn
� Ln

�'¡��lú)�0 )��£ � �l§ � F ⊂ Rp
� Lp

�'¡��lú)�0 )��£ � �l§ �lú«�:��� E × F ⊂ Rn+p
�

Ln+p

�'¡��lú)�0 )��£ � �l§Á$U¥�§��l¡ �)���0�0�)þ
mn+p(E × F ) = mn(E)mp(F )

Ò
Í $Å�$�*10��¡

G ⊂ Rn
 )¡ ¤l��ú�1e )ú«��� Ln

�'¡��lú)�0 )��£ � �l§D� T : G −→ Rn
 )¡�����¦)§���¤+���+����ÿ}��¦$�

�0¤@�)�g�#=�¤l��ú«�#"�úa K�%$t�Uú«�:���3�H��¡���H��l¡ �)�6¤l��ú�1e )úa����� Ln

�'¡��lú)�0 )��£ � �l���q� Ln

�'¡��lú)�0 )��£ � �õ§ÁÒ

 $Å�$�*10�

f
 )¡��°)8 )ú)�+���Ì�)�5?Kú)���K�Ìúa )¡ ¤l��ú�1e )úa����¡��lú)�0 )��£ � �l§ E $��Uú«�:��� f � Ln

�'¡��lú)�0 )��£ � �l§
�0�7�7�0��¡��lú«���7�0� ∃F ⊂ E

)8�l¤<�K���)���:��§x�a )�Ì�Z�0�l�e���0���+���
fF
�7¤l��úa�#"�úa K�Z�

m∗
n(E\F ) < ε

Ò
. ©%$Å�$�*10�

f
 )¡���)8 )ú)�l�����)�5?Kú)���K��úa )¡¢¤l��ú�1e )úa����¡��lú)�0 )��£ � �l§ E $Å�$� f � Ln

�'¡��lú)�0 )��£ � �l§
�lú«�:�����<�L���e���6 )¡��#�0�(�xÎ)ýlú)¤l�Æ���)�Å)8 )ú)�(Â$�l��¤l��ú«�#"�ú$ K���°�a )�6¤l��ú � �l��H��6¦K����� f �W$ �($��l¡ E

$
+Z�j¤+���0�j�K��¡��l�)���K���)�Hÿ}�( C�l��H� )����)-£�¤l��§ � �l�,�a )�H���6¤l��ú�1e )ú«�����6�lú$ )¡3�l��£ � �l���6�����

�<�L�l¡�¦)§������)��¤l��ú�1e )úa�����Ì�)�6¡��l�)���K�#ú$ )§Æ�%$��n���Ì¦C�$�)�l¡������K�����<�L�l¡�¦)§������)��¤l��ú�1e )ú«�����ÌúK���?�
�lúa )¡��l��£ � �l�����)�6¡��l�)���K�#úa )§Æ�%$ & ¤l��ú�1e )ú«���H�)�/����ú«�����lþL¤l �10��¤l��ú)�e���0 )�+���>)-���0�l¡������#�0�(H� )���lþ
�j )¡!�<�L�l¡�¦)§�� �)���e���r$E�7��ú)�0���)�õ�����ä¤l��ú�1e )úa���

E0 = [0, 1]
$E���õ��������ú)�)�ä )¡��n���l�0�+� ¦K���e���

�)�l�e���{¤l��ú�1e )ú«�����! L���l¡����Ì��¤l��ú�1e )úa���
E1 = [0, 1

3
] ∪ [2

3
, 1]
$����õ��������ú)�)�3 )¡������l�0�+�3¦K���e���X�)���

¤l��ú�1e )ú«�����
[0, 1

3
]
�
[2
3
, 1]

�! L���l¡����U�{¤l��ú�1e )ú«���
E2 = [0, 1

9
]∪ [2

9
, 3
9
]∪ [6

9
, 7
9
]∪ [8

9
, 1]
$Ó���õ¦<�õ����ú)�)�

�l�e��������¤l���a¤("�ú)���6�! L���l¡����U )¡��6�0�(�xÎ)ýlú)¤l�Æ� {En}
�)�Ì¤l��ú�1e )úa����� �:��§r�a )�

E1 ⊃ E2 ⊃ · · ·
�Ì¦K�����

¤+���K�
n, En

���j )ú)�Æ�����)�
2n

¤l��ú�1e )ú«�����X¤+���K�� )¡�¤l��¡�¤l��¡�¦)�0��¡��lú«���
3−n

þ �)�3¡��$�)�µ�a )�
mn(En) =

(

2
3

)n $ & ¤l��ú�1e )ú«���
P =

∞
⋂

n=1

En

�X�3¤l��ú�1e )ú«�����)������ú«�����($t� �l¡������a )�

P ⊂ En ⇒ m(P ) ≤
(

2

3

)n

, ∀n.

ÿ}�!H��H����¡���ú)�)�3�3§���¡3�g����¤l��¡
n→∞ �! L���l¡����

m(P ) = 0
$

ãÚ��¡����U�K���U¡������U )¡��<�L�l¡�¦)§��r$U�n�����)�l�e�:� � �(= � ��¡�����¤l��ú)�e���0 )���U )¡�¤l��ú�1e )ú«���G�a )�
úK���-��ÿ}�( <�l��H� )��¡��lú)�0 )��£ � �l§Á$Å+Z����ú«���l� � ��§�� [0, 1]

¤l��ú)�0���)�l�0�H���0�l§Æ���+�����)���(�a )�^� � ��§�ýlú)¤l�Æ� ∼
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�a )�>���:��§��a )�
x ∼ y

�0�
x − y ∈ Q

$ � ¤l§Æ���0���a )� ∼ ¦)�0�a�) r=H )¡���¦K���e�����+�����)�H¤l§Æ���0�0�l���)�
�(�a )� � ��§�ýlú)¤l�Æ�j�l¡ [0, 1]

$>�`��¡��
M ⊂ [0, 1]

¤l��¡����0�lú)�)�� )¡�¤l��ú�1e )ú«���	�a )�3¤l��ú«�#�l¡��<�)�?�:�E�
¡��lú«���# )¡ �0�l¦)�0�l�0�lúa�:��ú«���H�)��¤+���K��¤l§Æ���0�0���)���(�a )� � �?§�ýlú)¤l�Æ�Ãy-���<�L���e��ýlú)¤l�Æ���)�l�e���H¤l��ú�1e )ú«���µ�
 )¡��#¤l��ú)�0�(�xÎ)ýlú)¤l�Æ�H�)�H¥��L����¡��{�K�>�U�0¤l��§��K�9z<$��$ )¦<��úr�K��¡������a )�

M
�0�*10�Hÿ}�( <�l��H� )��¡��lú)�0 $�

��£ � �l§Á$��`��¡��l¡���� m(M) = α
$,�$�*10� {rn} ���0�(�xÎ)ýlú)¤l�Æ���)�{���a�)��������úx
)¡��l�0��������¤l�g��úK�������l¡

[−1, 1] �X�0�*10�
Mn = rn +M = {rn + x : x ∈M}.

�U�e���l�Z¤l��ú�1e )ú«�������������)����1e )ú«��������¦K�����H���a�)�
n
��ýl¡H�'�0�

[0, 1] ⊂Mn ⊂ [−1, 2] $��Uú«�:���

[0, 1] ⊂
∞
⋃

n=1

Mn ⊂ [−1, 2].

¥ÅH������
m(Mn) = m(M) = α

10£>�a )�{¤+���K�
Mn

�X )¡��#������ú)�0§Æ���+����y8��ú � ���0�Æ��ú«����zÚ�)� M $��6��"

m

( ∞
⋃

n=1

Mn

)

≤ 3⇒ α = 0.

�n���Ì¦C������ L���0�H§Æ���)�
m(
⋃∞

n=1Mn) ≥ 1
��¦<���e�:��ú«�������l¡����� )¡��#¤l��úa�������)���+���%$�ÿ}�!H��

M
úK���

�{ÿ}�( C�l��H� )�{¡��lú)�0 )��£ � �l§Á$



a �âá�� f ikg"� ñ

½ �ml�� bdc�e ¾E¿Àn a � �Il c�e l e

+Z�l�e���j��¦<ýlú)�)��¤l� � ��¡����#��úa���0�a�) r=l���{��¤l��ú)¤l�l�g�����)����ú«���(H�����§7�� )�e�����?�:�n����¦)�0�l�0�lúa�:���H��§�H� )ú)�
�0�l�0 )§g�:���)���Z�lú � ��§ � �lú)�)���l�e�:������ú«���(H��������($�+�������ú)¤l§� )���0�l¡��������Z�)�l¡���ú)�e�������(Â$�l�Z�)�l�e���l�6�0�l�0 )§]�
�:���)���($t�U�e�:���Z¦C�$�)�l¡ �0�l�Z�lú)¤l��ú«�������K�����l¡vÈ . ¬�ÊÁ$

�U�0��¡��l���0� � �?¡����Z�)�5?Kú)��������úa���(H�����§}�0��¡��lú«���{¦K������)8 )ú)�(Â$�l��úK���?�'ú)�(H«�?��� � �?�§$��$�*10��¡
µ
 )¡���¡��l�)���K�j�

f
 )¡���)8 )ú)�+���

µ
�'¡��lú)�0 )��£ � �l§�úK���?�'ú)�(H«�?��� � ���)�5?Kú)���K��ú$ )¡�¤l��ú�1e )úa���

µ
�

¡��lú)�0 )��£ � �l§ E $U¥ ,�&<*'4 Â F:=?�`2)4 f 4@C E
4@C FA4:�>=X���«1�ò>C�4l2a,82L=

µ
�X�)�5?Kú)���K�H¤l��¡��r'

∫

E

f(x)dµ(x) =

∫

E

fdµ := sup
E=

⋃

i
Ei

∞
∑

i=1

(

inf
Ei

f

)

µ(Ei),

��ú)�)�
Ei

������¤l��ú�1e )ú«������¡��lú)�0 )��£ � �l�����)����1e )ú«�����($ �$� ¤+���0����§�H� )¡
Ei

)8��� � ��=l����¦<��¡����
infEi

f = 0
$ÑÄ6 K��ú)�)�

µ = mn

þÚ����ú«���(H�����§7��¤l��¡�����¤@�K��¡����K��,�&<*'4 Â F:=?�Ì2)4�BD4�J$4:( Â /a4�2L=
��/�&����«1

f
&<1�9l1E&�ØS/�&<*'1

E
$����lú)���:��¡�����¦C���
∫

E

f(x)dx =

∫

E

f(x1, . . . , xn)dx1 · · · dxn,

��ú)�)�
x = col(x1, . . . , xn)

|��x�W����¥�~ ~ 5Q£ ¼ |��x�W����¥�~���� xG~^���W��oèó���¤�� ½+5�7:9<; 8
f > =I8 P > :�Q+Rx6SG 9<` :6F<G98I: > =ôD@6�: �; > :6TK6o= 9 :%2 > M"�&d 9 4 E Y 7:9 f s = 9 :%2 > M"�&d 9 4 9 :�Rx6 � : 9 798&T<FNd�8 { 9 :6T	Rx6

(

inf
E
f
)

µ(E) ≤
∫

E

fdµ ≤
(

sup
E

f

)

µ(E).

sG���W¦���¤�����~^������y
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¼ s £j½ ∫
E

αfdµ = α

∫

E

fdµ, α ≥ 0;

¼ s ª�½
f(x) ≤ g(x)

9 =
E ⇒

∫

E

fdµ ≤
∫

E

gdµ z
¼ s ©�½ ∫

E

cdµ = cµ(E), c ≥ 0;

¼ s ­:½
µ(E) = 0⇒

∫

E

fdµ = 0
Y

+��H�0�(�xÎ)ýlúK¤l�Æ�3§����e�:��¡����Ì�?§�H� )ú)�Ì���õ�� )§]�A�?�)���($
¼ � £j½�7:9<; 8

f > =I8 P > :�Q+Rx6JG 9<` :6F<G98o: > =ÃD@6�: ; > :6TK6¹= 9 :%2 > M"�&d 9 4 E Y 7:9 f s = 9 :%2 > M"�&d 9 4 9:�Rx6 � : 9 798&T<FNd�8 { 9 :6T	Rx6
y-�9z

λ(A) :=

∫

A

fdµ sw> =I8o= 9 G&F<G98�:�8S��4 7 9 \BM�8SGx6�2�D@6�: ; > :6TK6�2w= 9 :%2 > M"�&d 9 F�2aD<6�:6T<F �Gx6�2 9 =
E z

y� Wz
E =

⋃

i

Ei : Ei ∩ Ej = ∅, i 6= j ⇒
∫

E

fdµ =
∑

i

∫

Ei

fdµ.

¼ � ª�½�7:9<; 8
f > =I8 P > :�Q+Rx6JG 9<` :6F<G98o: > =ÃD@6�: ; > :6TK6¹= 9 :%2 > M"�&d 9 4 E Y 7:9 f s = 9 :%2 > M"�&d 9 4 9:�Rx6 � : 9 798&T<FNd�8 { 9 :6T	Rx6

y-�9z
f(x) ≥ 0

9 ∫

E

fdµ = 0 ⇒ f(x) = 0
? Yq2gY 9 =

E z
y� Wz

f(x) > 0
9

µ(E) > 0 ⇒
∫

E

fdµ > 0.

¼ � ©�½ ¼ |��x�W����¥�~h��� ut�x¬Ó���(³���� ½L7:9<; 8 {fn} > =I8	2 9@?BA6C :ED�FQ8�D�M 9 2�D 9 :6T 9 G 9 P > :�Q)[ 9 2I:�Rx6 �: 9 798&T<FNd�8�2 9 = 9 :%2 > M"�&d 9 F�2 { 6�:�G 9 fn s G 9<` :6F<G98 9 = > =bD@6�: ; > :6TK6�= 9 :%2 > M"�&d 9 4 E { vr8&M�8TK6gGx6
n
Y3Z°:6T	Rx6

lim
n→∞

∫

E

fndµ =

∫

E

fdµ,
6�:�G 9

f(x) = lim
n→∞

fn(x)
9 =

E.

¼ � ­:½�7:9<; 8&=
f
9
g
P > :�Q)[ 9 2�:�Rx6 � : 9 798&T<FNd�8�2�G 9<` :6F<G98�2G: > =öD@6�: ; > :6TK6§= 9 :%2 > M"�&d 9 4 E Y 7:9 f9

g
2gRx6o= 9 :%2 > M"�&d 9 F�2 9 :6T	Rx6

∫

E

(αf + βg)dµ = α

∫

E

fdµ+ β

∫

E

gdµ, α, β ≥ 0.
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¼ � ¯�½�7:9<; 8 {fn} > =I8Ç2 9@?BA6C :ED�FQ8®G 9 P > :�Q)[ 9 2V:�Rx6 � : 9 798&T<FNd�8�2 9 = 9 :%2 > M"�&d 9 F�2 { 6�:�G 9 fn sG 9<` :6F<G98 9 = > =¦D@6�: ; > :6TK6o= 9 :%2 > M"�&d 9 4 E { vr8&M�8§TK6gGx6 n Y3Z°:6T	Rx6

∞
∑

n=1

∫

E

fndµ =

∫

E

∞
∑

n=1

fndµ.

¥ÅH������ � ��¡����{�)�5?Kú)���#����ú«���(H�����§�¦K�����µ)8 )ú)�(Â$�l�#�)���0��úK��§Ú���� )�g����£��0���%$o�$�*10� f  )¡��
)8 )ú)�+���

µ
�'¡��lú)�0 )��£ � �l§K�)�5?Kú)���K�Xúa )¡ ¤l��ú�1e )ú«���

µ
�'¡��õú)�� )��£ � �l§ E $ ¥�,�&<*'4 Â F:=?�<2)4 f 4@C E

4@C
FA4:�>=X���«1�òsCj4l2a,82L=

µ
�X�)�5?Kú)���K�H¤l��¡��r'

∫

E

fdµ =

∫

E

f+dµ−
∫

E

f−dµ,

��ú)�)�
f+

�
f−

)8������¡ �)�5?Kú)���K���3�l¡Ûy8¥�$Ò¬!z<$Ð�$�����3��ú«���(H��������H��¤õ��¡��ÃFä�)���0�l�g�:�n�����Ã?Kú)�g�:���lþ
�)��=l�l¡������a )���/)8 )ú)�+���

f
��,�&¹*'4 Â Ff�«�S4:�°y8�� �(A1�CS�a�S4:�¸zU�l¡ E

$Ú�n�����Ú )¡�� � �(=6�0� µ = mn

�l�e�:�
��ú«���(H�����§|��¤<�K��¡����K�H,�&<*'4 Â F:=?� 2)46BD4�JL4:( Â /a4H�K�s)8 )ú)�+��� f �l¡ E

�{�3�)�õú)���:��¡�����¦C���
∫

E

f(x)dx =

∫

E

f(x1, . . . , xn)dx1 · · · xn,

��ú)�)�
x = col(x1, . . . , xn)

$ +Z�?�� )�:�?§�¡��lúa���������U�0��¦)�0���l�K���)�l��y-� . z.�5yÔ�ÓË9zõþ����o���l�0 )§g�:���)���
yQ� . z.�5yQ�ÅÉ!z7�{�-�`�l���0�l¡���üÅ$ . �:��¡s ��l¡ � ��§��l¡ ú)�l�e����¤+���0�r$Ì¥Å K���ä�L��§����e�:��¡����Ì¡������Z��§�H� )¡����
¦)�0��¦)�0���l�K���)�l�($
¼ s ¯�½�7:9

f = g
? Yä2gY 9 =

E { 9 :6T	Rx6
∫

E

fdµ =

∫

E

gdµ;

¼ ss´ ½ ∫
E

fdµ <∞⇒ f(x) <∞ ? Yq2gY 9 = E z
¼ s>» ½ ∣∣

∣

∣

∫

E

fdµ

∣

∣

∣

∣

≤
∫

E

|f |dµ.

|��x�W����¥�~ä~ 5�ª:5�7:9<; 8
f > =I8 P > :�Q+Rx6W= 9 :%2 > M"�&d 9 4 9 = > =_D<6�: ; > :6TK6W= 9 :%2 > M"�&d 9 4 E Y�Z°:6T	Rx6

� 8(�
f s F¨:6T 9 7&M"�&d 9 4�2 9�9 2�6)= 9 :6T 9 2 9 x 7→ |f(x)| s F¨:6T 9 7&M"�&d 9 4 z

� \�� 7:9 |f(x)| ≤ ϕ(x)
6�:�G 9

ϕ s F¨:6T 9 7&M"�&d 9 4 { 9 :6T	Rx6 f s F¨:6T 9 7&M"�&d 9 4�Y
���L���e���X )¡���¤l��ú)�<�)�����lúa���0�{�H��ú«���(H�����§¹�)�{ÿ}�( <�l��H� )�{�X�H��úa���(H�����§¹�)�G�����l¡���ú)ú|$t�$�

f
�Z )¡��«)8 )ú)�+����§���¡3�]�:���K���l¡� )¡���ú«���l� � ��§�� P þ$ )¡��{¤l��ú)�)���+���{ú)�l¤l�l�0�:£��0�Æ�{���0 %?K¤l���lú«����¦K�����
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f
�0�l�«�����l¡���ú)ún��ú«���(H���£ � �õ§��s�a )����¤l��ú�1e )úa�����)����¦<��ú«�����6�)�#�)�l�0¤l��ú«����ú$ )���K���)�#�)� f �l¡ P���lúr�K�H¡��l�)���K�oy8�)�Xÿ}�( C�l��H� )��zÌúa )§Æ�%$tÄ6 K��ú)�)�3���e���H�$¤l���0�0�X����úa���(H�����§<�)�{ÿ}�( C�l��H� )�{¤l����ú)¤l���)�

¤l��¡ �H��ú«���(H�����§w�)�G�����l¡���ú)ú|$
+Z�/�a )�Z�0�(H� )� � �?¡����Ú��¦)�0�l�0�lú«�:�����/�`�l���0�l¡����)���K r )��ú)�Á$`¥�ú«���l��¦)�0�l¤l������¡����U�)�5?Kú)���

��¦)�0�a�) L���j¤+�?�0���l�0�Æ�?ú)���)��¡��l�)���K���($«�$�*10��¡
X1

�
X2

�l�0¦K���l���X���� )�g����£��0�g���Z�#�0�*10��¡ S1
� S2

σ
��£�§�H��( )����� �)�5?Kú)���K���Ú�l¡

X1
�
X2
þa�0�l�0¦C�l¤õ��� � ��¡��lú«����$Ó�`��¡��l¡����U�) K���Ú¡��õ�)���K��� µ1 � µ2 úK���

σ
��£�§�H��( )����� S1 � S2 þK�0�l�0¦C�l¤õ��� � ��¡��lú«����$°�Uú«�:���

(µ1 × µ2)(E) :=

∫

X1

µ2(Ex1
)dµ1 =

∫

X2

µ1(E
x2)
�
µ2, E ∈ S1 × S2,

��ú)�)�
Ex1

:= {x2 : (x1, x2) ∈ E}
�
Ex2 := {x1 : (x1, x2) ∈ E}

$t�U�e�:�3¡��l�)���K�H���?������)-��=

(µ1 × µ2)(E1 × E2) = µ1(E1)µ2(E2), Ei ∈ Si.

|��x�W����¥�~ ~ 5�© ¼ |��x�W����¥�~ ���âþ���¬�¤Q��¤ ½+5W7:9<; 8
f > =I8 P > :�Q+Rx6 (µ1 × µ2) � = 9 :%2 > M"�&d 9 4G 9<` :6F<G98�:�6LD@6�: ; > :6TK6 E1 × E2 { 6�:�G 9 Ei s µi � = 9 :%2 > M"�&d 9 4 { i = 1, 2

Y�Z°:6T	Rx6
∫

E1×E2

fd(µ1 × µ2) =

∫

E1

[∫

E2

f(x1, x2)dµ2(x2)

]

dµ1(x1)

=

∫

E2

[∫

E1

f(x1, x2)dµ1(x1)

]

dµ2(x2).

�$�*10�
X

 )¡ �l�0¦K���l� ¡I�õ���0��¤l� §��$¤+��§�¡3�lú«����¤l��¡�¦K��¤õ���r$EãÚ��¡����3�)�lú)���:���3¦<��� C+ �
)-��¡I"�§g���#�K���q)8 )ú)�(Â$�l��¤l��úa�#"�úa K���Ì�XúK���?�'ú)�(H«�?��� � �����l¡ X

$
|��x�W����¥�~�~ 5ä­ ¼ |°�x�W����¥�~Ì���¨�µ¤����B÷ ½+5�7:9

F s§> = P > :ED�FÁ6�:�8�4%G 9<` :6F<Gx6 9 = C+ T¸8�4 ? > 9
F (f+g) = F (f)+F (g) { 9 :6T	Rx6 9 ]�F�2�T 9 > =I8w= 9 G&F<G98 µ 9 = B(X)

? > 9 s ` :6FNT¸8 9 =ÆD@6�: ; > :6TK6�2D@6)=�vr8OD�TK6�2 9 T¸8�4 ? > 9
F (f) =

∫

X

fdµ, ∀f ∈ C+.

�$�*10��¡
x0 ∈ Rn

�
f
 )¡���)8 )ú)�+����¡��lú)�0 )��£ � �l§Dúa )¡�� � ��=l��úr�K��ú)�+���)� x0 $6����=l�l¡�����a )�

x0
�� )¡Æ�D1E&<*'1�2)46BD4�J$4:( Â /a4H�K�s)8 )ú)�+��� f �0�

lim
δ(Q)→0, x0∈Q

1

|Q|

∫

Q

f(x)dx = f(x0),

��ú)�)�
Q
�X )¡ ¤l r <�

n
�'�)��¡��lú)�0����úK��§¹�

δ(Q)
�)�lú)���:�H���)�}��¡��õ���0���)�

Q
$
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|��x�W����¥�~�~ 5�¯:5h7:9<; 8
f > =I8 P > :�Q+Rx6�G 9<` :6F<G98 9 = > =¦F¨:6T 9 M(d�8�4�6 P Y 7:9 f s = 9 :%2 > M"�&d 9 4 {9 :6T	Rx6 ? > 8�2 9 TK6gGx6�2s6�2�v^6�:6TK6�2aG 9 P 2gRx6hv^6�:6TK6�2aG 9 � 9 \ 9 2#7 > 9 G98 P > :�Q+Rx6 f Y

�$�*10�
f : [a, b]→ R

$Ú����=l�l¡������a )�
f
�#=rJ?(A1E�./)*.=�Cj4:&<*'4�9l1E&<* Ù &¹/«=��l¡ [a, b]

�0�{¦K�����
���a�)�

ε > 0
�<�L���e���

δ > 0
�:��§��a )�n�0�

(a1, b1), . . . , (ak, bk)
����� �0 r $�'��úa���l� � ��§������)����1e )ú«�����

�)�
[a, b]

�:���g�µ�a )� ∑k

i=1(bi − ai) ≤ δ
þZ�lúa�:��� ∑k

i=1 |f(bi) − f(ai)| ≤ ε
$â�$�(H� )� �)�l�e�:�

�)�5?Kú)���+���o�a )�� )¡��-)8 )ú)�+���n�� )�0��§� L�:��¡��lú«���H¤l��ú«�#"�ú$ K�µ�3 )¡��-)8 )ú)�+����¤l��ú«�#"�úa K���>�a )�� )¡��
)8 )ú)�+���jÿ}��¦)�0¤@�)�g�#=#¤l��ú«�#"�ú$ K�I�H�� )�0��§� L�:��¡��lú«���{¤l��úa�#"�úa K�%$�¥Å K���ä�L�����l¡����6��§�H� )ú)���0�l�0 )§g�:���)���
�lú � ��§ � �lú)�)��)8 )ú)�(Â$�l�Z�� )�0��§� L�:��¡��lú«����¤l��ú«�#"�ú$ K���($
¼ �o´ ½�7:9

f sJ> =I8 P > :�Q+Rx6Ç8X\<2�6�4 > T¸8&= 9 :6T 9 D@6�:6T<U¨: > 8 9 = > =øF¨:6T 9 M(d�8�4�6 [a, b] { 9 :6T	Rx6 f sG 9 M(FNd)�&d 9 4 9 = ? > 8�2 9 TK6gGx6rv^6�:6TK6§G 9 [a, b] z
¼ �	» ½�7:9<; 8

f : [a, b]→ R > =I8 P > :�Q+Rx6�8X\<2�6�4 > T¸8&= 9 :6T 9 D@6�:6T<U¨: > 8XY�Z°:6T	Rx6
∫ b

a

f ′(x)dx = f(b)− f(a);

¼ �o¼ ½�7:9<; 8
f : [a, b]→ R > =I8 P > :�Q+Rx6�8X\<2�6�4 > T¸8&= 9 :6T 9 D@6�:6T<U¨: > 8XY 7:9 f s D�M 9 2�D 9 :6T 9�9 :6T	Rx6

m(f(E)) =

∫

E

f ′(x)dx

vr8&M�8oTK6gGx6LD@6�: ; > :6TK6p= 9 :%2 > M"�&d 9 4 E ⊂ [a, b]
Y

�$�*10� K  )¡���)-��¡I"�§g��� �)�ä¤l��ú�1e )úa�����j¤l��ú«���lú)�)���"¤l��ú�1e )ú«��� � ��=l���r$d�Z¡���)8 )ú)�+���
λ : K → R

�X )¡��
σ
é<��/�&����«1��0�X���?������)-��=

y8�¨z
λ(∅) = 0

Ò
y8���¨z

λ(E)
�«?Kú)�g�:�Lþ ∀E ∈ K Ò

y8�����}z
λ

( ∞
⋃

i=1

Ei

)

=
∞
∑

i=1

λ(Ei)
þ)��� ∞

⋃

i=1

Ei ∈ K
�
Ei

������¤l��ú�1e )ú«�������)����1e )úa�����Ì�l¡ K $
�$�*10�

F
 )¡��

σ
�¸)8 )ú)�+�����)�5?Kú)���K�{�l¡  )¡���ú«���l� � ��§�� P ⊂ Rn

$ ¥��õ=?F0,>=X���«1��K�G)8 )ú)�+���
F
�l¡

P
�X�K���K�H¦<���

|F |(P ) := sup

{

k
∑

i=i

|F (Pi)| : P =
k
⋃

i=1

Pi

}

,

��ú)�)�
Pi

��������ú«���l� � ��§����Ú�)����1e )ú«�����($�Ä6 K��ú)�)� |F |(P ) <∞ �)��=l�l¡����°�a )�
F
�6 )¡��8��/�&����«1�2)4

�A=?F0,>=X���«1#��,�C3,Ô*.=«2L=�$
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|��x�W����¥�~H~ 5 ´ ¼ hµ���!��¥�¦Ó���§¤Q !¡r��q�~^��å���¤Q�!~>���wæ��W����~^� ½+5Í7:9<; 8

λ > =I8 σ � P > :�Q+Rx6�G 9<` :6F<G98: > =I8 σ � ��4 7 9 \BM�8 S Y�Z°:6T	Rx6 λ v^6gG 9 2 9 M 9 2�D�M(FNT¸8LD@6)=-6-8LG&F P 9 M 9 :�Q�8§G 9 G > 8�2w= 9 G&F<G98�2B©

λ = λ+ − λ−,

6�:�G 9
λ+(E) = sup

F⊂E

λ(F ), λ−(E) = − inf
F⊂E

λ(F ),

D@6)=
E, F ∈ S Y

¥���¡��l�)���K���
λ+

�
λ−

�)�5?Kú)���K����ú)�"���l���0�l¡��"��úa���l�0�����������¨¤<�K��¡����K��� �A=?F0,>=X���«1
(+/��`4:F0,81EF#���A=?F0,>=X���«1#,�&c�Ô4:F0,81EFX�K�

σ
�¸)8 )ú)�+���

λ
þK�0�l�0¦C�l¤õ��� � ��¡��lú«����$Ú¥p¡��l�)���K���)�5?Kú)���K�3¦<���

|λ| := λ+ + λ−

�X¤@�K��¡����K���A=?F0,>=X���«1�*'1$*.=?�D�K�s)8 )ú)�+���
λ
$�+������X�)�w)�"�¤l�g§ � �l�0�w?K¤+���Z����¦)�0��¦)�0���l�K���)�l���� K���ä�L�r'

• |λ(E)| ≤ |λ|(E)
Ò

• |αλ+ βν|(E) ≤ |α||λ|(E) + |β||ν|(E)
$

�$�*10��¡
λ, ν : S → R σ

�¸)8 )ú)�(Â$�l�lþ)��ú)�)� S �� )¡�� σ ��£�§�H��( )�����l¡ X
$�����=l�l¡����q�a )�

λ
�#=rJ?(A1E�./)*.=�Cj4:&<*'4�9l1E&<* Ù &¹/«=34@C FA4:�>=X���«1�ò

ν
�0�

λ(E) = 0
�a K��ú)�)� |ν|(E) = 0, E ∈ S.

�$�*10�
λ : S → R

 )¡��
σ
�¸)8 )ú)�+���r$�����=l�l¡����q�a )�

λ
�
σ
é<ù)&),.*.=#�l¡

X
�0�

X =
∞
⋃

i=1

Ei

¤l��¡ |λ(Ei)| <∞,

��ú)�)�
Ei ∈ S

$
�$�*10��¡

µ : S → R
 )¡��H¡��l�)���K���

f
 )¡��s)8 )ú)�+���3¡��lú)�0 )��£ � �l§Á$t�Uúa�:���

λ(E) :=

∫

E

fdµ, E ∈ S,

�)�5?Kú)�Ì )¡��
σ
�¸)8 )ú)�+������ )�0��§� L�:��¡��lúa���7¤l��ú«�#"�ú$ K���l¡Þ�0�l§Æ���+�����

µ
$T+Z�����l�����õ¡����� K���ä�L�����l¡����

�H�0�l¤("�¦)�0�$¤+�H�)�l�e���/)-�?���r$
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|��x�W����¥�~ ~ 5 » ¼ |°�x�W����¥�~����ä��~^�����|�:k�¤�úW�k�k��¥ ½+5�7:9<; 8 S > =I8 σ � ��4 7 9 \BM�8 9 = X
Y 7:9 �; 8&=

λ > =I8 σ � P > :�Q+Rx6 9 = S 9 µ > =I8p= 9 G&F<G98 9 = S Y 7:9 λ 9 µ 2gRx6 σ � ` :6FNT¸8�2 { 9 :6T	Rx6 9 ]�F�2�T 9
> =I8 P > :�Q+Rx6 f { = 9 :%2 > M"�&d 9 4 9 F¨:6T 9 7&M@�&d 9 4 9 =bM 9 4w8�Q+Rx6-8 µ { T¸8�4 ? > 9

λ(E) =

∫

E

fdµ, E ∈ S. y-üÅ$ . z
¥h)8 )ú)�+���

f
�)�5?Kú)���K��¦<����y-üÅ$ . z��W$ �($

(µ)
��¤@�K��¡����K�#2)4:F0,.�A=«2L=#2)4�û�=«2)1E&6é�üZ,mý$1a2!B%C

�)�
λ
�l¡ �0�l§Æ���+�����

µ
$����lú)���:��¡�����¦C��� � λ�

µ

$
|��x�W����¥�~�~ 5 ¼ ¼ oÚ����~^�� !~�����o±����¤Á��~ ½+5 Ñ�6�:%2�F<G 9 M 9 8�2%e�F v6È)T 9 2 9 2�Gx6�T 9 6)M 9 =I8wG 9�¡ 8XGx6�: �
¢ Fm£96gG&¤)=èd)��4VF<G98�2gY 7:9 f s F¨:6T 9 7&M@�&d 9 4 9 =ëM 9 4w8�Q+Rx6,8 λ 9 = E ∈ S { 9 :6T	Rx6 fdλ/dµ s F¨:6T 9 7&M"�&d 9 49 =þM 9 4w8�Q+Rx6-8

µ
9 =

E
9

∫

E

fdµ =

∫

E

f
dλ

dµ
dµ.

�$�*10��¡
λ, ν : S → R σ

�¸)8 )ú)�(Â$�l�lþ)��ú)�)� S �� )¡�� σ ��£�§�H��( )�����l¡ X
$�����=l�l¡����q�a )�

λ
�X(0,�& Â /��>=?FZ4@C FA4:�>=X���«1H=

ν
�0�X�<�L���e�����Ì )¡��H�)�l¤l��¡�¦C���0���+���3�)�

X
�:��§k�a )�

y8�¨z
X = A ∪B ¤l��¡

A ∩B = ∅ Ò
y8���¨z

E ∈ S ⇒ A ∩ E, B ∩ E ∈ S Ò
y8�����}z |λ|(A ∩ E) = |ν|(B ∩ E) = 0

$
�6�{�)�5?Kú)���+���#��¤l��¡����0�(H� )�Å�a )�Z�0�

λ
�Z�0��úrH� )§Æ���U�l¡��0�l§Æ�?�+���#�

ν
�lú«�:���

λ+, λ−
� |λ| �����#�0��ú$�H� )§Æ���0�l�U�l¡��0�l§Æ���+���{�

ν
$T�D��¡s ��l¡�¦C�$�)�l¡�����¤l��ú)¤l§� )���T�a )�Z�0�

λ
���0��úrH� )§Æ��� �Z�� )�0��§� L�:��¡��lúa���

¤l��ú«�#"�úa K�H�l¡ �0�l§Æ���+�����
ν
�lú«�:���

λ = 0
$

|��x�W����¥�~�~ 5 ¢ ¼ hµ���!��¥�¦Ó���§¤Q !¡r�nq�~^��å���¤Q�!~o����ut�x¬Ó���(³���� ½+5�7:9<; 8 S > =I8 σ � ��4 7 9 \BM�8 9 =
X
Y 7:9<; 8 > =I8 σ � P > :�Q+Rx6 σ � ` :6FNT¸8 9 = S YaZ°:6T	Rx6LTK6gG98 σ � P > :�Q+Rx6 σ � ` :6FNT¸8 ν 9 = S v^6�G 9 2 9 M9 2�D�M(FNT¸8LG 9 =I8�: 9 FNM�8oI�:6F�D#8�:�8 P 6)M(=I8

ν = ρ + σ { 6�:�G 9 ρ s 8X\<2�6�4 > T¸8&= 9 :6T 9 D@6�:6T<U¨: > 8 9 σ s2�F¨:�7 > 4w8&M 9 =þM 9 4w8�Q+Rx6-8 µ Y
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+Z�l�e������¦Cýlú)�)��¤l�j���0�l¡����#�l�e�� )�K���� )¡���H��lú)�l����§���=+���+�����)���)�w)8�l�0�lú)¤l�Æ�� )��§g���K�?�)��¦K�����	)8 )ú)�(Â$�l�
úK���?�'�0 K� � �l�($�ãÚ��¡����`�:��¡> W�l¡ ��ú«���0�$�) r=l���`��� ¤l��ú)¤l�l�g����� �)���l�0¦K���l���:��úrH��lú«�����Ì�l�0¦K���l��ú)���0¡���§
ú)�;��¡s )�g�����K�n��úK£�§����0�3úK���?�'�0 K� � ��$;�7��¡��l�+���0�l¡����/)-��§Æ��ú)�)���)��¤+£�§�¤l )§���¦)�0�§�L��¡���§U���)�l¦<�����
)-��§Æ���0�l¡������)���«H������)���lú«���l�,H��lú)�l����§���=+���)���lþ¹�)�����l�0¦K���l���6�:��úrH��lúa�����Hú)���0¡���§`�)�I�7§Æ��������${¥��
�)�l¡���ú)�e�������(Âa�l�Z�)�����0�l�0 )§g�:���)�������a )� ��¦)�0�l�0�lúa�:���)����¦<�$�)�l¡ �0�l���lú)¤l��úa�������)�����l¡vÈ ª�ÊÁ$

�$�*10��¡
X
 )¡ �l�0¦K���l�X�0�+��§L�)��ðZ��§� C�l�e� �

S
 )¡ �0 r <¤l��ú�1e )ú«���X�)�

X
$��`��¡��7 )¡ ¦<��ú«���

x /∈ S
$o�Uú«�:�����§�<FA1BØõ4B���«1ä�)�

x
�l¡

S
�� )¡ ¦C��úa�����)�

S
¤l �10���)���e�@��ú)¤l�Æ���

x
��¡I"�ú)��¡��%$

�U�e���{¦C��ú«�:�3¦<�a�)�{úK���3�0�l��
)ú)��¤l�3¤l��¡��3¡����e�����3���D��H� )���I�Å$ . 'Ú����¦<��ú«�����
s4
�
s6
�l¡

S
�����

¦)�0��1e�l�(Â$�l�6�)�
x1
$6���lú)���:��¡�������¤l��ú�1e )úa�����)�#���a�)���6�l�e���l�6¦<��ú«�����6¦<���

projS(x)
$6����=l�l¡����

�a )�
x− s

�X )¡���2a,�FA4B���«1�&<1EF�C�=?�6�<Fõ1AJL,�C�=?�D�
S
¦<���

s
$ & 9l1E&<4�&<1EF�C�=?���<FA1õJL,�C�=?�D�

S
�l¡

s
þ)�)�lú)���:���)��¦<���

NP
S (s)

þr�X�)�5?Kú)���)��¤l��¡��H�0�lú)�)�

NP
S (s) := {ζ = t(x− s), t ≥ 0}.

�$�
s ∈ S �X�:��§k�a )� s /∈ projS(x), ∀x /∈ S þK�lúa�:�����)�5?Kú)��¡���� NP

S (s) = {0} $�¥ÅH������ NP
S (s)úK���#�l�e�:£#�)�5?Kú)���)���a K��ú)�)�

s /∈ S $ &  )�0�l� � ��ú)�)�H���D��H� )�����Å$ . ¦<�a�)�l¡����7¤l��ú)¤l§� )�����lú«�A�?�s�a )�
NP

S (s3) = NP
S (s5) = {0} þw�lúr�a K��ú«��� NP

S (s1), N
P
S (s2), N

P
S (s7)

�
NP

S (s8)
¦<���0�0 )�l¡�¦<�l§��

¡��lú)���Ì�)����� � �õ�����0�l��§Á$ �Á$
���5?Kú)��¡������p��/�&����«1�2a,�(+*��?&<9:,>=

dS : X → R
¦<���

dS(x) := inf{‖x− s‖ : s ∈ S} $
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x

x

1

2

s

s
s

s s
s

s

s

S

1

2
3

4 5

6

7

8

�D��H� )�����Å$ . 't���L�l¡�¦)§��r$
& ¤l��ú)�Xú)���0¡���§w¦)�0�§�L��¡���§¹¦<�$�)�����õ�Z¤+������¤õ���l�0��=+���)�3¦C�l§Æ�s)8 )ú)�+�����)���e�@��ú)¤l�Æ�%'

NP
S (s) = {ζ : ∃t > 0

�)�X¡��$�)�>�a )�
dS(s+ tζ) = t‖ζ‖}.

¥Å K���ä�L�H���l¡�������§�H� )ú)�Ì�0�l�0 )§g�:���)�����0�! )�0�X¤l��ú)�l�Zú)���0¡�������¦)�0�§�L��¡����g�($
¼ � £j½

ζ ∈ NP
S (s)⇔ ∃σ = σ(ζ, s) ≥ 0 : 〈ζ, s′ − s〉 ≤ σ‖s′ − s‖2, ∀s′ ∈ S;

¼ � ª�½�7:9
S s P 9 Dfer8XG�6 9 D@6�:6d 9 ]�6 9 :6T	Rx6 ζ ∈ NP

S ⇔ 〈ζ, s′ − s〉 ≤ 0, ∀s′ ∈ S z
¼ � ©�½�7:9

S s P 9 Dfer8XG�6 9 D@6�:6d 9 ]�6 { dim(X) <∞ 9 s ∈ fr(S) { 9 :6T	Rx6 NP
S (s) 6= {0} Y

|��x�W����¥�~pq 5Q£65w7:9<; 8&=
hi : Rn → R, i = 1, . . . , k { T¸8&F�2 ? > 9 hi ∈ C1 9 ∇hi(s), i =

1, . . . , k { 2gRx6�4VF¨: 9 8&M�= 9 :6T 9 F¨:�G 9 v 9 :�G 9 :6T 9 2gYwÑ�6�:%2�F<G 9 M 9 =-6�2 S := {x ∈ Rn : hi(x) = 0, i =

1, . . . , k} Y 7:9<; 8 s ∈ S Y�Z°:6T	Rx6
y8�¨z

NP
S (s) ⊆ ger{∇hi(s), i = 1, . . . , k} z

y8���¨z 7:9
hi ∈ C2, i = 1, . . . , k { 9 :6T	Rx6oT 9 =-6�2wFw7 > 8�4�G98XG 9�9 = � F ��Y
�$�*10�

f : X → (−∞,+∞]
$ & ��¤l��ú�1e )úa�����62)1�C Ù &),81��)� f þ Â Ff�)ù<9l1��)� f �H4�� Ù�Â F:=)�Ô1�)�

f
�l�e�:�����)�5?Kú)���)���lþK�0�l�0¦C�l¤õ��� � ��¡��lú«����þ<�� K���ä�L�r'
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• dom f := {x ∈ X : f(x) <∞};

• gr f := {(x, f(x)) : x ∈ dom f};

• epi f := {(x, r) ∈ dom f × R : r ≥ f(x)}.
����=l�l¡����q�a )�

f : X → (−∞,+∞]
�X�0�l¡��]�'¤l��ú«�#"�úa K����ú%)8�l�0�������l¡

x ∈ X �0�
lim inf
y→x

f(y) ≥ f(x),

�� H�(�a )� � ��§��lú«���l¡��lú«����þ«�0�Ì¦K���������$�)� ε > 0, ∃δ > 0 : f(y) ≥ f(x)−ε �a K��ú)�)� y ∈ B(x, δ)
$

�Z¡ �0�l�0 )§g�:���)�6�)��)-£�¤l��§$�)�l¡���ú)�e�������+���,���a )�
f
���0�l¡��]�'¤l��ú«�#"�ú$ K�Z��ú%)8�l�0�����D�l¡

X
�0�����0��¡��lúa���

�0�
epi f

�«)8�l¤@�K���)���l¡
X × R

$
�$�*10�

U ⊆ X
 )¡��� <�l�e���r$H���lú)���:��¡����X¦C��� F(U)

��¤l��ú�1e )úa�����K���«)8 )ú)�(Âa�l�{�0�l¡��]�
¤l��ú«�#"�úa K������ú%)8�l�0�����7�l¡

U
$

�$�*10�
f ∈ F(U)

$ ����=l�l¡����>�a )�
ζ ∈ X

�� )¡ (+/^J Â F:=«2a,84:&¹*'4a�<Fõ1AJL,�C�=?���)� f �l¡
x ∈ U �0�

(ζ,−1) ∈ NP
epi f (x, f(x)).

& (+/^JL2a,m�Ô4:FA4:&<9:,Æ=?�6�<FA1AJL,�C�=?�}�)�
f
�l¡

x
þL�)�lú)���:���)��¦<���

∂Pf(x)
þ%�6��¤l��ú�1e )ú«���H�K���)�H�� K���ä�L�r'

∂f(x) = {ζ : (ζ,−1) ∈ NP
epi f (x, f(x))}.

+����D��H� )���ÑyÁ�Å$Ò¬!z����l¡����#��§�H� )ú)�{�<�L�l¡�¦)§����#�)���0 r rH������)���lú«���l��¦)�0�§�L��¡����g�($	+Z��¦<��ú«���
x1

�
�0 r C�)�w)8�l�0�lú)¤l�Æ��§7¦)�0�§�L��¡���§t�-H��l�����)��¦<���# )¡ 
)ú)��¤l���0 r rH������)���lú«����¦)�0�§�L��¡���§Q$�+Z��¦<��ú«���

x2úK���n���l¡����#ú)�lúr�a )¡ �0 r rH������)�g�lúa����¦)�0���L��¡���§Q$�+Z��¦<��úa���
x4

���0 r <�)�w)8�l�0�lú)¤l����§7¦)�0�§�L��¡���§t�
 )¡�¤l��ú�1e )ú«���{úK���X§���¡3�g�����)�Iy-���0�õ�:��������¤l�*10���K��úK���{�0�l¦)�0�l�0�lú«�:�{ )¡��0 r rH������)���lú«����¦)�0���L��¡��?§¨z<$
+Z������ L���0���Ì¦<��ú«�����Ì���l¡����Ì�)�����Ì�0 r rH������)���lú«���l�Z¦)�0�§�L��¡�������§Á$ �Á$

¥Å K���ä�L� � ��¡������<�L¦<���6 )¡¢���l���0�l¡��I�a )�#���:��=�úK���<�L¦)�0�l�0������yÁ�Å$ . zZ��¤<�K��¡��?�K��2)4(é
(0, Â /«=?�82L=«2)4j2)1�(+/^J Â F:=«2a,84:&<*�4W�<FA1õJL,�C�=?���a )�n¤+������¤õ���l�0��=+� ���3�0 r rH������)���lúa���l���)�� )¡��ä�K���K�
)8 )ú)�+���

f
$

|��x�W����¥�~Þq 5�ª:5a7:9<; 8&=
f ∈ F(X)

9
x ∈ dom f

Y K 8&U
ζ ∈ ∂Pf(x)

2 9�9 2§6&= 9 :6T 9 2 9
9 ]�F�2�T 9 =

σ, η > 0
T¸8&F�2 ? > 9

f(y) ≥ f(x) + 〈ζ, y − x〉 − σ‖y − x‖2, ∀y ∈ B(x, η).
yÁ�Å$ . z
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epi f

x x x x x1 2 3 4 5

�D��H� )�����Å$Ò¬�'t���L�l¡�¦)§��r$
+��H�0�(�xÎ)ýlúK¤l�Æ�H���l¡����Ì�)�����Ì¤l���0��§Æ£��0�������)�l�e���{�0�l�0 )§g�:���)�r$

q��W������¶r��¤�� q 5�ª:5Q£65�7:9<; 8
f ∈ F(X)

9
U ⊂ X > =¦D@6�: ; > :6TK6-8X\ 9 M(TK6�Y

y8�¨z 7:9
f soÐ�� T 9 8 > ]¹G&F P 9 M 9 :ED�F<�&d 9 4 9 = x ∈ U { 9 :6T	Rx6 ∂Pf(x) ⊆ {f ′G(x)} z

y8���¨z 7:9
f ∈ C2(U) { 9 :6T	Rx6 ∂Pf(x) = {f ′(x)} Ç { ∀x ∈ U z

y8�����}z 7:9
f s D@6�:6d 9 ]x8 { 9 :6T	Rx6 ζ ∈ ∂Pf(x)⇔ f(y) ≥ f(x) + 〈ζ, y − x〉, ∀y ∈ X Y

q��W������¶r��¤�� q 5�ª:5�ª:5�7:9<; 8
f ∈ F(X)

Y
y8�¨z 7:9

x s8> = v^6�:6TK6§G 9 =WU¨:6FN=-6>4�6�D#8�4 f { 9 :6T	Rx6 0 ∈ ∂Pf(x) z
y8���¨z 7:9

f s D@6�:6d 9 ]x8 9 0 ∈ ∂Pf(x) { 9 :6T	Rx6 x s v^6�:6TK6SG 9 =WU¨:6FN=-6�7�4�6�\@8�4�G 9 f Y
ãÚ��¡����Ì�<�L¦C���Z¡������� )¡��H�0�(�xÎ)ýlú)¤l�Æ�3�)�X�0�l�0 )§g�:���)������¡�¦<���e�:��ú«���l�($

¼ � ­:½�7 > v^6�:jer8&=-6�2 ? > 9 x /∈ S 9 ζ ∈ ∂PdS(x) Y�Z°:6T	Rx6 ∃s̄ ∈ S G 9 =-6gGx6 ? > 9 8�2G8 ` M(=I8�Q)[ 9 28X\@8&F^]�6�2gRx6od 9 M"G98XG 9 FNM�8�2g©
y-�}z¯¶�6gG98>2 9@?BA6C :ED�FQ8o=WF¨:6FN=WF���8�:6T 9 » {si} ⊂ S

G 9
infs∈S ‖s− x‖ D@6�:6d 9 MÁ7 9 vr8&M�8 s̄ zå

f ′
��é�0+�<è	'�'���é���� �f'��+'���é	�+�Áê".	*�é*è���é

f
Ì^�5é<��'�� �"�^ÎKû�

{xi}
êo��� è	'oçQé�

�+��0).��1'�ì�� 0+� ì�� �"'(0(èÁép$)'(�	'L'(� Ý5ë�ì Ë 0�³�ì������µè�� $&�

infx∈S g(x)
çQé

xi ∈ S, ∀i � é
limi→∞ g(xi) = infx∈S g(x)

û
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y8���¨z

projS(x) = {s̄} z
y8�����}zL� G 9 M�FNd�8XG98§G 9 ¬EM s Dfe 9 T 9 ]�F�2�T 9W9 {ζ} = ∂PdS(x) = {d′S(x)} =

x− s̄

‖x− s̄‖ zy8� � z ζ ∈ NP
S (s̄)
Y

¼ � ¯�½�7:9<; 8&=
S ⊂ U ⊂ X { 6�:�G 9 S s P 9 Dfer8XGx6 9 U s 8X\ 9 M(TK6 { 9 f > =I8 P > :�Q+Rx6S��F v^2�Dfe�FNT �D@6�:6T<U¨: > 8 9 = U { D@6)=ªD@6�:%2�T¸8�:6T 9 K Y�Ñ�6�:%2�F<G 9 M 9 =-6�2�6hv�M@6�\(4 9 =I8§G 9 6)T�FN=WF���8�Q+Rx6

inf f(s)
�0 �1e�l�g�����

x ∈ S. (P)

7:9
s ∈ S s 2�6�4 > Q+Rx63vr8&M#8 � ¸�� 9 :6T	Rx6>8 P > :�Q+Rx6 x 7→ f(x)+KdS(x)

8&T<F¨:�7 9 6a=WU¨:6FN=-6
9 =

U
:�6�v^6�:6TK6

x = s
Y ¡�9 D�F v�M#6�D#8&= 9 :6T 9 { 2 9 K ′ > K

9
x 7→ f(x) +K ′dS(x)

8&T�F¨:x7 9
6p=WU¨:6FN=-6 9 =

x = s { 9 :6T	Rx6 s ∈ S s 2�6�4 > Q+Rx6hvr8&M�8 � ¸�� z
¼ �o´ ½�7:9

S s P 9 Dfer8XG�6 9 s ∈ S { 9 :6T	Rx6 NP
S (s) = {tζ : t ≥ 0, ζ ∈ ∂PdS(s)} z

¼ �	» ½�7:9<; 8&=
U ⊂ X

8X\ 9 M(TK6 9 D@6�:6d 9 ]�6 9
f ∈ F(U)

Y�Z°:6T	R�6
f s ��F v^2�Dfe�FNT ��D@6�:6T<U¨: > 8 9 = UD@6)=ªD@6�:%2�T¸8�:6T 9

K ≥ 0
2 9�9 2�6)= 9 :6T 9 2 9 ‖ζ‖ ≤ K, ∀ζ ∈ ∂Pf(x), ∀x ∈ U z

¼ �o¼ ½�7:9<; 8&=
U ⊂ X

8X\ 9 M(TK6 9 D@6�:6d 9 ]�6 9
f ∈ F(U)

Y�Z°:6T	Rx6
f s D@6�:%2�T¸8�:6T 9¹9 = U

2 9�9
2�6)= 9 :6T 9 2 9

∂Pf(x) ⊂ {0}, ∀x ∈ U
Y

+Z� ¤+���0�"�)�	)8 )ú)�(Â$�l���0 K� � �l�Vy8�� ��)�w)8�l�0�lú)¤l�Æ£ � �l���@z����l¡���� (f + g)′(x) = f ′(x) +

g′(x)
$t+Z��¤+���0��úK���?�'�0 K� � �6úK���{���l¡����7 )¡��{¦)�0��¦)�0���l�K���)���0�l¡��l§��K��ú«����$Ú�n���Ú���l¡�������§�H� )¡��?�

¦)�0��¦)�0���l�K���)�l���0��¡��g§Æ�?�0�l�q�a )� � ��¡����Ì�<�L¦<���Z�� K���ä�L�r$
¼ s £j½

∂Pf(x) + ∂Pg(x) ⊆ ∂P (f + g)(x)
Ò

¼ s ª�½
∂P (λf)(x) = λ∂Pf(x), ∀λ > 0

Ò
¼ s ©�½�7:9<; 8&=

f ∈ F(X), x ∈ X 9 g ∈ C2 9 =38�4 7 > =I8od�F��BF¨:jer8�:�Q�8§G 9 x Y3Z°:6T	Rx6

ζ ∈ ∂P (f + g)(x)
FN=�v�4VF�D#8

ζ − g′(x) ∈ ∂Pf(x).

¥ �0�l¤("�¦)�0�$¤+� �K� �U�0��¦)�0���l�K���)�Ñy-� . zHú)�l¡ �0�l¡�¦)�0� � ��§���¤l��¡�� ¡����e����� � �0�(H� )�gúa���
�<�L�l¡�¦)§��r$Ðã���¡����H������ K��§��K���H�l¡

X = R
$î�7��ú)���g�)�l�0�l¡����

f(x) = 2|x| � g(x) = −|x| $
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�Uú«�:���

∂Pf(0) = [−2, 2], ∂Pg(0) = ∅
�
∂P (f + g)(0) = [−1, 1] $Ì�6��" ∂Pf(0) + ∂Pg(0) =

[−2, 2] + ∅ = ∅ $�ÿ}�!H�� ∂P (f + g)(0)
úK���3�l�e�:£3¤l��ú«�����)�3�l¡

∂Pf(0) + ∂Pg(0)
$

& ���l���0�l¡��3�� K���ä�L���X¤l��úr�)�l¤l���)�3¤l��¡��s
*���(H����H�K�I�$��¡��s)8 r=(=5{9�@$
|��x�W����¥�~
q 5�©:5r7:9<; 8&=

f1
9
f2 ∈ F(X)

Y®¶�6)= 9
x0 ∈ dom f1 ∩ dom f2

9
ζ ∈ ∂P (f1 +

f2)(x0)
Y 7 > vW6�:jer8&=-6�2 ? > 9 > =I8SG98�2re�F v6È)T 9 2 9 2G8X\@8&F^]�6pd�8�4 9 ©

y8�¨z
f1
9
f2
2gRx6 P M�8OD@8&= 9 :6T 9 2 9 =WF�D@6�:6T<U¨: > 8�2wF¨: P 9 M(FÁ6)M È z

y8���¨z
f1
6 > f2 s ��F v^2�Dfe�FNT �WD@6�:6T<U¨: > 8-: > =I8od�F��BF¨:jer8�:�Q�8§G 9 x0 Y

Z°:6T	Rx6 9 ]�F�2�T 9 =
xi ∈ B(x0, ε)

T¸8&F�2 ? > 9 |fi(x0)− fi(xi)| < ε, i = 1, 2
9

ζ ∈ ∂Pf1(x1) + ∂Pf2(x2) + εB, ∀ε > 0.

& ¦)�0�§�L��¡������l���0�l¡��>�� )¡��>���(H����H�K�I�����)�l�Æ�H¦K�����s)8 )ú)�(Â$�l���0�l¡��]�'¤l��ú«�#"�úa K������ú%)8�A�
�0�����($
|��x�W����¥�~"q 5ä­�537:9<; 8&=

g ∈ F(Y ) { h : X → Y
4�6�D#8�4V= 9 :6T 9 ��F v^2�Dfe�FNT �WD@6�:6T<U¨: > 8 9 x0 ∈ X Y7 > v^6�:jer8&=-6�2 ? > 9 > =I8SG98�2re�F v6È)T 9 2 9 2�8X\@8&F^]�6Wd�8�4 9 ©

y8�¨z
g s P M�8�D#8&= 9 :6T 9 2 9 =WF � D@6�:6T<U¨: > 8 9 h s 4VF¨: 9 8&M z

y8���¨z
g s ��F v^2�Dfe�FNT �pD@6�:6T<U¨: > 8I: > =I8od�F��BF¨:jer8�:�Q�8SG 9 x0 Y
7:9
f(x) := g(h(x))

9
ζ ∈ ∂Pf(x0) { 9 :6T	Rx6%vr8�M�8rTK6gGx6 ε > 0

9 ]�F�2�T 9 =
x̄ ∈ x0+εBX {

ȳ ∈ h(x0) + εBY

9
γ ∈ ∂Pg(ȳ)

T¸8&F�2 ? > 9 ‖h(x̄)− h(x0)‖ < ε
9

ζ ∈ ∂P{〈γ, h(·)〉}(x̄) + εBX .

�6���a )�X�l¡ �)�Æ��ú«��� � ��¡����µ)-��§Æ�����0�! )�0� ��¤+£�§�¤l )§��"�)���	H������)���lú«���l�oH��lú)�l����§���=+���)���($
�$�*10�

X
 )¡ �l�0¦K���l���0�+��§}�)�#ü���úK��¤@�|$��$�*10�

f : X → R
 )¡��s)8 )ú)�+����ÿ}��¦)�0¤<�)�g�#=�¤l��ú«�#"�ú$ K�HúK�

� ��=l��úr�K��ú)�+���)�� )¡ ¤l�l�e����¦C��úa���
x ∈ X

$�¥ 2)4:F0,.�õ=«2L=j2a,�FA4l9:,81E&C=?� Â 4:&<4:F:=?��,mlS=«2L=3�)� f �l¡ x
þ

úK�H�)���0�l�+���
v
þr�X�K���K�3¦C���('

f ◦(x; v) := lim sup
y→x; t↓0

f(y + tv)− f(y)

t
.

|��·� ��é�ì��(ç�
(ë�é
f
êw�^�	'�.�'<ì�é�0(èÁéGçQé�ì�� ÏN.���0(è�Ë 0(ë)'p� 0��äé���� ����é�ì

x
çQé

lim inf i→∞ f(xi) ≥ f(x)

(ë)'(0)���

xi ⇀ x
û
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ãÚ��¡����Ì�)�lú)���:���Ì�3�l�0¦K���l���) K��§w�)���q)8 )ú)¤l����úK������§���ú)�+���0�l�Ì¤l��ú«�#"�úa )�����l¡

X
¦<���

X∗ $
�$�*10�

Σ ⊂ X∗ $U¥ë��/�&����«1#(+/��D1EF+*'4��)� Σ �{�s)8 )ú)�+���
HΣ : X → (−∞,∞]

�)�5?Kú)���K�3�� K���ä�L�r'

HΣ(v) := sup{ζ · v : ζ ∈ Σ}.

�7��¡��l�e�:���Ú�)�5?Kú)���(Â$�l���l¡ ¡������U¦<�a�)�l¡�������ú«���0�$�) r=l���U�Xú)�$�+���X�)��H������)�g�lúa���qH��lú)�l���
��§���=+���)�r$ & Â F:=«2a,84:&<*'4 Â 4:&<4:F:=?��,mlS=«2)1X2)4XGD�>=?F"ýa46�)� f �l¡ x

þ$�)�lú)���:���)�{¦<���
∂f(x)

þx�Z�)�5?Kú)���)�
¤l��¡��H�0�lú)�)���3�0 r <¤l��ú�1e )ú«���

w∗
�'¤l��¡�¦K��¤õ���3�)�

X∗ ¤l �10�s)8 )ú)�+�����0 )¦C���e�:�/� f ◦(x; ·) $Úÿw�!H��

ζ ∈ ∂f(x)⇔ f ◦(x; v) ≥ ζ · v = 〈ζ, v〉, ∀v ∈ X.

�Z¡����! )�0�l� � ���+������úa���l�0�l�0����ú«���I���a )�3�0� f : Rn → R
�
C1 �lú«�:��� f ◦(x; v) = 〈f ′(x), v〉 �

∂f(x) = {f ′(x)} $��D��¡s ��l¡ �0�
f
��¤l��ú � �<�)� �jÿ}��¦)�0¤@�)�g�#=�ú$ )¡�� � ��=l��úr�K��ú)�+���)� x �õúa�:���

f ′(x; v) = f ◦(x; v)
�{��§��l¡ �)���0�0�

ζ ∈ ∂f(x)⇔ f(y)− f(x) ≥ 〈ζ, y − x〉 ∀y.

sG���W¦Ó���§¤Q !¡r��q 5Q£65a7 > v^6�:jer8&=-6�2 ? > 9 f s ��F v^2�Dfe�FNT ��G 9 6)M"G 9 = K
:�8Hd�F���F¨:jer8!:6Q�8HG 9

x
Y

¶ 9 =-6�2 ? > 9
y-�9z

∂f(x) s§> = 2 > \(D@6�: ; > :6TK6	:�Rx6 � d�8��BFÁ6 { D@6�:6d 9 ]�6 9 w∗ � D@6)=�vr8OD�TK6JG 9 X∗ YJ��4 s =¨G&F�2@2�6
‖ζ‖∗ ≤ K

vr8&M�8�TK6gGx6
ζ ∈ ∂f(x) { 6�:�G 9 8î:�6)M(=I8 ‖ · ‖∗ s G98XG98Hv^6)M ‖ζ‖∗ =

sup{〈ζ, v〉 : v ∈ X, ‖v‖ = 1} z
y� WzJ¸q8&M�8oTK6gGx6

v ∈ X T 9 =-6�2 f ◦(x; v) = max{〈ζ, v〉 : ζ ∈ ∂f(x)} Y
¥Å K���ä�L� � ��¡�����§����e�:���Ì��§�H� )¡�����¦)�0��¦)�0���l�K���)�l���)����H������)���lú«���l��H��lú)�l����§���=+���)���($

¼ s ­:½
∂(λf)(x) = λ∂f(x) { vr8&M�8§TK6gGx6 9 2�D#8�4w8&M λ z

¼ s ¯�½
∂(f + g)(x) ⊂ ∂f(x) + ∂g(x)

$
|��x�W����¥�~�q 5�¯ ¼ |°�x�W����¥�~Ð��� xG~^���W��oèó���¤��Ì���¨ut�x¬Ó������³ ½+5r7:9<; 8&=

x, y ∈ X
Y 7:9

f

s ��F v^2�Dfe�FNT � 9 = > =öD@6�: ; > :6TK6o8X\ 9 M(TK6�D@6�:6T 9 :�Gx6o6I2 9 7&= 9 :6TK6 [x, y] { 9 :6T	Rx6 9 ]�F�2�T 9 > =¥v^6�:6TK6
u ∈ (x, y)

T¸8�4 ? > 9
f(y)− f(x) ∈ 〈∂f(u), y − x〉.
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|��x�W����¥�~�q 5 ´ ¼ ���x³W��~Ç��~ q�~^����¤�~ ½+5�7:9<; 8&=

F : X → Rn
��F v^2�Dfe�FNT �s:�8Ld�F��BF¨:jer8�:�Q�8¹G 9

x ∈ X 9 g : Rn → R
��F v^2�Dfe�FNT �,:W8�d�F��BF¨:jer8�:�Q�8�G 9

F (x)
Y�Z°:6T	Rx6>8 P > :�Q+Rx6 f(y) := g(F (y))

s ��F v^2�Dfe�FNT ��:�8od�F��BF¨:jer8�:�Q�8§G 9 ] 9 8�4 s =_G&F�2@2�6

∂f(x) ⊂ co∗{∂〈γ, F (·)〉 : γ ∈ ∂g(F (x))}
Ê
.

�U�e�:��ú)�a�+�����)�{�)�w)8�l�0�lú)¤l�Æ��§w�)�s�7§Æ�������/H��lú)�l����§���=+�Lþ)�)�/)-�?���)þK�3ú)�$�+���� )�0 K��§Q$��$�*10�
f )¡���)8 )ú)�+����ÿ}��¦)�0¤@�)�g�#=�úK� � ��=l��úr�K��ú)�+�H�)� x ∈ X $t�Uú«�:���

y-�9z	�$�
f
�#�/�?���+�� ��j�)�w)8�l�0�lú)¤l�Æ£ � �l§w�l¡ x

�lúa�:���
f ′G(x) ∈ ∂f(x)

Ò
y� Wz	�$�

f
�X¤l��ú«����úa K��¡��lú«���X�)�w)8�l�0�lú)¤l�Æ£ � �l§}�l¡ x

�lú«�:���
∂f(x) = {f ′(x)} $

ãÚ��¡�������úa���0�a�) r=l��������ú)�$�(Â$�l���)�n¤l��ú)�l���:��úrH��lúa���n�nú)���0¡���§Á$ �$�*10�
S ⊂ X

 )¡
�0 r C¤l��ú�1e )úa���I)8�l¤<�K���)�r$ & 9l1E&<43*.=?& Â 4:&<*'4{2)43GD�>=?F"ý$4H� S �l¡

x ∈ S þC�)�lú)���:���)��¦<��� TC
S (x)

þ
�X�K���)�3¦<���

TC
S (x) := {v ∈ X : d◦S(x; v) ≤ 0}.

�Z¡��#�! )�0�l� � ���+�����a )�X¦<�a�)�l¡�����)-��=l�l�q�«�a )�X�H¤l��ú)�)���+��� d◦S(x; v) ≤ 0
�0��H�ú)�w?K¤+���a )�

dS
úK���

¤l�0�l�0¤l�{úK�H�)���0�l�+���
v
$

� 9l1E&<4�&<1EF�C�=?�}2)4�GD�>=?F"ýa4#�
S
�l¡

x
þL���a K��§|���)�lú)���:���)�H¦<���

NC
S (x)

þr���K���)�H¦<���

NC
S (x) := TC

S (x)◦ := {ζ ∈ X∗ : 〈ζ, v〉 ≤ 0 ∀v ∈ TS(x)}.

�`�$�)�#�0�l�6¦)�0� � ���)���a )� TC
S (x) = NC

S (x)◦ = {v ∈ X : 〈ζ, v〉 ≤ 0 ∀ζ ∈ NS(x)}
$�¥Å K���ä�L�

���l¡�������§�H� )ú)�Ì�0�l�0 )§g�:���)�����lú � ��§ � �lú)�)��¤l��ú)�l�($
¼ �o¢ ½�7:9

S s D@6�:6d 9 ]�6 9 :6T	Rx6
y-�}z

TC
S (x) = cl{λ(s− x) : λ ≥ 0, s ∈ S}

½ Ò
y8���¨z

NC
S (x) = {ζ ∈ X∗ : 〈ζ, y − x〉 ≤ 0 ∀y ∈ S} $

¼ � £x²E½�7:9
f s ��F v^2�Dfe�FNT ��:W8§d�F��BF¨:jer8�:�Q�8§G 9 x 9 :6T	Rx6²

co∗
��é�0+�<è	'��qé�0B����� è������ ��.���0g�<é�ß��

w∗
Ïm�äé".	*)'�����û�

cl
��é�0+�<è	'����äé".	*+������.���0(�¨ë+0(è���û
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y-�}z

TC
epi f (x, f(x)) = epi f ◦(x; ·) Ò

y8���¨z
ζ ∈ ∂f(x)⇐⇒ (ζ,−1) ∈ NC

epi f (x, f(x))
$

& ���l���0�l¡����� K���ä�L���0�l§Æ��¤l����úK�Z���D�0 r <�)�w)8�l�0�lú)¤l�Æ�?���D¦)�0�§�L��¡���§«���)�q�7§Æ�����������0�0��¡ ¤l��¡��
����¤õ��ú)�l�Zú)���0¡���§w¦)�0�§�L��¡���§¹�X�3ú)���0¡���§w�)���7§Æ��������$
|��x�W����¥�~"q 5 » 537:9<; 8

X > = 9 2´vr8�Q�6§G 9�� F¨4�\ 9 M(T	Y
y-�9z 7:9

f s ��F v^2�Dfe�FNT ��:W8§d�F��BF¨:jer8�:�Q�8§G 9 x 9 :6T	Rx6

∂f(x) = co{w − lim
i→∞

ζi : ζi ∈ ∂Pf(xi), xi → x}
¼
;

y� Wz 7:9
S sw> = 2 > \(D@6�: ; > :6TK6 P 9 Dfer8XGx6oG 9 X D@6�:6T 9 :�Gx6 x { 9 :6T	Rx6

NS(x) = co{w − lim
i→∞

ζi : ζi ∈ NP
S (xi), xi → x}.

���5?Kú)��¡����H���0�(H� )���# )¡����� L�����nú)�$�+���ä�)��¤l��ú)���:��úrH��lú«����$ & 9l1E&<4n*.=?& Â 4:&<*'4j2)4
5�1$/���, Â =E&<2�� S �l¡

x
þK�)�lú)���:���)��¦C���

TB
S (x)

þ^�X�)�5?Kú)���)�3¦<���('

TB
S (x) :=

{

lim
i→∞

xi − x

λi

: xi
S→ x, λi ↓ 0

}

,

��ú)�)�
xi

S→ x
�0��H�ú)�w?K¤+�>�a )�

xi ∈ S
�
xi → x

$
�L�� <�l¡����3�?����� � �l�3�)�V�`�l���0�l¡��ä�)�	�Z���)�l¡���¤@�)�l�>�a )�� )¡��;)8 )ú)�+��� f : Rn → Rÿ}��¦)�0¤@�)�g�#=��l¡Þ )¡ ¤l��ú�1e )úa���X�� <�l�e���

U
���)�w)8�l�0�lú)¤l�Æ£ � �l§%�a K���0���0�l¡�¦)�0�/y8ú)�X�0�lú«�����)���K�6¡��l�)���K�

�)�{ÿ}�( C�l��H� )��z<$
|��x�W����¥�~�q 5 ¼ ¼ þ�»W��¥V����~	�����µ��~^��¤����������µ�����x��~^�Q¤�÷9~^��~ ½+5%7:9<; 8

x ∈ Rn
Y 7 > v^6�:jer8&=-6�2? > 9 f : Rn → R s ��F v^2�Dfe�FNT¨2-:�8Jd�F��BF¨:jer8�:�Q�8�G 9 x Y K�9 :�6)T 9 =-6�2hv^6)M Ωf

6tD@6�: ; > :6TK6�Gx6�2v^6�:6TK6�2 9 =
Rn

6�:�G 9 8 P > :�Q+Rx6 f :�Rx6 s G&F P 9 M 9 :ED�F<�&d 9 4�Y�Z°:6T	Rx6

∂f(x) := co{lim∇f(xi) : xi → x, xi /∈ Ω, xi /∈ Ωf}
Ó
,

6�:�G 9
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