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Resumo

Neste trabalho, estudaremos a dinamica dos intercambio de intervalos. Em particular, mostraremos
que se uma aplicacao intercambio de intervalos é Q—linearmente independente e é irredutivel
entao ela é minimal.

Estudaremos também as propriedades dinamicas da inducao de Rauzy-Veech e provaremos que

quase todo intercambio de intervalos é unicamente ergédico (prova de Boshernitzan).

Palavras-Chave: Intercambio de intervalos, condicao de Keane, propriedade P, unicidade

ergbdica.



Abstract

In this work we study the dynamic of the map interval exchange. In particular, we show that
if the interval exchange is Q—lineally independent and irreducible then it is minimal.
We also study some dynamical proprieties of the Rauzy-Veech induction and we prove that

almost all interval exchange is uniquely ergodic (proof of Boshernitzan).

Keywords: Interval exchange, Keane condition, property P, uniquely ergodic.
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Introducao

Dado um intervalo semi-aberto X = [a,b[, particione X em r subintervalos X;, i = 1,...,r
semi-abertos a direita e tome um automorfismo 7" de X, onde T permuta tais intervalos. Assim
T é chamada de intercambio de intervalos.

Na década de 70, Michael Keane [4] conjecturou que todo intercambio de intervalos minimal
¢ unicamente ergddico, ou seja, que a medida de Lebesgue é a tnica medida boreliana de
probabilidade invariante sob todo intercambio de intervalos minimal definido no intervalo [0, 1],
e chegou que isso era verdade para r = 2, 3.

No entanto, Keyne e Newton [7] deram um contra-exemplo para r = 5 e duas probabili-
dades invariantes e ergédicas. Assim, eles conjecturaram que independéncia racional garantiria
ergodicidade tinica. Novamente, um contra-exemplo fora dado por Keane [5] com r = 3 e duas
probabilidades invariantes e ergédicas. Assim, Keane conjecturou que quase todo intercambio
de intervalos é unicamente ergddico.

Em 1982, Howard Masur [9] e William A. Veech [12] provaram, de forma independente, tal
conjectura.

Em 1983, Kerckhoff [6] apresentou uma demonstracao para a unicidade ergddica dos in-
tercambios de intervalos, sendo publicada somente em 1985.

Neste trabalho estudaremos os aspectos dinamicos e ergodicos dos intercambios de interva-
los. Em particular, estudaremos a unicidade ergédica de tais intercambios, dada por Michael
Boshernitzan [1] em 1985, baseado em teoria de grafos.

Este trabalho sera organizado da seguinte forma.

No Capitulo 1 veremos algumas defini¢coes em sistemas dinamicos e também o Teorema de
Recorréncia de Poincaré.

No Capitulo 2 definiremos o que é uma aplicacao intercambio de intervalos, exibindo alguns
exemplos. Também estudaremos a inducao de Rauzy-Veech e uma condigao, chamada condigao
de Keane, que permitira demonstrarmos que quase todo intercambio de intervalos é minimal.

No Capitulo 3 definiremos uma propriedade, que chamaremos de propriedade P, que sera



crucial para demonstrar que quase todo intercambio de intervalos é unicamente ergédico. No
entanto, para demonstrarmos este resultado, precisaremos de duas etapas. A primeira etapa
serd demonstrar que se um intercambio de intervalos satisfaz a propriedade P entao ele é unica-
mente ergddico, que sera demonstrado neste mesmo capitulo. A outra etapa serd apresentada
no Capitulo 6, provando que quase todo intercambio de intervalos satisfaz a propriedade P.
Contudo, para finalizarmos o Capitulo 6, serao necessarios algumas defini¢oes e resultados
no espago métrico dos intercambios de intervalos e ferramentas em teoria de grafos, os quais

serao apresentados nos capitulos 4 e 5.



Capitulo 1
Algumas definicoes elementares

Veremos neste capitulo, algumas definigoes e resultados que serao uteis no decorrer deste tra-
balho.

Seja X um conjunto e 7' : X — X uma transformagao. O par (X,T') é chamado sistema
dindamico. Se X for espago topolégico e T for continua, dizemos que (X,7T) é um sistema
dinamico topoldgico. Se em X temos uma o-algebra e T' : X — X é mensuravel, entao
dizemos que (X,7T") é mensuravel.

Seja (X, T') um sistema dinamico e z € X. A orbita de z é dada por O(x) = {T"(z) : n € N},
onde T" =T oTo...oT.

Definigao 1.0.1 Seja (X,T) um sistema dinamico. Dizemos que (X,T) € minimal se a orbita

de todo ponto de X for densa em X, ou seja, se
O(z) =X, VrelX.

Seja (X, M, 1) um espago de medida positivo, onde M é uma o-algebrae u : M — [0, +o0]
¢ uma medida, e 7' : X — X uma transformagao mensuravel de (X, M). Dizemos que T é
uma transformagao de (X, M, u) que preserva medida, ou que p é uma medida invariante sob
T, se u(A) = u(T71(A)), VA € M. Dizemos também que A € M é T-invariante se T-(A) = A
e, dizemos que u é ergddica se pu(A) =0 ou se u(X\A) =0, VA € M, T-invariante.

Seja (X,T) um sistema dinamico mensuravel. Dizemos que T' é unicamente ergddica se
existir uma unica medida boreliana de probabilidade invariante sob 7.

Sejam (X, M) um espago mensuravel e 7' : X — X uma transformagcao mensuravel. Sejam
AeMel,={neN :T"(y) € A}, y € A. Se ', # () entao dizemos que y ¢ um ponto
recorrente de A por T'.

Denotemos por Q4 = {y € A : r,= 0} o conjunto dos pontos nao recorrentes de A por T
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Teorema 1.0.1 (Teorema de recorréncia de Poincaré)
Sejam (X, M, ) um espago de medida positiva finita, T : X — X wuma transforma¢ao men-
surdvel que preserva medida e A € M. FEntao quase todo ponto de A € recorrente de A por

T.

Demonstracgao: Seja {2 = (4.

Sejam x € X e n € N* tais que T"(x) € X \ A, entdo x € T7"(X \ A). Assim,
reQ = T (z)¢gA VneN = zeT™X\A), YnelN

Logo,

Q=An (ﬁ T‘”(X\A))

e disto, segue que 2 € M.

Assim, (T7"(€2)),,cn ¢ uma sequéncia em M tal que p(2) = u(T7"(€2)), para todo n € N.
Além disso, (T7"(£2)),,ey € disjunto dois a dois.
De fato, suponhamos que exista y € X tal que y € T7"(Q2)NT*(Q), com s,7 € Ne s > r.
Disso temos que T"(y) € Q C A e que T° " (T"(y)) = T%(y) € Q2 C A. Logo T"(y) é um ponto
recorrente de A por T, o que contradiz o fato de 7" (y) € 2.

Com isso, temos

p(X) > p (U T‘”(Q)> = pu(TMQ) = u(Q).

Como por hipétese 1 é uma medida finita sobre X, segue que u(€2) = 0.

11



Capitulo 2

A aplicacao intercambio de intervalos e

algumas propriedades

Seja X C R um intervalo e A = {1,2,...,7}, onde r € N. Seja {X,,j € A}, onde X, sao

intervalos, uma particao de X.

Definicao 2.0.2 Uma aplicacao Intercambio de Intervalos, ou simplesmente um intercambio
de intervalos, € uma funcao bijetiva, T : X — X, que é uma translacdo de cada subintervalo

X;.

Exemplo 2.0.1 Um exzemplo de um intercambio de intervalos é dado pelo sequinte grifico:

Tal funcao pode ser determinada a partir de um vetor que determina o comprimento destes

subintervalos e de uma combinacao na ordem dos subintervalos da particao. De fato, seja A,,

12



comr € Ner > 2 ocone positivo em R", ou seja, A, = {\ = (A,...,\,) € R"|\; > 0,Vi =
1,...,r}. Tomemos entdo um vetor A = (\;)jea € A, onde \; representa o comprimento do
subintervalo X;.

Sejam = (g, m1) um par de bije¢oes 7, : A — A onde 7y descreve a ordem dos subintervalos
X, antes de um iterado da aplicacao 1" e m; descreve a ordem dos subintervalos depois, isto
é, mo(i) = j implica que o intervalo X; encontra-se na posicao i da esquerda para direita e
m1(4) = j implica que o intervalo T'(X;) encontra-se na posigao j. Assim, podemos representar

7 da seguinte forma:

al oy ...l
= 1 1 1 ’
o 0y ...

onde af = 7' (j) para e € {0,1} e j € A.
As vezes, para facilitar notagoes, usaremos simplesmente 7 € G, (7 = m o7, ') no lugar de T,

onde G, é o conjunto das permutagoes do conjunto A = {1,2,...,7}.

Exemplo 2.0.2 Seja T = (2,4,1) € G4, XA € Ay e suponhamos que
mo(l) =2, m(2)=1, w3)=4 e m(4)=3.

Dai, por definicao temos

Logo

e pela permutacao T, temos

Para melhor entendimento desse exemplo, veja o sequinte esboco:

X2 X4 K4 X3

X3 - X2 -K4- X1

13



Definigao 2.0.3 Chamaremos de monodromia invariante do par ™ = (my, T ) 0 ponto
p=(momyt(1),momy (2),...,m omy (r)).

Notemos que dado um par ™ = (g, 71 ), podemos encontrar outro 7’ = (mj, 7]) de tal forma

que a monodromia invariante seja a mesma para 7 e . De fato, basta tomarmos uma bijecao

¢ A — A e definirmos
m=m.o0¢, €€{0,1}.

Isto é, m e @’ possuem a mesma monodromia invariante. Sendo assim, dado um intercambio
de intervalos (A, 7), podemos encontrar um par (N, 7’), onde A, = Ay, @' € A, tal que este
represente o mesmo intercambio de intervalos, ou seja, podemos normalizar a ordem, escolhendo
A={1,2,...,r} e mp = id. No entanto, esta notacao esconde os papéis simétricos de my e 1,

além de nao ser invariante para o algoritmo de inducao, o qual serda apresentado mais adiante.

J r
Para cada A € A, seja By =0, 3; = Z)‘i’ X;=Bj-1.8i,j=1,....re X = UX]- =
i=1

j=1
[0, B:[.
Para cada A € A, e 7 € G,, seja X' = (A}, Ay, ..., A)) € A, na qual A} = A-—1(;y. Conse-

quentemente, definimos 3; e X7. Considere a aplicagao T': X — X definida por
T[E:x—ﬁj_l—f—ﬁ;_(j)_l, ZL‘EXj, jzl,...,T’.

Assim, T permuta os sub-intervalos X; de acordo com a permutacao 7, ou seja, T'(X;) =

X ;( i) Sendo assim, usaremos o par (A, 7) para representarmos uma transformacao intercambio

de intervalos T, ou ainda, algumas vezes usaremos o par (A, 7) para representarmos o mesmo.

Definigao 2.0.4 Seja T € G, uma permutacio de um par @ = (7o, T1) qualquer (1 = T omy ).

Dizemos que T € redutivel se existe k € {1,2,...,r — 1} tal que
T({1,2,...,k}) ={1,2,... k}.
Caso contrdrio, dizemos que T € irredutivel.
No Exemplo (2.0.2) temos 7 irredutivel. Vejamos um exemplo onde 7 é redutivel.

Exemplo 2.0.3 Sejam 7 = (2,1) € Gz, A € A3 e suponhamos que



Dai, por defini¢cao temos
Ad=m 1) =1, =72 =2 e a=n'(3)=3;
e pela permutacao T, temos
m) =m (7' (1) =7(1) =2, m(2)=m (7" (2) =7(2) =1
e m(3)=m (7 (3)) =7(3) =3.
Nesse caso, temos que existe k =2 < 3 =1 tal que
T7{1,2,...,k}) =7({1,2}) ={r(1),7(2)} = {2,1} = {1,2} = {1,2,...,k}.
Portanto T é redutivel. Para melhor entendimento desse exemplo, veja o sequinte esbogo:

XA X2 X3

X2 X1 X3

Assim, caso a permutacao 7 seja redutivel, qualquer que seja A € A,., o subintervalo

e o seu complementar, sao invariantes por 7T'. Isso significa que T' se decompoe em outras duas
transformacoes. Logo, dado um par 7w qualquer, conseguimos decompo-lo em pares irredutiveis.
Assim, podemos restringir nossos estudos ao conjunto dos pares irredutiveis.

Obviamente, uma aplicagao intercambio de intervalos (A, 7) nao pode ser minimal caso T

seja redutivel.

2.1 Vetores de translacao

Dado 7 = (7, 1), definimos € : R* — R4 por:

Q2:(\) =w com w,= Z Ag — Z Ag- (2.1)

m(8)<m1 () mo(B)<mo()

Entao, a transformagao em intercambio de intervalos T' correspondente é dada por
T(z) = x + w,, para x € X,,.

15



Exemplo 2.1.1 Tome o intercambio de intervalos dado pela figura abaixo.

Desta forma temos
(1) =1, m(2)=2, 7w3)=3, ml)=2 m(2) =3 e m@3) =1
Com 1isso, temos
Q:(N) =w = (w1, wq,w3),

onde

wi= > A= > Ag=

m(B)<mi(1)=2 mo(B)<mo(1)=1

Wy = Z )\5— Z )\5:/\1+)\3—)\1:)\3 (&
m1(B)<mi(2)=3 mo(B)<mo(2)=2

ws= > A= > Ag=dg=—M =
m (B)<m1(3)=1 mo(B8)<m0(3)=3

Chamaremos w de vetor translagdo de 7. Note que a matriz (2,.5)a.8c4 de Q2 é dada por

+1 se m(a) >m(B) e mo(a) < m(f)
Qasp=19 —1 se m(a)<m(B) e m(a) > m(B) (2.2)

0 para todos os outros casos.

Lema 2.1.1 O produto escalar A - w = 0.

Demonstragao: De fato,

)\.w:Z)\awa:ZAa Z g — Z s | =

acA acA m1(B)<mi(a) 7o (8)<mo ()
B SED MU S SEPHY 23
acAm(B)<mi(c) acA mo(B)<mo ()

Sejam € € {0,1} e m. : A — A bijecbes. Sejam A = {(o,3) € A x A: 7 (a) > 7 (B)} e
Ay ={(1,0) € Ax A:me(7) <7e(0)}.

16



Assim, A{NA5=0, AUJA;=Ax A\ {(,a) ;€ A} e

DD Ads= D s (2.4)

a€A T (B)<m(a) (o,B)E€AS

Por outro lado, temos

Dhds= D A= D Aadst D> A=

o (a.8)€A5 U A3 (ceB)EA] (1.6)€AS
= D ddst D A =2 ) s (2.5)
(o, B)€AS (0,v)eAg (o, B)€AS

Assim, de (2.3), (2.4) e (2.5) segue que

:%ZAQAE—%ZAQABZO.

B o

2.2 A inducao de Rauzy-Veech

Consideremos o par m = (m,m) e o par (\,7) com 7 = m o7, '. Para cada ¢ € {0,1},

denotemos por a(e) o dltimo simbolo na expressao de 7, ou seja,

ale) =n1(r) =«

Assumindo que os intervalos X o) € Xo(1) possuam comprimentos diferentes; dizemos que (A, 7)
tem o tipo 0 se Ay0) > Aa(1) € tipo 1 se Ayg) < Mgy
Sendo assim, seja Y o subintervalos de X obt1d0 pela remocao do mais curto desses dois

intervalos, ou seja:

X\T(Xay), se (Am) tem o tipo 0,
X\ X,

Y =

0> S€ (/\,W) tem o tipo 1.

A inducdo de Rauzy-Veech de T é a funcao primeiro retorno R(7') para o subintervalo
Y. Temos assim uma nova transformacao em intercambio de intervalos. Vamos definir mais

detalhadamente como funciona tal inducao.

Se (A, m) tem tipo 0, definimos Y; = X; para i # a(0) e Yo0) = Xa@) \ T(Xaq)). Tais

intervalos formam uma particao de Y e T'(Y;) C J, para todo ¢ # «(1). Sendo assim, R(T) =T

restrito a esses Y/'s, com i # a(1). Por outro lado,

17



T(Ya(l)) = T(Xa(l)) C Xa(O) e T2(Ya(1)) C T(Xa(o)) cY.

Assim, temos ﬁ(T) = T2 restrito & Y,1). Veja a figura (2.1).

o X | T
. T(X o)) ' Toun)
. Yoy | Yo |
D T a0) ITw“ﬂ.}]_l_ :

. B

Figura 2.1: Inducao de Rauzy-Veech para (A, 7) do tipo 0.

Um exemplo para esse caso é representado pelo seguinte intercambio de trés intervalos:

X1 . X2 X3 ,
| T(X3) S TX) TXa)
_ T
| n_o, Ve, Ys J
| ) Tt Ty
: P

Se (A, m) tem tipo 1, definimos Yy ) = T (Xa(0))s Ya) = Xa) \ Yao) € Yi = X;, para os
outros valores de i. Desta forma, T(Y;) C Y para todo i # a(0) e, entdo, R(T) = T restritos a

esses Y/s, com i # a(0). Por outro lado,

Assim, temos R(T') = T2 restrito & Ya0)- Veja a figura (2.2).

18



Xai1) | Xt
| T(Xa0) . — |
S o Yan | Yo |
| IT{Ymr:r}L " T(Ye) |

Figura 2.2: Indugao de Rauzy-Veech para (A, 7) do tipo 1.

E agora um exemplo para esse outro caso é representado pelo seguinte intercambio de trés

intervalos:
| X | X2 - Xa
T(X2) | T(X3)' T(X1) '
_ iT
: Y . i Y2
C Ty T{*@}‘ T(Y1)
: : -

Agora, expressaremos a funcio T — R(T) em termos de coordenadas (A, 7) no espaco das

transformacoes em intercambio de intervalos.

1) Se (A, ) tem tipo 0, entao a transformacao ]??(T) ¢ descrita por (XN, 7'), tal que:
N = (X)) jea, onde

/\;- = A; para j# a(0), e /\;(0) = Aa(0) — Aa(1) (2.6)
e
o o _ af ay,  ap O‘2+1 (0)
s af aj; a(0) al) agyy ay_y



ou seja,

a; =a; e o =4 a(l) se j=k+1 (2.7)

onde k € {1,...,r — 1} estd definido por a; = «(0).

2) Analogamente, se (A, 7) tem tipo 1, entdo a transformacdo R(T) ¢é descrita por (X, 7),
tal que:
N = (X)) jea, onde

X;=A; para j#a(l), e Ay = Aa) — Aa) (2.8)
e
o= o _ af g a(l) a(0) 0‘2+1 a)_,
m o Qg O Qg a(1)
ou seja,

a; se <k
a;j =9 af0) se j=k+1 e 04]1-1 = q; (2.9)
a) | se j>k+1
onde k € {1,...,r — 1} estd definido por af = a(1).

Definicao 2.2.1 Dizemos que o vetor A\ = (A1, Aa, ..., \,) € A, € irracional, ou que \; ,

jeA={1,2,...,r}, sao racionalmente independente, se an)\j =% 0 para todo vetor inteiro
j=1
nao nulo (n;)jea € Z".

Notemos que a funcao inducao ]%(T) nao esta definida quando os intervalos X, ¢ Xo()
possuem o mesmo comprimento, ou seja, quando A,y = Aq(1). Queremos considerar R como
um sistema dinamico nos espaco das transformacoes em intercambio de intervalos. Para isso,
devemos restringir R a um subconjunto invariante de (X, 7) tal que os iterados ﬁ”(/\, 7) estejam
bem definidos, isto é, )\Z(O) #+ )‘2(1)’ para todo n > 1. Uma possibilidade para esse subconjunto
é o dos vetores A € A" tal que A\ é racionalmente independentes, ja que essa condicao é in-
variante para iterados de (2.6) e (2.8). De fato, sejam (A, 7) do tipo 0, com A racionalmente

independente, e (n;)jc4 € Z" um vetor ndo nulo. Dali, temos:
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SN =) Ay + na© (Ra) — Aan) =
jEA JEA
J#(0)

= Z 1A + Na(0) Aa(0) + Aa)(Ma() — Na(o)) 7 0,
JaD)

ja que todos os coeficientes dos \js sao inteiros, nao nulos (desde que tomamos (n;)jeca € Z"
nao nulo) e A é racionalmente independente.

Analogamente mostramos para (A, ) do tipo 1.

Consequentemente, concluimos que se (A, 7) é racionalmente independente entao todos os
iterados R™(\,7) estdo definidos.

Keane observou que, mesmo que o conjunto do vetores racionalmente independentes A € A"
possui medida de Lebesgue total em R", existem pares (A, 7), A racionalmente independente
pelos quais os iterados de R existem, ou seja, Keane observou que independéncia racional é
uma condi¢ao um pouco forte.

Assim, veremos uma condicao, que chamaremos de condicao de Keane, e provaremos que
de fato independéncia racional é mais forte que tal condigao.

Seja 0X, a extremidade esquerda de cada subintervalo X, v € A. Relembrando que a

extremidade esquerda de X coincide com a origem, entao

0X,= Y. A,

neA;
T (m)<mo(v)

representa a extremidade esquerda de cada subintervalo X,. Note que se my(3) = 1 entao

T(0X,) = 0X; para a = m; '(1).

Definigao 2.2.2 Dizemos que um par (A, ) satisfaz a condi¢ao de Keane se as drbitas destas

extremidades sao tao disjuntas quanto € possivel elas serem, ou seja, se

T"(0X,) # 0X3, para todo m>1 e «a,f€ A, com m(3) # 1. (2.10)

Proposicao 2.2.1 As sequintes propriedades sdo vdlidas:
1) Se o par (A, 7) satisfaz a condi¢do de Keane entio o par R(\,7) = (N, =) estd bem definido

e € wrredutivel. .

2) A condigao de Keane (2.10) nao € afetada se restringirmos ao caso m(a) > 1, em vez de

mo(0) # 1.
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Demonstragao:
Fato 1): Suponha que R ndo esteja bem definido. Assim, terfamos Aoy = Aa(1), 0 que
implicaria que T'(0Xq1)) = 0Xq(0), contradizendo o fato de (A, m) satisfazer a condicao de
Keane.

Agora se supormos que 7 é redutivel entao seja k € {1,2,...,r — 1} tal que
momy H({1,2,...,k}) ={1,2,...,k}. Assim, existe« € {k+1,k+2,...,7r} tal que T(0X,) =

0Xk+1, 0 que contradiz o fato de o par (A, 7) satisfazer a condi¢ao de Keane.

Fato 2): De fato, tomemos como hipdtese que
T(0X,) # 0Xgs, para todom > 1 e o, 3 € A, com m () > 1.

Sendo assim, temos 7 irredutivel (demonstracao andloga a afirmacao anterior).

Queremos provar que vale a condicao de Keane, ou seja, queremos provar que vale
T(0X,) # 0Xgs, para todom > 1 e «, 3 € A, com () # 1.

Mas se mi(a) > 1, ent@o (2.10) é satisfeita por hipdtese. Suponhamos entao, por absurdo, que
m(a) =1em(f) # 1, mas T™(0X,) = 0Xg, com o # [3.

Assim, temos 0X, # 0X3 pois a # (3 e temos também T(0X,,) # 0Xg pois T(0X,) =0 e
0Xp > 0.

Sendo assim, temos m > 1, o que implica m — 1 > 0.

Seja v € A tal que T(9X,) = 0 = 9X,. Entao temos T 1(9X,) = 0Xs. Além disso,
m(y) > 1, pois mo(y) = 1 e sabemos que 7 é irredutivel.
Portanto, existem v, 3 € A tal que T 1(0X,) = 0X5 com 71(y) > 1, 0 que é um absurdo pois
contraria a hipdtese.
Logo, vale (2.10).

0]

Observe que a propriedade (2.10) é invariante para iterados de R j& que as Orbitas de E(T)
estao contidas nas orbitas de T'. Sendo assim, a condigao de Keane ¢é suficiente para garantir a
existéncia de todos iterados (A", 7") = }A%”()\, m), n > 0.

O préximo resultado mostra que, assumindo a irredutibilidade de 7, a condi¢ao de Keane ¢é

de fato mais geral do que a independéncia racional.

Proposigao 2.2.2 Se \ € racionalmente independente e w € irredutivel entao (\, ) satisfaz a

condi¢cao de Keane.
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Demonstragao: Suponhamos por absurdo que o par (A, ) nao satisfaz a condigao de Keane,
logo existem m > 1 e a, 3 € A, com m(83) > 1, tal que T (0X,) = 0Xz.
Seja 3, 0 < j < m, tal que TV(0X,) € Xp,. Temos assim By = a e 3, = 3. Note que

T(0X,) = 0Xo + wa
T2(0X,) = T(T(0X.)) = T(0Xa) +ws, = OXa + wa +wp,

0X5=T"(0X,) = 0Xo +wa +ws, +...+ws, s

onde w = (wy)ea € 0 vetor translagdo definido em (2.1). Dali,

m—1

an - 8Xa = Zwﬁﬁ

7=0

ou seja,

(]
(]
(]

70(v) <m0 (Bm) 0 (v)<mo(Bo) §=0 \m(v)<m(8;) mo(v) <m0 (55)
m—1 m—1
= Ay = Z Ay
3=0 my (v)<m1(55) J=0 7o (v)<mo(B;)

Dai, segue que

D W N W Ay — Ay — Ay,

70 () <m0 (Bm) 7o () <mo(fBo) J=0 w1 (v)<m1(8;) =1 mo(v)<mo(B;) 7o () <m0 (o)

e entao, tém-se

3
L

<.
Il
o

m1(y)<m1(B5) J=1 mo(y)<mo(B;)

Mas essa tultima igualdade pode ser escrita como

Z nyAy = 0,

veA

onde

ny =H{0<j <m:m(f) >my)} =40 <j <m:mo(d) > m()}-
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No entanto, temos por hipdtese que A é racionalmente independente. Sendo assim, segue que

n, = 0, para todo v € A. Sejam

B = max {m(8;)}, C= o%iﬁ{m(ﬁj)} e D =max{B,C}.

0<j<m

Desta forma, temos D > B > my(f3,,) = mo(5) > 1.

Como 7 é irredutivel, deve existir v tal que

mo(y) < D < mi(y).

Da relacao anterior e da construcao de D temos m(5;) < m1(7y) para todo 0 < j < m, e assim

{0<j <m:m(B)>m(y)}=0.
Como n, = 0, temos {0 < j < m : m(5;) > mo(7)} = 0 e, assim, mo(F;) < mo(y) < D para
todo 0 < 5 < m.

De modo andlogo, prova-se que m(3;) < D para todo 0 < j < m. De fato,

como D > 1 e m é irredutivel, deve existir v tal que

m(y) < D < 7o (7).

Da relacao anterior e da construgao de D temos m(3;) < mo(7y) para todo 0 < j < m, e assim
{0 <j<m:m(B)) > mo(y)} = 0.
Como n, = 0, temos {0 < j < m : m(5;) > m(y)} = 0 e, assim, m(F;) < m(y) < D para
todo 0 < j < m.

Assim, provamos que my(3;) < D para todo 0 < j < m e que m(5;) < D para todo
0 < j < m, o que é um absurdo, pois contraria a definicao de D.

Portanto, (A, 7) satisfaz a condigao de Keane.

Proposicao 2.2.3 Se (A, m) satisfaz a condigao de Keane entao T € minimal.
Antes de demonstrarmos tal Proposicao, precisaremos dos seguintes resultados.

Lema 2.2.1 Dado qualquer subintervalo J = |a,b|C X,, para algum o € A, deve existir uma

particao finita {J; : 1 < j <k} e inteiros ny,...,ng > 1 tal que
1. TY(J)NJ =0 para todo 0 <i<mn; el <j<k;
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2. cada T[L,J ¢ uma translacao de J; para algum subintervalo de J;
J

3. os intervalos T (J;), 1 < j < k sdao disjuntos dois a dois.

Demonstragao: Seja A a unido do conjunto das extremidades {a,b} de J com o conjunto
das extremidades dos intervalos X,. Seja B C J o conjunto dos pontos z € J para o qual deve

existir algum m > 1 tal que T%(z2) ¢ J para todo 0 < i <m e T™(z) € A.

A funcdo B 5 z — T™(z) € A é injetiva. De fato, sejam 21,20 € J e my,my > 1 tal que
T™(z1) = T™2(29) € A. Se my = may, entdo, desde que T é bijetora, segue que z; = 29 e, assim,
a injetividade de tal funcao. Sem perda de generalidade, suponhamos entao que m; < msy. Dali,
T2 (zg) = 21 € J e 1 < mg—my < mg, contradizendo a escolha de my. Disso segue que

my = msy e que tal funcao é injetora.

Consequentemente, como A ¢ finito, segue que B também ¢é finito. Portanto, consideremos uma
particao de .J determinada pelos pontos de B.
Pelo Teorema de Recorréncia de Poincaré (1.0.1), para cada elemento J; = [a;, b;[ desta

particao, deve existir n; > 0 tal que 77 (.J;) intercepta .J. Consideraremos n; o menor possivel.

Da definicao de B, os 7™ (J;), 1 < j < k, sao disjuntos dois a dois. De fato, se existissem

Ji e Jj, comy € T (J;) N T"(J;) # 0, entdo existem x; € J; e x; € Jj, tal que T (z;) =

T" (x;) = y. Como n; # n;, pois caso contrario terfamos da bijetividade de T" que z; = z;, o

que nao acontece, pois J; N J; = () por construgao. Sem perda de generalidade, suponhamos

entdo que n; > n;, e assim temos 7™ " (z;) = z; € J, contradizendo a defini¢ao de n;. Logo
Tm(J;), 1 < j <k, sao disjuntos.

O

Corolario 2.2.1 A partir das hipéteses do Lema (2.2.1), o conjunto j, formado pela uniao
de todos os iterados futuros de J, é uma uniao finita de intervalos e é também um conjunto

~

invariante, ou seja, T(J) = J.

Demonstragao: A primeira afirmagao segue direto da primeira parte do Lema (2.2.1):

00 k
j:UT”(J):U

’I”L]'—l
T(J;).
0

1=

Da bijecao de T', observe que
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k k
Z!T"J =D 1 Til=T]
7j=1 7j=1
onde | - | representa o comprimento dos intervalos.

Dai, usando os itens 2. e 3. do Lema anterior, segue que

k
J=J1 ()
j=1

Assim
E nj ni—1

~UUr ) =U U T -

j=1li=1 j=1 i=

[e=]

ou seja, J é um conjunto invariante.

Lema 2.2.2 Se (A, 7) satisfaz a condi¢ao de Keane entao T nao possui pontos periddicos.

Demonstragao: Suponhamos por absurdo que existe m > 1 e x € X tal que T™(z) = x.
Defina 3; € A, 0 < j < m, tal que T7(z) € Xp,. Seja J o conjunto de todos os y € X tais que
T(y) € Xg, para todo 0 < j < m, ou seja,

J={yeX T/ (y) € X5, 0<j<m}=
={y € X :T°y) € Xg,, T'(y) € Xp5,,..., T y) € Xp,, 1}
={ye X :T(y) e X} N{y e X: THy) € Xp,}N...N{ye X : T" ' (y) € Xp, ,} =
=T%Xz)NT Y X)) N...N T~ M D(X, ).

Desta forma, J é unido finita de subintervalos de Xp, e, além disso, J # 0 j& que x € J. Seja
J, o tal subintervalo que contém z. Assim, por construcao de J, existe 0 < i < m tal que

T 10Xg,) = 8J,. Como T™(x) = z, segue que

T 19X ,)) = T™(07,) = 8T, = T™(9X5,),
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ou seja, T (0Xz,) = 0Xg,.
Se mo(5;) > 1 entdo contradiz a condigao de Keane. Assim, mo(3;) = 1. Portanto, existe ap € A
tal que T'(0X,,) = 0 = 0Xp,. Como 7 ¢ irredutivel temos 0X,, > 0, ou seja, my(cp) > 1. Por

outro lado, pela injetividade da T temos

T(aXOéo) = aX,Bi — T(aXa0> = aXﬁi
T™(0Xp,) = 0Xg, T™T(0Xa,)) = TM(0X5,) = 0Xp,

—

— T(T™(0Xa,)) = 0Xp5 = T(0X0,) = T™(0X4,) = 0 X4y,

o que é um absurdo, pois contradiz a condicao de Keane. Sendo assim, provamos que nao existe
ponto periodico.

O

Demonstragao da Proposicao (2.2.3):
Suponhamos que exista x € X tal que o conjunto {T™(x) : n > 0} nao seja denso em X, ou seja,

{T™(x) :n >0} # X. Sejam J = [a, b[C X,, para algum « € A, tal que JO{T™(x) :n >0} =0

e J a unido de todos iterados futuros de J. Pelo Coroldrio (2.2.1), esta é uma unido finita de

intervalos completamente invariante por 7.

Afirmamos que J nao pode ser da forma [0, 13[ De fato, suponhamos que seja desta forma.
Considere B = {a« € A : X, C j} Se B # 0, temos mo(B) # {1,2,...,k}, para algum

k€ A, com k < r, jd que J nao intercepta a orbita de x. Como J é invariante, temos

m(B) ={1,2,...,k}, ¢ assim
o ({1,2,... k}) =B=n"({1,2,...,k}).

Mas isso contradiz a irredutibilidade de 7, ja que irredutibilidade é uma consequéncia de sat-
isfazer a condicao de Keane. Sendo assim B = (), ou seja, J c X,, onde my(a) = 1. Por
invaridncia temos J C T(X,) também e, portanto, m;(a) = 1. Mas isso também contradiz a
irredutibilidade de 7. Com isso, provamos tal afirmacao.

Como consequéncia, e usando o Corolario (2.2.1), J é uma unido finita e disjunta de subin-

tervalos de X, onde existe pelo menos um subintervalo do tipo |a, l;[, com a > 0.

Se T"(a) # 0Xp para todo n > 0 e 3 € A, entdo, pela continuidade de T" e invariancia de

J, T "(a) serd extremidade de algum dos subintervalos disjuntos de J, para todo n > 0. Como
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A

J possui um ntmero finito de componentes conexa, segue que 7' deve possuir ponto periddico,
o que nao pode acontecer de acordo com o Lema (2.2.2).
Analogamente, nao pode acontecer T"(a) # T(0X,) para todon <0 e a € A.

Assim, existem nq < 0 <ny e o, € A tal que
T"(a) =T(0X,) e T™(a)=0Xs. (2.11)
Se 0Xj3 > 0 entao a condi¢ao de Keane é contraditado, pois
Tre-m(9X,) = T2 (T (0X,,)) = T™(a) = 0X5.

Se 0Xj3 = 0 entdao ny > 0, pois tomamos @ > 0. E mais, 0X3 = T(0X,), para algum v € A
(m1() = 1). Desta forma, (2.11) permanece vélido se substituirmos 3 por v e ny por ng — 1.
Pelo fato da irredutibilidade, temos v # (3, logo X, > 0, e novamente a condicao de Keane ¢

contraditado, pois

T (0X,) = T H (T (0X,)) = T a) = 0X,,  mo(v) # L.

Portanto, ndo existe x € X tal que {T"(x) : n > 0} # X. Sendo assim, 7' é minimal.

Assim, das Proposicoes (2.2.2) e (2.2.3) obtemos o préximo teorema.
Teorema 2.2.1 Se 7 ¢ irredutivel e A € irracional entio T = (A, T) € minimal.

Ou seja, para quase todo A, supondo 7 irredutivel, temos 7" = (A, 7) minimal.
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Capitulo 3

A Propriedade P

Nesse capitulo iremos definir uma propriedade, a qual chamaremos de Propriedade P, que
sera fundamental para demonstrarmos que quase todo intercambio de intervalos é unicamente
ergodico, onde primeiramente demonstraremos que se um intercambio de intervalos satisfaz a
Propriedade P entao tal intercambio é unicamente ergddico e depois, usando ferramentas em

teoria de grafos, provaremos que quase todo intercambio de intervalos satisfaz a Propriedade P.

Definigao 3.0.3 Um conjunto infinito A C N* = {1,2,3,...} é essencial se para todo inteiro

[ > 2 existir um numero real X\ > 1 de tal forma que o sistema

nj1 > 2n;, para 1 <i<[—1;
np < Ang; (3.1)
n; €A, para 1<i<]|

tenha um nimero infinito de solugoes (nq,ng, ..., ny).

Exemplo 3.0.1 Um exzemplo trivial de conjunto essencial é o conjunto dos nimeros naturais

N.
Um outro ezemplo de conjunto essencial é dado por A ={ay,as,as,...}, onde
a; =3 e apny1 = 2a, + 1, para todo n € N*.
De fato, fize um inteiro | > 2 qualquer e seja {ani1,ani2y ... any} C A, para um n € N,

arbitrario. Dai, por construcao de A, temos que

Qptiv1 = 201 + 1> 2a,44, para todo 1 =1,2,...,1 — 1.
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Se encontrarmos um valor real AX(I) = XA > 1, tal que a1 < Aayi1, entdo provamos que A é
essencial.

Observe que

Upio = 20p41 +1=2(ap1 +1)—1
an+3 = 2an+2 + 1 = 2(2an+1 ‘I— 1) + ]_ = 4an+1 + 3 = 22(6Ln+1 ‘I— 1) — 1
Upig = 20,3+ 1=2(2%(ap1 +1)— 1) +1=2%(a, +1) — 1.

Com isso, provamos por inducao finita que
a1 =2 ap g +1) — 1.

Tome A = 2'. Dai, temos

A\ = 2[ _ 2l712 _ 2l71(1 + 1) > 2[—1 (1 + 1 ) _ 2[*1 <an+1 + 1) .
Qp41 Ap+1

= N > 257 ey +1) — 1 = anyy,
para qualquer que sejan € N. Logo A € essencial.

Exemplo 3.0.2 Um exemplo de conjunto ndo essencial é o conjunto E = {2%" : n € N}.
De fato, fize um nimero inteiro | > 2 e seja A €]1,400| arbitrdrio. Assim, existe ng € N

suficientemente grande tal que
22n22n _ 22n+2n _ 22n2 _ 22n+1 > )\2211

para todo n > ngy. Basta tomarmos ng tal que 22™° > ).
Sendo assim, qualquer que seja a l—upla (ny,na,...,n;) € E™ que satisfaga (3.1), devemos ter
ny < 22" pois caso contrdrio teriamos ny; > An;.

Dai, como n; € limitado temos que existe um nimero finito solugoes (ny,ng,...,n;) em E™
que satisfaga (3.1).

Logo E nao ¢ essencial.

Observe que no Exemplo (3.0.1) o conjunto A é essencial, porém a distancia de seus ele-
mentos consecutivos vai aumentando, mas ja no conjunto £ do Exemplo (3.0.2) a distancia de
seus termos consecutivos também vai aumentando, porém muito mais rapido que no conjunto
A, e vimos que o conjunto E nao é essencial.

Assim, podemos dizer que, geometricamente, um conjunto infinito A C N é essencial se para

qualquer que seja o inteiro [ > 2 tivermos infinitas [—uplas (ou ”bloquinhos”com [ elementos)
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{ni,n9,...,m} C A de tal forma que seus termos dois-a-dois consecutivos (n; e n;i1, i =
0,...,0—1) vao ficando relativamente um distante do outro, mas nado muito rapido, porém os
seus extremos (ny e n;) sejam relativamente préximos.

Dado uma aplicagao intercambio de intervalos T' = (A, 7), denotemos por m(T') = 1@}5 Ai-
Assim, temos 0 < m(7T) < 1/r, onde r = §.A. Para todo inteiron > 1, 7" : X — X ¢é também
uma aplicacdo intercambio de intervalos. Denotemos por (A™, 7(") tal aplicacio. Além disso,

todas as possiveis descontinuidades de 7™ tém a forma

T75B), onde 0<k<n—-1 e 1<i<r—1. (3.2)

Consideraremos que a particao

0=3" < B <p” <. <BY =5, B"=D A",

j=1
correspondente & A" = (Aﬁ”), )\gn), o )\Y(LY)L)), é gerada por todos os pontos em (3.2), mesmo
que T" seja continua em algum deles. Denote por m(7") = min )\E”).

1<i<r(n)

Exemplo 3.0.3 Seja o sequinte intercambio de intervalos:

Com isso, temos
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Isto é, as possiveis descontinuidades de T? sio By, o, T HB1) e T~H(B2) jd que By e By sao
as descontinuidades de T em X e T™ carrega as descontinuidades de T para todo n > 2.

Assim, as possiveis descontinuidades de T' definindo em T'(X) sao (1, Bo, T(51) e T(52).

Definicao 3.0.4 Uma aplicacao intercambio de intervalos T tem a Propriedade P se para

)

algum € > 0 o conjunto

A(T,€) = {n eN:m(T") >

S|

for essencial.
Tal definicao é motivada pelo proximo teorema.

Teorema 3.0.2 Seja T uma aplicagao intercambio de intervalos minimal que satisfaz a Pro-

priedade P. Entao T é unicamente ergodica.

Antes de demonstrarmos tal teorema, precisaremos dos seguintes pré-requisitos.

Para cada r € N*| seja

Ar,l = {)\EAri)\zzl}

i=1
Assim, para cada r € N* e para cada A € A, 1, podemos considerar uma partigao de X = [0, 1]

dada por

r Q

X = U X,L onde Xl = [52;1, ﬁz[ (§ ﬁz = Z )‘j'

i=1 j=1
Tal partigao serd denotada pelo par (r, \).

Por max(\) denotemos o comprimento do maior intervalos X;, ou seja,

max(\) = max A

A Definigao (3.0.4) é uma motivacao para o Teorema (3.0.2) pois na década de 80 Michael

Boshernitzan conjecturou que se o intercambio de intervalos 7' nao é unicamente ergodico entao

lim nmin(7") = 0.

n—oo
Esse resultado foi provado em 1987 por Veech [13]. Assim, tal conjectura nos diz que para um
intercambio de intervalos T' ser unicamente ergodico é suficiente que o tamanho de cada um
dos subintervalos A", 1 <14 < r(n), vao diminuindo com uma mesma frequéncia, conforme cada
iterada de 7', ou seja, nao podemos ter um subintervalo diminuindo muito mais rapido do que

um outro subintervalo.
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Proposicao 3.0.4 Seja T uma aplicagdo intercambio de intervalos minimal em [0, 1[. Supon-

hamos que T nao € unicamente ergodica. Entao, para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que, para

qualquer que seja a particao (k,\) com max(\) < ¢, temos Z)‘i > 1 —¢, onde o conjunto
ieJ

J = J((k,\),€) é o conjunto de todos os inteiros i, com 1 < i < k, para o qual eziste uma

medida de Borel normalizada p;, invariante sob T tal que ;(X;) < e\; = en(X;), onde n denota
a medida de Lebesgue em [0, 1].

Demonstragao: Como 7" nao é unicamente ergédica, existe outra medida de Borel p, ergddica,
normalizada e invariante sob 7', com p # 71, onde 1 é a medida de Lebesgue.

Para demonstrarmos a proposi¢ao, usaremos o fato de que se pu é ergédica, entao sua decom-
posicao de Lebesgue é trivial, ou seja, p é singular em relagao a n (uLn) ou p é absolutamente
continua em relagao a n (u < n).

(Caso 1) L n.

Afirmagao: Para todo € > 0, existe § > 0 tal que para qualquer que seja a particao (k, \)

com max(k, \) < 4, temseZ)\ <e onde J={1 <i<k:u(X;)>e\}. De fato, como u é

icJ
singular, existe um boreliano C' tal que n(C) = u([0, 1[\C) = 0.

Logo existe um conjunto D = U D;, onde os D, sao intervalos abertos, tal que (D) < ¢/4 e

j=1
w([0,1[\D) < €*/2. Tome § = ¢/8n e uma partigao (k,\) tal que max(\) < §. Considere os

conjuntos J; = {1 <i<k:DNX; #0}, h=J\JreJs={ieJ :X; ¢ D}

Entao

Z)\ign(D)Jrn(UXi\D) §2+U (X;\ D) _—+ZnX\D §§+Za

i€y €Jq €1 i€J3 i€J3

Se i € Jy entao X; N D; # (), para algum j € {1,...,n} e ainda, existe no mdximo um inteiro
l € Js, com | # i, tal que X; N D; # (). De fato, supoe que existem [,I" € J3, com [, 1 # i, tais

que
XlﬂDj%(D, Xl/ﬂDj%(i) (& l%l/

Como D; ¢ um intervalo aberto e X;, X; e Xy sao intervalos disjuntos, segue que X, C Dj,
para algum « € {i,[,{'} C J3, 0 que é um absurdo.

Assim, provamos que para cada j € {1,...,n}, D; intercepta no méximo dois intervalos
distintos X; e Xy, com 4,7 € Js.

Defina o conjunto J§ = {i € Js: X, N D; # 0}, j =1,2,...,n. Dai, temos que
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n
J
Ui =
j=1
e que J3 possui no maximo 2 elementos, visto o que provamos. Assim,

26<225<226_2n5

i€ J3 J=1 ZGJJ

Portanto, temos

€ € € € €
A< S s<Siomg=S ot =&
> —4+Z Sy =g =g =5

i€Jy i€J3

Além disso, temos

ingzéu(x (Ux>< “n(0,10D) < &

i€Js i€y i€J2

—_

Finalmente, obtemos
€ €
SNEI A A<=
ieJ i€Jy i€J2

como queriamos demonstrar.
(Caso 2) <.

Se 1 # n entdo existe um conjunto Boreliano A, invariante sob 7" com 0 < n(A) < 1.
Sejam B = [0, 1[\A, a = n(A) e b = n(B). Dai, tome p; e 15 medidas de Borel, normalizadas

e invariantes sob 1" definidas por

1 1
duy, = EXAdT] e dup = EXBCZU

Dai, por construgao, temos p1 L o. Assim, de modo andlogo ao que foi demonstrado para o caso
onde tinhamos pLn, segue que existe 6% > 0 tal que para qualquer que seja a partigao (k, \),

com max p2(X;) < 41, temos Z o (X 2 onde (JY = {1 <i <k :ui(X;) > eua(Xy)}
ie(J1)”
De fato, como p L, existe um boreliano C! tal que po(C') = uy1([0,1[\C*) = 0. Logo,
n1 2

€
existe um conjunto D! = UD}, onde D; sao intervalos abertos, tal que uy(D') < 3¢

w

([0, 1[\DY) < z

Tome §' = —— ¢ uma particao (k, \) tal que max ps(X;) < §'. Considere os conjuntos
16n, 1<i<k

34



={1<i<k:D'nX;#£0}, J=J"\J e Ji={ielJ!:X,¢ D}

De maneira andloga ao que foi feito anteriormente, chegamos que para cada j € {1,2,...,n;},

Djl- intercepta no maximo dois intervalos distintos X; e X, com 4,7 € Ji. Portanto, temos

€ 62 62
=gt mXADY<g+) S <gmd =7

i€J} i€J;

1 1 1 €
D (X)) <Y —m(Xi) = —m Uxi < —([0, INDY) < -
i€J] i€Js i€Js
Portanto,
6 62 62
D ma(X) <D (X + ) pe(X) S T+ =5
ie(J1)° ieJ} ieJ}

Analogamente, usando o fato que oL ji1, provamos que para todo € > 0, existe §2 > 0 t2al

que qualquer que seja a partigao (k, \), com 1max w1 (X;) < 6%, temos que Z w1 (X)) < 3
ie(J?)°
onde (J2)c = {1 < 1 < k: /LQ(Xl) > E/Ll(XZ)}

Sejam os conjuntos
le{lélgkul(Xz)<€/\z} e ng{lélgl{?,uQ(Xz)<€/\l}

Dai, temos que J; N .Jy; = (). De fato, suponhamos que existe j € J; N Jy. Logo
1
m(X;) = EU(X]‘ NA) <ek; n(X; NA) < ael,

1
M2<Xj) = ET/(X] N B) < 6)\j 77(X] N B) < bG)\j

= X =n(X;) =n(X;N(AUB)) =n(X;NA) +n(X;NB) <

< CLE)\J' + b€>\j = (Cl + b)G)\j = €>\j — /\j < 6)\]',
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o que é um absurdo. Logo J; N Jo = (.

Sejam € > 0 arbitrario e J = J; U Jy . Assim, conseguimos determinar J*, 6%, J? e 6% como

anteriormente.
Queremos provar que existe § > 0 tal que dada uma particao (k, ) qualquer, com max(\) <

0, temos Z > 1 — € ou, semelhantemente, basta provarmos que Z A <€, com JC=JNJS =
ieJ ieJe

Antes disso, provemos que {1,2,...,k} = (J})"U (J*)® e, portanto,

Je=JinJs c (JH U (I
De fato, basta provarmos que {1,2,...,k} C (JY)° U (J?)". Suponhamos que exista
i€{1,2,...,k}talquei & (JH) U (J) = ie J'NJ?

ou seja, temos

1 1

EU(Xi NA) = (X;) < eua(X;) = gn(Xi N B) En(Xi NA)< gn(Xi N B)
—

1 - —1

gn(Xz‘ N B) = pua(X;) < epn(X;) = gn(Xi NnA) fU(Xz‘ NA)< Tn(Xi N B)

e—1

1—
— —n(X;NA) < ——n(X;NB),

o que nao é verdade pois temos que

1—c¢ e—1
> 0,
a b

Portanto {1,2,...,k} = (J}) U (J?)® e assim temos J{ N Js C (JY) U (J?) .
Tome § = min{bd', ad?} e seja (k, ) uma particao tal que max(\) < §. Assim, para todo

<0, ANB=0 e AUB=I0,1]

ie{l,2,...,k}, temos

1 1 1
— P B —0 < — Lp—_y
bn(XZ N ) < b5 < bb5 )

X;N )
Mo<bm Xy <5 | MNNBI0
n(X;NA) <o 1 . )
“n(XiNA) < =6 < ~ad? = §?
a a a
Xi) <& mas {12(X,)} < 6"
- p2(X) , paratodo i € {1,2,...,k} = 1<i<k .
1 (X;) < 62 X)) <
1<i<k
Dai, temos
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Z)\i: Z Ai < Z Ai + Z Ai <

ieJe ieJen((J1)eu(J?)) ieJen(Jh)© ieJen(J?)©
1 1 1 1
= _M2<X2> + _M1<Xz> S Z _///2<Xz) + _Nl(Xz) S
ieJen(Jh)e ieJen(J?)e e(J)° ie(J2)°
€2 1€
K—+< —— =g,
€ €

finalizando assim a demonstragao para o caso onde pLn.

Demonstracao do Teorema (3.0.2):

Seja T : X — X uma aplicacao intercambio de intervalos, de r intervalos, minimal que

satisfaz propriedade P. Suponhamos por absurdo que 7" nao é unicamente ergddica. Sem

perda de generalidade, suponha X = [0, 1[. Denotemos por 7 a medida de Lebesgue em [0, 1].
Para cada n > 1, denotemos por (r,, A) a particio correspondente & aplicacdo in-

tercambio de intervalos 1", r, sendo o ntimero de intervalos XZ-(") permutados por 7" e AW =

AP A Ay € A, Seja min(A™) = m(T™) = min A" Como T é minimal, segue
que o
lim max(\™) = 0. (3.3)

De fato, se tivéssemos lim max ()\(")) > 0, entao teriamos max ()\(")) > (0 para todo n € N.

Disso seguiria que existzﬂliom intervalo aberto I C X tal que para cada iterado n de T', existe
in € {1,2,...,r,} tal que I C Xi(:), para todo n € N. Assim, para qualquer que seja 1 =
1,...,r—1, temos T™(f3;) & I, para todo n € N, onde [3; é a extremidade esquerda de cada X;.
Portanto, temos que a 6rbita de cada 3; estd contida em X \ I, contrariando a minimalidade

de T

Logo 7,11 > r, para todo n € N* e, portanto,

rn,>mn, VYn>1 (3.4)
Para todo n > 1, seja (™ = (xgn),:cgn), . ,:L’SZ)) € A, o vetor composto pelos valores )\g"),

porém, arranjados em ordem nao-decrescente. Seja s, = [r,/2] + 1 (onde [y] denota o maior
inteiro < y). Entao
2 = B (rn — (50 — 1))l = L zn: 2 < _ zn: 2 <
o, — s+ 1 o, — S+ 1 S A LT

i=Sn, i=8n
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—, se r, for par,

1 I D I
_rn—sn—i—l_rn_[%]_ 9 .
PR se r, for impar.
Logo,
z(W < 2.2 (3.5)

" Tn n

Como T satisfaz a propriedade P entao, para algum € > 0 o conjunto

A=A(T,e) = {n € N: min(A™) > E}
n
é essencial. Se n € A entao, por (3.5), temos
€ < pm < m) < 2
- < < <...< < — 3.6
n =t =% = =Ts =0 (3.6)
Por (3.4) temos 1, > n. Assim
Sn (n)>3n£: £>T_HE>E£:E 37
izlxl _izln e 2n” 2n 2 (3.7)
Sejal = [2/e]+2. Como A ¢é essencial, existe A > 1 tal que o sistema (3.1) tém infinitas solugoes
(ny,ng,n3,...,n). Seja
Ay ={n; € A: existe uma solugao (nq,ns,...,n;) para o sistema (3.1)}.

Assim A; é um conjunto infinito. Seja

. e 1
= min —. .
“ 2" 9\

Tomando esse €7, existe entdo um § > 0 satisfazendo as condigdes da Proposi¢ao (3.0.4). De
(3.3), paraum n; € A; suficientemente grande, tém-se max()\l(-m)) < § e portanto, da Proposicao

(3.0.4), tém-se

YN >1-g (3.8)

jet
onde J é o conjunto dos inteiros i, 1 < ¢ < r,,, para o qual existe uma medida de Borel p;,

normalizada e invariante sob T' tal que ,ui(Xi("I)) < elAEnl). Fixe tal n; € A;. Assim,
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Snq

BN =Y a™M>5za e B8 =Y N >1-q

i=1 jeJ

Logo existem um inteiro 7, 1 <17 < s,,,, e v € J tal que

2 = A\,

De fato, se nao existe 1 : 1 <1 < sm, ev e J tal que x m) )\( entao, isso significa que,
Vi:l<i<s,,eV)eJtém-se :c 7é )\ . Disso, segue que para cada j € J, existe
1 Sp, +1 <1 <r, tal que /\gm) — xE 2 Dali,

Tny Sny

S 3 A

jeJ i=sn; +1 i=1

I
|
S
3
A\
—
|
5
oy

o que é um absurdo, pois contraria o fato (3.8).
Sny
Portanto, existe v € J tal que Za: > n(X[™)). Seja YV = XM ey = n(Y). Entao, por

i=1
(3.6), tem-se y < 2/ny e como v € J tem-se

1 2 1
Y) < < ——=— 3.9
pY) < ey € gr— = 1o (39)
para alguma medida de Borel px, normalizada e invariante sob 7.
k
Sejam Yy, 1 = U(T‘i(Y)) e Zniikt1 = Yoiakt1 \ Yo, 4k para todo inteiro k& > 0. Sejam
=0

yi = n(Y:) e z; = n(Z;). Assim,

“ni+1 > Zny+2 > “n1+3 E

Ym = Yn + Z Zp param >n > nj.
k=n+1

Como Y}, e Z;, sdo mensurdveis com respeito a particio (1, A¥)) para todo k > n; (ou seja,
Y, e Z; sao uniao de intervalos do tipo Xi(k)), entdao ou zx = 0 ou 2, > €/k, para todo k € A,
k> n.

Como ny € Ay C A, existem inteiros naturais ng, ng, . . ., n; na qual satisfaz a definigao (3.1).

Supondo z,, # 0 chegamos em uma contradicao:

ny no ns n;
L2 Yy > Yo — Y= D = D+ ¥ Zmt...t Y
k=ni1+1 k=ni1+1 k=ns+1 k’znl_l-i-l
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(3.10)

Nj+1

Em (3.1), na definicao de conjunto essencial, tem-se n;+1 > 2n;, ou seja, > n;. Dai, em

(3.10) segue:
Cofin e oy (=21 <)

2 2 2 2 ’

N
I
—

1> (ny—l-l
1 n]"rl

J
o que ¢ um absurdo. Logo, Y, =Y, _; para todo n > n; e, portanto, da minimalidade de T'

temos Y,,,—1 = [0, 1[. Assim, de (3.9) e (3.1) obtemos:

—ni1—1

([0, 1]) = p(Yy—1) = p ( U (T_i(y))> < (m—n)uY) <

=0

<(Ang —n)pY)=A=Dnu(Y) < (A — 1)n1/\7111 % <1,

o que contradiz o fato de p ser uma medida normalizada. Com isso, completamos a demon-

stracao do Teorema.

O

Nos préximos capitulos veremos algumas defini¢oes e alguns resultados que serao usados no

Capitulo 6 para demonstrar que quase todo intercambio de intervalos satisfaz a propriedade P.
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Capitulo 4

O Espaco Métrico dos Intercambio de

Intervalos

Um espago métrico dos intercambio de intervalos é um espago de medida {2 (com uma medida

finita 1) tal que cada ponto w € € determina uma aplicagao intercambio de intervalos

T, : X, — Xo; X, = [Qﬁw[? 1T, = ()\waTw);
)\w == ()\w,la )\w,2> e ey Aw,rw) S Ar‘w; Z )\w,i - 60.)’
i=1

e as fungoes ry, 7, A\, (consequentemente [3,) sdo mensuraveis em €2 (para ¢ > r,, tomemos
)\w,i — 0)
Para cada 0 > 0 e n > 1, denote por

U(n,d) = {u) eQ:m(T") < é} e u(n,d) =p(U(n,d)),

n

ja que U(n,d) é mensuravel.

Definicao 4.0.5 Dizemos que ) satisfaz a Propriedade Coletiva P se para todo € > 0, existe

d >0 e um conjunto essencial A = A(e) C N tal que u(n,d) < €, para todo n € A.

Lema 4.0.3 Sejam (Q, u) um espago de medida finita, com u(Q2) = 1, m,l € N, m,l > 2,
{U1,Us, ..., Upn} uma familia de ml conjuntos mensurdveis, Uy C Q, 1 =1,...,ml, e« > 0
uma constante real arbitrdria na qual assumiremos que p(U;) > «, Vi = 1,...,ml. Denote por
U o conjunto de todos os w € § para o qual a cardinalidade do congunto {i € N;1 < i < ml :
w € Ui} é maior ou igual al, ou seja, U ={w € Q: (H{i e Ny1 <i <ml:w € U}) > 1}.

-1
Entao p(U) > e
m

-1
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Demonstracao: Tome Ap, como sendo a fungao caracteristica em U;, @+ = 1,...,ml, X =

ml
ZXU“ U'=Q\Ueu=pU). Seja k =
i=1

12%%11M(Ui)' Entao

ml ml ml ml
aml < kml =Y k<> uU;) = Z/ Xy dp = / > Xydp = / Xdy =
i=1 i=1 i=1 v o Q

:/Xdu+ Xdp < mlp(U) + pw(U') =l(mu+ 1 —u) =
U U’

-1
:>0zml§l((m—1)u+1):>am—1§(m—l)u:>u2am T
m_

Proposicao 4.0.5 Sejam (2, ) um espago de medida finito, A C N um conjunto essencial,
a > 0 uma constante arbitrdria de tal modo que para todo n € A, um conjunto mensurdvel
U, C Q € associado com u(U,) > «. Entao eziste um conjunto mensurdvel V-C Q, u(V') > «,

tal que para todo w € V' o conjunto A;(w) ={n € A:w € U,} € essencial.

Demonstracao: Sem perda de generalidade, podemos assumir p(2) = 1. Fixe m,l € N,

m,l > 2. Desde que A é essencial, existe A = A(m, 1) tal que o sistema

niv1 > 2n; para 1 <7< ml—1;

Nt < Ay, (4.1)

n; €A para 1<i7<mi
tem um numero infinito de solugoes m = (nq,ng,...,Ny). Escolha uma sequéncia infinita de
solugoes () = (n1(j), n2(4), - mmu(4)), j € N, tal que nyy(j) < ni(j + 1), Vj. Entao todos
n;(j) sao distintos e 1 > pu(Uy,(;)) = o > 0.

Pelo Lema (4.0.3), para todo j € N, existe um conjunto mensuravel U(j) C Q, u(U(j)) >
mo — 1
—1
Seja

, tal que para cada w € U(j), tem-se (§{t € N,1 <i <ml:w € Uy,,;}) > L.

()

ou seja, U é o conjunto dos w € € na qual pertence a um niumero infinito de U(j) e u(U) >

maoa — 1 >
T De fato, para cada i € N tome A; = U U(j). Assim, temos A; mensurdvel, A; O A; 4,

j=i

m —

e p(A) > o

. Entao,
m _—
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G <D1 <]L=Jz U(i))) = (Q Ai) = lim (4;) > lim 7;&:11 _ 77:__11~

Desta forma, para cada par de inteiros m,[ > 2, obtemos um conjunto U = U(m, 1), com

ma — 1
p(UGm.0) > "L
Além disso, para todo w € U(m,1) e algum X\ = A(m,[) > 1, o sistema

nitp > 2n; para 1 <1< —1;
ny < )\nlv (42)
n; € Aj(w) para 1<1i<I;

tem um nimero inﬁnito de solugoes (ny,ng,...,n;). De fato, Aj(w) ={n € A:w e U,}.

Se w € U(m,l) ﬂ (U U(j) | entdo w pertence a um numero infinito de U(j), digamos

BES ﬂ U(j:)-

MaSZ;;ra cada U(j;) que w pertence, significa que t{k €e N1 <k <ml:w e U, (ji)} > [, ou
seja, para cada j; € N, existem pelo menos [ indices ng,, 1 < ko < ml, tais que w € Uy, (Ji)-
Sendo assim, para cada j;, i € N, tomemos os [ primeiros indices k, tais que w € Uy, (ji) e

reunamos todos esses indices em um conjunto que chamaremos de B(m,[), ou seja,

B(mal) = {n/ﬂ(jl)’ s 7nkz(j1)7nk1(j2)’ s 7nkz(j2)7 .. }

b, Sendo assim, temos B(m,l) = {a},...,af,a?,...,a?,...} C

Identifiquemos ny, (j,) = a;
Aj(w), com o > 2, para 1 <i<l—1,eqa] <o VjeN

Dessa forma, para cada m,l > 2 e j € N, existe A = A(m, ) (definido em (4.1)) tal que

g+1>2aj para 1<:</[—1,;

olth < \aJ,  para algum k > 0.

Como B(m,l) C Ay(w), segue que (4.2) possui um numero infinito de solugoes.

—1
Agora, para cada m > 2 seja V(m ﬂ (UU m,j ) Entao, u(V(m)) > ma T
m J—

para cada w € V(m) e l > 2, I\ = A\(m, () tal que o sistema (4.2) possua infinitas solugoes, ou

seja, Aj(w) é essencial, Yw € V(m) e Ym > 2.

e}

Sendo assim, o conjunto que procuravamos é¢ V = U V(m), ja que V C Q é mensuravel,
m=2
Aj(w) é essencial para todo w € V e, ainda,
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mo — 1

w(V) > pu(Vim)) > T bara todo m > 2.

m J—
, . (ma—1 .~
Dai, como 0 < o < 1, segue que a sequéncia ] é nao decrescente e, portanto,
- m>2
temos
— maoa — 1
p(V) > lim > .

m—oo M — 1

Teorema 4.0.3 Seja ) o espago métrico dos intercambio de intervalos com uma medida finita
w. Se Q satisfaz a propriedade coletiva P entao para quase todo (com respeito a p) w € Q, T,

satisfaz a Propriedade P.

Demonstracgao: Desde que (2 satisfaz a Propriedade Coletiva P, temos que para todo € > 0
podemos achar 6 > 0 e um conjunto essencial A C N tal que u(n,d) < €, para todo n € A.

Tome o« = () —e e U, = Q\ U(n,d). Entao todas as condigdes da Proposi¢ao (4.0.5)
sao satisfeitas e portanto existe um conjunto mensuravel U, com pu(U) > « tal que o conjunto
Aj(w) é essencial para todo w € U.

Seja w € U. Entao, qualquer que seja n € Aj(w) temos que w &€ U(n,d), ja que A;(w) =
{neN:welU,}eU,=Q\U(n,o). Consequentemente, para qualquer que seja n € A;(w),
m(T") > ~e portanto, T, satisfaz a Propriedade P.

Seja B = {w € Q : T, nao satisfaz a Propriedade P}. Assim, temos B C 2\ U e, portanto,
u(B) < pu(Q) — p(U) < e (jd que p(U) > o = p(Q) — ).

Como € > 0 é dado arbitrariamente, segue que pu(B) = 0, concluindo, assim, a demonstragao.

0

Teorema 4.0.4 Seja QQ um espaco de medida dos intercambios de intervalos, com uma medida
finita p. Se Q satisfaz a Propriedade Coletiva P e se para quase todo (com respeito a p) w € €

tem-se T, minimal, entao para quase todo w € ) tem-se que T,, € unicamente ergodica.

Demonstracao: Segue direto do Teorema (3.0.2) e do Teorema (4.0.3).
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Capitulo 5
Propriedades de Grafos

Definigao 5.0.6 Seja V' um conjunto finito e A CV xV = V2% = {(v,v9) : v;,v5 € V}.
Entao chamaremos o par (V, A) de grafo direto, onde V' denotard o conjunto de vértices e A o

conjunto de setas.
Dado v € V, sejam
(v,%) ={ueV:(vu)e A} e (x,v)={ueV:(uv)e A}l

Definigao 5.0.7 Dado um grafo direto (V, A), seja a fun¢ao real, nao negativa, f: VUA —
R* tal que

dfwy=1 e fl)= > flu)= D fluw), YweV.

veV u€ (v,%) u€(*,v)
Chamaremos f de func¢ao peso do grafo (V, A).
Defini¢ao 5.0.8 Sejam (V, A) um grafo direto e f uma fung¢ao peso de (V, A). Chamaremos

de suporte da f o sub-grafo (V',A") C (V,A), onde V' ={v eV :fv) >0} e A ={acA:
f(a) > 0}.

Defini¢ao 5.0.9 Seja (V, A) um grafo direto. Uma sequencia finita {vy,vq, ..., vp} de k > 1
elementos diferentes em V' forma um ciclo em (V,A) se (vg,v1) € A e se (v;,v;41) € A para

todo 1 <i<k-—1.

Observacao 5.0.1 Dado um ciclo T = {vy, v, ..., v}, definimos a fungao peso g = f5 da

sequinte forma:
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1
Q(Ui)ZE, se 1<1<k;
1 .
Q(Uiavz’ﬂ) = E’ se 1<i<k-—1;

g =0 nos outros vertices e nas outras setas do grafo (V,A).

Nao distinguiremos dois ciclos w e ¥ se fz = f;. Entao cada um desses ciclos é uma

permutacao ciclica do outro.

Proposicao 5.0.6 Sejam (V,A) um grafo direto, C(V,A) o conjunto de todos os ciclos de
(V,A) e F(V,A) o conjunto de todas as funcgoes peso de (V,A). Entio F(V,A) é compacto e
convezo e, o congunto f(V,A) ={fz:1 € C(V,A)} € exatamente o conjunto de todos os pontos

extremos de F(V, A). Em particular F(V, A) # 0 < C(V, A) # 0.

Defini¢ao 5.0.10 Seja (V, A) um grafo direto. Dizemos que (V, A) satisfaz a propriedade de
Poincaré se cada um de seus vertices pertencer a um ciclo.

Se além disso cada uma de suas setas também pertencer a algum ciclo (ou seja, ¥(vq,v3) € A,
vy # vy, 3 um ciclo {vy,va, ..., v}, k > 2), entdo dizemos que (V, A) satisfaz a propriedade

forte de Poincaré.

Proposicao 5.0.7 Um grafo direto (V, A) satisfaz a propriedade de Poincaré (respectivamente
propriedade forte de Poincaré) se, e somente se, existe f € F(V,A) tal que para o suporte

(V' A de f temos V =V" (respectivamente A = A’).

Definigao 5.0.11 Seja (V, A) um grafo direto. Defina os sequintes conjuntos:
Vi={veV: iuv,x*x) > 2} Vo={v eV :4(xv)>2}
Vi={veV:(vxnhh#0} e  Vi=V\(Ul).

Dizemos que um ciclo v = {vy,vq,...,v} € um ciclo distinto se v; € Vy, Vi = 1,...,k (ou,

equivalentemente, se #(v;, %) = f(*,v;) =1, Vi=1,... k).

Teorema 5.0.5 Seja f uma fungdo peso no grafo direto (V, A). Suponhamos que o suporte de
f coincide com (V, A) e que (V, A) ndo possui ciclos distintos. Entao 8{f(v):v € V} < 3(a—b),
onde a =1A eb=1(V.
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Demonstragao: Sejam Vi, V5, V3 e Vi, como na Defini¢ao (5.0.11).

Para todo v € V'\ Vi, defina v* como sendo o tnico elemento de (v, ).

Para cada v € Vj, considere a sequencia {v;}, onde v; = v e v;1; = v} para ¢ > 1. Essa
sequencia nao ¢ necessariamente infinita, desde que algum v; pode pertencer a V.

Seja k o primeiro inteiro tal que vy & V4, k > 2. Tal k existe pois caso contrario a sequencia
{v;} formaria um ciclo distinto. De fato, seja v € V,. Entao, tome v; = v, vy = v}, v3 = 03,
vy = v3, e assim sucessivamente. Disso, temos (v, v;41) € A, Vi > 1.

Tome a sequencia {v;}; e suponhamos {v;} finita, ou seja, {v;} = {v1,...,vx}. Como {v;} é
finita, segue que v, € Vi, pois caso contrario existiria o elemento vi.;. Mas como v, € Vi,
segue que v € Vj.

Agora suponhamos {v;} infinita e suponhamos por absurdo que v; € Vy, Vi > 1. Como (V, A)
¢ grafo direto, segue que §V < co. Assim, existem o, € N, 1 < o < 3, tal que v, = vz. Seja

[ o menor natural tal que isso é satisfeito. Dai, temos

U‘)’U' €A7 v:a+17’
(v, v01) €A, Vi=aq,...,0 = (5, vj41) j B

(Ua; UaJrl) = (UﬁvvaJrl) €A

— (Vag1),- .., é um ciclo distinto. Absurdo!

Portanto, existe o primeiro k tal que v, & Vj.

Como f é a fungao peso do grafo direto (V, A), temos

f)y=fo)= Y flonu) = for,v]) = f(vr,0) e

we (v1,%)

Z flv2,u) = f(v2,v3) = f(va, v3) Z f(u,v2) = flur,v2) = f(v1).

u€(va2,*) w€ (*,v3)

Portanto, f(vr) = f(vs) = f(vs, vs).

Continuando dessa maneira, chegaremos que

fr) = flv2) = ... = f(vp—1)

e também

> flowu) = flu,op) = fon-1,v0) = f(ve).

u€(vg,) (,v%)
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Portanto, f(v) = f(v;) = f(vk), 1 <i < k. Assim, provamos que para cada v € Vj, existe
ueV\Vy=VUV;tal que f(v) = f(u).

Logo, t{f(v) ;v e V} =#{f(v) : v € Vi U V3} < #(V; UVj5). Com isso, basta provarmos que
111U Vs) < 3(a—b).

Entretanto, temos

ﬁ‘/lg Z(ﬁ(vv*)_l)g Zﬁ(,l)?*)_bSZﬁ(va*)_b:a_b'

veVy veV] veV

Analogamente, temos V5 < a —b. Além disso,

i< 3 800 0) = S (#0k0) = 1) +£V5 < (a—b) + (a— b) = 2(a — b).

veVL veVa

Finalmente,
t(ViuVs) <gVi+4Vs < (a—b) +2(a—b) = 3(a — b).

Portanto, #{f(v) : v € V} < 3(a — ).
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Capitulo 6

Unicidade Ergddica de Quase Todo

Intercambio de Intervalos

Sejam X = [0,1[ e T = (A, 7) um intercambio de intervalos 7" : X — X, na qual A =
Ay M) €A e Y N =1
i=1

Para todo n > 1, sejam 77 = (AW, 7)) A € A, A ﬁi(n), x™ (1 <i<r(n)), como

7 3

foi visto anteriormente.

Lema 6.0.4 O numero r(n) de intervalos X™ ¢ menor ou igual que n(r—1)+1 <rn, ¥Yn > 1.

i

Demonstragao: Em vista das possiveis descontinuidades de 7" serem dadas por (3.2), ou

seja, dadas por
T"“(ﬁj), onde 0<k<n—-1 e 1<i<r-1,

temos, entdao, que 7" possui no maximo n(r — 1) descontinuidades e, portanto, existem no
maximo n(r — 1) 4+ 1 intervalos XZ-(”), ou seja, r(n) <n(r—1)+ 1.

U

Teorema 6.0.6 O numero de intervalos Xi(n) de diferentes comprimentos é menor ou igual

que 3(r — 1), para todo n > 1.

Demonstracao: Fixe n > 1 e defina o grafo direto como segue. Sejam V = {1,2,...,r(n)}

(assim temos uma correspondéncia injetiva entre V' e os subintervalos Xi(n)) e A C V2 onde
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(i,7) € A se, e somente se, T(Xi(")) N X](") # 0. Tome f: VUA — R", definida por
FG) = n(X™), Yi e V, e f(i,5) = n(T(X") N X™), ¥(i,5) € A, onde i é a medida de
Lebesgue.

Assim, temos que f é uma fung¢ao peso no grafo direto (V, A) e seu suporte é o préprio grafo
(V. A).

Facilmente, verificamos que Vi € V', tem-se
i) =t {1 < <r—1: 78 € |8 67} + 1
De fato, seja B(i) = {j;1 < j <r—1:T7(8) € |8, 4" |}, i € V. Dai,
tB(i)) =0 = existe 1 subintervalo interceptando X,L.("),
tB(i)=1 = existem 2 subintervalos interceptando Xi(”),
tB(i) =2 = existem 3 subintervalos interceptando Xi(”)7

e assim sucessivamente. Dali,

BA—fV =) #i%) - ) 1= (f(ix)—1) =) tB(i)<r-1.

iev =% iev =%

Agora, se (V, A) nao possui ciclos distintos, podemos aplicar o Teorema (5.0.5) para com-
pletar a demonstracao.

Se T' = (A, 1) é aperiddica, ou seja, todas as orbitas de T' s@o infinitas, entao (V, A) nao
possui ciclos distintos. Portanto, se A é irracional e 7 é irredutivel, pelo Teorema (2.2.1) segue
o resultado.

Isso também ¢ valido se 7 for redutivel e A continuar irracional.

Para ver isso, arrange o conjunto

{s,1<s<r:7({l,...,s})={1,...,s}}

na sequencia crescente 0 = so < 1 < 51 < ... < s =1, k > 2. Entao X se decompoe em k
subintervalos T-invariante Y;, 1 < j < k.

Se s; — s;_1 = 1 entao T restrito a Y; ¢ a aplicagao identidade. Neste caso temos que Y; ¢
algum Xi(n) e seu comprimento sempre é o mesmo. Portanto o nimero de subintervalos em Y

¢é sempre 1 para todo n.
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Se s; —sj_1 > 2 entao 1" restrito a Y; é um intercambio de intervalos de s; — s;_; intervalos.
Neste caso, usando raciocinio analogo ao que foi feito anteriormente, temos que o nimero de
intervalos com comprimentos diferentes em Y; é menor ou igual a 3(s; — s;_1 — 1).

No pior das hipéteses temos que s; — s;_1 > 2, para todo j = 1,...,k, pois caso contrario
nao muda seu comprimento para qualquer que seja o n-ésimo iterado de T'. Suponhamos entao

que s; —s;_1 > 2 paratodo j =1,... k.

Assim, no pior das hipdteses temos que o numero de intervalos Xi(n
k
diferentes é menor ou igual que Z 3(sj —sjo1— 1) =3(r—k) <3(r—2) <3(r—1).
j=1
A tese do Teorema ¢é valida para todos os N's, tanto racional quanto irracional, j& que o

) de comprimentos

conjunto dos \'s que satisfaz tal tese é um conjunto fechado.
O

Lema 6.0.5 Sejam K um conjunto convexo e compacto num espaco linear E de dimensdo
finita, m a dimensao de K e assuma que ¢ é um funcional linear real em E, na qual nao é

constante em K. Entao, para todo intervalo I C R, temos

-1 [ I|m
Vi (K 0974(D) < 1V (),

onde | I|, | ¢(K) | sao os comprimentos de I e ¢(K), respectivamente, e V,,(-) € um m-volume

(gerado por alguma métrica quadrdtica definida positiva em E).

Demonstragao: Fixe uma métrica quadratica definida positivamente em F na qual todos os
volumes na demonstragao facam sentido.

Como K é compacto, temos que ¢(K) é um intervalo fechado [My, M), My < Ms.

Para cada t € R, tome U(t) ={u € E: ¢(u) =t} =¢ ' (t) e K(t) =U(t) N K.

Desde que K nao é paralelo a qualquer hiperplano U(t), segue que a dimensao de K(t) =
¢~ (t) N K é menor ou igual que (m — 1),

Denote por f(t) = V,,—1(K(t)) o (m — 1)-volume de K(t) e seja S = max f(t).

O méximo ¢é obtido em algum ¢ € ¢(K) ja que f é continua no intervalo ¢(K) = [M;, Ms)]
e nao esta definido fora disso.

Existe ¢ > 0 tal que para qualquer que seja o intervalo I, temos

Vi (K N 6-1(D)) :c/lf(t)dtg eS| 1|
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(de fato, ¢ =|| grad(¢) ||~ sec o, onde grad(¢)E é o gradiente de ¢ e « é o angulo agudo entre
grad(¢) e o m-plano contendo K).

Também, ¢é claro que

Vil K) 2 =S(My = My) = =5 | () |.

Com isso segue a desigualdade da tese.

Corolario 6.0.2 Sejam E, K, m como foi dado no Lema anterior. Assuma que ¢ € um

funcional linear real em E na qual é nao negativo em K e tal que o = sup ¢(u) > 0. Entao
ueK

para todo 3 > 0, temos

V(K N 710, 5]) < %vmm

Demonstragao: Como K é compacto, seja v tal que
oK) =[y,0, 0<y=<a

Do Lema anterior, temos

V(K N ¢~([0, 8])) <

Dai, segue os trés seguintes casos:

(1) se B > « entdo

(77) se 0 < B < vy entdo

V(5 N 67100, B]) = Vin(0) < DV (F6);

«

(7i1) se 0 < v < 3 < a entado

=@

Vil 0167110, 1) = V(K 019713, 9) < 5 mVi () < SV ().

De fato, se =~ entao b= =0< é Agora, se § > ~, como v > 0 temos
a—7

Q
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a>f = yazqf <= —ya<-—f < fa—rya<fa—-0 <~

-2

= B-ma<fla-y) =

<

Ll

o —

2

concluindo assim, a demonstracao do ultimo caso.

Teorema 6.0.7 Para todo T € G, e para quase todo (em relagdo a ) X\ € A, o intercambio

de intervalos (A, T) possui a Propriedade P.

Para provarmos o Teorema (6.0.7), basta provarmos que vale para quase todo A € A, ;. De
'

fato, para cada A € A,, seja a = a(\) = Z)‘i' Dai, para cada A € A,, temos que existe
\ i=1

N € A, 1, onde cada A, = —i, i=1,...,r, e, sendo assim, A = a\. Assim, temos a seguinte
Q@

afirmacao:

Afirmacgao: Seja 7 € G,. Entao T' = (A, 7) satisfaz P se, e somente se, 7" = (N, 1) satisfaz P.

Demonstracao: Se T = (\, 7) satisfaz P, entao existe ¢ > 0 tal que o conjunto

A(Te) = {n e N*:m(T") > %}

) ) . €
é essencial. Disso, tomando € = —, segue que
o

~I

AT, ) = {n e N*:m((T)") > }

é também essencial. A reciproca segue de forma andloga.
O

Fixe 7 € G, e denote por € o conjunto {(\,7) : A € A, 1} dos intercambios de intervalos.
Assim, podemos identificar €2 com A, 1, de modo que 2 seja um espago de medida (com respeito
a medida p).

Antes de demonstrarmos tal Teorema, vejamos o seguinte resultado que sera essencial para

sua demonstragao.
Teorema 6.0.8 Para cada intetron > 1 e e > 0 temos

il ({w eQ:m(Th) < %}) =pu(U(n,e)) =u(n,e) < 3r(r—1)>2%.
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Tal estimativa independe de n. E'm particular,

lin% u(n,e) =0, wuniformemente em n.

€—>

Demonstragao: Fixen >1e 71 € G,.
Dado A € A, 1, o intercambio de intervalos T\ = (A, 7) é determinado.

Sejam

=AM, 7MN), AP € Ay, AV, BP0, X0,

7

para i = 1,...,7(n,\), e defina o grafo direto (Vy, Ay), como foi feito na demonstragao do

Teorema (6.0.6), ou seja,
Vo= {L2 ) e A= {60 e VB0 N XP ) £ 0},

Diremos que dois pontos A, Ay € A,; sao semelhantes, e denotaremos por A; ~ Ay, se
(Vs Ay,) = (Vi,, Ay,). Isso pode acontecer e suas fungoes peso serem diferentes. Em particular,
temos r(n, A1) = r(n, Az).

Observe que dado Aj, Ay € A, 1, temos A; ~ g se, e somente se, existe um automorfismo ¢

de [0, 1] tal que

o0 ) = B3 (e) para 0<k<n e 1<i<r-1,

Z’

onde

B O) = TRV () € [0,1]

(]

sdo os pontos que determinam a particao de [0, 1[ correspondente a T,

Como consequéncia dessa observagao, se A\; ~ Ay entdo r(m, A1) = r(m, ) para m =
1,2,...,n+ 1.

Dado Ay € A, 1, o grafo (V),,A),) e a funcdo peso f,, sdo determinados. Dado qualquer
outra funcao peso f do mesmo grafo, na qual o suporte de f é o grafo todo, existe um tnico
A= A(f) € Ajq tal que A ~ Ag e f = f). Assim, isso estabelece uma correspondéncia injetora
entre o conjunto Sy, = {A € A1 : A ~ Ao} e o conjunto F), de todas as fungdes peso em
(Vs Ay,) cujo o suporte é o grafo todo. Em particular, as dimensoes dos conjuntos convexos
Sy, € F)\, sao iguais.

Se essas dimensoes forem (r — 1) (o méximo possivel) entao diremos que Ay é genérico.
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Um ponto A\g € A, ; é genérico se, e somente se, A ~ Ay para todo A na vizinhanca de . E
facil de verificar que cada A € A, 1, com A irracional, é genérico. Portanto quase todo A € A, ;
é genérico.

Seja A1 o conjunto dos pontos genéricos de A, ;. A relacao de equivaléncia ~ determina

uma partigao finita de A7,
m
Ay =JAn A=8,

onde Aj, Ag, ..., Ay, € um sistema maximal em A}, tal que A\; £ A; para i # j.
Para cada A € A, ; sejam

d(A) =min fr(u) e U(n,e) = {/\ eN:0(N) < E}

ueVy n

Defina A, = A; N U(n,€), 1 <i < m. Provaremos que

p(A]) < 3r(r — 1)%eu(Ay) (6.1)

paratodoi=1,2,....m

Fixe i e seja (V, A) = (V),, A,,). Entao para todo A € A; temos (Vy, Ay) = (V, A).

O conjunto A; é naturalmente identificado com o conjunto F), de todas as fungoes peso f
em (V, A) na qual o suporte coincide com o préprio grafo (V) A).

Seja r(n) =V, jd que V = {1,2,...,r(n)}. Entao para cada k € V, fy\(k) é um funcional
linear em A,;.

Observe que

Sup f(k) = sup (k) > )’ (6.2)

De fato, (V, A) possui a Propriedade de Poincaré ou, mais que isso, (V, A) possui a Propriedade
Forte de Poincaré, em vista da Proposigao (5.0.7). Portanto, existe um ciclo {k = ki, ko, . . ., ks}
na qual contem k e, da Observagao (5.0.1), existe uma fungao peso g tal que g(k) = 2 )

Desde que g pode ser aproximado por (f\,p+¢g(1 —p)) € Fy,, 0 <p <1, a d631guald de
(6.2) fica clara.

Para qualquer que seja ) fixo, pelo Teorema (6.0.6), temos

Hw(k): ke V}E<3(r—1).
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Portanto, o conjunto dos funcionais linear {f\(k) : £ € V} em A; possui no maximo 3(r — 1)
elementos distintos (suponhamos ¢y, go, ..., g, onde t < 3(r — 1)).

De (6.2), temos

1
sup g,(k) > ,
a2 6
1
para todo j = 1,2,...,t. Pelo Corolario (6.0.2), tomando 3 = % eq= m, temos
€ e dim(4;) _ e(r—1)r(n)
AeA g ()< Sl < E. < (A <
M<{ < 9;(A) n}>_n sup gj(A) — n HA) <
AEA;

< e(r—1)r-u(Ay),
para todo j = 1,2,..., k, desde que r(n) < rn, pelo Lema (6.0.4). Com isso, temos

n(A;) = p ({A € Ai: min g;(}) < %}) < te(r — Dru(Ay) <
< 3r(r —1)%epu(A),

completando assim a demonstragao de (6.1).

Dai, temos

= 3er(r — 1)%u(A,,) = 3r(r — 1)%,

completando entao, a demonstracao do Teorema.
O

Demonstracao do Teorema (6.0.7): Do Teorema (6.0.8) segue que para todo € > 0, basta

t 1) ¢ dai, t
omarmos § = ——— — e dai, teremos
3r(r—1)2

u(n,d) <3r(r—12%=¢ VneN
Consequentemente, por definicao, {2 satisfaz a Propriedade Coletiva P e, portanto, pelo
Teorema (4.0.3), para quase todo w € 2, T,, satisfaz a Propriedade P. Como 7 € G, é genérico,

segue que para todo 7 € G, e para quase todo A € A, 1, (A, 7) satisfaz a Propriedade P, como

queriamos demonstrar.

0

Com isso, dos Teoremas (3.0.2) e (6.0.7), segue o seguinte resultado.
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Teorema 6.0.9 Se 7 € G, € irredutivel, entio para quase todo X € A,., o intercambio de

intervalos (A, T) € unicamente ergddico.
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