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RESUMO

LOPES., J. M. Métodos Iterativos Paralelos Para Problemas de Norma Minima. [lha
Solteira, 2001, Tese (livre-docéncia) - Faculdade de Engenharia de Ilha Solteira,
Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho™. 72p.

Apresentamos neste trabalho, dois novos métodos iterativos paralelos para
problemas de norma minima. O primeiro método refere-se ao problema de estimacgdo na

norma /. O algoritmo € a versdo paralela de um proposto por Dax, ¢ do tipo relaxagio por
linha e conveniente quando o sistema de equagdes lineares a ser resolvido € inconsistente
de grande porte, esparso € ndo possui uma estrutura detectavel. O segundo é um método

iterativo paralelo para a solugdo do sistema linear inconsistente Ax =b , utilizando a norma
/psparal<p<x. O algoritmo proposto € do tipo relaxagdo por coluna; ou seja; em cada

sub-iteragdo (passo) apenas uma coluna da matriz A ¢ utilizada e como o método €
paralelo, todas as colunas (variaveis) podem ser processadas simultaneamente. Métodos de
relaxag@o por coluna (linha) sdo convenientes quando 4 ¢ de grande porte, esparsa e ndo
possui uma estrutura detectavel.

Palavras-chave: sistemas lineares, matriz esparsa, norma minima, métodos iterativos
paralelos, métodos tipo relaxagdo coluna(linha).
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ABSTRACT

LOPES, J. M. Iterative Parallel Methods for Minimum Norm Problems. Ilha Solteira,
2001, Tese (livre-docéncia) — Faculdade de Engenharia de Ilha Solteira, Universidade
Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho’. 72p.

This work presents two new iterative parallel methods for minimum norm
problems. The first method solves the problem in an estimation #_ norm. This algorithm, a
parallel version of Dax’s algorithm, is a row relaxation type. It is convenient when the
system to be solved is inconsistent, large, sparse and unstructured. The second one is an

iterative parallel method applied to solve inconsistent system, Ax =5, using the ¢, norm

]

for 1<p <. The proposal algorithm is a column relaxation type, i.e., in each step only
one column of matrix A is used and, because it is a parallel method, all columns can be
simultaneously processed. Column-relaxation methods are convenient if A is large, sparse,
and without any detectable structure.

Key words: linear systems, sparse matrix, minimum norm, parallel iterative methods,
column(row)-relaxation methods.
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PARTE 1 - Um método iterativo paralelo para problemas minimax.
INTRODUCAO
Estamos interessados aqui em obter a solugdo do seguinte problema minimax

minimize |Ax - b|, (1.1)

onde A ¢ uma matriz real mxn, b=(b,, ... ,bm)l eR™ e x=(x,, ... ,xn)l = N" denota o
vetor de incognitas ; “t” representa transposto.

O problema (1.1) € equivalente a um Problema de Programagido Linear.
Quando a matriz A ¢ de grande porte, métodos que utilizam modifica¢des de A, como € por
exemplo o caso do método Simplex, ndo sdo convenientes ou mesmo inaplicaveis para a
resolucdo de (1.1).

Propomos neste trabalho, um método iterativo paralelo do tipo a¢do por linha,
onde as linhas (variaveis) podem ser processadas em paralelo. Os meétodos do tipo a¢do por
linha sdo convenientes quando A € de grande porte, esparsa € sem uma estrutura detectavel.
Tais métodos tem se mostrado eficientes por exemplo, para resolver grandes sistemas lineares
que ocorrem no campo da reconstrugdo de imagens por proje¢ao, Censor (1981), Censor e
Zenios (1993). Neste caso ndo € necessario o armazenamento da matriz A, as entradas nao
nulas da i-ésima linha sdo geradas de dados experimentais em cada iteragao.

Consideremos a seguinte regularizagdo para o problema (1.1)

o

minimize %s (”\ 2 - HAx =B i) + HAx - b

onde & € um numero real positivo. O interesse no estudo do problema (1.2) € que através da
solugdo deste problema, podemos obter uma aproximagao da solugao do problema (1.1).

Segundo Dax (1991), o dual de (1.2) é definido por
1 2

minimize % ”A‘yiz - eb'y + = (max{O, v, - l})

esey = (Y, Yo, === ,¥Y ‘e Rym resolve (1.3) entdo x =(A"' y)/e resolve (1.2).
¥ = (s Vs i) (4'y)/ (1.2)
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A 1déia da regulanizagdo foi introduzida por Tikhnov e outros. como uma
forma de melhorar a estabilidade de problemas mal condicionados, (Tikhnov e Arsenin
(1977)). No caso aqui considerado, o objetivo da regularizagdao € obter um problema dual
mais simples.

Uma regularizagao natural para o problema (1.1) seria
aiitze Lg Ll + [ - Bl
minimize 3 ¢ |x I, +]Ax-5b],
entretanto, (Dax (1991) ) o dual de (1.4) tem a forma

minimize % ‘ Ay [‘ -eh'y

sujeito a |y, <1

as restrigdes de (1.5) introduzem uma certa dificuldade na implementag¢do de métodos do tipo
agao por linha.

Em Lopes e De Pierro (1992), apresentamos um algoritmo paralelo, para
estimag¢do de minimo valor absoluto, onde a regularizagao utilizada ¢ como em (1.4).
Mangassariam (1981), foi o primeiro a utilizar este tipo de regularizagdo, para propor um
algoritmo iterativo em Programacao Linear.

Da notagdo utilizada ,

[ Asx - b, = max [ax - b,

1=

onde a; denota a i-ésima linha de 4, e

n iip
|x], = {Z\\I\“} , para 1 < p < x equalquer x € R".
1=1

Para quaisquer x,y € R" | o produto escalar euclidiano sera denotado por
x'y ou {x,y) .
O artigo esta organizado da seguinte forma. Na se¢do 2 apresentamos uma

conveniente regularizagdo para o problema minimax; na se¢do 3 o novo algoritmo é definido
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e provas de convergéncia sdo fornecidas. Na se¢do 4 apresentamos os resultados de algumas

experiéncias computacionais e a se¢do 3 refere-se a conclusdes finais.
UMA REGULARIZACAO PARA O PROBLEMA MINIMAX

Consideremos o problema minimax regularizado
i w e l ] =~ . T =l 1
minimize = € (|.\';‘1 "'||A-"‘b‘.‘, +lAx - bi,

apresentamos a seguir o dual do problema (2.1) e relacionamos as solugdes primal-dual.
Todos os resultados desta se¢do sdo devidos a Dax (1991).

Mangassarian (1981) estudou o Problema de Programagdo Linear (PPL)
regularizado

T X

L ] 2
minimize = €| xl:

sujeito a  Ax =2 b

como uma forma de obter uma solug¢do aproximada para o PPL,

minimize ¢' x

sujeito a Ax = b

onde €, 4, b e x sdo como definidos em (1.2) e ¢ € MN" € o vetor da fungdo objetivo.
Mostrou-se neste caso que se (2.3) tem solugdo e y € ™ resolve o problema

=

G [
minimize = !_‘ Ay -c¢ | -¢eb'y

sujeitoa  y > 0

entdo o vetor X = (A‘j? - c)/a € a solugdo unica de (2.2).

Agora, o problema (1.1) € equivalente ao seguinte PPL (Sposito (1975) )

minimize (1,0, ... ,0) [T] (2.5)
X
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sujeito a

onde e = (], 1, ..., l)I €M™, Assim, utilizando as idéias de Mangassariam (1981), Dax

(1991) mostrou que o dual do problema (2.1) tem a forma

¥ 12

i A
minimize F(y )= é:l Ayl —eby+ %'Lma\'io, > vl - 13
" ; & il 1)

A equivaléncia entre os problemas (2.1) e (2.6) € estabelecida pelo teorema

Teorema 2.1. O problema (2.6) sempre tem uma solug¢do. Se y = (y,. ...,
resolve este problema entdo o vetor

X = A‘j‘/e
€ a solucdo unicade (2.1) e

: |/

|ag-p |, =maxi0, 2 [5]-1¢/e
| 1= 1/

L

Observacgoes:
2.1. A existéncia de solugdo para o problema (2.6) segue diretamente da convexidade
da fungao objetivo F( y ).
2.2. Se o sistema linear Ax = b € inconsistente entdo de (2.8) qualquer solugdo y de (2.6)
satisfaz

151, > 1.

Portanto qualquer ponto de minimo da fungao

6(s)=g |4v[-eby + 5151 - )

€ também um ponto de minimo de F(y ) e vice-versa.

A parte final desta se¢do € destinada a apresentagdo de algumas propriedades

da funcao F(y ).
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Dado y = (¥,, ..., ¥,) € W™ , e considerando F( y ) como definido em
(2.6) defina a fungdo de uma variavel
f (6)= F(5 +08e), =12 ..,m (2.9)
onde ¢; denota a i1-€sima coluna da matriz identidade de ordem m x m.

A fungio f (B) é estritamente convexa e continua. O teorema a seguir

estabelece a relagdo entre o problema (2.6) e o ponto de minimo de fl (6).

Teorema 2.2. O vetor y € R™ resolve o problema (2.6) se e somente se para cada i=1,2, ... .m,

o ponto de minimo de f, (6) ocorre para 8 = 0.

O lema abaixo estabelece um limitante inferior para a fungdo F( y ).

Lema 2.1. Seja F( y ) como definido em (2.6), entdo

Iyl =

F(y)
+ A
5 '

y =1+ max |b,|.

1=1l.m

3. DEFINICAO DO ALGORITMO

Dax (1991) propos o seguinte método iterativo sequencial para calcular o ponto

de minimo da funcdo

m 1%
F(y) = %HA_;" —eb'y + %[max{o, Z{ .= 1” . G.1)
Cada itera¢do do algoritmo € composta de m passos, onde o i-€simo passo,
I, 2, ..., m, considera a i-ésima linha de A4, a qual é denotada por a . Seja
y = (y1, ,ym)1 a estimativa atual da solugdo para o inicio do i-ésimo passo e defina

A'y

8 p=lnl=l.
1=1

Para cada passo i, o valor y; é substituido por y; + 8" onde 6" minimiza a

funcdo de uma variavel
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f(6)=F(y+0e)= ] |0a, +r|-6eb - b‘y+,}l(max {0, ]y, +08+p-|v]] ): (3.4)

O 1-ésimo passo do algoritmo ¢ implementado por:
a)Faga 06=- (u,"r - gb,)/a__"al , W=yt e pimp =yl
b)Se p +|n| < 0 va para (d).
c)Se n > 0 faga 6:= 6 + max {— ¥, —(rﬁp)/(afuI +l)}.

Se n <0 faga 6:=6 + min {— n —(n—p)/((tfﬂﬁl)}.

d)Faga yi:=yi+8, r:=r+8a e p:=p+|y|

O simbolo := denota atribuicdo aritmética.
Apresentamos agora a defini¢do do novo algoritmo, o qual consiste em ser a
versao paralela do algoritmo descrito anteriormente e sera denominado algoritmo

MINIMAXPAR.

O = i 0 5 - i . ..
Inicializa¢do: Sejam y’ € WM™ a aproximagdo inicial, € um numero real positivo e

A, A., ..., A numeros reais positivos tais que

Itera¢do Principal: Para k = 0, 1,

onde A é uma matriz diagonal com elementos diagonais A s e &° é um m-vetor com
componentes &' definidas por : para i = 1, 2, ..., m sejam
ek = —({a_r"‘)—Sb])/((tl,al ) (3.10)
N =% 8 (3.11)
p.=p" - |y¥] (3.12)
Se p,+! n, ‘ <0 faga & = 6%

Se n, >0 faga
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k= max{L :: n'.

< 0 faga

3

L , 8- (n, - p,)/(( a, ., a ) + 1)'} : (3.14)

Para cada iteragdo k. no calculo de 8", usamos apenas a i-ésima linha da

matriz A, assim todos os 8,1 =1,2, .., m podem ser calculados simultaneamente caso se

utilize um computador com processamento paralelo.
No que se segue {y“} denota uma sequéncia gerada pelo algoritmo

MINIMAXPAR.

Lema 3.1. Paratodok, k=0,1,2, ...

k-1 kel
o= Ayt

Prova: Por indugdo finita sobre k. Para k = 0, o resultado segue de (3.6). Vamos supor que o

resultado seja valido para k e provar que o mesmo € verdadeiro para k + 1. De (3.9) vem,

m
x : L
relo= gt o+ A O q
1=1

m
rt o+ 2 —i)e,

=1
- At '}'k it Al),k'l - /‘11 J.k - l‘llJ‘k"l

onde a segunda igualdade ocorre de (3.8) e a terceira da hipotese de indugao.

Observagoes:

3.1. O valor E}Ik como definido em (3.10) € o ponto de minimo da fun¢do de uma variavel

HBHI + rt ”- -0eb —cbh'y"

onde a segunda igualdade segue do lema (3.1) e e denota a i-ésima coluna da matriz
identidade de ordem m x m.
Agora as expressoes (3.13) e (3.14), fazem a corre¢do quando necessario, para

que este ponto seja 0 minimo da fungao f (8) definida por:

(@ =5 oa+rf-0cb e syt +5(maxfo. [y +0 | + o, - |5

1
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3.2. O valor 6" como definido em (3.10) pode também ser visto como sendo a variagdo de

y, no i-ésimo passo da iteragio k + I do método de Jacobi para o sistema de equagdes

lineares

AA'y = eb. (3.16)

De fato, o esquema iterativo de Jacobi para (3.16) e definido para cada i por:

T e ]
= g . = Z(al,ul)y'l“
1=1

(a . a [
J

| : :
f[ﬁ b: - a f‘ltj'k ) + (Ht , a :’Vlf ]
(a ,a )

Assim, do lema (3.1), de (3.10) e (3.17) temos que

‘v'.\‘i _ \T — elk

Logo o algoritmo MINIMAXPAR pode ser visto como sendo um do tipo

3.3. De (3.5) e (3.8) temos que para qualquerk =0, 1,2, .., o iterado y*"' pode ser escrito

como.

pt = (yf % B vE # Ny BE s o gyE % BE)

i M JE + (A BY; Ky B, o A BY)
1=1

M(y* +8Ye) + ?ﬁ.:(y" + 8% e:) Foo+ A (0t + 8Y e.). (3.18)

L=l

Assim, ) ¢ definido como sendo a combinagdo convexa dos vetores
¥ +85e,i=12, .. m.
Agora da maneira como o algoritmo MINIMAXPAR foi definido, para
qualqueri=1,2, .. ,m temos que
F(y* + 8t e) < F(»¥). (3.19)
O lema a seguir, mostra que a fun¢do objetivo F( y ) definida em (3.1)

¢ decrescente sobre a sequéncia de iterados {y" } e converge.

Lema 3.2.

(i) F(»*"') < F(»*) paratodok, k=0,1,2, .

(i fim (F(s*") - F(*)) = 0

Prova:
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(1) De (3.18) temos que

" TR »
F()'H) = F{Zkl(.“k + 8, L’l) ? F(yk + 5 el) < Z‘k‘ F()‘L) = F(_rk)ondea

A
primeira desigualdade ocorre da convexidade estrita de F() a segunda de (3.19) e a ultima

igualdade de (3.5).

(11) Do item (1), { F(yk) } € monotonica decrescente, do teorema (2.1) F(y ) possui um ponto

de minimo, ou seja, € limitada inferiormente, logo a seqiéncia { F(y") } converge e temos o

resultado desejado.

Defina a fun¢do de uma variavel

w(t) = F(yk iy —y")) (3.20)
onde y* e y""' sdo iterados consecutivos gerados pelo algoritmo MINIMAXPAR e F(.) ¢
como definido em (3.1).

Sejamt, =0 e t, = |, entdo de (3.20) temos que wy (t,) = F(y") e
w(ty) = F(y“")_ Agora do item (i) do lema (3.2) segue que

w(t) > w(t,).
A fungdo (t) € duas vezes continuamente diferenciavel e estritamente

convexa (de fato, um “spline” quadratico), entdo como  (t,) > W (t,) segue que

v (t.) < 0. (3.
Seja H( y ) a matriz Hessiana de F( y ) para o ponto y . Como F(y)é

duas vezes diferenciavel, estritamente convexa € quadratica entdo H( y ) € definida positiva.

O lema abaixo estabelece a limitagdo da sequiéncia {y‘" }

Lema 3.3. A seqiiéncia {yk } ¢ limitada.
Prova: Do item (1) do lema (3.2) temos que para qualquerk, k=1,2,3, ..
(") < F) < < Fy) < F)

Agora do lema (2.4) temos que

F(v*
s B

l A
2 =

onde y € dado por (2.10).
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Assim de (3.23) e (3.24) segue que
R,

e temos o resultado desejado.

O lema a seguir € devido a Dax (1985) e sera utilizado para a

demonstragdo da convergéncia do algoritmo MINIMAXPAR.

Lema 3.4. Seja y(t) uma fungdo duas vezes continuamente diferenciavel e sejam dois pontos

t, < t, satisfazendo as seguintes condigdes:
D wi(t) > wi(t):
2) y(t.) £ 0 e

s (t) > a paratodo t, <t < t, onde a €uma constante positiva. Entdo

,-)(
S

= \p{t

Teorema 3.1. Seja L = {y ‘ F(y) < F(y°), onde u y ﬂ_ < ¢, C: constante;, um

conjunto de nivel. Cada ponto de acumulagdo da seqtiéncia {yk } € um ponto de minimo de

F(y )sobreL.

F(»°) 1

Prova: Fazendo ¢ = + y + =
— £

temos que para qualquer k, k=12, ..., o ponto y* gerado pelo algoritmo MINIMAX é tal que

gy como em (3.25), entdo de (3.23) e do lema (3.3)

Desde que L € um conjunto compacto e H( y ) € definida positiva, entdao

existe uma constante a>0 tal que H(y )>al para todo y € L (I: matriz identidade).
Seja u = y*"' - y* e de (3.20), W(t) = F(y* + tu). Assim assumindo-
se u =0, temos que
\p”(t) z ; (3.27)

Logo considerando t; =0, t; = 1 e de (3.21), (3.22), (3.27) e do lema

(3.3) segue que

,‘"A
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Passando o limite na expressdo (3.28) quando k — = e do item (ii) do
lema (3.2) obtemos que

“|. =o. (3.29)

oo | kbl

fim [y -

Do lema (3.3), a sequéncia {y“ } ¢ limitada, isto assegura a existéncia

de pelo menos um ponto de acumulagdo. Seja y um ponto de acumulagio de {y“ } entao

existe uma subsequéncia {y" } de {yk } tal que

lim y* =y . (3.30)
Para concluirmos a prova, devemos mostrar que para cada |,
i=1,2, ... m, o ponto de minimo da fun¢do de uma variavel
f(®) =F(y +6¢)
ocorre para 6 = 0.

De (3.30), (3.31) e da continuidade da fungdo F vem,

lim F(y" ~0¢) = F( lim " +0¢)
F((§5+6e)
£(0).

Ou seja, quando y'* aproxima-se de y, o ponto de minimo da fungdo

de uma variavel
(6) = F(y* +0e,)
aproxima-se daquele de ﬁ( 6 ). Portanto se para algum indice i, zero ndo € um ponto de

minimo de f‘l( 0 ) entdo o limite definido em (3.29) seria violado.

Teorema 3.2. A sequéncia { A y* /E.} converge para um ponto X tal que . € a solugdo unica
do problema (2.1).
Prova: A seqiiéncia {A‘ p* /e} € limitada desde que {yk } ¢ limitada. Seja X um ponto de

acumulacao de {A‘ yk/a} e seja {_v" } uma subseqiiéncia de {y“ } tal que
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lim Ay fe = ¥ (3
Agora, {_1"" } possui um ponto de acumulagdo y. pois a mesma €

limitada. Assim existe uma subsequéncia {y"" } de {y" } tal que

lim y* =y

e de (3.32) vem lim A" p» /5 = X,

ks

Assim de (3.33) e (3.34) temos que

X =Ay/e

onde y € um ponto de acumulagao de {yk }

Portanto, pelo teorema (3.1) y € um ponto de minimo de F( y ) e pelo

teorema (2.1) temos que X € a solugdo unica do problema (2.1).

4. RESULTADOS NUMERICOS

Apresentamos a seguir, algumas experiéncias computacionais para o algoritmo
paralelo MINIMAXPAR e o algoritmo sequencial de Dax. Os algoritmos foram
implementados em FORTRAN visual Workbench 1.0 da Microsoft (1993) e os testes foram
realizados em um computador Pentium-S com CPU a 133 Mhz e 64 megabytes de memoria
RAM.

Para os dois algoritmos e em todos os exemplos, utilizamos a solugdo inicial
y’ =1(0,0, - ,0) € R™ e para o algoritmo MINIMAXPAR usamos em todos os casos
A, = l/mparai=1, 2, ---  m, onde m denota o numero de linhas da matriz4. Uma escolha
mais refinada para os pesos A, podera produzir melhores resultados de convergéncia para o

algoritmo MINIMAXPAR.
O criterio de parada considerado foi
|yt - y*]. < TOL
ou o numero de iteragdes excede 2.000 (TOL é um numero real positivo e pequeno pré-
fixado) O simbolo “*” indica que o algoritmo ndo convergiu apds 2.000 iteragdes.
O valor otimo € indicado por VO e calculado como

VO - et ],

onde x" = A' y*/e e y" éo valor fornecido pelo algoritmo.
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Para os testes utilizamos diferentes valores de € e a comparagio entre os
algoritmos foi feita atraves do numero de iteragdes gastas, o qual esta indicado por ITER, pelo
valor da fungdo objetivo VO e pelo tempo de CPU, o qual ¢ indicado por TEMPO e
representado como

min: sec. 10~ sec.

Para problemas onde a dimensdo da matriz. 4 é pequena. nao foi possivel medir
o tempo de CPU, pois a menor fragao de tempo medida € de centésimos de segundo. Os casos
mais interessantes sao aqueles onde A ¢ de meédio para grande porte, e assim o tempo de CPU
pode ser medido sem qualquer problema.

Consideramos dois tipos de problemas para os testes numéricos. No primeiro
caso, A ¢ uma matriz de pequeno a medio porte e a solugdo do sistema linear Ax = b é
conhecida e esta indicada por x* (Exemplos 1, 2, 3 e 4). Utilizamos estes exemplos, como
uma forma de verificar a exatiddo da solugdo fornecida pelos algoritmos. No segundo caso,
consideramos problemas gerados aleatoriamente. Para o exemplo 6, a seguir, a matriz 4 é
esparsa, sem uma estrutura detectavel e com m >> n, ou seja, o sistema linear Ax = b é
inconsistente. Assim, este € o principal exemplo desta se¢do, tendo em vista que os algoritmos

apresentados sdo do tipo ag¢do por linha e convenientes para este tipo de sistema linear.

Exemplo 1: Cheney (1982) pag. 44

-~ — uJ

p—
—
—

S e E e e St |

- o
2 O

I
L

Exemplo 2:

4 -1 0 0]
-1 4 -1 0 .. . _ (36 45 45
0 <1 4 =1|° ' 99° 99’ 99’

lo o -1 4

Exemplo 3: Murty (1988) pag. 19.

A é uma matriz n x n, onde
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sel > |
Assim A € uma matriz semidefinida positiva, com det A = 1, e o sistema linear

Ax=b possui asolugdo unica x" = (1, 1, -+, 1)

Exemplo 4: Ruggiero e Lopes (1988) pag. 94.

0 0
0 0 0

b=[0 0010 000150 0

com o = send5’ = 2/2 = 0.7071.

Seguindo Dax e Berkowitz (1990) e Bartels et all (1989), usamos também para

0s testes numeéricos, os seguintes sistemas lineares gerados aleatoriamente.

Exemplo 5: A ¢ uma matriz m X n e esparsa, onde cada linha @ de A possui n. elementos

nao nulos, m, € um numero aleatorio do conjunto {1, 2, 3, 4, 5}, a localizagao destes
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elementos ndo nulos de a' sdo numeros aleatorios do conjunto { 1,2, --- n} (A4 possuin
colunas) e a, e b, sdo numeros aleatorios do intervalo [-1, 1 ].

Todos os numeros aleatorios foram gerados através da rotina RANDOM
(ranval), onde ranval € o numero aleatorio fonecido e pertencente ao intervalo [ 0, 1). A
rotina SEED (seedval) € utilizada para variar o ponto inicial dos numeros pseudo-aleatorios
gerados. Se seedval = —1 , entdo a sequéncia de valores de RONDOM sera sempre diferente.

Para este exemplo, o algoritmo de Dax ndo convergiu apos 2.000 iteragdes com
tolerancia TOL= 10" e € = 1, 0.1, 001 e 0001 . Se A € de ordem 1000 x 100, o tempo
gasto pelo método de Dax nas 2.000 iteragdes foi de aproximadamente 6,5 minutos.

Os resultados fornecidos pelo algoritmo MINIMAXPAR estio dispostos na

tabela 10.

Exemplo 6: A matriz A = 1/n G.G' onde G ¢ uma matriz quadrada de ordem n com

g, 1,)] = 1,2, -+, n , gerado aleatoriamente e tal que ¢, € [0, 1). Assim 4 € uma
matriz quadrada, de ordem n, simétrica e semidefinida positivacom a, € [0, 1 ).

O vetor b é gerado também de maneira aleatoria com b, < [ -1, 1) para

, n.

Para este exemplo, o algoritmo de Dax ndo convergiu apos 2.000 iteragdes com
tolerincia TOL= 10" e € = 1, 0.1 e 001 .

Os resultados apresentados pelo algoritmo MINIMAXPAR estdo dispostos na

tabela 11.

As tabelas a seguir apresentam os resultados das experiéncias computacionais

efetuadas.

Tabela 1: Algoritmo de Dax para o exemplo | com TOL = 107" e diferentes valores de¢.

VO SOLUCAO

.10E + 01 (20E+ 01, 20E +901)
.10E + 01 (.20E + 01, .20E +01)




Tabela 2: Algoritmo MINIMAXPAR para o exemplo 1 com TOL = 10 e diferentes

valores de €.

VO SOLUCAO

10E + 01 (.199998E + 01, .20E +01)
10E + 01 (20E+01, .20E +01)

Tabela 3: Algoritmo de Dax para o exemplo 2 com TOL = 107" e diferentes valores de €.

VO SOLUCAO

95E - 06 (.3636361, .4545454, 4545453, .
21E=05 (.3636347, .4545440, 4545449, .
S1E-04 (.3636199), .4545313, .4545380, .
S5E-03 (.3634610, 4543945, 4544683, .
S8E-02 (.3617733, .4529407, 4537250, .

Tabela 4: Algoritmo MINIMAXPAR para o exemplo 2 com TOL 10”7 e diferentes

valores de €.

VO SOLUCAO

.64E - 05 (.3636350, .4545429, 4545428, .3636348)
.64E - 04 (.3636207, .4545191, .4545189, .3636208)
.65E - 03 (.3634747, 4542726, 4542726, .3634746)
.62E - 02 (.3620975, .4519546, .4519548, .3620974)
64E - 01 (.3477381, .4277822, 4277822, .3477381)
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Tabela 5: Algoritmos de Dax e MINIMAXPAR para o exemplo 3 comn =20, TOL= 10" e

diferentes valores de €.

DAX

MINIMAXPAR

VO

VO

TEMPO

4013E +00
6299E - 01
3704E - 01
4141E +~ 00

4156E + 00
.1459E + 00
JS22E +0]
T487E + 01

0:00.27
0:00.44
0:00.06

Tabela 6: Algoritmos de Dax e MINIMAXPAR para o exemplo 3 comn=20, TOL= 10" e

diferentes valores de €.

MINIMAXPAR
VO TEMPO VO

TEMPO

4013E +00
5561E - 01

0:00.05 4015E +00 0:00.28
0:00.05 - -

- - .1459E + 00
3686E - 01 J522E +01

Tabela 7: Algoritmos de Dax e MINIMAXPAR para o exemplo 3 com n =100, TOL= 10°*

e diferentes valores de €.

MINIMAXPAR
VO TEMPO VO

TEMPO

.4000E + 00
7215E - 01
.3930E + 00
2151E +01

0:01.04 -

0:05.72 3963E + 01
0:01.04 3512E+02
0:00.39 .9849E + 02
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e diferentes valores de €.

Tabela 8: Algoritmos de Dax e MINIMAXPAR para o exemplo 3 com n =100, TOL = 10"

MINIMAXPAR

VO

VO TEMPO

4000E + 00

5599E - 01

.3935E +00

.3963E +01
S512E+02

diferentes valores de €.

9: Algoritmos de Dax e MINIMAXPAR para o exemplo 4 com TOL = 10" e

DAX

MINIMAXPAR

VO

TEMPO

VO TEMPO

768E + 01

7699E + 01
A3 15E +0]

7631E+01 | 0:00.22
7628E +01 | 0:00.06
7600E +01 | 0:00.05
7320E +01 | 0:00.05
5546E +01 | 0:00.05
2911E+01 | 0:00.06
3235E+01 | 0:00.06

Tabela 10: Algoritmo MINIMAXPAR para o exemplo 5 com TOL = 10

m=200en=100

m=1000en=100

VO

TEMPO

VO TEMPO

9826E + 00
.9942E + 00
.1046E + 01
.1184E + 01

0:01.55
0:00.33
0:00.06
0:00.44

9981E + 00 0:18.56
J1011E + 01 0:01.59
1221E + 01 0:04.67
.2589E + 01 0:14.28
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Tabela 11: Algoritmo MINIMAXPAR para o exemplo 6 com TOL = 10™

n=20 n=100
VO TEMPO VO TEMPO

8433E+00 | 0:00.11 9784E + 00 0:04.17
8104E +00 | 0:00.16 .1022E + 01 0:00.77
7416E +00 | 0:00.06 .1041E + 01 -

5. CONCLUSOES FINAIS

De uma maneira geral, algoritmos sequenciais (tipo Gauss-Seidel) como € o
caso do algoritmo de Dax (1991) tem convergéncia mais rapida do que algoritmos
simultaneos (tipo Jacobi) como € o caso do algoritmo MINIMAXPAR. Entretanto os métodos
simultaneos s3o convenientes para a utilizagdo em computadores com processamento
paralelo. Se um meétodo tipo Jacobi, gasta em um computador convencional (1 processador
central), um tempo de CPU t = t, para um determinado problema, com uma matriz A
possuindo m linhas, entdo o tempo gasto para esse mesmo problema em um computador com
m processadores paralelos ¢ da ordem de O(t) = t,/m, existe um tempo de sincronizagdo/
comunicagdo entre os processadores.

Com base em nossas experiéncias computacionais para os algoritmos de Dax e
MINIMAXPAR e para os exemplos considerados podemos concluir que:

1. Para aqueles sistemas lineares onde a solugdo x" era conhecida, exemplos 1 e 2 tanto o

algoritmo de Dax como o MINIMAXPAR forneceram excelentes aproximagdes para x" para

e=1, e=10" ou & =102 Quanto menor é o valor de & maior é o valor de VO, ou seja, a

aproximagao tende a ficar pior com a diminuigdo de €.

2. Para o exemplo 3, o valor 6timo da fun¢do objetivo, mostrou-se apenas razoavel. Embora
ndo tabelado, dos testes observamos que as primeiras componentes do vetor solugdo
apresentado pelos algoritmos eram bastante proximas de 1 enquanto que para as Ultimas
componentes, 1sso ndo ocorreu. A consideragdo de uma menor tolerancia, ndo trouxe ganhos
significativos para os dois métodos, pois neste caso, o numero de iteragdes aumentou
significativamente enquanto que o valor 6timo VO permaneceu com a mesma ordem de

grandeza.
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Considerando n = 20 e VO da ordem de 10°, o algoritmo de Dax gastou um
tempo de CPU igual a 5x107 sec e o MINIMAXPAR 28x107* sec. Para nenhum valor de ¢, o
algoritmo MINIMAXPAR obteve VO da ordem 10", (Tabelas 5 e 6). Para o caso onde
n = 100 o algoritmo sequencial de Dax teve um desempenho superior ao do algoritmo
MINIMAXPAR (Tabelas 7 e 8).
3. Para o exemplo 4, o desempenho do algoritmo MINIMAXPAR foi superior ao de Dax. O
algoritmo de Dax apresentou o melhor resultado para €¢ = | com um tempo de CPU igual a

5x107 sec em 58 iteragdes e VO da ordem de 10', enquanto que o método MINIMAXPAR

obteve para € = 10" em 145 iteragdes o mesmo tempo de CPU e a mesma ordem de grandeza

de VO do que o método de Dax.
4. Para os exemplos 5 e 6, o algoritmo de Dax ndo convergiu apos 2.000 iteragdes para os
valores de € considerados. A utilizagdo de uma menor tolerancia neste caso, ndo traz ganhos
significativos para a ordem de grandeza de VO, para o algoritmo MINIMAXPAR.

Do exposto, e de nossas experiéncias computacionais, consideramos
que o algoritmo MINIMAXPAR ¢€ conveniente para ser utilizado quando da disponibilidade
de um computador com arquitetura paralela e o sistema linear Ax = b a ser resolvido ¢

inconsistente, com A de grande porte, esparsa e sem uma estrutura detectavel.
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7. APENDICE

Apresentamos neste apéndice os programas FORTRAN elaborados para os
testes NUMEricos.
A subrotina GETTIM ¢ utilizada para a leitura do relogio do microcomputador.

6.1 - Algoritmo de Dax.

DIMENSION A(100,100),B(100),Y(100),R(100), XNORMA(100),SOL(100)
OPEN(unit=8,file='prn')
OPEN(2,FILE='WDADOS' STATUS='OLD")
¢
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeeceeeeccecce
cee
C  ESTIMACAO NO ESPACO L(INFINITO) PELO METODO DE DAX

C
5 VARIAVEIS UTILIZADAS
&
C

A=MATRIZ DE RESTRICOES
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G DYEE € O O GO G

CCCCCCCCLCCCCCLLCCCCCCCCecCceCcecceccecceecciecocrrececeeccceceec

CcC

C

5

M=NUMERO DE LINHAS DA MATRIZ A

N=NUMERO DE COLUNAS DA MATRIZ A

B=VETOR INDEPENDENTE

Y=SOLUCAO DO PROBLEMA DUAL

SOL=SOLUCAO DO PROBLEMA PRIMAL

R=VETOR RESIDUAL

VO=VALOR OTIMO

IND=INDICADOR DE CONVERGENCIA

KMAX=NUMERO MAXIMO DE ITERACOES PERMITIDAS
XNORMA=(NORMA DAS LINHAS DA MATRIZ A)**0.5
TOL=TOLERANCIA UTILIZADA NO CRITERIO DE PARADA
EPSILON=CONSTANTE POSITIVA

KMAX=2000

TOL=1.0E-4

WRITE(* *) FORNECA O VALOR DE EPSILON'

READ(*,*)EPSILON

READ(2,)M,N,A,B

WRITE(*,*)' ESTIMACAO NO ESPACO L(INFINITO)-METODO DE DAX96-V1'
WRITE(*,11)M,N,KMAX,EPSILON,TOL

WRITE(S,5)

FORMAT(///; ESTIMACAO NO ESPACO L(INFINITO)-METODO DE DAX96-V1')
WRITE(S, 1 1)M,N,KMAX,EPSILON, TOL

11 FORMAT(/, M="14,3X' N="143X.' KMAX="153X, EPSILON="F14.7,

2
i
&
C

2

0

5

*3X,' TOL="F9.7)

DO 13 I=I.M
WRITE(8,16)(A(LJ),J=1,N)
CONTINUE
WRITE(8,16)(B(I),I=1,M)
FORMAT(1X,5F14.7)

SOLUCAO INICIAL

DO 20 [=1.M
Y(1)=0.0
CONTINUE

LEITURA DO RELOGIO DO SISTEMA

CALL GETTIM(ihr,imin,isec,1100th)
WRITE(*,'(1X,12.2,1H:,12.2,1H:,12.2,1H.,12.2)")ihr,imin,isec,i 100t
*h

CALL GETTIM(ihr,imin,isec,i100th)
WRITE(8,'(1X,12.2,1H:,12.2,1H:,12.2,1H.,12.2)")ihr,imin, isec,1100t
*h

CALCULO DO VETOR RESIDUAL R E DERO

DO 40 [=1,N
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AUX=0.0

DO 30 J=1.M
AUX=AUX+A(J,D*Y(J)
CONTINUE

R(I)=AUX

CONTINUE

CALCULO DA NORMA**0.5 DAS LINHAS DA MATRIZ A

DO 70 I=1,M

AUX=0.0

DO 60 J=1,N
AUX=AUX+A(L])*A(L])
CONTINUE
XNORMA(I)=AUX
CONTINUE

ITERACAO PRINCIPAL

DO 240 K=1 KMAX
RO=0.0

DO 50 I=1,M
RO=RO+ABS(Y(I))
CONTINUE
RO=RO-1.0

IND=0

DO 140 I=1,M

CALCULO DE TETA

AUX=0.0

DO 80 J=I,N

AUX=AUX+A(LJ)*R(J))

CONTINUE

TETA=-(AUX-EPSILON*B(I))/XNORMA(I)

XNETA=Y(I)+TETA

RO=RO-ABS(Y(I))

AUX1=RO+ABS(XNETA)

[F(AUX1)100,100,90

IF (XNETA.GE.0.0) THEN
TETA=TETA+AMAXI(-XNETA,-(XNETA+RO)/(XNORMA(I)+1.0))
ELSE IF (XNETA.LT.0.0) THEN
TETA=TETA+AMINI(-XNETA,-(XNETA-RO)/(XNORMA(I)+1.0))
END IF

C
C CALCULO DOS NOVOS VETORES R E RO E DA NOVA SOLUCAO Y
C

100 DO 110 J=1,N
R(J)=R(J)+TETA*A(LJ)

110 CONTINUE
AUX=Y(I)+TETA
RO=RO+ABS(Y(I))

AYA
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[F(ABS(AUX-Y(I))-TOL)130,130,120
120 IND=1
130 Y(I)=AUX
140 CONTINUE

[F(IND)240,150,240

C
C CALCULO DO VETOR SOLUCAO E DO VALOR DA FUNCAO OBIJETIVO
PRIMAL
C
150 CALL GETTIM(ihr,imin,isec,i100th)
WRITE(S,'(1X,12.2,1H:,12.2,1H:,12.2,1H.,12.2)")ihr,imin,isec,1 | 00t
*h
CALL GETTIM(ihr,imin,isec,i100th)
WRITE(*,'(1X,12.2,1H:,12.2,1H:,12.2,1H.,12.2)")ihr,imin,1sec,1 100t
*h
DO 170 I=1,N
AUX=0.0
DO 160 J=1.M
AUX=AUX+A(J.D*Y(J)
160 CONTINUE
SOL(I)=AUX/EPSILON
170 CONTINUE
AUX=0.0
DO 180 J=1I,N
AUX=AUX+A(1,J)*SOL(J)
180 CONTINUE
VO=ABS(AUX-B(1))
DO 210 [=2.M
AUX=0.0
DO 190 J=1,N
AUX=AUX+A(L,J)*SOL(J)
190 CONTINUE
VO1=ABS(AUX-B(I))
[F(VO1-V0)210,210,200
200 VO=VOl
210 CONTINUE
WRITE(*,220)K,VO
WRITE(8,220)K,VO
220 FORMAT(/, SOLUCAO APOS'I5," ITERACOES'5X, VALOR OTIMO='E14.7)
WRITE(8,223)(SOL(I),I=1,N)
223 FORMAT(5F14.7)
GO TO 260
240 CONTINUE
CALL GETTIM(ihr,imin,isec,i100th)
WRITE(8,'(1X,12.2,1H:,12.2,1H:,12.2,1H.,12.2)")ihr,imin, isec,i 1 00t
*h
CALL GETTIM(ihr,imin,isec,1100th)
WRITE(*,'(1X,12.2,1H:,12.2,1H:,12.2,1H.,I12.2)"ihr,imin, isec,i100t
*h
WRITE(*,2500KMAX, TOL
WRITE(8,250)KMAX . TOL
250 FORMAT(/,/O ALGORITMO NAO CONVERGIU APOS' 15, ITERACOES COM

24
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*TOLERANCIA’ E14.7")

260 CLOSE(2)

6.2

STOP
END

- Algoritmo MINIMAXPAR

DIMENSION A(100,100),B(100),Y(100),R(100), XNORMA(100),SOL(100),TET

*A(100),XRO(100)

C

OPEN(unit=8,file='pm’)
OPEN(2,FILE='W5DADOS',STATUS='OLD")

CCCECCCCCCLLCCCCcCCCCeececcrrerereecreeeeceeccececceccecoeccc

cC

-
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
c
c
L
C
c
G
C
»

ESTIMACAO NO ESPACO L(INFINITO) PELO METODO MINIMAXPAR
(VERSAO PARALELA DO METODO DE DAX)

VARIAVEIS UTILIZADAS

A=MATRIZ DE RESTRICOES

M=NUMERO DE LINHAS DA MATRIZ A

N=NUMERO DE COLUNAS DA MATRIZ A

B=VETOR INDEPENDENTE

Y=SOLUCAO DO PROBLEMA DUAL

SOL=SOLUCAO DO PROBLEMA PRIMAL

R=VETOR RESIDUAL

VO=VALOR OTIMO

IND=INDICADOR DE CONVERGENCIA
KMAX=NUMERO MAXIMO DE ITERACOES PERMITIDAS
XNORMA=(NORMA DAS LINHAS DA MATRIZ A)**0.5
TOL=TOLERANCIA UTILIZADA NO CRITERIO DE PARADA
EPSILON=CONSTANTE POSITIVA

CCCCCCCCCCCCCCLCrececececececececccececceececececcecerceccececceccceecccec
cCcC

5

KMAX=2000
TOL=1.0E-4
WRITE(*,*)' FORNECA O VALOR DE EPSILON'
READ(*,*)EPSILON
READ(2,*)M,N,A B
WRITE(*,*)' ESTIMACAO NO ESPACO L(INFINITO)-MET. DE DAX-PARALELO'
WRITE(*,11)M,N,KMAX EPSILON,TOL
WRITE(S,S)
FORMAT(/,) ESTIMACAO NO ESPACO L(INFINITO)-MET. DE DAX-

PARALELQ")

11

WRITE(8,11)M,N, KMAX EPSILON,TOL

FORMAT(/,) M="143X' N="14,3X' KMAX='15,3X,' EPSILON="F14.7,
*3X,' TOL="F9.7)

WRITE(S,*)MATRIZ A E VETOR B'
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DO I5 I=I.M

15 WRITE(S, 16)(A(L)).J=1,N)
16 FORMAT(/,5F14.7)

C

C

WRITE(8,16)(B(I),I=1,M)

SOLUCAO INICIAL E PESOS LAMBDA

DO 20 I=1.M

Y(1)=0.0

20 CONTINUE
XLAMBDA=1.0/FLOAT(M)

LEITURA DO RELOGIO DO SISTEMA

CALL GETTIM(ihr,imin,isec,i1100th)
WRITE(*,'(1X,12.2,1H:,12.2,1H:,12.2,1H.,12.2)")ihr,imin,isec,i 100t
*h

CALL GETTIM(ihr,imin,isec,1100th)
WRITE(S,'(1X,12.2,1H:,12.2,1H:,12.2,1H.,12.2)")ihr,imin,isec,i 100t
*h

CALCULO DO VETOR RESIDUAL R EDERO

DO 40 1=1,N

AUX=0.0

DO 30J=1.M
AUX=AUX+A,D*Y()
CONTINUE

R(I)=AUX

CONTINUE

CALCULO DA NORMA**0.5 DAS LINHAS DA MATRIZ A

DO 70 I=1,.M

AUX=0.0

DO 60 J=1,N
AUX=AUX+A(L)*A(L)J)
CONTINUE
XNORMA(D)=AUX
CONTINUE

ITERACAO PRINCIPAL

DO 250 K=1,KMAX
R0O=0.0

DO 50 I=1.M
RO=RO+ABS(Y(I))
CONTINUE
RO=RO-1.0

IND=0

DO 1301=1,M
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C  CALCULO DE TETA(LK) E DO NOVO VETOR Y
C
AUX=0.0
DO 80 J=1N
AUX=AUX+A(LJ)*R(J)
CONTINUE
TETA(I)=-(AUX-EPSILON*B(I))/XNORMA(I)
XNETA=Y(I)+TETA(I)
XRO(I)=RO-ABS(Y(1))
A1=(TETA(I)-XNETA)/’XLAMBDA
AUX1=XRO(I)+ABS(XNETA)
[F(AUX1)100,100,90
[F (XNETA.GE.0) THEN
A2=TETA(I)-(XNETA+XRO(I))/(XNORMA(I)+1.0)
TETA()=AMAXI(A1,A2)
ELSE IF (XNETA.LT.0) THEN
A2=TETA(I)-(XNETA-XRO(I))/(XNORMA(I)+1.0)
TETA(I)=AMINI1(A1,A2)
END IF
AUX=Y(I)+XLAMBDA*TETA(I)
[F(ABS(AUX-Y(1))-TOL)120,120,110
IND=1
Y(I)=AUX
CONTINUE

CALCULO DO NOVO VETOR R

DO 150 I=1,N
AUX=0.0

DO 140 J=1.M
AUX=AUX+XLAMBDA*TETA(J)*A(J,])
CONTINUE
R(I=R(I)+AUX
CONTINUE
[F(IND)250,160,250
C
C CALCULO DO VETOR SOLUCAO E DO VALOR DA FUNCAO OBIJETIVO
PRIMAL
C
160 CALL GETTIM(ihr,imin.isec,i100th)
WRITE(S,'(1X,12.2,1H:,12.2,1H:,12.2,1H.,12.2)")ihr,imin,isec,i 100t
*h
CALL GETTIM(ihr,imin,isec,1100th)
WRITE(*,'(1X,12.2,1H:,12.2,1H:,12.2,1H.,12.2)")ihr,imin,isec,i 100t
*h
DO 180 I=1,N
AUX=0.0
DO 170 J=1,M
AUX=AUX+AJ,D*Y(J)
170 CONTINUE
SOL(I)=AUX/EPSILON
180 CONTINUE
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AUX=0.0
DO 190 J=1,N
AUX=AUX+A(1,J)*SOL(J)
CONTINUE
VO=ABS(AUX-B(1))
DO 220 I=2M
AUX=0.0
DO 200 J=1,N
AUX=AUX+A(IJ)*SOL(J)
CONTINUE
VO1=ABS(AUX-B(1))
[F(VO1-V0)220,220,210
VO=VOI
220 CONTINUE
WRITE(*,230)K,VO
WRITE(8,230)K,VO
FORMAT(/, SOLUCAO APOS' 17, ITERACOES'5X,' VALOR OTIMO='E14.7)
WRITE(*,240)(SOL(I),I=1,N)
WRITE(8,240)(SOL(I),I=1,N)
240 FORMAT(1X,'VETOR SOLUCAOQ'/,2X,5E14.7)
GO TO 270
250 CONTINUE
WRITE(* 260)KMAX, TOL
WRITE(8,260)KMAX, TOL
260 FORMAT(,'O ALGORITMO NAO CONVERGIU APOS'I5, TTERACOES COM
TOLERANCIA'E14.7)
270 CLOSE(2)
STOP
END

6.3 - Sistema Linear gerado aleatoriamente.

DIMENSION A(1000,100),B(1000),NI(1000)
OPEN(2,FILE=‘WDADOS’,STATUS='"NEW")
c
€CCCCCCCCCCCCCCOCCCCCCCCEecececeeececcerecereeeeceececeeee
cC

ESTE PROGRAMA GERA UM SISTEMA LINEAR AX=B COM UMA MATRIZ A
ESPARSA ONDE A(I,J) E B(I) SAO NUMEROS ALEATORIOS DO INTERVALO
[-1,1].CADA LINHA DE A POSSUI NI ELEMENTOS NAO NULOS ONDE NI E
UM NUMERO ALEATORIO PERTENCENTE AO CONJUNTO {1,2,3.4.5)

VARIAVEIS UTILIZADAS

A=MATRIZ DE RESTRICOES
M=NUMERO DE LINHAS DA MATRIZ A
N=NUMERO DE COLUNAS DA MATRIZ A
B=VETOR INDEPENDENTE

LE T (G BIa gt Be
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NI=NUMERO DE ELEMENTOS NAO NULOS DA LINHA |
SUBROTINAS UTILIZADA

RANDOM(ranval) GERA NUMEROS ALEATORIOS NO INTERVALO [0.0.1.0)
SEED(-1) SEMENTE PARA A SUBROTINA RANDOM

oielpiaolelelol e

CECECCCLCCECCCCECCCCCCECCCCECCCELCeolCEtCeEeterccceceece
CC
C

WRITE(*,*)'FORNECA OS VALORES DEM E N

READ(*,*)M,N

GERACAO DA MATRIZ A

CALL SEED(-1)

DO 10 [=1,M

DO 10 J=I,N

A(LLJ)=0.0

DO 40 I=1,M

CALL RANDOM(ranval)
NI(I)=10.0*ranval
[F(NI(I1))25,20,25
[F(NI(1)-5)30,30,20

DO 40 11=1,NI(I)

CALL RANDOM(ranval)
J=IFIX(N*(ranval+1.0/FLOAT(N)))
CALL RANDOM(ranval)
A(L,J)=2*(ranval-0.5)
CONTINUE

GERACAO DO VETOR B

DO 50 I=1,M
CALL RANDOM(ranval)
B(I)=2.0*(ranval-0.5)
CONTINUE
WRITE(2,*)M,N,A,B
CLOSE(2)

END

6.4 Sistema Linear gerado aleatoriamente.

DIMENSION A(200,200),B(200),G(200,200)

OPEN(2 FILE="'WDADOS'.STATUS='NEW')

OPEN(unit=8.file='prn")
C
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCoLcccocceccccecocecocecocerececc
CcC
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ESTE PROGRAMA GERA UM SISTEMA LINEAR ALEATORIO ONDE A E UMA
MATRIZ QUADRADA DE ORDEM N, SIMETRICA E SEMI DEFINIDA

r
C
c
POSITIVA,

COM A(1,J) PERTENCENTES A [0,1) E B(I) PERTENCENTES A [-1.1].

VARIAVEIS UTILIZADAS
A=MATRIZ DO SISTEMA LINEAR
B=VETOR INDEPENDENTE
N=ORDEM DA MATRIZ A

SUBROTINAS UTILIZADAS

RANDOM(RANVAL) GERA UM NUMERO ALEATORIO NO INTERVALO [0.1).
SEED(-1) SEMENTE PARA A SUBROTINA RANDOM .

OOOO00O0000000n0n

CECEECCCCCCCECOCCECCCCUCCCCCCCCCCCCCCCCOCCCCCCLLECCECUCT
CC
c
WRITE(*,*)’)FORNECA O VALOR DEN'
READ(*,*)N
CALL SEED(-1)
DO 10 1=1,N
DO 10 J=1,N
CALL RANDOM(ranval)
G(1,))=ranval
CONTINUE
DO 20 [=1,N
DO 20J=I,N
A(LL)H)=0.0
DO 15K=I,N
A(L)=ALI)+G(LK)*G(J.K)
CONTINUE
A(LD=A(LJ)/FLOAT(N)
CONTINUE
DO 30 [=N,1,-1
CALL RANDOM(ranval)
B(I)=2*(ranval-0.5)
CONTINUE
WRITE(8,*) MATRIZ A'
DO 40 I=1,N
WRITE(8,50)(A(1,]),J=1,N)
CONTINUE
FORMAT(1X,5E14.7)
WRITE(S.*)' VETOR B'
WRITE(8,50)(B(I),I=1,N)
WRITE(2,*)N,A,.B
CLOSE(2)
END
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1. INTRODUCAO

Apresentamos neste trabalho um algoritmo iterativo paralelo para resolver o

problema

minimize F(x)=| Ax-b ”[I: (1.1)

onde l<p<=x, A € uma matiz real mxn, b:(bl,bz,....bm)te*ﬁ'“,

t ; . 5 i
x=(x;,X5, . ,X,) €R" éo vetor de incognitas e t denota transposto.

Anorma /', ¢ definida como

n 1/p
|y ]p :]:Z‘Yilp} se l<p<+wo,com y=(y;,¥2, e ,¥p) €R™.
1=l

Estamos interessados no caso onde o sistema linear Ax =b nao tem solugio,
A ¢é uma matriz esparsa, de grande porte e sem uma estrutura detectavel. Nestes casos
métodos que usam modificagdes da matriz 4 ndo sdo convenientes e até mesmo inaplicaveis
dependendo da ordem de 4. Uma alternativa para resolver o problema (1.1) sdo os métodos
de relaxagdo coluna (linha) como aqueles propostos em Dax-Berkowitz (1990) ou Lopes
(1992), estes métodos utilizam apenas uma coluna (linha) da matriz 4 em cada passo de cada
itera¢do. Se o método € paralelo entdo todas as colunas (variaveis) podem ser processadas

simultaneamente quando da utilizagdo de um computador com processadores em paralelo.

2. DEFINICAO DO ALGORITMO

Consideremos por um momento um problema mais geral do que (1.1); ou seja

m
minimize F(x) = Zfi (< a,x> —bi)

i=1

onde as fungdes f; sao convexas, a@; € a 1-ésima linha da matriz A e <.,.> denota o produto

escalar euclidiano em R".
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Kk 53 .
X um ponto arbitrario em R" e sejam  para

{k{ } para =1, ...n numeros reais ndo negativos tais que

n )
> A=l
j=I

Para cada linha i da matriz 4 , consideramos n pesos k; com soma igual a I.

Com o objetivo de simplificar a notagdo consideraremos K} = 0 para qualquer i, j.

A fungdo objetivo F(x) em (2.1) pode ser escrita como

m ’_ n _ 1 : ] i
F(-\f)=Zfi Z?L: —i—ai_ixj+4ai,x ‘)—?ai_i"(_i
i=l = (A Aj

e a desigualdade segue da convexidade de f;.

Definindo,

temos de (2.3) que

F(x) (p( X, xk)

assim, podemos aproximar o minimo de F(x) através do minimo de (p( X, xk)
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Observagies:

2.1. Se x=x" entio a igualdade se verifica em (2.7). As variaveis de (g(.t_xk) estao

separadas o que facilita em muito a determinagdo de seu ponto de minimo. Veja a figura (2.1).

0) (.\‘, x* ]

-

Figura (2.1): Relagao entre as fungdes F(x) e (p( &, .\'k) para o caso unidimensional.

2.2. A fungao ‘Di( X, .\:k) definida em (2.5) € fun¢ao de uma unica variavel, a saber. x; e no

caso que estamos considerando aqui, f;(x) = | X ‘p , ou seja;

Para um j fixo, j=1, .. .n, os elementos da matiz 4 que aparecem na

definigdo da fungdo @; sao ajj,azj, ... ,ay,; ou seja; a J-ésima coluna da matriz A4, por isso,

este € um meétodo do tipo relaxagdo por coluna. Observe que d'ik € uma constante.

2.3. A fungdo objetivo F(x) em (1.1) é uma fungdo convexa pois € uma norma e de (2.6)

segue que (p(.\',.\‘k) ¢ também uma fungdo convexa pois ¢ dada pela soma de fungdes

convexas.

Definimos a seguir o novo algoritmo o qual sera denominado LPPAR.
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ALGORITMO LPPAR

v L " 0 . O TRy o ;
1. Passo inicial: Sejam x' €W" uma aproximagdo inicial arbitraria e € um numero real
pequeno positivo dado.
2. Passo principal: Para k=0,1,2, ... calcule x?“ para cada j, j=1,2, .., n. Determine

inicialmente fﬂ-“l tal que

‘Pi("i %)= ‘Pj(i.}im )

ou seja; se
f(x)= tpj(x,.\'k)—(pj(x}" ,xk)

devemos determinar um zero de f(x) diferente de xj .

Defina a diregdo

e determine o zero o de

pelo método de Newton, considerando como aproximagdo inicial oy, o primeiro valor de

a=4% 1=0,1,2,.... tal que g(a) > 0.

Assim,
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1. Critério de parada:

<E
-

(T ;
<=

onde | x| =maximo{| x;| } para xeW"
I<i<n

Observagaies:

2.4. Cada iteragao do algoritmo LPPAR consiste de n passos j, j=1,2, ... ,n. Assim dado

.. x%) o proximo iterado ¢ x*' =} x5, x5 onde para a

determinagdo da componente x'*!

utilizamos a fun¢do de uma variavel {pi(xi,.\'k). )

algoritmo € do tipo simultdneo pois as variaveis X estdo separadas, logo com a utilizagdo de

um computador com processamento paralelo, todas as componentes x}f' para j=1,2. .. . n

podem ser obtidas simultaneamente. Podemos ainda dizer que o algoritmo LPPAR ¢ do tipo

Jacobi.
2.5. A figura (2.2) ilustra geometricamente a determinac¢do da raiz E'im de f(x) e do

proximo iterado x]i“l do passo j da iteragdo k+1.
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Figura (2.2): Determinagdo de xlj"” _

De (2.14), x}fﬂ € uma combinagao convexa entre \(1;‘ e f‘f” assim, x'f“ e

um ponto do segmento de reta determinado por K']‘ e i}‘*l :

Na figura (2.2), d'i‘ =tg 0, onde 6 € o angulo formado pela retar e o eixo das

—
abscissas 0x.

Descrevemos a seguir, o metodo proposto por Dax-Berkowitz (1990), o qual
sera denotado por D-B e sera utilizado nos testes numericos.

Supondo o problema
minimize F(x) =] Ax-b |, (2.17)

cada iteragdo do algoritmo D-B € composta de n passos. Para o j-ésimo passo j=1,2, ... ,n,

apenas Xx; € modificada na tentativa de reduzir o valor da fungdo objetivo, enquanto todas as

outras variaveis permanecem fixadas. Denotando x~) e R" | a estimativa atual para o inicio

do j-ésimo passo da k-ésima iteragdo; k =1,2, ...

P Ry
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o correspondente vetor residual, ¢; a j-ésima coluna da matriz 4 e e; a j-ésima coluna da

matriz identidade entdo x*™' ¢ obtido de x™1 pela regra

R (2.19)

onde A ¢ computado por um algoritmo de busca linear para minimizar a fungdo

unidimensional

| o P 1 Cp
£ = | AT+ he;) - b “' :l‘ Aci+ri | (2.20)
il - p - p

Seja N_i 0 subconjunto de {1,2, ,m} que contém os indices das

componentes nao nulas de ¢; e sejam o; e f;, i=1, .., m as componentes de ¢; e o

respectivamente. Entdo (2.20) pode ser reescrita na forma

f(A)= D | Aoy +Bi| P

IENJ'

O ponto 3% nio é necessariamente o minimo exato de f'(A) . Quatro casos sdo
considerados:

(1) Se p = 2 entdo o ponto de minimo de f(A) ocorre para o ponto

assim AN = A , Ou na versao com relaxagéo,

AT = o

onde O<w<?2.
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(11) Se 2<p<=x entdo f(A) € duas vezes continuamente diferencial e o analogo a (2.22)

€

onde A = . 2 € o tamanho do passo do método de Newton para minimizar f(A). O ponto
f (0)

i

™,

k.i , . d H i - e . _’( I >

A é escolhido como sendo o primeiro numero na seqiénciayp, y, com p, =| =1 A,
=/

£=0,1,2,.... oqual satisfaz fl(p,_») < 0. Neste caso

£ (L) = P o] Aoy + By |p-2(kai +B;)
iENj

£ M) =pp-1) Y of|ro; +B; [P

IENj

(111) Se 1 < p <2 entdo as derivadas segunda de F(x) ndo sao definidas para pontos onde o
vetor residual Ax—b tem componentes nulas. Neste caso F(x) e substituida pela fungdo

hiperbolica

mn

Hait s bi)2 +¢?

H(.\:):{

onde ai‘ denota a 1-ésima linha da matriz 4 e € € uma constante pequena positiva. A fungao
H(x) é convexa, duas vezes continuamente diferenciavel e o algoritmo pode ser agora
aplicado.

Seja A o primeiro nimero na seqiéncia

{
pfz(%] ok, £=0,1,2, ...
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o qual satisfaz hl(p,) <0,

onde
=)
h (0)

2 ) |p/2 _— - e : -
h(L) = Z [((xik +B,) +8'] substitui a fungdo unidimensional f(A). Neste caso
1EN;

-

(=-p)

h'()=p Zai(dil+ﬁi)[(ail+ﬁi): +€2] >

IGNJ‘

(2-p)

h'(\)=p Z‘.fi(?»)tli:[(mi?L +B;)? + 32]_ :
iENj

v =1-@-pYeh+8,) 2/ | (@in+p;)? +¢2]

Apresentamos a seguir algumas propriedades gerais de convergéncia do

algoritmo LPPAR. No que se segue, {.\'k } denota qualquer sequéncia gerada por este

algoritmo. A proposi¢do a seguir estabelece que a fungdo F(x) € ndo crescente sobre a

sequeéncia de iterados { xk }

Proposigdo 2.1. Paratodok, k=0,1,2, ... etodoj, j=1,2, ... ,n sdo validas as relagGes:

(i) F(x*)=o(x*, x¥)
(i3 oy 5 )< )

(i) o (1 5% ) < o(x*, ¥ )
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(iv) F(x**") < F(xb)

Prova: (1) De (2.6) segue que

lp(.\‘k , X

onde a segunda igualdade ocorre de (2.5), a terceira de (2.4), a quarta segue de (2.2) e a ultima

1igualdade segue da defini¢do da fungdo objetivo; ou seja; de (2.1).

(i) Paracadaj, j=1,2, ... ,n, de(2.14) e da convexidade de ®; temos que

(X +l3( _k+l k)‘xk)

< gtp( raatll ')+ 1-Po;(x5 . x*)

)= o (o ) < oy (=17 ) - o)) =0 30

onde a ultima igualdade segue de (2.9). Assim de (2.30) temos o resultado desejado.

(ii1) De (2.6) e (i1) temos que

x5 )< Z (x5 %) = o (2%, 2¥)

(iv) F(eM) < o (8 xF) < o(x®  xF) = F(xM)

onde a primeira desigualdade ocorre de (2.7), a segunda de (iii) e a igualdade de (i).
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Considerando o item (iv) da proposi¢do (2.1), se F tem os conjuntos de nivel
limitados; ou seja; S, ={~x:F(x) < o} é limitado para o e, entio {.\‘k }g Sy com
a =F(x,) e portanto a seqiiéncia sera limitada. Este € o caso se F € definida por (1.1) e a
matriz A tem posto completo, hipotese que sera considerada de agora em diante.
Assumiremos tambeém que as fungdes ¢; sdo simétricas com respeito ao seu ponto de

minimo, semelhantemente as p-normas.

Por outro lado, se f, € duas vezes continuamente diferenciavel e para todo /

£, (x) 2 p >0 (231)

provamos a proposi¢ao abaixo.

s k k+1 | k+_ k| iti
Proposigio 2.2. F(x")—-F(x"7) 2 c|lx™" —x para alguma constante positiva .
I

Prova: Se x étal que F(x) < F(.tk) entao

F(x*)-F(x) 2 (p(xk ,xk) —Lp(x, xk)

onde a primeira desigualdade segue do item (1) da proposi¢do (2.1) e de (2.7) enquanto que a

k

igualdade segue da expansao de Taylor de ¢ em torno de x para algum X

Consideremos agora cada ?; separadamente e suponhamos que xi-“*'l > x}j{ (o

caso x ! < \clj‘

j ¢ tratado de maneira analoga).
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Seja x o ponto de minimo de ;. Dois casos devem ser considerados:

- *
1° caso: x'i‘H <%

Tomando X; = x}fﬂ, o primeiro termo dentro do colchete em (2.32) € ndo

negativo pois (pi[ K']‘ +l ,.\.‘k] <0 e \('I‘ - x}”l < 0, usando agora (2.31) temos que

,.\*] > E[ KRk
2\ )

2¢ caso: x !

-
] > Xk

k
J £}

K+l

Faca neste caso, X; igual a X j

. o . *
O ponto simetrico de x com respeito a Xk -

Temos como no caso anterior, usando a simetria de @; que

onde a igualdade acima ocorre da defini¢do de fi‘, a primeira desigualdade segue de (2.32)

usando X; :Kli‘ e a segunda do fato que fﬁ‘ —x}" ‘ >y xiiwl _XH para algum 0 < v < 1.

‘ 2 '
Tomando ¢ i } , o resultado se verifica.
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A figura (2.3.) ilustra geometricamente o 1% caso da demonstragdo

proposigao( 2.2).

k+1 _k
i v

Figura (2.3): Neste caso (pfi( X

O teorema a seguir estabelece a convergéncia do algoritmo LPPAR. Para a sua
prova usaremos o seguinte resultado sobre fungdes convexas, o qual pode ser encontrado por
exemplo em Roberts e Varbeg(1993) p. 99.

“Seja f:U — N uma fungdo continua e diferenciavel sobre um conjunto convexo aberto

]
U cR". Entdo f é convexa se e somente se f ¢é mondtona crescente sobre U™

Necessitamos também da condi¢do

a qual segue diretamente da convexidade e da simetria de ¢; com relagdo ao seu ponto de

minimo.

Teorema 2.1. Se F tem conjuntos de nivel limitado e (2.31) se verifica, entdo cada

subseqiiéncia do algoritmo LPPAR definida por (2.14) converge para uma solugdo do

problema (2.1).
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k+1

Prova: Como F € limitada abaixo, F(x )—F(xk) —> 0; portanto pela proposi¢do (2.2)
k—x

M X — 0. Assim,

k—x
. * > - =
x™ 5 x" implica que x** 5 x”. (2.36)

k;+|

i S P ; k —
Seja j um indice arbitrario, j=1,2, ... ,n, suponhamos que xj’ < X (o

caso x?’-’ > EI;’-'H ¢ analogo), entdo de (2.14) e (2.15) temos que

Ky kf+i —ky+l
T . <X. "
xJ xJ xJ

Como @; € convexa entdo ¢ € monotona crescente, assim de (2.37), para
5 ]

B € (0,) vem

0 (izgﬁl ke )

! k,+l k k4l k
B“’j(xj’f X E)ﬁﬁq’j("‘jf X f)

Adicionando (2.38) e (2.39) obtemos

@B-Do;{xi x4 < @0 (x4 b )+ poy (5, 5% )
.

=9 (X?f ,xk")

onde a igualdade acima ocorre de (2.35).
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Temos assim de (2.40) que

?; (\T L3 ) g (1= ZB)‘DIj (X_‘{"*' ‘x"'") (2.41)

Passando o limite em (2.41) quando k, — «, usando (2.36) e a continuidade

de {pii obtemos

(plri (\J ,x‘) < (I—2B)cplj (1(; ,x')

para qualquer 0 < 3 < 1.

Logo a desigualdade (2.42) se verifica se e somente se

cpj(xj , X ):0

Portanto

0= (pji (x; ,.\:‘) = iaij f; (axi X >—bi]:(VF(x' DI

=l

ou seja, da convexidade de F temos que x" éum minimo do problema (2.1).

3. CONVERGENCIA PARA O CASO DIFERENCIAVEL
3.1.0caso 2 < p<w.

Com o objetivo de simplificar a notagdo nas demonstragdes, vamos denotar,
: k k '
paracadajek, xj como xy e @;\x;,x" ) como o(x).

Assim para o problema (I.1) com 2 < p<o temos que
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m

(p(x) =Z A lctix+[3i ip

1=l

ij ] . _
onde a; = =, 0 qual estamos assumindo diferente de zero (caso contrario, o correspondente

termo € constante e pode ser eliminado), A' =4;, B; = d* e

m _ ;
(p'()():pZ ;N | ax +B; |7 2(0qx+[3i)

1=

mo 5
0" (x)=p(p-1)D Noi|oyx+B; [
i=1

Neste caso, de (3.1) temos que ¢( x ) é uma fungdo convexa e simétrica com
respeito ao seu ponto de minimo.
Para as provas de alguns itens desta se¢do e também da segdo seguinte,

seguimos Dax e Berkowitz (1990).

Teorema 3.1. O método LPPAR esta bem definido e cada ponto de acumulagdo da seqiiéncia
{xk } por ele gerada, resolve o problema (1.1).

Prova: Como a matriz A € de posto completo, de (iv) da proposi¢do (2.1) segue que {xk } €
limitada; ou seja; varia num conjunto compacto C, portanto da continuidade da derivada

segunda e da convexidade resulta que
0<¢"(x)<y,VxeC,

sendo y uma constante positiva.
* P a0 *
Se x, é o ponto de minimo de ¢(x ), suponha que x, 2 X € portanto

L . y ’
¢ (xy )<0 (o caso xj <x, é tratado e maneira analoga).

Defina a fun¢do quadratica
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w(x)=0(x)+0'(x)(x - x)
Assim para X € X < x;,de(3.4)e(3_5)segue que

IU(X ) 2 (p(xk)+(p'(xk)(x—xk)+ (p"(;(k) (x—xk)z =(p(x)

=

(p(x)ily(x) para xkﬁxﬁx;.

F * i
Seja yy =x, +1; o ponto de minimo de , onde ny =

satisfaz a desigualdade abaixo

(3.7)

Suponha por um momento que yi > x; , entdo expandindo ¢ ( x ) em série de

* .. *x
Taylor no ponto x, € como xj éo ponto de minimo de ¢ ( x ), temos que para & < ( Xk, Xk )

entao

ou seja;

-0'(xy ) =
Y 0"

(3.8)

Agora de (3.8) e como (p‘(xk )£0 temos que (,o”(}’;) >v, 0 que contradiz
(3.4). Logo a desigualdade (3.7) se verifica.
Da definigdo do algoritmo, isto é de (2.9) e (2.14) temos que

@(xx )= 0(Kys1 ) € Xy € (X + Xy ).
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Dois casos devem ser considerados:
o *
(1) X1 S X

Neste caso, observando que 1, > 0 pois ¢'(x, ) < 0 e ¥y > 0, temos que

para alguma constante ¢; = I.

De (3.6), (3.9) e como x, ,, < ‘{; da convexidade de ¢ segue que

- *
(1) Xp4 > Xg

= L z i * * = = F
Sejam d, a distancia entre os pontos y, e X € d, a distancia entre os pontos

5 ; : N .
Se d,>d,, entdio da simetria de ¢ em relagio a x; temos que

(P(y;; )=(P( Xk + Nk ) e tD(XkH ) e obviamente

W(Xk +ﬁ] > o( X1 )

%)

para alguma constante c, =1, pois neste caso Xy i Xy +Ng e ambos
@2

- . - *
X #1 & Xy F 2—}‘ estdo a esquerda do ponto de minimo X .
2
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. L4 . & . r = s
Se d;<d,, seja Xx,,; O ponto simétrico em relagio a x. Assim

X4 < Xk + Ny =Yg e para alguma constante positiva c; > | temos que Xy +:—"' € R
3

ou seja

(p(xk +&] = (;)(XI:.-,_] )= o g )

C3

para c3 = |.

De (3.10) - (3.12) e fazendo ¢ =max {c,,c5, ¢4 } teremos que

\
(0[’41\- +EJ > o( X1 )
C

para alguma constante ¢ > 1.

De (3.6) e (3.13) vem

(3.14)

Do item (ii) da proposicdo (2.1) e de (3.14) temos que | ¢'(xy )| tende a zero
para k tendendo a infinito.
Vamos provar agora que a diferenga entre iterados consecutivos também tende

a zero para k - .

De (2.14) temos que
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Xkat = Xk =B (R —xy)
=-BaEd,
=-pof'(xy)
=-Bao’(xy)

onde a segunda i1gualdade ocorre de (2.13), a terceirade (2.11) e a quarta de (2.10).

Assim,  como o(xy ) ——— 0, de (3.15) segue que
k—x =

— > 0.

k—x

Portanto se {xik } ¢ uma subseqiiéncia de {x, | tal que lim Xip+1 =X
k—>=x

entio lim x; = x desde que lim (x,,; —x;)=0. Agora como 0'( x; ) ——— 0.
K—x ' -

k—x 'k k—x

obtemos por continuidade que

*

e da convexidade de F temos que x € um minimo do problema (1.1).

3.2.0caso l<p<2.

Neste caso, as derivadas segunda de F( .x ) nio sio definidas para pontos onde
o vetor residual Ax — b possui componentes nulas, logo o teorema (3.1) nao se aplica.

Como sugerido por Eyster, White e Wierwille (1973), ou Francis e White
(1974) e também utilizado por Daz e Berkowitz (1990), vamos aproximar F( x ) pela fun¢io

hiperbolica (HAP) da forma

H(x) =3 [((a

onde € € uma constante positiva pequena.
A fungdo HAP definida em (3.17) é convexa, duas vezes continuamente

diferenciavel e satisfaz

,‘"A
AVAVEY

2 3 4 5 6 if unespwl 12 13 14 15 1o 17 18



|F(x)-H(x)| <m'Pe (3.18)

para todo x < R". ainda, HAP ¢ estritamente convexa se e somente se A4 tem posto
completo. (Veja Dax e Berkowitz (1990)).

Assim ndo existe dificuldade na aplicagio do metodo LPPAR para minimizar
H{x ).

De um outro lado, quando & aproxima-se de zero, o problema de minimizar
H( x ) pode tornar-se mal condicionado. Assim, na pratica, nos usualmente comegamos com
um valor relativamente grande de € e gradualmente o reduzimos. Uma questdo ainda nao
resolvida, ¢ se um ponto de minimo de H( x ) é de fato proximo de um ponto de minimo de
F(x).

A vantagem de usar H(x) em vez de F(.x) ¢ que para um g>0 fixado.

H(x ) possui segundas derivada continuas as quais sdo uniformemente limitadas em R".

De fato, neste caso a fun¢io ¢ ( x ) é definida por

com «; e B; como definidos anteriormente. Igualmente

o' (x) ZPi Mot (o x '*Bi)[(%x +B;)? +¢?

—{.2=p)

0 (x) =Y vy ()t [(ogx +p)Pwe? |2

vi (x) =1-(2-p)(oyx +Bi)2/[(aix +B)? +e? ]
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e temos a relagdo

ipakm{ min [(aix +Bi)3+82 ]
I<i<m )

A |
=paimeP™

para todo x € N, onde o = max {ai: } e A= max {ki }

I€i<m 1€i€m

Considerando (3.24), de maneira similar ao feorema (3.1) podemos demonstrar

0 seguinte teorema.

Teorema 3.2. O método LPPAR esta bem definido. A sequéncia {H(.\:k )} € monotona

decrescente e cada ponto de acumulagdo da seqiiéncia {xk } € um ponto de minimo de

H( x ). Além disso, se as colunas da matriz A sdo linearmente independentes, H( x ) tem

um unico ponto de minimo e a seqiiéncia {xk } converge para este ponto.

4. RESULTADOS NUMERICOS

Apresentamos nesta se¢ao, algumas experiéncias computacionais para 0 novo
algoritmo LPPAR e o algoritmo de Dax-Berkowitz (D-B). Os algoritmos foram
implementados em FORTRAN visual Workbench 1.0 da Microsoft (1993) e os testes
realizados em um computador Pentium-S com CPU a 133 Mhz e 64 megabytes de memoria

RAM.
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Antes de fornecermos os resultados numeéricos, algumas consideragdes sobre a
implementagdo computacional fazem-se necessarias. Os algoritmos LPPAR e D-B sio
facilmente implementaveis; entretanto como o algoritmo paralelo LPPAR. utiliza como um
sub-produto o meétodo de Newton e devido a natureza das fung¢des envolvidas. alguns

cuidados foram tomados durante a implementagdo deste algoritmo. Mais especificamente:

(1) como se sabe, 0 método de Newton pode ndo convergir, se a aproximagao inicial nao for
suficientemente proxima da raiz da equagdo. Assim o alfa inicial, para cada passo
j(=1, ...,n) de cada itera¢do para o calculo da raiz da equagdo g(o)=0 é obtido como:

faca alfa=4" paraf=0.1,2,. . até que para algum / , g(alfa)>0.

Supondo g(alfa)> 0, defina

3( alfa)

xalfa =alfa— —| alfa - —
4\ 4

Se g(xalfa) <0, escolha como aproximagdo inicial a, =alfa ; se g(xalfa)>0,

. alfa . .
calcule o novo xalfa, utilizando os pontos —— e xalfa. Veja o esquema abaixo para este
4

ultimo caso.
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Observe que alfa 4 <0 e g(alfa)>0. Assim o

. nr . . |alfa .| .
intervalo inicial considerado € {— alfa | e a cada novo calculo de xalfa, obtemos um novo
=

: 1 i :
intervalo com 3 da amplitude do anterior.

O processo de escolha de xalfa, foi motivado pelo metodo da Bissecgdo. A
utiliza¢do pura e simples do método da Bissecgdo mostrou-se ineficiente. Observe tinalmente

que a aproximagdo inicial o, esta sempre a direita da raiz da equacdo g(a)=0.

(1) denotando ai; para j=1, ...,n e k=12, .., araizda equagdo g(at)=0, no passo j da

iteragdo k, entdo se p=2, a‘{'” =a}]-“ para qualquer k=0,1,2, .. e se p =2 entdo

a'{"' = a'i‘ para k suficientemente grande.

Assim para p = 2, utilizamos apos a vigesima iteragdo, a raiz (a}]‘) obtida
pelo método de Newton como a aproximagao inicial para o passo j da iteragdo k +1.
Esse comportamento assintotico das raizes «; foi observado atraves da

experimenta¢do numérica. Com isso, o numero de iteragdes gastos pelo metodo de Newton

em cada passo € muito pequeno (uma ou duas iteragdes ja sdo suficientes).

(iii) o critério de parada utilizado no método de Newton (em cada passo j, j=1,...,n) paraa

determinagao da raiz da equagao g(o)=0 foi:

| 1n-10 | -10
‘C(k_'_]—'tlklalo |g(ﬂk+|)|<10 ;
A tolerancia usada no meétodo de Newton deve ser menor do que a tolerancia

utilizada no critério de parada (4.2). Caso contrario, a partir de uma determinada iteragdo, a

fungdo objetivo pode ndo descer; ou seja; F(.\-k“) > F(.\'k), para algum grande valor de k.

(iv) devido da natureza das fungdes envolvidas e dos coeficientes do sistema Ax=b, €
comum a ocorréncia de “overflow” para grandes valores de p. Para evitar que tal fato ocorra,
pode-se considerar uma normalizagdo dos dados do sistema linear, a qual consiste em dividir

cada equacao do sistema por M onde
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M=max{a;,b;}

paratodo i=1,2, ..,m etodo j=1.2, ... ,n.

Para os algoritmos LPPAR e D-B utilizamos como solugdo inicial, o vetor

x =(0,0, ... ,0) € N" e o critério de parada foi

” I ” e {i e {Et1) g () ! } TOL
e o

! 1<i<n

onde TOL representa a tolerancia fixada a priori.

; - «5 1
Para o algontmo LPPAR utilizamos em todos os casos n'i =— onde n;

denota o numero de elementos nao nulos da i-ésima linha da matriz A.

O valor otimo ¢ indicado por VO calculado como

VO= “A\ - bHP
ip

* s . - .
onde x ¢ a solugdo fornecida pelo respectivo algoritmo.
A comparagdo entre os algoritmos foi feita atraves do numero de iteragoes
gastas, o qual esta indicado por ITER, pelo valor da fungdo objetivo VO e pelo tempo de

CPU, o qual ¢ indicado por TEMPO e representado como

min :sec.107 sec .

Para problemas onde a dimensdo da matriz A € pequena, nao foi possivel medir
o tempo de CPU, tendo em vista que a menor unidade de tempo aqui considerada € a de
centésimos de segundo. Os casos de maior interesse sdo aqueles onde A é de médio a grande
porte e assim o tempo de CPU pode ser medido convenientemente.

Consideramos a seguir, alguns sistemas lineares onde a matriz A € de dimenséo

% . i F % 5 - *
pequena. Quando o sistema € possivel e determinado indicamos sua solugdo por x
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Exemplo 1. (Cheney (1982) - p. 44)

Exemplo 2.

Exemplo 3.

[ 9

‘b=l 3| ondex =(1.-1.2)"
~3

Exemplo 4.

led

o © © © © O
(ST OO T £ R S R i

= - O O
LTN I £ T & I i |

o O O O O O O O —

o O o O O O O -
o O O O O O - &

ondex” =(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1)".
Dos quatro exemplos anteriormente citados, apenas o primeiro € um sistema
linear inconsistente e deve ser resolvido por um método do tipo daqueles aqui considerados.
Para os outros trés exemplos os sistemas lineares sao quadrados e possuem solugdo unica,

logo existem métodos mais adequados para a sua solugdo (como por exemplo o método de
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eliminagdo de Gauss), estes estdo colocados aqui, apenas como uma forma de verificar a
exatiddo da implementacao dos respectivos algoritmos.
Seguindo a linha de experimentacdo de Dax e Berkowitz (1990), usamos

também para os testes numericos, sistemas lineares gerados aleatoriamente.

Exemplo 5. A ¢ uma matriz esparsa mxn, onde cada linha «; de A possui n; elementos

ndao nulos, n; € um numero aleatorio do conjunto {I, 2, 3, 4. 5|, a localizagdo destes

elementos ndo nulos de uit sao numeros aleatorios do conjunto {1.2, ... . n} (A4 possui n
colunas) e a; eb; sdao numeros aleatorios do intervalo [-1, 1].

Todos os numeros aleatorios foram gerados atraves da rotina RANDOM
(ranval), onde ranval € o numero aleatorio fornecido e pertencente ao intervalo [0, 1]. A rotina
SEED (seedval) € utilizada para variar o ponto inicial dos numeros pseudo-aleatorios gerados.
Se seedval = -1, entdo a sequéncia de valores de RANDOM sera sempre diferente.

Os resultados fomecidos pelos algoritmos LPPAR e D-B encontram-se

dispostos nas tabelas 5 e 6.

As tabelas a seguir fornecem os resultados das experiéncias computacionais
realizadas. Nestas, w indica o parametro de relaxagdo para o respectivo algoritmo; para o

algoritmo D-B w = ® e para o algoritmo LPPAR w = 3.

Tabela 1. Algoritmos LPPAR e D-B para o exemplo 1 com TOL = 1077 e diferentes valores
de p.

w ALG. SOLUCAO VO | ITER

|
0.9 LPPAR | (2.0741,1.8078) 4.6912 37
1.0 D-B i (2.0741,1.8078) 4.6912 23
0.9 LPPAR (2.0466, 1.9207) 43619 37
1.0 D-B (2.0466 , 1.9207) 43619 26
0.9 LPPAR (2.0390, 1.9498) 4.0201 36

1.0 D-B (2.0390, 1.9498) | 4.0201 31

Os valores fornecidos em Cheney (1982) sdo os seguintes:

p=2 p=4

2.0741 2.0466

1.8078 1.9207

4.6911 4.3623
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Tabela 2. Algoritmos LPPAR e D-B para o exemplo 2 com TOL =107 e diferentes valores

de p.

‘p!w

ALG. |

SOLUCAO

VO

ITER |

2.0

0.9

LPPAR | (1.2.3)

| .1654D-11

1.0

D-B (1,2,3)

1567D-13

5.0

0.9

LPPAR (1.014657, 1.1.979193 . 3.044134)

2184D-10

1.0

D-B (142, 3)

.2389D-29

0.9

LPPAR (0.993297 , 1.934226 , 2.991303)

1821D-17

1.0

D-B (1., 2,2.999999)

.8478D-55

forma normalizada, ou seja, dividimos cada equagdo do sistema linear por 16.

Para a aplicagdo do algoritmo LPPAR neste exemplo, usamos os dados na

Tabela 3. Algoritmos LPPAR e D-B para o exemplo 3 com TOL = 107 e diferentes valores

de p.

w

ALG. SOLUCAO

VO

ITER

0.9

LPPAR (0.999999 | -1, 2)

.8435D-12

41

1.0

D-B (1,-1,2)

1051D-13

15

0.9

LPPAR (0.999984 , -1.000015 , 1.999992)

.1000D-20

23

1.0

D-B (0.999999 _-1.2)

.2357D-30

63

10.0

0.9

LPPAR (1.000600, -1.000152, 1.999603)

.3567D-24

17

1.0

D-B

(1.000001 , -0.999999 , 2)

.3300D-55

144

Tabela 4. Algoritmos LPPAR e D-B para o exemplo 4 com TOL = 10”7 e diferentes valores

de p.

SOLUCAO

VO

TEMPO |

0.999999. 0.999999. 0.999999. 0.999999. 0.999999)

(0.999999. 0.999999. 0.999999, 0.999999. 0.999999.| .3331D-08

0:00.16

(halodal 1.0 ,0,0,1,1)

.5635D-10

0:00.05

0.999999. 0.999999. 0.999999. 0.999999. 0.999999)

(0.999999. 0.999999. 0.999999. 0.999999, 0.999999 | .6216D-11

0:00.23

0.999999.1.1.1.1)

(0.999999. 0.999999. 0.999999, 0.999999. 0.999999.|.2838D-12

0:00.06

0.999998. 0.999998. 0.999998. 0.999998. 0.999999)

(0.999999, 0.999999. 0.999998. 0.999998. 0.999998.|.3848D-26

0:00.44

0.999996. 0.999996. 0.999996. 0.999996. 0.999998)

(0.999998. 0.999997. 0.999996. 0.999996, 0.999996.| .5631D-27

0:00.22

0.999999. 0.999999. 0.999999. 0.999999, 0.999999)

(0.999999, 0.999999. 0.999999, 0.999999, 0.999999.|.7210D-50

0:00.82

0.999997. 0.999997. 0.999997. 0.999998. 0.999998) |

(0.999998. 0.999997, 0.999997, 0.999997, 0.999997.|.4078D-51

0:00.38

no algoritmo D-B.

Para todas as tabelas a seguir usamos w =0.99 no algoritmo LPPAR e w=1.0
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Tabela 5. Algoritmos LPPAR e D-B para o exemplo 5 com TOL = 107, m=100, n=10 e
diferentes valores de p.

LPPAR D-B
P ITER VO | TEMPO VO TEMPO
2.0 16 .2211D+02 0:00.16 2211D+02 | 0:00.05
5.0 25 .7545D+01 0:00.83 .71545D+01 | 0:00.11
10.0 33 .2487D+01 | 0:00.88 2487D+01 | 0:00.22
20.0 80 4810D+00 0:01.54 4810D+00 | 0:00.24
50.0 368 1227D-01 [ 0:04.89 1227D-01 0:00.27
100.0 | 379 .7045D-04 | 0:04.94 .7045D-04 | 0:00.54

Tabela 6. Algoritmos LPPAR e D-B para o exemplo 5 com TOL = 10, m=500, n=50
diferentes valores de p.

LPPAR D-B
P ITER VO TEMPO VO
2.0 27 .1423D+03 0:18.12 .1423D+03
5.0 38 .6036D+02 0:31.42 .6036D+02
10.0 60 .2539D+02 0:47.29 239002
20.0 107 .7860D+01 1:21.13 .7860D+01
50.0 216 .6564D+00 2:38.79 .6564D+00
100.0 | 403 .2946D-01 4:48 97 .2946D-01

5. CONCLUSOES FINAIS

De uma maneira geral, algoritmos seqiiéncias, como € o caso do algoritmo de
Dax-Berkowit (1990) tem convergéncia mais rapida do que algoritmos simultaneos, como €é o
caso do algoritmo LPPAR aqui proposto. Agora métodos simultaneos sdao convenientes para a
utilizagdo em computadores com arquitetura paralela. Se um meétodo simultidneo, gasta em um
computador convencional (01 processador central), um tempo de CPU t=t, para resolver

um sistema linear Ax =b, com A possuindo m linhas, entdo o tempo gasto para resolver esse

: t
mesmo problema em um computador com m processadores paralelos é da ordem de 0(t)=—-
m

, existe também um tempo de sincronizagdo/comunicagao entre os processadores.

Como ja mencionado, as solugdes dos sistemas lineares apresentados nos
exemplos 2, 3 e 4 devem ser obtidas por métodos mais adequados e convenientes para este
tipo de problema. Apenas a titulo de ilustragao, observamos que as solugdes fornecidas pelos
algoritmos LPPAR e D-B sdo da mesma ordem de grandeza e que o algoritmo LPPAR ¢
superior ao de D-B quando da utilizagdo de uma maquina com arquitetura paralela.

Para o exemplo I, os resultados fornecidos pelos algoritmos LPPAR e D-B sdo
praticamente idénticos aqueles apresentados em Cheney (1982).

No caso do exemplo 5, o mais interessante desta secdo, os valores da fungdo
objetivo fornecidos pelos dois métodos sdo exatamente iguais e o tempo de CPU gasto pelo
algoritmo LPPAR seria significativamente menor do que o algoritmo D-B quando da
utilizag@do de uma maquina com arquitetura paralela. Assim neste caso o algoritmo LPPAR
mostrou-se superior ao algoritmo D-B. Para este exemplo, a utiliza¢do de um menor valor
para a tolerancia, ndo produz ganhos significativos para a ordem de grandeza de VO.
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7. APENDICE

Apresentamos neste apéndice os programas elaborados em FORTRAN para os
testes numMericos.

DIMENSION A(100,50),B(100),X(50),R(100)
COMMON A,B,X,R. M,N
OPEN(2,FILE="DADOS",STATUS="OLD")

ESTE PROGRAMA DETERMINA O ESTIMADOR L2 PELO METODO DE
DAX-BERKOWITZ.

VARIAVEIS UTILIZADAS

A=MATRIZ DO SISTEMA LINEAR AX=B

B=VETOR INDEPENDENTE

X=VETOR SOLUCAO

R=VETOR RESIDUAL

M=NUMERO DE LINHAS DA MATRIZ A

N=NUMERO DE COLUNAS DA MATRIZ A

VO=VALOR DA FUNCAO OBJETIVO PARA A SOLUCAO OTIMA
KMAX=NUMERO MAXIMO DE ITERACOES PERMITIDAS
TOL=TOLERANCIA UTILIZADA

IND=INDICADOR DE CONVERGENCIA

aagaaooaoaoooaaaaaonaac e

SUB-ROTINA
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AVAVE

2 3 4 5 6 if unespwl 12 13 14 15 1o 17 18



RESIDUO=CALCULO DO VETOR RESIDUAL

LEITURA DOS DADOS

QOO0

WRITE(*,*) METODO DE DAX BERKOWITZ COM P=2'
WRITE(*,*) FORNECA O PARAMETRO DE RELAXACAO W'
READ(* *)W
TOL=1.0E-07
KMAX=3000
READ(2,*)M.N
DO 5 I=1.M
5 READ(2,*)(A(L,J),J=1,N),B(I)

IMPRESSAO DOS DADOS

WRITE(*,10)M,N. TOL,KMAX,W
10 FORMAT(1X,METODO DE DAX-BERKOWITZ COM P=1'/,1X.! M='14,'
N="14
* ' TOL="E14.7, KMAX="14, W="E14.7)
DO 8 I=1 M
8 WRITE(* 3)(A(1,J),J=1,N),B(I)
3 FORMAT(1X,10F8.2)

SOLUCAO INICIAL E LEITURA DO RELOGIO DO SISTEMA

CALL GETTIM(ihr,imin,isec,1100th)
WRITE(*,'(1X,12.2,1H:,12.2,1H:,12.2,1H.,12.2)')ihr,imin,isec,i 1 00t
*h
DO 500 ICONT=1,100
DO 20 [=1,N
X(DH=1.0

20 CONTINUE

ITERACAO PRINCIPAL

DO 90 K=1,KMAX

IND=0

DO 80 J=1,N

CALL RESIDUO

L=0

$1=0.0

$2=0.0

DO 40 I=1.M

IF(A(1,]))30,40,30
30 L=1

S1=S1+A(LJ)*R(I)

S2=S2+A(LJ)**2
40 CONTINUE

[F(L-1)80,50,80
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50 XLAMBDA=-W*(§1/S2)
AUX=X(J)+XLAMBDA
[F(ABS(AUX-X(J))-TOL)70,70,60

60 IND=1

70 X(J)=AUX

80 CONTINUE

C

VERIFICACAO DA CONVERGENCIA

C
[F(IND)90,110,90

90 CONTINUE
WRITE(*,100)0KMAX, TOL

100 FORMAT(1X,' O ALGORITMO NAO CONVERGIU APOS' 14, ITERACOES
*COM TOLERANCIA'F14.7)

GO TO 160
C
C CALCULO DO VALOR OTIMO
C

110 NITER=K

500 CONTINUE
CALL GETTIM(ihr,imin.isec,1100th)
WRITE(*,'(1X,12.2,1H:,12.2,1H:,12.2,1H.,12.2)")ihr,imin,isec,i 100th
V0O=0.0
DO 130 I=1,M
AUX=0.0
DO 120 J=1,N
AUX=AUX+A(L,J)*X(J)

120 CONTINUE
VO=VO+ABS(AUX-B(I))**2

130 CONTINUE

L
IMPRESSAO DOS RESULTADOS
C

WRITE(*,140)NITER,VO
140 FORMAT(/,1X,' NUMERO DE ITERACOES =14, VALOR OTIMO='E14.7)
WRITE(*,150)(X(1),I=1.N)
150 FORMAT(/,8F10.4)
160 CLOSE(2)
STOP
END

SUB-ROTINA

SUBROUTINE RESIDUO
DIMENSION A(100,50),B(100),X(50).R(100)
COMMON A B, X,R. M.N
DO 20 I=1,M
R(1)=0.0
DO 10 J=1N
R(D=RI)+A(1,J)*X()
10 CONTINUE
R()=R(1)-B(I)
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DIMENSION A(1000,100),B(1000),X(100),R(1000),NI(1000)

DOUBLE PRECISION A,B X.R,VOP,AUX,TOL.DER1,DER2. XLAMBDA,
*DERIN,W BAU X . Al

OPEN(unit=8 file='pm")

OPEN(2,FILE='DADOS.TXT' STATUS='OLD")

ESTE PROGRAMA DETERMINA O ESTIMADOR LP PELO METODO DE C
AX-BERKOWITZ

VARIAVEIS UTILIZADAS

A=MATRIZ DO SISTEMA LINEAR AX=B

B=VETOR INDEPENDENTE

X=VETOR SOLUCAO

R=VETOR RESIDUAL

M=NUMERO DE LINHAS DA MATRIZ A

N=NUMERO DE COLUNAS DA MATRIZ A

VO=VALOR DA FUNCAO OBJETIVO PARA A SOLUCAO OTIMA
KMAX=NUMERO MAXIMO DE ITERACOES PERMITIDAS
TOL=TOLERANCIA UTILIZADA

IND=INDICADOR DE CONVERGENCIA

W=PARAMETRO DE RELAXACAO

LEITURA DOS DADOS

C
C
&
&
D
c
&
C
C
-
C
C
C
C
C
c
C
C
C
C
C
C
C
G

TOL=1.0E-07
KMAX=1000
READ(2,*)M,N
DO 3 I=1.M
3 READ(2,*)(A(L,J),J=1,N),B(I),NI(I)

READ(2,*)M,N,A.B NI
WRITE(*,*)ESTIMACAO NO ESPACO LP-METODO DE DAX-BERKOWITZ'
WRITE(*,*) FORNECA OS VALORES DEP E DE W'
READ(*,*)P,W

IMPRESSAO DOS DADOS

WRITE(8,*)' METODO DE DAX-BERKOWITZ-ESTIMACAO NO ESPACO
*LP’

WRITE(8,5)M,N, TOL. KMAX,P,W
5 FORMAT(1X,' M="13,' N="13, TOL="D13.7, KMAX='"15,2X,' P='F6.
*¥2,2X, W="E14.7)
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WRITE(8,*) MATRIZ A'
DO 550 I=1,M

550 WRITE(8,560)(A(LJ),J=1,N)

560 FORMAT(/,1X,5D14.7)
WRITE(S,*)' VETOR B'
WRITE(8,560)(B(1),I=1,N)
WRITE(8,565)

565 FORMAT(/, VETOR NTI')
WRITE(8,570)(NI(I),I=1,M)

570 FORMAT(/,1X,1015)

C
SOLUCAO INICIAL E LEITURA DO RELOGIO DO SITEMA
C
CALL GETTIM(ihr,imin,isec,1100th)
WRITE(S,'(1X,12.2,1H:,12.2,1H:,12.2,1H.,12.2)")ihr,imin,isec,i 100t
*h
WRITE(*,'(1X,12.2,1H:,12.2,1H:,12.2,1H.,12.2)')ihr,imin,isec,i 100t
*h
DO 71=1,N
X()=0.0
7 CONTINUE
C ITERACAO PRINCIPAL
C
DO 140 K=1, KMAX
IND=0
DO 130 J=I,N
DO 20 I=1,M
R()=0.0
DO 10 JK=1,N
R(D=R(D+A(LIK)*X(JK)
10 CONTINUE
R(D)=R(I)-B(I)
20 CONTINUE
C
CALCULO DO PASSO LAMBDA
C
IC=0
DER1=0.0
DER2=0.0
DO 40 [=1,M
IF(A(LJ))30,40,30
30 IC=IC+1
AUX=DABS(R(I))**(P-2)
DERI1=DERI1+AUX*A(LJ)*R(I)
DER2=DER2+AUX*A(1,J)**2
40 CONTINUE
DER2=DER2*(P-1.0)
XLAMBDA=-1.0*W*(DER1/DER2)
[F(DER2)45,120,45
45 TF(IC)50,60,50
50 I[F(DER1)110,110,70
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60 XLAMBDA=0.0
GOTOI110

C
C  VERIFICACAO DO TAMANHO DO PASSO
C
70 L=0
75 DERIN=0.0
DO 90 I=1,.M
[F(A(L,J))80,90,80
80 BAUX=XLAMBDA*A(I,J)+R(1)
A1=DABS(BAUX)**(P-2.0)
DERIN=DERIN+A(LJ)*BAUX*A|1
90 CONTINUE
DERIN=P*DERIN
[F(DERIN)110,110,95
95 IF(DERIN*XLAMBDA-TOL)110,110,100
100 L=L+1
XLAMBDA=XLAMBDA/(2.0**L)
GO TO 75
110 AUX=X(J)+XLAMBDA
[F(DABS(AUX-X(J))-TOL)120,120,115
115 IND=1
120 X(J)=AUX
130 CONTINUE
IF(IND) 140,160,140
140 CONTINUE
WRITE(*,150)KMAX, TOL
150 FORMAT(/,! O ALGORITMO NAO CONVERGIU APOS'I5,' ITERACOES
*COM TOLERANCIA',F14.7)
GO TO 200

CALCULO DO VALOR OTIMO

160 VOP=0.0
DO 180 [=1,M
AUX=0.0
DO 170 J=1,N
AUX=AUX+A(L,))*X())
170 CONTINUE
VOP=VOP+DABS(AUX-B(I))**P
180 CONTINUE
CALL GETTIM (ihr,imin,isec,1100th)
WRITE(8,'(1X,12.2,1H:,12.2,1H:,12.2,1H.,12.2)")ihr,imin,isec,1100t
*h
WRITE(*,'(1X,12.2,1H:,12.2,1H:,12.2,1H.,12.2)")ihr,imin, isec,i 100t
*h
WRITE(8,190)K,VOP
WRITE(*,190)K,VOP
190 FORMAT(/, SOLUCAO APOS'I5,' ITERACOES COM VALOR OTIMO=, *D14.7)
WRITE(8,560)(X(I),I=1,N)
WRITE(*,560)(X(I),I=1,N)
200 CLOSE(2)
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STOP
END

DIMENSION A(1000,100),B(1000),NI(1000)
DOUBLE PRECISION A B

OPEN(unit=8 file='pm')
OPEN(2,FILE='K2DADOS' STATUS='NEW")

C
C
C
Cc ESTE PROGRAMA GERA UM SISTEMA LINEAR AX=B COM UMA

€ MATRIZ A ESPARSA ONDE A(L,J) E B(I) SAO NUMEROS ALEATORIOS C
DO INTERVALO [-1,1].CADA LINHA DE A POSSUI NI ELEMENTOS NAO C

NULOS ONDE NI E UM NUMERO ALEATORIO PERTENCENTE AO C
CONJUNTO {1,2,3,4,5}

VARIAVEIS UTILIZADAS

A=MATRIZ DE RESTRICOES

M=NUMERO DE LINHAS DA MATRIZ A

N=NUMERO DE COLUNAS DA MATRIZ A

B=VETOR INDEPENDENTE

NI=NUMERO DE ELEMENTOS NAO NULOS DA LINHA |

SUBROTINA UTILIZADA

C
c
c
C
C
C
C
C
C
C
C
C

RANDOM(ranval) GERA NUMEROS ALEATORIOS NO INTERVALO
[0.0,1.0)

C SEED(-1) SEMENTE PARA A SUBROTINA RANDOM

C
C__.._.__
c

WRITE(*,*)FORNECA OS VALORES DEM E N'
READ(**)M,N

GERACAO DA MATRIZ A

CALL SEED(-1)
DO 101=1,M
DO 10J=1,N

10 A(1,J)=0.0
DO 40 I=1. M

20 CALL RANDOM(ranval)
NI(I)=10.0*ranval
IF(NI(I))25,20,25

25 TF(NI(1)-5)30,30,20

30 DO 40 I1=1,NI(I)
CALL RANDOM(ranval)
J=IFIX(N*(ranval+1.0/FLOAT(N)))
CALL RANDOM(ranval)
A(LJ)=2*(ranval-0.5)
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40 CONTINUE
GERACAO DO VETOR B

DO S0 I=1.M
CALL RANDOM(ranval)
B(I)=2.0*(ranval-0.5)
50 CONTINUE

DO 120 I=1,.M
NI(I)=0
DO 110J=I,N
[F(A(L,J))105,110,105

105 NI(I)=NI(I)+1

110 CONTINUE

120 CONTINUE
WRITE(2,*)M,N,A,B,NI
CLOSE(2)
END

DIMENSION A(1000,100),B(1000),NI(1000),D(1000),X(100),XNOVO(100),A
*LFAX(100)
COMMON A B,NLX.DM,N,J
DOUBLE PRECISION V F,DERF,ALFA ALFAN,TOL,AUX BAUX Al,
*A2 F1J,DIR,XF, X, XNOVO,A,B,D, XBARRA BETA DIFER XALFA,
*AMPLIT,AALFA
OPEN(unit=8 file='prn')
OPEN(2,FILE='DADOS.TXT',STATUS='OLD")
C
C_,__—— P —
ESTE PROGRAMA RESOLVE UM PROLEMA DE MINIMIZACAO DE
NORMA NO ESPACO LP - ALGORITMO LPPAR

VARIAVEIS UTILIZADAS

A=MATRIZ DO SISTEMA LINEAR AX=B

B=VETOR INDEPENDENTE

M=NUMERO DE LINHAS DA MATRIZ A

N=NUMERO DE COLUNAS DA MATRIZ A

NI=NUMERO DE ELEMENTOS NAO NULOS DE CADA LINHA DA MATRIZ A
X=VETOR SOLUCAO

VO=VALOR DA FUNCAO OBJETIVO PARA A SOLUCAO OTIMA
DER1=DERIVADA PRIMEIRA

DER2=DERIVADA SEGUNDA

KMAX=NUMERO MAXIMO DE ITERACOES PERMITIDAS
TOL=TOLERANCIA UTILIZADA NO CRITERIO DE PARADA
BETA=TAMANHO DO PASSO

IBAT=NUMERO DE ITERACOES USADAS PELO MEWTODO DE NEWTON

SUB-ROTINAS UTILIZADAS

sliclsclelololeolciolis sEelolalolioielaliofola

DJIK=CALCULO DO VETOR D(J,IK)
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LEITURA DOS DADOS

TOL=1.0D-7
KMAX=1000
READ(2,*)M,N,A,B,NI
READ(2,*)M,N
DO 5I=1.M
5 READ(2,*)(A(L,J),J=1,N),B(I),NI(I)
WRITE(*,*)' ESTIMACAO NO ESPACO LP - FORNECA O VALOR DE P E
*BETA'
WRITE(*,*)' ONDE P > ou =a | E BETA PERTENCE AO INTERVALO[0,1]
WRITE(8,255)
255 FORMAT(///,' ESTIMACAO NO ESPACO LP - METODO NOVO')
READ(*,*)P,BETA
WRITE(8,9)M,N,TOL,KMAX P, BETA
9 FORMAT(/, M='13,' N="I13, TOL="D14.7, KMAX="16,' P=",
*F8.2, BETA='F6.3)

NORMALIZACAO DOS DADOS

DO 122 I=I.M
DO 121 J=1,N

A(L))=A(1,J)/16.0
121 CONTINUE

B(I)=B(1)/16.0
122 CONTINUE

WRITE(8,*) MATRIZ A'
DO 550 I=1,M

550 WRITE(8,560)(A(1,J),J=1,N)

560 FORMAT(/,1X,5D14.7)
WRITE(S,*)' VETOR B'
WRITE(8,561)(B(I),I=1,M)

561 FORMAT(/,1X,5D14.7)
WRITE(8,565)

565 FORMAT(/,' VETOR NI')
WRITE(8,570)(NI(I),I=1,M)

570 FORMAT(/,1X,1015)

LEITURA DO RELOGIO DO SISTEMA

CALL GETTIM(ihr,imin,isec,i100th)
WRITE(8,'(1X,12.2,1H:,12.2,1H:,12.2,1H.,12.2))ihr,imin,isec,1100t
*h

WRITE(*,'(1X,12.2,1H:,12.2,1H:,12.2,1H.,12.2)")ihr,imin,1sec,11 00t
*h

SOLUCAOQO INICIAL
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DO 10I=1,N
X(1)=0.0
10 CONTINUE

ITERACAO PRINCIPAL

DO 150 K=1,KMAX
IND=0

DO 110J=I,N
CALL DJIK

CALCULO DA DIRECAO DIR=F'(X(K))

F1J=0.0
DIR=0.0
DO 30 I=1,M
[F(A(L,J))20,30,20

20 AUX=A(LJ)*X(J)*NI(1)+D(I)
BAUX=ABS(AUX)
A2=BAUX**P
A1=BAUX**(P-2.0)
DIR=DIR+A(LJ)*AUX*A1
FIJ=F1J+(1.0/NI(1))*A2

30 CONTINUE
DIR=DIR*P

ESCOLHA DE ALFA INICIAL TAL QUE F SEJA MAIOR OU IGUAL A
ZERO (PONTO MEDIO DOS DOIS ULTIMOS VALORES DE ALFA )

[F(K-20)35,35,37
37 ALFA=ALFAX(J)
GO TO 89
35L=0
AALFA=4.0**L
ALFA=AALFA
40 F=0.0
DO 60 I=1,M
IF(A(1,J))50,60,50
50 AUX=A(L])*(X(J)-ALFA*DIR)*NI(I)+D(I)
BAUX=DABS(AUX)
A1=(1.0/NI(1))*BAUX**P
F=F+Al
60 CONTINUE
F=F-FIJ
IF(F)77,80,80
77 L=L+1
ALFA=4.0**L
GO TO 40
80 [F(ALFA-AALFA)85,81,85
81 XALFA=AALFA/4.0
82 XF=0.0
DO 600 I=1,M
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IF(A(1,J))500,600,500
500 AUX=A(LJ)*(X(J)-XALFA*DIR)*NI(I)+D(I)
BAUX=DABS(AUX)
A1=(1.0/NI(1))*BAUX**P
XF=XF+Al
600 CONTINUE
XF=XF-FlJ
[F(XF)83,883,84
883 ALFAN=XALFA
888 INEWT=0
DERF=1.0
GO TO 100
83 INEWT=1
GO TO 89
84 IF(XF-1.0D-15)83,83,884
884 ALFA=XALFA
XALFA=XALFA/4.0
GO TO 82
85 AMPLIT=(ALFA-ALFA/4.0)/4.0
XALFA=ALFA-3.0*AMPLIT
86 XF=0.0
DO 606 I=1,M
[F(A(1,J))505,606,505
505 AUX=A(L,J)*(X(J)-XALFA*DIR)*NI(I)+D(I)
BAUX=DABS(AUX)
A1=(1.0/NI(I))*BAUX**P
XF=XF+Al
606 CONTINUE
XF=XF-FIJ
[F(XF)87,883,88
87 INEWT=1
GO TO 89
88 IF(XF-1.0D-15)83,83,881
881 AMPLIT=AMPLIT/4.0
ALFA=XALFA
XALFA=XALFA-3.0*AMPLIT
GO TO 86

C
c CALCULO DE XBARRA - METODO DE NEWTON
C

89 INEWT=0
91 F=0.0

DERF=0.0
DO 860 I=1,M
IF(A(1,]))850,860,850

850 AUX=A(I,J)*(X(J)-ALFA*DIR)*NI(I)+D(I)
BAUX=DABS(AUX)
A1=(1.0/NI(I))*BAUX**P
A2=-A(LJ)*DIR*BAUX**(P-2.0)*AUX
DERF=DERF+A2
F=F+A1l

860 CONTINUE
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DERF=DERF*P
F=F-FIJ
ALFAN=ALFA~(F/DERF)
DIFER=DABS(ALFAN-ALFA)
IF(DIFER-1.0D-10)100,100,90
90 [F(DABS(F)-1.0D-10)100,100,95
95 ALFA=ALFAN
INEWT=INEWT+1
[F(INEWT-200)91,210,91
100 XBARRA=X(J)-ALFAN*DIR
C
C  DETERMINACAO DO NOVO ITERADO
C
XNOVO(J)=X(J)+BETA*(XBARRA-X(J))
ALFAX(J)=ALFAN
110 CONTINUE

TESTE DE PARADA

DO 140 I=1,N
[F(DABS(XNOVO(I)-X(I))-TOL)130,130,120
120 IND=1
130 X(I)=XNOVO(I)
140 CONTINUE
[F(IND)150,190,150
150 CONTINUE
WRITE(*,160)KMAX, TOL
160 FORMAT(/,' O ALGORITMO NAO CONVERGIU APOS' 15, ITERACOES
*COM TOLERANCIA',D15.7)
WRITE(S,160)KMAX,TOL
GO TO 230
210 WRITE(8,2000)K
2000 FORMAT(/,1X, MET. DE NEWTON EM LOOPPING',' K="I3)
GO TO 230
C

C  CALCULO DO VALOR OTIMO E IMPRESSAO DOS RESULTADOS
& FINAIS
C

190 V=0.0
DO 155 I=1,M
AUX=0.0
DO 144 J=1,N
AUX=AUX+A(LJ)*XNOVO(J)

144 CONTINUE
V=V+DABS(AUX-B(I))**P

155 CONTINUE
CALL GETTIM(ihr,imin,isec,i100th)
WRITE(S,'(1X,12.2,1H:,12.2,1H:,12.2,1H.,12.2)")ihr,imin,isec,i 100t
*h

WRITE(*,'(1X,12.2,1H:,12.2,1H:,12.2,1H.,12.2)")ihr,imin,isec,i100th

WRITE(8,200)K,V

200 FORMAT(/,! SOLUCAO APOS'I5,' ITERACOES COM VALOR

71
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*OTIMO='D14.7)
WRITE(*,200)K,V
WRITE(8,205)(XNOVO(I),I=1,N)
WRITE(*,205)(XNOVO(I),I=1,N)
205 FORMAT(1X,5D14.7)
220 CLOSE(2)
230 STOP
END

SUB-ROTINA DIJIK

SUBROUTINE DJIK
DIMENSION A(1000,100),B(1000),NI(1000),D(1000),X(100)
COMMON A,B,NLX,DM,N,]
DOUBLE PRECISION A,B,X,D,AUX
DO 20 I=1,M
AUX=0.0
DO 10 K=1,N
AUX=AUX+A(L,K)*X(K)

10 CONTINUE
D(1)=AUX-NI(I)* A(L,))*X(J)-B(1)

20 CONTINUE
RETURN
END
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