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Uma coisa que aprendi numa longa vida: que toda a nossa ciéncia,
confrontada com a realidade, é primitiva e infantil - e no entanto é o que temos de

mais precioso.

Albert Einstein

E como se uma pessoa pudesse tomar ou uma garrafa de
cerveja ou cerveja nenhuma, mas fosse impedida por uma lei da natureza de tomar

qualquer quantidade de cerveja entre zero e uma garrafa.

George Gamow sobre a fisica quantica
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Resumo

E sabido que fenémenos de tunelamento quantico podem ocorrer em moléculas e
ntcleos atomicos. De forma geral, um aspecto importante do estudo desses processos
consiste em entender como o tunelamento é afetado pela presenca de acoplamentos
do grau de liberdade associado ao tunelamento com graus de liberdade adicionais

do restante do sistema fisico.

No caso que estudamos, referente a probabilidade de tunelamento na molécula
de malonaldeido, a constatacao dessa probabilidade se da pela presenca do desdo-
bramento dos dois primeiros niveis de energia do atomo de hidrogénio associado
ao tunelamento. O agente modificador do desdobramento dos niveis associado ao

acoplamento, no nosso caso, é a massa efetiva.

Palavras Chaves: Método de Coordenadas Geradoras; Tunelamento; Desdobra-

mento de Niveis; Banho de Osciladores; Massa Efetiva; Aproximacao de Landau.

Areas do conhecimento: Fisica Geral; Fisica Molecular.



Abstract

It is well known that quantum tunneling phenomena can occur in molecules as well
as in atomic nuclei. In general, an important aspect of the study of those processes
is to understand how the tunneling is affected by the presence of a coupling between
the tunneling degree of freedom with additional degrees of freedom associated to the

rest of the physical system.

In our study, concerning the tunneling probability in the malonaldehyde molecule,
that probability is verified by the first energy doublet splitting associated to the
tunneling atom - hydrogen - in the molecule. The energy levels splitting change due

to the coupling is seem to be embodied in the effective mass.



Sumario

1 Introducao
2 O Meétodo das Coordenadas Geradoras - MCG

3 A Molécula de Malonaldeido
3.1 A Hamiltoniana do Modelo Sistema-Banho . . . . . . . . . .. .. ..
3.2 A Escolha do Estado Gerador . . . . . . . . . . .. ... ... ...

4 Aplicagao do Nicleo Mapeador
4.1 Energia Cinética e Massa Efetiva . . . . . ... .. .. .. ... ...
4.2 O Potencial Efetivo . . . . . .. ... oo
4.3 A Escolha da Freqiiéncia 2. . . . . . . .. ... ... ... .. ...

5 O Desdobramento de Niveis
5.1 Abordagem com a Massa Efetiva . . . . ... ... ... .......

5.2 A Aproximacao de Landau . . . . . .. .. ...
6 Conclusao

A A Transformada de Weyl e os Operadores

17
21
23

30
33
35
37

40
42
43

47

50



SUMARIO

B O Estado Coerente do Oscilador Harmoénico
B.1 Propriedades dos estados | o) . . . .. ...

B.2 O Operador D(«): A Fungao de Onda
| 0a(T)) o
B.3 O produto escalar de dois estados . . . . . ... ... ... .. .. ..

C Calculo dos elementos de matriz

Referéncias

53
93

54
o6

59

62



Capitulo 1

Introducao

Tunelamento quantico é um fenémeno fisico muito importante que pode ser ob-
servado em diversas escalas como a dos solidos, das moléculas e dos niicleos [1, 2, 3].
O fendmeno de tunelamento é caracterizado pela probabilidade nao nula de que uma
particula (ou de que um conjunto de particulas), com uma certa massa e energia, a-
travesse uma regiao, proibida classicamente, de uma barreira de potencial. Uma pro-
priedade interessante desse fenomeno é que a probabilidade de tunelamento quantico
nao depende somente da altura da barreira de potencial e da energia da particula
(como 1o caso classico), mas também da sua largura, forma e da massa da particula.
Esse fendmeno caracteriza uma situagao impossivel de ocorrer do ponto de vista da

mecéanica classica.

Atualmente, existem diversos sistemas, nas escalas mencionadas no paragrafo
anterior, que apresentam o fenomeno de tunelamento. Como referéncia de sistemas

nos quais acontecem este fenémeno veja [1, 3.

No nosso caso, vamos estudar um processo de tunelamento que ocorre na molécu-
la de malonaldeido. Esta molécula é composta por dois &tomos de oxigénio, trés de
carbono e quatro de hidrogénio. Em particular, vamos, a principio, estar interes-
sados no tunelamento que ocorre com um atomo de hidrogénio que esta ligado aos
oxigénios.

O processo de tunelamento se manifesta, nesse caso, na possibilidade do atomo
de hidrogénio, presente na molécula de malonaldeido, ficar alternando sua ligacao

quimica de um atomo de oxigénio para o outro 4&tomo de oxigénio. Esta situagao é
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ainda mais enriquecida quando ampliamos nossos objetivos de estudo do tratamento
ao considerarmos uma possivel alteracao dessa probabilidade devido a presenca de
outros graus de liberdade da molécula, ou seja, procuramos entender como estes
graus de liberdade da molécula que podem ser tratados como um banho efetivo,
que esta acoplado ao grau de liberdade associado ao tunelamento (grau de liberdade
associado ao atomo de hidrogénio), afeta a probabilidade de tunelamento. Assim,
como objetivo vamos analisar o desdobramento do primeiro dubleto de niveis dessa
molécula, caracteristica essa que estd ligada & evidéncia de tunelamento do dtomo
de hidrogénio, isto é, aqui a verificacao do desdobramento é uma constatacao da

probabilidade de tunelamento.

O fendmeno que queremos estudar vai ser descrito por um procedimento que faz
uso de uma hamiltoniana modelo, utilizada para retratar processos de transferéncia
do tipo mencionado. Essa hamiltoniana é composta por um poco de potencial quéar-
tico em conjunto com uma barreira quadratica, que se refere & particula tunelante,
somado a sua parte cinética; uma contribuicao harménica que representa o potencial
do grau de liberdade considerado como banho efetivo, também somado a sua parte

cinética, e um acoplamento linear entre os graus de liberdade envolvidos.

O tunelamento na molécula de malonaldeido foi estudado também por N. Makri
e W. H. Miller [4, 5, 6], que, do ponto de vista teorico, fazem o uso da hamiltoniana
modelo discutida no paragrado anterior, e por S. Baughcum et al |7, 8|, que obtém o
valor experimental do desdobramento de niveis. Utilizamos os dados experimentais

citados nestes trabalhos como referéncia para desenvolvermos nossa abordagem.

Nesse sentido, vamos empregar o calculo variacional conhecido como método
de coordenadas geradoras [9, 10|, utilizado principalmente em fisica nuclear, onde
originou-se, para estudos de fendmenos coletivos. O método busca tratar o grau de
liberdade que queremos descrever com o auxilio de um parametro variacional que
represente o grau de liberdade associado ao fenomeno que desejamos estudar. No
nosso caso, escolhemos estados coerentes para representar as funcoes de onda teste
tanto do grau de liberdade tunelante quanto do grau de liberdade do banho efetivo

do modelo.

Para o calculo dos elementos de matriz com aquela hamiltoniana modelo e com
aquelas fungoes de onda teste, utilizamos o principio também usado por F. F. de

Souza Cruz, M Ruzzi e A. C. K. Schmidt [11] que sugerem um vinculo entre os dois
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estados coerentes. O vinculo se da através da condicao de que o grau de liberdade
associado ao tunelamento se acopla com os niveis de energia mais baixos do grau
de liberdade associado ao banho efetivo. Essa condicao nos conduz, assim, a uma
superficie de energia, associada & hamiltoniana, com apenas um grau de liberdade
efetivo, pois ela carrega agora as informacoes tanto do grau tunelante quanto do
banho e do acoplamento.

Em seguida aplicamos o método de um nticleo mapeador, elaborado por D. Gale-
tti [12]. Este método permite obter diretamente uma hamiltoniana efetiva a partir
da superficie de energia obtida através do método de coordenadas geradoras. O
método do nicleo mapeador é muito 1til, pois nos d4 uma descricao que facilita os
estudos sobre o comportamento da particula tunelante na molécula. As caracteristi-
cas desse método sao fundamentais para uma anélise mais qualitativa no tratamento

do modelo.

A partir da hamiltoniana efetiva obtida no mapeamento, estudamos sua parte
cinética, mais especificamente a massa que ali aparece. Como essa massa carrega
informagoes do banho, do acoplamento e do grau de liberdade tunelante, ela é chama-
da de massa efetiva do sistema. Em seguida, realizamos um estudo sobre o com-
portamento dos termos que compdem a energia potencial da hamiltoniana efetiva,

principalmente sobre o coeficiente da parte quadratica ali presente.

A massa efetiva acaba sendo o elemento essencial para o calculo do desdobramento
dos niveis de energia, ou seja, verificamos que a massa efetiva do sistema carrega to-
das as informacoes sobre a mudanca do desdobramento de niveis. Neste caso, temos
como resultado expressoes dependendo de apenas dois parametros desconhecidos
(a constante de acoplamento C' e a constante eldstica associada ao banho efetivo
ko); porém, como nao podemos obté-los individualmente a presente abordagem nos

permite apresentar os resultados entao apenas com a razao entre eles.

Realizamos tanto célculos numéricos com a hamiltoniana efetiva com o objetivo
de obter valores do desdobramento dos niveis de energia, quanto testamos uma
fungao do tipo da aproximagao de Landau [13] para verificarmos a qualidade dessa
aproximacao no presente estudo. A implementacao numeérica foi feita utilizando
um oscilador harmonico auxiliar para gerar a base para a diagonalizacao da nossa
hamiltoniana efetiva, que foi realizada, por sua vez, com o auxilio de uma subrotina

que usa o método de Jacobi.
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No capitulo 2 fazemos uma discussao generalizada sobre o método das coorde-
nadas geradoras. No capitulo 3 é apresentado o modelo da molécula de malonaldei-
do, aplicado o método de coordenadas geradoras, feita a imposicao do vinculo de
acoplamento minimo e o célculo dos elementos de matriz que geram a superficie de
energia. No capitulo 4 fazemos a aplicacao do método do nticleo mapeador para
gerar a hamiltoniana efetiva, apresentamos um estudo da massa efetiva e de alguns
termos do potencial efetivo. No 5° capitulo calculamos o desdobramento dos niveis
de energia numericamente e com uma funcao do tipo aproximacao de Landau. No

6° e ultimo capitulo apresentamos nossas conclusoes.



Capitulo 2

O Método das Coordenadas
Geradoras - MCG

No estudo dos fenémenos coletivos em sistemas de muitos corpos tem-se, desde
o inicio, a dificil questao de encontrar a melhor maneira de isolar e tratar os graus
de liberdade de interesse. Dentre os diversos métodos empregados no estudo de

fendmenos coletivos encontra-se o método de coordenadas geradoras (MCG).

O MCQG, introduzido por D. L. Hill e J. A. Wheeler [9], e elaborado por J. J.
Griffin e J. A. Wheeler [10], ¢ um método variacional que visa tratar o grau de
liberdade coletivo (por simplicidade, daqui por diante vamos nos concentrar no caso
de um unico grau de liberdade, embora isto nao seja uma restrigio do método) de
nosso interesse em sistemas de muitos corpos e foi, em particular, proposto e uti-
lizado inicialmente em problemas de Fisica Nuclear [14], embora tenha sido também

bastante explorado em Fisica Molecular [15].

Como ponto de partida do MCG, é necessario construir uma funcao de onda
variacional que traga a informacao do grau de liberdade que se quer estudar. Com
este fim, inicialmente associamos a este grau de liberdade de interesse um parametro
que o caracterize. Em seguida, construimos um potencial auxiliar V(7 o) que de-
pende desse parametro «, o qual serd chamado de coordenada geradora. Dada a

hamiltoniana de um corpo, com esse potencial auxiliar

p 5
Hyo = — + V(7 ), 2.1
V(@) (2.)



CAPITULO 2. O METODO DAS COORDENADAS GERADORAS - MCG 8

onde m é a massa da particula (um néutron ou um préton no caso nuclear), obtemos,
por diagonalizagao, a familia de fungoes de onda x;(#; ) que sdo dependentes da
coordenada geradora. A partir desse conjunto de funcoes de onda, obtidas como
solucao daquela hamiltoniana, podemos construir a funcao de onda tentativa de
muitos corpos a ser usada num principio variacional. Uma forma de como podemos
construir tais fungoes de onda de muitos corpos é, por exemplo, no caso de férmions,

dada por um determinante de Slater

X1( 1;04) X1($2;a) X1($A§04)

. o 1 Xo(T1;a)  xo(To;a) ..o xo(Tas )
P(T1, s Tas ) = NZ : : . , (2.2)

i
T

Xa(Zi;a) xa(@o;a) ... xa(@a; )
onde A é o numero de particulas.

A funcao de onda variacional proposta para um sistema de A particulas como
implementagao do MCG é conhecida como ansatz de Griffin-Wheeler (G-W)

U (Zy,...,74) :/g(a)gp(fl,...,fA;a) dov (2.3)

o

ou

) = / 9(0) | @(a))da, (2.4)

onde v é o dominio de integracao da coordenada geradora. (Por simplicidade, daqui

pra frente vamos adotar a notagao (71, ...,74) = x.)

E conveniente destacar os principais elementos envolvidos na construcdo desse
anzatz: (i) A sele¢do dos estados de muitos corpos escolhidos para descrever o sis-
tema, e (ii) uma fungao peso g(«) associada a cada uma das possibilidades presentes
na superposigao linear proposta. As fungoes p(x; ) sdo denominadas estados gera-
dores do sistema e formam uma base nao ortonormal. Devemos observar que elas
sao construidas a partir das principais caracteristicas dinamicas do grau de liberdade
de interesse, como manifestadas pela presenca da coordenada geradora no potencial
auxiliar. Nesse sentido fica claro o nome coordenada geradora, uma vez que o esta-
do | ¥) ndo mais depende dela, ou seja, ela so6 entrou como elemento de construcao

da funcao de onda variacional de muitos corpos. Ademais, a coordenada geradora
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nao é necessariamente expressa em termos das coordenadas das particulas constitu-
intes, embora em alguns casos simples ela possa assim ser diretamente escrita (por
exemplo, separar e descrever a posicdo do centro de massa de um sistema de A

particulas).

De fato pode-se ter uma formulacao mais geral para a funcao de onda variacional

se tomarmos como ansatz

U (x) = /g(a)F(Al,AQ,Ag,...;oz)np(x; a) da, (2.5)
gl
onde os Als correspondem a um conjunto de operadores definidos no espaco de
Hilbert do problema, que introduzem correlagoes ou interacoes adicionais entre os
constituintes do sistema. A fun¢io de onda (2.5) se reduz a (2.3) se F' = 1. Disso
vemos que, a principio, o MCG é o caso limite em que F' = 1, ou seja, todas as
correlacoes envolvidas entre as particulas constituintes sao somente aquelas intro-
duzidas na construgao da func¢ao de onda ¢(x; ). Assim, a aplicagdo do operador
F(Ay, Ay, Az, ...; ) corresponderd a outras prescrigbes de construcio dos estados
geradores. Todavia, uma fungao de onda variacional ja é definida pela construcao

do MCG e serda com ela que iremos trabalhar.
A energia do sistema com aquele ansatz é dada por

~ J, ¥ (x) HY (x) dx

E= Lo (x) ¥ (x) dPx

(2.6)

onde # é o dominio de integracdo das coordenadas e H é a hamiltoniana descrevendo

as interagoes entre os constituintes dada, por exemplo, como

gl

=1

2
p; - Z o o
i#j

Colocando

Ui(x) = / o (x; 0)g" (@)da

v



CAPITULO 2. O METODO DAS COORDENADAS GERADORAS - MCG 10

no ansatz de GW, vemos que todas as quantidades dependentes da variavel x (=
71,...,24) sao conhecidas e as integracoes sobre elas podem ser realizadas. Assim,

somente restardo as integrais com respeito a o e o’

E— |, g (@) H(a, a)g(a’)dada’
[ 9" (@)N(a, o')g()dada’
~ J,g7(@){a | H]a)g(a)dada!
b |, gt (@) {a | &)g(a’)dada’ (2.8)
Aqui,
H(a,a') =(a | H|d) = /QSOT(X; o) Ho(x; o' )d*x

N(a, o) ={a|d) = /GQOT(X; a)p(x; o )d*x

sao chamados de nticleo do operador de energia e niicleo do operador de superposi¢ao
respectivamente. Uma propriedade importante desses nticleos de operadores é que

eles sao hermiteanos, ou seja,

(o[ H| o))"= (o' | H | a) (2.9)
(o] o) = (@ | ). (2.10)

Considerando a expressao (2.6) utilizamos o principio variacional de Ritz, o que

permitird determinar uma equagdo para a fungao peso g(«), ou seja, partindo de

_ IE Ut (x) HY (x) d®x _
=0 [, 91 69 ¥ () )=o 211

e usando (2.8) obtemos

[, dadg (@) [, o | H | ') = Bla | )] g(a)do’ + c.c.
- I g (@) | ayg(a’)dada’

SE (2.12)

= 0,
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onde c.c. é a expressdo complexo conjugada da primeira. Os coeficientes de dg*(«)
e 0g(a) devem se anular individualmente, pois eles sdo duas variagoes linearmente

independentes. Assim chegamos a equagao integral de Griffin-Wheeler

/ (| H| o) - Bla | o) glo)do! = 0 (2.13)

”
e a sua complexo conjugada, a qual nao discutiremos (por ser equivalente & anterior).

Em geral, essa equacao é resolvida numericamente, mas ha uma situacao particu-
lar na qual a solucao pode ser estudada analiticamente e possiveis complicacoes
gerais podem ser detetadas. Esta situacao é caracterizada quando as aproximagoes
quadréticas no nucleo do operador de energia forem uma boa descrigdo de H(«, o)
no entorno do minino (que deve existir para que haja movimento coletivo) e o nticleo

do operador de superposi¢ao for bem aproximado por uma gaussiana [10], isto é

(a|H|d)=
By + 125 — 452(a’ — )] + S M0? (O‘”‘) ] (ala), (2.14)

2M 2 2
onde M é a massa efetiva, () a freqiiéncia efetiva,
(o | o) = exp[—s(a — a')?] (2.15)

e s é a largura da gaussiana. A solucdo para a funcdo peso da equacao integral de

GW nessa aproximacao tera a forma

1 12
g(a’) = Nexp (—52—2) :

onde a? é a constante dada por

B 1
2= — — 2.1
“ MSQ  4s ( 6)

Os autovalores das energias obtidos nessa aproximagcao valem

1 Mw?
E, = Ey+ (n+§> o — ( - ) n=(0,1,2,..), (2.17)

onde Ey é uma energia de ponto zero.



CAPITULO 2. O METODO DAS COORDENADAS GERADORAS - MCG 12

E claro de (2.16) que g(a) apresentara comportamento divergente sempre que

1> h
4s = MK

e nao podemos assim associar um comportamento fisico aceitavel para ela nessas

condicoes.

Uma vez que as condigoes para que as aproximacoes mencionadas antes sejam
consideradas tém carater geral, ou seja, (i) o numero de particulas deve ser grande e
(i) a fungao de onda deve ser bem representada por um determinante de Slater (2.2),
a procedéncia desse comportamento andémalo deve ter outra origem. Na verdade,
esse comportamento da func¢do peso g(«) tem origem puramente cinemaética, isto é,
deve-se a escolha particular dos estados usados na construcao do estado variacional
de muitos corpos.

Com a finalidade de contornar esse possivel tipo de comportamento da funcao pe-
so, foi desenvolvida uma abordagem que resulta numa nova equacao, cujas solucoes
nao apresentam anomalia. Essa abordagem, desenvolvida por A. F. R. de Toledo
Piza e E. J. V. de Passos [16] propoe uma nova representa¢ao no espago de muitos
corpos através da aplicacao de um projetor. Esse subespaco coletivo do espaco de

Hilbert de muitos corpos pode ser entao construido pelo seguinte procedimento:
e Diagonalizagao do nicleo do operador de superposicao do MCG [17]
/ Ul(a){a | &)Uy (a/)dado! = A(E)S(k — k'), (2.18)

~

onde A(k) e Ug(a) sdo os autovalores e as autofungoes de (o | o) respec-
tivamente. Essa diagonalizagao é possivel pelo uso do teorema espectral da
anélise funcional, que exige que o ntcleo do operador de superposicao seja
auto-adjunto. Essa nao é uma exigéncia que imponha grandes restricoes a

aplicagao.

e A partir daquele resultado podemos definir o novo conjunto de estados
(U )
v VA(R)

como uma representacao no subespaco coletivo, ou seja, eles formam um con-

| k) do, (2.19)

junto ortonormalizado e completo.
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e Reconhecendo que

Ull@) ) tar | oy L)
VA )

e como as autofuncoes satisfazem a propriedade

a| o)Vl dadd = (k| k) = 6(k — k'), (2.20)

/ Ul(a)Up(e/)dk = d(a — o), (2.21)
€

podemos projetar a equacgao de GW nesse novo subespaco

U() U)o
//5 o) sl (@)
Uli(a) / Uk’(a/) N ; / / ’r
A (a | ) A(k’)Ukl(a) A(E)g(a')do/dadk” = 0. (2.22)
e Dai identificamos
U)oy P9 s — k| | R = HO K 2.23
R ) e dadal = (k| 1) = HOeK), (229
Ul(e) Uk(0) ) oo s
[ R o) s dada’ = 606 = k), (2.24)
e uma nova funcao associada a funcao peso
f(K) = A(K)? / Ul (a")g(a')de/'. (2.25)

O novo ntcleo de energia (k | H | k'), pela acdo do projetor no hamiltoniano
de muitos corpos, estd restrito agora ao subespaco coletivo e a nova funcao a ser
determinada ndo apresenta mais as anomalias que g(«) exibia devido & presenca do
termo /A(k). Desta forma, verifica-se que a equacao de GW reduz-se a forma de

uma equagao de Schrodinger
/(k | H | K" f(KdK' = Ef(k). (2.26)
§

Portanto, a equagao (2.26) segue da equagao (2.13). Uma apresentacao mais detalha-

da da abordagem acima pode ser encontrada em [16].
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Esta equacao é agora o novo ponto de partida para o estudo dos movimentos
coletivos em sistemas de muitos corpos e apresenta a vantagem adicional de ser
descrita em um espacgo no qual conhecemos uma base de estados cujos rétulos sao
variaveis dinamicas e nao mais as coordenadas geradoras, que sao parametros. Em
outras palavras, podemos escrever diretamente as equacoes de autovalores para os

vetores | k) desse espaco (se o interpretarmos como operadores de momento)

pIE) =k|k) (2:27)
qlk) = zh% | k), (2.28)

e desenvolver um procedimento para extrair informacgao sobre o movimento coletivo

a partir da hamiltoniana ndo diagonal H(k,k’).

Nesse sentido mencionamos, em particular, o método de F. F. de Souza Cruz,
M Ruzzi e A. C. K. Schmidt [11], que trabalham diretamente com os operadores
definidos em (2.27) e (2.28), e o de D. Galetti [12] que calcula o nicleo de um
operador de mapeamento que leva diretamente do nicleo de energia (o | H | /) a
uma hamiltoniana coletiva. Ambos obtém uma hamiltoniana que separa os termos

de energia cinética e energia potencial nas novas variaveis dinamicas.

Nessa dissertacao, vamos nos concentrar na segunda abordagem. Este método

consiste em algumas etapas:

(1) Dado o niicleo do operador de superposi¢ao do MCG, procuramos, como antes,
a transformacao que o diagonaliza, isto é, procuramos Uy (a). Ficando restrito
aos casos em que («a | o) é uma funcdo que s6 depende da diferenca das

coordenadas geradoras, sabemos que
Ur(a) oc e

¢ uma transformada de Fourier. Este resultado vale, em particular, no caso de

ntcleos de operadores de superposicao gaussianos;

(2) Podemos entao achar, como antes, o novo nticleo de energia, H(k, k"). Através
de transformacoes de Fourier sao tratados os casos em que o niicleo do opera-
dor de energia se escreve como H(a,a') = N(«a,d)F(a,d), onde F(o, o) é

denominado ntcleo do operador de energia reduzido;
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(3) Se v e a/ sdo parametros associados a variaveis de posigdo, k e k' sdo inter-
pretados como variaveis de momentos, realizamos uma dupla transformada de
Fourier para termos um novo niucleo do operador de energia nao diagonal na

representacao de coordenadas H(y,y')(= (y | H | ¥'));

(4) Realizamos uma transformagio de Weyl-Wigner [19, 20] nessa nova fungao, ou

seja, achamos

Hw(q,p) = Lexp (%) <q - % ‘H‘ q+ %> do, (2.29)

onde chamamos 0 =y — 1y e ¢ = %y/ H.(q,p), a transformada de Weyl-
Wigner do nticleo do operador coletivo nao diagonal H(y,y') = (y | H | ¢/), ¢
diretamente interpretada agora como sendo a hamiltoniana coletiva associada
ao problema de partida. Nessa linguagem de transformadas de Weyl-Wigner,
temos agora a hamiltoniana coletiva H,(q, p) e no lugar dos vetores de estado
teremos as fungoes de Wigner [20] que é a transformada de Weyl-Wigner do

operador densidade.

Assim, com esse procedimento de transformacao, o nicleo do operador de energi-
a reduzido, F'(«,a’), é levado na hamiltoniana de Weyl-Wigner e o processo todo
pode ser condensado, no caso de ntcleo de superposicao gaussiano, em um tnico
nucleo mapeador M (a, o'; q,p) que carrega toda a informacao cinematica das trans-

formacoes, ou seja
Huw(q,p) = /F(a,a’)M(a,a/;q,p)dada’. (2.30)
v

O ntucleo mapeador tem uma forma analitica simples e explicita, quando

(o | o) = exp{—s(a —a)*},

! . e . ~
e escrevemos o — o’ =1n e (M) 1 = (, pois entao

25 |, ( B %)2 _as(C— Z-q)2] (2.31)

M(f,n;q,p)z?eXp

1

e a hamiltoniana fica

Holgp) = / F(Cm)M(C.m; 4, p)didn, (2.32)
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Operacionalmente, para achar a hamiltoniana coletiva s6 precisamos calcular o ni-
cleo de energia reduzido do MCG, F(«, '), realizar as transformagoes de variaveis e
integrar com o nucleo mapeador. Apesar deste método ter uma abordagem diferente
daquele empregado por F. F. de Souza Cruz, M. Ruzzi e A. C. K. Schmidt, ambos

conduzem & mesma hamiltoniana efetiva (veja Apéndice A).

Desta forma, quando valem todas as hipo6teses de partida, obtemos uma hamilto-
niana efetiva diretamente do nicleo do operador de energia reduzido pelo processo de
mapeamento. Este procedimento serad usado no tratamento de tunelamento quantico

a ser discutido nos proéximos capitulos.



Capitulo 3

A Molécula de Malonaldeido

O tunelamento de barreira é um efeito previsto pela mecanica quantica no qual
um sistema apresenta probabilidade nao nula de atravessar uma barreira de poten-
cial, em contrapartida ao que prevé a mecanica cléssica. O tunelamento em sistemas
unidimensionais (um grau de liberdade) pode ser tratado de maneira muito precisa,
no minimo através de implementacao numérica. Por outro lado, verifica-se também
o tunelamento quantico no caso multidimensional (muitos graus de liberdade) em
sistemas de muitos corpos, sendo um desafio muito grande trata-los de forma acu-
rada. Nesse sentido, é importante investigar problemas que consistem de modelos
reais de sistemas fisicos que aparecem em areas como, por exemplo, fisica, quimica

e bioquimica onde ocorre o fendmeno de tunelamento.

O decaimento radioativo «, em fisica nuclear, foi o primeiro fenomeno fisico a
ser explicado pelo efeito de tunelamento de barreira de potencial, com a aplicagao
de procedimentos de mecanica quantica. Apresentada paralelamente por por G.
Gamow [21] e R. W. Gurney e E. Condon [22], em 1928, a explicacao para o assim
chamado decaimento alfa, supoe que a particula « - nicleo de hélio - esta confinada
no interior do nicleo por um potencial antes de ser emitida. Para um dado ntcleo
emissor, é possivel medir a energia E das particulas a emitidas e também suas
vidas médias. Como é possivel mostrar que ha uma conexao entre a vida média de
um nucleo e a medida da probabilidade de tunelamento da particula o através da
barreira de potencial nuclear, aqueles autores constataram a veracidade da hipotese

inicial: quanto menor a vida média, maior é a probabilidade de tunelamento.

17
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Decaimento alfa
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Figura 3.1: Barreira de potencial que simula a emissao da particula o de um ntcleo

A partir de consideragoes razoaveis sobre a forma funcional da barreira de po-
tencial, é possivel obter uma relacao entre o tempo de vida média e a energia, que
é aplicavel para toda emissao «. Isto mostra que a probabilidade de tunelamento
¢ muito sensivel ao valor da energia E da particula. Seria muito dificil levar em
conta essa sensibilidade da energia E por qualquer outra teoria que nao fosse o

tunelamento quantico.

Uma aplicacao bem conhecida de tunelamento quantico em quimica é caracteri-
zada em situagoes onde ha a conversao interna de duas formas geométricas de uma
mesma espécie, quando ha uma barreira de potencial envolvida; é o que acontece,
por exemplo, no bem conhecido caso da inversdo intramolecular da aménia [23].
Em outras palavras, tunelamento quantico ocorre em processos intramoleculares de
transferéncia de um atomo entre duas regioes da molécula separadas por uma bar-
reira interna de potencial, sendo a forma geral da molécula mantida, sem quebra em
partes separadas, a menos de eventuais alteragoes das ligagoes quimicas envolvidas.

Exemplos de processos de transferéncia de atomos sao

H2+H—>H+H2
Hy+F— H—+ HF.

Em situagoes mais semelhantes ao decaimento « da fisica nuclear, podemos ter

também processos de quebra de uma molécula em grupos de constituintes, chamados
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de dissociagao molecular, como por exemplo
H,CO — Hy+ CO.

Nessa notacao, H, C, O e F sao respectivamente atomos de hidrogénio, carbono,

oxigénio e fluor.

Para nosso estudo do tunelamento, vamos utilizar como modelo a molécula de
malonaldeido (MA) estudada em larga escala por varios autores tanto teorica quanto
experimentalmente com o intuito de se ter uma melhor compreensao deste fenémeno.
Veja por exemplo [4, 5, 6, 7, 8, 24]. O processo de tunelamento que ocorre nessa

molécula pode ser visualizado pictoricamente na figura abaixo

r H;-- n_.Hn
&2/1_ ....... z Oa O- 0
f T === | 5 ]
Hy o7 ° H i \F/ “H
|
H, H

Figura 3.2: Tunelamento intramolecular do 4tomo de hidrogénio H.

onde o atomo tunelante neste processo ¢ o hidrogénio. O fenémeno de tunelamento,
neste caso, ocorre na transferéncia de um atomo (hidrogénio) entre duas regices da
molécula separadas por uma barreira interna. Salientamos que este é um caso muito
interessante devido a indistinguibilidade dos dois estados (dois oxigénios) nos quais

o sistema estd mudando.

Alguns estudos em fisica de muitos corpos demonstraram que calculos puramente
unidimensionais nao sao suficientes para descrever aquele efeito quantico nesses pro-
cessos de transferéncia de atomos [4]. Realisticamente, para o estudo do fenémeno
de tunelamento quantico em alguns sistemas moleculares que apresentam aqueles
dois processos (transferéncia ou dissociagio), além do grau de liberdade relevante, é
necessario que se considere uma possivel contribuigcao dos graus de liberdade acopla-

dos ao grau de liberdade de interesse associado ao tunelamento. Para tentarmos
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compreender como uma possivel contribui¢ao dos graus de liberdade acoplados afe-
tam o tunelamento, utilizaremos aqui entao o método de coordenadas geradoras

(MCGQG) previamente introduzido.

A utilizacao do MCG nos calculos do tunelamento na molécula de MA foi inicial-
mente introduzida por F. F. de Souza Cruz, M Ruzzi e A. C. K. Schmidt [11], onde
os autores comparam os resultados obtidos para o desdobramento de niveis devido
ao tunelamento com os resultados encontrados por N. Makri e W. H. Miller que
fazem o uso do método campo autoconsistente dependente do tempo com miltipla
configuracdo (CADTMC) [5] e do método de conjunto das bases localizadas (CBL)
[4].

Em suma, o CADTMC considera que os graus de liberdade acoplados exercem
uma forca média sobre o sistema. Para calcular essa forca média toma-se o sistema
congelado em uma configuracao. Em seguida, a configuragao é recalculada utilizan-
do a forca média obtida anteriormente. A partir dessa segunda configuracao, gera-se
outra forca média que é usada para obter uma nova configuragdo e assim sucessiva-
mente até que a auto consisténcia seja alcancada. Os autores propoe um refinamento

deste método utilizando miltiplas configuracoes.

Por sua vez, o método CBL consiste em considerar como solugao do sistema um
ansatz composto por funcoes de onda de osciladores harmonicos deslocados e funcoes
de onda de bases localizadas. Aqueles deslocamentos dos osciladores dependem do
valor médio do termo de acoplamento nas funcoes de onda das bases localizadas que
estao associadas ao grau de liberdade de tunelamento. Estas fungoes de onda das
bases sao posteriormente escolhidas de acordo com argumentos intuitivos sobre a
fenomenologia do processo de tunelamento. Considerando a hamiltoniana que des-
creve a dinamica do sistema, os autores constréem o elemento de matriz, isto é,
calculam o ntcleo do operador de energia, utilizando aquele ansatz. FEm seguida,
através de uma primeira aproximacgao, consideram somente o termo diagonal, ou
ainda, consideram apenas o estado fundamental do oscilador harménico deslocado.
A dependéncia crucial deste método esta na escolha das fungoes de onda da base.
Assim, os autores escolnem uma base nao ortogonal formada por gaussianas flutu-
antes localizadas. Essas gaussianas recebem esse nome, pois elas sao construidas de
tal modo que possam se movimentar ao longo de toda a extensao do potencial com

a vantagem de nao ter sua largura modificada. Esse método de funcao de onda de
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bases localizadas "procura" uma melhor representacao dos estados de energia do
processo estudado. Podem-se comparar os resultados encontrados por esses métodos

com os resultados encontrados experimentalmente.

O tunelamento atémico na molécula de MA tem manifestagoes experimentais na
espectroscopia de microondas e infravermelho longinquo, nas quais foi observado um
desdobramento para o primeiro dubleto dos niveis de energia de aproximadamente
21,5 em™ 1|7, 8|.

Daqui pra frente, utilizamos a mesma nomenclatura de varios autores, incluindo
F. F. de Souza Cruz et al e W. H. Miller et al, para nos referir ao modelo estudado.
Assim, o grau de liberdade de interesse (tunelante) serd chamado de sistema, ao
qual atribuimos uma coordenada dita de reacao, e os graus de liberdade acoplados
ao sistema, que sao interpretados como vibragoes harmonicas locais da estrutura da

molécula, ortogonais a coordenada de reacao, serao chamados de banho.

3.1 A Hamiltoniana do Modelo Sistema-Banho

De forma geral - e em particular em fisica molecular - sabe-se que a descricao
mais usada para o caminho de reagdo (grau de liberdade de interesse) corresponde
a dois vales conectados através do ponto de sela passando sob a barreira e os graus
de liberdade ortogonais ao de interesse sao descritos por parabolas utilizando entao

osciladores harmonicos para descrevé-los [4, 11].

Com a intencao de descrevermos o sistema fisico de nosso interesse, apresentamos
uma hamiltoniana geral associada ao modelo sistema-banho. Esta hamiltoniana, u-
sada por varios autores contém as caracteristicas essenciais que descrevem o processo
dindmico da transferéncia do atomo de hidrogénio, no caso da molécula de MA
|4, 5, 11, 26]

H(p,q,pr,s) = H.(p,q) + Hy(ps, 5) + Haep(q, 5), (3.1)
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onde
p2
H,(p,q) = o T V(q), (3.2)
2
Sk 1
Hy(pa 5) = }kj Sk 4 smuls}, (3.3)
Han(qv S) = - E fk’(Q)S + E(Q) (34)

A expressao (3.2) representa o sistema, isto é, ¢ é a coordenada de reacao e o
potencial V(q) representa a topologia do processo de transferéncia do atomo de

hidrogénio, que no modelo é caracterizado por um potencial de poco duplo

1 1
V(g) = —5a0q” + 7 dog* (3.5)
2 4
e é esbocado na figura abaixo
- kea E
| r.-m.:} ;'.1—_
=2

02 04 0B g8

Figura 3.3: Barreira de potencial, em unidades de kcal /mol, utilizada para simular
a transmissao do atomo de hidrogénio. A distancia, dada em angstrons, entre os
dois pontos de minimo do potencial, representa a separagao entre os dois oxigénios

aos quais o hidrogénio pode estar ligado.

A expressdo (3.3) representa o banho, que é descrito por um conjunto de os-

ciladores harmonicos ortogonais a coordenada de reagdo ¢ e a expressao em (3.4)
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representa o acoplamento entre o sistema e o banho e que inclui também um termo

de compensacao

(@)=> Lol (3.6)

2
- 2mw;;

(1]

Esse termo de compensacao =(q) é empregado com o objetivo de impedir um com-
portamento nao fisico no problema em questao como verificado, por exemplo, em
célculos de teoria quantica de campos e fisica molecular [4]. No nosso caso, impede
que o potencial V(q), na medida em que variamos a constante de acoplamento, se

torne nao fisico.

Para nosso estudo vamos considerar apenas o caso onde o acoplamento é linear,

ou seja

fla) = cq, (3.7)

onde ¢ é a constante de acoplamento. A imposicao da condicao acima quebra a
simetria (par) do potencial de poco duplo e tem a vantagem de nos permitir re-
alizar calculos analiticamente. Também vamos restringir o nimero de osciladores
harmonicos, acoplados ao grau de liberdade tunelante, a apenas um oscilador. Tal

restricao pode ser justificada:

e [Embora o modelo com um oscilador seja simples, ele nos conduz a um sig-
nificado fenomenolégico, ou seja, este modelo ainda é capaz de descrever, com
uma boa aproximacao, determinados sistemas fisicos de interesse como, por

exemplo, para casos de fissao nuclear [27];

e Certas distribui¢oes de freqiiéncias dos osciladores (banho) podem ser descritas
pela freqiiéncia de um oscilador efetivo, isto é, existe uma transformagao de
coordenadas na qual o acoplamento é transferido para um tnico oscilador sem

que aparecam termos que acoplem os momentos canonicamente conjugados.

3.2 A Escolha do Estado Gerador

A construgao do estado gerador do MCG, associado ao grau de liberdade de

reacao, é realizada a partir de argumentos intuitivos. Procura-se entender como esté
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distribuida a fun¢do de onda para o primeiro dubleto de energia no poco de potencial,
isto ¢, busca-se o melhor estado que represente a funcao de onda simétrica e a fungao
de onda anti-simétrica, que sao construidas a partir da combinacao de duas funcoes,
cada uma localizada em um poco do potencial. Como sabemos a forma do potencial,
que ele possui certa simetria e ha maior probabilidade de encontrar a particula
proximo a regiao do ponto de minimo do potencial, escapamos da construcao da
funcao de onda para problemas de muitos corpos usualmente empregada no MCG,
e consideramos para esse grau de liberdade o estado coerente (Apéndice B) como

um bom representante do estado gerador.

Ja no que se refere ao estado gerador associado ao banho, considera-se também
outro estado coerente como um bom representante para a construcao do ansatz que
serd utilizado no MCG. Como uma regra adicional, podemos notar que se conside-
rarmos alguns termos do hamiltoniano (3.1), especificamente o primeiro termo da

expressao (3.4) e o segundo termo da expressao (3.3)

1
§mw252 — qs,

eles podem ser rearranjados completando-se os quadrados
I cq )2 1 c2¢?
— — — = . 3.8
9 (s mw? 2 mw? (38)

Se a coordenada de reacao g esta proxima do seu valor médio, considera-se a fungao

de onda do oscilador deslocado (3.8), isto é, o estado coerente, como uma boa solu¢ao
para o banho. D. M. Brink, M. C. Nemes e D. Vautherin discutem detalhadamente
essa imposicao e constroem o estado de interesse a partir de um estado coerente cujo
deslocamento do oscilador é expresso em fun¢ao da coordenada de reagdo (no nosso
caso ¢) no estudo da fissdo de nicleos [27]. Ademais, os estados coerentes geram
uma base supercompleta e, como mostraremos adiante, o produto escalar de dois
desses estados resulta em um niicleo do operador de superposicao gaussiano, o que

nos permite procurar uma solucao analitica usando o MCG.

Podemos introduzir os estados coerentes dados por
— o slaf? a” — o318 g
a) =e 2 E ny e |fB)=e2 E w

onde | ) esta associado a coordenada de reacao (sistema) e | 3) esta relacionado

a coordenada do banho - em principio « e [ sao niimeros complexos. Construimos
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os operadores de aniquilac¢do e criagdo associados ao estado coerente | a) respecti-

vamente como

 MQG+ip o MQG—ip
0= —F—7«= e a4 =—F—0

2M RS 2M RS

que sao relacionados com os operadores de posicao e seu momento canonicamente

conjugado por

o\’ AMOQN 2
A — A‘i— A A — . /\-i— o~
q (—2]\/[Q> (a"+a) e p=i (—2 ) (a" —a). (3.9)

Observe-se que introduzimos acima a freqiiéncia €2 e a massa M - massa do hidrogénio.
Em particular, a freqiiéncia é um dos parametros desconhecidos de nossa abordagem
e temos que consideré-lo como tal até que tenhamos algum critério para fixar seu

valor ou faixa de valores de interesse.

De maneira analoga, construimos os operadores de aniquilagao e criacao associa-

dos ao estado coerente | (3)
<~ WS + 1P, A mws — 1P
j_ S Hiby g mws— by
2mhw 2mhw

0s quais estao associados ao operador de posicao e seu momento canonicamente

conjugado respectivamente por

12 . /2 R
s= () h) e =i (M) - (3.10)

2mw

Esses operadores de aniquilacao, quando aplicados nos respectivos estados coerentes

satisfazem as propriedades
alay=ala) e b =0]0)

O estado gerador que descreve o modelo sistema-banho é entao o produto direto dos

dois estados coerentes

| @, ) =[ ) | B). (3.11)

Deste ponto de partida, temos o ansatz do MCG dado por

1) = [ 9(0.0) | ai Bydads. (3.12)
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A estratégia geral para tratar o modelo sistema-banho consiste em encontrar uma
maneira, exata ou aproximada, de "eliminar" o banho e entdo tratar precisamente o
sistema redefinido. Entao, uma maneira de incorporar o banho numa hamiltoniana
efetiva do sistema é usar a abordagem discutida nos trabalhos de E. J. V. Passos
e F. F. de Souza Cruz [28] e usada por F. F. de Souza Cruz, M Ruzzi e A. C. K.
Schmidt [11], na qual eles estabelecem uma condigao de vinculo supondo que o grau
de liberdade associado ao tunelamento se acopla apenas com os estados de energia

mais baixos do grau de liberdade ortogonal ao de reacao. Assim, na diagonal temos

0 0 h h
ggle Bl H @) =0 = ZZhlfi = gy [y s (ot )8+ 5% =0
[ h | h
~ 6*227;) mw MQ(OH_Q*) (8.13)
0 9, h h
sl Bl H @ f) =0 = Sl — oy [y i) (8457 =0

c | h | h .
= ﬁz?hw mw MQ<a+a)' (38.14)

A partir de (3.13) e (3.14) concluimos que [ ¢ um nimero real. Logo, com a condi¢ao

de vinculo e considerando « real jA que, no presente caso, a descricao com « real
coincide com aquela onde « é complexo [18], é possivel "reduzir" o sistema a uma

inica coordenada geradora, isto é, obtemos explicitamente o vinculo

c h h .
525\/%\/ma:>¢a. (3.15)

Assim, relaciona-se o estado coerente do sistema | «) ao estado coerente utilizado

para representar o banho | 3) e reescreve-se o ansatz da equagao de GW da forma
) = [ g(e) |a)da. (3.16)
gl
onde

| @) =[ «, f(@)) = @)@ | B(a)).

Note-se que, apds a condigao de vinculo, o estado coerente | 3) é visto como sendo

uma func¢ao do estado coerente | a).
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Com essa "nova" coordenada geradora, construimos o elemento de matriz do mo-

delo sistema-banho

(0,81 H |, 0) = (a| H|d)=H(a,a).

Por outro lado, os operadores de momento e posicao tanto do sistema quanto do

banho sao escritos convenientemente pelos seus respectivos operadores de criacao e

aniquilacao

h
¢ = —~——(a"? +a*+2daTa+1)

~2MQ)
Gt = 4]\5292 (aT4 +a* +4aa + 4dPa’ + 6aa® + 64 + 6a® + 12ata + 3)
P = —M\Q/[Q (a™ +a®> —2a'a — 1)
§ = %(b“ + 0% 4+ 2b'b + 1)
= —hmT“’(bT2 + b —2bTb — 1).

Asssim, os elementos de matriz desses operadores nos seus estados coerentes sao
calculados explicitamente, ou seja,

( ) RMQ
Q Q = -

AM

n2
(a|a™ + a* — 2ata — 1]a)

2M

hQ
- —I(oﬁ2 +a? — 2a%d’ — 1)(ald) (3.17)

h
O/) - (ala™ + a® + 2a'a + 1]a)

= — (@ + o + 2a%d’ + 1)(ald) (3.18)

h3d
o/) = 16M—2OQQ(Q|GT4 + a* + 4a"a + 4a3a’
+ 6aa’® + 6a™ + 6a* + 12a'a + 3|a)
h*Qd . .
_ 16T2;]23<a*4 +O/4—|—4Oé*30/ +4Oé*05/3
+ 6a**a’? + 6a* + 60 + 120 a’ + 3)(ald) (3.19)
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~2
(a 2]95 o/) = ——hinw(odbw—i-bz—%%—1|o/)
m m
hw *2 /2 * 0l /
= _Z(ﬁ + 3% =263 = 1)(ala’) (3.20)
242 h 2
(“ 5 “’) = g (Ol + 8+ 2104 1)
hw *2 /12 * 0l /
= (874072675 + 1)(ald) (3.21)
huw
(o] = csgla) = —TX(&\aTbT+aTb+abT+abla’)
huw
= —X @+ +dF ) al)  (322)
C2@2 th ) )
<a 2miw? O/) = Tirameeela” +a® + 2+ 1]o)
hw 2.2
= (0P +a? 0% +1)(afa). (323)

Considerando o vinculo de minimizac¢ao, temos que o niicleo do operador de energia,

sem o termo de compensacao, ¢ dado por

N hQ N2 aoQ h N2
H(a,a)—{— : (a—a)* = 1] — : MQ2[(a+oz) + 1]
dOQ hZ "4 "2 2 / 1
+ TGW[(&+Q> +6(O&+Oé) +3]+hw X oo +§
2
- h“’zx (a+a’)2}(ayo/) (3.24)

e com o termo de compensacao temos apenas uma sutil alteracao no dltimo coefi-

ciente da expressao acima

H(a,do) = {—?[(@—a’f —1] - @t _n [(a+ o) + 1]

+ @h—z[(a+a’)4+6(a+a’)2+3] + hw %m/Jr1
16 M203 X 2
hwx?

(o + 0/)2} (a| ). (3.25)
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Em ambas expressoes, o niicleo do operador de superposi¢cao gaussiano é

(L+x*)(a —a')?
2

(a| ) =exp |- (3.26)
Observe-se que o niicleo do operador de energia como dado pelas expressoes acima
é escrito separadamente em duas partes de modo natural e com isso podemos iden-
tificar com facilidade o nucleo de energia reduzido (F(a, a’)) e o nicleo do operador

de superposicao.

Nosso proximo objetivo ¢ mapear o nicleo do operador de energia reduzido, en-
contrado acima, numa hamiltoniana efetiva apresentando explicitamente os termos

de energia cinética e energia potencial, o que sera feito no préximo capitulo.



Capitulo 4

Aplicacao do Nticleo Mapeador

Nosso objetivo neste capitulo é utilizar o método do mapeamento do nticleo do
operador de energia, obtido no capitulo precedente, para encontrar diretamente a
hamiltoniana efetiva associada ao grau de liberdade que exibe tunelamento e que
também incorpora os efeitos do banho. Para este procedimento, vamos considerar
o ntcleo do operador de energia adimensional, ou seja, vamos dividir o ntcleo do

operador de energia pela quantidade h$2:

% = Hy(a, ') = {—i[(a —a)? 1] - 4]\3092 [(a+ o) +1]
th N4 AV
hw , 1 Tuwox?
+ 73 (Xanz + 5) BT (a+ 0/)2} (a]a)

e, novamente na presenca do termo de compensacao, temos

H(OJ,&,) _ ﬁad(a’a/) — {_1[(& . Oé/)2 . 1] . Qo [(O{—FO/)2 + 1]

hQ) 4 4M2
th IAY! "2
h’w 2 / 1 h“)xz N2 /
+ hQ(xozoz —|—2) 4hQ(a+oz) (a | a).

Partindo desse nicleo do operador de energia adimensional, introduzimos a seguinte

30
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mudanca de variaveis

at+o =20 Q
/ = /
a—ao =ng «

Note-se que o jacobiano dessa transformacao é igual a 1.

§+
¢

INTERT

(4.3)

Essa mudanca de varidveis nos conduz a uma redefinicao do nticleo do operador
de superposi¢ao gaussiano

(] @) = e vl

O I N

onde p = %, e também ao novo niicleo do operador de energia adimensional

Had(év 7]) - (_AUQ - B<~2 + 054 + EO) 6‘!“72 (45)

com

. 1 hwx2 B Qo thQ 3 hdo . hdo
A‘Z(H hQ) B_(M§22+ O

h§2 2 M2Q)3 M?203
sendo Fy a constante adimensional de ponto zero. Observe-se que se inserirmos o

termo de compensacao ele altera apenas o coeficiente da parte quadréatica que fica

B . ao . 3 hdg
COMQ2 2 M203

Agora, substituindo o valor de 5 por —i¢ na expressao (4.5), e considerando

apenas o niucleo de energia reduzido, sem o termo de ponto zero (Ey), obtemos

Fua(Cm) = —An* + B¢ + O¢t. (4.6)
O mapeamento que vamos realizar na expressio (4.6) ndo terd a presenga da

constante i no coeficiente da exponencial, como na equagao (2.31), pois o nticleo
mapeador tem que ser correspondentemente adimensional.

Assim, descrevemos o mapeamento pela expressao
Hoala, p) = / (A + BE + CCY) M(C.; ¢, p)dcd,

—00

(4.7)
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onde

M(¢,m5q,p) = Qf exp [—u (n - %) —4p(¢ — iq)2] (4.8)

é o nucleo mapeador, como ji introduzido anteriormente.

Como ja apontado, o tratamento para eliminar as divergéncias do ansatz de GW,
a transformacao que diagonaliza o niicleo de superposicao, as duas transformadas de
Fourier e a transformada de Weyl-Wigner estdo incorporadas na expressdo (4.7) e
o seu calculo culmina na obtencao de uma hamiltoniana efetiva escrita as custas de
variaveis dinamicas que representam o sistema. A integral associada ao mapeamento

de cada termo da expressao (4.6) é dada respectivamente por

) = 2 [ _appenlr ) i g g

T J-oo

2 A & ip \2 o0 .

(e

— _M 16% /OO n267un2+ip77d77
T\ 4p o
4

2 0% _p?

= Aeﬂ

2 & ip 2 . \2
(i) = ?,u BC267.“‘(777£) —4p(C—iq) dnd¢

2 B & ip |2 & ;
_ fH2 e*#(ﬁ*ﬁ) d77/ C2 —4p(¢— zq)QdC

= Q’MB\/fefllw/ CZe *4MC2+SWCQdC

= u) [(8uq)® — 84]

_ 3 <qz _ %) ; (4.10)
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2 > ip )2 .
(iii) = ?M/ C<4e—u(n—2—“) —4;¢(4_Zq)2d77d<

_ 2NO p(n—22 d77/ (e n(C iq)QdC

— QMO\/? 4#!1/ C4 —4uC2+8w€qu

= [(81g)" — 6(81)°q* + 3(81)?]

(SM)

6 3
_ C(q4__q2+ ) 111
sl " Gy )

Somando (i), (ii) e (iii), obtemos a hamiltoniana efetiva

A 3C
u —(B+== | +C¢*"+E 4.12
Had(q,p) = 421) ( +4M)q+ ¢+ Ey, (4.12)

onde FE; contém as contribui¢oes de ordem zero resultantes das integrais (i), (ii) e

(iii), isto &, E; é independente da variavel p e de sua canonicamente conjugada g,

A B 3C

Bi= - —+ .
2p - 8 (8p)?

A vantagem de se trabalhar com o nicleo mapeador é explicita quando observa-
mos a hamiltoniana encontrada, expressao (4.12). Com esse método, néo é necessério
realizar nenhum outro tipo de manipulacao algébrica ou trabalhar com operadores

de posicao e momento com a finalidade de encontrar a hamiltoniana desejada.

4.1 Enmergia Cinética e Massa Efetiva

Considerando na expressao (4.12) apenas a parte da energia cinética da hamiltoni-
ana, isto é, se nos concentrarmos apenas no primeiro termo, e voltarmos a dimensao,

encontraremos a expressao para a massa efetiva do modelo sistema-banho

2
MQM_M(H;—Sg%)
A 1+_2m

M

My = , (4.13)

wo
Q2 M

2 e tomamos p = Z. Sem perda de generalidade, vamos considerar

2
m = AM na expressao acima. Reescrevendo a expressao (4.13) podemos ver que

onde ky = mw
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esta condicao nao prejudica nossa analise, ja que

2 2 2 2
M(1+28) M(1+%%)

Mef: 0 = ,

1+C2Aw2 1+02w2

kg Q2 k2 Q2

34

(4.14)

e que, de fato, somente efetuamos, na expressao acima, uma renormalizacao da

constante de acoplamento ¢\ = C?.

Analisemos inicialmente o comportamento daquela massa efetiva em funcao das

razoes < e ¢ através da figura
ko 0 Q

Figura 4.1: Grafico tridimensional da massa efetiva como funcao de k—(’; ede g

Na figura acima, podemos notar que, sob o ponto de vista matematico, aquela

fungdo para a massa efetiva, expressdo (4.14), possui um ponto de extremo local

(ponto de maximo local) quando fixamos k—co Vamos, entao, procurar o valor desse

X w
ponto para a razao g.

Primeiro, com a finalidade de facilitar nossos calculos, escolhemos a nova notacao

w C?
q-V ¢ k_g = z.
Assim, temos
(14 zy)?
ef =
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Derivando essa expressao com relagao a y, temos

0
5o Mep = 0= 2 +2(z -1y +1=0. (4.15)

Y
Resolvendo a equacdo (4.15), encontramos os valores y = 1 e y = —%. Como y é
uma razao de freqiiéncias e estas sao positivas, descartamos o valor y = —%, pois

z > 0 sempre. Assim, como o valor do extremo nao depende de z, temos entao
uma curva de extremo da funcao M.s, ao invés de um ponto apenas. Tal curva de

extremo é obtida quando

w
- = —1. 4.1
) 9 (4.16)

Para saber se um ponto de extremo é um ponto de maximo ou de minimo, poderiamos

estudar a segunda derivada da funcao M.y, contudo, essa é uma tarefa desnecessaria

jd que graficamente observamos na figura acima que a concavidade da funcao é
w

negativa e, portanto, § =1 ¢ um ponto de maximo.

Entao, para a razao de freqiiéncia § = 1 é encontrada a linha de maximo da
massa efetiva com o acoplamento, ou seja, se escolhermos {2 = w a massa efetiva

naquela curva é maximizada para qualquer valor da constante de acoplamento.

Um fato interessante é que a massa efetiva obtida independe da forma do potencial
de partida, em outras palavras, suas contribuicoes sao provenientes da largura do
nucleo do operador de superposicao, que tem informacao dos estados coerentes do
banho e do grau de liberdade tunelante, bem como da constante de acoplamento. E
importante notar que o termo de compensacgao (=(¢)) também nao contribui para a

massa efetiva.

4.2 O Potencial Efetivo

O potencial efetivo que retrata a forma funcional do potencial do modelo sistema-
banho também é encontrado a partir da expressao (4.12). Voltando a dimensao de
energia (7€), rearranjando os coeficientes e introduzindo a mesma escala (de acordo

com a que introduzimos na energia cinética)

()
I
&I
I

2MQ 2’
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obtemos o potencial efetivo

2
w [ C
1 > sy () d
A P 0 _ Tk 22+ Dt (4.17)

2 ko 2MSQ [1+%(%)2] 4
0

Considerando o termo de compensagao =(¢) na hamiltoniana de partida, vemos que

. . 2 o . . .
ele elimina o coeficiente % do termo quadrético do potencial efetivo e, assim, ficamos

com a expressao

d
2?4+ =t (4.18)

As expressoes para a massa efetiva e potencial efetivo aqui encontradas estao em
pleno acordo com aquelas obtidas por F. F. de Souza Cruz e A. C. K. Schmidt em
[29].

A inclusao do termo de compensagao =(q), como dito antes, possui argumentagao
fenomenologica. Esse fator impede que os pocos do potencial efetivo se tornem muito
profundos levando, portanto, a uma situa¢do nao-fisica. Além disso, Z(¢) também
diminui a variacao da distancia entre os dois pontos de minimo do potencial, sendo
que esses pontos estao associados a distancia entre os dois dtomos de oxigénio nos
quais o atomo de hidrogénio esté alternando sua ligagao. Portanto, daqui para diante
vamos considerar a expressao (4.18) para o estudo do processo de tunelamento.

Agora vamos investigar o papel desempenhado pela razao k—co no potencial (4.18),

com a consideraciao ¢\ = C? feita anteriormente. Analisemos a razio
2
c
(%)
29
w [ C
1+4(8)

que é a parte proveniente do mapeamento do termo quéartico e que contribui para o

Qe

(4.19)

+

termo quadratico. Tomando o limite quando % + 00, para & finito, temos

—% <%> —1. (4.20)
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J& para o caso quando < 5 0, também considerando ¢ finito, obtemos o seguinte

limite a partir da expressao (4.19)

(&)

lim — 2, (4.21)
w01 Lw (Q)

0 +a ke

Portanto, o valor da expressao (4.19) é limitado ao intervalo |0,1]. Isso nos leva a

QIE

concluir que a intensidade do acoplamento na expressao (4.19) nao é o fator domi-
nante que poderia provocar uma severa mudanca na forma do potencial efetivo (em

comparagao com o potencial de partida).

Observemos entdo o outro fator que, presente na expressao (4.18), multiplica
(4.19), isto é,

3do h

ROl (4.22)

Note-se que 3d° é um valor constante ﬁxado pelas caracteristicas do potencial. As-
sim, resta-nos estudar a quantidade MQ Essa razao esta relacionada com a largura
ao quadrado do estado coerente do oscilador harmonico associado ao estado gerador.
Reconhecendo isso, é possivel discutirmos a forma do potencial, obtido pelo mapea-
mento, como func¢ao da largura do estado coerente usado - um parametro ainda em
aberto. Assim, quanto maior for a largura do estado coerente usado, mais distorci-
do ficara o potencial mapeado com relacao aquele de partida, ja que o mapeamento
corresponde, em tltima analise, a uma média gaussiana da expressao do potencial

original

map N/ u(—ia)® (C)dC (423)

4.3 A Escolha da Freqiiéncia )

Nosso interesse agora é encontrar, com base em argumentos fisicos, a melhor faixa
de valores para a freqiiéncia do estado coerente associado a descricao do sistema,
2, (ou, igualmente, do banho). Assim, é necessario considerarmos alguns pontos

importantes:
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1° Do ponto de vista matemético, é mais conveniente descrever um pacote de onda
qualquer, por exemplo do tipo gaussiano, com uma determinada largura em
termos de outros se escolhermos como base novos pacotes de onda gaussianos,
por exemplo, com largura mais estreita que a do pacote de onda de partida.
A largura de cada um dos pacotes podemos relacionar uma certa freqiiéncia
- 0 pacote de onda que tem menor largura estd associado a uma freqiiéncia
grande quando comparada aquela do outro pacote de onda. Portanto, seria
conveniente, a principio, escolher uma alta freqiiéncia €2 para o estado coerente
que descreve o sistema quando comparada com freqiiéncias tipicas do sistema.

Porém, apenas esse motivo nao é suficiente para limitar a nossa escolha;

2° A partir do estudo realizado sobre a expressao (4.19) e (4.22) na se¢do prece-
dente, constatamos que nao podemos fixar um tnico valor para a freqiiéncia
Q. E importante que €2 satisfaca a condicdo (4.16) e que seja grande quando
comparada com as freqiiéncias tipicas do sistema. Deste modo, podemos es-
colher alguns valores para a freqiiéncia para utilizar em calculos numéricos e

a partir dos resultados sabermos o quao alta ela deve ser.

A escolha de valores para a freqiiéncia 2 que melhor descreva nosso modelo é
fundamentada nas condicoes apresentadas acima. Como dito no 2° item, nao é
possivel encontrarmos um tnico valor para a freqiiéncia a partir dos dados que
temos, mas podemos falar em faixa de valores. Outro ponto que ajuda a reforcar
nossos argumentos ¢ a analise grafica do potencial efetivo como funcao da freqiiéncia.
Na figura abaixo, fixamos o valor de 1 mdyn/A para a constante de acoplamento e

tomamos quatro valores distintos para a freqiiéncia 2
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“.J‘{kw}gxl— 1= 18T2cm ™' ——

24 0= 4000 !

ol

0} = BO0Ocrn !

o 18723 cmn

Figura 4.2: Gréfico de potenciais para diversos valores de freqiiéncias {2 com o valor

de 1 mdyn/ A para a constante de acoplamento.

Finalmente, a razao mais importante que nos leva a escolher () grande, com
relagdo as freqiiéncias tipicas do sistema (obtidas, por exemplo, a partir de expansao
quadrética em torno dos pontos de minimos do potencial de partida), é que a des-
cricao final do fenémeno fisico fica praticamente independente das caracteristicas
do método usado para tal descricao e a forma do potencial efetivo final fica muito
proxima da forma do potencial de partida. Em outras palavras, as ferramentas usa-
das para descrever nosso sistema (os estados coerentes) nao introduzem parametros
novos, associados puramente a descricao, na hamiltoniana efetiva quando escolhemos

Q) grande.



Capitulo 5

O Desdobramento de Niveis

Neste capitulo nossa meta é encontrar um valor para o desdobramento do primeiro
dubleto de energia associado & hamiltoniana efetiva obtida no capitulo anterior.
Para atingir esse objetivo, vamos diagonalizar a hamiltoniana efetiva numa base
de oscilador harmoénico conveniente. Seguindo essa linha, construimos inicialmente
esse oscilador auxiliar impondo algumas condi¢oes para, em seguida, calcularmos os

autovalores de energia da hamiltoniana efetiva pelo método variacional.

Lembrando que a hamiltoniana de um oscilador harmonico é

R d* B
— + =, (5.1)

H=—
2Mgus Az 2

e a respectiva equacao de Schrodinger dada por

d2 aux 2 auxE
(— _ Maws g2y m—) U(z) = 0, (5.2)

dx? h? h?

o valor da constante B é obtido, como nossa escolha, impondo a condicao de igual-
dade do potencial auxiliar (oscilador harmonico) com o potencial (4.18) no ponto
onde o valor de (4.18) ¢é igual a altura da barreira. Com o auxilio da figura abaixo

podemos entender como é feita essa imposicao

40
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Figura 5.1: Potencial auxiliar construido para gerar a base de estados com a qual
vamos diagonalizar a hamiltoniana efetiva associada ao potencial (4.18). Observe

que ele ja esta deslocado, na vertical, pelo valor da altura da barreira (h).

2

Assim, da condigao acima obtemos B = %. Por outro lado, B = mgu.wj,, €, por
estas duas relagoes, temos que hwg,, = W%- Reescrevemos (5.2) como
d? 9 2F
— — UE)=0 5.3

onde § = x,/™mewzene ¢ o valor de Mgy, ¢ considerado como sendo igual ao da
massa da particula tunelante. Esta é a equagao de Schrodinger para um oscilador

harmonico adimensional.

Logo, a expressao (4.12) reescrita em termos de ¢ fica
- d? 2hw 2h

H=|-— —4¢ e . 5.4

(dgz &+ §+Muw) (5.4)

Observe-se que adicionamos um termo constante nessa hamiltoniana. Sua func¢ao

é deslocar o potencial para uma altura h de 7,8 kcal /mol na origem que é o valor
experimental. Convém notar também que a hamiltoniana que estamos utilizando é
adimensional, ou seja, temos que

H

mau.’l)
2

H =
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2
m‘)auz

(por este motivo temos mutiplicando h).

Como dito antes, o termo somado a parte quadratica, que é proveniente da con-
tribuicao quértica do potencial mapeado, nao modifica a forma do potencial efetivo
final, expressao (4.18), de maneira relevante, (resultante da escolha de como esta-
mos descrevendo o sistema mais o acoplamento entre os dois graus de liberdade)
desde que consideremos um valor grande para a freqiiéncia {2 comparada com as

freqiiéncias tipicas do sistema.

Este fato nos permite desprezar aquele termo do potencial (4.18) e, entdo, ficar-
mos apenas com uma expressao dependente de dois parametros apenas, ainda nao

fixados, ag e dy, no potencial efetivo

1 d
‘/ef = —56101'2 + ZOILA. (55)

Nessa expressao podemos usar os dois valores encontrados experimentalmente: 1,06
A para a distancia entre os dois oxigénios (distancia entre os minimos do potencial)
e 7,8 kcal /mol para a altura da barreira de potencial [4]. Dai encontramos os valores

das constantes ag € dy

4h kcal

ag = —— ~ 111,071556 —
2

i mol

4h keal

dy = —— ~ 395, 413157 ——

mol

min
onde x,,;, € o ponto de minimo de cada poco do potencial e h é a altura da barreira

de potencial.

5.1 Abordagem com a Massa Efetiva

Podemos verificar, como resultado de todas as consideragoes anteriores, que
é a presenca da massa efetiva da particula tunelante que altera o desdobramento
dos niveis de energia, pois sabemos que esta massa carrega também informacoes
do banho de oscilador e do acoplamento. Neste sentido, propomos que a massa
seja um bom indicador da forma como se comporta o desdobramento dos niveis

porque o potencial ja nao tem informagoes da freqiiéncia 2. Logo, nessa abordagem
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reescrevemos a massa efetiva encontrada em (4.13) como

_ M M = 2uM =M1 +x)) =M {1 + (g)Q] . (5.6)

M.
T A T Iy gu—1) ko

Na expressao acima consideramos a razao de frequéncias na curva de maximizagao

da massa efetiva (& = 1). Desta maneira, ficamos com uma expressao para a massa

c

dependente apenas do parametro y = ot

A partir de um calculo numeérico, apenas em funcao do parametro y, que sera
independente da razao de freqiiéncias, podemos encontrar um valor para a razao %,
pois sabemos o valor experimental do desdobramento para o primeiro dubleto de
energia. Desta forma, como conhecemos o valor experimental para o desdobramento
dos niveis, nosso objetivo foi o de encontrar aquele valor para o desdobramento
através de nossa abordagem numeérica e, conseqiientemente, atribuirmos um valor
para a razao % Desta forma, o valor obtido para o parametro y2, usando o método
numérico descrito antes, foi de 0, 10459. Portanto, um acréscimo de 10, 459% no valor
da massa do hidrogénio & suficiente para provocar o desdobramento de 21,5cm ™!

dos dois primeiros niveis. Assim, temos que k—(’; =0, 3234.

5.2 A Aproximacgao de Landau

Uma outra forma de analisar como se comporta o desdobramento de niveis num
potencial simétrico, como o que estamos tratando, é através da aproximacao de
Landau [13]. Em termos gerais, temos um potencial representado por dois pocos
de potenciais simétricos separados por uma barreira. Se nao houvesse tunelamento,
a particula poderia estar em um pog¢o ou no outro. O nivel de energia correspon-
dente a esses dois estados seria portanto degenerado. Como hé tunelamento, a
degenerescéncia é removida e ocorre o desdobramento dos niveis, envolvendo a com-
binacao simétrica e anti-simétrica das fungoes de onda da particula. Um exemplo
de como ocorre esse desdobramento é visto na figura abaixo, onde para um dado
nivel de energia F, temos a funcao de onda ¥, associada a esse nivel em cada um
dos pocos e devido as combinacoes simétrica e anti-simétrica, formadas a partir das
fungoes de onda ¥ de cada um dos pogos do potencial, obtemos um nivel de energia

para cada uma dessas combinagoes e é a diferenca entre esses dois niveis (no nosso
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exemplo E) e Es) que é conhecida como o desdobramento do nivel Ey. A combi-
nacao simétrica tem energia mais baixa que a anti-simétrica. Esse desdobramento

esta diretamente ligado com a ocorréncia de tunelamento

Figura 5.2: Grafico do desdobramento do nivel £y em um dubleto de niveis E; e Fj.

A funcao de onda do estado fundamental ¥, com respectiva energia Ej para o

movimento da particula no pogo I, é dada por:

mw mw 2

1
1
Wo(z) = (—) e~ 7 (@=a) 5.7
@) = (5 , (57)
onde m é a massa da particula, w é a freqiiéncia associada ao fundo do poco da
aproximacao harmonica e 4+a sao seus pontos de minimo.

A aproximacao de Landau ¢ dada por [13]

AE = 2%2\110(0)\113(0). (5.8)

Substituindo o valor da funcdo de onda e sua respectiva derivada encontramos a

aproximacao de Landau para a aproximacgao harmoénica no entorno dos minimos

20192 h?
_ P —da? (5.9)

AE -
mmz

onde chamamos 9 = m—gJ
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No grafico abaixo, utilizando a expressao encontrada para a massa efetiva, equacao
(4.14) e atribuindo valores para a freqiiéncia e o ponto de minimo (experimental),
mostramos um exemplo de como se comporta a razao entre o desdobramento dos

niveis quando ha acoplamento, e o desdobramento dos niveis quando nao ha acopla-

AE

NS ambos obtidos pela aproximacgao de Landau.

mento

0.1

0151

0.2

-0.251

0.3

0,351 2 {@}3

o 0.2 0.4 08 1

Figura 5.3: Grafico da razao do desdobramento do primeiro dubleto de niveis em
funcao da constante de acoplamento ao quadrado. AFEj é o valor do desdobramento

na auséncia de acoplamento.

Neste grafico podemos observar que, neste caso, na medida em que a intensidade

do acoplamento aumenta, menor ¢ o desdobramento dos niveis de energia.

Com base no argumento da massa efetiva como tnica fonte de modificagao do
desdobramento de niveis, vamos considerar novamente a aproximacao de Landau

AFE =

2_a (mw)g h? e o
h

NG —e n . (5.10)

m
Substituindo acima a massa m pela expressao (5.6) encontramos

% (Mw\? I 9
AE_%(?) a0

N

Mo 2} (5.11)

exp [—(1 + XZ)TCL
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e rearranjando os termos obtemos

AFE
AE,

[NIE

= (1+x%) (5.12)

Mw
2 2
exp |—x"—a”|,
onde o termo AFE), é a aproximacao de Landau quando nao ha acoplamento.

Agora, por outro lado, podemos também calcular numericamente AA—go, com o pro-
cedimento apresentado anteriormente usando a hamiltoniana com a massa efetiva,
como funcao de x? e fazemos um gréafico com os resultados. Em seguida, ajustamos

o conjunto de pontos assim gerados por uma curva continua da forma

AFE
AFEy

N|=

= (1+x*)2exp (—gx?) - (5.13)

O ajuste se da com g =4,5

25 F

20 F

=2

0 r

Figura 5.4: A curva continua representa o desdobramento a partir da expressao

(5.13), enquanto que os pontos foram obtidos via calculo numérico.

O acordo dos dois conjuntos de resultados é bastante bom, o que mostra que a
aproximacao de Landau com a massa efetiva também é uma boa ferramenta, nesse

caso, para descrever o tunelamento.



Capitulo 6
Conclusao

Iniciamos o estudo do tunelamento que ocorre na molécula de malonaldeido
considerando o mesmo modelo para a hamiltoniana que outros autores ja usaram
[4, 26, 29], ou seja, utilizamos um pogo de potencial quartico em conjunto com uma
barreira quadratica para representar o grau de liberdade tunelante, um oscilador
harménico que representa o banho efetivo e um acoplamento linear entre o grau de

liberdade tunelante e o banho.

Em seguida, tratamos o grau de liberdade tunelante, que esta acoplado aos outros
graus de liberdade (banho efetivo), pelo método de coordenadas geradoras |9, 10].
Para tanto, consideramos estados coerentes como sendo uma boa representacao para
as funcoes de onda tanto do grau de liberdade tunelante quanto do banho. A
exigéncia amplamente discutida em [28| e utilizada por F. F. de Souza Cruz, M
Ruzzi e A. C. K. Schmidt [11], que estabelece que o grau de liberdade tunelante se
acopla com os estados de energia mais baixos do banho, vincula esses dois graus de
liberdade dando como resultado um grau de liberdade tunelante efetivo, que contém

também informacoes do banho e do acoplamento.

Entao, calculamos, a partir da coordenada geradora redefinida, o niicleo do ope-
rador de energia do método de coordenadas geradora e o mapeamos com o método
de D. Galetti |[12] que nos d4 uma hamiltoniana efetiva escrita em termos de um par

de varidveis dinamicas.

Como visto no capitulo 5, a partir dessa hamiltoniana efetiva, utilizamos a

abordagem da massa efetiva para encontrar o desdobramento dos niveis para o

47
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primeiro dubleto de niveis da particula tunelante. Considerando a massa efetiva co-
mo o agente modificador do desdobramento, ficamos naturalmente apenas com um
parametro, x, (implicitamente podemos dizer que ele depende de dois parametros:
C e ko, porém é impossivel encontrarmos valores para estes parametros separada-
mente). O resultado s6 depende da razio entre eles. A abordagem da massa efetiva
da resultados que podem estar de pleno acordo com o valor experimental (21,5

cm™ 1), para isso basta ajustarmos adequadamente o parametro.

Assim, com o objetivo de encontrarmos o valor experimental para o desdobramen-
to dos niveis, temos apenas que variar o parametro y no calculo numérico. O valor
experimental é encontrado quando x? = 0,10459. Desta forma, de um outro ponto
de vista, aqui também fica explicita uma relacao entre a constante de acoplamento

c c

.o A . o . o 2 , ~
e a freqiiéncia (55 = xm), pois kg = mw? e x é o valor da razdo e

Por outro lado, usando a aproximacao de Landau, rearranjamos a expressao origi-
nal do desdobramento para mostra-la em termos de uma relacao entre a expressao
sem acoplamento e a que depende do acoplamento. Na anélise grafica comparativa
entre a aproximacao numérica de nossos resultados e os dados obtidos por uma
expressao, ajustada aos dados numéricos, construida a partir da expressao correspon-
dente de Landau, vimos que houve um bom acordo entre as duas formas para o
desdobramento. Em particular, para valores menores do parametro x ha um melhor
ajuste do que para valores maiores de Y, justamente na regiao onde se encontra o

valor obtido experimentalmente.

Ressaltamos que o proposito do nosso trabalho nao foi somente a busca e a
obtencao de resultados para o desdobramento dos niveis, mais do que isso, a forma
como calculamos esse desdobramento de niveis também foi nosso foco de atencao.
Nesse sentido, a conclusao de que a massa efetiva tem um papel importante na
descricao deve ser enfatizada. No estudo do fenomeno de tunelamento de A. O.
Caldeira e J. A. Leggett em [25], os autores também ja tinham obtido uma massa
efetiva (que incorpora os efeitos de outros graus de liberdade), e que se apresenta
como agente causador de modificacao do processo de tunelamento, embora este

estudo nao tenha sido realizado para descrever a molécula de malonaldeido.

Como no presente caso temos apenas dois dados experimentais, a saber, a altura
da barreira e a separacdo entre os oxigénios, nossa descricao fica dependente do

Gnico parametro desconhecido y, presente na massa efetiva, ou seja, o potencial
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é completamente caracterizado pelos dados experimentais e toda dependéncia com
o banho e o acoplamento, variaveis desconhecidas, se manifesta através da massa
efetiva. Assim, verificamos que o procedimento desenvolvido, levando-se em conta
que ele nos d4 uma hamiltoniana efetiva que nao depende dos detalhes da descricao
envolvida, pode ser de bastante utilidade no estudo dos efeitos de acoplamentos
de graus de liberdade, associados a um banho efetivo, no tunelamento quéntico de

barreiras de potencial.



Apéndice A

A Transformada de Weyl e os

Operadores

No segundo capitulo utilizamos a transformada de Weyl para mapear os opera-
dores. Vamos aqui discutir um pouco mais essa transformada. Assim, nosso ponto
de partida [30]

A

A p—ﬂ>d77. (A1)

i n
— hqn —
aw(p; q) / e <p +5 5

é a transformada de Weyl do operador A com respeito aos operadores de momento

e coordenada p e q.

E possivel encontrarmos o operador A a partir de sua transformada de Weyl

aw(p, q). Apds algumas manipulagoes algébricas chegamos a expressao [30]
P . W b2 o
A= /5(q — q)o(p — p)eziwdaa,(p, q)dpdg. (A.2)

Para achar o operador A partir de (A.2) devemos primeiramente calcular

0y (p; q) (A.3)

e depois substituir as variaveis ¢ e p pelos operadores ¢ e p. Aqui devemos manter

(
K
op

QJ‘QJ

h
e 2

os operadores de coordenadas a esquerda dos operadores de momento.

De forma geral temos

2" k=0 k

A== ( ! )ﬁkf(d)ﬁ”"“ = fla)p", (A.4)

50
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onde o simbolo = significa a associa¢ao através da transformada de Weyl.

Agora, vamos mostrar alguns exemplos:

a) f(q) = f(4)
Neste caso temos somente a fungao dependente da posigao, isto é, p™ = 1, logo
n = 0. Usando (A.4), temos

= 5> ( X ) P I@ = 7). (A5)

k=0

b) p=p.
Agora a funcao f(¢) = 1. Novamente, usando (A.4) obtemos

p=$Z<;>ﬁ’“ﬁ1-’“=%<ﬁ+ﬁ>=ﬁ. (A6)
I R B S SUPPRP 1 A
( ) prf(Qp T = §[f(Q)p+pf(Q)] =3 {f(@),p}. (A7)

Flalp= 23" ( ’ ) PP = @R + 2@+ ()]

22 k 4
k=0
1
= @5} 5} (43)
Analogamente, chegamos a expressao
1

onde existem n anti-comutadores.

Portanto, observamos que a hamiltoniana escrita como uma fun¢ao no espaco de

fase quantico,

Huw(q,p) = f(Q)p* + V(q) (A.10)
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é equivalente a hamiltoniana

J@.9).9) + V(@) (A1)

escrita em termos dos operadores ¢ e p. Como o procedimento de F. F. de Souza
Cruz, M Ruzzi e A. C. K. Schmidt [11| é baseado numa expressdo do tipo (A.11),

este resultado nos aponta para a equivaléncia das descrigcoes.



Apéndice B

O Estado Coerente do Oscilador

Harmonico

B.1 Propriedades dos estados | o)

Vamos denotar, para o estado coerente de um oscilador harmoénico, o autovetor

do operador a com autovalor «, por | a), isto &,

ala)=ala). (B.1)

Para estudar algumas propriedades dos estados | a) vamos expandir esses estados

na base dos estados estacionarios | ¢,,) do oscilador harmonico
[a) =D cala) | on). (B.2)

Aplicamos o operador a naquela expansao

ala) =Y eal@)n | éni) (.3)

n

e substituimos a expressao (B.3) em (B.1) obtendo

«

Cni1(a) = \/n_ch(a).
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Da relacdo acima, encontramos, por recorréncia, todos os coeficientes c¢,(a) em

funcao de ¢y

cn() = mco(a). (B.5)

De (B.5) segue que, quando cy(a) ¢ fixado, todos os ¢,(a) também sao fixados. O
vetor | ) é, portanto, tnico para cada fator multiplicativo. Escolhemos cy(a) real
e positivo e normalizamos o estado | ), determinando assim sua completeza. Nesse

caso, os coeficientes ¢, (a) satisfazem

Z | ea(@)]? =] co(a)] QZ \o;# =| co(a) | 2l = 1. (B.6)

A partir da expressao acima econtramos o valor para co(«)

2
_ e

cola) =€ 2 (B.7)

e finalmente

()= F Y 5% | 6) (B.3)

B.2 O Operador D(«a): A Fungao de Onda
| ¢alz))

Consideremos agora D(«) como sendo um operador definido como
D(a) = e*'—"a, (B.9)
O operador D(«) é unitério, isto é,
D(a)D'(a) = D'(a)D(a) = 1, (B.10)
com Di(a) = e*"oeal|
Podemos ainda escrever

2
—lo]

D(a)=e"2 6aaT6_o‘*a, (B.11)
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conhecida como relacao de Baker-Haussdorf. Agora, calculando a acao do operador

D(«) sobre o estado fundamental, onde

(1*2

2

e | o) = (1—a*a+ a2+...> | do) = o), (B.12)

temos

(aa®)"
n!

D(a) | b)) = e—\gfeaaf | o) = 67\;\2 Z

n

_ st Zn: \‘;‘% | ). (B.13)

| ¢o)

Comparando (B.8) e (B.13) temos que

| @) = D(e) | do)-

O operador D(«) é, portanto, uma transformagao unitaria que leva o estado funda-

mental | ¢o) em um estado coerente | ). Assim, utilizamos a notagao

Pa(r) = (2| @) (B.14)

para caracterizar o estado coerente | ) na representa¢do | x) e, para calcularmos

vo(x), escrevemos o operador aa’ — a*a em termos de x e p

Usando (B.11) e a expressao acima obtemos

D(a) = eval=oa — oVF (557w (5 )" (B.15)

Logo,

o v (S )P

pule) = 5 T CH)

¢0> . (B.16)

_iAp ~ . .
O operador e~ 7 efetua uma translacao ao longo do eixo x, ou seja,

em(ﬁ>p_<x— e (a+a")

(B.17)

2mw
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Substituindo (B.17) em (B.16) temos

o) = == V(5 )7 (m - i(a+a*>> (B.18)

2mw
e se na expressdo acima escrevermos « e o em funcao de (), e (p), teremos
Oo(x) = eoeiPlatho (1 — (2),), (B.19)

onde o fator de fase global ¢ definido por

A relagao (B.19) mostra que ¢, pode ser obtida a partir da fungdo de onda do
oscilador harménico do estado fundamental ¢o(x). Uma observagdo importante é
que para tal obtencao ¢é suficiente transladar esta fungao ao longo do eixo Oz pela
quantidade (x), e multiplici-la pela oscilacdo exponencial ' ( ¢ fator e pode

ser omitido). Se substituirmos ¢, em (B.19) pela sua expressao explicita

Palz) =€ (%)31 exp {— {%} 2 + i(ﬁh%} 7 (B.20)

a forma do pacote de onda associado ao estado coerente | ) é dada por

| pa(z) |?= %exp {—% [%r} (B.21)

Portanto, para qualquer estado | a), obtemos um pacote de onda gaussiano. Este

fato deve ser comparado com o fato de que produto Az,Ap, é sempre minimo.

B.3 O produto escalar de dois estados

Os estados | a) s@o autovetores do operador ndo hermiteano a, portanto, nao ha
razao 6bvia para estes estados satisfazerem as relacoes de ortogonalidade e fechamen-

to. Isto é o que vamos investigar nessa secao.
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Consideremos dois autoestados | @) e | o) do operador a. A partir da expressao

(B.8) temos o produto escalar destes dois estados
(@] o) =) cia)ea(a), (B.22)

ou seja, temos que

* I\n
(a| o) = e_‘;‘2e_|3,‘2 Z (a CT) = e%ape_‘;/@ea*a/. (B.23)
n!
n
Da tultima expressao, concluimos que
(o] o)) = elome (B.24)

e que o produto escalar entre dois autoestados do operador a somente é nulo assin-
toticamente. Entretanto, vamos mostrar que qualquer estado | ) satisfaz a relacdo

de fechamento
- VetaatRe(o))atim()) =1 (8.25)
Prova: usando em (B.25) a expressio (B.8) temos
e Z% | 6a) ;%wm | d{Re(@)}d{Im(@)}.  (B.26)

Fazendo uma transformacao para coordenadas polares do plano complexo com o =

pet? | temos
/ pdp / T i T 600 | o, (B.27)

Calculamos a integral sobre a varidvel ¢ como

27
/ MM = 276,
0

o que nos leva a

S b [ on o 1= 1, (B.23)
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onde
I" = 2/ pe? pPrdp = / e “u"du, (B.29)
0 0
integrando por partes encontramos a relagao de recorréncia
I, =nl, 1, (B.30)
cuja solucao é
I, = nlly = nl. (B.31)

Substituindo o resultado encontrado na expressao (B.31) em (B.28) escrevemos em
(B.25)

Z | ¢n><¢n |: L, (B.32)

que é uma relacao bem conhecida, e assim provamos a relagao.

Baseados nessas propriedades é que podemos usar o espaco dos estados coerentes

como base para expansoes e, em particular, no método de coordenadas geradoras.



Apéndice C
Calculo dos elementos de matriz

No capitulo 5 procuramos obter o desdobramento dos niveis de energia por um
método variacional que utiliza uma base de oscilador harmonico auxiliar, expressao
(5.3), para efetuar a diagonalizagdo da hamiltoniana efetiva, encontrando para esta
a expressao (5.4). Neste apéndice vamos mostrar como foi realizado o célculo dos
elementos de matriz, na base do oscilador harmonico auxiliar, utilizados no calculo

numérico.

A solugao para a equacao de Schrédinger de um oscilador harmoénico, no nosso

caso dada pela expressao (5.3), é conhecida e é dada por

U,(€) = Noe T H, (6), (1)

onde

Ny= ot (C.2)

/2

e H,(&) o respectivo polinomio de Hermite.

Como é conhecido, essas solucoes sao ortogonalizadas

/ (U () = G (©3)

[e9]

Em seguida, diagonalizamos a hamiltoniana, obtida na expressao (5.4), na base

dos estados do potencial auxiliar. Assim, os elementos de matriz da hamiltoniana

99
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(5.4) serao
N A G GE (C.1)
o) 2 2 2
= NN, { / T H(€) (015—52 + 0o + Cy* + 04) e-%Hm@)] dg,
onde C = —1, Cy = —4, ngm”%eal:%.
Utilizando as propriedades
:iém+aw (C.5)
d 1 -
(aa" )W, = (n+1)¥, (C.7)
(a'a)V, = n¥, (C.8)
(@), = /nn—1)..(n—j+1)¥,_; (C.9)
(@)W, = /(n+1)..(n+5) ¥, (C.10)
com j e n inteiros, calculamos, por partes, os elementos de matriz da expressao (C.4)
i)
/°° _e& N\ e B
N e 2 Hn<€) C’Id—52 e 2 Hm(f) df = (Cll)
= % [\/m(m —1)0nm—2 + \/(m + 1)(m + 2)0pme2 — (2m + 1)(5n7m}
ii)
[ (o) e (o) e - (12
= % [\/m(m — Ddpm—z +V/ (m+1)(m +2)0pmi2 + (2m + 1)5n,m]
iii)
[T e () e Hale)] s - (©13)

% [\/(m + 1) (m 4 2)(m 4 3)(m + 4)6pmia + [6m(m + 1) + 3]6nm

(4m 4 6)\/(m + 1)(m + 2)0p iz + (4m — 2)/m(m — 1)6,m_o
Vm(m —1)(m — 2)(m — 3)5n,m_4}

+ o+
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iv)

[ / h e—an(g)C4e—me(§)] dé = Cibpm: (C.14)

o0

A matriz a ser diagonalizada é a soma de todos os itens acima. Rearrajando os

coeficientes encontramos

Huym = %\/(m +1)(m +2)(m +3)(m + 4)Spmia + (C.15)
+ [% + % + %(4771 + 6)} Vi + 1) (m +2)8nmp2 +
+ {(—% - %) (2m+1) + %[Gm(m +1)+3)+ 04} S +
+ [% + % - %(4771 —~ 2)} m(m — 1)0pm-2 +
+ Sl D= 2 B s

A matriz (C.15) ¢ usada no calculo numérico para encontrar os autovalores e au-
tofuncoes da hamiltoniana de interesse. Usamos, como parte do programa de calculo
numeérico, a subrotina "Eigen", que diagonaliza essa matriz de entrada. Aplicamos
adicionalmente um método iterativo de efetuar a diagonalizacao que aumenta em
quatro ordens a dimensao da matriz a cada iteracao, e o calculo é interrompido
quando a diferenca entre os autovalores, do estado fundamental, da peniltima itera-
¢ao e da tltima forem da ordem de 10~7. No caso especifico da hamiltoniana apre-
sentada para o malonaldeido, ajustada a partir dos dados experimentais, esse proce-
dimento nos leva a uma matriz de dimensao 42, que satisfaz a condicao de con-

vergéncia pré-estabelecida.
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