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Melo, A. A. S. Particulas de Spin Fracionario em 2+1 Dimensées com Spin
ndo Paralelo ao Momento. Guaratingueta, 2001. 94 p. Dissertagdo (Mestrado
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RESUMO

Nesta dissertagdo estudamos uma agdo para particulas de spin fracionario. Por
meio de um modelo que faz uso dos invariantes quadraticos de Casimir da
algebra de Poincaré e de um nimero de variaveis extras do espago de fase
apenas o suficiente para garantir que algebra de spin seja candnica, chega-se a
uma agdo simples que descreve particulas de spin fracionario. Mostramos
neste trabalho que tal formulagdo ndo permite que o spin seja paralelo ao

momento, ao contrario de outras formulagdes na literatura. Introduzimos
diferentes extensdes desse modelo incluindo interagdio com o campo
eletromagnético externo, dupla polarizagdo e supersimetria. O modelo com
spin n3o paralelo a0 momento se mostrou autoconsistente classicamente.

PALAVRAS CHAVE: Anyon, vinculos, spin fracionario, estatistica
intermediaria, teoria de grupo, grupo de Poincare, supersimetria.




Melo, A. A. S. Fractional Spin Particles in 2+1 Dimensions with
Noncollinear Spin and Momentum. Guaratinguetd, 2001. 94 p. Dissertagdo
(Mestrado em Fisica) — Faculdade de Engenharia, Campus de Guaratinguets,
Universidade Estadual Paulista.

ABSTRACT

In this master's thesis we study an action for a fractional spin particle. By
using a model based on the Casimir quadratic invariants of the Poincaré
algebra and a number of extra phase space variables only enough to guarantee
the canonical spin algebra one gets a simple action that describes fractional
spin particles. We show in this work that such formulation does not allow that
spin and momentum be parallel, opposite to other formulations found in the

literature. We introduce different extensions of this model that include
external electromagnetic field interaction, double polarization and
supersymmetry. The model with noncollinear spin and momentum proves to
be selfconsistent at classical level.

KEYWORDS: Anyon, constraints, fractional spin, intermediate statistics,
group theory, Poincaré groups, supersymmetry.




Capitulo 1

Introducao

Em 2 + 1 dimensdes existe a possibilidade do surgimento de particulas
de spin e estatistica fraciondrios, chamados anyons. Aparentemente certos esta-
dos de quase particulas que ocorrem em fenomenos planares como o efeito Hall
quantico fracionario e supercondutividade a altas temperaturas tém propriedades
semelhantes aos anyons [23, 34], o que torna esses modelos de grande interesse
na fisica atual. Uma forma de obter anyons é por meio do acoplamento com um
campo de Chern-Simons e nao esta claro se isso resulta em interagoes residuais
levando a questao da existéncia de anyons como particulas livres relativisticas.
Varios modelos tém sido propostos na literatura para descrever tais particulas e
este trabalho baseia-se na extensdo de um desses modelos.

Basicamente existem na literatura duas formulagoes usadas para descre-
ver anyons relativisticos em primeira quantizacao.

Uma vez que em 2+1 dimensoes as particulas massivas de spin fraciondrio
tém o mesmo numero de graus de liberdade das particulas massivas de spin nulo,
ou seja, o spin nao representa grau de liberdade [14, 20], pode-se usar as mes-
mas vdriaveis de espago-tempo (z,, p,, p = 1,2,...,D) usadas para particulas
relativisticas de spin nulo para descrever anyons. Esta é a chamada formulagao
minima.

Na formulagdo minima o spin S, é paralelo a0 momento p,. Essa é
uma escolha conveniente, pois as particulas relativisticas em 2 + 1 dimensdes

sao caracterizadas pela massa e pela componente do spin ao longo do momento.
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Assim o fato de o spin nao representar grau de liberdade permite impor que a

componente de S, ndo paralela a p, seja nula, tornando essa escolha a mais direta.

No entanto, esta formulagdo possui diversas desvantagens tais como o
aparecimento de parénteses nao canénicos como {z,,z,} # 0 e anomalias na
algebra de spin, isto é, {S,,S,} = 0 ao invés de {S,,S,} = €uwaS® que é a
algebra usual do momento angular em 2 + 1 dimensdes. Alternativamente, é
possivel redefinir as coordenadas z, para que elas satisfagam parénteses canénicos
mas as novas coordenadas nao se comportam como um vetor por transformacao
de Lorentz. Tais problemas dificultam a quantizacao do modelo.

A outra formulacao, chamada de estendida, faz uso de varidveis extras
do espaco de fase (g;, ;) de modo a garantir a realizacdo da dlgebra do momento
angular para as componentes do spin e uma dlgebra canonica para as coorde-
nadas: {z,,z,} = 0. Tais formulagdes requerem a utilizagdo de vinculos extras
na teoria para que os graus de liberdade extras sejam eliminados sobrando ape-
nas os correspondentes as particulas de spin nulo como na formulagdo anterior
(minima).

A grande desvantagem do formalismo estendido é que as lagrangianas
obtidas sao geralmente complicadas e nem todas as formulagoes estendidas sdo
explicitamente covariantes de Poincare.

Neste trabalho utilizaremos uma formulagao estendida que faz uso do
menor nimero possivel de varidveis extras, ou seja, o espago de fase é minima-
mente estendido, de modo a preservar sua estrutura canonica e a algebra de spin.
Isto nos leva a mais simples lagrangiana conhecida na literatura para a particula
livre de spin fraciondrio em 2 + 1 dimensdes. Tal formulagao foi sugerida em
(12, 18].

Outra caracteristica desta formulagdo é que, diferentemente da formu-
lagdo minima, ela ndo permite que o spin seja paralelo ao momento, ou seja,
trabalhamos o tempo todo com o spin ndo paralelo a0 momento.

Em [12] foi estudada apenas a teoria sem interacdo. O objetivo bésico
desta dissertagao é ampliar os estudos feitos em [12] introduzindo interagdo com

campo eletromagnético externo (Capitulo 6), Supersimetria (Capitulo 7) e dupla
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polarizagao (Capitulo 5) confirmando a autoconsisténcia da formulacio minima-
mente estendida de [12, 16].

No Capitulo 2 damos uma explicagdo sobre o porqué da possibilidade
de anyons em 2 + 1 dimensGes sob o ponto de vista da teoria de grupos e da
estatistica. No Capitulo 3 introduzimos o formalismo de Dirac para sistemas
vinculados de forma reduzida dando o exemplo de uma particula relativistica de
spin nulo que também servird para introduzir o método de obtencao da acao por
meio dos invariantes de Casimir da dlgebra de Poincare. No Capitulo 4 discuti-
mos a acao para particulas de spin fracionario obtida por meio dos invariantes de
Casimir mostrando que quando tomamos os casos particulares de spin 1/2 e 1 as
equagoes de movimento podem ser escritas em fun¢ao do invariante de Casimir
relacionado ao spin. Mostramos também a equivaléncia de solugdes compactas
e ndo compactas obtidas em [12] e [16] por meio de uma mudanca de varidveis.
Além disso, damos uma descri¢cao dos formalismos minimo e estendido, usados
atualmente na formulagao de anyons, e demonstramos que o spin nao pode ser

paralelo a0 momento no modelo minimamente estendido que adotamos, isto é,

com S*S, < 0. No Capitulo 5 estudamos o caso de dupla polarizagdo por meio

da introducao de um vinculo quadratrico. No capitulo 6 estudamos a particula
relativistica de spin 1/2 e seu acoplamento com o campo eletromagnético externo
por meio de um modelo supersimétrico o que leva, por analogia, ao acoplamento
nao minimo da particula de spin fraciondrio com o campo eletromagnético exter-
no. Concluimos no Capitulo 7 com a adigdo de supersimetria ao modelo levando
a uma agao supersimétrica no espago-tempo e a realizagao da superilgebra de

Poincare N =1 em 2 + 1 dimensaes.
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Capitulo 2

Spin e estatistica em 2+ 1

dimensoes

2.1 O grupo de rotagoes e o momento angular

Em duas dimensoes espaciais, ao contrario de dimensoes mais altas as
possibilidades para o spin e estatistica das particulas nao se restringe aos casos
de férmions e bésons, ndo sendo o momento angular necessariamente quantizado
em unidades inteiras ou semi-inteiras de i. Veremos que essas particulas podem
obedecer estatisticas intermediarias entre bosons e férmions, o que resulta direta-
mente das propriedades do espago em duas dimensoes. Particulas que obedecem
tais estatisticas sao chamadas de anyons.

Embora anyons nao sejam particulas reais, desde que sé existem em duas
dimensaes, certos sistemas fisicos podem ser considerados em aproximacao como
bidimensionais. Assim por exemplo, em certos sistemas de matéria condensada a
interface entre dois filmes finos de diferentes semicondutores pode ser considerada
bidimensional. No caso do efeito Hall quantico fracionério, por exemplo, tem
sido observado certos estados que possuem spin e carga fracionérias e estatisitica
intermediaria como mencionamos na introducao.

Do ponto de vista tedrico a ndo quantizagao do momento angular em duas
dimensoes espaciais pode ser verificada diretamente da andlise das representagées

irredutiveis do grupo que gera rotacoes.

16
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Vamos comparar o grupo das rotagoes em trés dimensdes SO(3) com o
grupo de rotagdes em duas dimensoes SO(2).
Consideremos primeiro o grupo SO(3). Designando os geradores in-

finitesimais do grupo SO(3) como Ji, J> e J; temos (vide, por exemplo, [33]):

[Ja: Jb] = z‘gﬂb{:'jc:: (21)

onde J; serd identificado também com o gerador do subgrupo SO(2) de rotagoes
no plano zy.

Definindo os operadores J. como

Jo=— (1 i),

1
_ﬁ

obtemos as relagoes de comutagao

(Vi Il = d3; [, Ja] = 2.

Além disso, temos as relagoes de hermiticidade

J=d JN=J; (=123). (2.4)

1

Podemos definir também o operador de Casimir J 2 de SO(3) tal que ele comute

com todos os geradores do grupo:

IP=R 4B+ B =Tl I+ 15

J2=J JJL+J.Jt + 2.

Usando (2.3) obtemos

2y =2 =F(l=1); 21 Ji=J2-J(s+1). (2.7)

Vamos agora determinar o espectro de autovalores de J? e J;. Deno-

taremos os autovalores de J2 e de J3 por X e m respectivamente. Como J 2 e
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J3 comutam eles podem ser diagonalizados simultaneamente da mesma maneira
que J J_ e J_J;.

Assim vemos que J2 pode ser escrito como a soma de operadores hermi-
tianos positivo definidos que comutam entre si, vide (2.6), portanto deve ser um
operador hermitiano positivo definido. Assim, para uma representacao unitaria,
os autovalores de J 2 devem ser reais e nio negativos. O operador J3 é hermitiano

também e deve ter autovalores reais. Assim podemos escrever

j.2|X’m>=X|X!m> (XZOSXES%)i

Usando (2.7) temos

2J_Jy | X,m) =[X —m(m+1)]|X,m);

2J,J_|X,m)=[X —m(m-1)]|X,m). (2.11)

Como J,J_ = JyJ} e J_J, = J_J! o0s autovalores de J,J_ e J_J, sdo positivo

definidos. Isso implica em

X-m(m=1)>0. (2:12)

Vamos entdo determinar os valores de X e m que satisfazem (2.12) e
que a0 mesmo tempo sdo consistentes com as relagoes de comutagao do SO (3).

Usando tais relagoes obtemos

(X, m|[J3, J4] | X,m) = (m' — m) (X, m| J4 |X,m) = (X,m/| J; |X,m),
(2.13)
de onde concluimos que sucessivos autovalores m de J; devem diferir por uma

unidade:
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Figura 2.1: Representagdo grafica das parabolas a esquerda de (2.12) e regiao de

validade de (2.12). (para X > 0).

m' —m=1. (2.14)

Para valores ndo negativos de X é possivel satisfazer as duas desigual-
dades (2.12) simultaneamente com valores reais de m se e apenas se m tiver um

limite superior positivo m, e um limite inferior negativo —my. (ver figura 2.1):

—my < m < my; (2.15)

1.
—+4/=+X. 2.16
sty (2.16)

m+=—

De (2.16) temos

X =my (my +1). (2.17)

Como dois autovalores diferentes dentro da mesma representacgao irredutivel difer-
em por um inteiro (vide (2.14)), entdo my — (—m4) = 2m, deve ser um inteiro
nao negativo, portanto m, deve ser inteiro ou semi-inteiro nao negativo. Na fisica
utilizamos freqlientemente a notacdo m, = j =0, %, 1, %,

Podemos identificar os autovetores |7, m) com a base do momento angular
para uma dada representacdo unitaria de SO(3), onde para um dado valor de j

teremos 27 + 1 valores de m:
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m=—ji—J+ lyad—1id (2.18)

Portanto as representagoes unitarias de SO(3) sdo todas de dimensao finita igual
a 25 + 1 e o momento angular assume valores discretos.

Das equagdes (2.10) — (2.11) podemos obter

£
V2

Os operadores J, e J_ tém a propriedade de subir e descer os valores de m por

Jiljmy=—=vVi(G+1)—-m@m=1)|jm=*1). (2.19)

uma unidade.

Para o grupo SO (2), como sé temos o gerador J3 ndo temos as condigoes
impostas por (2.12) e (2.14) e portanto ndo hd quantizagdo do momento angu-
lar em duas dimensoes espaciais. Como J; = J3 os autovalores ‘m’ podem ser

quaisquer nimeros reais.

2.2 O grupo de Lorentz em 2 + 1 dimensoes

Do ponto de vista relativistico devemos olhar para as representagoes ir-
redutiveis do grupo de Lorentz em 2 + 1 dimensdes, o qual, diferentemente do
grupo SO (3), devido & sua métrica (+,—, —), possui representagdes unitirias
irredutiveis infinitas e semi-infinitas.

Vamos entao obter uma classificagdo para as representagdes unitarias de
SO(2,1) em termos dos espectros de autovalores de seus operadores de Casimir
J? e do gerador J; de seu sub-grupo compacto SO(2). Os geradores de grupo
Ji, J5 e J; de SO(2,1) satisfazem as relagdes de comutagao

[‘}:u JL] = i€uwad’?,

que na nossa assinatura (+, —, —) se traduz em

[N Bl =idys [ Jol = =idy; [, Ji] = —idy,

Definindo J:
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i (i1 £ ),

_. 1
V2
obtemos as relagoes de comutagao

[ 0] = s [, i) = %4, (2.23)

idénticas ao caso SO(3). Mas para representagoes unitarias de SO(2,1) devemos

ter

Jl=-J.

O operador invariante de Casimir de SO(2,1) é dado po:

P2 =Jf ~Jf - =8 + L0+ I T,

=2~ I g Jh. (2.25)

Notamos que J™ nio é mais uma soma de operadores hermitianos positivo defi-
nidos e portanto seus autovalores cobrem o dominio dos nimeros reais. Usando
(2.23) e lembrando que (2.24) implica que autovalores de J} J' e J' J! devem ser

reais e negativo definidos escrevemos J,J_ e J_J, como

2L J_ =2 =T+ Jy(Jo—1);
—2J Jy =270 = -T2+ Jy (Jo+1).

Definindo para o operador J?;

J?X,m)=X|X,m) XeR,

€, COmo no caso anterior

Jo|X,m) =m|X,m) meR,

onde |X,m) é um autovetor simultianeo de J'? e Jj, podemos escrever




.
\)

Figura 2.2: Representagao gréfica das pardbolas a esquerda de (2.32) e regido de

validade de (2.32). (para X > 0).

=2J_Jy | X,m) = [-X +m(m+1)]|X,m);
—2JJ_|X,m) = [-X +m(m - 1)] | X,m),

o que implica

-X+m(m=<x1)>0. (2.32)

Podemos entao obter uma classificagdo completa para as representagoes
unitdrias de SO(2,1) em termos dos autovalores de J” e J} determinando os
valores reais de X e m que satisfazem (2.32) e as relagoes de comutagao (2.21).
Como no caso SO (3), as relagdes de comutagao implicam em (2.13), ou seja,
sucessivos valores de m devem diferir por uma unidade. Podemos dividir os casos

que satisfazem a (2.32) em trés.

Para o caso X < —%, m assume valores infinitos e sem limites!.

Para o caso —41 < X < 0, m pode assumir valores infinitos ilimitados ou

infinitos limitados a esquerda ou a direita.

1Para o modelo de anyons em que o spin ndo é paralelo a0 momento teremos a seguinte
relagdo entre X e o operador de spin S: §2=—(s2+1) = X, onde s é uma constante real.
1

Portanto o modelo estudado nesta dissertagao se restringe ao caso X < —1.
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Para o caso X > 0, o mais comum na literatura, os valores de m assumem
valores infinitos limitados & esquerda ou a direita (figura 2.2)2.

Vemos portanto que no grupo SO (2, 1), ao contrario do SO (3), ndo ha
quantizacao do momento angular, ou seja, nao temos anyons no espaco euclidiano

D = 3 mas sim no espago de Minkowiski em D =2 + 1.

2.3 Estatistica das particulas em d = 2.

Vamos analisar agora a estatistica das particulas em duas dimensoes
espaciais.

A nogao de estatistica é usualmente relacionada com o sinal que a fungao
de onda adquire quando duas particulas sdo permutadas. Se a fun¢io de onda nao
muda de sinal, ela descreve um sistema bosénico, se ela ganha um sinal menos ela
descreve um sistema fermionico. Colocando de uma maneira mais geral, seguindo
a apresentacao de [24], se uma func¢do de onda % (1,2) descreve duas particulas
idénticas com momento angular definido, se movermos a particula 2 em torno da
particula 1 por um angulo azimutal Ay (ver figura 2.3), a fungdo de onda muda

de acordo com

¥ (1,2) = ' (1,2) = V2% (1,2).

¥'(1,2)

Figura 2.3: Deslocamento da particula 2 em torno da particula 1 por um angulo

Aep.

2Para modelos com spin paralelo a0 momento temos S? = a (a — 1) e assim correspondem

1
a.XZ—E.
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A fase adquirida pela fungao de onda depende do parametro v o qual é
usualmente chamado de estatistica. A principio » é um nimero real arbitrario
como ja foi observado ao comentarmos o grupo SO (2) de rotagdes em 2 dimensdes
espaciais.

Consideremos agora a troca de posigao entre duas particulas feita de duas
maneiras diferentes:

i) Movendo a particula 2 em torno da particula 1 por um angulo Ay =7
e depois realizando uma translacao do centro de massa até alcangar a configuragao

inicial (ver figura 2.4);

Figura 2.4: Deslocamento da particula 2 em torno da particula 1 por um angulo

Ay =m.

ii) Movendo a particula 2 em torno da particula 1 por um angulo Ay =

— e depois realizando uma translagdo do centro de massa até alcancar a con-

figuracao inicial (ver figura 2.5).

Figura 2.5: Deslocamento da particula 2 em torno da particula 1 por um angulo

Ap = —.

No primeiro caso a fungdo de onda adquire uma fase exp (i7v) e no

segundo caso ela ganha uma fase exp (—irv). Existe uma grande diferenca entre
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estas operacoes em duas dimensoes e as mesmas operacoes em dimensoes mais
altas. Em D > 3 sempre é possivel deformar de forma continua a transformacao
i) de forma a alcangar ii) ndo sendo possivel distinguir as duas. Isto significa que

em D > 3 devemos ter

& =g, (2.34)

Isso s6 e possivel se v = 0,+1,+2, 3, ..., ou seja, a estatistica ndo pode

ser arbitraria. Pela troca de duas particulas a funcao de onda nao muda se v for

par (estatistica bosonica) e ganha um sinal se v for impar (estatistica fermionica)

(vide (2.33) para Ay = ).

Em duas dimensoes nao existe a possibilidade de deformar continuamente
o caminho i) no caminho ii) ja que as particulas nao podem passar uma pela outra.
Assim em duas dimendes i) e ii) sdo duas operagdes fisicamente e matematica-
mente distintas e (2.34) ndo é necessariamente vélido e v pode ter qualquer valor
real arbitrario. Assim nao temos apenas bésons ou férmions em D = 2 + 1 mas
também particulas de estatistica intermedidria (anyons). Outra conseqiiéncia dis-
so é que em duas dimensoes nao é suficiente especificar as configuragdes inicial
e final para descrever completamente um sistema; também é necessirio especi-
ficar como as diferentes trajetorias se cruzam. Ou seja, a evolugdo temporal das
particulas nao pode ser negligenciada. Este fato implica que para classificar e
descrever anyons, a representaciao do grupo de permutacoes deve ser substituido
por outro mais complexo, denominado grupo de trangas.

Uma das caracteristicas essenciais dos anyons é a violacao das simetrias
discretas de paridade P e reversao temporal T. No exemplo de duas particulas,
sob uma transformacgao de paridade ou reversao temporal, a fase adquirida pela

funcao de onda v (1,2) muda de acordo com

g gy g P (2.35)

para os casos i) e ii) respectivamente, e para v # 0,1 ocorre uma violagao de P
e T. Esta quebra da simetria discreta é usada experimentalmente para indicar a

presenca ou auséncia de anyons em fenémenos bidimensionais.
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Existem varias formas de obter um modelo que descrevam anyons, por
exemplo, utilizando o acoplamento com um campo de Chern-Simons o que leva
a formulacdo nao local de anyons. Outra forma nao local utiliza o modelo sigma
nao linear O(3). Naturalmente somos levados a questao: Como formular anyons

ou mesmo particulas relativisticas de spin fraciondrio em 2+ 1 dimensoes de forma

local? Qual a equagdo de movimento para tais particulas? E nesse contexto que

se insere nosso trabalho.
Tecnicamente utilizaremos o método de Dirac para sistemas vinculados
que serd introduzido no préximo capitulo e argumentos baseados em teoria de

grupos.




Capitulo 3

Quantizacao de Dirac

Como ferramenta bdsica nesta dissertagao usaremos o método de Dirac
para sistemas vinculados e um conhecimento elementar do grupo de (super)Poin-
care. Nesta primeira se¢ao faremos um resumo do método de Dirac cujo objetivo
é tornar este trabalho autoconsistente de forma que o leitor das se¢bes posteri-
ores nao tenha que recorrer a textos demasiadamente técnicos ou longos sobre
quantizacao de sistemas vinculados. Além disso este tema pode ser encontrado
em excelentes trabalhos na literatura [13, 18, 31].

O formalismo hamiltoniano desempenha um papel importante na fisica
tedrica pois sua utilizagdo em mecanica classica pode ser naturalmente generaliza-
da para a mecanica quantica (quantizacdo candnica). Todavia uma desvantagem
do formalismo hamiltoniano é que nele o tempo é uma coordenada que ocupa
um papel privilegiado se comparado com as coordenadas espaciais. Dessa forma
a covariancia por transformacoes de Poincare, um dos principios basicos da rel-
atividade, nao é explicita e deve ser verificada cuidadosamente sobre os estados
fisicos do sistema em estudo. Em contrapartida, no formalismo lagrangiano a
teoria pode quase sempre ser formulada de forma explicitamente covariante de
Poincare. Os dois formalismos podem ser todavia relacionados através de uma
transformagao de Legendre.

Vamos examinar o processo de passagem do formalismo lagrangiano para
o formalismo hamiltoniano. Assumindo um nimero finito NV de graus de liberdade

denotamos as coordenadas do sistema fisico por ¢,, n = 1,..., N. As velocidades
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sdo dadas por dg, /dt = ¢, e, embora nao seja o caso mais geral, vamos admitir que
a lagrangiana seja uma fungao das coordenadas e das velocidades L = L (gn, ¢n)-
Partindo da agao
t2

s= [ Ldt, (3.1)

t1

obtemos, por meio do principio variacional de agao estaciondria, as equagoes de

movimento de Euler-Lagrange

d [ 0L oL
2 (=) =22, 2
dt(aqn) 3an =2

Passamos do espaco de configuracoes de 2N coordenadas (¢y, ¢,) para o
espago de fase, também de 2N coordenadas (g,,pm), a partir das leis de trans-

formacao ¢, = ¢n(qm,p:) provenientes da definicdo dos momentos canénicos

L
Pn= B4,

(3.3)

Nem sempre todas as velocidades podem ser obtidas como fungao dos
momentos invertendo-se (3.3). Para cada velocidade indeterminada teremos uma

identidade da forma

va (g,p) =0, (3.4)

onde a = 1,..., M é e M é o nimero de momentos que nao podem ser obtidos
como fungao das velocidades. As identidades (3.4) sdo chamadas de vinculos
primarios.

De qualquer forma, mesmo com a existéncia de vinculos a hamiltoniana

canodnica pode ser obtida a partir da lagrangiana via transformada de Legendre

H(Q:p) —_— pnq-n. — L, (35)

onde usamos a convengao de Einstein com indices repetidos sendo somados. Cada
coordenada do espaco de fase evolui no tempo de acordo com as equagoes de

Hamilton abaixo, que sdo equivalentes a (3.2),
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. OH
pﬂ_ 6(}“}

e que podem ser escritas de uma forma compacta por meio de parénteses de

(3.7)

Poisson

.‘j:{ng}:

onde g = g(q,p) e

N (0A 0B 9A 8B
bl Z (a_%apn ~ p. aqn) ’
onde N é a metade da dimensdo do espaco de fase.

Evidentemente os vinculos levam a restri¢des sobre as variagoes das coor-
denadas do espaco de fase, em outras palavras, elas ndo podem variar independen-
temente, o que deveria se refletir nas equagdes hamiltonianas de movimento. Isto

sugere uma modificagdo da hamiltoniana candnica para uma chamada hamilto-

niana primaria H* que incorpore os vinculos. Como qualquer combinagao linear

de vinculos primdrios é igual a zero, podemos adicioné-los a hamiltoniana com

coeficientes a principio arbitrarios u,, obtendo

H* = H +wp: . @=L, (3.10)

A hamiltoniana acima leva em conta explicitamente a ndo independéncia das
coordenadas do espaco de fase devido aos vinculos primdrios. Entretanto elas
introduzem um grau de indeterminagdo nas novas equagoes de movimento via
coeficientes u,. A seguir tentaremos determinar os coeficientes u,.

Embora os vinculos sejam nulos, seus parénteses de Poisson com outras

varidveis em geral nao sdo nulos, de modo que s6 podemos fazé-los iguais a zero

1Obviamente poderiamos adicionar poténcias mais altas nos vinculos primdrios mas tais

termos extras nao contribuiriam para as equagoes de movimento
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ap6s o calculo dos parénteses de Poisson. Por essa razdo, Dirac introduziu o

conceito de fracamente nulo [13]

Va = 0. (3.11)

Como a equagdo acima é valida num instante qualquer ¢ devemos impor

a manutencao dos vinculos primdrios no tempo:
Pa = {Pa, H'} = {@a, H} + g {0, pa'} = 0. (3.12)

Eliminando o caso em que (3.12) resulta em inconsisténcia, o que significa
que a lagrangiana original leva a equagdes de movimento inconsistentes, estas
equagoes podem conduzir a trés situagoes distintas:

i) satisfeita identicamente, i.e., 0 = 0;

ii) leva a equagoes independentes dos coeficientes u,, isto €, {q, o} = 0

iii) leva a equagdes que impoem restri¢cdes sobre os coeficientes u,.

As equagoes do segundo tipo resultam em vinculos que nao sdo con-
seqliéncia direta da definicio de momento mas envolvem as equagoes de movi-
mento, por isso sao denominadas vinculos secundarios. Eles impoem novas

condigdes de consisténcia ; 0 (j =1,..., R), o que leva a outra equagao

b= {3, H} +uq {5, 0} ~ 0. (3.13)

Este processo é repetido até nao haver mais novos vinculos, resultando
no final em uma série de vinculos secundéarios e equagoes para os coeficientes u,.

Além de serem separados em primadrios e secundarios, os vinculos @4,
A=1,--- ,M,M+1,...,. M + R, podem ser classificados em duas classes. Os de
primeira classe ¢,, a = 1,--+ ,k e os de segunda classe x, onde « = 1,---,j tal
que j+k=M+ R.

Podemos definir qualquer grandeza R que seja funcdo das coordenadas
do espago de fase como primeira classe se ela possuir parénteses de Poisson

fracamente nulo com todos os vinculos:

{R,(I’A} ~ 0,
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caso contrario ela serd chamada de segunda classe.

Assim, os vinculos, independentemente de serem primarios ou secun-
dérios serdo classificados como de primeira classe ou segunda classe de acordo
com seus parénteses de Poisson com todos os demais. Tal classificagao estd in-
timamente ligada com a determinacdo de alguns dos coeficientes u, até entdao
indeterminados como segue. Separando os vinculos primdrios em dois grupos de
primeira e de segunda classe, respectivamente ¢;, xs € analogamente para os
multiplicadores u, = (uz,us) podemos escrever as equagoes de movimento para

uma grandeza qualquer g(q;, p,) como
g=1{9,H +uada} +us {9, xa}- (3.15)

Impondo a manutengdo no tempo dos vinculos de segunda classe, is-
to é, X3 = 0 nés podemos determinar os coeficientes uz = (C~1)% {xs, H},
onde (C“)Qﬁ ¢ a inversa da matriz formada pelos parénteses de Poisson entre os

vinculos de segunda classe:

Cop = {Xar X8} - (3.16)

Apés a determinacgao dos coeficientes ug, a equagdo (3.15) pode ser escrita como

9 =19, Hi+usxz} = {9, H}p , (3.17)

onde, de acordo com Dirac, introduzimos os novos parénteses abaixo:

{4, B}p = {4, B} — {4,xa} (C")* {xs, B} (3.18)

Estes novos parénteses propostos por Dirac tém todas as propriedades dos
parénteses de Poisson e, como conseqiiéncia direta de sua adogdo, os vinculos de
segunda classe se tornam fortemente nulos, x, = 0, podendo entdo ser excluidos
da teoria, o que leva a uma redugao direta do nimero de graus de liberdade.
Com os novos parénteses tudo se passa, vide (3.17), como se H* = Hy e x =
0 identicamente. Note que a defini¢do (3.18) é tal que se substituirmos, por

exemplo, B por qualquer vinculo de segunda classe temos

AV
cm 1 2 3 4 5 6 7 unespw.l 12 13 14 15 16 17 18



{Axv}p = {4 X} — {4 xa} (€71 (X5, X2}
= {4, X} - {4, xa} (CH)* Cp,
= {A, Xy} — {4, Xa} 62
={4,x,} - {4, x,} =0.

Ou seja, nao faz diferenca se x, = 0 antes ou depois de calcularmos os novos
parénteses. As equagoes de movimento formuladas com os novos parénteses sao
exatamente iguais as equagoes de Hamilton originais. Ao contrario dos multipli-
cadores hamiltonianos ug dos vinculos de segunda classe, que sdo completamente
determinados nesse processo, os multiplicadores hamiltonianos u, permanecem
indeterminados o que transporta tal indeterminagao para as equagdes de movi-
mento. Isso é uma conseqiiéncia da existéncia de simetrias locais, dependentes do
tempo, também chamadas simetrias de gauge. Na pratica isso significa que exis-
tem coordenadas espirias na teoria que podem ser eliminadas (fixagdo de gauge).
No processo de quantizagao da teoria hamiltoniana, mudamos as coordenadas do
espaco de fase para operadores e trocamos os parénteses por comutadores e a

fungdo de onda deve ser aniquilada pelos vinculos de primeira classe:
i = 0.

3.1 Particula relativistica de spin nulo

Para ilustrar a idéia bésica do procedimento a ser adotado nas se¢oes em
que trataremos de anyons tomaremos como exemplo a particula livre relativistica
de spin zero. Podemos escrever sua agao de forma proporcional ao comprimento
da linha do universo que ela percorre. Adotando, por razdes dimensionais sua

massa como constante de proporcionalidade:

T2
S= —mfds = —m/ dr+/T,1H,

1

onde ds? = dz,, (1) dz* (1) = &,d* (dr)°.
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As coordenadas z, (7) correspondem a representagdo paramétrica da
curva tracada pela particula relativistica conforme ela se movimenta no espago-
tempo, portanto 7 nao representa o tempo fisico, que é dado por zg, e sim um tem-
po ficticio. Dessa forma é esperado que ela possua simetria na reparametrizacao

de tempo ficticio. Fazendo 7 — 7 (7) e z, (1) — &, (7) temos

d di d dr ,. dzu(t) . df dzy (T)
& @ YOFEY o @

Substituindo na agao ficamos com

™ dr |df| . [dE, dEH
e ‘m/f & |ar| TV @ o

1

onde 7; = 7 (13).

Vemos portanto que o funcional S é invariante por reparametrizacgoes do
tempo ficticio que sdo monotonicas crescentes d7/dr > 0 e preservam os extremos:
7; = 7 (1) = 7;; ou monotonicas decrescentes d7/dr < 0 e trocam os extremos:
7(r)=ne7(n)=r.

Apesar da agao ser invariante, a quantidade z,4* ndo o é, ja que sob a

transformagdo 7 — 7 (7) temos 2,3* — (d7/dr)? (dz,/d7) (dz*/d7). No entanto,

¢é sempre possivel fazer uma escolha de reparametrizaciao de forma que tenhamos

(d7/dT) = k/ (\/(dx#/df) (d:n“/df)), onde k é uma constante. Dessa forma

? — k, ou seja, isso resulta na condi¢do de gauge: d(i?)/dr = 0. Abaixo
veremos que essa é uma condi¢ao de gauge natural do ponto de vista das equagoes
de movimento.

Da agdo (3.20) temos a lagrangiana

L =-my/z,1".

Da lagrangiana acima obtemos os momentos canonicos

_ 0L mi,
= e

N

Dado que p, = 0L/0z* = 0 isto leva a equagao de movimento para z,:




~E8;, -0 (3.23)

Ty

Impondo d (2?) /dr = 0 na equagdo acima, recaimos na equagio de movimento
conhecida para a particula livre z, = 0.

A simetria por reparametrizagdes 7 — 7 (7) é local e foi interpretada

acima como uma transformagido de gauge. A acdo (3.20) é invariante também

por transformacoes globais, isto é, independente de 7. Nesse conjunto de trans-

formacoes temos o grupo de Poincare em D dimensoes. Ou seja, translagoes e

rotagoes do espago-tempo. Infinitesimalmente temos respectivamente

drft=1¢" (3.24)

ot =w"=,, (3.25)

onde €* e w* = —w"* sao parametros infinitesimais independentes do tempo.
Podemos torna-los dependentes do tempo e utilizar o teorema de Noether para
determinar as quantidades conservadas:

0L = %6:&“ = p,é; (3.26)
Bl e i T

" O VET*

Dessa forma a variacdo da agao é proporcional a derivadas temporais dos parame-

(W*z, + w*z,) = puwhz,. (3.27)

tros infinitesimais das transformacoes, e de acordo com o teorema de Noether as
quantidades que multiplicam tais derivadas correspondem as cargas conservadas.

Reescrevendo-as em termos de coordenadas e momento temos de (3.26) e (3.27)

Pt =0, P, =g (3.28)

o =0, Jp =puy — Py, (3.29)

A partir dos parénteses de Poisson bdsicos

{xnspv} = Nuv;
{xm zfrf} =0;

{pmpv} — 0)
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nés podemos verificar que tais constantes de movimento geram a algebra classica

de Poincaré em D dimensoes

{p, P’} =0 (3.33)
{J*, P} = Pip*® — P07 (3.34)

{Jnv’ er} = P JVT 4 ¥ JHP — phT JVP _ VP JHO (3.35)

E importante notar que a algebra de Poincare acima possui dois invari-

antes de Casimir quadraticos que sdo combinagdes quadraticas de geradores que
comutam com todos os geradores da algebra. Um deles depende explicitamente
da dimensao do espago-tempo e esta relacionado com o spin da particula. O outro
Casimir P, P#, possui a mesma forma para qualquer valor de D e fixa a massa da
particula. Como no caso em questao nao ha spin, o tnico invariante de Casimir

relevante é P,P*. Pode-se verificar facilmente que
{P Pl Jyw} = 0={P,P", P} (3.36)

Voltando a definigdo do momento (3.22), vemos que temos D equagdes que pode-
riam ser usadas para determinar as D velocidades z,, em funcao dos D momentos
Py, mas apenas D — 1 dessas equagdes sdo de fato independentes, e, portanto,
uma das velocidades nao podera ser invertida em fungao dos momentos e con-
seqlientemente teremos um vinculo primario associado com a nao independéncia
de tais equagdes. Note que o lado direito de (3.22) é tal que a seguinte equagdo
(vinculo) é satisfeita:

o=p>-m?=x0. (3.37)

A hamiltoniana total é a soma da hamiltoniana candnica, nula neste caso,

com uma combinacao linear dos vinculos primérios. Portanto

Hy =3 (0" = m), (3.38)

onde o multiplicador hamiltoniano e é uma fungao arbitraria do tempo como os

coeficientes u, da segao anterior. Como H; nao depende de z,, é evidente que
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¢ = 0 e nao ha vinculos secundarios nesse caso. Note o fato, também trivial,
que ¢ é um vinculo de primeira classe. Em geral, vinculos de primeira classe
estdo associados a simetrias locais (dependentes do tempo) da agdo. No caso em
questao corresponde a simetria por reparametrizacoes do tempo ficticio 7 — 7(7).

Partindo para a quantizagdo , usando-se o operador p, = —id/dz* no
lugar do momento e exigindo que a fun¢ao de onda seja aniquilada pelos vinculos

de primeira classe
(p* — m?) ¥ =0, (3.39)

obtemos a equagao de Klein-Gordon para a particula relativistica de spin zero e
massa m em D dimensoes. Como P,P* ¢ um invariante de Casimir tal equagao
garante que os estados fisicos pertencam a uma representacao irredutivel do grupo

de Poincare caracterizada por possuir massa m.

3.2 Uma lagrangiana quadratica via invariante

de Casimir

A agdo (3.20) tem a inconveniéncia de depender de forma nao linear das
velocidades #,, o que dificulta, por exemplo, o seu uso no calculo do propagador
numa integral de trajetéria. Podemos obter uma acgao equivalente classicamente
a (3.20) porém com dependéncia quadratica nas velocidades através do seguinte
procedimento que serd adotado no caso de anyons. Note que a hamiltoniana
(3.38) H; nada mais é do que uma combinacdo dos invariantes de Casimir re-
levantes. Ou seja, P,P*. Tal fato garante algebricamente, vide (3.36), que os
geradores de Poincare serdao constantes de movimento J;w = {Jp,,Hl} =0 =
P, = {P,, H,}. Dessa forma, mesmo desconhecendo a origem geométrica da agio
(3.20) poderfamos ter sugerido que a hamiltoniana da teoria fosse (e/2)(p? —m?).
Podemos obter a lagrangiana via transformacao de Legendre da hamiltoniana
(3.38)

L =p,i* + m.é — H,, (3.40)
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onde agora introduzimos o campo conhecido como einbein e (7) e seu momento
conjugado 7, no espago de fase da teoria.

Usando a equacdo de movimento para p, : OL/Op* = &, —ep, =0 e
substituindo-a de volta na lagrangiana ficamos com a lagrangiana quadratica nas

velocidades

2 em2

I
= _— 4 —, 41
2e L 2 (3 )

Eliminado o einbein e através de suas equagoes de movimento e substituindo de

L

volta na lagrangiana (3.41) deduzimos (3.21) o que mostra a equivaléncia classica
entre (3.41) e (3.21)%. A lagrangiana (3.41) também leva & equagao de Klein-
Gordon, o que demonstra sua equivaléncia quantica com a lagrangiana (3.21). De
fato, analisando a lagrangiana (3.41) vemos que agora é possivel inverter todas as
velocidades 7, em funcdao dos momentos e poderiamos pensar que ela nao possui
o vinculo p?+m? ~ 0. Entretanto temos o vinculo 7, = dL/d¢é = 0 que advém da
impossibilidade de invertermos é = ¢é (e, 7). Impondo a manutenc¢do no tempo
desse vinculo primdrio {m., (¢/2) (p? — m?)} ~ 0 somos levados a p? + m? =~ 0
como vinculo secundario. Ou seja, agora temos um vinculo primario 7, =~ 0 e um

secundério p?> — m? ~ 0, ambos de primeira classe.

3.2.1 Limite nao relativistico

E fécil comprovar que (3.38) fornece o limite ndo relativistico correto

H, — p*/2m. E conveniente fixarmos o gauge do tempo préprio

X=To—7=0. (3.42)

Como {x, ¢} = {zo — 7,p?> — m?} = 2p, néo é fracamente nulo, ambos x e ¢ sdo
agora vinculos de segunda classe. Definindo x; = ¢; x2 = x temos os parénteses

de Dirac (vide (3.18))

2Na verdade temos duas solucdes de sinais diferentes para o einbein o que leva a lagrangiana
(3.21) a menos de um sinal. As equagdes de movimento para z,(7) sdo as mesmas para ambos

os sinais.

AV
cm 1 2 3 4 5 6 7 unespw.l 12 13 14 15 16 17 18



{A,B}p = {A, B} - {4, xa} (C")* {xs, B},

1 g1

()= =
2po -1 0

Com o uso de tais parénteses os vinculos x; = 0 = x, podem ser impostos

fortemente nulos. Assim H; = 0 fortemente, e a dindmica torna-se trivial, em

particular

X=in_1:{X:HI}D=0'

Entretanto 2o = 1 estd em contradi¢ao com
.’i'u = {iL'(}, Hl}D ={). (345)

O problema reside na dependéncia explicita no tempo do vinculo x. Esse
problema pode ser contornado passando-se da condi¢do de gauge explicita no
tempo g — 7 = 0 para Ty = 0 através de uma transformacao canonica o, —
o = 9 — 7, com as demais coordenadas do espaco de fase inalteradas. Tal

transformacao é gerada por

F=—poT+ ) {apa, (3.46)
A

onde a soma sobre o indice A corresponde a todas as coordenadas do sistema,

exceto z9. Dessa forma a hamiltoniana muda para

OF e
H, — H; — — = = (p* = m®) + po. (3.47)
at 2
Apds a fixagdo de gauge o = 9 — 7 = 0 os vinculos de segunda classe
x1 =29 =0 e xp = p? —m? = 0 sdo eliminados através de parénteses de Dirac, e

assim a dinamica é dada por

Hy = po = /p? + m?.

Note agora que ndo h4 mais contradicio zo = 0 = {0, H,} .
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Restituindo a velocidade da luz H; = 1/p%c? + m?c* e tomando o limite

nao relativistico (¢ — oo) temos

2
(mc)

H, = mc? [1+

Reproduzimos a energia de uma particula nao relativistica livre.
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Capitulo 4

Uma acao simples para particulas

de spin fracionario o

4.1 Caso particular a = +1/2

Partindo da equacao de Dirac em 2 + 1 dimensoes

(i6 -0+ m)tp = 0. (4.1)

Usando j, = 8, ¢ o fato de que em D = 2 4+ 1 o operador S, se reduz a um

conjunto de matrizes 2 x 2 que pode ser escrito na forma

~ ~ . a }& 1»
Sy_ = Euaﬁsa,&' = —16#03[ a4 '8] = 50',“,

onde usamos a élgebra [6,, 5] = 2i €44,67 com as matrizes de Pauli na represen-

(4.2)

tacao abaixo

I ( gl ) ’ b
Go = ; : : (4.3)
10 ]

Sendo facil verificar que as componentes do spin satisfazem a algebra do momento
angular [S‘a, 5’3] = 1 €a8,37.

Temos entao

AV
AVANAY

2 3 4 5 6 7 unespw.l 12 13 34 15 16

17

18



(Spﬁ" + %m) =0

Tal equagao pode ser escrita na forma

(P-S’+am)1,b:0,

onde o = +1/2.

4.2 Caso particular a = +£1

A particula de spin 1 pode ser descrita pela agao de Maxwell-Chern-

Simons

g
S = f [_QL + geﬂ"*apAuAn, d*z,

onde @ é uma constante com dimensao de massa e Fy,, = 0,A, — 0, A,.

Obtendo as equacgoes de movimento ficamos com

0
8,9F‘9° + §E“HQFMU = 0.

Se definirmos

teremos

0peP*°F, + OF* = 0. (4.9)

Substituindo p, = 10, e usando a representagao adjunta da 4lgebra de Poincare

- b

para o operador de spin (S%) = ic%, na equagdo temos

ac

(p-S), F*+6F* =0.

Para determinar 6 multiplicamos (4.9) por 9, obtendo

;" =0.




Agora multiplicamos (4.9) por €29, ficando com

-0*F% - 9°F° = . (4.12)

= s 2 2\ 6 _
Usando p, = 70, podemos escrever a equagao acima como (p° —m?) F° = 0 com

f = +m e portanto de (4.10) temos
(S p) F*+mF® =0, (4.13)

que pode ser escrita na forma (S - p + am), F® = 0. Concluimos que temos uma
particula de massa m = |6|, e @ = £1 é seu spin, respectivamente para 6 > 0 e
0 <0.

Veremos a seguir que a quantidade S*P, tem uma interpretacao bem
definida em relagao a dlgebra do grupo de Poincare em 2+1 dimensoes, a qual sera
fundamental na formulacao relativistica de particulas livres de spin fracionario
para valores arbitrarios de «.

Por ultimo note que, como no caso anterior & = +1/2, temos também
para @ = £1 que a dlgebra sl (2,R) das componentes do spin (Sb)ac = —igb, é

satisfeita:

[Sas Se]bd = (Sa)bc (Se)cd - (Se)bc (Sa)cd
= i (€56 — €%”)
=4 (0505 — 0%0pa — 0505 + 0°*0pa)
= 4% ety =ies* (57).

[831 Se] — Z'EGBCSC.

4.3 Spin arbitrario (a € R)

Em D = 2 + 1 dimensoes o grupo de Poincaré possui 6 geradores
GK=(JU!J11J21P[),P1,P2), K:1161

cuja algebra classica em termos de parénteses de Poisson pode ser escrita como




Walde) =€und™; (4.14)

T R (4.15)

{Pu, P} =0, (4.16)

onde J, sao as componentes duais dos geradores de rotacdo do espago-tempo
Ju = €uaJ"®/2, com 1, = (+,—,—) € €g2 = +1 e P, sdo as componentes
dos geradores de translagdo. Os invariantes de Casimir quadréticos sdo dados
por combinagdes bilineares de geradores CXLG G}, que comutam com todos os

geradores da dlgebra, ou seja, determinamos os CX% a partir das equacdes

{Gum, CKLGKGL} = 0. (4.17)

Para o grupo de Poincaré em 2+ 1 temos duas solugdes para os CX~ que
resultam nos invariantes de Casimir P,P* e J,P*.
Podemos decompor as componentes duais de momento angular total J,

em componentes duais de momento angular orbital L, e de spin S, por meio de

I =Ly (4.18)

Como vimos nos exemplos de spin 1/2 e spin 1 em teoria de campos em
2 + 1 dimensdes, é natural que tanto S, como L, satisfagam a édlgebra candnica

de momento angular separadamente

{Spa Sv} = f;,wasa )
Lo} =t .
E além disso, os parénteses abaixo

{L#,S,,} =0,

garantem que a algebra de Lorentz (4.14) seja satisfeita.
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Tais parénteses podem ser realizados num espago de fase de coordenadas
canonicas (z,,p,) e coordenadas candnicas extras g;, 7;,%,j = 1,---, K com os

parénteses nao nulos:

{m,u:pu} = Nuv,

{gi,mj} = 04,
e demais parénteses nulos. Para isso basta identificarmos

L= €iia® D
Pr=ps (4.22)

Su = Su(4i» m5),

onde a dependéncia das componentes de spin nas coordenadas candnicas extras

Sy (i, mj) deve ser tal que a dlgebra (4.19) seja satisfeita. Note que (4.22) implica

em J-P =S5-P. Onimero K de pares de coordenadas extras depende do nimero
de graus de liberdade representado pelo spin. Ao estudarmos o grupo de rotacgao
em d = 3 e d = 2 dimensoes notamos que uma representagao irredutivel do
SO(3) com spin j possui 25 + 1 estados enquanto que em duas dimensdes, como
0 SO(2) possui apenas um gerador, em cada representagao irredutivel temos
apenas um estado indicando que o spin nao representa grau de liberdade em
d = 2. De fato, vide [20], independente do valor do spin as partiulas elementares
de spin fracionario em D = 2 + 1 dimensbdes possuem apenas um estado de
polarizacao. Isso significa, que as coordenadas extras (g;, 7;) ndo sao a principio
necessarias e que o espaco de fase necessario para descrever particulas de spin
fraciondrio em 2 + 1 dimensoes pode ser o mesmo utilizado para particulas de
spin nulo (vide capitulo 2), ou seja, apenas (z,,p,). Essa descricdo chamaremos
de minima como ji foi dito na introdugao. Se por ventura quisermos introduzir
coordenadas canonicas extras tais coordenadas devem ser espiirias e esses modelos
chamaremos de estendidos. Quando K =1e S, = S,(¢g, 7) teremos um modelo

minimamente estendido.
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4.4 Modelos minimos

Modelos minimos foram considerados em [6, 20, 29]. Baseado na dlgebra
de Poincare, seguindo idéias de [11], podemos fazer uma anélise independente de
modelo das consequéncias fisicas de trabalharmos num espaco de fase reduzido.
Seguindo (28], primeiramente notamos que tanto para modelos minimos como
estendidos os valores da massa (m) e da polarizagio () da particula sao fixados

pelos invariantes de Casimir

P*P, —m? =0; (4.23)

J'P, +am=0. (4.24)

O momento angular total é dado pelo momento angular orbital mais o spin, que

a principio pode ser uma funcao de z, e p,

Ji = € p + Sz, ). (4.25)

No entanto, calculando o parénteses de Poisson entre J, e p, e usando (4.15)

temos

{5pua$ypa + Sp($1p):pu} = e;wapa + {S.u(x:p)!plf} : (426)
Para que a dlgebra seja mantida o segundo termo do lado direito deve ser nu-

lo. Usando as relagdes canénicas entre z, € p,, {Zu, 20} = N € {Pu, 2} =0,

concluimos que S, deve ser fungao apenas de p,. Ficamos entao com os geradores

Ju = €uaz’p® + Su(p); (4.27)
P, Pu. (4.28)

Podemos sempre decompor o spin em componentes ortogonal e paralela
ao momento. A componente paralela é fixada pelo segundo invariante de Casimir
(4.24) enquanto que a componente ortogonal ao momento linear é em principio

arbitraria

Su = Bl b uud'p”

VP
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onde A, = A,(p) é uma fungdo arbitréria a principio. A forma mais geral possivel

para os parénteses de Poisson das varidveis canonicas é

{Pwpv} =0; (4.29)
{m.tnpv} = Muv; (430)
{2420} = —€a RY, (4.31)

onde (4.29) é necessaria para que a invariancia translacional ndo seja quebrada,
(4.30) define as varidveis canonicamente conjugadas e R* é uma funcéo a principio
arbitraria de z, e p,. Seguindo [28] impomos o fechamento da dlgebra de Poincare
e que sejam validas as identidades de Jacobi envolvendo as varidveis canonicas

obtemos a relagdo (vide apéndice C):
(4.32)

De (4.31) e (4.32) vemos que é sempre possivel redefinir as coordenadas
z, — I, — A, de forma a absorver toda dependéncia de R, e S, em A, tal
que terminamos com o spin totalmente paralelo ao momento S, = ap,/ \/;?
como acontece em [6, 21, 29]. As novas coordenadas se comportam como vetores

perante as rotacoes de Lorentz:
{Jp,u’iy} - 6#]/0:5&- (4-33)

Porém, possuem parénteses nao nulos entre si:

Oz, Oz p?

= ap, = B_p,, = Q€upy (p?)3/2° (4.34)

{&u 70}

No processo de quantizacdo os parénteses se tornam comutadores e as-
sim concluiremos que as diferentes coordenadas espaciais da particula de spin
fraciondrio nao poderao ser medidas simultaneamente, ou seja, a particula nao
pode ser localizada num ponto. As equagtes rotacionais (4.34) podem ser resolvi-
das quebrando explicitamente a covariancia de Lorentz, assim temos uma solugao
do tipo monopolo no espaco dos momentos

°p’p’

P2 21p°(1p°] + V/P?)

(4.35)

.‘I-I” = (€uo; (
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Alternativamente podemos trabalhar com coordenadas que possuem pa-
rénteses nulos entre si (localizadas) mas que ndo se transformam como vetores

perante o grupo de Lorentz. De qualquer forma a covariancia explicita é que-

brada na formulagdo minima. E importante salientar que, como Sy = Su(p) as

componentes do spin ndo satisfazem a algebra (4.19) e sim {S,,S,} = 0 [5, 28],
ou seja, quanticamente teremos componentes de spin comutantes, ao contrario do
que naturalmente esperamos e, ao contrario do que acontece nos exemplos mais
conhecidos de @ = +1/2 (espinor de Dirac) e a = +1 (féton topologicamente
massivo) que ja apresentamos. Mesmo assim tais modelos tem sido considerados

na literatura [5, 6, 9, 21].

4.5 Modelos estendidos

Como vimos na se¢ao anterior, nos modelos minimos as componentes do
tri-vetor de spin satisfazem relagoes de comutagao anémalas, ao invés da algebra
(4.19) de momento angular. Outra desvantagem é que a covariancia explicita de
Poincare é quebrada. Como a anélise anterior foi independente de modelo e basea-
da apenas em covariancia de Poincare e identidades de Jacobi, nao ha como evitar
tais problemas na formulacao minima. Uma possivel alternativa é estendermos o
espago de fase introduzindo coordenadas espurias g;, 7;, 4,7 = 1,- - - , K definindo
os chamados modelos estendidos. E natural, como veremos, definir tais modelos
[11] partindo de suas hamiltonianas. Eventualmente obteremos a lagrangiana via
transformada de Legendre inversa.

A hamiltoniana é construida por uma combinagdo dos invariantes de
Casimir o que garante por construcdo (vide (4.17)) que os geradores do grupo
de Poincare corresponderao a cargas conservadas da teoria. Em geral, podemos

escrever

H = g (p2 —_ m2) + 0o (S“ (q,-,wj);}“ + am) <+ Ok Xk, (436)

onde e,o e 0%, k =1,---,t sao multiplicadores hamiltonianos e x; sao vinculos

extras necessarios para a contagem de graus de liberdade.
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4.5.1 Uma acgao simples

Em D = 2 + 1 dimensdes, como ja mencionamos, o0 spin nao representa
graus de liberdade propagantes. Isto é, uma particula de spin nulo, 1/2 ou 1 com
sinal da energia definido tem apenas um grau de liberdade. O aumento do spin
(ou polarizagdo) nao implica em aumento do nimero de graus de liberdade em
2+ 1 dimensoes. No formalismo de sistemas vinculados os invariantes de Casimir

serao implementados através de vinculos de primeira classe
p=p"-m*=~0, ¢=S-P+am=0. (4.37)

Como o vinculo ¢, =~ 0 é de primeira classe entdo poderemos fixar um
gauge associado a simetria local por ele gerada o que permite a eliminacao de dois
graus de liberdade, um através do vinculo em si e outro através da condicao de
gauge. Portanto se estendermos o espacgo de fase de forma minima introduzindo
apenas um par de varidveis canonicamente conjugadas ¢, m nao havera necessidade
de vinculos extras além de ¢,. Essa foi a atitude tomada nos trabalhos [12,
16]. Evidentemente devemos nos certificar que um par de varidveis conjugadas
é suficiente também para a realizagdo da élgebra sl (2,R) do momento angular
(4.19). Para realizar a dlgebra do momento angular no espago de fase estendido,
assumindo que S, (¢, 7) seja uma fungao analitica das coordenadas do espago de

fase, podemos tentar determinda-la por meio de um Ansatz da forma [12]

Su=7mfu.(q)+9.(q), (4.38)

onde as fungoes f, (¢) e g, (g) serdo determinadas impondo que (4.38) satisfaga a

algebra sl (2,R) (4.21). Assim chegamos a duas equagdes diferenciais nao lineares

dfe
fp = €uap t-:_qfﬁg (439)

dg®
9y = €uap e f5. (4.40)

Analisando a equagdo (4.39) é possivel obter as seguintes condigdes que

devem ser satisfeitas para qualquer solucdo f,:
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=0 f2=-1; f"-f=1. (4.41)

Usando as equagoes (4.39) e (4.40) e as relagdes (2.12) podemos determinar g, (g).

Fazendo o produto vetorial entre f, (¢) e g, (¢) chegamos a

g;wnfuga = gyvafugaﬁ-yg; ﬁf')f = (f = g’) f,u'

Como f, = €quvf'*f¥, isto permite concluir

ewaf’ (9% +kf"*) =0, (4.43)

onde k = —(f - ¢').

Fazendo o produto vetorial de (4.43) com um vetor arbitrario ag resulta em

&, eatsf’ (9% + kf'®) = 0;
f-,(g-a+kf’—a)—f—a(g,,—kkf.'r) 0,
ou seja,
(g—a+kf’—a)f (4.45)
Fa - .

i " ik .
Para o caso particular em que a, = f, entdo f-a = 1, portanto existe

Gu = —kf; o

pelo menos uma escolha de a, em que f-a # 0 o que torna a demonstracao acima
valida. E facil ver que (4.45) de fato sastisfaz (4.40). Portanto a solu¢do mais

geral de (4.40) pode ser escrita como

9o = —kfo+1(q) fa, (4.46)

onde r (¢) é uma fungdo arbitraria de q.

Como (g, 7) — (¢, ™+ r(g)) é uma transformagao canénica que muda a
lagrangiana por uma derivada total no tempo podemos redefinir 7 de forma a
incorporar 7 (¢) sem alterar a dindmica do sistema. Podemos entdo escrever a

solugdo para S, como
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Sy =mfu+5f, (4.47)

onde s é uma constante real arbitraria e f,(¢) pode ser qualquer solugdo de (4.39).

Usando as condigoes (4.41) temos para a solugao (4.47)"

SPS, = ~3". (4.48)

Note que S*S, é constante pois ¢ um Casimir da dlgebra sl (2, R).

Para completar nosso modelo minimamente estendido precisamos apenas
encontrar solugdes para (4.39). A utilizagdo das condigdes (4.41) nos auxilia na
obtencao de uma solugdo particular para (4.39). Assim, por exemplo, temos de

[26] a solugdao compacta (0 < ¢ < 27)

f.u = (11 —COSQ,SiHQ),

e de [12] temos a solugdo nao compacta (—oo < g < 00)

fu=a,q* +b,q+c,, (4.50)

onde a, = (1,0,—-1), b, = (=1,1,1) e ¢, = 5 (1,—1,0) sdo constantes escolhidas

de modo a satisfazer a equagao (4.39).

A seguir mostraremos que as duas solugdes acima podem ser relacionadas
via transformagao de coordenadas que nos permitira também obter um conjunto
infinito de solugdes a partir de (4.49) ou (4.50).

Vamos considerar que diferentes solugoes de (4.39) podem estar rela-
cionadas por meio de uma mudanga de varidveis ¢ — u (q) de forma que a nova

solucdo obedeca a equagdo (4.39) na nova variavel w.

1 Quanticamente temos um problema de ordenamento na definigao de S}. Usando o ordena-

mento de Weyl: .‘;',1 = % (frfp + fpfr) + sf' (¢) temos

o 3 1
S“Suz—(s2+z).

Esse resultado é tipico da representagao irredutivel de SO (2,1) conhecida como continua

principal (vide nota de rodapé a pagina 23).
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Podemos testar esta hipétese tentando obter novas solugoes de (4.39) por

meio de uma mudancga de varidveis. Escrevendo a fungao f, como

substituimos na equagao (4.39) obtendo

o) =90 s L ),

Impondo que (4.39) deva ser satisfeita na nova varidvel u chegamos a

g (u) %;i =1. | (4.53)

Portanto vemos que f, se transforma como um vetor contravariante sob a mu-

danga de coordenadas de ¢ para u (q):

fal@) = 2, (u(a)).

Como ilustragdo tomamos o exemplo (k é uma constante)

quando entdo a equagao (4.53) se torna

L 0
dg\ k) 7

o que resulta na mudanca de coordenadas (r abaixo é uma constante):

conseqiientemente

fulw) =™ f,(q(u)).

Usando a transformagao acima na solugao (4.50) chegamos a




= 1+k 2
fu(u) = a, (u? + % + ul'er) + b, (% + ul'kr) +e, (v, (4.59)

Esta solucao obedece a equagao (4.39) na varidvel u mostrando que é possivel
gerar novas solugoes a partir de outra pré-existente. Isto sugere que as solugdes
compactas de [26] poderiam estar relacionadas as solugées ndo compactas de [12]

por meio de uma mudanga de varidveis, assim chegamos a u (g):

u(q) = ¢ + 2arctan (2¢ — 1), (4.60)

onde ¢ é uma constante arbitrdria a principio. A equagio (4.53) resulta em

dix " ) 1
=[|— =q¢°—q+=. 4.61
9 ( dq) ¢ —q+; (4.61)
Se tomarmos a solu¢do compacta como fp em (4.51) apds a introdugdo de

(4.60) e (4.61) ficamos com

Ju= (q2 -q+ 1) (1, — cos [¢ + 2 arctan (2¢ — 1)],sin [¢ + 2 arctan (2¢ — 1)]).

2
(4.62)

Escolhendo ¢ = 7 resulta na solugdo para f, na varidvel g:

fu=(a"-9+1/2,4-1/2,-¢).

Que é a solucdo obtida em [12] mostrando portanto a relagdo direta entre as
solugoes de [26] e [12], que é um dos resultados originais desta dissertagdo. Nao
sabemos todavia se qualquer solugio de (4.39) podera ser obtida a partir das
solugdes ja conhecidas via mudanca de varidveis.

Tendo a hamiltoniana procedemos agora com a passagem do formalismo
hamiltoniano para o formalismo lagrangiano. Obtendo-se os momentos em fungao
das velocidades via equagdes de Hamilton e substituindo na transformada de

Legendre inversa temos

L:p—x'+mj—-§(p2—m2)—J((?rfp+3f;)p"+am). (4.63)
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Eliminando p, através de 0L/dp, = 0 temos

1 2
L= » (% + o2 f?s? — 208" (nf, + sf))) + % + 7§ — ocam. (4.64)
Esta lagrangiana pode ser simplificada por meio da equagao de movimen-

to dL/dm = 0, de onde tiramos
_ o

o 7
Substituindo (4.65) em (4.64) ficamos com

(4.66)

Lo : esqf, 2 i em? ameq
8 a2 2 f-z’
No caso particular em que S, é um vetor tipo luz (s = 0) teremos a

lagrangiana

2 em? ameq
= — 4 — = . 4.67
2e i 2 T ]

A qual é a lagrangiana mais simples da literatura capaz de descrever uma particula

Lo

livre de spin fraciondrio em 2 + 1 dimensoes. Pode-se notar que quando a = 0
(4.67) se reduz ao caso da particula de spin nulo (3.41), como era esperado. Usan-
do as equacgoes de movimento podemos estudar quais mudancas a introducao do
termo de spin acarretou no sistema da particula livre de spin nulo como veremos
em (4.5.2) a seguir.

Por fim note que sob a transformagao de coordenadas ¢ — u(g), f, se

transforma como um escalar assim como ¢/ f - &:

q u(dg/du) 4
727 Tosta T8 o

ou seja, a lagrangiana se transforma como um escalar sob mudangas de coorde-

nadas ¢ — u (q).

4.5.2 Zitterbewegung

Partindo da hamiltoniana
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H=5(p2—m2)+a((7rfu+sf;)p"'+am),

obtém-se as equagoes de movimento

sfl'p+am

el (4.70)

=
pP—m? =0 (4.71)
Py = 0; (4.72)
g=of-p; (4.73)

&, = epy + 05, (4.74)

A equagdo (4.72) nos garante que a particula é livre.
Podemos usar os parénteses de Poisson entre S, e a hamiltoniana (4.69)

e a algebra (4.19) para obter uma equagao de movimento para S,

Sy = {8y, H} = 0 {8, Sa} P°

8, = 06:95Pp% (4.75)

Esta equagdo implica em d (S?) /dt = 0 como era esperado, j& que de
(4.47) e (4.39) temos que S* = —s? = constante. Observe que f, (g) pode ser
qualquer solugdo das equagdes diferenciais ordinarias nao lineares (4.39).

A primeira vista a equagao (4.75) ndo apresenta facil solu¢ao, mas pode-

mos obter outra equacdo derivando-a:

S =€ (S’ﬁp"a + Sﬁp"d) :

Substituindo (4.75) em (4.76) ficamos com (admitindo o # 0):




i .G
Sy = €, €g,00°p"S%0* + Sﬂg.

Usando a propriedade do tensor de Levi-Civita

E#aﬁfﬁvﬂ = NuyTab — MubTha>

podemos simplificar a equagao, de forma que teremos

S, = — (amp, + m?S,) 0 + Sug- (4.79)

Se fixarmos o gauge de modo que ¢ = 0 = ¢ a equagdo obtida é anéloga

a equacao de um oscilador harménico com deslocamento da origem

onde a freqiiéncia de oscilacao é identificada com

w=mlo|. (4.81)

A solugdo geral de (4.80) é dada pela solugdo geral da homogénea mais

uma solugao particular da nao homogénea

Sa (t) = Aq cos (wt) + B, sin (wt) — %pa. (4.82)

Como esta solugao foi obtida a partir da equagdo de segunda ordem e
nao da equagao original, é necessdrio verificar se ela satisfaz também a equagao

(4.75), para isso derivamos (4.82) e igualamos a (4.75) de onde obtemos

cos (wt) [wBy — T€quyp* A] — sin (wt) [wAq + T€auyp* BY] = 0. (4.83)

Como cada um dos termos de (4.83) deve se anular obtemos a seguinte solugao
geral de (4.83):
B, = fcr;np“dq; (4.84)

Aa= == (p-dpa —p*da), (4.85)
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onde d” é um vetor constante relacionado as condigbes iniciais do problema cuja
componente paralela a p” ndao pode ser determinada.

Podemos agora escrever a solugio geral da equagio (4.75) para ¢ = 0:

g

Se (t) = = (p%de — p - dpa) cos (wit) + €quyp*d” sin (wi) — %pa. (4.86)

A partir de (4.86) podemos obter também a solugao para z,, substituindo-

a na equagao (4.74):

; o _ o
Ty =ep,+0 [; (p°dy — p - dp,) cos (wt) + €,5,p°d" sin (wt) — Ep‘;] . (4.87)

Integrando (4.87) chegamos a solugdo

(1) =5, (0) + (e - %0’) put + (5)2 (p*d, — p-dp,)sin (wt)+  (4.88)

- 5 (e“mpﬁd") cos (wt) ,

onde os dois primeiros termos podem ser interpretados como o movimento retili-
neo uniforme do centro de massa da particula e os dois iltimos como 0 movimento
oscilatério (Zitterbewegung) em torno do centro de massa de forma andloga ao
que ocorre com a equacao de Dirac.

Devemos verificar também se a solugdo (4.88) é causal. Para isso, usando

a métrica (+, —, —), devemos ter % > 0. Calculando #? temos

i? = (e - %)21%2 +o? (pPd* — (p- d)°). (4.89)

O primeiro termo & direita de (4.89) é positivo. Para o segundo termo podemos

reescrevé-lo usando a solugao (4.86):

$? = o? + (p’d? - (p- d)?)
— (s> +?) = (P’ - (p- d)?).

Substituindo (4.91) em (4.89) chegamos a
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i? = (e— ??1_0)2m2_02 (32+a2).

Ou seja, para que a solugao seja causal devemos ter

e’m? — 2eaom — o?s® > 0. (4.93)

Portanto a escolha de gauge é = 0 = ¢ embora permita a existéncia de
solucdes causais das equagoes de movimento, para isso basta escolher a constante
‘e’ grande o suficiente para satisfazer (4.93), ndo exclui solugdes nao causais em
principio.

A equagao (4.91) é a unica restri¢do sobre o vetor constante d”. Uma
das conseqiiéncias imediatas é que nessa escolha de gauge (¢ = 0 = &) sempre
teremos o movimento de Zitterbewegung. O tinico caso em que seria possivel nao
haver Zitterbewegung seria com o vetor p, paralelo a d,, ou seja, com p, paralelo
a S,. Assim, definindo

d, = kpy, (4.94)

onde k é uma constante. Substituindo em (4.91) teriamos

s = +ia, (4.95)

o que resultaria em uma lagrangiana néao real (vide (4.64)), a menos que as-
sumissemos s = 0 = «, mas neste caso nao haveria spin. Vemos pois, que com a
escolha de gauge ¢ = é = 0; (0 # 0) e com S? < 0 o Zitterbewegung deve existir
sempre para qualquer a # 0.

Pode-se estender a prova acima para os casos de um gauge genérico.

Partindo da equagdo de movimento para z (t) e derivando-se em relagio a t:

£, = épy + 7S, + 02,507 SP. (4.96)

Usando Z, = 0 para que nao haja Zitterbewegung e fazendo o produto vetorial

com p* temos

Euva (€p” + 05" + 025”"”8pr5) p® =0,




ou seja,

2
g

Multiplicando os dois lados por €,.5p° ficamos com

&2

4 4
o o
Ds (—,—zam3 - am) = S; (,—m4 + m2) ;
o

A expressao acima implica que S, é paralelo a p,:

o
Sy = ——Ds
m

No entanto, nesse caso teriamos novamente

8 =af =5 (4.101)

0 que levaria novamente a uma a¢ao nao real pois s = +ia. Portanto, demons-
tramos que, para S? < 0, o Zitterbewegung deve sempre existir independente da
escolha de gauge, contanto que o # 0. Para ¢ = 0 o Zitterbewegung desaparece
mas nao sabemos ao certo se tal gauge pode ser rigorosamente definido. Da mesma
forma S, nunca serd paralelo a p, em modelos com S? < 0, independentemente

da escolha de gauge.




Capitulo 5

A acao para anyons com dupla

polarizacao

Para obter uma agdo para anyons com dupla polarizagdo ao invés de

usarmos o vinculo ¢, linear em p, usaremos

(S-p)* = (@m)* =0,

de forma que teremos a hamiltoniana modificada

H= g (P*—m?) +a[(S- p)? — (am)z} ; (5.2)

Isto leva a uma simetria de paridade e inversao temporal® (S-p — =S - p),
que no caso anterior ndo existia, resultando em duas equagoes para z, e ¢ (t) de

acordo com o sinal que adotarmos de (5.1) para S - P:

&y, = epy x (20m) 0S,; (5.3)

g==x2am)of -p. (5.4)

'Para particulas de spin fraciondrio, as inversdes temporal e de paridade levam a uma
mudanga de sinal na helicidade. Por exemplo, como o momento angular orbital é dado por
L, = €uvaz’p®, teremos (Lo, Lz, Ly) = (Lo, —Lz,—L,) por inversao temporal (t = —t), en-
quanto que (po, Pz, py) — (—Po, Pz, Py), assim, assumindo que S, se transforma como L,,, temos

S:p— —S-p. O mesmo é vilido para a transformacio de paridade z — —z (vide apéndice D).
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Repetindo o processo feito para o anyon de uma polarizagao obtemos a

lagrangiana a partir da hamiltoniana

L=pz+nq+m.é+mn,06—H; {5.5)

L=pi+ni—2(p*-m?) - [(S-p) - (am)’]. (5.6)

Usando as equagoes OL/0p, = 0,0L/0r = 0e dL/do = 0 eliminamos as varidveis
Pu, T € o chegando a lagrangiana

N2
_ L. cesqf, em? q
_28(1:'“ f:L') +T+ame f:B (57)

Como verificagdo de autoconsisténcia note que o vinculo (5.1) é obtido
a partir da lagrangiana (5.7) como segue. Por exemplo, para s = 0, usando as

expressoes dos momentos 7 e p, teremos

__ame|q|
S
o

€

|f - 2|
I*p

Tomando o quadrado das duas expressdes obtemos o vinculo (S - p)2 — (am)2 = 0.
Vamos agora analisar as equacbes de movimento para S, e z,. Usando as

equagoes hamiltonianas e fixando o gauge como

c=0=e.

Temos uma equagao para S, como no caso anterior:

Sy =20 (S - p) €uapS°p™. (5.9)

Podemos entao derivar e chegar em uma equacdo de segunda ordem fécil de

resolver:

S, = 4 (cam)® (S - pp, — p°S,.) .
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Definindo a freqiiéncia como

2|o| am?® = w, (5.11)

e substituindo em (5.10) ficamos com uma equagéao diferencial de segunda ordem

semelhante a (4.80):

S, + w?S, = +40? (am)’ p,.. (5.12)

Resolvendo como no caso anterior e impondo que a solucao deva satisfazer tam-
bém a equacao de primeira ordem (5.9) chegamos a solugdo geral para S, (t) que

é dada por

20am

SE(t) == (p*da — p - dpa) cos (wt) + €qpuypd” sin (wt) + %pa. (5.13)

Observe que a simetria gerada pelo vinculo (5.1) causa diferengas entre as equago-
es para os casos de uma polarizagao (equagoes (4.75) e (4.80)) e dupla polarizagao
(equagoes (5.9) e (5.10)) o que resulta em duas solugoes distintas tanto para S, (t)
como para z (t).
Usando estas solugoes em

&y = epy + (2am) oS,

teremos como solugdes para z, (t):

20am
I

2
) (Pde -p- dpp) sin (wt) +

zr (t) = 2, (0) + (e + 200?) p,t + (

2
:F$epmp°d7 cos (wt) . (5.15)

Ao quantizarmos o modelo com dupla polarizacdo a fungiao de onda ¥
sera uma combinagao linear das solugbes com polarizacao +a e —a.

Pode-se observar também que, assim como no caso de polarizacao sim-
ples, o Zitterbewegung deve sempre estar presente na solugdo (se o # 0), ja que

a mesma demonstracao é valida para os dois casos.
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Capitulo 6

Acoplamento com o campo

eletromagnético externo

6.1 Particula relativistica de spin 1/2

Pode-se construir um modelo pseudocléssico! para particulas livres de

spin 1/2 por meio da agao [2, 3]:

=9 2 - [ " "
szfdf [-;—e-%ﬂ(“’“f —mws)x—z‘%w“—z‘wsw], (6.1)

onde *, 1/° e x obedecem & 4lgebra de Grasmann.

Obtendo-se os momentos candénicos temos

_OL _ _a, iax.

pa_t?? e e ’

_OL . 0L
_610“'——— (73] 5_8’&5

Ty

o que resulta nos vinculos primarios

1Pseudocldssico, pois utilizam-se varidveis comutantes (cl4ssicas) e anticomutantes (grass-

mannianas).
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¢3#=?Tp+'i'l,()“?30; ¢4=7r5+i1,b5z0.

A partir da hamiltoniana candnica

H, = p,2% + w#d}” + 7r5¢5 - L;

[

H = ) [p2 = m2] +1 [pawa * mUJS] X5

obtém-se a hamiltoniana total incluindo os vinculos primaérios

H = Hc + )ilﬂ'x -+ )\2?Te -+ )tg (T(“ + E'l!)#) + /\4 (?T5 + 311)5) p

Procedemos agora a evolugao temporal dos vinculos primaérios
1 = {my, H} = payp® + my)® = s ~ 0;
: s
?s =A§pp+)\4m=0=>)‘4=_%;

§52={’ﬁe,H}=P2—m2=¢ﬁﬁ0;

$6 = 0;

(’53# = {ﬂﬂ+i¢ysH}+ =2/\3p“‘PgX=U=>/\3p = -—é——1

¢a = {ms +iths, H}, = 2)4 + mx =0,

assim temos




que é consistente com (6.6), (6.7) e (6.9).

Ficamos entdao com o conjunto de vinculos

(xbl:ﬂ'xﬁo; P =T = 0; ¢3p=ﬂp+i¢pr‘30;

Gs =ms +iths 2 0;  ¢s = patp® + MY’ = 0; @ = p® —m? =0,

dos quais, sao de segunda classe

Xip = Ty + 19y; (6.12)

X2 = Ts + 1¥s, (6.13)

e serdo usados para eliminar os momenta 7, e 75 do espago de fase.

Devemos entao usar antiparénteses de Dirac para eliminar esses vinculos.
Os tnicos antiparénteses de Dirac que diferem dos antiparénteses de Poisson
sdo aqueles entre os férmions. Calculando os parénteses entre 1* e 1? (a,8 =

1,2,3,5) temos

{way 'Gbﬁ}.u) = {wa:wﬁ}.;- - {"J’ﬂaXa}+ Ca_bl {Xb!¢5}+ = %nﬂﬁ’ (614)

=1 = M 0 (6.15)
0 1
A partir desses antiparénteses conseguimos fechar a dlgebra dos vinculos.
A acgdo é invariante pelo grupo de Poincaré e a andlise da invaridncia
de rotagdo de Lorentz fornece uma interpretagao fisica para os ¥*. Fazendo as

seguintes transformacoes infinitesimais:

ot =@ 0=




be=0; 0Y°>=0; &x=0,

teremos para a variacao da lagrangiana

; Ty ,. . ;
5L = o [?" (X — &) — zwpw,,] . (6.18)
Usando o teorema de Noether, e sendo o momento canénico de z, dado
POr Py = -%ﬁ + %ﬁ vemos que as cargas conservadas que geram as simetrias de

rotacao sao dadas por

Sy = (Puy — Puxp) — 20,9,. (6.19)
A primeira parte corresponde ao momento angular orbital da particula enquanto

que o termo

2, Y, = Sy, (6.20)

corresponde ao spin da particula.
Além de invariancia global de Poincare a particula de spin 1/2 também
é invariante por reparametrizacio temporal local, com as transformacoes dadas

por

oz* = Ei¥; be= % (&e);

} : d
Syt = PrE; SY° =90 dx = - (x€),

e por transformacoes de supersimetria locais, dadas por

oz* = ipte; de =ixe; Ox =¢6;

1 m 1 . m
byt = o (@ +ixt) e o = |5 — o (4° - Tx) 6.23
Y= oo (@ +ixyt)e &Y [2 ¥ (¥° - 5x)|& (6.23)
onde £ e € sdo os pardmetros bosonicos e grasmannianos dependentes do tempo
T

Essas simetrias locais estao relacionadas aos vinculos de primeira classe

$6 = p? — m? e ¢s = pa¥™ + mi)°, respectivamente.
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6.1.1 Equacgoes de movimento

Podemos entdo escolher duas condigdes de gauge particulares em que

X = 0 = ¢ e obter as equagGes de movimento para a particula de spin 1/2:

Ty = {24, H}p = {24, H} = —€py + i x; (6.24)

Y = (Y H)py = (Y iPa¥"x} . = 25, (6.25)

isto resulta em

i, = ih,x = 0. (6.26)

Ou seja, para esta descricao pseudocldssica de particulas fermionicas de
spin 1/2 ndo conseguimos visualizar o Zitterbewegung (vide no entanto [25]) ao

contrario do que se espera via equagao de Dirac.

6.2 Particula relativistica de spin 1/2 acoplada
ao campo eletromagnético externo

A lagrangiana para férmions acopladas com o campo eletromagético
externo pode ser construida a partir da lagrangiana para particulas livres fer-
mionicas (6.1). Acrescentando o termo de acoplamento minimo eletromagnético
temos Liiyre — Liivre + qi*A,, onde q é a carga elétrica da particula. Como ja
dissemos a agdo (6.1) tem duas simetrias locais, isto é, reparametriza¢ao tempo-
ral e supersimetria. Embora o termo de acoplamento minimo seja invariante por
reparametrizagio temporal (6.22), ndo o é por supersimetria (6.23). Se quisermos
manter a supersimetria da acao precisamos adicionar um termo para compensar

sua varia¢ao. Assim, introduzindo ainda o termo nao minimo

1
ikqeFop®y? = §kquaﬁ30f’ :
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Liivre = Liivre + q [8" A, + ikeFopp®y?] (6.28)

onde o einbein e garante sua invariancia por reparametrizagao temporal, e k € uma
constante a ser fixada pela supersimetria, que esta relacionada com a constan-
te giromagnética da particula. O termo (6.27) é o responsavel pelo acoplamento
entre o spin da particula e o campo eletromagnético externo, onde usamos S*” =
2iprY (6.20).

Com isso teremos a lagrangiana

2 em

2 o g _ '
R (xf g "“”5) X — i — 5P — 8% Ao + ikgeFap®yP.
(6.29)

Obtendo-se agora os momentos canénicos temos

1aX _@_ﬂ
' 9é

oL . oL .
oo Ty = —iy; 55 5 = —its;

o que resulta nos vinculos primarios

gbl = Ty ¢'2 = Te;

¢3,u =?T,u+i¢,u; ¢4 =?T5+i1/!5-

A hamiltoniana canodnica é dada por

H, = poi® + m 4" + w59 — L;

—g [P? — m? + 2ikqFapyp®y?] — i [Patp® — my®] x, (6.31)




onde P, = —p, — qA,.

A hamiltoniana total é dada por

H = Hc + /\I?TX + /\g?Te + )\g’ (?Tﬂ + ﬂf)ﬂ) G = )t4 (7['5 e 1'!!)5) .

Fazendo a evolugao temporal dos vinculos primérios e lembrando que

{Paapﬁ} = qFﬁa; {Ppanﬁ} = apFaﬁ:

1 = {my, H} = Pot)® — myp® = ¢s; (6.34)

s = —eqPoaF3y" — €qd, Fopt®yPy* — ikqFa, "X + M; P, — Aym =~ 0; (6.35)

¢o = {me, H} = P? — m? + 2ikqFop®yP = ¢ ~ 0; (6.36)

b6 = —2iqPy F, "X — 290, Fopth® P x + 4ikqMs Fo,h® = 0; (6.37)

bsu = {mu + ihy, H}, = 2idg, — 2iekqF,a® — iP,x =~ 0; (6.38)

b1 = {ms + inps, H}, = 2i\g + imx ~ 0. (6.39)

Para que os vinculos sejam consistentes as condigoes (6.35) e (6.37) devem ser
satisfeitas. Substituindo os multiplicadores A3, e A4 e usando a identidade de

Bianchi em (6.37), ficamos com

eqF oV PY (k — 1) + @6 = Fo,p*xP* (k — 1) = 0,

o que fixa o valor k = 1.




Um fato importante a ser notado foi a apari¢ao em (6.37) de um termo
completamente antissimétrico 8, F,1*1#1” vindo do spin, que se anula identica-
mente devido a identidade de Bianchi, e assim permite que a 4lgebra de vinculos
feche sem impor nenhuma condigdo sobre as possiveis configuragdes de campo
eletromagnético.

Concluindo, temos os vinculos de segunda classe

X1 =Ty + iwy.; (641)

X2 = 75 + 115, (6.42)

e quatro vinculos de primeira classe, que sao ¢, ¢2, @5 € @s.
Usando os parénteses de Dirac, tornamos os vinculos de segunda classe

fortemente nulos e a dlgebra entre os quatro vinculos de primeira classe fecha:

{éir (ﬁ}} =~ 0: 1!.? = 11 2: 5: 6 (643)

6.3 Particulas de spin fracionario acopladas ao
campo eletromagnético externo

Analogamente ao caso de spin 1/2 podemos construir uma agao para
particulas de spin fraciondrio acopladas com o campo eletromagnético externo
partindo de uma a¢ao minimamente estendida para anyons livres. Temos também
duas simetrias locais geradas pelos vinculos ¢; = p? —m? e ¢ = S -p+ am
Adicionamos entao um termo de acoplamento minimo e um termo de acoplamento
de spin-campo eletromagnético que garanta as simetrias locais (vide (6.27)) da
acao. Substituindo o termo de spin do caso anterior da particula de spin 1/2, S**,
por seu correspondente em 2+ 1 dimensoes, 7S, e reescrevendo QkeF,,,S* =

QkeF,,e""S, = QkeF"S, teremos entdo a lagrangiana tentativa

L=p,i*+mg— g (p* —=m?) —o (nf-p+am)+Q (i*A, + keF,S*), (6.44)
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onde @ é a carga elétrica da particula e k é uma constante a ser determinada.

Eliminando p, e o através dos vinculos lagrangianos ficamos com

2 em? aemg

:$_ AL — o b v
e, Fi + Q (2¥ A, + keF,,5*).

Calculando os momentos canénicos temos

L

. 05 aemdly,
Pa= g = 5 QA T (6.46)

(6.47)

(6.48)

De (6.46) e (6.47) temos o vinculo primério ¢o =7f-P+am=S-P+am =0

onde

Pu =Pu— QA,u:
e de (6.48) temos ¢3 = 7, ~ 0.

A hamiltoniana canonica é dada por

H=p-z4+mq-—L;

H, = g (P? — m? - 2QkF,S"),

e a hamiltoniana total incluindo os vinculos primdrios é dada por

H = - (P? —m® — 2QkF,S"*) + M\ (S,P* + am) + Ay,

{Pa, Ps} = QFop; {Py, Fap} = —0OuFop.

Procedemos a evolucao temporal dos vinculos:




¢2 = {SuP" + am, H} = QeS*P"F,, (1 - 2k) — QkeS,S,0"F";  (6.54)

¢3 = {7e, H} = P?> — m? — 2QkF,S* = ¢,. (6.55)

A evolucdo de ¢, resulta também em (6.54). Nota-se que devido ao fato do spin
nao ser expresso em termos de grandezas fermionicas, como no caso anterior, nao
foi possivel usar a identidade de Bianchi para anular o iltimo termo de (6.54), o
que resulta em restrigoes ao campo eletromagnético. Uma das possiveis solugoes
para a equagao (6.54) é

(6.56)

S,S,0*F* =0, (6.57)

o que engloba solu¢bes como campo constante e casos onde 0*F” seja antis-
simétrico.

Isso fecha a dlgebra entre os trés vinculos ¢;, ¢2 € ¢3 mostrando que é
possivel o acoplamento com o campo eletromagnético externo pelo menos para
os casos que obedecem a S,S,0"F” = 0. Ao mesmo tempo o vinculo ¢; ~ 0
se torna: P? — m? — QF,S* =~ 0 que possui a mesma forma da equagao de
Klein-Gordon para um férmion de Dirac no campo eletromagnético com constante
giromagnética g = 2. A dedugdo de g = 2 para anyons acoplados com campos
eletromagnéticos externos aparece em varios trabalhos da literatura [1, 5, 6, 22].
Mas em todos esses trabalhos, ao contrario do modelo utilizado aqui, o trivetor de
spin S, é paralelo a0 momento e nao existe Zitterbewegung. Ou seja, conseguimos
aparentemente um acoplamento consistente apesar do Zitterbewegung o que é um
resultado original desta tese embora uma andlise mais cuidadosa do limite nao

relativistico seja necessaria.
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Capitulo 7

Lagrangiana supersimétrica

Historicamente, uma das razoes para se introduzir a supersimetria entre
bésons e férmions, ou seja, colocar bésons e férmions na mesma representacao ir-
redutivel (supermultipleto), foi o cancelamento de infinitos em teoria de campos.
O objetivo era obter uma teoria finita sem precisarmos renormalizar os infinitos.
Hoje em dia as aplicagées de supersimetria sdo bastante amplas. Por exemplo,
no capitulo 6 a supersimetria foi usada na formulagdo da particula de spin 1/2
como simetria local (supergravidade). Onde tinhamos dois supermultipletos for-
mados pelos companheiros supersimétricos (e, x) e (z*,9*) respectivamente que
se transformavam uns nos outros (vide (6.21)). Nesse exemplo nao tinhamos su-
persimetria no espago-tempo mas sim no espago unidimensional do tempo ficticio
7. Para formularmos anyons com supersimetria no espago-tempo devemos substi-
tuir o espago-tempo descrito por z,, pelo superespago-tempo descrito por (z#, %)
onde §* (a = 1,2) sao varidveis Grassmannianas (vide apéndice B).

Uma lagrangiana supersimétrica no superespago-tempo pode ser cons-

truida trocando a velocidade pela supervelocidade:

B = i — 0% (0")50°, o, B=1,2. (7.1)

Vemos que, com essa modificacdo, se fizermos variacoes em z* e em 6%

da forma:

dexh = €% (0") 45 6 : 3.0% = g%,
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com £* sendo varidveis grassmannianas constantes, teremos uma simetria

5 (:s:# — 6% (0", éP) =70 (7.3)

As transformagoes de supersimetria relacionam bésons com férmions como vemos
pela presenca de 8% em d.z".
Substituindo a supervelocidade (7.1) na lagrangiana (4.67) obteremos a lagran-

giana supersimétrica

1 2

T 2%

m ameq

2 (f-i-0000f,)

Podemos agora verificar a dindmica de anyons com supersimetria.

L

(#— 00%4)" + ¢

(7.4)

A partir da lagrangiana obtemos os momentos canonicos

= 381:; . & — 600 + ame(jfn_ 21
% e (f-:i:—t?a#f?f“)

oL —ame oL
T = - = — , '_rre = - = 0’
04  f-i—0orff, 0é

L . _ .
_ 6_.;[, = 0(0"), Z, — 00,0 4 ameqf#. ol
00 ¢ (f b Baﬂﬂf#)

U]
de onde deduzimos os vinculos primarios lembrando que f*f, = 0:

¢pr=nf-p+am=0;

xg =g —0(0")spu=0;

¢2:7Te:0-

A hamiltoniana candnica corresponde a

H, =p-i+ng+60°ms — L;




Ho=2 (= m"),

e a hamiltoniana total

H = H,+ M1 + (X2)’ x5 + Nadba;

H=: @ -m?)+\(nf p+am)+ (L) (Tfﬁ —(# a)g) + AgTre.

Fazendo a evolugao temporal dos vinculos obtemos:

¢r={nf-p+am H} =0;
x5 ={ms = (BO)5, H} = =29 Xa =0;
¢3 =p° —m® = ¢y = 0;

¢s={p* —m’, H} =0.

(7.13)

(7.14)

(7.15)

(7.16)

Para determinar os multiplicadores (\;)® da equagdo (7.14) multipli-

camos por g, ou seja,

(B A) =p*ha ® mPAy =0,

que implica em

A2 =0.

(7.18)

Portanto os multiplicadores dos vinculos x, sdo completamente elimina-

dos. Note que

{XasXﬁ}+ = =2 Pop = Cag-
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Ficamos entao com trés vinculos de primeira classe bosonicos e dois de segunda

classe ferminonicos, respectivamente

dr=nf-p+am; ¢ =m; ¢3=p’—m? (7.20)

Xg =g — 0% P ap. (7.21)

Os vinculos de segunda classe podem ser eliminados via parénteses de Dirac

{A, B}, = {4, B} — {4, Xa} (Cap) ™" {xs, B}, (7.22)
onde a matriz inversa (Cﬂ,g)“1 ¢ dada por:

L
(Cﬂlﬁ) - 2p2 .

Usando os parénteses de Dirac teremos os seguintes parénteses nao nulos

(7.23)

entre todas as variaveis, bosonicas e fermionicas:

0.07¢ ng‘s
{zu,2v}p = _%;

{zu,0"}p =3

N Ewpp” (0°)%, 07 + p,0°
{24,0°}p = — 2p? )

07 (04) 10
{:C#,?TQ}D = %Q

a g’
{6°,6°}, = o7

§a
{6°, ?rﬁ}D = ?ﬁ;

F‘aﬂ

{TFQ,?TJS}D = T




7.1 Superalgebra de Poincare

Podemos verificar que a lagrangiana supersimétrica é invariante por trans-
lagoes, rotacdes de Lorentz e supersimetria usando as seguintes transformacoes

respectivamente:

oxr =g 06* = 0; dg=0; de=0;
ozt = ek xa;  60° = —1kH (94)% 0%: " bg=ktf,; de=0; (7.31)
ozt = €% (0%) s 6P, " =" dg=0; de=0.

Observe em particular que f, (¢) ndo se transforma como um vetor de Lorentz
como seu indice indicaria, na verdade, usando (4.39) temos df, = f; (k%fs) =
Euvak’ f* — fu (k- f'), ou seja, o dltimo termo de 6 f, mostra que f, ndo é um
vetor de Lorentz, compare com a transformacao de Lorentz do vetor z* em (7.31).

Por meio do teorema de Noether chegamos as seguintes cargas conser-

vadas a partir da lagrangiana (7.4):
= i (7.32)

J*¥ = e, p, — % (0")% 0Pn, + mfH (7.33)

Qa = To+ }jaﬁgﬁ- (734)

E facil verificar, usando os parénteses de Dirac, que essas cargas fecham a algebra

abaixo:

{Ppspu},g:[]; {QmPv}D=0; {J#:PV}D=€;,WQPQ;

(7.35)
{QmQﬂ}D =2 Pap ; {Jm QG}D = %(Uﬂ)i Qs ; {Jw JV}D T Epva‘]m

onde usamos também (or#)m (o)) "'ﬁ = Epw (U'\)aﬂ — NpvEoag-
Essa algebra, formada pelos geradores de translacao, rotagoes de Lorentz

e supersimetria ¢ denominada de superdlgebra de Poincare N = 1.
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Podemos reescrever o segundo termo da hamiltoniana (7.12) com o au-

xilio do gerador J# acima (vide (7.33)) e dos vinculos fermionicos (7.21):

1
Trf-P=J-P+§Q°Qa-
Substituindo na hamiltoniana ficamos com

H= 5 (PP=m?) +o (J P+ %Q“Qa + am) ; (7.37)

o que leva naturalmente aos invariantes quadraticos de Casimir da superalgebra

de Poincare

Ci=P'P,; Co=J-P+ %QQQ“. (7.38)

Também aqui é facil verificar por meio dos parénteses de Dirac que
os invariantes quadraticos de Casimir comutam com todos os geradores da su-
peralgebra de Poincare (7.35), isto é, {C;, P,} = 0= {C;,Qa} = {Ci, J,} , i=
1.2

Verificamos entdo, como era esperado, que a hamiltoniana de um super-
anyon pode ser escrita como uma combinagao linear dos invariantes quadraticos
de Casimir, de forma semelhante aos casos anteriores da particula relativistica de
spin nulo e particula de spin fracionario.

Deve ser notado que poderiamos ter seguido o caminho inverso como em
[12], isto é, conhecendo-se os invariantes de Casimir da superalgebra de Poincare
poderiamos construir a hamiltoniana e a partir dela a lagrangiana de primeira
ordem via transformada de Legendre.

Uma lagrangiana para superanyons com supersimetria N = 1 foi também

obtida em [17] mas para o caso de spin paralelo a0 momento.
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Capitulo 8

Conclusao

Uma conclusao que tiramos deste trabalho é que no modelo de anyons,
com S*S, < 0, o spin nunca é paralelo a0 momento independentemente das
condigoes iniciais e das condigoes de gauge, do contrario a lagrangiana nao seria
real.

O estudo do caso da particula fermi6nica de spin 1/2 com acoplamento ao
campo eletromagnético externo mostrou que foi necessario introduzir um termo
além do acoplamento minimo de forma que a supersimetria fosse mantida. A
generalizacao dessa idéia para o caso de spin fracionario sugere a introducao de um
termo ndao minimo que garantiu que as simetrias locais fossem mantidas. Assim
conseguimos de forma autoconsistente o acoplamento com algumas configuragoes
de campos eletromagnéticos incluindo campos constantes. Dado que as variaveis
eram bosoOnicas, nao conseguimos até o momento eliminar as restricoes sobre o
campo externo como no caso s = 1/2 onde utiliza-se varidveis grassmannianas
que naturalmente levam a identidade de Bianchi, fundamental na eliminacdo de
restricoes sobre o campo externo. Esse problema sera estudado futuramente.

Outro ponto importante é a utilizagdo de uma mudanga de varidveis que
mostrou nao sé que é possivel obter novas solugdes para a equagao (4.39) a partir
das pré-existentes como também que as solugoes compactas e nao compactas da
literatura estao relacionadas entre si.

Também obtivemos uma agao invariante por paridade para particulas de

spin fracionario com dupla polarizacdo e uma supersimetrizacao da ac¢ao de pari-
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dade tnica para anyons com S*S, < 0. Em suma, mesmo com spin nao paralelo
ao momento é possivel ter uma teoria autoconsistente para anyons que pode ser
acoplada com campo eletromagnético externo, supersimetrizada e ainda esten-
dida de forma a nao quebrarmos as simetrias de paridade e inversdao temporal.
Concluindo, o paralelismo entre momento e spin nao é uma condicao intrinseca a

existéncia de anyons em D = 241 dimensdes como tem sido as vezes advogado na

literatura [5, 6, 20]. Os estudos realizados aqui apenas usando mecanica classica

de sistemas vinculados nao garantem que os aspectos quanticos dos modelos com
S*S, < 0 sejam autoconsistentes. Deveriamos, por exemplo, investigar o propa-
gador anyonico e funcoes de onda de varios anyons também. Nao discutimos

também a definicao de um produto escalar adequado no espaco de Hilbert.




Apéndice A
Notacao

Indices gregos sao usados para indicar coordenadas no espago-tempo e
indices latinos para indicar coordenadas espaciais.

A métrica adotada é dada por

0 0

Usamos a convengao de Einstein, indices repetidos estdo somados:

2

B = H
E Ty =TTy,
n=0

e as derivadas sao definidas como

0
s = O

Para o caso de férmions, as derivadas a direita e a esquerda sao dadas

por 9 e % respectivamente.

Algumas propriedades do tensor de Levi-Civita definido por gg;3 = €% =

E”y)‘gaﬁr}r = 6)‘76,,,36”“ ey J)kvyayaapﬁ + 5,\36{;»}-6#3‘*'

- 6/\0 Juﬁ 6;17 =l 6Aﬁ 6»‘0: 6;;1 - 5)\,8 Ju'r 5;1& )
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E,uu)tg#y,\-‘ = 27?/\/\’; (A4)

€pu,\€ﬂ N = Tt TN — T Tl A (A5)

As matrizes (o), ; (e, B = 1,2) usadas no Capitulo 7 sdo dadas por:

(U#)aq« (GU) Tﬁ = e;w)\ (O‘A)aﬁ - T,],uugaﬁ- (A?)

O tensor espinorial £*# é definido como 45 = —€ga = —€** (€12 =1)
e abaixa e levanta indices segundo a regra: ¥, = £45%P, ¥* = eBepg.
Por exemplo:

1!)“% = "’bﬁfaﬁwﬁ = “%w“
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Apéndice B

Variaveis (Grassmannianas

B.1 Definicao

Varidveis grassmannianas, denotadas por 6;, sdo aquelas que satisfazem

a propriedade anti-comutativa

0,0, = —0;6; (B.1)

em contraposi¢do a nimeros reais (ou complexos) ordindrios que comutam:

9i9; = 459i- (B-2)

Uma fungéo pode conter elementos bosonicos e fermidnicos juntos @ (g, ),
chamados supercampos. O carater fermionico (grassmanniano) ou bosénico (co-

mutante) pode ser representada por um indice no elemento

A(ﬂ)’

temos um béson quando @ = 0 e um grassmanniano quando a = 1.

B.2 Propriedades

De (B.1) temos (i = j):

Todo grassmanniano ao quadrado é igual a zero:




(B.4)

O produto de dois grassmannianos (6,6;) é sempre um bdson (comu-

tante):

03 (610;) = 61050, = (6,6,) 05,

note que

AB = (-1)“) B4,

ou seja, um béson e um férmion sempre comutam:

AB=(-1)9MBA=BA

B.3 Derivacao e integracao

Da propriedade (B.4) tem-se a expansdo de Taylor

®(q,0) =p(q) +60v¥(q),

com ¢ bosonico e 9 fermionico.

Note que

portanto

Em geral temos:

ot ot A @) (OB
3—&(AB)_(39£)B+( 1) (39),4

- (3LA) B+(_l)(ab)( )(ab+a)A (3 B

00; 00;
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Como o indice 2ab sera sempre par ou zero, pode ser desprezado, e o sinal depen-

derd apenas do indice a. Entao

g—; (AB) = (a;_;) B+(-1)@4 (3;9‘?) . (B.11)

Assim as derivadas com relacao a grassmannianas também sao grassman-
nianas, ou seja,
0% 0% ok o*
00;00; 06;00;

Sendo que a relagao entre as derivadas tomadas a esquerda ou direita é dada por

(B.12)

BLA R (H"ﬂ) BRA
00, — (=1) 00,

Devido a propriedade anti-comutativa, deve ser especificado o sentido

(B.13)

(esquerda ou direita) da derivagao ou da diferenciagdo, o sentido que adotamos é
o da esquerda [3]:
oLd

60 = @ (g,0+60) — (g, 6) = 60y = 0. (B.14)

As integrais foram introduzidas na édlgebra grassmanniana por Berezin

[3]. Ele definiu as integrais como:

fd9=0;
fﬂdl?:l;

f(61A+CQB)d9:C][Ad9+CQde9,

onde c; e ¢; sao bosonicos.

Alguns exemplos de integracgao:

f61d92 = 91 fd92 = 0;




/9192d61 - _f9291d91 = —92/91d91 = —92;
[(8+c)d9=[€d9+cfd9=l.

B.4 Equacoes de Lagrange

Podemos definir uma lagrangiana tal que L = L (qi,é,-,ﬂi, fL,t), entao,

do principio da agao estaciondria:

s [ (qi,q,-,ai,é,-, t) dt = 0. (B.18)

t

Temos que as equagoes de Euler-Lagrange sao dadas por:

. _ 0L
p’l - 8qt'l

_o'L
96

s )

e m; ¢ 0 momento grassmanniano.

B.5 Equacoes de Hamilton
A hamiltoniana H = H (g;, pi, 6, T, t) é definida por

H = qip; + é—i?rg' — L.

Para esta defini¢ao as equagdes de Hamilton sao dadas por:
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(B.24)
(B.25)

(B.26)

; Ly
g _3% . (B.27)

Como a hamiltoniana é sempre bosonica, sua derivada em relagao a 6;

ou 7; sera sempre fermionica. (indice (1)).

B.5.1 Anti-parénteses de Poisson

Podemos definir um anti-parénteses de Poisson para as varidveis grass-
mannianas, de forma andloga ao parénteses de Poisson das varidveis nao grass-
mannianas.

Fazendo a evolugao temporal de uma funcao de 6;,7; e, eventualmente

de t, obtemos

d . .0FA 9FA O0A.
EA (Q,Tr,:ﬂ,p,t) == HW + T E + 6_

OFHOYA O'HOYA OHOA OHOA 0A

A=—5: 30 90 or " opoz oxap ot

Estendendo para uma funcao A qualquer:

OLH 9 A®  9LH 9 AW 9H A _O0H 0A@  §A

@) — _ N oH
or 00 @ or op oz Oz Do ' ot

. OLAWOLH LA oLtH Bz( e)
(a) — _ (a+1) a) H
A [( D ( 06 Or ¥ or 00 )] {A }
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oL@ ol g " oL@ gL H
89,— 67r,— (9?'(1‘ 891

02(%)
ot

Al — (_1)(a) [

] +{AW H} +

Entao, o anti-parénteses de Poisson é definido como

L_.(a L b L_(a L b
{A@ T®) = (_1)@ [3 2@ gLT®) gL z(a) LTI )] |

695 6?‘!’,; i B?Ti 89;

B.6 Propriedades

As seguintes propriedades sao validas para os super-parénteses de Pois-

a){A, B} = (-1)“*V (B, A};
b){A,B+C}={A,B}+{A,C};

c){4, BC} = (-1) B{4,C} + {4, B}C,

e a identidade de Jacobi:

d) (-1)) {4, {B,C}}+(-1)* {B,{C, A}}+(-1)” {C, {4, B}} = 0. (B.33)
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Apéndice C
Deducao de 4.32

Usando a élgebra (4.29 a 4.31) vemos que a identidade de Jacobi

{{:Cp,.’ﬂy} ,p,\} x {{xl/}p/\} va:.u.} o {{p,\,.’ﬁﬁ} ,.'II,,} =,

se reduz a condigdo de independéncia de R, em z,:

E,u.ua {R&, p)\} = 0)

portanto R = R (p). E da identidade

{zw o} o} + {zw, o}, m} + {{zn 2}, 20} = 0, (C3)

( 0 - + EAﬂni) R* =0, (C.4)

6;&1}&55)': + SuAa@ ap”

que por sua vez, usando as propriedades dos tensores de Levi-Civita resulta em

OR*
—— =0.
Op+
Partindo da expressao J, = €,002°p* + S, e de (4.14) calculamos {S,, S, }:
7 7 B ©

(C.5)

.05,

0S
{Sm Su} = e;w/\SA + guuApAR p+ 6»&)\;"\5; — Eparl 8Pa . (Cﬁ)

Assumindo que S, é dado por




8, = ap—’“2 + €A D%, (C.7

V2

substituimos em (C.6) e usando as propriedades dos tensores de Levi-Civita obte-

mos

0A*\
pp (Rp Euva apv) = Of\/ﬁ.

Podemos escrever a solucao geral de (C.5) e de (C.8) como

g A o4° v 99
Rp = QW + €uva apy + €uval apaa (Cg)

onde g é uma funcao arbitraria de p,, g = g (p). Podemos redefinir A* de modo
a eliminar o 1ltimo termo na expressio acima. Fazendo A, = A, — pug ficamos
com a expressao final para R,:

Pu A

Rp = OAW + fm,na—pu. (CIO)

Note que se redefinirmos z, como zj, = z, — A, é possivel eliminar toda a

dependéncia de J, e R, em A,. Substituindo em J, teremos

Pu
Vi

= £,ar2°P + a-22 (C.11)

v

Portanto o spin é totalmente paralelo ao momento: S, = a—fﬁ. Verificando a
P

algebra nas novas coordenadas chegamos a

{zp — Apyz — A} = {24, 2.} — {24, A} — {4y, 2.}
it | ol i B _(%_3‘4“)
= €uva (p2)3/2 " 3p, dp,  Opy

A
= €uv (a(ﬁfw) ) (012)

ou seja, obtemos R, = a@—f}%g.




Apéndice D

Paridade e Inversao Temporal em

i =g 41

Em D = 3+1 dimensdes, a transformacao de paridade é feita por inversao
do sentido de todos os eixos espaciais (z,y,z) = (—z,—y, —z). Essa transfor-
macao possui determinante —1. Em D = 2+ 1 dimensdes, o conceito de paridade
é diferente de D = 3 4+ 1 dimensdes. Assim, para o sistema de coordenadas

mostrado na figura abaixo:

Figura D.1: Sistema de coordenadas do plano zy.

Se fizéssemos as trocas, seguindo a mesma idéia de D = 3 + 1 dimensoes,

teriamos como resultado:
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Figura D.2: Sistema de coordenadas com a inversdo £ — —z e y — —v.

Portanto, em duas dimensoes espaciais, tal troca equivaleria apenas a
uma rotagao de m no sentido anti-horario em torno de um eixo imaginario per-
pendicular ao plano zy, e o determinante da transformacao seria 1, ao contrario
do que ocorre em D = 3 + 1 dimensoes. Assim sendo, define-se a transformacao
de paridade em D = 2 + 1 trocando-se o sentido de apenas um eixo espacial, por

exemplo, (z,) = (=, y):

Figura D.3: Sistema de coordenadas obtido pela troca z — —z.

O determinante dessa transformacao agora é —1. Analogamente, sob essa trans-

formacao de paridade, o momento p, se transforma como (po, pz, py) = (Po, —Pz, Py)-

A inversdo temporal (¢ — —t) é definida em D = 2 + 1 dimensdes da

mesma forma que em D = 3 + 1 dimensdes. Por exemplo, para p, temos:

(p()s Pz, py) = (_pﬂap:npy)'
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