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Melo, A. A. S. Partículas de Spin Fracionário em 2+1 Dimensões com Spin
não Paralelo ao Momento. Guaratinguetá, 2001. 94 p. Dissertação (Mestrado
em Física) — Faculdade de Engenharia, Campus de Guaratinguetá,
Universidade Estadual Paulista.

Nesta dissertação estudamos uma ação para partículas de spin fracionário. Por
meio de um modelo que faz uso dos invariantes quadráticos de Casimir da
álgebra de Poincaré e de um número de variáveis extras do espaço de fase
apenas o suficiente para garantir que álgebra de spin seja canônica, chega­se a
uma ação simples que descreve partículas de spin fracionário. Mostramos
neste trabalho que tal formulação não permite que o spin seja paralelo ao
momento, ao contrário de outras formulações na literatura. Introduzimos
diferentes extensões desse modelo incluindo interação com o campo
eletromagnético externo, dupla polarização e supersimetria. O modelo com
spin não paralelo ao momento se mostrou autoconsistente classicamente.

PALAVRAS CHAVE: Anyon, vínculos, spin fracionário, estatística
intermediária, teoria de grupo, grupo de Poincarê, supersimetria.
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Melo, A. A. S. Fractional Spin Particles in 2+1 Dimensions with
Noncollinear Spin and Momentum. Guaratinguetá, 2001. 94 p. Dissertação
(Mestrado em Física) — Faculdade de Engenharia, Campus de Guaratinguetá,
Universidade Estadual Paulista.

ABSTRACT

In this master's thesis we study an action for a fractional spin particle. By
using a model based on the Casimir quadratic invariants of the Poincaré
algebra and a number of extra phase space variables only enough to guarantee
the canonical spin algebra one gets a simple action that describes fractional
spin particles. We show in this work that such formulation does not allow that
spin and momentum be parallel, opposite to other formulations found in the
literature. We introduce different extensions of this model that include

external *electromagnetic field interactionn double polarization and
supersymmetry. The model with noncollinear spin and momentum proves to
be selfconsistent at classical level.

KEYWORDS: Anyon, constraints, fractional spin, intermediate statistics,
group theory, Poincarê groups, supersymmetry.
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Capítulo 1

Introdução

Em 2 + 1 dimensões existe a possibilidade do surgimento de partículas

de spin e estatística fracionários, chamados anyons. Aparentemente certos esta­

dos de quase partículas que ocorrem em fenômenos planares como o efeito Hall

quântico fracionário e supercondutividade a altas temperaturas têm propriedades

semelhantes aos anyons [23, 34], o que torna esses modelos de grande interesse
na física atual. Uma forma de obter anyons é por meio do acoplamento com um

campo de Chern­Simons e não está claro se isso resulta em interações residuais

levando a questão da existência de anyons como partículas livres relativísticas.

Vários modelos têm sido propostos na literatura para descrever tais partículas e

este trabalho baseia­se na extensão de um desses modelos.

Basicamente existem na literatura duas formulações usadas para descre­

ver anyons relativísticos em primeira quantização.

Uma vez que em 2+1 dimensões as partículas massivas de spin fracionário

têm o mesmo número de graus de liberdade das partículas massivas de spin nulo,

ou seja, o spin não representa grau de liberdade [14, 20], pode­se usar as mes­

mas váriaveis de espaço­tempo (t,, Pu, nu=1,2,..,D) usadas para partículas
relativísticas de spin nulo para descrever anyons. Esta é a chamada formulação

mínima.

Na formulação mínima o spin S, é paralelo ao momento p,. Essa é
uma escolha conveniente, pois as partículas relativísticas em 2 + 1 dimensões

são caracterizadas pela massa e pela componente do spin ao longo do momento.
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Assim o fato de o spin não representar grau de liberdade permite impor que a

componente de 5, não paralela a p, seja nula, tornando essa escolha a mais direta.
No entanto, esta formulação possui diversas desvantagens tais como o

aparecimento de parênteses não canônicos como fx,,x,) £ O e anomalias na
álgebra de spin, isto é, (S.,S,) = O ao invés de ([S,,S,) = emaSº* que é à
algebra usual do momento angular em 2+ 1 dimensões. Alternativamente, é

possível redefinir as coordenadas x, para que elas satisfaçam parênteses canônicos
mas as novas coordenadas não se comportam como um vetor por transformação

de Lorentz. Tais problemas dificultam a quantização do modelo.

A outra formulação, chamada de estendida, faz uso de variáveis extras

do espaço de fase (g;, 1;) de modo a garantir a realização da álgebra do momento
angular para as componentes do spin e uma álgebra canônica para as coorde­

nadas: fr,,r1,) = O. Tais formulações requerem a utilização de vínculos extras
na teoria para que os graus de liberdade extras sejam eliminados sobrando ape­

nas os correspondentes às partículas de spin nulo como na formulação anterior

(mínima).

A grande desvantagem do formalismo estendido é que as lagrangianas

obtidas são geralmente complicadas e nem todas as formulações estendidas são

explicitamente covariantes de Poincarê.

Neste trabalho utilizaremos uma formulação estendida que faz uso do

menor número possível de variáveis extras, ou seja, o espaço de fase é minima­

mente estendido, de modo a preservar sua estrutura canônica e a álgebra de spin.

Isto nos leva a mais simples lagrangiana conhecida na literatura para a partícula

livre de spin fracionário em 2 + 1 dimensões. Tal formulação foi sugerida em

[12, 16].

Outra característica desta formulação é que, diferentemente da formu­

lação mínima, ela não permite que o spin seja paralelo ao momento, ou seja,

trabalhamos o tempo todo com o spin não paralelo ao momento.

Em [12] foi estudada apenas a teoria sem interação. O objetivo básico

desta dissertação é ampliar os estudos feitos em [12] introduzindo interação com

campo eletromagnético externo (Capítulo 6), Supersimetria (Capítulo 7) e dupla
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polarização (Capítulo 5) confirmando a autoconsistência da formulação minima­

mente estendida de [12, 16].
No Capítulo 2 damos uma explicação sobre o porquê da possibilidade

de anyons em 2+ 1 dimensões sob o ponto de vista da teoria de grupos e da

estatística. No Capítulo 3 introduzimos o formalismo de Dirac para sistemas

vinculados de forma reduzida dando o exemplo de uma partícula relativística de

spin nulo que também servirá para introduzir o método de obtenção da ação por

meio dos invariantes de Casimir da álgebra de Poincarê. No Capítulo 4 discuti­

mos a ação para partículas de spin fracionário obtida por meio dos invariantes de

Casimir mostrando que quando tomamos os casos particulares de spin 1/2e1as

equações de movimento podem ser escritas em função do invariante de Casimir

relacionado ao spin. Mostramos também a equivalência de soluções compactas

e não compactas obtidas em [12] e [16] por meio de uma mudança de variáveis.
Além disso, damos uma descrição dos formalismos mínimo e estendido, usados

atualmente na formulação de anyons, e demonstramos que o spin não pode ser

paralelo ao momento no modelo minimamente estendido que ádotamos, isto é,

com SY“S, < O. No Capítulo 5 estudamos o caso de dupla polarização por meio
da introdução de um vínculo quadrátrico. No capítulo 6 estudamos a partícula

relativística de spin 1/2 e seu acoplamento com o campo eletromagnético externo

por meio de um modelo supersimétrico o que leva, por analogia, ao acoplamento

não mínimo da partícula de spin fracionário com o campo eletromagnético exter­

no. Concluímos no Capítulo 7 com a adição de supersimetria ao modelo levando

a uma ação supersimétrica no espaço­tempo e a realização da superálgebra de
Poincarê N = 1 em 2+1 dimensões.
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Capítulo 2

Spin e estatística em 2+1

dimensoes

2.1 O grupo de rotações e o momento angular

Em duas dimensões espaciais, ao contrário de dimensões mais altas as

possibilidades para o spin e estatística das partículas não se restringe aos casos

de férmions e bósons, não sendo o momento angular necessariamente quantizado

em unidades inteiras ou semi­inteiras de Ai. Veremos que essas partículas podem

obedecer estatísticas intermediárias entre bósons e férmions, o que resulta direta­

mente das propriedades do espaço em duas dimensões. Partículas que obedecem

tais estatísticas são chamadas de anyons.

Embora anyons não sejam partículas reais, desde que só existem em duas

dimensões, certos sistemas físicos podem ser considerados em aproximação como

bidimensionais. Assim por exemplo, em certos sistemas de matéria condensada a

interface entre dois filmes finos de diferentes semicondutores pode ser considerada

bidimensional. No caso do efeito Hall quântico fracionário, por exemplo, tem

sido observado certos estados que possuem spin e carga fracionárias e estatísitica

intermediária como mencionamos na introdução.

Do ponto de vista teórico a não quantização do momento angular em duas

dimensões espaciais pode ser verificada diretamente da análise das representações

irredutíveis do grupo que gera rotações.

16
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Vamos comparar o grupo das rotações em três dimensões SO(3) com o

grupo de rotações em duas dimensões SO(2).

Consideremos primeiro o grupo SO(3). Designando os geradores in­

finitesimais do grupo SO(3) como Ji, Ja e J3 temos (vide, por exemplo, [33]):

Ja, Jo] = iEabedo, (2.1)

onde J; será identificado também com o gerador do subgrupo SO(2) de rotações

no plano xy.

Definindo os operadores J+ como

obtemos as relações de comutação

Vi )=J3 [J3di]=r

Além disso, temos as relações de hermiticidade

?Ji=J; Jl=J; (i=1,2,3). (2.4)+

Podemos definir também o operador de Casimir J ? de SO(3) tal que ele comute
com todos os geradores do grupo:

Sº=R+R+R=IIJA+II,AIR

JP =+IJ+R.

Usando (2.3) obtemos

2), JIJ. =Jº­J3(3­1); 2) J,=32­J(JGg+1). (2.7)

Vamos agora determinar o espectro de autovalores de Jº e J;z. Deno­

taremos os autovalores de Jº e de J3 por X e m respectivamente. Como J? e
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J3 comutam eles podem ser diagonalizados simultaneamente da mesma maneira

que JiJ eJd,.

Assim vemos que 3º pode ser escrito como a soma de operadores hermi­
tianos positivo definidos que comutam entre si, vide (2.6), portanto deve ser um

operador hermitiano positivo definido. Assim, para uma representação unitária,

os autovalores de J? devem ser reais e não negativos. O operador J;3 é hermitiano
também e deve ter autovalores reais. Assim podemos escrever

JºPIX,m=X|Xm) (X>0 XERN,

J3J|X,m)=m|X,m) (meN).

Usando (2.7) temos

2J.J4 [X,m) =[X ­ m(m+1)] |[X,m); (2.10)

2J,I­ |X,m) = [X ­ m(m — DJ] |X,m). (2.11)

Como J1J = Ji JL eJ. J,=dJ Ji os autovalores de J,J eJ J, são positivo
definidos. Isso implica em

X­m(ímtl1)>O. (2.12)

Vamos então determinar os valores de X e m que satisfazem (2.12) e

que ao mesmo tempo são consistentes com as relações de comutação do SO (3).

Usando tais relações obtemos

(X, m'| [Ja, Ja] |[X,m) = (m' = m) (X,m/| JL |X,m) = (X,nm/| JL |X,m),
(2.13)

de onde concluímos que sucessivos autovalores m de J; devem diferir por uma

unidade:
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Figura 2.1: Representação gráfica das parábolas à esquerda de (2.12) e região de

validade de (2.12). (para X > O).

m'—m=l. (2.14)

Para valores não negativos de X é possível satisfazer as duas desigual­

dades (2.12) simultaneamente com valores reais de m se e apenas se mm tiver um

limite superior positivo m, e um limite inferior negativo —mu., (ver figura 2.1):

—m, <m <m,; (2.15)
1. A

mi =­2+/7+X. (2.16)

De (2.16) temos

X=m,2(m,+1). (217)

Como dois autovalores diferentes dentro da mesma representação irredutível difer­

em por um inteiro (vide (2.14)), então m,4 — (­m,) = 2m, deve ser um inteiro

não negativo, portanto m., deve ser inteiro ou semi­inteiro não negativo. Na física

utilizamos fregilentemente a notação m, = j=0,3,1,3,...
Podemos identificar os autovetores |], m) com a base do momento angular

para uma dada representação unitária de SO(3), onde para um dado valor de j

teremos 27 + 1 valores de m:
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m=­j=j+1..j­1,5 (2.18)

Portanto as representações unitárias de SO(3) são todas de dimensão finita igual

a 2] +1 e o momento angular assume valores discretos.

Das equações (2.10) — (2.11) podemos obter

Jslim) = GVIGID=mimE)) livm+1). (2.19)

Os operadores J, e J. têm a propriedade de subir e descer os valores de m por

uma unidade.

Para o grupo SO (2), como só temos o gerador J3 não temos as condições

impostas por (2.12) e (2.14) e portanto não há quantização do momento angu­

lar em duas dimensões espaciais. Como Ji = J3 os autovalores 'm' podem ser
quaisquer números reais.

2.2 O grupo de Lorentz em 2+1 dimensoes

Do ponto de vista relativístico devemos olhar para as representações ir­

redutíveis do grupo de Lorentz em 2 + 1 dimensões, o qual, diferentemente do

grupo SO (3), devido à sua métrica (+,—,—), possui representações unitárias
irredutíveis infinitas e semi­infinitas.

Vamos então obter uma classificação para as representações unitárias de

SO(2,1) em termos dos espectros de autovalores de seus operadores de Casimir
JJ? e do gerador J; de seu sub­grupo compacto SO(2). Os geradores de grupo
Ji, Ji e Ji de SO(2,1) satisfazem as relações de comutação

[Ju Ju] = iemal'º,

que na nossa assinatura (+, —,—) se traduz em

Mu] =io; M3=­i; My =­i,

Definindo JJ:
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Ja = (E),
obtemos as relações de comutação

My J]=J; [JL] st, (2.23)

idênticas ao caso SO(3). Mas para representações unitárias de SO(2,1) devemos
ter

Ji=—J.

O operador invariante de Casimir de SO(2,1) é dado po:

Pes IR=IR=IRA+IIATUIL
= JJ IT =I, (2.25)

Notamos que J? não é mais uma soma de operadores hermitianos positivo defi­
nidos e portanto seus autovalores cobrem o domínio dos números reais. Usando

(2.23) e lembrando que (2.24) implica que autovalores de J' J'! e J!J! devem ser
reais e negativo definidos escrevemos J+J. e J.J; como

—2J,J. =2J,Jl = —=Jº + JL (J 1);

—2J.J, =2J JJ =­Jº+J(J+1).

Definindo para o operador J?:

PIXm=X|Xm) Xe,

e, como no caso anterior

,LIX,m)=m|X,m) me,

onde |X, m) é um autovetor simultâneo de J? e Jó, podemos escrever
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Figura 2.2: Representação gráfica das parábolas à esquerda de (2.32) e região de

validade de (2.32). (para X > O).

—2J.JJ |X,m) = [­X + m(m+ | |X,m);
—2J4JL |X,m) = [­X + m(m — | |[X,m),

o que implica

—X+m(ím+1)>O. (2.32)

Podemos então obter uma classificação completa para as representações

unitárias de SO(2,1) em termos dos autovalores de J? e J' determinando os
valores reais de X e m que satisfazem (2.32) e as relações de comutação (2.21).

Como no caso SO (3), as relações de comutação implicam em (2.13), ou seja,
sucessivos valores de m devem diferir por uma unidade. Podemos dividir os casos

que satisfazem à (2.32) em três.

Para o caso X < —, m assume valores infinitos e sem limites.
Para o caso —. < X < O, m pode assumir valores infinitos ilimitados ou

infinitos limitados à esquerda ou à direita.

!Para o modelo de anyons em que o spin não é paralelo ao momento teremos a seguinte

relação entre X e o operador de spin 5: 5º = — (sº + 4) = X, onde s é uma constante real.
Portanto o modelo estudado nesta dissertação se restringe ao caso X < —d.
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Para o caso X > 0, o mais comum na literatura, os valores de m assumem

valores infinitos limitados à esquerda ou à direita (figura 2.2)?.
Vemos portanto que no grupo SO (2,1), ao contrário do SO (3), não há

quantização do momento angular, ou seja, não temos anyons no espaço euclidiano

D = 3 mas sim no espaço de Minkowiski em D = 2+1.

2.3 Estatística das partículas em d = 2.

Vamos analisar agora a estatística das partículas em duas dimensões

espaciais.

A noção de estatística é usualmente relacionada com o sinal que a função

de onda adquire quando duas partículas são permutadas. Se a função de onda não

muda de sinal, ela descreve um sistema bosônico, se ela ganha um sinal menos ela

descreve um sistema fermiônico. Colocando de uma maneira mais geral, seguindo

a apresentação de [24], se uma função de onda 4 (1,2) descreve duas partículas
idênticas com momento angular definido, se movermos a partícula 2 em torno da

partícula 1 por um ângulo azimutal Ay (ver figura 2.3), a função de onda muda
de acordo com

v (1,2) > 4' (1,2) = ev (1,2).

Figura 2.3: Deslocamento da partícula 2 em torno da partícula 1 por um ângulo

Ag.

?Para modelos com spin paralelo ao momento temos 5º = a (a — 1) e assim correspondem
1
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A fase adquirida pela função de onda depende do parâmetro uv o qual é

usualmente chamado de estatística. À princípio v é um número real arbitrário

como já foi observado ao comentarmos o grupo SO (2) de rotações em 2 dimensões
espaciais.

Consideremos agora a troca de posição entre duas partículas feita de duas
maneiras diferentes:

i) Movendo a partícula 2 em torno da partícula 1 por um ângulo Ay = 7

e depois realizando uma translação do centro de massa até alcançar a configuração

inicial (ver figura 2.4);

Figura 2.4: Deslocamento da partícula 2 em torno da partícula 1 por um ângulo

Ay =.

ii) Movendo a partícula 2 em torno da partícula 1 por um ângulo Ay =
—m e depois realizando uma translação do centro de massa até alcançar a con­

figuração inicial (ver figura 2.5).

Figura 2.5: Deslocamento da partícula 2 em torno da partícula 1 por um ângulo

Ay = —T.

No primeiro caso a função de onda adquire uma fase exp (itv) e no

segundo caso ela ganha uma fase exp (—inv). Existe uma grande diferença entre
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estas operações em duas dimensões e as mesmas operações em dimensões mais

altas. Em D > 3 sempre é possível deformar de forma contínua a transformação

1) de forma a alcançar ii) não sendo possível distinguir as duas. Isto significa que
em D > 3 devemos ter

e” = e", (2.34)

Isso só e possível se v = 0, +1,+2,:+3,..., ou seja, a estatística não pode

ser arbitrária. Pela troca de duas partículas a função de onda não muda se v for

par (estatística bosônica) e ganha um sinal se v for ímpar (estatística fermiônica)

(vide (2.33) para Ap =).

Em duas dimensões não existe a possibilidade de deformar continuamente

o caminho i) no caminho ii) já que as partículas não podem passar uma pela outra.

Assim em duas dimenões i) e ii) são duas operações fisicamente e matematica­

mente distintas e (2.34) não é necessariamente válido e v pode ter qualquer valor

real arbitrário. Assim não temos apenas bósons ou férmions em D = 2+1 mas

também partículas de estatística intermediária (anyons). Outra consequência dis­

so é que em duas dimensões não é suficiente especificar as configurações inicial

e final para descrever completamente um sistema; também é necessário especi­

ficar como as diferentes trajetórias se cruzam. Ou seja, a evolução temporal das

partículas não pode ser negligenciada. Este fato implica que para classificar e

descrever anyons, a representação do grupo de permutações deve ser substituído

por outro mais complexo, denominado grupo de tranças.

Uma das características essenciais dos anyons é a violação das simetrias

discretas de paridade P e reversão temporal T. No exemplo de duas partículas,

sob uma transformação de paridade ou reversão temporal, a fase adquirida pela

função de onda 4 (1,2) muda de acordo com

etirv  QTiru (2.35)

para os casos i) e ii) respectivamente, e para v £ 0,1 ocorre uma violação de P

e T. Esta quebra da simetria discreta é usada experimentalmente para indicar a

presença ou ausência de anyons em fenômenos bidimensionais.
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Existem várias formas de obter um modelo que descrevam anyons, por

exemplo, utilizando o acoplamento com um campo de Chern­Simons o que leva

a formulação não local de anyons. Outra forma não local utiliza o modelo sigma

não linear O(3). Naturalmente somos levados a questão: Como formular anyons

ou mesmo partículas relativísticas de spin fracionário em 2+1 dimensões de forma

local? Qual a equação de movimento para tais partículas? É nesse contexto que
se insere nosso trabalho.

Tecnicamente utilizaremos o método de Dirac para sistemas vínculados

que será introduzido no próximo capítulo e argumentos baseados em teoria de

grupos.
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Capítulo 3

Quantização de Dirac

Como ferramenta básica nesta dissertação usaremos o método de Dirac

para sistemas vinculados e um conhecimento elementar do grupo de (super)Poin­

carê. Nesta primeira seção faremos um resumo do método de Dirac cujo objetivo

é tornar este trabalho autoconsistente de forma que o leitor das seções posteri­

ores não tenha que recorrer a textos demasiadamente técnicos ou longos sobre

quantização de sistemas vinculados. Além disso este tema pode ser encontrado

em excelentes trabalhos na literatura [13, 18, 31).
O formalismo hamiltoniano desempenha um papel importante na física

teórica pois sua utilização em mecânica clássica pode ser naturalmente generaliza­

da para a mecânica quântica (quantização canônica). Todavia uma desvantagem

do formalismo hamiltoniano é que nele o tempo é uma coordenada que ocupa

um papel privilegiado se comparado com as coordenadas espaciais. Dessa forma

a covariância por transformações de Poincarê, um dos princípios básicos da rel­

atividade, não é explicita e deve ser verificada cuidadosamente sobre os estados

físicos do sistema em estudo. Em contrapartida, no formalismo lagrangiano a
teoria pode quase sempre ser formulada de forma explicitamente covariante de

Poincaré. Os dois formalismos podem ser todavia relacionados através de uma

transformação de Legendre.

Vamos examinar o processo de passagem do formalismo lagrangiano para

o formalismo hamiltoniano. Assumindo um número finito N de graus de liberdade

denotamos as coordenadas do sistema físico por qn, n=1,...,N. As velocidades
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são dadas por dq,/dt = dr e, embora não seja o caso mais geral, vamos admitir que

a lagrangiana seja uma função das coordenadas e das velocidades L = L (qn, dn).

Partindo da ação

t2

S=| Lat, (3.1)
t1

obtemos, por meio do príncipio variacional de ação estacionária, as equações de

movimento de Euler­Lagrange

d/oL OLde (52) da 82)

Passamos do espaço de configurações de 2N coordenadas (qn, dn) para o

espaço de fase, também de 2 coordenadas (qn, Pm), a partir das leis de trans­

formação dn = dn(gm, Pi) provenientes da definição dos momentos canônicos

o
Pr Gn (3.3)

Nem sempre todas as velocidades podem ser obtidas como função dos

momentos invertendo­se (3.3). Para cada velocidade indeterminada teremos uma
identidade da forma

Pa (1,P)=O0, (3.4)

onde a = 1,...,M é e M é o número de momentos que não podem ser obtidos

como função das velocidades. As identidades (3.4) são chamadas de vínculos

primários.

De qualquer forma, mesmo com a existência de vínculos a hamiltoniana

canônica pode ser obtida a partir da lagrangiana via transformada de Legendre

Hí(q,p) = Pndn — L, (3.5)

onde usamos a convenção de Einstein com índices repetidos sendo somados. Cada

coordenada do espaço de fase evolui no tempo de acordo com as equações de

Hamilton abaixo, que são equivalentes a (3.2),
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= 98, (3.6)

32 ="2297DPn = Oqn
e que podem ser escritas de uma forma compacta por meio de parênteses de

(3.7)

Poisson

onde g = 9(qg,p) e

N O0AOB O0OAOB(4,81 = 2. (de Om ÔPn oa.) '
onde N é a metade da dimensão do espaço de fase.

Evidentemente os vínculos levam a restrições sobre as variações das coor­

denadas do espaço de fase, em outras palavras, elas não podem variar independen­

temente, o que deveria se refletir nas equações hamiltonianas de movimento. Isto

sugere uma modificação da hamiltoniana canônica para uma chamada hamilto­
o . 2. H* . ” ! C 1 bi ­ li 1niana primária H* que incorpore os vínculos. Como qualquer combinação linear

de vínculos primários é igual a zero, podemos adicioná­los à hamiltoniana com

coeficientes a princípio arbitrários u,, obtendo

H'=H+us a=lL.,m (3.10)

A hamiltoniana acima leva em conta explicitamente a não independência das

coordenadas do espaço de fase devido aos vínculos primários. Entretanto elas

introduzem um grau de indeterminação nas novas equações de movimento via

coeficientes u,. À seguir tentaremos determinar os coeficientes u,.

Embora os vínculos sejam nulos, seus parênteses de Poisson com outras

variáveis em geral não são nulos, de modo que só podemos fazê­los iguais a zero

1!Obviamente poderíamos adicionar potências mais altas nos vínculos primários mas tais
termos extras não contribuiriam para as equações de movimento
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após o cálculo dos parênteses de Poisson. Por essa razão, Dirac introduziu o

conceito de fracamente nulo [13]

a Re O. (3.11)

Como a equação acima é válida num instante qualquer t devemos impor

a manutenção dos vínculos primários no tempo:

Pa = (9a, H*) = (pa,H)+ uv [6a Pa|RH O. (3.12)

Eliminando o caso em que (3.12) resulta em inconsistência, o que significa

que a lagrangiana original leva a equações de movimento inconsistentes, estas

equações podem conduzir a três situações distintas:

i) satisfeita identicamente, 1.e., O = O;

11) leva a equações independentes dos coeficientes u,, isto é, (6a, 6a) = O
ili) leva a equações que impõem restrições sobre os coeficientes u,.

As equações do segundo tipo resultam em vínculos que não são con­

sequência direta da definição de momento mas envolvem as equações de movi­

mento, por isso são denominadas vínculos secundários. Eles impõem novas

condições de consistência À; = O (j=1,...,R), o que leva a outra equação

7 = (7, H) + U (7, Pa') a O. (3.13)

Este processo é repetido até não haver mais novos vínculos, resultando

no final em uma série de vínculos secundários e equações para os coeficientes u,.

Além de serem separados em primários e secundários, os vínculos Da,

A=1,":, M M+1,..., M + R, podem ser classificados em duas classes. Os de

primeira classe 017, a=1,:­:,k e os de segunda classe xx onde a = 1,­:+­ ,j tal

que j+k= M+R.

Podemos definir qualquer grandeza R que seja função das coordenadas

do espaço de fase como primeira classe se ela possuir parênteses de Poisson

fracamente nulo com todos os vínculos:
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caso contrário ela será chamada de segunda classe.

Ássim, os vínculos, independentemente de serem primários ou secun­

dários serão classificados como de primeira classe ou segunda classe de acordo

com seus parênteses de Poisson com todos os demais. Tal classificação está in­

timamente ligada com a determinação de alguns dos coeficientes u, até então

indeterminados como segue. Separando os vínculos primários em dois grupos de

primeira e de segunda classe, respectivamente 03, xa e analogamente para os

multiplicadores u, = (ua, ua) podemos escrever as equações de movimento para

uma grandeza qualquer g(q1, Pm) como

9=(9,H +usba) +ual9,Xxa). (3.15)

Impondo a manutenção no tempo dos vínculos de segunda classe, is­

to é, xa = O nós podemos determinar os coeficientes uz = (C*)% (xs,H),
onde (Cn1%* é a inversa da matriz formada pelos parênteses de Poisson entre os
vínculos de segunda classe:

Cas = (xa, X6) ­ (3.16)

Após a determinação dos coeficientes us, a equação (3.15) pode ser escrita como

g= (9, HH; + UaXã) = (9, Hip , (3.17)

onde, de acordo com Dirac, introduzimos os novos parênteses abaixo:

(4, B)p =1(A,B) — (4,Xxa) (0) (xs, B). (3.18)

Estes novos parênteses propostos por Dirac têm todas as propriedades dos

parênteses de Poisson e, como conseqiiência direta de sua adoção, os vínculos de

segunda classe se tornam fortemente nulos, xx = 0, podendo então ser excluídos

da teoria, o que leva a uma redução direta do número de graus de liberdade.

Com os novos parênteses tudo se passa, vide (3.17), como se H*' = Hex =

O identicamente. Note que a definição (3.18) é tal que se substituirmos, por

exemplo, B por qualquer vínculo de segunda classe temos
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(4, x7)p = (4x7) = (4, xa) (079) xs, x)
=(A,x7) — (4,xa) (0) Ca,
= (A,x7) ­ (4, xa) O7
= (4x7) ­ (4,x7)=0.

Ou seja, não faz diferença se x, = O antes ou depois de calcularmos os novos

parênteses. Às equações de movimento formuladas com os novos parênteses são

exatamente iguais as equações de Hamilton originais. Ao contrário dos multipli­

cadores hamiltonianos us dos vínculos de segunda classe, que são completamente

determinados nesse processo, os multiplicadores hamiltonianos u, permanecem

indeterminados o que transporta tal indeterminação para as equações de movi­

mento. Isso é uma conseqiiência da existência de simetrias locais, dependentes do

tempo, também chamadas simetrias de gauge. Na prática isso significa que exis­

tem coordenadas espúrias na teoria que podem ser eliminadas (fixação de gauge).
No processo de quantização da teoria hamiltoniana, mudamos as coordenadas do

espaço de fase para operadores e trocamos os parênteses por comutadores e a

função de onda deve ser aniquilada pelos vínculos de primeira classe:

dip=0.

3.1 Partícula relativística de spin nulo

Para ilustrar a idéia básica do procedimento a ser adotado nas seções em

que trataremos de anyons tomaremos como exemplo a partícula livre relativística

de spin zero. Podemos escrever sua ação de forma proporcional ao comprimento

da linha do universo que ela percorre. Adotando, por razões dimensionais sua

massa como constante de proporcionalidade:

T2S = —m [às = | dr /X1t",
1

onde ds? = dz, (1) de" (1) = &,ãº (dr)?.
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As coordenadas r, (1) correspondem à representação paramétrica da
curva traçada pela partícula relativística conforme ela se movimenta no espaço­

tempo, portanto 7 não representa o tempo físico, que é dado por ro, e sim um tem­

po fictício. Dessa forma é esperado que ela possua simetria na reparametrização

de tempo fictício. Fazendo 7 — 7 (17) e 1, (17) — Z, (F) temos

d dr d dr  dr.(1) drdr, (9)
dr ae CORO Ch Cr do

Substituindo na ação ficamos com

Pdrjdr| . faz, dãos=m Ee VET
1

onde f; = 7 (1;).

Vemos portanto que o funcional S é invariante por reparametrizações do

tempo fictício que são monotônicas crescentes d7/dr > O e preservam os extremos:

Ti = T(r;) = 1; ou monotônicas decrescentes d7/dr < O e trocam os extremos:
T(1)=neT(n)=n.

Apesar da ação ser invariante, a quantidade £,4"” não o é, já que sob a
transformação 7 — 7 (7) temos &,iº — (di /dr)º (dr, /d7) (dr”/d7). No entanto,
é sempre possível fazer uma escolha de reparametrização de forma que tenhamos

(d7/dr) = k/ (V(dr, /dr) (dxr/d)), onde k é uma constante. Dessa forma
£?º — k, ou seja, isso resulta na condição de gauge: d(£º)/dr = O. Abaixo
veremos que essa é uma condição de gauge natural do ponto de vista das equações
de movimento.

Da ação (3.20) temos a lagrangiana

L=—my/1,1".

Da lagrangiana acima obtemos os momentos canônicos

oO má
— Oh 4 /TuT"

Dado que p, = OL/Ox" = O isto leva à equação de movimento para ,:

Pu
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(3.23)

Impondo d (4º) /dr = O na equação acima, recaímos na equação de movimento

conhecida para a partícula livre %, = O.

A simetria por reparametrizações 7 — 7 (7) é local e foi interpretada

acima como uma transformação de gauge. AÀ ação (3.20) é invariante também

por transformações globais, isto é, independente de 7. Nesse conjunto de trans­

formações temos o grupo de Poincarê em D dimensões. Ou seja, translações e

rotações do espaço­tempo. Infinitesimalmente temos respectivamente

óx" = e"; (3.24)

óx" = wW"xy, (3.25)

onde e” e w"" = —w"" são parâmetros infinitesimais independentes do tempo.

Podemos torná­los dependentes do tempo e utilizar o teorema de Noether para

determinar as quantidades conservadas:

6L = Lba = pyê"; (3.26)
OL .. bu

vs

Dessa forma a variação da ação é proporcional a derivadas temporais dos parâme­

tros infinitesimais das transformações, e de acordo com o teorema de Noether as

quantidades que multiplicam tais derivadas correspondem às cargas conservadas.

Reescrevendo­as em termos de coordenadas e momento temos de (3.26) e (3.27)

P"=0, P,=py (3.28)

Juwv=0, Juv=DPunTv— DvLyu (3.29)

A partir dos parênteses de Poisson básicos

(Tu Pv) = Nuvi

(tu, Tv) =0O;

(Dus Pu) =0O,
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nós podemos verificar que tais constantes de movimento geram a algebra clássica
de Poincarê em D dimensões

(P4,P") =O; (3.33)

(JW, PP) = PN" — P"W"º; (3.34)

(JW ,JPY = QPOJUO + TIPO — PO JUP — UP MO, (3.35)

É importante notar que a álgebra de Poincaré acima possui dois invari­
antes de Casimir quadráticos que são combinações quadráticas de geradores que

comutam com todos os geradores da álgebra. Um deles depende explicitamente

da dimensão do espaço­tempo e está relacionado com o spin da partícula. O outro

Casimir PP”, possui a mesma forma para qualquer valor de D e fixa a massa da
partícula. Como no caso em questão não há spin, o único invariante de Casimir

relevante é P,P". Pode­se verificar facilmente que

(PPP, Juh) = 0=(P,P",P,). (3.36)

Voltando a definição do momento (3.22), vemos que temos D equações que pode­

riam ser usadas para determinar as D velocidades £, em função dos D momentos

Pu, Mas apenas D — 1 dessas equações são de fato independentes, e, portanto,

uma das velocidades não poderá ser invertida em função dos momentos e con­

sequentemente teremos um vínculo primário associado com a não independência

de tais equações. Note que o lado direito de (3.22) é tal que a seguinte equação

(vínculo) é satisfeita:
E=pP­m no. (3.37)

A hamiltoniana total é a soma da hamiltoniana canônica, nula neste caso,

com uma combinação linear dos vínculos primários. Portanto

Mm=z(P­m), (3.38)

onde o multiplicador hamiltoniano e é uma função arbitrária do tempo como os

coeficientes u, da seção anterior. Como H, não depende de rx,, é evidente que
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4; = 0 e não há vínculos secundários nesse caso. Note o fato, também trivial,

que 1 é um vínculo de primeira classe. Em geral, vínculos de primeira classe

estão associados a simetrias locais (dependentes do tempo) da ação. No caso em

questão corresponde a simetria por reparametrizações do tempo fictício 7 — T1(7).

Partindo para a quantização , usando­se o operador à, = —i0/Ox" no
lugar do momento e exigindo que a função de onda seja aniquilada pelos vínculos

de primeira classe

(­mº)y=O, (3.39)

obtemos a equação de Klein­Gordon para a partícula relativística de spin zero e

massa m em D dimensões. Como P,P" é um invariante de Casimir tal equação
garante que os estados físicos pertençam a uma representação irredutível do grupo

de Poincarê caracterizada por possuir massa m.

3.2 Uma lagrangiana quadrática via invariante

de Casimir

A ação (3.20) tem a inconveniência de depender de forma não linear das

velocidades £,, o que dificulta, por exemplo, o seu uso no cálculo do propagador
numa integral de trajetória. Podemos obter uma ação equivalente classicamente

a (3.20) porém com dependência quadrática nas velocidades através do seguinte

procedimento que será adotado no caso de anyons. Note que a hamiltoniana

(3.38) H, nada mais é do que uma combinação dos invariantes de Casimir re­

levantes. Ou seja, P,P”. Tal fato garante algebricamente, vide (3.36), que os
geradores de Poincarê serão constantes de movimento Ju = (Ju, Hi) = 0 =
P, = (1P,, H1). Dessa forma, mesmo desconhecendo a origem geométrica da ação
(3.20) poderíamos ter sugerido que a hamiltoniana da teoria fosse (e/2)(pº — m?).
Podemos obter a lagrangiana via transformação de Legendre da hamiltoniana

(3.38)

L =p," +n.êe— Hi, (3.40)
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onde agora introduzimos o campo conhecido como einbein e (7) e seu momento

conjugado 7. no espaço de fase da teoria.

Usando a equação de movimento para p, : OL/Op" = 1, —ep, = 0 e
substituindo­a de volta na lagrangiana ficamos com a lagrangiana quadrática nas

velocidades

1º em?

Eliminado o einbein e através de suas equações de movimento e substituindo de

L

volta na lagrangiana (3.41) deduzimos (3.21) o que mostra a equivalência clássica

entre (3.41) e (3.21)º. A lagrangiana (3.41) também leva à equação de Klein­

Gordon, o que demonstra sua equivalência quântica com a lagrangiana (3.21). De

fato, analisando a lagrangiana (3.41) vemos que agora é possível inverter todas as

velocidades £, em função dos momentos e poderíamos pensar que ela não possui

o vínculo pº +mº = 0. Entretanto temos o vínculo 7, = 0L/0é = O que advém da

impossibilidade de invertermos é = é (e, Te). Impondo a manutenção no tempo
desse vínculo primário fre, (e/2) (Dº — mº)) = O somos levados a pº +mº = O
como vínculo secundário. Ou seja, agora temos um vínculo primário 1. = 0 e um

secundário pº — mº? = O, ambos de primeira classe.

3.2.1 Limite não relativístico

É fácil comprovar que (3.38) fornece o limite não relativístico correto
HH, > P/2m. É conveniente fixarmos o gauge do tempo próprio

x=%rm —­TARO. (3.42)

Como f(x,4) = (xo — 1, pº — mº) = 2pº não é fracamente nulo, ambos x e ; são
agora vínculos de segunda classe. Definindo x1 = 4; x2 = x temos os parênteses

de Dirac (vide (3.18))

* Na verdade temos duas soluções de sinais diferentes para o einbein o que leva a lagrangiana
(3.21) a menos de um sinal. As equações de movimento para r, (7) são as mesmas para ambos
OS sinais.
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(A, Bj = TA, B)­ (A, xa) (o)*” (xs, B) ,

1 o 1COLE(CO) sz ao
Com o uso de tais parênteses os vínculos 1 = 0 = x2 podem ser impostos

fortemente nulos. Assim H;7 = O fortemente, e a dinâmica torna­se trivial, em
particular

Entretanto £º = 1 está em contradição com

O problema reside na dependência explícita no tempo do vínculo x. Esse

problema pode ser contornado passando­se da condição de gauge explícita no

tempo 19 — 7 = O para X%9 = O através de uma transformação canônica x19q —>
Xo = ro —T, com as demais coordenadas do espaço de fase inalteradas. Tal

transformação é gerada por

F=­pr+X  Gapa, (3.46)
A

onde a soma sobre o índice À corresponde a todas as coordenadas do sistema,

exceto ro. Dessa forma a hamiltoniana muda para

OF e
HoHM­—==Sr

TE,

Após a fixação de gauge £o = ro — 17 = O os vínculos de segunda classe

(pº —mº) + po. (3.47)

xX1 =x =0ex=p"—mº=0 são eliminados através de parênteses de Dirac, e

assim a dinâmica é dada por

HH, = m= /Dº + m?.

Note agora que não há mais contradição X%9 = O = (ão, H1ikp.
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Restituindo a velocidade da luz Hy = 4/Dºc?º + m?ct e tomando o limite

não relativístico (ce — oo) temos

2 71/2 ­H, = me? 1+ E x me+ el,(mc) 2m

Reproduzimos a energia de uma partícula não relativística livre.
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Capítulo 4

Uma ação simples para partículas

de spin fracionário a

4.1 Caso particular a = +1/2

Partindo da equação de Dirac em 2 + 1 dimensões

(6: m)y=0. (4.1)

Usando À, = id,, e o fato de que em D = 2+1 o operador Ô, se reduz a um
conjunto de matrizes 2 x 2 que pode ser escrito na forma

a ôe]l 1,
4 Tm

onde usamos a álgebra [54,368] = 21 es,6” com as matrizes de Pauli na represen­

Su = Eua SO = —tEnab (4.2)

tação abaixo

õo = ): é)ia­( ): (4.3)
1 O o —l

Sendo fácil verificar que as componentes do spin satisfazem a algebra do momento

angular EA = i eng5º.
Temos então
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a 1

Tal equação pode ser escrita na forma

(P­S+am)y=0,
onde a = 1/2.

4.2 Caso particular a =+1

A partícula de spin 1 pode ser descrita pela ação de Maxwell­Chern­

Simons

S=[|E +26 TO,AA, dx
onde 9 é uma constante com dimensão de massa e Fuy = O,A, —

Obtendo as equações de movimento ficamos com

9O94F* + TerFu =.
Se definirmos

teremos

OgePºF,+0Fº=O. (4.9)

Substituindo p,= 10, e usando a representação adjunta da álgebra de Poincaré
bpara o operador de spin (Sº) ac = E nc Na equação temos

(p­ SIS F!+0Fº=O0.

Para determinar 6 multiplicamos (4.9) por 3, obtendo

O0xFº=O.
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Agora multiplicamos (4.9) por e$º0. ficando com

PELE DO, (4.12)

Usando p, = id, podemos escrever a equação acima como (p?º — mº) Fº = O com
0 = +m e portanto de (4.10) temos

(S­p) F+mFº=O, (4.13)

que pode ser escrita na forma (S ­ p + am)”, Fº = 0. Concluímos que temos uma
partícula de massa m = |90|, e a = +1 é seu spin, respectivamente para 0 > O e

0<o.

Veremos a seguir que a quantidade SYP, tem uma interpretação bem

definida em relação a álgebra do grupo de Poincarê em 2+1 dimensões, a qual será

fundamental na formulação relativística de partículas livres de spin fracionário

para valores arbitrários de a.

Por último note que, como no caso anterior a = +1/2, temos também

para a = +1 que a álgebra sl! (2, R) das componentes do spin (S*) = —iel,, é
satisfeita:

[Sº, Sa = (5º). (Sº) ­ (Se (8º)

=? (E4E a = EE à)

= 1º (5868 — 6ºOpa — 6868 + 5º pa)

= Peel, =ie"% (S),,
[5º, Se] = jeºS,.

4.3 Spin arbitrário (ae RN)

Em D = 2+1 dimensões o grupo de Poincarê possui 6 geradores

Gx = (Jo, Ji, Ja, Po, Pi, Po), K=1,­­­6,

cuja álgebra clássica em termos de parênteses de Poisson pode ser escrita como
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Ju, Jo) = EuvaJº; (4.14)

Ju, Py ) = EuvaPº; 4.15” "

(Pa, Pt) =O, (4.16)

onde J, são as componentes duais dos geradores de rotação do espaço­tempo

Ja = EnvadJ”*/2, com nu = (+,—,—) € 62 = +1 e P, são as componentes
dos geradores de translação. Os invariantes de Casimir quadráticos são dados

por combinações bilineares de geradores CX”GxG, que comutam com todos os

geradores da álgebra, ou seja, determinamos os C*º a partir das equações

(Gm, C"GRGL) = O. (4.17)

Para o grupo de Poincarê em 2+ 1 temos duas soluções para os CY? que

resultam nos invariantes de Casimir P,P" e JP".

Podemos decompor as componentes duais de momento angular total J,

em componentes duais de momento angular orbital L, e de spin S, por meio de

Ji=L,+S,. (4.18)

Como vimos nos exemplos de spin 1/2 e spin 1 em teoria de campos em

2 + 1 dimensões, é natural que tanto S, como L, satisfaçam a álgebra canônica
de momento angular separadamente

(Su, Su) = Euva o” ;

(Lu, Lv) = Euvalº.

E além disso, os parênteses abaixo

Lu, Sy) = O,

garantem que a álgebra de Lorentz (4.14) seja satisfeita.
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Tais parênteses podem ser realizados num espaço de fase de coordenadas

canônicas (rx,,p,) e coordenadas canônicas extras g;,n1;,1,]j=1,:­,K com os
parênteses não nulos:

(Tu, Du) = Muvs

e demais parênteses nulos. Para isso basta identificarmos

L, = EuvaX Dº;

P, = Pv; (4.22)

Su = Su(qi 75),

onde a dependência das componentes de spin nas coordenadas canônicas extras

Su (qi, 17) deve ser tal que a álgebra (4.19) seja satisfeita. Note que (4.22) implica
em J­ P=5S­P. O número K de pares de coordenadas extras depende do número

de graus de liberdade representado pelo spin. Ao estudarmos o grupo de rotação

em d = 3 ed =2 dimensões notamos que uma representação irredutível do

SO(3) com spin j possui 2j + 1 estados enquanto que em duas dimensões, como

o SO(2) possui apenas um gerador, em cada representação irredutível temos

apenas um estado indicando que o spin não representa grau de liberdade em

d=2. De fato, vide [20], independente do valor do spin as partíulas elementares
de spin fracionário em D = 2+ 1 dimensões possuem apenas um estado de

polarização. Isso significa, que as coordenadas extras (q;, 7;) não são a princípio
necessárias e que o espaço de fase necessário para descrever partículas de spin

fracionário em 2 + 1 dimensões pode ser o mesmo utilizado para partículas de

spin nulo (vide capítulo 2), ou seja, apenas (x,,p,). Essa descrição chamaremos
de mínima como já foi dito na introdução. Se por ventura quisermos introduzir

coordenadas canônicas extras tais coordenadas devem ser espúrias e esses modelos

chamaremos de estendidos. Quando K = 1 e S, = S,(q, 1) teremos um modelo
minimamente estendido.
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4.4 Modelos mínimos

Modelos mínimos foram considerados em [6, 20, 29]. Baseado na álgebra
de Poincarê, seguindo idéias de [11], podemos fazer uma análise independente de
modelo das consequências físicas de trabalharmos num espaço de fase reduzido.

Seguindo [28], primeiramente notamos que tanto para modelos mínimos como

estendidos os valores da massa (m) e da polarização (a) da partícula são fixados

pelos invariantes de Casimir

P"P,­mº=0O0; (4.23)

JP P,+am=0O0. (4.24)

O momento angular total é dado pelo momento angular orbital mais o spin, que

a princípio pode ser uma função de x, e p,

Ja = Euvarpº* + Su(x,p). (4.25)

No entanto, calculando o parênteses de Poisson entre J, e p, e usando (4.15)
temos

fenvatr'p* + Su(X,P),Pv) = EuvaP” + (Su(£,D),Pv) ­ (4.26)

Para que a álgebra seja mantida o segundo termo do lado direito deve ser nu­

lo. Usando as relações canônicas entre x, e py, (Tu Pvl = Muv € ÍPuPit = O,
concluímos que S, deve ser função apenas de p,. Ficamos então com os geradores

Ju = EuvaT'PD" + Su(D); (4.27)

Podemos sempre decompor o spin em componentes ortogonal e paralela

ao momento. À componente paralela é fixada pelo segundo invariante de Casimir

(4.24) enquanto que a componente ortogonal ao momento linear é em princípio
arbitrária

S, = PE + enaA”Dº,
NE
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onde A, = A,(p) é uma função arbitrária a princípio. A forma mais geral possível
para os parênteses de Poisson das variáveis canônicas é

(Pu Pv) =O0; (4.29)

(Zu) Du) = Muv; (4.30)

(Tn Xv) = —EuvaRº, (4.31)

onde (4.29) é necessária para que a invariância translacional não seja quebrada,

(4.30) define as variáveis canonicamente conjugadas e Rº é uma função a princípio

arbitrária de x, e p,. Seguindo [28] impomos o fechamento da álgebra de Poincarê
e que sejam válidas as identidades de Jacobi envolvendo as variáveis canônicas

obtemos a relação (vide apêndice C):

Du
(p?)3/?

De (4.31) e (4.32) vemos que é sempre possível redefinir as coordenadas

va Aa
+e

ndo (4.32)Ri=a

TT” — TT” — A, de forma a absorver toda dependência de R, e S, em A, tal

que terminamos com o spin totalmente paralelo ao momento S, = ap,/V/Pº
como acontece em [6, 21, 29]. As novas coordenadas se comportam como vetores
perante as rotações de Lorentz:

(Ju, Ev) = EuvaÃº. (4.33)

Porém, possuem parênteses não nulos entre si:

Or, Ox, Pp
Et = Opa Op, “PITA (4.34)

No processo de quantização os parênteses se tornam comutadores e as­

sim concluiremos que as diferentes coordenadas espaciais da partícula de spin

fracionário não poderão ser medidas simultaneamente, ou seja, a partícula não

pode ser localizada num ponto. As equações rotacionais (4.34) podem ser resolvi­

das quebrando explicitamente a covariância de Lorentz, assim temos uma solução

do tipo monopolo no espaço dos momentos

0,2 t
pºpºp

|
4.35

(pD2)3/2|pº|(Ipº| + VD?)
(4.35)Tu = 06,0;
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Alternativamente podemos trabalhar com coordenadas que possuem pa­

rênteses nulos entre si (localizadas) mas que não se transformam como vetores

perante o grupo de Lorentz. De qualquer forma a covariância explícita é que­

brada na formulação mínima. É importante salientar que, como Su = Su(p) as
componentes do spin não satisfazem à algebra (4.19) e sim (S,,S,) = O [5, 28],
ou seja, quanticamente teremos componentes de spin comutantes, ao contrário do

que naturalmente esperamos e, ao contrário do que acontece nos exemplos mais

conhecidos de a = +1/2 (espinor de Dirac) e a = +1 (fóton topologicamente

massivo) que já apresentamos. Mesmo assim tais modelos tem sido considerados

na literatura [5, 6, 9, 21].

4.5 Modelos estendidos

Como vimos na seção anterior, nos modelos mínimos as componentes do

tri­vetor de spin satisfazem relações de comutação anômalas, ao invés da álgebra

(4.19) de momento angular. Outra desvantagem é que a covariância explícita de

Poincarê é quebrada. Como a análise anterior foi independente de modelo e basea­

da apenas em covariância de Poincarê e identidades de Jacobi, não há como evitar

tais problemas na formulação mínima. Uma possível alternativa é estendermos o

espaço de fase introduzindo coordenadas espúrias q;,1; , 1,7 = 1,:­­ , K definindo
os chamados modelos estendidos. É natural, como veremos, definir tais modelos
[11] partindo de suas hamiltonianas. Eventualmente obteremos a lagrangiana via

transformada de Legendre inversa.

A hamiltoniana é construída por uma combinação dos invariantes de

Casimir o que garante por construção (vide (4.17)) que os geradores do grupo

de Poincarê corresponderão a cargas conservadas da teoria. Em geral, podemos

escrever

H=>(p"­mº) +o(S, (qu 73)DP" + om) + oxxx, (4.36)
e

2

L,onde e,0 e 05, k = 1,­­« ,t são multiplicadores hamiltonianos e x, são vínculos

extras necessários para a contagem de graus de liberdade.
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4.5.1. Uma ação simples

Em D = 2+1 dimensões, como já mencionamos, o spin não representa

graus de liberdade propagantes. Isto é, uma partícula de spin nulo, 1/2 ou 1 com

sinal da energia definido tem apenas um grau de liberdade. O aumento do spin

(ou polarização) não implica em aumento do número de graus de liberdade em
2 +1 dimensões. No formalismo de sistemas vinculados os invariantes de Casimir

serão implementados através de vínculos de primeira classe

di=P­mºxR0, do=S:P+amao. (4.37)

Como o vínculo Àà2s «= O é de primeira classe então poderemos fixar um

gauge associado a simetria local por ele gerada o que permite a eliminação de dois

graus de liberdade, um através do vínculo em si e outro através da condição de

gauge. Portanto se estendermos o espaço de fase de forma mínima introduzindo

apenas um par de variáveis canonicamente conjugadas q, 7 não haverá necessidade

de vínculos extras além de d2. Essa foi a atitude tomada nos trabalhos [12,

16]. Evidentemente devemos nos certificar que um par de variáveis conjugadas

é suficiente também para a realização da álgebra sl (2, R) do momento angular

(4.19). Para realizar a álgebra do momento angular no espaço de fase estendido,

assumindo que 5, (q, 1) seja uma função analítica das coordenadas do espaço de
fase, podemos tentar determiná­la por meio de um Ansatz da forma [12]

Su =nf. (9) + 9. (9), (4.38)

onde as funções f, (q) e gu (q) serão determinadas impondo que (4.38) satisfaça à
álgebra s! (2, R) (4.21). Assim chegamos a duas equações diferenciais não lineares

fu = cual (4.39)

d aJu = eua dofo. (4.40)

Analisando a equação (4.39) é possível obter as seguintes condições que

devem ser satisfeitas para qualquer solução f,:
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f=0; fº=—1; f"­f=1. (4.41)

Usando as equações (4.39) e (4.40) e as relações (2.12) podemos determinar g, (q).
Fazendo o produto vetorial entre f, (g) e 9. (q) chegamos a

EuvaS9º = Enval Eº9,9 Ff =­(f­ 9) Su
Como fa = Eauvf "f”, isto permite concluir

Euval (gr +EkEFO)=O, (4.43)

ondek = — (f­ q).
Fazendo o produto vetorial de (4.43) com um vetor arbitrário ag resulta em

ef "emaagf” (gº +EkFO)=O;

fi(gra+kf­a)— f­a(g,+kR)=O,
ou seja,

a (4.45)
" "

­ e

Para o caso particular em que a, = f/, então f «a = 1, portanto existe

uu = —kf, +

pelo menos uma escolha de a, em que f «a £ O o que torna a demonstração acima
válida. É fácil ver que (4.45) de fato sastisfaz (4.40). Portanto a solução mais
geral de (4.40) pode ser escrita como

Ga = —kf, +r (a) fo, (4.46)

onde r (q) é uma função arbitrária de q.

Como (q,1) — (q, 7 +r(q)) é uma transformação canônica que muda a

lagrangiana por uma derivada total no tempo podemos redefinir 7 de forma a

incorporar r (q) sem alterar a dinâmica do sistema. Podemos então escrever a

solução para S, como
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Si="fi+sh, (4.47)

onde s é uma constante real arbitrária e f£,(q) pode ser qualquer solução de (4.39).

Usando as condições (4.41) temos para a solução (4.47)'

SPS,=—sº. (4.48)

Note que S"S, é constante pois é um Casimir da álgebra s! (2, R).
Para completar nosso modelo minimamente estendido precisamos apenas

encontrar soluções para (4.39). A utilização das condições (4.41) nos auxilia na

obtenção de uma solução particular para (4.39). Assim, por exemplo, temos de

[26] a solução compacta (0 <q < 27)

fu = (1, — cosq, sing),

e de [12] temos a solução não compacta (—0oo <q < co)

fa = aq +bug+en, (4.50)

onde a, = (1,0, —1), du = (—1,1,1) e c, = 3 (1,—1,0) são constantes escolhidas

de modo a satisfazer a equação (4.39).

A seguir mostraremos que as duas soluções acima podem ser relacionadas

via transformação de coordenadas que nos permitirá também obter um conjunto

infinito de soluções à partir de (4.49) ou (4.50).

Vamos considerar que diferentes soluções de (4.39) podem estar rela­

cionadas por meio de uma mudança de variáveis q — u (q) de forma que a nova

solução obedeça a equação (4.39) na nova variável u.

! Quanticamente temos um problema de ordenamento na definição de 8, Usando o ordena­
mento de Weyl: 5, = 1 (af. + ht) + sf (G) temos

& 1
ns, =—[s8 +=).= (93)

Esse resultado é típico da representação irredutível de SO (2,1) conhecida como contínua

principal (vide nota de rodapé à página 23).
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Podemos testar esta hipótese tentando obter novas soluções de (4.39) por

meio de uma mudança de variáveis. Escrevendo a função f, como

fu(a)=a(u(9)) f, (u(9)),

substituímos na equação (4.39) obtendo

fale) = 9 (0) Nena Fº (4).

Impondo que (4.39) deva ser satisfeita na nova variável u chegamos a

9 (u) =1. (4.53)

Portanto vemos que f, se transforma como um vetor contravariante sob a mu­

dança de coordenadas de q para u (q):

fala) = Ef. (4().
Como ilustração tomamos o exemplo (k é uma constante)

quando então a equação (4.53) se torna

kEMEA
dgNV Kk

o que resulta na mudança de coordenadas (r abaixo é uma constante):

+= rq k ,

consequentemente

fu (u) = us, (a (u)).

Usando a transformação acima na solução (4.50) chegamos a
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­ 1­+k 2fu(u)=a, (& + + ut) +, & + ur) +ei (un). (459)
Esta solução obedece a equação (4.39) na variável u mostrando que é possível

gerar novas soluções a partir de outra pré­existente. Isto sugere que as soluções

compactas de [26] poderiam estar relacionadas às soluções não compactas de [12]
por meio de uma mudança de variáveis, assim chegamos a u (gq):

u(g) =d+2arctan(2g­1), (4.60)

onde À é uma constante arbitrária a princípio. À equação (4.53) resulta em

—l 1= [| — =92— =, 4.61(Z) 1 ­a+t> (4.61)

Se tomarmos a solução compacta como fu em (4.51) após a introdução de
(4.60) e (4.61) ficamos com

fi = (? —q+ 2) (1, — cos [6 + 2 arctan (2q — 1)] ,sin [é + 2arctan (2q — 1)]).
(4.62)

Escolhendo é = 3 resulta na solução para f, na variável q:

fa=(P­a+1/20­1/20­7).
Que é a solução obtida em [12] mostrando portanto a relação direta entre as

soluções de [26] e [12], que é um dos resultados originais desta dissertação. Não

sabemos todavia se qualquer solução de (4.39) poderá ser obtida a partir das

soluções já conhecidas via mudança de variáveis.

Tendo a hamiltoniana procedemos agora com a passagem do formalismo

hamiltoniano para o formalismo lagrangiano. Obtendo­se os momentos em função

das velocidades via equações de Hamilton e substituindo na transformada de

Legendre inversa temos

L=pi+mio3(P=m")­o((nfi+sfi)p"+am). (4.63)
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Eliminando p, através de 9L/Op, = O temos

21

Esta lagrangiana pode ser simplificada por meio da equação de movimen­

to OL/On = O, de onde tiramos

Substituindo (4.65) em (4.64) ficamos com

L (4.66)1 à esdfiNº em? ameá
2eNV" fã 2 fa

No caso particular em que 5, é um vetor tipo luz (s = 0) teremos a
lagrangiana

tº em? omeg
= 44 —

:
4.672e + 2 fz (4.67)

A qual é a lagrangiana mais simples da literatura capaz de descrever uma partícula

To

livre de spin fracionário em 2 + 1 dimensões. Pode­se notar que quando a = O

(4.67) se reduz ao caso da partícula de spin nulo (3.41), como era esperado. Usan­
do as equações de movimento podemos estudar quais mudanças a introdução do

termo de spin acarretou no sistema da partícula livre de spin nulo como veremos

em (4.5.2) a seguir.

Por fim note que sob a transformação de coordenadas q — u(g), f, se
transforma como um escalar assim como 4/f ­£:

= ==—,
fE f.i(dofdu) fã

ou seja, a lagrangiana se transforma como um escalar sob mudanças de coorde­

(4.68)

nadas q — u(q).

4.5.2 Zitterbewegung

Partindo da hamiltoniana
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H=2>(P=m")+o((1fi+sfi)7 +om),
obtêm­se as equações de movimento

(4.70)

(4.71)

(4.72)

d=0f­p; (4.73)

tu = ep +oS,. (4.74)

A equação (4.72) nos garante que a partícula é livre.

Podemos usar os parênteses de Poisson entre S, e a hamiltoniana (4.69)
e a álgebra (4.19) para obter uma equação de movimento para S,:

Sa =(S,,H) = 0 (Su,Sa) pº

Su = 0€1agSPpº. (4.75)

Esta equação implica em d(S?*) /dt = O como era esperado, já que de

(4.47) e (4.39) temos que 5º = —s? = constante. Observe que f, (q) pode ser
qualquer solução das equações diferenciais ordinárias não lineares (4.39).

A primeira vista a equação (4.75) não apresenta fácil solução, mas pode­

mos obter outra equação derivando­a:

Su = Enab (Sºp“o + Sºpró) :
Substituindo (4.75) em (4.76) ficamos com (admitindo o É O):
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s oSu = Ena EgraDp* pr S o? + Su:
Usando a propriedade do tensor de Levi­Civita

Eua EB7o = Nu7loag — MuoN4a,
podemos simplificar a equação, de forma que teremos

Su = — (amp, + mºS,) 0º + Su=­ (4.79)

Se fixarmos o gauge de modo que ó = O = é a equação obtida é análoga

a equação de um oscilador harmônico com deslocamento da origem

Sa + WS, = —amo*p,,

onde a frequência de oscilação é identificada com

w=mlo|. (4.81)

A solução geral de (4.80) é dada pela solução geral da homogênea mais

uma solução particular da não homogênea

Sa (t) = Ag cos (wt) + Ba Sin (wt) — Da: (4.82)

Como esta solução foi obtida a partir da equação de segunda ordem e

não da equação original, é necessário verificar se ela satisfaz também a equação

(4.75), para isso derivamos (4.82) e igualamos a (4.75) de onde obtemos

cos (wt) [w Ba — TEQqu4 DAT] — sin (wt) [uÃo +OE,PD" BT] =O0. (4.83)

Como cada um dos termos de (4.83) deve se anular obtemos a seguinte solução
geral de (4.83):

Ba = €aj DA"; (4.84)

Ao = à (p º dpa — pda) , (4.85)
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onde d” é um vetor constante relacionado às condições iniciais do problema cuja

componente paralela a p” não pode ser determinada.

Podemos agora escrever a solução geral da equação (4.75) para 6 = O:

Sa (t) = . (pºda — p * dpa) cos (wt) + equ,p"d” sin (wt) — Da: (4.86)

A partir de (4.86) podemos obter também a solução para x, substituindo­

a na equação (4.74):

:
o

:
a&táa = ep +Oo = (pºd, — p­ dpy) cos (wt) + ex9,p”d” sin (wt) — — . (487)

Integrando (4.87) chegamos à solução

x, (0) + (e — Do) Put + (E) (pºd, — p: dpy)sin(wt)+ — (4.88)
— E (eva) cos (e),

onde os dois primeiros termos podem ser interpretados como o movimento retilí­

neo uniforme do centro de massa da partícula e os dois últimos como o movimento

oscilatório (Zitterbewegung) em torno do centro de massa de forma análoga ao
que ocorre com a equação de Dirac.

Devemos verificar também se a solução (4.88) é causal. Para isso, usando
a métrica (+, —, —), devemos ter 4º > 0. Calculando 3º temos

1º = (e — o) mº + o? (pºdº — (p­d)”). (4.89)

O primeiro termo à direita de (4.89) é positivo. Para o segundo termo podemos

reescrevê­lo usando a solução (4.86):

SP =02+(Ddº—(p­d)
— (sº +o?) = (pd?— (p­d)”).

Substituindo (4.91) em (4.89) chegamos a
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£º = (e­ E) mo (sº +).
Ou seja, para que a solução seja causal devemos ter

e'mº — 2eaom — 0º 8º > O. (4.93)

Portanto a escolha de gauge é = O = ó embora permita a existência de

soluções causais das equações de movimento, para isso basta escolher a constante

“e grande o suficiente para satisfazer (4.93), não exclui soluções não causais em
princípio.

A equação (4.91) é a única restrição sobre o vetor constante d”. Uma

das conseqiiências imediatas é que nessa escolha de gauge (é = 0 = 6) sempre

teremos o movimento de Zitterbewegung. O único caso em que seria possível não

haver Zitterbewegung seria com o vetor p, paralelo à d,, ou seja, com p, paralelo

à S,. Assim, definindo

d, = kpu, (4.94)

onde k é uma constante. Substituindo em (4.91) teríamos

s=+ia, (4.95)

o que resultaria em uma lagrangiana não real (vide (4.64)), a menos que as­

sumíssemos s = 0 = a, mas neste caso não haveria spin. Vemos pois, que com a

escolha de gauge ó = é = 0; (o £ 0) e com 5º <0 o Zitterbewegung deve existir
sempre para qualquer a £ O.

Pode­se estender a prova acima para os casos de um gauge genérico.

Partindo da equação de movimento para r (t) e derivando­se em relação à t:

Tu = pa + OS, + 0?emsp'S?. (4.96)

Usando Z, = O para que não haja Zitterbewegung e fazendo o produto vetorial
com pº temos

Euva (Ep" + 6S" + o?e” Pp, Sa) p* =O,
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ou seja,

2
o

EuvaS"p* = —— (m?S, + amp).
Multiplicando os dois lados por esp” ficamos com

4 4fo foDs (rom — am) =S; (am + nm) :Õ Õ

A expressão acima implica que S, é paralelo a p,.:

a
Sa = ——bPyao.

mm

No entanto, nesse caso teríamos novamente

(4.101)

o que levaria novamente a uma ação não real pois s = +ia. Portanto, demons­

tramos que, para Sº < 0, o Zitterbewegung deve sempre existir independente da

escolha de gauge, contanto que o £ O. Para 0 = O o Zitterbewegung desaparece

mas não sabemos ao certo se tal gauge pode ser rigorosamente definido. Da mesma

forma S, nunca será paralelo a p, em modelos com S? < 0, independentemente
da escolha de gauge.
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Capítulo 5

A ação para anyons com dupla

polarização

Para obter uma ação para anyons com dupla polarização ao invés de

usarmos o vínculo &,2 linear em p,, usaremos

(Sp) ­ (am) =0,

de forma que teremos a hamiltoniana modificada

H = > (pº —m?º) +o [(S­p)º — (am)*]. (5.2)

Isto leva a uma simetria de paridade e inversão temporal! (S ­p > —S + p),
que no caso anterior não existia, resultando em duas equações para x, e q (t) de
acordo com o sinal que adotarmos de (5.1) para S ­ P:

£u = ep, + (2am)oS,; (5.3)

d=+(2am)of­p. (5.4)
'Para partículas de spin fracionário, as inversões temporal e de paridade levam a uma

mudança de sinal na helicidade. Por exemplo, como o momento angular orbital é dado por

Ly, = Euvat” pº, teremos (Lo,Lz, Ly)> (Lo, —Lz, —Ly) por inversão temporal (t — —t), en­
quanto que (po, Pz, Py) > (Po, Px, Py), assim, assumindo que S, se transforma como L,, temos
S:p— ­—S­p. O mesmo é válido para a transformação de paridade x — —r (vide apêndice D).
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Repetindo o processo feito para o anyon de uma polarização obtemos a

lagrangiana a partir da hamiltoniana

L=pI+Tgq+nêt+trnço— H; (5.5)

L=pét+rioZ(P=m)­0o[(S­p)º ­ (om) ]. (5.6)

Usando as equações 9L/Op, = 0, 9L/ôn = 0 e OL/do = O eliminamos as variáveis
Pu, 1 € o Chegando a lagrangiana

Nº
 1/,. esdf, em? dL=>­ (.­ e) +— +ame aFib (5.7)

Como verificação de autoconsistência note que o vínculo (5.1) é obtido

a partir da lagrangiana (5.7) como segue. Por exemplo, para s = O, usando as

expressões dos momentos 7 e p,, teremos

— amelá|
rir

pe lê
If |

Tomando o quadrado das duas expressões obtemos o vínculo (S ­ p)º — (am)? = 0.
Vamos agora analisar as equações de movimento para 5, e x,. Usando as

equações hamiltonianas e fixando o gauge como

ó=0=e.

Temos uma equação para S, como no caso anterior:

Su =20(S + p) eag Sp”. (5.9)

Podemos então derivar e chegar em uma equação de segunda ordem fácil de
resolver:
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Definindo a frequência como

2 0 am? = w, (5.11)

e substituindo em (5.10) ficamos com uma equação diferencial de segunda ordem

semelhante a (4.80):

Su + wW"S, = 40º (am)*py. (5.12)

Resolvendo como no caso anterior e impondo que a solução deva satisfazer tam­

bém a equação de primeira ordem (5.9) chegamos a solução geral para S, (t) que

é dada por

20aAm
Sí (t)=+ (pºda — p ­ dpa) cos (wt) + equ,p"d” sin (wt) + Pa (5.13)

Observe que a simetria gerada pelo vínculo (5.1) causa diferenças entre as equaçõ­

es para os casos de uma polarização (equações (4.75) e (4.80)) e dupla polarização

(equações (5.9) e (5.10)) o que resulta em duas soluções distintas tanto para Sa, (t)

como para q, (t).
Usando estas soluções em

dé = ep, € (2am) oSi,
teremos como soluções para 0, (t):

20am 2

) (pºd, — p ­ dp,) sin (wt) +x (t) = x, (0) + (e +200º) put + (
200M. poa cos (wt) . (5.15)

Ao quantizarmos o modelo com dupla polarização a função de onda

será uma combinação linear das soluções com polarização +a e —a.

Pode­se observar também que, assim como no caso de polarização sim­

ples, o Zitterbewegung deve sempre estar presente na solução (se o £ O), já que

a mesma demonstração é válida para os dois casos.
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Capítulo 6

Acoplamento com o campo

eletromagnético externo

6.1  Partícula relativística de spin 1/2

Pode­se construir um modelo pseudoclássico! para partículas livres de

spin 1/2 por meio da ação [2, 3]:

e

2 x a
.+i & — mi x = pu” — iso] 2 (61)

onde v!“, vº e x obedecem à álgebra de Grasmann.
Obtendo­se os momentos canônicos temos

OL ­ ta + iVax.Pa ga e

LL
Tu = EXT = —iVu; TT =

o que resulta nos vínculos primários

dir=T,T0; Qa=m AO;

! Pseudoclássico, pois utilizam­se variáveis comutantes (clássicas) e anticomutantes (grass­
mannianas).
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dan =T, +iVv, O; da =n75 +ivsaO.
A partir da hamiltoniana canônica

H, = patº + RA +mspº LL;

H, = > [Dº — mº] +i [Do + my] x,
obtêm­se a hamiltoniana total incluindo os vínculos primários

H = H,+ Min, + Ame + As (mp, +iVu)+ As (ms+ivs).

Procedemos agora à evolução temporal dos vínculos primários

di = (1, H) = pa +moó =dsa0;

: Dads = Mpu + Am =0= 4 =— 2;

da = (mn, H) =P" ­m2=(sO;

ds = O;

PuXday = (mu +ibu, HJ), =2Ag = pix=0= Ag =5"

assim temos
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que é consistente com (6.6), (6.7) e (6.9).

Ficamos então com o conjunto de vínculos

di =nT7,X%O; do = Te RO; dan =T, +ivy O;

da=ns+ivsaãO0;, ds=paW"+mVzO dge=mp mao,

dos quais, são de segunda classe

Xi = Ty + iu (6.12)

x2 = Ts +ils, (6.13)

e serão usados para eliminar os momenta 7, e 75 do espaço de fase.
Devemos então usar antiparênteses de Dirac para eliminar esses vínculos.

Os únicos antiparênteses de Dirac que diferem dos antiparênteses de Poisson

são aqueles entre os férmions. Calculando os parênteses entre 4º e vº (a,B =
1,2,3,5) temos

(Lp = (SW) LODOE LENA (61)

0
a = : (6.15)

A partir desses antiparênteses conseguimos fechar a álgebra dos vínculos.

A ação é invariante pelo grupo de Poincarê e a análise da invariância

de rotação de Lorentz fornece uma interpretação física para os y”. Fazendo as

seguintes transformações infinitesimais:

óx" =w"Áx,; OU" =wÂW"Yy
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0; 4º =0; óx=0O,

teremos para a variação da lagrangiana

“uv [Lv ,. ; :SL = à [E (ix = Eu) — but | (6.18)

Usando o teorema de Noether, e sendo o momento canônico de x, dado

por p, = — E + x vemos que as cargas conservadas que geram as simetrias de
rotação são dadas por

Juv = (putv = DPvXu) = 2iVuy. (6.19)

A primeira parte corresponde ao momento angular orbital da partícula enquanto

que o termo

2NVunA E Sum (6.20)

corresponde ao spin da partícula.

Além de invariância global de Poincarê a partícula de spin 1/2 também

é invariante por reparametrização temporal local, com as transformações dadas

por

d
n = ph: = ­—­— :

WWE Ni =DE de DO),
e por transformações de supersimetria locais, dadas por

óx" =iV"e; de=ixe; óx=Ê
m6” = = (it +ixb")e; 4º = z ­2 (o ­ =x) | E, (6.23)

onde £ e e são os parâmetros bosônicos e grasmannianos dependentes do tempo

T.

Essas simetrias locais estão relacionadas aos vínculos de primeira classe

de = pº — m? e ds = pat + mp, respectivamente.

Ah
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



6.1.1. Equações de movimento

Podemos então escolher duas condições de gauge particulares em que

Xx=0=eée obter as equações de movimento para a partícula de spin 1/2:

Mm = EA Hj, = E H) = —ep, + pax; (6.24)

Du = [Uy, Hp. = [Un ipa” XI py = Pe, (6.25)

isto resulta em

du =i,x=0. (6.26)

Ou seja, para esta descrição pseudoclássica de partículas fermiônicas de

spin 1/2 não conseguimos visualizar o Zitterbewegung (vide no entanto [25]) ao
contrário do que se espera via equação de Dirac.

6.2 Partícula relativística de spin 1/2 acoplada

ao campo eletromagnético externo

A lagrangiana para férmions acopladas com o campo eletromagético

externo pode ser construída a partir da lagrangiana para partículas livres fer­

miônicas (6.1). Acrescentando o termo de acoplamento mínimo eletromagnético

temos Livre — Lrvre + gr" Au, onde q é a carga elétrica da partícula. Como já

dissemos a ação (6.1) tem duas simetrias locais, isto é, reparametrização tempo­

ral e supersimetria. Embora o termo de acoplamento mínimo seja invariante por

reparametrização temporal (6.22), não o é por supersimetria (6.23). Se quisermos

manter a supersimetria da ação precisamos adicionar um termo para compensar

sua variação. Assim, introduzindo ainda o termo não mínimo

1
ikgeFo gp"? = ataeFagS*,
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Lrivre > Livre + q [1º A, + ikeFogyº"Yº], (6.28)

onde o einbein e garante sua invariância por reparametrização temporal, e k é uma

constante a ser fixada pela supersimetria, que está relacionada com a constan­

te giromagnética da partícula. O termo (6.27) é o responsável pelo acoplamento

entre o spin da partícula e o campo eletromagnético externo, onde usamos S"" =

2iVpry” (6.20).

Com isso teremos a lagrangiana

Xº em?L= 2 2 + (&, ” mo”) xX= iu” = ips” — gr”Ao + ikgeFagyº*yº.
(6.29)

Obtendo­se agora os momentos canônicos temos

OL ta A 4 ax, OLTT= Da=> > =T=O0;da Pe e " e ode

ôL
|

OL 2 OBBuu Ta = Dus TS Ss gm
o que resulta nos vínculos primários

di =T Ó29=Te;

dan =T, +iVus Qa=T5s+iVs

A hamiltoniana canônica é dada por

Hc = pat + mb” + ms” —L;

—> [P? = m? + 2ikaFagyo] — i [Pt = my] x,
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onde P4 = —pa — qa.

A hamiltoniana total é dada por

H = Hs + hit, + Ate + AB (mp, +ivu)+ Aa (ms +ivs).

Fazendo a evolução temporal dos vínculos primários e lembrando que

(Pa, Pa) = aFga; 1Pus Fog) = ô,Fog,

di = (1, H) = Pybº — mo” = ds; (6.34)

ds = —egPa FS” — eq, Fagwº VU" — ikaFayb"V"x + AFP, — dam ss O; (6.35)

da = (ne, H) = P?—m? +2ikgFagw/ºVê = ds O; (6.36)

de = —2igP, FIV" x — 200, Fog UU x + 4kgARFan tb" a O; (6.37)

dan = (nu + iv, H), = 2idXz, — LiekaFyaº — iPx O; (6.38)

da = (ms +is, H), =2id +imx a O. (6.39)

Para que os vínculos sejam consistentes as condições (6.35) e (6.37) devem ser

satisfeitas. Substituindo os multiplicadores Az, e À, e usando a identidade de
Bianchi em (6.37), ficamos com

eqFuaWº P” (k = 1) + d6 = Font xP" (k = 1) x O,

o que fixa o valor k = 1.
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Um fato importante a ser notado foi a aparição em (6.37) de um termo
completamente antissimétrico 9,Fog” vindo do spin, que se anula identica­
mente devido à identidade de Bianchi, e assim permite que a álgebra de vínculos

feche sem impor nenhuma condição sobre as possíveis configurações de campo
eletromagnético.

Concluindo, temos os vínculos de segunda classe

x1 = T, + bus (6.41)

x2 =T5 +ils, (6.42)

e quatro vínculos de primeira classe, que são 01, 2, à5 € ds.

Usando os parênteses de Dirac, tornamos os vínculos de segunda classe

fortemente nulos e a álgebra entre os quatro vínculos de primeira classe fecha:

(dd;j<RO; ij=1,2,5,6 (6.43)

6.3 Partículas de spin fracionário acopladas ao

campo eletromagnético externo

Analogamente ao caso de spin 1/2 podemos construir uma ação para

partículas de spin fracionário acopladas com o campo eletromagnético externo

partindo de uma ação minimamente estendida para anyons livres. Temos também

duas simetrias locais geradas pelos vínculos di = Pº — mº e da = S­p+am
Adicionamos então um termo de acoplamento mínimo e um termo de acoplamento

de spin­campo eletromagnético que garanta as simetrias locais (vide (6.27)) da
ação. Substituindo o termo de spin do caso anterior da partícula de spin 1/2, SW”,

por seu correspondente em 2+ 1 dimensões, e”S,, e reescrevendo QkeF,,5" =
QkeFuel75, = QkeF"S, teremos então a lagrangiana tentativa

L=p 4" +14 (p? — m?) —o(nf­p+am)+Q(I"A,+keF,S"), (6.44)
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onde Q é a carga elétrica da partícula e k é uma constante a ser determinada.

Eliminando p, e o através dos vínculos lagrangianos ficamos com

2 em? aemá2 É — .— lt un25 ta fã + Q(t" A, + keF,S").
Calculando os momentos canônicos temos

L

OL à
Pu=3 (6.46)

(6.47)

(6.48)

De (6.46) e (6.47) temos o vínculo primário do = nf ­ P+am=S:P+ama0O
onde

P, =p, QA,,

e de (6.48) temos d3 = nm. = O.

A hamiltoniana canônica é dada por

H.=p:i+môoL;

H, = 7 (P?=m?—2QkF,S"),
e a hamiltoniana total incluindo os vínculos primários é dada por

H => (P*—m?º — 2QkF,S") + 1 (S,P" + om) + More,bá
2

(Pa, Pa) = QFag; (Pu, Fog) = —Oô, Fog.
Procedemos à evolução temporal dos vínculos:
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d2 = (S,P" + am, H) = QeS"P"Fy, (1 — 2k) — QkeS,S,0"F"; (6.54)

d3 = (ne, H) = Pº = m? — 2QkF,S" =. (6.55)

A evolução de 4, resulta também em (6.54). Nota­se que devido ao fato do spin

não ser expresso em termos de grandezas fermiônicas, como no caso anterior, não

foi possível usar a identidade de Bianchi para anular o último termo de (6.54), o

que resulta em restrições ao campo eletromagnético. Uma das possíveis soluções

para a equação (6.54) é
1

k=7 (6.56)

SSOºF” =, (6.57)

o que engloba soluções como campo constante e casos onde O" F” seja antis­

simétrico.

Isso fecha a álgebra entre os três vínculos 21, é2 e é; mostrando que é

possível o acoplamento com o campo eletromagnético externo pelo menos para

os casos que obedecem à S,S5,0"F" = O. Ao mesmo tempo o vínculo à; =

se torna: P? — m? — QF,S" & O que possui a mesma forma da equação de
Klein­Gordon para um férmion de Dirac no campo eletromagnético com constante

giromagnética gq = 2. A dedução de g = 2 para anyons acoplados com campos

eletromagnéticos externos aparece em vários trabalhos da literatura [1, 5, 6, 22].
Mas em todos esses trabalhos, ao contrário do modelo utilizado aqui, o trivetor de
spin S, é paralelo ao momento e não existe Zitterbewegung. Ou seja, conseguimos
aparentemente um acoplamento consistente apesar do Zitterbewegung o que é um

resultado original desta tese embora uma análise mais cuidadosa do limite não

relativístico seja necessária.
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Capítulo 7

Lagrangiana supersimétrica

Historicamente, uma das razões para se introduzir a supersimetria entre

bósons e férmions, ou seja, colocar bósons e férmions na mesma representação ir­

redutível (supermultipleto), foi o cancelamento de infinitos em teoria de campos.

O objetivo era obter uma teoria finita sem precisarmos renormalizar os infinitos.

Hoje em dia as aplicações de supersimetria são bastante amplas. Por exemplo,

no capítulo 6 a supersimetria foi usada na formulação da partícula de spin 1/2
como simetria local (supergravidade). Onde tínhamos dois supermultipletos for­

mados pelos companheiros supersimétricos (e, x) e (x“,v") respectivamente que
se transformavam uns nos outros (vide (6.21)). Nesse exemplo não tínhamos su­
persimetria no espaço­tempo mas sim no espaço unidimensional do tempo fictício

T. Para formularmos anyons com supersimetria no espaço­tempo devemos substi­

tuir o espaço­tempo descrito por x,, pelo superespaço­tempo descrito por (x"”, 6º)

onde 9º (a=1,2) são variáveis Grassmannianas (vide apêndice B).
Uma lagrangiana supersimétrica no superespaço­tempo pode ser cons­

truída trocando a velocidade pela supervelocidade:

4" — 44 — 0º (04) 90º, abB=1,2. (7.1)

Vemos que, com essa modificação, se fizermos variações em xº e em 60º
da forma:

Ser" =ec"(0") 20º; 0º =e,

Ah
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



com eº sendo variáveis grassmannianas constantes, teremos uma simetria

de (4º — 9º (oh) ,Óº) =0. (7.3)

As transformações de supersimetria relacionam bósons com férmions como vemos

pela presença de 9º em ó.x".

Substituindo a supervelocidade (7.1) na lagrangiana (4.67) obteremos a lagran­
giana supersimétrica

m? amedL=> (a ­ 8a ô) + 2 ­ G — 90761.) | (7.4)

Podemos agora verificar a dinâmica de anyons com supersimetria.

A partir da lagrangiana obtemos os momentos canônicos

E TT e (fé — Borôs,)
OL —ame OL

T=—=—= —  Te=x27=O0
OG f.&—­ oro, dê

” OL áº—00o"0 + amedf, 2)

.

Tn — 90,0 amedf,
e (fé 99rôf,) '

2
6dsTB 9 (o")a

de onde deduzimos os vínculos primários lembrando que f"f, = 0:

di=nf:p+om=0;

XB = Tg 9 (0")g Pu =0O;

da = mn=0.

À hamiltoniana canônica corresponde à

H,=p­i+rg+dngoL;
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A.=E(P­m),

e à hamiltoniana total

H = H. + Md + (Aa)É x6 + Nado;

H=2(V­mº)+M1(nf­p+om)+ (22)º (ns — (3 96) + AsTe.
Fazendo a evolução temporal dos vínculos obtemos:

di =(nf­p+am,H) =; (7.13)

xs =(Íma­ (BO), H)=­2/n2=0; (7.14)

dg =p"­m =d,=0; (7.15)

da =(D=m0,H)=O0. (7.16)

Para determinar os multiplicadores (%2)º da equação (7.14) multipli­

camos por é, ou seja,

P(Z Az) = pº Aa fa mº Às = 0,

que implica em

Az =0O. (7.18)

Portanto os multiplicadores dos vínculos xx são completamente elimina­

dos. Note que

(Xa) X8)1 =—2%9ag = Cas.
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Ficamos então com três vínculos de primeira classe bosônicos e dois de segunda

classe ferminônicos, respectivamente

di=n7f:p+am; da=T8 dg=D Mm, (7.20)

XB = Tg— 0º Éos­ (7.21)

Os vínculos de segunda classe podem ser eliminados via parênteses de Dirac

ta, Bjp = tu, B) ­ a, Xa) (Cas) * (xs) B) , (7.22)

onde a matriz inversa (Cag)* é dada por:

CAIA
.Ç—.—

Usando os parênteses de Dirac teremos os seguintes parênteses não nulos

(Cas) = (7.23)

entre todas as variáveis, bosônicas e fermiônicas:

0,9 E, vspº

(TPkp = Mus

PURE EuvoP” (0º), 07 +piotZu, lp =. 2p? ,

9 (9u)ra(ww Takp = —

2º
2p?'(9º,9º), =

se
(9º, T8tp = >

Dob
(Ta, T8kp = a
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7.1 Superálgebra de Poincaré

Podemos verificar que a lagrangiana supersimétrica é invariante por trans­

lações, rotações de Lorentz e supersimetria usando as seguintes transformações

respectivamente:

óx" = a; 60º = O; óg=0; óde=O0;

x" = EeM“kx 0º =­—2k" (ou): 90; da=k"f; Se=O0; (7.31)

óxh = e“ (ot) 70º; 00º = e; óg=0; óde=0O0.

Observe em particular que f, (gq) não se transforma como um vetor de Lorentz

como seu Índice indicaria, na verdade, usando (4.39) temos óf, = f,(kºfa) =
Euvak”fº — fa (k+ f'), ou seja, o último termo de óf, mostra que ff, não é um
vetor de Lorentz, compare com a transformação de Lorentz do vetor 7º em (7.31).

Por meio do teorema de Noether chegamos as seguintes cargas conser­

vadas a partir da lagrangiana (7.4):

P" =p"; (7.32)

JP = eV"“x,pa — ­ (o")% Pra +mfo; (7.33)

Qa = T+ Pago. (7.34)

E fácil verificar, usando os parênteses de Dirac, que essas cargas fecham a álgebra

abaixo:

(Pr, P,)pn=0; (Qu, Pskp=0; Un Pykp = Eno Pa;
;

(7.35)
(Qo, Qskp =2 Pos ; Wu Qakp = à (ou) a Qs ; us Jytp = Euv Tas

onde usamos também (0,),, (ou) Vg = Eua (9) as — NuvEab­
Essa álgebra, formada pelos geradores de translação, rotações de Lorentz

e supersimetria é denominada de superálgebra de Poincaré N = 1.
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Podemos reescrever o segundo termo da hamiltoniana (7.12) com o au­

xílio do gerador J” acima (vide (7.33)) e dos vínculos fermiônicos (7.21):

1

nf:p=J:P+2Q"Qo.
Substituindo na hamiltoniana ficamos com

H = : (PP=mº)+o (1 ­P+ 9º Qa + am ; (7.37)

o que leva naturalmente aos invariantes quadráticos de Casimir da superálgebra

de Poincarê

Ci=P"P,; CO=J­P+ QQ. (7.38)

Também aqui é fácil verificar por meio dos parênteses de Dirac que

os invariantes quadráticos de Casimir comutam com todos os geradores da su­

perálgebra de Poincarê (7.35), isto é, (C;, P.) = 0=(C, Qu) = (Cuduk, i=
1,2.

Verificamos então, como era esperado, que a hamiltoniana de um super­

anyon pode ser escrita como uma combinação linear dos invariantes quadráticos

de Casimir, de forma semelhante aos casos anteriores da partícula relativística de

spin nulo e partícula de spin fracionário.

Deve ser notado que poderíamos ter seguido o caminho inverso como em

[12], isto é, conhecendo­se os invariantes de Casimir da superálgebra de Poincaré

poderíamos construir a hamiltoniana e a partir dela a lagrangiana de primeira

ordem via transformada de Legendre.

Uma lagrangiana para superanyons com supersimetria N = 1 foi também

obtida em [17] mas para o caso de spin paralelo ao momento.
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Capítulo 8

Conclusão

Uma conclusão que tiramos deste trabalho é que no modelo de anyons,

com S"“S, < O, o spin nunca é paralelo ao momento independentemente das

condições iniciais e das condições de gauge, do contrário a lagrangiana não seria

real.

O estudo do caso da partícula fermiônica de spin 1/2 com acoplamento ao

campo eletromagnético externo mostrou que foi necessário introduzir um termo

além do acoplamento mínimo de forma que a supersimetria fosse mantida. A

generalização dessa idéia para o caso de spin fracionário sugere a introdução de um

termo não mínimo que garantiu que as simetrias locais fossem mantidas. Assim

conseguimos de forma autoconsistente o acoplamento com algumas configurações

de campos eletromagnéticos incluindo campos constantes. Dado que as variáveis

eram bosônicas, não conseguimos até o momento eliminar as restrições sobre o

campo externo como no caso s = 1/2 onde utiliza­se variáveis grassmannianas

que naturalmente levam à identidade de Bianchi, fundamental na eliminação de

restrições sobre o campo externo. Esse problema será estudado futuramente.

Outro ponto importante é a utilização de uma mudança de variáveis que

mostrou não só que é possível obter novas soluções para a equação (4.39) a partir

das pré­existentes como também que as soluções compactas e não compactas da

literatura estão relacionadas entre si.

Também obtivemos uma ação invariante por paridade para partículas de

spin fracionário com dupla polarização e uma supersimetrização da ação de pari­
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dade única para anyons com S"“S, < 0. Em suma, mesmo com spin não paralelo
ao momento é possível ter uma teoria autoconsistente para anyons que pode ser

acoplada com campo eletromagnético externo, supersimetrizada e ainda esten­

dida de forma a não quebrarmos as simetrias de paridade e inversão temporal.

Concluindo, o paralelismo entre momento e spin não é uma condição intrínseca à

existência de anyons em D = 2+1 dimensões como tem sido às vezes advogado na

literatura [5, 6, 20]. Os estudos realizados aqui apenas usando mecânica clássica
de sistemas vinculados não garantem que os aspectos quânticos dos modelos com

SY5S, < O sejam autoconsistentes. Deveríamos, por exemplo, investigar o propa­

gador anyônico e funções de onda de vários anyons também. Não discutimos

também a definição de um produto escalar adequado no espaço de Hilbert.
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Apêndice A

Notação

Índices gregos são usados para indicar coordenadas no espaço­tempo e

índices latinos para indicar coordenadas espaciais.

A métrica adotada é dada por

1 0 O

uv = 0 —1 O

0 O —1l

Usamos a convenção de Einstein, índices repetidos estão somados:

2

lr =Pd x"x, = X"L,,
u=0

e as derivadas são definidas como

A
Ox"

Para o caso de férmions, as derivadas à direita e à esquerda são dadas

8

por Ô7 e 0! respectivamente.
Algumas propriedades do tensor de Levi­Civita definido por e912 = 8? =

EuvrEaby = óx7 vg ua — xr óvadus + xau due +

= xaÓdvad uy + óx60vadu, = óx68óv7 duas
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EuvxE””y = 2MaN; (A.4)

Enva€" vir = Tew!NaN — Tux TV: (A.5)

As matrizes (0º)7 ; (a, À = 1,2) usadas no Capítulo 7 são dadas por:

(01)a, (9v)g=Euva (9)8 — MuvEab­ (A.7)

O tensor espinorial eº é definido como e4g = Ega = e (en=1)
e abaixa e levanta índices segundo a regra: VÊ = EagwWÔ, 1º = eg.

Por exemplo:

VP“ a = V“ cas” = — Pa”
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Apêndice B

Variáveis Grassmannianas

B.1 Definição

Variáveis grassmannianas, denotadas por 6,, são aquelas que satisfazem

a propriedade anti­comutativa

em contraposição a números reais (ou complexos) ordinários que comutam:

99; = GjAi­ (B.2)

Uma função pode conter elementos bosônicos e fermiônicos juntos &€ (q,9),

chamados supercampos. O caráter fermiônico (grassmanniano) ou bosônico (co­

mutante) pode ser representada por um Índice no elemento

A,

temos um bóson quando a = O e um grassmanniano quando a = 1.

B.2 Propriedades

De (B.1) temos (i = j):

Todo grassmanniano ao quadrado é igual a zero:
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(B.4)

O produto de dois grassmannianos (0,02) é sempre um bóson (comu­

tante):

93 (9102) = —0,0302 = (0,02) Os,

note que

AB = (—1)* BA,

ou seja, um bóson e um férmion sempre comutam:

AB = (­1)O BA = BA

B.3 Derivação e integração

Da propriedade (B.4) tem­se a expansão de Taylor

D (9,0) = (q) +9%(g),

com  bosônico e 4 fermiônico.

Note que

portanto

Em geral temos:

ar OLA (as) (OB29, (48)= EEN1) (Ss)4
— OPA (ab) (ab+a) O" B= (SE) s+1) (1) 4A(T):

RA
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Como o índice 2ab será sempre par ou zero, pode ser desprezado, e o sinal depen­

derá apenas do índice a. Então

Assim as derivadas com relação à grassmannianas também são grassman­

nianas, ou seja,

o) o) o) ot

Sendo que a relação entre as derivadas tomadas à esquerda ou direita é dada por

ao, CD) Go
Devido à propriedade anti­comutativa, deve ser especificado o sentido

(B.13)

(esquerda ou direita) da derivação ou da diferenciação, o sentido que adotamos é

o da esquerda [3]:

os58 =D (4,9 +50) — PB (4,0) = 600 = d9T (B.14)

As integrais foram introduzidas na álgebra grassmanniana por Berezin

[3]. Ele definiu as integrais como:

fdo=o;

f 0do =";

onde c, e c2 são bosônicos.

Alguns exemplos de integração:
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f(6+0do=/000+c /do=1.
B.4 Equações de Lagrange

Podemos definir uma lagrangiana tal que L = L (a, di, Oi, Ô;, t), então,
do princípio da ação estacionária:

t2

2 L (q ão 61, 65,2) dt = 0. (B.18)

Temos que as equações de Euler­Lagrange são dadas por:

3, = 9,

o*L
09, 'Ti=

e 1; é O momento grassmanniano.

B.5 Equações de Hamilton

A hamiltoniana H = H (q;, pi, 9;i, Ti, t) é definida por

H =ápi+Ôm­L.

Para esta definição as equações de Hamilton são dadas por:
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(B.24)

(B.25)

au = Em ; (B.26)

.

LÔ; = — (B.27)

Como a hamiltoniana é sempre bosônica, sua derivada em relação a 6;

OU T; será sempre fermiônica. (índice (1)).

B.5.1  Anti­parênteses de Poisson

Podemos definir um anti­parênteses de Poisson para as variáveis grass­

mannianas, de forma análoga ao parênteses de Poisson das variáveis não grass­

mannianas.

Fazendo a evolução temporal de uma função de 6;,1; e, eventualmente
de t, obtemos

OEA dA. OA, OA
t) = À =+To ta tap ta

OPHOPA oOrHOPA OHOA OHOA OA
Ar dO dO Om Bndr Brôp o

Estendendo para uma função À qualquer:

OPH Oral) arHOrA» aoHOAIO of94) —aAt1(a) — —
— nninAÀ

ox ão do Om “ôpom drop Td

do Br "ôm EnTONER [en (22 orH ara E) + (49, 8) + 8z(a)

RA
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9z(2)
ot

9r 29) UH + 9221) BU H4) = (­1)O | | + (49,A) +
Então, o anti­parênteses de Poisson é definido como

a b a b(40,TO) = (1) [. JOLTO) glam) LTC i0 dm "ôm O

B.6 Propriedades

As seguintes propriedades são válidas para os super­parênteses de Pois­

a)(A,B) = (­1)º*P (BA);

DIA, B+C)=(A,B) +(A,C);

o)(A, BC) = (­1)* B(A, CY) + (A, BJC,

e a identidade de Jacobi:

d) (1) TA, (B, CY H+(­1) (B, te, A +(­1)O (e, ta, BY) = 0. (B.33)
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Apêndice CO

Dedução de 4.32

Usando a álgebra (4.29 a 4.31) vemos que a identidade de Jacobi

Ux, Tv) Pa) + fx, Px) , Tu) + (Px; Lu) Tv) =0O,

se reduz a condição de independência de R, em x,:

Euva (Rº, px) = 0,

portanto R = R(p). E da identidade

CET) Ex) + (xv, 1a) Lu) + REINETA: Lv) =0O, (C.3)

obtemos

9 9 dN..(smag + Evra Ta + emago) Rº=O, (C.4)

que por sua vez, usando as propriedades dos tensores de Levi­Civita resulta em

OR"

op" — 0.
Partindo da expressão J, = enasTºD + S, e de (4.14) calculamos (S,, Sy):u=€Eun n” ”

(C.5)

fo) OS,(Su, Sy) = EuvaS? + Eua R 'p+tr EvarP 5 = EuarP” (C.6)
Da Pa

Assumindo que 5, é dado por

A
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Su == o Pr. + Envoa À” º (C.7)“VP
substituímos em (C.6) e usando as propriedades dos tensores de Levi­Civita obte­
mos

) p" | Rá — Eua ) = a.?p ( u Ena go, SO”
Podemos escrever a solução geral de (C.5) e de (C.8) como

Pu 0Aº* o(p? jy? +€Cnuva Ôpv +eEuvaP Da (C.9)Ri=a

onde q é uma função arbitrária de py, 9 = 9 (p). Podemos redefinir A" de modo
a eliminar o último termo na expressão acima. Fazendo À, = A, — p.g ficamos
com a expressão final para R,:

Pp 9 94(p2)3? T+ Euva Opv

(C.10)Ri=a

Note que se redefinirmos x, como x), = x, — A, é possível eliminar toda a
dependência de J, e R, em A,. Substituindo em J, teremos

Ju = Euos (4º — AIPA +ate
7

Du= EuasrTP? + AÊ. (C.11)NA

Portanto o spin é totalmente paralelo ao momento: 5, = aSE Verificando aPp

+ EuvaA”pa

álgebra nas novas coordenadas chegamos a

Ty = ApTy = Ay) = (Tp, Tv) — (Eu, Av) — (Ap, Tv)

=e:< a á +e 4º —= 0a” = oa"— tuvda (p2)? / Op, Op, Opy
À= Eua (ax) ; (C.12)

GTou seja, obtemos R, = a
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Apêndice D

Paridade e Inversão Temporal em

D=2+1

Em D = 3+1 dimensões, a transformação de paridade é feita por inversão

do sentido de todos os eixos espaciais (x,y,2) > (—xr,—y,—2z). Essa transfor­
mação possui determinante —l. Em D = 2+1 dimensões, o conceito de paridade
é diferente de D = 3 + 1 dimensões. Ássim, para o sistema de coordenadas

mostrado na figura abaixo:

Figura D.1: Sistema de coordenadas do plano xy.

Se fizéssemos as trocas, seguindo a mesma idéia de D = 3 + 1 dimensões,

teríamos como resultado:
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Figura D.2: Sistema de coordenadas com a inversão 7 — —1 ey — —y.

Portanto, em duas dimensões espaciais, tal troca equivaleria apenas a

uma rotação de 7 no sentido anti­horário em torno de um eixo imaginário per­

pendicular ao plano xy, e o determinante da transformação seria 1, ao contrário

do que ocorre em D = 3 + 1 dimensões. Assim sendo, define­se a transformação

de paridade em D = 2+ 1 trocando­se o sentido de apenas um eixo espacial, por

exemplo, (x,y) — (—x,y):

Figura D.3: Sistema de coordenadas obtido pela troca x > —r.

O determinante dessa transformação agora é —l. Analogamente, sob essa trans­

formação de paridade, o momento np, se transforma como (po, Pz, Py) > (Po, —Px; Py)­
A inversão temporal (t — —t) é definida em D = 2 + 1 dimensões da

mesma forma que em D = 3 +1 dimensões. Por exemplo, para p, temos:

(Po, Pr) Dy) ——. (—o, Px, Py):
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