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RESUMO

O objetivo deste trabalho é descrever a dindmica das fungdes
analiticas na esfera de Riemann. Comegamos com a dindmica em torno de
pontos fixos e érbitas periddicas (estudo local), a seguir estudamos os conjuntos
de Fatou e Julia visando obter uma descrigéo global da dindmica.

ABSTRACT

The aim of this work is to describe the dynamics of the analytic
functions in the Riemann sphere. We star with the dynamics around the fixed
points and periodic orbits (local study), following we are studying the Fatou and
Julia sets, seeking to get a global description of the dynamics.
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INTRODUGAO

Estudamos neste trabalho a dinamica das fungdes racionais na
Esfera de Riemann. O motivo de trabalharmos somente com fungGes racionais €
porque elas sdo as unicas aplicagdes analiticas na esfera complexa. Veremos
também com detalhes as Transformagdes de Mdbius, que sdo difeomorfismos
analiticos na esfera complexa.

Faremos um estudo local dos pontos fixos atratores, repulsores e
indiferentes, e veremos que em algumas vizinhangcas de pontos atratores,
repulsores e de alguns indiferentes a aplicagdo é conjugada linearmente com sua
derivada.

A seguir veremos os conjuntos de Fatou e Julia, juntamente com
algumas propriedades mais importantes.

Os exemplos dados no capitulo final servem para ilustrar algumas
propriedades, e também para nos mostrar quéo rica e interessante é a dinamica

global das aplicagbes racionais.
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CAPITULO 1

EXEMPLOS E MOTIVACAO

Veremos agora alguns exemplos do objetivo desta teoria. A seguir,
neste mesmo capitulo, estudaremos as fungdes racionais e alguns resultados
importantes sobre elas.

1.1- EXEMPLOS:

EXEMPLO 1: Aproximagao de Newton

Em 1669, Newton discutiu a equagdo x*-2x-5=0. Partindo com
uma aproximagao x, =2 para araizreal { ele escreveu x =2+ y e entdo obteve a
equacgéo y’ +6y*+10y—-1=0.

Abandonando os termos n&o lineares ele encontrou que y=1/10 e
entdo tomou x=2,1 como sua préxima aproximagdo para £. O método foi
sistematicamente discutido por Joseph Raphson em 1690, e usando a derivada
(que Newton n&o usou), obteve o agora familiar esquema iterativo Newton-

Raphson
f(x,)

X, = —~

f(x,)

x

n+l =

para encontrar solugdes da equagdo f(x)=0.

Dada £, isto significa iterar a nova fungdo F(x)= x——.'ff,((x)), e entdo
X
este método falha no ambito deste texto.
Em 1879, Cayley propés usar o método para encontrar raizes
complexas de fungbes complexas, e referiu-se a isto como o método Newton-
Fourier. Ele procurou condi¢Ges para as quais a sequéncia z, converge a uma raiz

£, e resolveu o problema para polinémios quadraticos gerais.
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No mesmo ano ele comentou em nota de uma pagina que "o caso
da equagéo cubica aparenta ser consideravelmente dificil", e onze anos apds, e
aparentemente sem ter feito grande progresso, novamente suscitou a questao.

Com a ajuda de quadros gerados por computador que agora temos,
podemos ver que a dificuldade de Cayley era inevitavel: o problema era encontrar
o conjunto de Julia para F'.

A chave para o entendimento do método de Newton estd em duas
/)

f(x)

aos pontos fixos de F e, segundo, as sucessivas iteradas de F tendem a
convergir em dire¢cdo a um ponto fixo atrator de F.

Assim, se £ é um zero de f que da origem a um ponto fixo atrator
de F, entdo as iteradas z, = F"(z,) necessariamente convergem para &, desde

observagdes: primeiro, F(x)=x mostra que os zeros de f correspondem

que a estimativa inicial z, seja suficientemente precisa.

Vejamos que um zero de f & um ponto fixo atrator de F. Podemos

supor que f(z)=(z-&)"g(z), onde m>1 e g(&) 0. Entao

f(z) _ (z-&)glz)

f(z2) (z-€)g(z)+mg(z) *
e como o denominador a direita € ndo nulo em £, podemos diferenciar ambos os
lados e obter F'(¢) =(m—1)/m.

Isto mostra que 0<F(£)<1, e entdo que todo zero de f
corresponde a um ponto fixo atrator de F.

Note que a convergéncia de z, para £ € mais rapida quando m=1
(quando f tem um zero simples & ).

Este argumento garante a convergéncia para uma estimativa inicial
suficientemente precisa, mas esta ndo era a questdo de Cayley, ele estava
interessado em encontrar todos os pontos de partida que convergiam a uma dada
raiz.

Se aplicarmos o método de Newton para o polinémio quadratico
f(z2)=(z-a)(z-B), onde a e B sdo distintos, somos levados a considerar a
2 -af
2z—(o+B)
Isto mostra explicitamente que F fixa o e B (os zeros de f), e
vemos que é razoavel esperar (em razdo da simetria) que z, convirja para o

iteracdo de F(z) =
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desde que comecemos 0 processo num ponto z, mais proximo de a que de B (e
analogamente para 3 ). Agora verificaremos isto:

O conjunto de pontos mais proximos de o« que de B esta
z—-a

convenientemente descrito quando {|w| <1}, onde w=

z_
Note que os dois valores interessantes de z, a e B, correspondem a

0 e OO para w.

Convertendo o problema na variavel w significa que podemos
z—o
z-B
Um célculo mostra que R(z) =z*, e isto é tudo que precisamos, pois
se z, estd mais proximo de o que de B, entdo [g(z,)|<1, e entdo quando 7 — c,

R"(g(zo))—> 0.

Mas isto significa que
F"(z,)=(g" oR"og)(z,) > g7(0) = quando 7 — w.

considerar a fungio conjugada R dada por R(z) =(gofF og™')(z), onde g(z) =

Um argumento analogo usamos para f3.

EXEMPLO 2: Iteragéo de z > z°

R(z) =2z

Pontos fixos de R: z=1e z=0, e como R(») = w0, 0 infinito também é
um ponto fixo de R. z =1 & ponto fixo repulsor, z = 0 é ponto fixo super-atrator e o
infinito também é super-atrator.
R'(z)=2z"
R"(z,) > 0 quando |z,| <1 e R"(z,) =  quando |z,|> 1.

A dinamica interessante de R ocorre no circulo unitério C = {z:|z| =1}.

C é invariante por R.

Para z=¢",

Ri(z)=z% =e*2.

Se z=¢™/*" (*)parar,meZ, entdo R"(z)=1, e como 1 é fixado por
R, R"(z) =1senzm.

Note que os pontos z=e sdo densos em C, e partindo de
quaisquer desses pontos, as iteradas alcangam o ponto fixo 1 apés um numero
finito de passos, e dali ndo saem mais. Se partirmos de qualquer outro ponto de C

2mir[2"

AV
AVAYAY

2 3 4 5 6 7 unespmll 12 13 14 15 16 17

18



que ndo seja dessa forma, a sequéncia de iteradas ndo pode convergir para
nenhum ponto, pois se supusermos z, - w, entdo w deve ser um ponto fixo de R
em C, e entdo w=1. Mas 1 é ponto fixo repulsor de R, entdo devemos ter z, =1
para algum n. Isto, contudo, mostra que z, € da forma (*) acima, contrariando a
SuUposigao.

Os pontos da forma (*) sdo densos em C, como também sdo 0s
outros pontos de C que ndo tém essa forma, e podemos agora comegar a ver o
comportamento complicado e cadtico das iteradas R"(z) no circulo unitario.

Todo arco de C contém infinitos pontos que eventualmente
alcangam o 1 e la permanecem, e também infinitos pontos que se movem ao
redor do circulo de modo continuo sem nunca convergir. Segue que dado
qualquer ponto z,€C, podemos escolher um ponto w, eC arbitrariamente
proximo de z, para os quais as iteradas z, e w, exibem diferentes

comportamentos: assim, o conjunto de Julia de R contém o circulo C.
E também claro que se z, e w, estdo no disco unitario A = {z:|z| < 1},

entdo os pontos z, e w, exibem um comportamento similar (ambos convergem
para zero). O mesmo é verdade se z, e w, estdo em J{z:|z| > l} (ambos convergem

para o infinito).

Estes fatos mostram que, para este exemplo, o conjunto de Julia € o
circulo unitario.

Existem muitas outras caracteristicas notaveis deste exemplo.

Consideremos uma delas: seja / qualquer arco de tamanho positivo no circulo
unitario C. A aplicacdo R(z) = z* dobra o angulo polar de pontos em C. Entéo se /

subentende um &ngulo 8 com a origem, entdo o arco R(/) subentende um
angulo 26. Segue imediatamente que para todo » suficientemente grande, o arco
R*(I) cobre o circulo unitério. Isto acontece independente do tamanho de /: a
acédo de R" em cada arco de C (arbitrariamente pequeno) é "explodi-lo" a uma tal
extensdo que eventualmente cobre C.

Isto também é um caso particular de um resultado geral sobre o
conjunto de Julia.

EXEMPLO 3: Iteragdo de z+> z° +¢
P(z)=z*+c.
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Vamos identificar o conjunto de valores ¢ para os quais P tem um
ponto fixo atrator em C.

P tem dois pontos fixos o, €C.
Z—z+c=0;a+f=1eaf=c.
P'(a)=2a e P'(B)=2B, entdo P'(a)+P'(B)=2.
a e B ndo podem ser ambos atratores, pois se fossem, |P'(a)| <1 e |P(B)[<1, e
jamais P'(o)+ P'(B) seria igual a 2. Segue que P pode ter no maximo um ponto
fixo atrator em C, e a condigéo para que o ponto fixo o seja atrator & ]a| <1/2.

Entdo o conjunto dos ¢'s que estamos procurando é a imagem do
disco {a|o|<1/2} pela aplicagdo zi»>z-z>. Mas z-z?=(fogoh)(z), onde

1 2 s 1!
f(z):z—z, g(z)=z*e h(z)=z 5

A h 3
| - %k/)
O conjunto dos ¢'s é a cardidide.

De modo analogo podemos localizar o conjunto dos c's para os
quais P tem um 2 -ciclo atrator.

Os pontos fixos da segunda iterada P? sdo solugdes de P*(z)-z=0.
Como a e B sdo fixados por P, também o sdo por P*: assim P(z)-
P*(z)-z, e podemos escrever
P*(z)-z=(z? —z+c)(z2 +z+1+c)=(z—0t)(z—B)(z—u)(z—v).

Estamos buscando condigdes em ¢ que implicam que {u,v} seja um

2-ciclo atrator, isto &, P(u)=v, P(v)=u, u=v, junto com |(P")'( )|<1 e

’(Pz)'(v) <1

Pela Regra da Cadeia,
(Pz) (u) = P'(P(u))P'(u) = P'(v)P'(u) = 4uv = 4(1+c).
Entdo o conjunto dos ¢'s que procuramos é o disco {c:|1 +c| < 1/4}.
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O ponto de tangéncia do disco e da cardidide € -3/4, e agora
descreveremos a mudanga na dinamica qando ¢ vai da cardidide para o disco
passando por -3/4:

Quando ¢ esta na cardidide, P tem um ponto fixo atrator o e um 2 -ciclo repulsor
{u,v}.
Quando ¢ — -3/4, os pontos o, u € v convergem a -1/2, e quando c=-3/4, a, U
e v coincidem (entdo P nao tem um 2-ciclo genuino) num ponto fixo indiferente
de P.

Como ¢ agora se move no interior do disco, esses pontos se
separam novamente, agora com o repulsor e {u,v} um 2-ciclo atrator: assim,

durante este processo, a natureza atratora de o foi transferida para o par {u,v}.
Este processo se repete, {u,v} perdendo a natureza atratora para

um 4-ciclo, entdo para um 8-ciclo, e assim vai: isto é conhecido como period
doubling e pode ser verificado num computador (examinando o limite de P"(0)

para varios valores de ¢).
A/={c: P"(0) -» »}: conjunto de Mandelbrot.




1.2- APLICAGOES RACIONAIS

Uma aplicagdo racional é uma fungdo da forma R(z)= P(z)/Q(z),
onde P e Q séo polindnios diferentes simultaneamente do polinénio nuloe P e O
nédo possuem fatores em comum, isto &, P e Q sdo primos entre si.

Se P=0,entdo R=0ese 0=0, entdo R=x .Se O(z)=0e P ndo é
o polinénio nulo, entdo R(z)=« e definimos R(w)= lim R(z).

O grau de R, 0R, é definido por &R = max{aP,50}.

Se R=a, a#0,0 temos dR =0 e definimos R =0 quando a =0 ou

Ol =00,

DEFINICAO: Uma aplicagdo f:D — C definida num dominio plano D é holomorfa
em D se a derivada f existe em cada ponto de D.

DEFINICAO: Uma aplicagdo f:D— C é meromorfa em D se cada ponto de D
tem uma vizinhanga onde f ou 1/f €& holomorfa. Os pdlos de f sao pontos w
onde f(w)=w, e préximo a tais pontos, a aplicagdo z+ 1/ f(z) é holomorfa com
valor 0 em w. f esta definida numa vizinhanga do o0 se esta definida em algum
conjunto {z|>r}u{o}, e neste caso f é holomorfa (ou meromorfa) no @ se a
aplicagéo z+> 1/ f(1/z) é holomorfa (ou meromorfa) no zero.

Definimos também a esfera complexa, ou Esfera de Riemann, como o conjunto
{z eC}U{x}, e a denotamos por C.

EXEMPLO: P(z)=a,+az+.+az", n>0ea, #0.

zn

P(I/z) = a,z"+..+a,

Como limP(z)=w, definimos P(o)= e como z—

holomorfa no zero, entdo P é holomorfa no infinito.

Se R é uma fungao racional de grau positivo d, entdo para qualquer
weC, a equagdo R(z)=w tem precisamente d solucdes em z (contadas as
multiplicidades), pois para qualquer weC, o nimero de solugdes de R(z)=w &,
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P(z)- wQ(2)

por definigdo, o nimero de zeros de R(z)—-w. Mas R(z)-w= T , e entdo
z

R(z)-w e R(z) tém o mesmo grau (mas somente pelo fato de que se P e Q sdo
primos entre si, também o sdo P-wQ e Q). Deduzimos que a equagdo R(z)-w

tem precisamente JR solugdes em z, independente do valor de w.
Temos que para quaisquer duas aplicagbes racionais R e §,

0(RS)=06RoS, dai oR" =(3R)".

PROPOSICAOQ: Toda fungao racional é analitica em C .

PROVA: Seja R:C — C fungéo racional.
Entdo R(z) = P(z)/Q(z), com P e Q polinémios primos entre si.

Pontos onde R poderia ndo ser holomorfa: z=c ou {z eC|R(z) = co}

Para z =, definimos

R(oo)—limR() IlmP() i az+ +az +a, (a,,b_go} O;b :Zzi:
—:—m —z-m (z) z—-wbz-[- +b2+b ,, . =

0 sem>n

Aqui entdo temos trés casos:

1.° Caso: R(w) = (n>m)
Seja g(z)=1/z etome S =goRog™.

©o—= 3w

gl lg

R sera derivavel em z =0 se S for derivavel em z=0.
S(z) =(goR-g™")(z) = g(R(1/z)) = Y/ R(Y/z)

S(Z) 2 bm(l/zm)+"'+b1(l/z) +b, i bm+...+b|2m-‘ A
“\a+.razt vaz" )

a,(1/z")+...+a,(1z) +a, T
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nom| B, +...+bZ™ +b,z"
i e
a +.+az"" +az"

S( ) bmz"_"+,..+blz"'] +b02"
=
a+..+az"" +azz"

5(0)=-"

Portanto, S é derivavel em z=0 (pois a, #0), e entdo R é derivavel em z=c0.

2.° Caso: R(x)=a,/b, (n=m).
Sejam g(z)=1/ze S=Rog™

02 sa, s,
gl lid

O—S-—>a,,/bm
R sera derivavel em z = se S for derivavel em z=0.

R

n

_a,+.+az" +a,"

b +..+bz"" +byz"
S(0)=a,/b, e entdo R & derivavel em z =co.

3.° Caso: R(x)=0 (n<m).
Este caso é como o anterior se tomarmos a, /b, = 0, pois 5, #0.

Agora precisamos analisar os pontos {z eC|R(z) = oo}

R(z):wc:ﬁ=0

Os zeros de 1/R(z) s&o os pontos de R(z) que séo levados no infinito.
1/R(z) tem no maximo m zeros, contadas as multiplicidades.
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Tomemos agora 7(z) =(goR)(z):
a—>w
idl lg
el

T(Z) '3 1 =) bmz”'+...+b,z+bo

3 R(z) az"+.+az+a,

R sera derivavel em z=a se T for derivavel em z=a.

T(a) = bma”' +... +b]a +b0
n
aa’+..+aa+a,
Se a#0, entdo T é derivavel em z=a, e também R.

Se a=0, 7(0) == =0, pois se R(0) = «, entdo e 7(0) = 0.

a, R(0)

) , e : ey
Dai ==0=>5,=0 e aq,#0, pois P e Q sdo primos entre si, entdo ndo se anulam
aO

simultaneamente.

Temos 7(0) = 2‘-, onde a, # 0.
a,

Portanto R é derivavel em qualquer ponto de C que € mandado no infinito.
Concluimos entdo que R:C — Cracional é holomorfa.

TEOREMA : Seja R:C — C holomorfa. Entéo,
a) R= ou R'() é um conjunto finito;
b) Se R#x e a,,..a, eC s&o tais que R(aj) =, entdo existem polindmios

) para z C.

: = 1
Do...., D, tais que R(z) = p, +Zpk[z

k=1 =y
PROVA: a) Suponhamos que R™'(«) seja um conjunto infinito.

R (o)={a eC|R(a)=w}={a, a,,..,a,,..}.

C é um conjunto compacto, entdo toda sequéncia de pontos em C possui uma

subsequéncia que converge para um ponto de C .
Dai a sequéncia {a,,az,...,an,...} tem uma subsequéncia convergente.
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Seja ela (a,,J).

a, »aeC.

Como R é continua, R(a) = «.

Tomemos g(z) = 1/z e conjuguemos com R(z).

g R tem as mesmas propriedades da R e (g-R)(a) =0.
Suponhamos que goR # .

Entdo existe m e N tal que g(R(z))=(z-a)"a(z) com a(a) 20 e 0<|z-a|<8.

Entdo g(R(z))#0 para 0<|z-a|<8, 0 que é absurdo, pois existe a, tal que

0<la, —-a| <6 o g{R(a".)) =0.

a, ——>
idl lg
a —0
L goR

Portanto gocR=0, dai R=.

Concluimos entéo que R =« ou R™'(0) é um conjunto finito.

b) Seja R'(»)={a,,...,a,}

R(a) =

Numa vizinhancga de a,, existe meN tal que
R(z)=(z-a,)"a(z) com a(a,) # ©.
Escrevendo em Série de Laurent,

ioan(z_al)"

tem sentido numa vizinhanca de a

z-aq,

J

definida ;Iabao‘mnu

Ent&o vemos que Y a,(z—a,)" esta definida globalmente.

n=0

ChamOpl[ 1 ): b +...+£—

z-a,) (z-a)" z-a,

Entéo R(z)—p[ ‘ )=ian(z—al)" 6(2)

¥4 _al n=0

2 1

s p,[ )¢oo:>G(az)=oo.
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Numa vizinhanga de a,, existe / e N tal que
G(z) =(z-a,)"'B(z) com B(a,) = .

Também
C_y

] Coy = (s An
G(z) = Pt +§}Bn(z e

(z"az) —a,

No mesmo argumento anterior, > B,(z-a,)" esta definida globalmente.

n=0

C C,

Chamc:pz( 1 )= St —
z-a,) (z-a,) z-a,

Dai R(z)—p,( ‘ )-pz[ ‘ J=iﬁ,.(z—az)"=ﬂ(z)

z-aq, Z=adE =

Aplicando sucessivamente o mesmo método, obtemos:

R(Z)-F.[%q]-ﬁz[z_laz J—----p,,[z_laﬂ) - gwf,-(z—a,,)i

> v.(z-a,) esta definida globalmente e ndo tem pélos, entdo é uma fungdo
i=0

inteira.
Num disco D,(0), > v,(z-a,) & limitada (D,(0) é compacto).

i=0

Portanto [3v,(z-a,)'|< M se |z <R.
i=0

1
zZ—a,

Se | > R, gv.-(z—a,,)'ea(z)-p,[

liitadas em [z]>R

Portanto > v,(z-a,) & limitadaem C.
i=0

Assim, pelo Teorema de Liouville, Zyi(z—an)i € constante.
i=0

Chamo Y v,(z-a,) = p, .

i=0

Concluséo: R(z) =p,+. p{LJ para z eC.
i=0 \Z27G

Portanto R(z) é uma fungdo racional.

Com estes dois resultados concluimos que as unicas fungdes
analiticas na esfera de Riemann s&o as fungGes racionais.

13
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DEFINICAQ: Um ponto fixo de R é um ponto & eC tal que R(E)=¢ . Um ponto
periédico de periodo n de R é um ponto tal que R"(E)=¢ , RE)=E, R*E)=E,...

e R™'(E)=¢E.

Se £ eC é um ponto periddico de periodo # de R, podemos tomar
S =R" e considerar £ como ponto fixo de §. Portanto sempre trabalharemos com

pontos fixos.
Seja £ eC um ponto fixo de R. Entdo & é:

Super-atrator se R'(£)=0;

Atrator se 0<|R (&) <1;

Repulsor se |R (¢)> 1;

Racionalmente indiferente se R'(£) é uma raiz da unidade;
Irracionalmente indiferente se |R (£)| =1, mas R (¢) n&o é raiz da unidade.

Podemos considerar sempre £ =0 como ponto fixo, e os resultados
correspondentes para um ponto fixo £ qualquer podem ser obtidos por
conjugacdo com uma Transformagéo de Mébius, que & nosso préximo topico.
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1.3 - TRANSFORMACOES DE MOBIUS

As aplicagbes racionais de grau um sdo as Transformagbes de
az+b

cz+d
homeomorfismos analiticos de C em C .

Mdébius, que tém a forma z— , ad—-bc =0, e estas constituem o grupo de

DEFINICAOQ: Duas aplicagdes racionais R e § séo analiticamente conjugadas se
existe alguma Transformagao de Mébius g com
S=geRags
Conjugagdo é uma relagdo de equivaléncia e as classes de
equivaléncia sao as classes de conjugacgao das aplica¢des racionais.

PROPOSICAOQ: a) Se R e S sdo conjugadas analiticamente, entdo oR = a5
b)Se S=goRog™, entdo S"=goR"og™
c) S fixa g(z) se e somente se R fixa z.

PROVA: a) R e § sdo conjugadas.

Entdo S =goRog™, g: Transformagéo de Mdébius .

Suponhamos dS =m e R =n.

S=goRog™ implica Scg=goR

ASg)=08Sog=m.1=m

&gR)=0goR=n.1=n.

Como Seg=goR, entdo &Sg) = &gR), ou seja, m=n.(3S = oR).

b) S=goRog™ '

S(z)=(goR-g™")(2)

S(S()=(goRog"(goRog7")(2)) =(g o Rog™ g R(g(2)))) =
=(goR*og")(2).
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c)(=>)s fixa g(z), isto &, S(g(z))=
Temos que Sog=goR= g(R(z)) = g
(=)R fixa zZ) |sto é, R(z) =

¢(R(=)) = g(2) = (g R)(2) }(z):»(scg)(z)=g(z).

g(

=2."

TEOREMA: g:.C — C analitica. Sdo equivalentes:
a) g € uma Transformagdo de Mdbius;

b) g € um difeomorfismo;

c) g € uma bijegéo.

PROVA: a)=b)

Dizemos que g é um difeomorfismo analitico se:
i) g € holomorfa;

ii) g é bijetora;

iii) g”' é holomorfa.

g & uma Transformagdo de Mébius, ou seja, é da forma g(z)=

ad-bc#0.

Mostremos que g é bijetora. Para isto vejamos se g possui inversa.

w= az1.0 =(cw-a)z=b-dw=z= =t
cz+d -cw+a

Portanto g'(z) = =big g é bijetora.
a

az+b z a+blz _
Por definigéo, g(x)=1 St = lim
g0, gl=) 1mg{z) e cz+d ez c+dfz

az+b

= = K = li :
gl-d/c)= lim g(z)= lim ———=oo

Dai g'(w)=-d/ce g'(a/c) =

Vejamos se g é derivavel em z=w e em z=-d/c.
Seja h(z)=1/z.
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Entdo 47'(z)=1/z.
Seja id(z) =

oo—g—)a/c
hl lid

OTM-}G/C

g sera derivavel em z = se id o goh for derivavel em z =0.

a(l/z)+b _a+bz

)=5lhlz))=¢ c(l/z)+d c+dz
b(c+dz)—d(a+bz) _ bc—ad
(c+dz)’ (c+dz)?

(idogoh)(z

(idogoh)(z)=g(1/z) =

. . bc—ad
(idogoh)(0)= =

Portanto g é derivavel em z =0, pois estamos considerando a/c # «.

~djc—E >
idl lh
—d/c—m—>0

g sera derivavel em z = -d/c se ho goid for derivavel em z = -d/c.

(hogoid)(z) = h(g(z) = 1/g(2)

' bc-ad
] ) EE e
(h g d)() [g(z)J (g(z))z (az+b)2 (az+b)2
(cz+d)’
bc—ad  bc-ad , C*
(ﬂ_,_b]z A (bc-ad)’ i bc-ad

c

(hogoid) (~d/c) =

Portanto g & derivavel em z = -d/c, pois ad-bc #0.
Vimos entdo que se g € uma Transformagdo de Mébius, entdo g é holomorfa.

Também g'(z) = dz—+b e ad-bc#0, que é uma Transformacdo de Mébius.
-CcZ+d

Portanto g~' é holomorfa.
Dai gC->C difeomorfismo analitico.
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E imediato que b) =c¢)
c) =a)
Temos g:C — C bijegéo holomorfa.

Sabemos que g é uma fung&o racional, g(z)= —;% com P e Q polinémios.

Como g é bijegdo, max{oP,00}=1, pois se tomarmos max{oP,60}=n>1, entdo
O0P=n ou d0=n e se 0P=n, entdo g tera n zeros e ndo sera injetora, e se
o0 =n, g tera n pélos e também nao sera injetora.

Portanto max{6P,c0}=1.

Dai g € uma Transformacédo de Mébius.
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1.4 - A DINAMICA DAS TRANSFORMACOES DE MOBIUS

Vamos descrever agora a dinamica das Transformagdes de Mdbius

que, como vimos, tém a forma R(z) = azsh com ad-bc#0, R:C - C.

cz+d
Os pontos fixos de R sdo as solugdes de R(z) =z.

Se ¢ =0, R tem dois pontos fixos em C, que podem coincidir ou néo.
Se ¢=0, um ponto fixo de R é o infinito, o outro ponto fixo é

b b
= ,equandod=a, =00,
: d-a 2 d-a

Conclusdo: R tem um ou dois pontos fixos.
Vamos analisar os dois casos:

1.° Caso: R tem um unico ponto fixo.
Suponhamos que este ponto é o infinito.
Entdo R tem a forma R(z) =z+B, p=0.
R (z)=z+nB e ,lii_r‘gR"(z) = 'lrl_,mm(z +npB) =,

Portanto R"(z) —» »,Vz eC.

Agora suponha que £ C € o ponto fixo de R.
Seja g(z) = —lg e definamos S(z) =(goR-g™')(z).
z —

Como § fixa z se e somente se z=o, seque que S é uma translacdo, e entéo
que $"(z) - « quando n—» .

Mas S$"(z)=(goR"g")(z) e entdo, substituindo z por g(z) e aplicando g™,
encontramos que R"(z) » g7'(w0) = &.

Concluimos entdo que se R tem um Unico ponto fixo, as iteradas de
R em qualquer ponto convergem ao ponto fixo.
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2.° Caso: R tem dois pontos fixos distintos.
Suponhamos que R fixa o zero e o infinito.
Entdo R tem a forma R(z) = 4z.

0 se |k|<1

o se |k|>1

R(z)=k"z e lim R'(z)= {

Se |k|<1, R"(z) > 0,Vz eC.
R(z) =k, entdo R(0)=k e o zero é um ponto fixo atrator.
Se z=w, seja h(z)=1/z.

T
(hoRoh )(z)_R(l/z)
1

: , entdo (hoRoh™)(z) = o

R(jz)

1 > 1 e o infinito € um ponto fixo repulsor.

Se |k|>1, R'(z) > »,Vz eC.
R(z) =k, entdo R(0)=k o zero é um ponto fixo repulsor, e do mesmo modo, o
infinito € um ponto fixo atrator.

Se |k|=1, temos:
i) k € uma raiz j-ésima da unidade e R’ é a identidade; ou

20
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i) k ndo é raiz da unidade e os pontos R"(z) sdo densos no circulo com centro na
origem e raio |z|.

R(z)=k,|R(0)=|k=1e|R () =’H =1.

Os pontos fixos de R, quando |k|=1, sdo pontos fixos indiferentes,
que podem ser: racionalmente indiferentes se k£ € raiz da unidade e
irracionalmente indiferentes se néo.
Agora suponhamos que R tem &, e &, como pontos fixos, &, #&,.
Construiremos uma aplicagcdo de Mdbius g que aplica &, no zero e
€, no infinito.
=8
z—&

Seja S(z)=(goR-g™')(z): entdo S fixa o zero e o infinito, e voltamos

Se &, e &, s&o finitos, podemos tomar g(z) =

ao inicio deste caso.

Como g aplica circulos em circulos, concluimos que: R"(z) converge
para um dos pontos fixos de R, se move ciclicamente num conjunto finito de
pontos, ou forma um subconjunto denso de algum circulo.

Como anteriormente, temos um método de encontrar R"
explicitamente.

Como vimos, as iteradas de uma fungdo racional de grau um
comportam-se de uma maneira bastante simples, e por este motivo no restante
deste texto trataremos de fungdes racionais com grau maior ou igual a dois.
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CAPITULO 2

A DINAMICA LOCAL

Neste capitulo descreveremos a dindmica local das aplicagbes
racionais numa vizinhanga de um ponto fixo ou de uma érbita periédica. Veremos
em quais casos a aplicagéo racional é conjugada a uma outra aplicagdo mais
simples.

2.1 - PONTOS FIXOS SUPER-ATRATORES

Seja RC - C, R(z)=z"+..,.m>2.
Se r > 0 é suficientemente pequeno, |R(z) < 2|z|" para |z| < .
Assim, lim R"(z) =0 uniformemente em |z| < r.

0eC é ponto fixo super-atrator.

TEOREMA: Seja 0*(0) érbita periddica super-atratora de periodo » .

Suponha m>2, (R")™ =0 e (R")(0)=(R")”(0)=...= (R") ""(0)= 0.

Entéo existe uma vizinhanga U de 0 e um homeomorfismo analitico F:U — D,
(para algum r) tal que F(0)=0, F'(0)=1e (FoR"Xz)=(F(z))".

PROVA: Para provar produziremos uma sequéncia (F, ) de aplicagées iterando n
vezes e tomando a inversa apropriada de z - z*.

Esta sequéncia converge para a conjugada.

Provaremos para o caso » =1, sendo tomariamos § = R" e provariamos para §.
Se tivermos 7(z)=a,z" +a,, z™'+... € conjugarmos com z > bz, onde 5™ = (am)_l,
teremos R(z)=z" +b,,,z™" +...

Portanto é suficiente provar este resultado para R(z).

Se temos R:U —C, podemos encontrar (R(z))"" tal que o seguinte diagrama
comuta:
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Trabalharemos numa vizinhanga ¥ de zero tal que R(V)cint(V) e Jlfi_.n}nRj(Z)=0
para todo z €C.

Definimos Fj.(z)=(1?j z))l/ " escolhendo £, (0)=1.

Provando que {F} converge uniformemente para F(z), teremos a conjugacéo,
pois:

i) F(0)=0. De fato: F(0)=lim (Rf(z))"'”"

if) Calcularemos F(0) Iogo a seguir.

iii) (F o RXz) = llm [RJ (R(z))]l/ = llmERJ“(z))I/mJ :r =
= tim (R @) T=[F@T

Para provar que {E,} converge uniformemente em alguma vizinhanga do zero,

0. [ )

z

introduziremos H(z) = =(1+..)"", e entdo H(0)=1.

o
M(z) (R”'(Z))MM ((R(RJ(Z))j )/ _FE(R"(z))-ll"”"

F(2) (Ri(z G RT O R'(2) J
F,(z)=z e temos F}H(z);zILI [H(Ri(z)) (e :
F(2)F(2)...F,, (Z) [L[F”,(z)
FF@()..F(z) " F(2)

lim F(z)
Entfo F(0)=lin 2= lim[““’ ]

=0

g{umFI[H(R't | |- }'u_r,.{gi;gI:][H(R‘(z))I”"'}= 1

i=0

Dai -[ER )"

F;.(2)=
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A convergéncia uniforme de {L‘J } pode ser estabelecida provando que o produto

infinito converge uniformemente. Isto é feito tomando o logaritmo do produto

infinito (usando o ramo principal), iﬁlog(H(R" @)).
j=0

A vizinhanca V' é tal que R(V)cint(V), entdo R'(V)cint(V).
] 1
Também para um certo 7, |H(R(z))-1|< 5 eparaoutror,

|H(R/(2))-1|< dR/(z)| para algum c.
Se || < %, llog(1+a ) <[+’ +..< 2k, e entdo
||og(H(Rf @)= 2[H(Rf(z))- | <2dRri(z).

(z))i —|log(H(Rf(z))j

< Z—2c|R’(z)| 2cz—|R‘(z)( = 2cz— <, onde r, é tal que se
j=0
U= { eCl|z| <}, Uc{z eCl| <r} e Uc{z eC|[z|<r1}

Portanto {F, } converge uniformemente para uma fungéo analitica F(z).
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2.2 - PONTOS FIXOS ATRATORES

Agora tomemos R.C — C analitica, R #® com 0eC ponto fixo de R
e R(0)=a, onde 0 <la| <1.

Ent&o R(z) = az+a,z*+... numa vizinhanga do zero.

Temos que existem |a| < 1 <1 e r > 0 tais que |R(z) < plz|, desde que
lzl<r. Segue que |R"(z) < p"lzl, de modo que a érbita positiva {R"(z)n >0} de
qualquer ponto z eC no disco fechado de raio » e centro 0 eC converge para o
ponto fixo, que & um ponto fixo atrator.

TEOREMA: Seja R(z) uma fungdo analitica satisfazendo R(0)=0 e R'(0)=a com
O0<lal<1.

Entdo existe uma vizinhanga U de 0 e uma aplicagdo analitica F:U — C tal que
(ReFXz)=(F o LXz), onde L(z)=az.

PROVA: R(z)=az+) az numa vizinhanga do zero. Devemos encontrar uma

; i=2
fungdo analitica F que resolva a equagdo RoF=FoL (chamada Equagéo
Funcional de Schréder-EFS).

Seja F(z)= ZC,z’.
1=0

Determinemos os coeficientes c,'s e mostremos que a série determinada por F(z)

converge em alguma vizinhanga do zero.
Vemos que R e L fixam o zero. Entdo F também fixa, isto & F(0)=0 e entdo

¢, =0.
R(F(2))= F(L(2))
aF(z)+ 2 a,(F()) =acz+ D c(az)

o) D a0
acz+a) ¢z +2.a(F(2)) =acz+ Y ca's
=2 1=2 =2

Assim, ¢, pode tomar qualquer valor, desde que diferente de zero.

Tomemos ¢, =1, e entdo F(z)=z+ ) ¢z .
=2
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Determinemos os c¢;'s restantes recursivamente.
a0 Ll a0 o0 o

Temos a ¢z + 2.a,(F(z)) =X .ca'z', o que implica 2. (a' —a)k,z' = 2 a,(F(2))
=2 1=2 =2 =2 =2

Suponhamos c,,...,c,_, conhecidos.
Os termos de ordem & do lado direito envolvem somente c,,...,c,_,.
Em particular, o coeficiente z* a direita € um polindmio em a,,....a, € c,,...,c,.,,
que tem coeficientes inteiros positivos.
Denotemos esse termo por K, (az,..‘,ak,cz, {55 l)

K (az’ ahcz’ »C— 1)

a —-d

Dai ¢, esta determinado se a, # a e entdo temos nossa solugéo formal.
Provemos que a série converge:

Comparando os coeficientes temos ¢, =

LEMA 1: Seja R(z)=az+ ) az . Entdo R é linearmente conjugada & aplicagdo
=2

@ (2)=az+2 bz', onde |b| <1 paracada /.
1=2

PROVA: Como a série Za,z" converge, existe um 4>0 para o qual [a,,|< 4’
=2

paracada/2>1.

Seja @ (2)= az+2bz ondeb = A"

Claramente [5,| < : para cada / .
Seja h(z)= Az.

h(R(z))= Aaz + Aia,z’

() ()= Aaz+Zb (42) =adz+ ZT A'Z =adz + Aiafz’ = h(R(z))

LEMA 2: Existe ¢ > 0 tal que |a* —d|> ¢ para todo & > 1.
PROVA: Como |a| <1, segue que |a*| <|a?| <|a| para todo & > 1.

Entao, ]a‘k —a| > ||a"| -—|a|| =lal-|a*| > |a]-|a?| > 0.
Dai existe ¢ > 0 tal que |a* —a|> ¢ para todo & > 1.
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o e, 1<
Observemos que a série de poténcia em w dada por z= w——Zw’

1=2
converge para |w] <1 e para qualquer c eR".
11 J
Temos z =z(w) = W l_w—l-w para |[w| < 1.
Agora, z(0)=0e z(0)=1.
Entdo segue que a fungdo analitica z(w) tem uma inversa que esta definida e é
analitica em alguma vizinhanga do zero.

Como w(0)=0 e w(0)=1, segue que podemos escrever a aplicagéo

inversa da forma w:u(z):z+2a,z’w, onde sabemos que a série D .o,z
=2 =2

converge.
Mostraremos que esta série majora a série de poténcia dada por
F(z), desde que o ¢ escolhido seja bastante pequeno.

LEMA 3: Escolha ¢ como no Lema 2.
Entdo para cada & > 2, temos 0<lc,| <a, .

PROVA: Observemos que a série de poténcia w=w(z) € uma solugdo da

equagdo funcional cw(z)-cz = 2, (Mz)) .
1=2

Vamos resolver esta equacao exatamente como resolvemos a EFS:
Em termos de o, esta equagdo fica: D ax,z* = 2 (m(z2))
k=2 =2
Comparando com a resolugdo anterior vemos que as equagdes tém a mesma
forma, exceto que g, —a € substituido por ¢ e a, por 1.

Entaoie Kk(l,....l,cz.z,...,a,,_l)'

Como KX, tem coeficientes inteiros positivos, por indugdo cada o, > 0.
Também temos, por indugao,

|S |K,(a1,...,a,,,c2,...,c,(_,]
c

< éK,,(l,---,l,lczl_’---’lct-lD

(pois |a* - a|> ¢)

|ct
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s%Kt(l,...,l,az,...,ak_,)zcr.,:

Portanto a série dada por w(z) majora a série dada por F(z), entdo esta converge
numa vizinhanga do zero, e o Teorema esta provado.
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2.3 - PONTOS FIXOS REPULSORES

Com a mesma descricdo para pontos fixos atratores, mas agora com
laj]>1, tomamos R e vemos que a Orbita negativa de qualquer ponto
suficientemente préximo do zero esta bem definida e converge ao ponto fixo. Para
R™' o ponto zero € um ponto fixo atrator. Usando o Teorema dos Pontos Fixos

Atratores para R™', temos que existe uma Unica fungdo analitica F(z) definida
para |z|<r satisfazendo F(0)=0, F(0)=1 e (R'eF)z)=(FoLXz), onde

1
L(z)=-;z. Em termos de R(z) temos F(az)=R(F(z)), ou seja, R(z) é

analiticamente equivalente a sua parte linear.
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2.4 - PONTOS FIXOS RACIONALMENTE INDIFERENTES

R.C — C analitica.
¢ C & um ponto fixo racionalmente indiferente de R se |R'(¢)|=1e
R (8) é uma raiz da unidade, isto é, existe m e N tal que [R'(¢)]" =1.

Descrever a dinamica de R préximo a tais pontos € uma longa e
dificil tarefa. Uma das razées € porque R ndo é localmente conjugada a sua
derivada proximo de um ponto fixo racionalmente indiferente. Isto se torna
bastante claro se nos recordarmos da prova do Teorema de Linearizagdo para
Pontos Fixos Atratores: no calculo dos coeficientes da fungdo temos o
denominador a* —a, onde a=R(E) e k eN. Aqui encontrariamos a™' -a=0 no
denominador, o que torna a busca da fun¢ao linear impossivel.

Isto significa que temos que encontrar outro meio de descrever a
dindmica de R préximo de um ponto fixo racionalmente indiferente &, e a solugéo
estd em mostrar que R € conjugada a uma translagdo em certos conjuntos
abertos que tém £ na sua fronteira.

Comegamos com um simples lema que isola a idéia mais basica
deste capitulo:

LEMA: Suponha que f é analitica e satisfaz f(z)=z-z""'+0(z”**) em alguma

vizinhang¢a N da origem.
Sejam w,,...w, as p-ésimas raizes da unidade e n,,...,n, as p-ésimas raizes de

-1.
Entéo para r, e 6, positivos e suficientemente pequenos:

a) | £(z)| <|z| em cada setor

§;=120< |z/wj| < r0;|arg(z/ wj)| < 90}. (setor atrator)

b) |£(z)|>|2| em cada setor

3= {z:O <|z/m;| < r0;|arg(z/nj)| < 90}. (setor repulsor)
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f(2)

PROVA: Escrevamos S = {&:|F,’c 1/2;argE| < /4} e =1-z7(1+v(z)), onde v é

analitica em N com v(0) = 0.
AN

/5%

, )
\ ot ""\,\

a) Mostremos que z 8, implica z?(1+v(z)) €S-

ze§; =>0< z/wj,<r0 e arg(z/wj)| <8,
2mij

1 - P
Seja w,=e ? .

arg(z/wj) =argz—argw, = argz—z—m-F
p

|arg(z/w}.)| <8,=-, <argz—£ci <6, = 2%—90 <argz< ﬁ+90
p

5

N ot
Wi
\ <

|z/ W;| =[]

Portanto, 0 < lz/w_,.| <r, implica 0<|z| <7,

Agora, 0<|z| <r, implica 0<|z?| <1/2 para r, pequeno.

argz’ = pargz

Ent&o, 27 - pb, <argz” <2 + pf, implica [argz*| < n/4 para 6, pequeno.
Portanto, z” €S.

Como v(0) =0, larg(l - v(z))| <ge

argz?(1+v(z)) = argz? +arg(1+(z)) =argz” +¢
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Portanto, |arg z"’(l + v(z))| <m/4
lz"(l+v(z))l=|z‘° +zpv(z)l< 1/2, pois 0<[z”| <1/2 e ¥(0)=0.
Logo, z €S, implica z*(1+¥(z)) €S.

‘@' - Il—zf’(l+v(z))[ <1, pois z”(1+v(z)) €.

Segue que |f(z)| <[ se z €S,.

b) Mostremos que z €X; implica «z*"(l + v(z)) es:
zeX, =>0< |z/nj.l <r,e 'arg(:/nj)l <0,.

2mij . . . v
. e 2 ED 7 i
Sejan;=-e” =—-cosﬂ—:sen—ni=cos[ﬂ-n]+fsen[zﬂ~n)
p p p P
i
arg(z/nj) =argz—argm; = arg:v[%— rc)

- 2 :
(arg(z/nj)l<90 =-0, <argz—[%—n)<90 :%—n—eo <argz<2%-1:+90

z=pe® = z7 = pPe™ = p?(cos pd +isen ph)

-zP = p”(cos(e —m)+isen(0 - rr)) = pPe®™

Portanto, arg-z” =argz—-n

Entdo 2mj-2mp- pO, <arg-z? <2mj-2mp+pb, implica [arg—z”‘ <m/4 para 6,
pequeno.

Segue que -:z” €.

Também iz/nj| =|z|, portanto 0 «:Jz/nj| <= U<|zli<rs

0<[z] <r, = 0<|-z?| <12 para r, pequeno.

Analogamente ao a), [arg- z#(1 +v(z))| <m/4 e |—z”(1 + v(z))| <1/2.

Portanto, z €%, = -z"(1+(z)) 5.

‘@‘ ~[1-2(1+%(2)) > 1, pois ~z*(1++(2)) 5.

Logo, |f(z)|>lz| sezel,.

Veremos a seguir um exemplo que contém as idéias principais da
teoria geral.
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EXEMPLO: O polinénio P(z)=z-z* tem um ponto fixo racionalmente indiferente

na origem.
Se 0<x<1, entdo, 0< P(x)<x, e entdo P"(x) -0 (pois P"(x) s6 pode convergir

para um ponto fixo de P). Se x <0, entdo P(x) <x <0, e entdo P"(x) — .

Estas observagbes sdo coerentes com o Lema anterior, e agora investigaremos o
comportamento de P"(z) para todo z préximo da origem.

Seja #(z)=1/z e substitua P por sua conjugada Q=hoPoh™', ou seja,

Oz)=z+1+—.

Agora note que se Re(z) > 1, entdo Re((z— 1)")> 0. Logo, Re(0(z)) = Re(z) +1.
Em particular, se ¢>1, entdo Q aplica {x+iy:x>t} em {x+iy:x>1+1}, e

reescrevendo isto em termos de P, vemos que P" — 0 uniformemente em cada
disco {z:|:—r] <r} suficientemente pequeno.

P age como ilustrado abaixo:

Devido a forma particularmente simples de Q, podemos dizer mais que isto:
Suponha que n seja qualquer regido disjunta de {|z| 53}, e que é aplicada nela

mesma por Q.

Entéo, em m, Re(Q(z))ZRe(z)H— 1

P 2Re(z)+%, entédo Re(Q"(z))2Re(z)+—’21 e

Q" >xoemrn.
Uma possibilidade para = € o semi-plano {Re(z)>3}, mas é facil encontrar uma

regido maior que esta.
0(z) esté no disco ilustrado abaixo, e se z ex, o raio 7(z) do disco € no maximo
/2.

raio _1_
1Z-1
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Além disso, r(z) - 0 quando z — =, e isto sugere que podemos tomar = limitada
por alguma parabola.

Seja = {x +iy:y: > 12(3—x)}.

A fronteira de = € uma parabola que corta o eixo x quando x =3, e é facil ver que
r é disjunta de {|z| <3}.

Escrevendo z=x+iy, O(z)= X +iY, ;1—=a+ib, temos X=x+1+a, Y=y+b, e
entdoparazem,
Y2 -123-X)=(y+6)*-123-(x+1+a)) =

=y*-12(3-x)+ 6% +2by +12(1+a)

>12-2/by|-12]a]
Contudo, como |~| >3, temos

12
< | [ < — e | |_ |—_1 <—

Segue que se zem, entdo Y*>12(3- X) e Q(z) en : deduzimos que Q aplica =
nela mesma e entdo P" — 0 em A(x).
O conjunto de Julia de P esta ilustrado a seguir, onde a regido negra é A(r).

la| <|a +ib| <

Para analisar a situagdo para um ponto fixo racionalmente

indiferente qualquer precisamos da nogdo de pétalas (que grosseiramente falando
desempenham o papel da regido A(r) no exemplo acima).

DEFINICAOQ: nk(r):{re"":r" <t(1+cosp9);‘2—k-£—9 <£} para cada ¢ positivo, cada
P P

inteiro positivo p e cada k €{0,1,..., p—1}.
Estes conjuntos s&o chamados pétalas.
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As pétalas sdo duas a duas disjuntas, e cada uma forma um angulo
de 2nt/p com a origem.

Chamamos a linha de simetria de =,(¢) (o raio 8 = 2kn/p) de eixo de =, .

EXEMPLOS: 1) Seja p=2. Entéo k {0,1}.

n, (1) = {reie r? <t(1+cos20 )P | < %}

m(t) = {refe;rz <t(l+cos29);|x—9[ <~g}

2) Seja p =3. Entdo k €{0,1,2}.
o(2) ={re®:r* <1(1 +cos39);|9] < %}

(1) = {reﬁgﬁ < t(I+c0538);’2Tn—9’ < %}

(1) = {re"’:r3 <1 +00539);‘4Tn—9 < %}

Temos agora o Teorema das Pétalas, onde descreveremos a
dinamica de R nas pétalas para um ponto fixo &, onde R'(¢) =1.
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Por conjugacé&o podemos supor quet =0, e que R tem expansdo de Taylor na
forma R(z)=z(1-z7 +bz%* +cz**"'+..), pois veremos adiante que toda funco
analitica g(z) =z +az""' +O(zp*2),a:=0, € conjugada, préoximo da origem, a uma
fungdo na forma de R.

Podemos sempre garantir que z”*' tem coeficiente —1 simplesmente conjugando
R com uma aplicagdo da forma zr>az: assim, a parte significante desta
suposi¢do é de que ndo existem termos entre z**' e z*”*' na série de Taylor para
R.

TEOREMA DAS PETALAS: Suponha que a aplicagdo analitica f tem expansédo
de Taylor f(z)=z-z"""+0(z**"') na origem. Ento para todo ¢ suficientemente

pequeno, temos:
a) f aplica cada pétala =, (1) nela mesma;

b) f"(z) — 0 uniformemente em cada pétala quando » — «;

c) arg f"(z) > 2kn/p local e uniformemente em ©, quando n — ;
d) | /()| <|2| numa vizinhanga do eixo de cada pétala;

e) f:n,(t1)—> =, (¢) é conjugada a uma translagao.

} e
Vb))

-
f

|
é\"\.“‘ -, i
T ~
e e
"\\\:‘:'I; L ;
e A dindmica em uma pétala

PROVA: Para cada r, positvo, sejam S={re®:0<r<r;p|<n/p} e
W= {reie:r >1/r7?;l8| < TL'}.

Assumiremos que r, <1 e mais adiante diminuiremos r, para satisfazer varias

outras condigdes.

A aplicagéo o:z > 1/z” é uma aplicagdo analitica da esfera complexa nela mesma,
e é também um homeomorfismo analitico de § em .

Segue que existe uma aplicagdo inversa ¢:W — §, entdo podemos definir g em

w porg(z)=(c o f o0 )(2) =[£(z")]".
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Este procedimento simplesmente substitui a agdo de f em § pela agédo de g em
W, e estas aplicagées agem de acordo com o diagrama
Sy
fi lg
C—=—C
A primeira providéncia é transformar os coeficientes de f nos coeficientes de g.
Um célculo d& a expans&o de Laurent de [ f(z)]” como

1
@)

onde 4 é alguma constante, v é analitica e satisfaz |v(z)| < B|z|”",B>0, em

=277+ p+ Az” +v(z)

alguma vizinhanga n da origem.
Como r, € pequeno, entdo S cn.
Suponhamos agora w el .

Entdo o'(w)eS e g(w)=(cofo0)(w) =[f(0'"(w))]_p = w+p+§+9(w), onde

|9(W)| = |v(cr1 w))l < BlU_I(w) p+l =z B

As duas expressdes anteriores mostram que se |w| é grande, entéo g age
aproximadamente como a translagdo wr— w+p, e € fécil ver que se o e
suficientemente grande, g aplica o semi-plano {w:Re(w) > o} nele mesmo.

Agora mostraremos que podemos substituir o semi-plano pela regido =, que é
limitada & esquerda por uma parabola y .

Escolhamos qualquer X satisfazendo K > mdm{lp,3(|A[+ B)} > 1 (pois r, <1) e seja
rO

n={x+iyy* >4K(K-x)}.

Entdo n é limitada por uma parabola, e tc .
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LEMA 1: a) © € invariante por g;
b) Re(g"(w)) » + uniformemente em =;

¢) g:m — n é conjugada a uma translagéo.

PROVA: Escrevemos w=x +iy, g(w)= X +il e ﬁ+8(w) =a+ib.
w

- A
Entdo, de g(w)=w+p+—=+6(w), temos X=x+p+a, e Y=y+b, e entdo, se
w

w en, precisamos saber se g(w) en
—4K(K-X)=(y+b)’ -4K(K-(x+p+a))=
= [yz —4K(K-x)]+b2 +2yb+4K(a+p)
>4Kp —(2|yb|+4K|a|)
*)

Supondo wer, temos [w|> K > 1, e isto com [6(w)| <

|“4I+I,J’p

K>ma:x{— 3(|A|+B)}>1 e —+9( w) =a+ib, obtemos
T

2|yb|+4Kla| < 6|w]a+ib| < 6(|A|+B) <2K <4Kp.

Usando isto em (*) encontramos que Y? - 4K(K - X)>0;

entdo g(w) ex, e isto verifica a parte a) do Lema 1.

Para estabelecer o Teorema das Pétalas a), tomamos ©, =c'(n).

g=0Gofoc”

f(®o) = f(O'_](TI:)) = 04(3(“)) co’l(n) =,

Portanto f(r,)cx,.

Para mostrar que n, € uma pétala para um ¢ conveniente & preciso mostrar que
o' aplica a parabola na fronteira de uma pétala.

AYAVA"

Z 3 4 5 6 7 unespw 13 14 15 1e¢ 17

18



Isto & mais simples se usarmos coordenadas polares, escrevendo z =re®(eS) e
w=pe®(eW), onde w=0(z).

Vemos que ¢ =-p0 € pr’ =1 e como n € expressa em coordenadas polares por
= {pe"":ZK <p(1+coscp)}, entdo &, = {rei°:2K1-“’ <1+cosp8}.

Considerando o Lema 1 b) e escrevendo n+¢ o conjunto obtido pela translagdo
de © a uma distancia ¢ & direita, obtemos n+={x+iy:y* >4K(K+t-x)}, a prova
de a) pode facilmente ser modificada para provar que g aplica w+¢ em
n+(r+ p/2):

Quando :zem+t, podemos imitar a prova de (*) e obter

Y- K(K+t+p ¥J>2Kp (2]y|+4K]al) > 0,

e isto mostra que g(n+1) cn+(t+p/2).

ol i np Sk A
Agora segue que se zem, entdo g (z)en+7, e como consequéncia disto,

g"(z) >+/n em n, pois (geometricamente) x +@ @ disjunta do disco {|z[ < Jni, ou
2

(analiticamente) X*+Y?> X? +4K(K+%— X) =(X-2K)* +2npK > n.

Isto prova o Lema 1 b) e o Teorema das Pétalas b) quando £ =0 (virtualmente a
mesma prova temos para as outra pétalas, mas omitiremos os detalhes).

Vamos a prova do Teorema das Pétalas c):

g(w)=w+p+-’i+9(w), onde [B(w)|< sugere como uma primeira
w

1+1fp

aproximagédo g"(w)=w+np, mas precisamos de uma estimativa mais apurada da
natureza assintética de g"(w) quando » — .

g(w)=g(g* (W))=gk(w)+P+%+9(g"(W)), e apds repetidos usos disto,

£(w)= w+np+A[z,, )+ze( ‘() -

Agora tomaremos qualquer subconjunto compacto Q de n e usaremos C,,C,,...
para denotar numeros positivos que dependem somente de Q.

Por brevidade, implicitamente assumiremos que em qualquer expressdo
envolvendo os C;'s, o ponto w esta necessariamente em Q.
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|A|+B |4|+B 1 -
<—, entao

Por exemplo, se wen, entdo 4 =+6( w)’
w

Re(g(w)) = Re(w) +p—‘;+9 w)| > Re(w)+5.

Disto obtemos Re(g”(w))> Re(w)+% e entdo para todo n suficientemente

”(w)|2Cn (=)

Agora isto com [0(w)| < mostra que para todo n,

1+l/p

"(w)) < A < G
|9(g( ))| lg"(W)“w P

e, finalmente, de (**), (™), e de (*™),

lg"(w) -np| <C,logn.

Esta desigualdade controla a "queda vertical' de g"(z) quando n—x, e é
evidente disto que arg(g”(w)) — 0 local e uniformemente em © quando n — .

Como geo=cof, temos g"oc=cof", e entdo, se w=o(z), entdo
g"(w)[_f"'(z)]p =1, eistoda arg( (z)) = —---arg(g )—-)0 em m,(1).

Isto completa a prova do Teorema das Peta!as C).
O Teorema das Pétalas d) € uma consequéncia direta do Lema inicial.

Resta provar o Lema 1 ¢) (pois o Teorema das Pétalas e) segue imediatamente
disto), e para isto continuamos a examinar a natureza assintética de g"(z).

De modo grosseiro substituiremos g*(w) por kp em (**) (para k >1) e obtemos

g"(w)= w+np+(§] logn+0(1), e em vista disto definimos fungdes u, por

A
g (w)=np +(;)logn+un(w), e provamos o

LEMA 2: u, converge local e uniformemente em = para alguma fungéo # que é
holomorfa e univalente em r.

Aceitando isto temos
(n+1)p+[§]mg(n+n+u,,+.(w)=gﬂ+*(w)=g"(g(w))=np+(§)nogn+u,,(g(w)),

e ap6s simplificagdo e fazendo 7 — , obtemos u(w) + p = u(g(w)).
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Como f é injetora préximo da origem, g € injetora em = (se k escolhido é
bastante grande); entéo g” e u, também sao injetoras.

O Teorema de Hurwitz agora implica que u € injetora ou constante, e €
claramente n&o constante, pois na equagdo acima podemos tomar p = 0.

Isto mostra que a restricdo de g a n é conjugada & aplicagéo z> z+p de u(n)
nele mesmo, argumento para provar o Lema 2, e temos completada a prova do
Lema 1 e do Teorema das Pétalas.

PROVA DO LEMA 2: De g"(w)=np +(£) logn +u,(w), temos
p

u . (w)—u( [gnu w) —g"(w)]—p— [f) log(l +%) 0 qual com
g*+'(w)=g*(w)+p+§,,-‘(‘¢)+e(g*(w)) d
(910 = 0l o 12 -

A|:g (lw)—é}}-e( (w))+§|:;—log(l+%):|.

Bly

A prova assim se reduz a mostrar que cada uma das séries z 2 )
w np

Z]G(gn(w))l e Y. log[l+£) converge uniformemente em qualquer subconjunto

compacto Q de =«.

1o Sl A C
A convergéncia da segunda série é uma consequéncia direta de |9(g"(w))| <2,
n

e a convergéncia da terceira série é simples, pois uma aplicagdo do Teorema do

Valor Médio para x> x—log(1+x) em [0, 1/n) mostra que log(l + l) —l{ < —15
n n n

1 C5 :
ogn.
g'(w) mp|

Assim, esta dada a convergéncia da primeira série, e entdo completada a prova
do Lema 2 e, é claro, do Teorema das Pétalas.

g"(w)-np|<C, g"(w)|= Cpn, temos
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Precisamos provar um resultado correspondente ao Teorema das
Pétalas para fungdes f que satisfazem 7(0) =0, 7'(0) =1, mas ndo a condigdo do
Teorema das Pétalas.

TEOREMA: Seja f analitica em 0 com f(z)=z+az""' +O(z%**),a 0.
Entdo f é conjugada, préximo do zero, a fungdo F(z) =z -z +O(z***").

PROVA: Por conjugagdo com uma aplicagdo conveniente z+» Az podemos supor
a=1.

A prova segue por indugdo com um numero finito de passos, partindo da fungao
f e conjugando-a com f,, f,,..., até que a série de Taylor tenha a forma desejada.
Suponha que temos alcangado um estégio onde f,(z) = z+z°" +bz°"*'+..., b#0 e
1<r.

Se r > p, a conclus@o desejada se verifica.

Entdo podemos supor 1<r < p.

Definamos g(z) =z+Bz™*', onde [3=L, e conjugando f, com g obtemos a
p-r

funcdo f,,, =g°f,°&"
Podemos notar que f,,, e f, ttm o mesmo numero de pontos fixos na origem,
assim f,,, deve serdada por f,, (z)=z+ > 4,z".

m=p+l
Usaremos o fato de que f,,,cg=ge°f, e expressaremos ambos os lados como

série de poténcia, trabalhando no médulo adigdo de fungbes que tém um zero de
ordem pelo menos p+r+2 na origem (alternativamente, adicionando a O(z*"*”z)

no fim de toda linha).
Com esta convengéo temos

g(£.(2)) = (z+27" +bz7" +.. ) +B(z + 27" +. =

=z+Bz* + 27 +[b +B(1 +r)]z""” +., €

Funlg(2)) = (z+B2")+ 3 4, (z+p2)"

m=p+1

Sempre trabalhando com fungdes de ordem p+r +2 na origem, temos

27 +B(1+ p)z”* = Z A (z+pz)" = A2+t 4, 27 + 4, B(p 1)z,

m=p+1
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e disto vemos que 4,,, =1, 4,,,=..=4,,=4,,,,=0.

Segue que £, é conjugada, préximo do zero, com f,,,(z) =z+z?"' +O(z""*?), e

este € o passo indutivo geral.

Pode ser que a série de f,,, seja um polinémio de grau menor que 2p+2, e se
isto acontece a prova esta completa.

Por outro lado, o argumento dado acima permanece valido quando r < p, e entéo
sera valido se incluirmos o caso r = p—1, quando p+r+2=2p+1.

Deduzimos que f é conjugada a alguma aplicagdo z+ z+z"* +O(z2””). que &

conjugada (pela aplicagado z+— Az) a uma fungéo na forma da F.

Com este Teorema disponivel, a existéncia de pétalas para
aplicagdes analiticas da forma f (z) = z+az"*' +... seque imediatamente.
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2.5 - PONTOS FIXOS IRRACIONALMENTE INDIFERENTES

R:C — C analitica.
R(0)=0e R(0)=a, onde |lal =1 e a ndo é raiz da unidade.

TEOREMA: Sempre se pode encontrar uma mudanga formal de coordenadas
que transforma R(z) em zr>az, bastando para isto resolver formalmente a
equacdo F(az) = R(F(z)), com F(0)=0e F(0)=1.

PROVA: Provemos a existéncia de F indutivamente:

Tomemos R(z)= az+Za,z e F(z)= z+Zc,b numa vizinhanga do zero.
1=2 =2

Entdo F(az)=az+ ic,(az)’ =az+ ic,a’zf e
REG)=aFG)+ La(FG)

Temos a equagéo ) (a' —a)'z' = ‘Za,(F(z))f.
I=2 I1=2

Suponhamos conhecidos os coeficientes do desenvolvimento em série de
poténcia de F(z) até ordem n-1.
R (CZ’ "l n~)

Comparando os termos em z" nos dois membros temos que c, =
a"-a
onde R, € uma expressdo algébrica envolvendo c,,...,c,, e os coeficientes da

expansdo de R(z) em série de poténcia até ordem n.

A sequéncia a” —a possui 0 eC como ponto de acumulagdo, de modo que Zc,z'
=2

pode n&o convergir.
O Teorema seguinte se deve a Siegel e Moser (ndo sera provado), e dd uma
condicdo bastante ampla para a convergéncia:

TEOREMA: Suponha que existem 4 e ¢ constantes positivas tais que a—g( > ic
1 9

para todo p,q € Z. Entédo R(z) é linearizavel.
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CAPITULO 3

OS CONJUNTOS DE FATOU E JULIA

Para uma aplicagao racional, a esfera de Riemann se divide em dois
conjuntos invariantes: Fatou e Julia. As iteradas sdo estaveis no conjunto de
Fatou, ao passo que sua acdo no conjunto de Julia é cadtica. Em geral, a
geometria do conjunto de Julia € linda, delicada e extremamente complicada.

3.1 - PROPRIEDADES E EXEMPLOS

(X,d): espago métrico.
o familia de aplicagbes de X em X.

DEFINICAO: J é equicontinua em X se, dado £>0, existe um §>0 tal que
d(x,,x,) <& implica d(f,(x,), f,(x,)) <& paratodo » e todo x,,x, € X.

DEFINICAO: UcC e {/,}: familia de fungées meromorfas definidas em U com
valores em C. {f,} é uma familia normal se toda sequéncia (f,) contém uma

n

subsequéncia ( f,,j) que converge uniformemente em subconjuntos compactos de

Uz

TEOREMA (Arzela-Ascoli):
J={f,:U - C}: familia de fungdes meromorfas é uma familia normal

se e somente se € uma familia equicontinua em subconjuntos compactos de U'.

Familias normais tém valores que ndo se distanciam apds iteragdes.
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DEFINICAO: R:C — C: fungao racional ndo constante. O conjunto de Fatou de R,
F(R), é o subconjunto aberto maximal de C no qual {R,} é equicontinua. O
conjunto de Julia de R, J(R), é o seu complementar em C .

A existéncia desse subconjunto aberto maximal & garantida pelo
Teorema seguinte:

TEOREMA: J={f:(X,d)—>(X,,d,)}: familia de aplicagdes. Entdo existe um

subconjunto aberto maximal de X no qual f & equicontinua. Em particular, se f e

5 aplica (X,d) nele mesmo, entéo existe um subconjunto aberto maximal de X no
qual a familia de iteradas { £, } é equicontinua.

Note que, por definigdo, <(R) é aberto e J(R) é compacto.

DEFINICAOQ: Seja R:C — C uma aplicagdo. E c C é completamente invariante se
RYE)=E=R(E).

Se R for sobrejetora, para mostrar que E €& completamente

invariante é suficiente mostrar que R™'(E) = E, pois R(R"'(E))= R(E)=E.

PROPOSICAQ: Se R:.C — C é uma aplicagéo racional ndo constante, entdo R é
sobrejetora.

PROVA: Como R é ndo constante, entdo R € aberta, pois € analitica.
Dai R(C) é um aberto de C.

Também R(f) é compacto, pois C é compacto e R é continua.
Portanto C - R(C) é aberto em C .

Temos dois conjuntos abertos e disjuntos cuja unido é C .

C = R(C)u(C-R(C))

Como C é conexo, um destes abertos é vazio.

Como R(C) =@, temos que C - R(C) =3, ou seja, R(C)=C.

46
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Portanto R é sobrejetora.

TEOREMA: Seja R.C -C uma aplicagdo racional ndo constante. Entdo o
conjunto de Fatou e o conjunto de Julia sdo completamente invariantes por R.

PROVA: Provando que F(R) é completamente invariante, ja temos o resultado.
Como R é sobrejetora, é preciso provar somente que R (E)=E.

Sejam z, eR™'(F) e w, = R(z,).

w, €. Segue que, dados >0, weF, existe § >0 tal que se d(w,w,) <5, entdo
para todo 1, d(R"(w), R"(w,)) <€, pela normalidade "dentro" de F.

Por continuidade, existe p> 0 tal que, se d(z,z,) <p, entdo d(R(z),w,) <5, e entdo
d(R™'(z), R™\(z,)) <e.

Isto mostra que {R"":nz l} é equicontinua em z, e, claramente, a adi¢gdo de uma
funcdo R ndo destroi este fato. Assim, {R":nz l} é equicontinua em z,, e entao,
em R™'(F).

Como R™'(F) é aberto (F é aberto e R é continua), deduzimos que R™'(F)c F.
Para provar a inclus&o oposta, sejam z, e F, e w, = R(z,).

Como z, €F, dado ¢ >0, existe >0 tal que, para todo n, se d(z,z,) <8, entdo
d(R™\(z), R™\(z,)) <e.

O conjunto dos z satisfazendo d(z,z,) <5 é uma vizinhanga N de z, e entdo R(N)
€ uma vizinhanga aberta de w,, pois R € aberta.

Se weR(N), entdo w=R(z) para algum z e N, e entéo,

d(R"(w),R"(w,)) =d(R™(2),R™(z,)) <.

Isto mostra que w, e F, entdo F c R™'(F).

Portanto R™'(F)= F e F é completamente invariante.

TEOREMA: O conjunto de Julia é ndo vazio.

PROVA: Suponhamos J(R)=@.
Entdo F(R)=C e, portanto, (R") converge uniformemente (na métrica esférica)

para uma aplicagdo meromorfa S.
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Assim, dR" tende ao mesmo tempo para o grau de S e para o infinito.

Mas S é finito.
Portanto J(R) = Q.

Apresentamos agora o Teorema de Montel, que é fundamental para

provar que o conjunto de Julia € o fecho dos pontos periédicos repulsores.
Também o usaremos para provar que J(R) é um conjunto perfeito, portanto

incontavel.

TEOREMA DE MONTEL.:
J: familia de funcbes meromorfas definidas num dominio U.

Suponha que existem a,b,c €C tais que U, f(U)~{a,b,c}=@. Entao  é uma

familia normalem U.

COROLARIO: Seja z<J(R). Se U é uma vizinhanga de z, entdo o conjunto
E,=C —"[D_JOR"(U) contém no méaximo dois pontos. Tais pontos sdo chamados

pontos excepcionais.

PROVA: Suponhamos que existe U tal que #E, >3. Pelo Teorema de Montel,
{R"|U} & normal, e portanto, z e F(R), o que é uma contradig&o.

PROPOSICAO: Se 0°(z,) for uma orbita periddica (super)atratora, entdo
0*(z,) = F(R), e se 0*(z,) for repulsora, entdo 0*(z,) = J(R).

PROVA: Seja n tal que R"(z,) = z,. Suponhamos '(R) (z,)|=A<1.

Se mostrarmos que existe D, disco aberto contendo z, tal que R"(D); D, entdo

U(R") [D)g D.
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Como [(R")(z)|=*<1, temos que existem A<A,<l e r>0 tais que

R'(z)- R"(zo)[ <Aolz=zo|<Ayr<r, desde que |z-z|<r, pelo Teorema da
Desigualdade do Valor Médio, ou seja, R": D(z,,r) - D(z,,r).

Agora suponhamos z € J(R) ~ D(z,,r):

Entdo LEJ(R")k(D) cobre C menos dois pontos e temos uma contradicdo, pois

R":D(zo,r) — D(zo,r) :
Agora suponhamos ((R") (z,)|>1e z, eF.
Entéo existe uma vizinhanga U de z, onde {R"|U} é normal.

Tomemos z €U .
Como {R"|U} é normal, R’(z)-R"(z,)| <& paratodo 7 e todo z,z, eU.

PROPOSICAO: Se int(J/(R)) =@, entdo J(R)=C.

PROVA: Seja U um dominio contido no interior de J(R).

Ja que J(R) é invariante, temos J(R)> UOR"(U)=C" -E. (E é o conjunto dos
pontos excepcionais).

Além disso, J(R) é fechado e £ contém no méximo dois pontos.

Logo J(R)=C.

EXEMPLO DE LATTES:
Nosso objetivo & mostrar que para a aplicagéo racional
(z" + 1)2
=
4z(z>-1)
o conjunto de Julia é toda a esfera complexa: este exemplo foi dado por Lattés em

1918.

Sejam A, eCtais que A/u ¢ R e A o reticulado correspondente, isto
& A={mr+numneZ}.

Um paralelogramo de periodo para A é qualquer paralelogramo
fechado daforma () = {z+sA+m0<s<10<r<1}.
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Uma fungdo nado constante f é uma fungdo eliptica para A se é
meromorfa em C, e se cada weA é um periodo de f, isto &,
f(z+w)=f(z),vz eC.

Também f(C)=C, pois como f é eliptica, / tem pelo menos um
polo z,. De fato:

Fixemos w, €C e definamos g:C — C por

sez: é.  polo: de - f

0
3{2):{1/(f(z)—wo) se z ndo ¢é polo de f

g é eliptica, portanto g possui um pélo z,.
Como £(z,)=w, f(C)=C.

Nosso argumento esta baseado nas propriedades da fungdo eliptica de

Weirstrass, @(z) ==+, |: 1

— | onde Y. denota o somatério com

(z-w)
elementos ndo nulos weA.
0 e sua derivada satisfazem certas identidades algébricas, e dentre

elas existe a férmula da adigéo 50(2:)=R( 50(:)]. onde R é a fungdo racional

2+ (/2] + 280 +(5,/4)
4z° — 8228,
e g, e g, séo quantidades conhecidas definidas em termos do reticulado A.
O espago quociente C/A(que também é um grupo quociente) é
topologicamente um toro, e como todo elemento de A é um periodo de £

dada por R(z)=

vemos que (9 induz uma aplicagdo ¢y de C/A em C. Como C/A e C séo




superficies de Riemann compactas, £, € um recobrimento a N-folhas para
algum N, e considerando os pdlos de ¢ , vemos que N =2.

Segue que para cada weC, existem exatamente duas solugdes
(mddulo A) de © (z)=weC.
z, =z,(modA\) se z, -z, e A, ou seja, z, =z, + mA +np.

A funcao toma os mesmos valores em pontos congruentes.
Seja o paralelogramo () com vértices a,a+A,a+p,a+A+p.

Incluindo parte da fronteira podemos representar cada classe de congruéncia por
exatamente um ponto em () , e entdo ¢9 esta completamente determinada por

seus valores em () .

A escolha de a é irrelevante, entdo escolhemos a de tal modo que
0 néo tenha pdlos em () .

Note também que ¢9 & uma funcéo par, isto é, 0(-z)= £(2).

Como existem somente duas solugdes z (mdédulo A) da equagédo
§0(2)=w, estas podem ser u e (A +p)-u.

Como  @[(+un)-u])= o(u), definimos uma aplicagdo

W 50(2::) de Cem C, que independe da escolha de u. Esta aplicagdo é

analitica, entdo sera uma aplicagéo racional R. Vemos agora porque existe uma
férmula do tipo R( @(z)): §0(22).
@5=0
oV v
€ =70
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PROPOSICAO: Seja 5,(A)=2. w™". Esta série converge para n > 3.

PROVA: Mostremos que se n> 2, entdo Z w™" converge.

A soma parcial para |[w/< R pode ser decomposta numa soma para w no anel
para r, isto & r-1<|w|<r, e entdo uma soma para 1 <r < R.
Em cada anel o numero de pontos de A tem a ordem de magnitude .

= ) —, que converge para n> 2.

n-1"!

i<k

m+1

m+2

onde c,, —z

Note que ¢, =0 se m é impar.
Como S, =) w™, temos a expanséo

50(2)_ _+ Z(ZPH' l)Sqm(j\ ) ! =—2+384z +58.z%+..

Diferenciando g0 (z) nos dois lados temos que

. -2
§(2) = = +68,2+208,2°+...

TEOREMA: Sejam g,(A)=60S,(A) e g;(A)=140S4(A).
Entao (g,;j —4 -2 -8

PROVA: Expandindo a fungéo (¢ (z)= (So'(z)j —4(50(;:)) +g, §(2)+g, na origem
e olhando para o termo polar e o termo constante, vemos que apds 0s
cancelamentos eles resultam nulos, entdo temos que 0] (z) é uma funcéo eliptica

sem polos e com um zero na origem, o que por Liouville nos da uma fungéo
constante igual a zero.
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Dai () =4 - 2. - &.

Agora selecionemos pontos distintos # e v para os quais ()

assume diferentes valores e determinemos 4 e B tais que (J(u)=4 ou)+B e

)= 4 () +B.
A fungéo eliptica f(z)= §(z)- 4 2(z)- B tem trés pdlos (médulo

A), entdo deve ter trés zeros, pois a soma dos residuos de uma fungdo eliptica é
zero e os polos e zeros de f s@o polos simples de f'/f, que é também uma

funcéo eliptica.
Por construcao dois desses zeros devem ser u e v.

TEOREMA: Os zeros a,,...,a, e pdlos b,,...,b, de uma fungéo eliptica satisfazem

a+.+a,= b1+...+b,,(7lédA )

[
/(@)

supor que nao existem zeros nem pélos na fronteira de Q .

PROVA: Isto & provado considerando a integral —-I =———dz, onde podemos

Integramos primeiro nos lados de a até a+A, e de a+p até a+A+p, que nos da
um resultado da forma nu, neZ.
O célculo nos outros dois lados nos dara mi, me Z, o que resulta mA +nu, que é

um elemento de A.
Como consequéncia disto o outro zero de f deve ser —(u+v), pois
os poélos de f somam zero (modulo A).

Como [[@+ 4 96+ 8] = 967 =4 96 -5, Oz,
encontramos que §0(u), 2 (v) e o (-[u+v]) séo solugées da equagéo
(4z+B)’ =4z’ -g,z-g,,

A? So'(u)— §v) Y
J .

eentdo ((u)+ )+ S{)(—[u+v])— = —L
§w)- )

a‘h‘h‘
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Fazendo u — v e usando o fato que (9] é uma fungdo par, obtemos
2
| $)]
(v)J
Finalmente, diferenciando ambos os lados de
e =4 0@)-g, g(z)-g, temos uma expressdo para PG, e as
substituicbes nos ddo a férmula da adigdo p(22)=R(50(z)) onde
z +(g /2): +-gs‘-+(g /4)
47 —g.2— g,
Agora, sejam D qualquer disco em C, U = go_i(D), e definamos

2 go(v)+ 50(2»’)——1

R(z)=

d(z)=2z.

Como U é aberto e ¢"(U) é o conjunto U expandido por um fator
2", é claro que para »n suficientemente grande, ¢ "(U) contém um paralelogramo
de periodo () de & .

Usando isto com a formula da adigdo, deduzimos que para este #,
R”(D):R"(@(U))= 50(2"U)= C : isto implica que a fungdo R" “explode"

qualquer disco pequeno D na esfera toda.
Como D é arbitrario, a igualdade acima implica que a familia {R"}

ndo é equicontinua em qualquer subconjunto aberto da esfera complexa, e entéo
J(R)=C.

Este argumento da uma familia de aplicagbes racionais cujo
conjunto de Julia é a esfera toda.

Sempre temos g; -27g? # 0, pois
Ry Pt @/ 428+ (8,/4) (o)

4z’ -g,z- g, Q(Z)
Res(P(2),0(2))= (g —27g3)2 #0, e qualquer par satisfazendo isto é realizado por
algum reticulado.

Particularizando, com A=t e p=it, onde t>0, temos iA=A e
entdo S,(A)=S,(iA)=i""S,(A). Tomando n=6 vemos que g,=140S5,(A)=0 e
g, =60S,(A).

uma fungdo racional, entdo
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2

(z2 +o 2)
4z(z* -a.?)’
teremos uma familia de aplicagées racionais cujo conjunto de Julia é toda a esfera

Para este reticulado, R(z)= onde o’ =i—2. Variando =

complexa.
Voltando ao caso geral temos a familia

4 2 -
R(Z)= z +(32{122" +2g3“ +(8'2/4)2 , CO
Z =828

m gl -27g2 #0.

: 22 +1 ]
Temos a aplicagao z > 4(—(-5—)—1) quando tomamos o acima igual a
ZI\Z —

Existem outros aspectos dindmicos interessantes deste exemplo.
Para cada inteiro positivo 4, denotamos o conjunto de pontos w/2*,

weA, por 27¥A, e observamos que se z €2™* A, entdo R”(go(z)) = (2 z)=.

Isto mostra que a orbita inversa O (w) do infinito por R €
% (U,27A).

Como [ J,27¥A é denso em C, sua g)-imagem é densa em C, e
entdo novamente encontramos que J(R)=C.

§0(22)= R(S{)(z))mostra que se m=2* -1, entdo

R"(go(w/m))z (@(2"»*/:71): @((m+l)w/m)= (@(w+ w/m)= @(w/m), e entdo os
pontos g,)(w/m) sdo pontos periddicos de R. Considerando todos w e todos %,

agora vemos que os pontos periddicos de R séo densos em C .
Finalmente veremos que J(R)=C considerando os pontos criticos

de R.

DEFINICAO: z é um ponto critico de uma aplicagdo racional R se R n&o é
injetiva em nenhuma vizinhanga de z.

TEOREMA: Se todo ponto critico de uma aplicagdo racional é pré-periédico,

entdo J(R)=C.
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Em geral, um ponto critico de R & pré-periédico se ndo € periddico,
mas alguma imagem sua é.

2 +(g,/2) + 28,2 +(g,/4)
4z’ -gz—-g,
entdo tem seis pontos criticos ¢,,...,c,, pois R'(z) é de grau 6 e os pontos criticos

de R sao as solugbes de R'(z) =0.
Mostraremos que cada c; € finito e que cada um deles é aplicado no

infinito (um ponto fixo de R) por R*: entdo cada ¢, é pré-periddico, e usando o

A aplicagédo racional R(z)= é de grau 4,

Teorema acima temos J(R)=C.

Encontraremos os pontos criticos de R:
Sejam & =M4, &, =n/4, &=Q+n)4, & =0Cr+un)4, E=0Qr+n)4 e
£, =(A+2n)/4 também n, =304, n,=3p/4, n,=0Br+3n)/4, n,=Q+3u)/4,
ns=QA+3pn)/4 eng=(+2p)/4.

Note que esses doze pontos s&o distintos.

Como () éparen,+&; eA, temos que

£@,)- 50@,- -0, +E—u‘)): 9C,)- 9€,)

Disto e do fato que cada ponto de C tem exatamente duas pré-
imagens (modulo A) por £, vemos que os seis valores g:)@ J‘) sdo distintos.

Agora, £J(z)=c se e somente se £)(z)=wx, isto é, se e somente se
zeA, etambém ¢J)(z)=0 se e somente se zc2™'A, mas z ¢A.
Segue que 50@ J.):: 0,0, t@'(zg}.): 0, e como
R (S/.)(z))gé(z) =2 £)(2z), vemos que os seis valores p@ J.) sdo os seis pontos
criticos de R. Como todos estes pontos sdo pré-periédicos, pelo Teorema acima,
J(R)=C.
O Teorema acima nos permite produzir outros exemplos de
aplicagdes cujo conjunto de Julia & toda a esfera complexa.
= 9)- L
Por exemplo, a aplicagdo R(z)= (z > ) tem pontos criticos 0 e 2, e
Z
como 2 —>0—>o—>1—>1—., o Teorema acima implica que para esta funcgao,
J(R) também é a esfera toda.
R é conjugada a aplicagéo z - 1-2/z?
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Muitas fungbes na familia 1- w/z2 tém esta mesma propriedade.

Terminaremos este exemplo com uma caracterizagdo das
aplicagdes racionais cujo Julia & a esfera toda. Este Teorema também nao sera
provado.

TEOREMA: Seja R uma aplicagdo racional. J(R)=C se e somente se existe
algum z cuja érbita {R"(z):n > 1} é densa na esfera complexa.

PROPOSICAQ: Se z cC - E, entdo o conjunto de Julia esta contido no conjunto

dos pontos de acumulagdo da orbita negativa de z, isto é, Jc{pontos de
acumulaggo de | JR™(z)}.

nz0

Consequentemente, se z € J(R), entdo J = U R7"(z).
nz0

PROVA: Sejam zeC-E, weJR) e UcJ(R) uma vizinhanca de w

suficientemente pequena.
Assim U R"(U) cobre C -{dois pontos}.

nz0
Como z €C - E, temos que existe n tal que z € R"(U). Entdo existe u eU tal

que u= R7"(z).

Assim, UnR™"(z)=@, e portanto w é ponto de acumulacdo de ,EJOR-"( ).

(U r‘x(}EJOR""(z) —{w}) # @).

Suponhamos z € J(R). Como J(R) é invariante, segue que UGR"’(z)c J(R), o que

completa a prova.

TEOREMA: J(R) é um conjunto perfeito.

Para provar este Teorema precisamos de um Lema:

LEMA: Se a € J(R), entdo existe b € J(R) tal que a €0*(b), mas b 0*(a).
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PROVA: Se a nao é ponto periddico, entdo » pode ser qualquer imagem inversa
de a.

R"(a)#a, VmeZ' e aeJ(R) implica que existe b<J(R) tal que R(p)=a. Dai,
a eO‘(b)

beO'(a) implica que existe neZ' tal que b=R"(@), que nos da
R(®)=R"'(@)=a, o que é absurdo, pois a ndo é ponto periédico. Portanto
beO*(a).

Suponhamos agora a ponto periodico de periodo » e consideremos S=R" e a
equagédo S(z)=a.

Se a é a unica solugao desta equagdo, podemos conjugar S com um polinémio
p(z), pois o ponto z = & um ponto fixo cuja Unica imagem inversa & z =, e este

ponto para um polindmio € sempre um ponto fixo super-atrator, e como corolario

do Teorema das orbitas, o conjunto de Julia de um polinémio esta contido em C.
Como lzJa p"(C)=C, vemos que z=o é um ponto excepcional.

Voltando & nossa conjugada, temos que como « e F(p), entdo a e F(S), o que
contraria nossa suposigdo. Consequentemente, outra solugdo » para S(z)=a
existe e b ¢0*(a), porque a é a Unica solugdo para S(z) =a em 0*(a).

PROVA DO TEOREMA: Dado aeJ(R), provaremos que a é um ponto de
acumulagao de J(R): seja U uma vizinhanga de a.

Escolha 5 como no Lema (a €0*(b) mas b ¢0*(a)).

beJ(R), beE e existe k cZ" tal que b e R*(U).

Seja c €U tal que R*(c) =5.

Entdo c#a, porque b ¢0*(a), e c e J(R), pois J(R™) = J(R) é invariante.

Até aqui temos que uma aplicagdo racional R é linearizavel numa
vizinhanga de pontos fixos atratores e repulsores. Préximo de um ponto fixo
indiferente £, R € ou ndo linearizavel, dependendo somente de onde esta £: em
F(R) ou J(R). O Teorema seguinte nos esclarece um pouco mais:

TEOREMA: Seja £ um ponto fixo indiferente de uma aplicagdo racional R. Entéo

R é linearizavel se, e somente se, £ esta em F(R).

58
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PROVA: (=)

Suponhamos R linearizavel numa vizinhanga de um ponto fixo indiferente & .
Entdo goRog™' =5, onde S é uma rotagdo euclidiana ao redorde £, g fixa & e é
analitica nessa vizinhanga. Para cada disco D centrado em & suficientemente
pequeno, S(D) =D, entdo R aplica g"'(D) nele mesmo.

Deduzimos que {R"} & normalem g™'(D), e entdo £ esta em F(R).

(<)

Suponhamos & e F(R) e provemos que R é linearizavel numa vizinhanga de & .

Suponhamos também £ =0, e entdo existe uma vizinhanga da origem na qual
{R"} € equicontinua, e disto vemos que existe alguma vizinhanga N da origem na

qual, para todo n,

R"(z)| =|R"(z)- R”(O)] <1
Agora escrevemos a = R'(0), entdo |a| =1, e para n > 1, definimos as fungdes 7, por

2+ (R(z)a) . +(R™(2)fa)

I(z)=

Note que, como [a|=1¢e (R*)(0)=a*, temos T'(0)=1e IT.(z)|<1em N.

As fungbes 7, satisfazem
(/a)T,(R(z)) +2 = (n+1)T,,,(2) =n,(2) + R*(2) /a”,

e usando isto, |a|=1 e |R(z)|<1, vemos que 7,(R(z))-aZ;(z) -0 uniformemente

em N quando n — .

Depois, |7;(z)| <1 implica que {7,} & normal em N, e segue que quando »—  em
alguma sequéncia de inteiros, 7 converge local e uniformemente em N para

alguma fungéo analitica g que satisfaz

g(R(z)) = aR(z),
pois T.(R(z)) - aT(z) - 0 uniformemente em N quando n — «.
Como 7, (0) =1, também temos g'(0) =1, entdo g é no constante.
Portanto R é linearizavel.
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EXEMPLO DE CREMER: Exemplo de ponto fixo irracionalmente indiferente que
ndo satisfaz o Teorema de Siegel e ndo é linearizavel. Portanto este ponto estéd no
conjunto de Julia.

P(z)=Az+..+2', A=, a eQ,d22 e[\ -1 <(1/n)*"" para infinitos n €N .

P tem um ponto periédico em qualquer vizinhanga do zero:

Note que P"(z)-z=0tem aforma ¥ +..+(A" - 1)z =0.

z=0 é uma raiz desta equacéo.

Sejam ¢,,...,€ . , as outras raizes.

Temos por Girardi que [g,|...{¢ .. | =[\"~1].
Sejam= a'n‘r'n{|(§1|,”.,[«Ed,._1

Temos m* ™' <[A" - I| < (l/n)‘"*' para infinitos n eN .

Entéo existem infinitos pontos periédicos convergindo para a origem.

Na desigualdade m<|\" - l|w'_1 <(1/n), 1/n pode ser substituido por qualquer
funcéo o(n) tal que ¢(n) - 0 quando n — .

Vamos provar que existem numeros A que satisfazem a desigualdade acima.
Note que 7;"—I|WLI <¢(n) com ¢(n)—> 0 ndo tem solugdo para todo A, entdo

escoho A para que exista escolha de n,n,.—>w©, n<nm<. €
1/d™ -1

’7\"’ —1] S(p(nj).

Y- I[ = |e2"‘”°‘ ~ 1| =|e™™ —e"""'“l = 2|sen mna

Das fragbes continuas temos que |o.- p; /| < 21
qj aj+l

- e : p
e p;/q, €() s&o as convergéncias de o, —L =a,+

. 1 : - iy
Também temos ]a—pj/qjj < 5 pois p;/q; s@o as convergéncias de a.
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Precisamos do fato que 2x£sen7tx£1txs72—x quando ]x[sl para que

AT — ]| = 2|sen TU]I‘C!.' = 2!5811(7[‘]?(1 —-p;mt+ pJ.rc)1 = 2|5en TE(HCI.-— p},) = 25en(7c|na == pj|)
e 4|na—pj.| < !?L” = l’ < 7|na ~pj| = 7n‘a—pj/n[.

Sen:q}., entao 7\."—I|S7Qj[a_‘pj/qj|g '
anfH

1/d"-1
Portanto, [A" - lj"!d 3 < . {L} e — 1 quando n — .

qjifd"-l a

1/d"-1
J#1 j
1/d"-1
: - 7
Precisamos entdo que | — — 0.
a
J+l

: 1fd™ -1
Tomando n=n;, precisamos que (a’m) —>© Se n; — .

1fa™ 1
Se, por exemplo, (am) =n,, temos

; -1 7V/d" -1 7V/d"” -1
2.‘—1| S T o =(p(nf), com cp(nj)—>0 se n, - o,
nj nj nj

av- oy 1 .
Mas (ajﬂ)l/ Le n; siginifica 1 Iogg:r)M = lognj =a;, = njd J-l_

Precisamos entdo tomar o com expanséao em fragdes continuas

)d‘”-;

1 A g T
cr.=[ao,a,,a2,.. a a'+,,...]=a0+——l—-— ea,, =(qj ,onde p;/q; € 0 j-esimo

et el
a, +
a, +
9 T

convergente de o (o esta definido por recorréncia). Portanto A néo satisfaz o
Teorema de Siegel.

TEOREMA: Se @R =2, entdo todo ponto periédico racionalmente indiferente de R
esta em J(R).

PROVA: £ & um ponto periédico de periodo m racionalmente indiferente se
R"(¢)=¢ e (R™)(&) é alguma raiz da unidade.

Suponhamos primeiro que & € um ponto fixo de R racionalmente indiferente.

Por conjugacé&o podemos supor & = 0.

Entdo R(z)=az+bz"+.. numa vizinhanga do 0, onde =0, r>2 e a* =1 para

algum inteiro positivo %.
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Escrevendo S = R*, temos que S(z)=z+cz’+... para algum p>2, onde c¢#0 (S
ndo pode ser a aplicagédo identidade a menos que R =1).

SRS y )
Por indug&o, §"(z) =z +ncz? +..., e entdo (S ")[p (0) > « quando n— .

Isto significa que {S"} ndo pode ser normal em qualquer vizinhanga da origem
(caso contrario alguma sequéncia de S” deveria convergir para alguma ¢ analitica
com (p(O) =0e (p“’)(o) =0 ), consequentemente {R"} ndo €& normal proximo do 0),
entdo a origem esta em J(R).

Finalmente, se £ & um ponto periddico de periodo m racionalmente indiferente, o
mesmo argumento mostra que £ esta em J(R"), e entdo em J(R).

Note que se 4R = 1, entdo todo ciclo indiferente esta em F(R).
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CONCLUSAQ

Com toda esta teoria podemos concluir que:

i) Se o ponto fixo é (super) atrator, ele esta no conjunto de Fatou;

ii) Se é repulsor, esta no conjunto de Julia;

iii) Se & racionalmente indiferente, também esta no conjunto de Julia;

iv) Se é irracionalmente indiferente e satisfaz as condicées do Teorema de Siegel,
esta no conjunto de Fatou, e se ndo satisfaz, pode estar no conjunto de Julia
(Exemplo de Cremer) ou n&o...
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