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RESUMO

O objetivo deste trabalho é descrever a dinâmica das funções
analíticas na esfera de Riemann. Começamos com a dinâmica em torno de
pontos fixos e órbitas periódicas (estudo local), a seguir estudamos os conjuntos
de Fatou e Julia visando obter uma descrição global da dinâmica.

ABSTRACT

The aim of this work is to describe the dynamics of the analytic
functions in the Riemann sphere. We star with the dynamics around the fixed
points and períodic orbits (local study), following we are studying the Fatou and
Julia sets, seeking to get a global description of the dynamics.
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INTRODUÇÃO

Estudamos neste trabalho a dinâmica das funções racionais na
Esfera de Riemann. O motivo de trabalharmos somente com funções racionais é
porque elas são as únicas aplicações analíticas na esfera complexa. Veremos
também com detalhes as Transformações de Môbius, que são difeomorfismos
analíticos na esfera complexa.

Faremos um estudo local dos pontos fixos atratores, repulsores e
indiferentes, e veremos que em algumas vizinhanças de pontos atratores,
repulsores e de alguns indiferentes a aplicação é conjugada linearmente com sua
derivada. :

A seguir veremos os conjuntos de Fatou e Julia, juntamente com
algumas propriedades mais importantes.

Os exemplos dados no capítulo final servem para ilustrar algumas
propriedades, e também para nos mostrar quão rica e interessante é a dinâmica
global das aplicações racionais.
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CAPÍTULO 1

EXEMPLOS E MOTIVAÇÃO

Veremos agora alguns exemplos do objetivo desta teoria. A seguir,
neste mesmo capítulo, estudaremos as funções racionais e alguns resultados
importantes sobre elas.

1.1­ EXEMPLOS:

EXEMPLO 1: Aproximação de Newton
Em 1669, Newton discutiu a equação xº­2x­5=0. Partindo com

uma aproximação x, =2 para araizreal é ele escreveu x=2+7y e então obteve a
equação y* +6yº +10y—1=0.

Abandonando os termos não lineares ele encontrou que y=1/10 e
então tomou x=2,l como sua próxima aproximação para é. O método foi
sistematicamente discutido por Joseph Raphson em 1690, e usando a derivada
(que Newton não usou), obteve o agora familiar esquema iterativo Newton­
Raphson

XX) =X, Ac)"SG)
para encontrar soluções da equação f(x)=0O0.

Dada /, isto significa iterar a nova função Fl) =x­ SA, e entãox

este método falha no âmbito deste texto.

Em 1879, Cayley propôs usar o método para encontrar raízes
complexas de funções complexas, e referiu­se a isto como o método Newton­
Fourier. Ele procurou condições para as quais a sequência z, converge a uma raiz
& , e resolveu o problema para polinômios quadráticos gerais.
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No mesmo ano ele comentou em nota de uma página que "o caso
da equação cúbica aparenta ser consideravelmente difícil", e onze anos após, e
aparentemente sem ter feito grande progresso, novamente suscitou a questão.

Com a ajuda de quadros gerados por computador que agora temos,
podemos ver que a dificuldade de Cayley era inevitável: o problema era encontrar
o conjunto de Julia para F.

A chave para o entendimento do método de Newton está em duas

observações: primeiro, F(x) = 1 O mostra que os zeros de f correspondem
aos pontos fixos de F e, segundo, as sucessivas iteradas de F tendem a
convergir em direção a um ponto fixo atrator de F.

Assim, se é é um zero de / que dá origem a um ponto fixo atrator
de F, então as iteradas z, = F"(z,) necessariamente convergem para é, desde
que a estimativa inicial z, seja suficientemente precisa.

Vejamos que um zero de / é um ponto fixo atrator de F. Podemos
supor que f(z)=(z2­E)"g(z), onde m>1 e g(E)x­0. Então

S(z) (z=­E)s(z)
S) (z­E)g(z)+mg(z)'

e como o denominador à direita é não nulo em é, podemos diferenciar ambos os
lados e obter F'(£)=(m­1)/m.

Isto mostra que O0<PF(E)<1, e então que todo zero de /
corresponde a um ponto fixo atrator de F.

Note que a convergência de z, para é é mais rápida quando m=1
(quando f tem um zero simples & ).

Este argumento garante a convergência para uma estimativa inicial
suficientemente precisa, mas esta não era a questão de Cayley, ele estava
interessado em encontrar todos os pontos de partida que convergiam a uma dada
raiz.

Se aplicarmos o método de Newton para o polinômio quadrático
Sf(2)=(z­a)(z­B), onde a e B são distintos, somos levados a considerar a

zº ab
217­(a+B)

Isto mostra explicitamente que F fixa « e à (os zeros de /f), e
vemos que é razoável esperar (em razão da simetria) que z, convirja para a

iteração de F(z) =
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desde que comecemos o processo num ponto z, mais próximo de « que de £& (e
analogamente para B ). Agora verificaremos isto:

O conjunto de pontos mais próximos de a que de (à está

convenientemente descrito quando (|| <1), onde w =.PÁ —

Note que os dois valores interessantes de z, a e B, correspondem a
O eco para w.

Convertendo o problema na variável w significa que podemos

considerar a função conjugada R dada por R(z) =(goF og”)(z), onde g(z) = —— z­

Um cálculo mostra que R(z)=2?, e isto é tudo que precisamos, pois
se z, está mais próximo de a que de B, então |g(z,)| <1, e então quando ne,
R(g(z,) — o.

Mas isto significa que
F"(z,)=(g" o R"og(2,)>g '(0)=a quando n> c.

Um argumento análogo usamos para £.

EXEMPLO 2: lIteração de z1> zº
R(z)=z
Pontos fixos de R: z=1e z=0, e como R(co) = o, o infinito também é

um ponto fixo de R. z =1 é ponto fixo repulsor, = = 0 é ponto fixo super­atrator e o
infinito também é super­atrator.
R'(2)=2"
R"(z,) > O quando |2,| <1 e R"(z,) > co quando |2,|>1.

A dinâmica interessante de R ocorre no círculo unitário C =(Íz: le] = 1).
C é invariante por R.
Para z =e”?,
Rº(10)=2" =e"?,
Se z=e""/*"" (*) para r,m e Z, então R"(z)=1, e como 1 é fixado por

R, R(2)=1 se n>m.
Note que os pontos z=e são densos em C, e partindo de

quaisquer desses pontos, as iteradas alcançam o ponto fixo 1 após um número
finito de passos, e dali não saem mais. Se partirmos de qualquer outro ponto de C

27ir/2"
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que não seja dessa forma, a sequência de iteradas não pode convergir para
nenhum ponto, pois se supusermos z, > w, então w deve ser um ponto fixo de R
em C, e então w=1. Mas 1 é ponto fixo repulsor de R, então devemos ter z, =1
para algum n. Isto, contudo, mostra que z, é da forma (*) acima, contrariando a
suposição.

Os pontos da forma (*) são densos em C, como também são os
outros pontos de C que não têm essa forma, e podemos agora começar a ver o
comportamento complicado e caótico das iteradas R"(z) no círculo unitário.

Todo arco de C contém infinitos pontos que eventualmente
alcançam o | e lá permanecem, e também infinitos pontos que se movem ao
redor do círculo de modo contínuo sem nunca convergir. Segue que dado
qualquer ponto 72, eC, podemos escolher um ponto w,eC arbitrariamente
próximo de 72, para os quais as iteradas z, e w, exibem diferentes
comportamentos: assim, o conjunto de Julia de R contém o círculo C.

E também claro que se z, e w, estão no disco unitário À =Íz: 2] <1),
então os pontos z, e w, exibem um comportamento similar (ambos convergem
para zero). O mesmo é verdade se z, e w, estão em (z:|­|> 1) (ambos convergem
para o infinito).

Estes fatos mostram que, para este exemplo, o conjunto de Julia é o
círculo unitário.

Existem muitas outras características notáveis deste exemplo.
Consideremos uma delas: seja / qualquer arco de tamanho positivo no círculo
unitário C. A aplicação R(z) = z* dobra o ângulo polar de pontos em C. Então se /
subentende um ângulo 6 com a origem, então o arco R(/) subentende um
ângulo 20. Segue imediatamente que para todo n suficientemente grande, o arco
R"(1) cobre o círculo unitário. Isto acontece independente do tamanho de /: a
ação de R" em cada arco de C (arbitrariamente pequeno) é "explodi­lo" a uma tal .
extensão que eventualmente cobre C.

Isto também é um caso particular de um resultado geral sobre o
conjunto de Julia.

EXEMPLO 3: Iteração de z>2zº +c
P(z)=z2?º +c.
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Vamos identificar o conjunto de valores c para os quais P tem um
ponto fixo atrator em C.

P tem dois pontos fixos a,B eC.
zº­z+c=0; a+B=leafzc.
P(a)=20 e P(B)=28, então P(a)+ P(gB)=2.
a e B não podem ser ambos atratores, pois se fossem, |P'(a)|<1 e |P(B)|<1, e
jamais P'(a)+ P(B) seria igual a 2. Segue que P pode ter no máximo um ponto
fixo atrator em C, e a condição para que o ponto fixo a seja atrator é ja] <1/2.

Então o conjunto dos c's que estamos procurando é a imagem do
disco fa:jal<1/2) pela aplicação zÂz7­2º. Mas 2­2? =(fogoh)(z), onde

1 2 1Sla)=a a, g(z)=z ehlz)=2­­.
Á

s

O conjunto dos c's é a cardióide.
De modo análogo podemos localizar o conjunto dos c's para os

quais P tem um 2­ciclo atrator.
Os pontos fixos da segunda iterada P? são soluções de P?(z)—­z=O0.

Como a e à são fixados por P, também o são por P?*: assim P(z)—z divide
P?(z)­z, e podemos escrever
P(z0)­z=(2º­z+0)(2?º +z+1+0)=(z­az­B)(z­n)(z­v).

Estamos buscando condições em c que implicam que lu,v) seja um
2­ciclo atrator, isto é, P(u)=v, P(y)=nu, uzv, junto com (Pº) (4) <1 e
(P?)(») <l.

Pela Regra da Cadeia,
(P?) (u) = P(P(u))P'(u) = P'(v)P'(u) = 4uv=A4(1+c).

Então o conjunto dos c's que procuramos é o disco te: +e| < 1/4).
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O ponto de tangência do disco e da cardióide é —3/4, e agora
descreveremos a mudança na dinâmica gando c vai da cardióide para o disco
passando por —3/4:

Quando c está na cardióide, P tem um ponto fixo atrator q e um 2­ciclo repulsor
[uv].
Quando c > — 3/4, os pontos a, »u e v convergem a —1/2, e quando c=­3/4, a, u
e v coincidem (então P não tem um 2­cíiclo genuíno) num ponto fixo indiferente
de P.

Como c agora se move no interior do disco, esses pontos se
separam novamente, agora com o repulsor e fu,v) um 2­ciclo atrator: assim,
durante este processo, a natureza atratora de a. foi transferida para o par fu,v).

Este processo se repete, fu,v) perdendo a natureza atratora para
um 4­ciclo, então para um 8 ­ciclo, e assim vai: isto é conhecido como period
doubling e pode ser verificado num computador (examinando o limite de P"(o)
para vários valores de c).

Ml=lc: P"(0) D co): conjunto de Mandelbrot.
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1.2­ APLICAÇÕES RACIONAIS

Uma aplicação racional é uma função da forma R(z)=P(2)/O(0),
onde P e Q são polinônios diferentes simultaneamente do polinônio nulo e Pe Q
não possuem fatores em comum, isto é, P e Q são primos entre si.

Se P=0,então R=0 e se O=0, então R=c .Se O(2z)=0 e P não é
o polinônio nulo, então R(z)=co e definimos R(co)=lim R(z).

zo|
O grau de R, ôR, é definido por ôR = máx(0P,0Q).
Se R=a, a *0,0%0 temos OR =0 e definimos OR =0 quando « =0 ou

O = 0.

DEFINIÇÃO: Uma aplicação f:D—>C definida num domínio plano D é holomorfa
em D se a derivada / existe em cada ponto de D.

DEFINIÇÃO: Uma aplicação /:D—>C é meromorfa em D se cada ponto de D
tem uma vizinhança onde / ou 1/f é holomorfa. Os pólos de / são pontos w
onde f(w)=co, e próximo a tais pontos, a aplicação z>1/f(z2) é holomorfa com
valor O em w. f/ está definida numa vizinhança do CO se está definida em algum
conjunto (z|>rXyfot, e neste caso / é holomorfa (ou meromorfa) no cO se a
aplicação z > 1/f(1/z) é holomorfa (ou meromorfa) no zero.

Definimos também a esfera complexa, ou Esfera de Riemann, como o conjunto
(z eCluU(w%], e a denotamos por C.

EXEMPLO: P(2])=a,+a,z+..+a,2", n>0 8a, %t0.
z”

P(Vz)/ a Z" +..+a,Como limP(7)=w=, definimos P(wo)=w0 e como 71

holomorfa no zero, então P é holomorfa no infinito.

Se R é uma função racional de grau positivo 2, então para qualquer
weC, a equação R(z)=w tem precisamente 4d soluções em z (contadas as
multiplicidades), pois para qualquer w eC, o número de soluções de R(z)=w é,
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P(2)­ wOC)
por definição, o número de zeros de R(2)— w. Mas R(2)—­ w=Rm , e então
R(z)­ w e R(2) têm o mesmo grau (mas somente pelo fato de que se P e Q são
primos entre si, também o são P­wQ e Q). Deduzimos que a equação R(z)—w
tem precisamente OR soluções em z, independente do valor de w.

Temos que para quaisquer duas aplicações racionais R e S,
(RS) =0aROS, daí AR" =(OR)'.

PROPOSIÇÃO: Toda função racional! é analítica em C.

PROVA: Seja RC —> C função racional.

Então R(z) = P(z)/Q(z), com P e Q polinômios primos entre si.
Pontos onde R poderia não ser holomorfa: z =co ou ” eC|R(z)= co)
Para z = co, definimos

se n>m

P(2) lim a, 2" +... +a,z +aQ (bro)
)R(0co) = limR(2) = lim ——

7—o 7—>o o(z) = <a /b sen=mHp ço +... +bz+b, a
se m>n

Aqui então temos três casos:

1.º Caso: R(0o)=0% (n>m)

Seja g(z) =1/z etome S=goRog".

R será derivável em z=co se S for derivável em z=O0.

S(z) =(goRog')(z)=g(R(1/2))= 1/R(1/2)
S(2) = b, (1/2")­+...+b (1/2) +, z (bato tb" +bz"to21º

z"laroraz ra)a, (1/2")+...+a (1/2) +a, É.
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1­ pro E=2ÃE +bo 2” )=

nl na, +... +a2"” +a,z
b 2" "+... +bz"” +b2”

nl na,+...+a2" +a(z

S(o) = —
S(z) =

Portanto, S é derivávelem 7z=0 (pois a, =0), e então R é derivávelem z=co.

2.º Caso: R(wo)=a,/b, (n=m).
Sejam g(z)=1/2e0 S= Rog"":

gl Llid

0—— a, /b,

R será derivável em z=co se S for derivável em z=0.

(1/2")+...+a (1/2) +a, ­
(1/2")+...+b (1/2) +,S(2) = R(g"(2)) = R(/2) ==

n

2a,+..+az" +az”
b, +... +b,2" +b(2”

S(0)=a,/b, e então R é derivável em z =co.

3.º Caso: R(w)=0 (n<m).
Este caso é como o anterior se tomarmos a,/b, =0, pois d, 0.

Agora precisamos analisar os pontos tz eC|R(z)= co)
R(2)=0S—=0R(z)
Os zeros de 1/R(z) são os pontos de R(z) que são levados no infinito.
1/R(z) tem no máximo m zeros, contadas as multiplicidades.
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Tomemos agora T(z) =(goR)(z):
as

id) lg
a— > o

1 b,27+..+bz+h,Tia) = R(]) az'+.+az+a,
R será derivável em z==a se T7 for derivável em z=a.

T(a) = ba" +...+ba+b,
a, A“ +... +aa+a,

Se ax­0, então 7 é derivável em z=a, e também R.

Sea=0, 7T(0)="2=0, pois se R(0)= co, então= T(o)=O0.
q, R(0)

, Bb, : = : ; ADaí —=0=>h,=0 e a, 0, pois P e OQ são primos entre si, então não se anulam
4,

simultaneamente.

Temos 7(0) = bo, onde a, +0.
qa,

Portanto R é derivável em qualquer ponto de C que é mandado no infinito.
Concluímos então que RC —> Cracional é holomorfa.

TEOREMA : Seja RC —> C holomorfa. Então,
a) R=w% ou R'(w) é um conjunto finito;
b) Se Ré% e a,..a, EC são tais que R(a,) =c, então existem polinômios

) para z eC.:

Z 1Pos­­..D, tais que R(2)= p,É;
k=1 ­a,

PROVA: a) Suponhamos que R (co) seja um conjunto infinito.
R(co)=(fa eC|R(a)= cob=Ía,07,...,0, 51).
C é um conjunto compacto, então toda sequência de pontos em C possui uma
subsequência que converge para um ponto de C.
Daí a sequência fa, 92,1. 04311) tem uma subseqúuência convergente.
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Seja ela (a, ).
a, >aeC.
Como R é contínua, R(a) = co.
Tomemos g(z) = 1/z e conjuguemos com R(z).
goR tem as mesmas propriedades da R e (go R)(a)=0.
Suponhamos que goRc,
Então existe m e N tal que g(R(z)) =(z­a)"a(z) com «(a)=0 e O< le­a|<ô.
Então g(R(z))=0O para O<|z­a|<ô, o que é absurdo, pois existe a, tal que
o0< a, ­a|<ô e g(Rla,))=0.

A, ——co
id) lg
a, —sR > O

Portanto go R=0, daí R=c.
Concluímos então que R =co ou R(co) é um conjunto finito.

b) Seja R'(co)=(a,...,a,)
R(a,) = co
Numa vizinhança de a,, existe meN tal que
R(z2)=(z­a) "a(z) com a(a,)* co.
Escrevendo em Série de Laurent,

R(z)= bn ++ ba +YX a,(z­a)'
(7­a,) EA no

Ro) cb aaa)m
Baimene (ZA)definida globalmente VV a,

definida globalmente tem sentido numa vizinhança de a,

Então vemos que Y'a,(z­a,)" está definida globalmente.
n=0

chamo p : )­ 2za (z7­a,)
Então R(2)­P 1 )=£ae­a) ­G(2)2a, n=0o

Jana) ==.R(a,)=% e Paa
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*

Numa vizinhança de a,, existe / eN tal que
G(z) =(2­a,)"B(z) com B(a,) * co.
Também

G(z) =q. teto +>B.la­a)”.
No mesmo argumento anterior, Y'B,.(z­a,)' está definida globalmente.

n=0o

Cc,Chamo ps : )­ = +.2 ad, (70­a,)
Dai Rle)­m[ 2) n( 2a) = 30­2­a)= 10)Z a, 2 a, n=0
Aplicando sucessivamente o mesmo método, obtemos:

Re) ­P(oa) na) (2) Ene­a)
S rnlz­a,) está definida globalmente e não tem pólos, então é uma função
i=0

inteira.

Num disco Dr(0), >'y,(z­a,)' é limitada (D.(0) é compacto).i

i=0

Portanto S n(z­a,)' <M se|z|<R.
i=0

ZzaSelz|>R, Zr­a,) = R)­n|
4

Portanto S"y,(z­a,) é limitada em C.
i=0

; Ds toAssim, pelo Teorema de Liouville, S v(z­a,) é constante.
i=0

Chamo Y>'y,(2­a,) =p, .
1=0

i
Conclusão: R(z)=p,+YPl) para z eC.o (ETA

Portanto R(z) é uma função racional.

Com estes dois resultados concluínos que as únicas funções
analíticas na esfera de Riemann são as funções racionais.

13
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DEFINIÇÃO: Um ponto fixo de R é um ponto É eC tal que R(E)=E". Um ponto
periódico de período n de R é um ponto tal que R"(E)=8 , RE) zE, R(E)rE,...
e RUE)zE.

Se E eC é um ponto periódico de período n de R, podemos tomar
S = R" e considerar é como ponto fixo de S. Portanto sempre trabalharemos com
pontos fixos.

Seja E «EC um ponto fixo de R. Então £ é:

Super­atrator se R(E)=0;
Atrator se 0 <|R(6)| <;
Repulsor se |R(8)|>1;
Racionalmente indiferente se R'((£) é uma raiz da unidade;

|

Irracionalmente indiferente se IR ()| =1, mas R(E) não é raiz da unidade.

Podemos considerar sempre é = 0 como ponto fixo, e os resultados
correspondentes para um ponto fixo é qualquer podem ser obtidos por
conjugação com uma Transformação de Môbius, que é nosso próximo tópico.
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1.3 ­ TRANSFORMAÇÕES DE MÓBIUS

As aplicações racionais de grau um são as Transformações de

Móbius, que têm a forma z> E, ad­bcx*0, e estas constituem o grupo deCZ +

homeomorfismos analíticos de C em C.

DEFINIÇÃO: Duas aplicações racionais R e S são analiticamente conjugadas se
existe alguma Transformação de Móbius g com

S=goRog"
Conjugação é uma relação de equivalência e as classes de

equivalência são as classes de conjugação das aplicações racionais.

PROPOSIÇÃO: a) Se R e S$ são conjugadas analiticamente, então AR = OS;
b) Se S=goRog', então S"=goR" og"
c) S fixa g(z) se e somente se R fixa z.

PROVA: a) Re S são conjugadas.
Então S=goRog', g: Transformação de Móbius .
Suponhamos 05 = m e OR = n.
S=goRog' implica Sog=goR
od(Sg)=aSôeg=ml=m
gr) =agoR=nl=n.
Como Sog=goR, então d(Sg) = (gn), ou seja, m=n.(0S=0oR).
b) S=goRog”
S(z) = (go Rog")(0)
S(S(2)) = (goRog"l(goRog")(a)) =(go Reg" )(g(R(g"(2)))) =

=(goRºog')(z).
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o)(>)s fixa g(z), istoé, S(g(z))
Temos que Sog= go R=> g(R(z)(z

A)istoé, R(z)=<z
O

SR(2))= g(2) > (g­ R(z)=gl) =>(Sog)(2) =s(2).
TEOREMA: g.C >C analítica. São equivalentes:
a) g é uma Transformação de Móbius;
b) g é um difeomorfismo;
Cc) g é uma bijeção.

PROVA: a)—>bD)
Dizemos que g é um difeomorfismo analítico se:
i) g é holomorfa;
ii) g é bijetora;
iii) g' é holomorfa.
g é uma Transformação de Móbius, ou seja, é da forma g(z)=
ad­bcx*0.

Mostremos que g é bijetora. Para isto vejamos se g possui inversa.
w= az+b >(cw­a):=b­dw>z= dw­b

cr +d —cw+a

Portanto g'(z)= E e g é bijjetora.
a

Por definição, g(wo) = limg(2) = lim —az+b ne º9t8z da,seci+d 2>ez7 crdiz c
az+b

Daí gº)= dleoe g'la/e)=m

Vejamos se g é derivável em z=co e em = =­df/c.
Seja h(z) = 1/2.
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Então h '(z)=1/z.
Seja id(z)=z

co—E xaje
hl Lid

g será derivável em z=co se idogoh for derivável em z=0.

.
a(1/2) +b a +bz

dogoh = eh = ol] = =(ido goh)(z)=s(h(z))=g(1/2) DIA rd
blce+de)­d(ía+bz) be­ad

idogoh)(2)=g(1/2)= =

:
be­ad(ide goh)(0)= a

Portanto g é derivável em z =co, pois estamos considerando a/c * e.

—d/e—E>co
id) lh

g será derivável em = = ­d/c se ho goid for derivável em z =­df/c.

(hogoid)(z)=h(g(z))=1/8(z)
|

bc­ad

a 1 —g(0) (c+d) berad(hogoid)( | )­ = =

g(z) (g(2))' (az+b)? (az+b)?
(cz +d)*

be­ad —be­ad = c?
(2x5) (be­ad)* bce­ad

Cc

Portanto g é derivável em z = —d/c, pois ad­bc *0.
Vimos então que se g é uma Transformação de Móbius, então g é holomorfa.

(hogoid) (­d/c)=

Também g'(z)= e ad­bcx=0, que é uma Transformação de Móôbius.
—­cz+a

Portanto ge” é holomorfa.
Daí gFoSsC : difeomorfismo analítico.
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É imediato que b) >c)
Cc) >a)
Temos g:C > C bijeção holomorfa.

Sabemos que g é uma função racional, g(7) =o com P e Q polinômios.
Como g é bijeção, máx(3P,0Q)=1, pois se tomarmos máx(3P,0Q)=n>1, então
OP=n ou 0Q=n e se OP=n, então g terá n zeros e não será injetora, e se
oO =n, g terá n pólos e também não será injetora.
Portanto máx(0P,0Q)=1.
Daí g é uma Transformação de Móbius.
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1.4 ­ A DINÂMICA DAS TRANSFORMAÇÕES DE MÓBIUS

Vamos descrever agora a dinâmica das Transformações de Móbius
tb om ad­bcz0, ROC.
cs +d

Os pontos fixos de R são as soluções de R(z)=z.
Se c=* 0, R tem dois pontos fixos em C, que podem coincidir ou não.
Se c=0, um ponto fixo de R é o infinito, o outro ponto fixo é

que, como vimos, têm a forma R(z) =

b b
= , e quando d=a, =co.? d­a 9 d­a

Conclusão: R tem um ou dois pontos fixos.
Vamos analisar os dois casos:

1.º Caso: R tem um único ponto fixo.
Suponhamos que este ponto é o infinito.
Então R tem a forma R(z)=2z+pB,BxO0.
R'(0)=z+nf e lim R'(z) = lim(z +nf)=c.
Portanto R"(20) > ww, vz eC.

Agora suponha que é eC é o ponto fixo de R.

Seja g(z) = E e definamos S(z) = (goRog" ).
Como S fixa z se e somente se z=co, segue que S é uma translação, e então
que S"(z) > co quando n— co.
Mas S"(z0)=(goR"og')(z0) e então, substituindo z por g(z) e aplicando g”,
encontramos que R'(0) > g'(cw)=E.

Concluímos então que se R tem um único ponto fixo, as iteradas de
R em qualquer ponto convergem ao ponto fixo.
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2.º Caso: R tem dois pontos fixos distintos.

Suponhamos que & fixa o zero e o infinito.
Então R tem a forma R(z) = kz.

O se |k|<1
co se |k|>1

Se |k]<1, R (2) >0,vz EC.
R(z)=&, então R(0)=& e o zero é um ponto fixo atrator.
Se z=co, seja h(z)=1/z.

(hoRohX A
11 Z =

|

——— =, então (heRoh')(z)=—.R(1/20) &k ( 1) k

Rr) =X lins

Daí (hoReh')( ) = >1eoinfinito é um ponto fixo repulsor.

Se |k|>1, Rº'(0)>%, vz EC.
R(z7)=&k, então R(0)=k& o zero é um ponto fixo repulsor, e do mesmo modo, o
infinito é um ponto fixo atrator.

Se |k|=1, temos:
i) k é uma raiz j­ésima da unidade e R é a identidade; ou
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if) k não é raiz da unidade e os pontos R"(z) são densos no círculo com centro na
origem e raio |z|.

R(z)=hk, |R(0)=|kH=1e IR) =[1= 1.
Os pontos fixos de R, quando |&|=1, são pontos fixos indiferentes,

que podem ser: racionalmente indiferentes se & é raiz da unidade e
irracionalmente indiferentes se não.

Agora suponhamos que R tem £, e E, como pontos fixos, E, é,.
Construiremos uma aplicação de Môbius g que aplica E, no zero e

&, no infinito.

Se £, e E, são finitos, podemos tomar g(z) = e :27GS;

Seja S(z) =(goRog')(z): então S fixa o zero e o infinito, e voltamos
ao início deste caso.

Como g& aplica círculos em círculos, concluímos que: R"(z) converge
para um dos pontos fixos de R, se move ciclicamente num conjunto finito de
pontos, ou forma um subconjunto denso de algum círculo.

oo

EL <S
LTS

EX
o

Como anteriormente, temos um método de encontrar Rº
explicitamente.

Como vimos, as iteradas de uma função racional de grau um
comportam­se de uma maneira bastante simples, e por este motivo no restante
deste texto trataremos de funções racionais com grau maior ou igual a dois.
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CAPÍTULO 2

A DINÂMICA LOCAL

Neste capítulo descreveremos a dinâmica local das aplicações
racionais numa vizinhança de um ponto fixo ou de uma órbita periódica. Veremos
em quais casos a aplicação racional é conjugada a uma outra aplicação mais
simples.

2.1 ­ PONTOS FIXOS SUPER­ATRATORES

Seja RC >C, R(0)=2"+..,m>2.
Se r > 0 é suficientemente pequeno, |R(z)| < 2/2l” para |z| < r.
Assim, lim R"(2)= O uniformemente em |z| < r.

n—o

0 eC é ponto fixo super­atrator.

TEOREMA: Seja 0*(0) órbita periódica super­atratora de período n .
Suponha m > 2, (Rº”)” =0o e (Rº)(0) =(R")"(0)=...=(Rº)"(0)=0.
Então existe uma vizinhança U de O e um homeomorfismo analítico F.U —> D,
(para algum r ) tal que F(0) = 0, F'(0)=1 e (Fo RX) =(F()”.

PROVA: Para provar produziremos uma sequência (FE) de aplicações iterando n
vezes e tomando a inversa apropriada de z> z*.
Esta sequência converge para a conjugada.
Provaremos para o caso »n=1, senão tomaríamos S = R" e provaríamos para 5.
Se tivermos T(z)=a,2" +a,,2"""+... e conjugarmos com z1> bz, onde 6" = GG.)
teremos R(z)=2" +b, 2" +..
Portanto é suficiente provar este resultado para R(z).
Se temos RU>C, podemos encontrar (R(z))”” tal que o seguinte diagrama
comuta:
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vE
ixDS Cc.e

U z=R(2), E
Y

Trabalharemos numa vizinhança V de zero tal que R(V) cint(V) e limR'(2)=0
para todo z ceC.
Definimos F (z)= (R'(2))"" escolhendo F'(0)=1.
Provando que $F,*) converge uniformemente para F(z), teremos a conjugação,
pois:

i) F(0)=0. De fato: F(0) = lim (R'&))"=0o
ii) Calcularemos F (0) logo a seguir.

ill) (F o RXz) = lim[R'(R)]” ­ timer”E)" ] ­
=limfig")/" T=[rGY.

Para provar que (E) converge uniformemente em alguma vizinhança do zero,
FG) [R&]I" Ea]

Z " Z " Z
introduziremos H(z)= =(14..)/”, e então H(0)=1.

: Vm m)Daí F,1 (2) ­ (RE) ­ (FR) ) JE(R'))
F.(z)=z e temos FAT[A(R' (2)) ;

F(2)KFG)..FEÃEO "|FE, (2)F.(2)F(2)...F (2) “o EO)
F()­FO) [im 59]

Então F(o0)= lim = lim =

­ in fimIES)| im im] TÍ8(R 6) " be

Ye!| = [HGR'O)]”

*Fm (z) =
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A convergência uniforme de E, + pode ser estabelecida provando que o produto
infinito converge uniformemente. Isto é feito tomando o logaritmo do produto

infinito (usando o ramo principal), 7 log(H(R' (2))).
jo

A vizinhança V é tal que R(V) cint(V), então R'(V)c int(V).
Também para um certo r, |H(R'(2))­1| <> e para outro r,,
IH(R'(2))­1|< dR'(2)) para algum c.

Se la|<>, flog(1+a) <kul+hf+..< 2h], e então
SENDA< 2jH(R'(9)­ | <2dR'().(0) DD)27 los (F(R'G)) s
<Sade(2) = 20d R(2) <2a<co, onde r, é tal que sejo mM joU=Íz eClle|<r), Vez eClle|<r]sue: eClle|<r]).
Portanto tF, + converge uniformemente para uma função analítica F(z).
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2.2 ­ PONTOS FIXOS ATRATORES

Agora tomemos R:C —>C analítica, R$ com 0 eC ponto fixo de R
e R(0)=a, onde 0 <Jal <1.

Então R(z)=az+a,z"+... numa vizinhança do zero.
Temos que existem Jal < u <1 e r > 0 tais que |[R(2)) < u|z], desde que

l:|<r. Segue que |R"(2))< n"lzl, de modo que a órbita positiva ÍR"(a)In > 0) de
qualquer ponto z eC no disco fechado de raio r e centro 0 eC converge para o
ponto fixo, que é um ponto fixo atrator.

TEOREMA: Seja R(z) uma função analítica satisfazendo R(0)=0 e R(0)=a com
O <lal <1.
Então existe uma vizinhança U de O e uma aplicação analítica F:'U > C tal que
(Ro FXz)=(F o L)(z), onde L(z)= az.

PROVA: R(z0)= az+>X az' numa vizinhança do zero. Devemos encontrar uma
1=2

função analítica F que resolva a equação ReF=FoL (chamada Equação
Funcional de Schróder­EFS).

Seja F(2)=X "02".
1=0

Determinemos os coeficientes c's e mostremos que a série determinada por F(z)
converge em alguma vizinhança do zero.
Vemos que R& e L fixam o zero. Então F também fixa, isto é, F(0)=0 e então
ec=0O.
R(F(2)) = F(L(2))

aF(2)+ Da(F(2)) =acz+>X c(a)
o o o

acz+adD c2'+2 a(F(2)) =acz+X ca'z'
22 1=2 1=2

Assim, c, pode tomar qualquer valor, desde que diferente de zero.

Tomemos c, =1, e então F(z)=z+Xcz.
1=2
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Determinemos os c;'s restantes recursivamente.

Temos a) 'cz'+X'a(FG)) =X 'ca'z', o que implica 2 (a' ­a)&,2' = a(FE)
1=2 1=2 1=2 1=2 1=2

Suponhamos c,,...,c., conhecidos.
Os termos de ordem À do lado direito envolvem somente c,,...,e,,.
Em particular, o coeficiente z* à direita é um polinômio em q,...,a, & &,....,
que tem coeficientes inteiros positivos.
Denotemos esse termo por K, (41,...,01,07,­­504).

K, (07... 11 ,031115 Ca)
at ­a '

Daí c, está determinado se a, xa e então temos nossa solução formal.
Provemos que a série converge:

Comparando os coeficientes temos c, =

Cro

LEMA 1: Seja R(0)=az+>az". Então R é linearmente conjugada à aplicação
1=2

Q ()=az+2:bz', onde |&| <1 para cada /.
1=2

PROVA: Como a série Daz' converge, existe um 4>0 para o qual ja,
1=2

para cada / > 1.

Seja q C)=ar+2 bz onde &, ==
Claramente |5,| < | para cada /.
Seja A(z)=

M(R(2))= daz + AD az
nm

Q (h(2))= daz+2(47)=adz+DA A'z' =adz+ AdDaz = A(R(2))
LEMA 2: Existe c > 0 tal que la* ­a|>c para todo 4 > 1.

PROVA: Como |a| < 1, segue que Ja*| <a?| <Ja| para todo & > 1.
Então, Ja* ­a|> la*|­lal = ala"|>/al­|a?|> o.
Daí existe c> 0 tal que la* —a|>c para todo k > 1.
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ee AA
xxObservemos que a série de potência em w dada por z = w==>
C 1=2

converge para |W<1 e para qualquer ce R.
111 )Temos z = z(w)= w­­ ly» para |lW <1.

Agora, z(0)= 0 e =(0) =1.
Então segue que a função analítica =(w) tem uma inversa que está definida e é
analítica em alguma vizinhança do zero.

Como v(0)=0 e w(0)=1, segue que podemos escrever a aplicação
oo co

inversa da forma w=Ww(z)=z+>X'a,z'w, onde sabemos que a série Y'az'

converge. |

Mostraremos que esta série majora a série de potência dada por
F(z), desde que o c escolhido seja bastante pequeno.

LEMA 3: Escolha c como no Lema 2.

Então para cada & > 2, temos 0 < lei sa,.

PROVA: Observemos que a série de potência w=w(z) é uma solução da

equação funcional cu(z)—­ cz = > (W(z)) .
d=2

Vamos resolver esta equação exatamente como resolvemos a EFS:
co co

Em termos de a., esta equação fica: X ax,2* =) (u(z))
k=2 1=2

Comparando com a resolução anterior vemos que as equações têm a mesma
forma, exceto que a, ­ a é substituído por c e a, por 1.

Então a, = Kata)
Como K, tem coeficientes inteiros positivos, por indução cada a, > O.
Também temos, por indução,

IX (aaa)
o

sixGlobode)
(pois la* ­al>c)lei] <
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<Kazan ea,
Portanto a série dada por w(z) majora a série dada por F(z), então esta converge
numa vizinhança do zero, e o Teorema está provado.
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2.3 ­ PONTOS FIXOS REPULSORES

Com a mesma descrição para pontos fixos atratores, mas agora com
lal>1, tomamos R'* e vemos que a órbita negativa de qualquer ponto
suficientemente próximo do zero está bem definida e converge ao ponto fixo. Para
R o ponto zero é um ponto fixo atrator. Usando o Teorema dos Pontos Fixos
Atratores para R', temos que existe uma única função analítica F(z) definida
para |z|<r satisfazendo F(0)=0, F(0)=1 e (RoFX)2)=(FoLXz), onde

U)=20. Em termos de R(0) temos F(az)=R(F()) ou seja, R(O) é
analiticamente equivalente à sua parte linear.
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2.4 ­ PONTOS FIXOS RACIONALMENTE INDIFERENTES

RC —>C analítica.

E eC é um ponto fixo racionalmente indiferente de R se |R(8)|=1 e
R(t) é uma raiz da unidade, isto é, existe m e N tal que [R(E)] =|.

Descrever a dinâmica de R próximo a tais pontos é uma longa e
difícil tarefa. Uma das razões é porque R não é localmente conjugada à sua
derivada próximo de um ponto fixo racionalmente indiferente. Isto se torna
bastante claro se nos recordarmos da prova do Teorema de Linearização para
Pontos Fixos Atratores: no cálculo dos coeficientes da função temos o
denominador a* ­a, onde a=R(8) e k eEN. Aqui encontraríamos a" ­a=0 no
denominador, o que torna a busca da função linear impossível.

Isto significa que temos que encontrar outro meio de descrever a
dinâmica de R próximo de um ponto fixo racionalmente indiferente É, e a solução
está em mostrar que R é conjugada a uma translação em certos conjuntos
abertos que têm & na sua fronteira. :

Começamos com um simples lema que isola a idéia mais básica
deste capítulo:

LEMA: Suponha que / é analítica e satisfaz f/(z0)=2­2""+O(z2""º) em alguma
vizinhança N da origem.
Sejam w,...w, as p­ésimas raízes da unidade e n,,...,n, as p­ésimas raízes de
—l.

Então para », e 9, positivos e suficientemente pequenos:

a) |/(2)| <|a| em cada setor
S, =|2:0<|2/w,] < reifare(2/w) < e). (setor atrator)

b) [/(2)| > |z|em cada setor
Ej;= fz:0 < le/n,| < ns; are(z/n, < 9). (setor repulsor)
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(z)PROVA: Escrevamos S =(&:|e]<1/2;Jarg&| <x/4) e =1­2z"(1+v(z)), onde v é
Zz

analítica em NV com v(o)=0.
&

e
e.

S

2RUA,

A
PESA

.

a) Mostremos que : e S, implica 0" (1+v(z)) eS:
zEes,>0< z/w,|<r, e larg(z/w,)) <O,

27ij
1 =p. >Seja w,=e”.

arg(z/w,) =argz­argw, =argz­27
P

larg(2/»,) <O, = —B, <argz ­ É <o, =6, <argz <2É 9,P
|

%

DM. EA
NX

SS Ni
= N

e.

kN

2 Aa
à í

A

Ev,| =|z|
Portanto, 0 <|z/w,| <r, implica 0 </z| <r,.
Agora, 0 </z| <r, implica 0 </z"| <1/2 para r, pequeno.
argz” = pargz
Então, 27) — pô, <argz” <27j+ pô, implica largz"| <T/4 para 8, pequeno.
Portanto, zº e S.

Como ví(o)=o, larg(1 +v(z)) <c e
argz"(1 + v(z)) = argz” +arg(1 + v(z)) =argz" +e
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Portanto, largz"(1 + v(z)) <n/4
z"(1+v(z)) =|2” +z”v(0)| <1/2, pois 0 <|2"| <1/2 e v(o0)=0.
Logo, z e S, implica z"(1+v(z))eS.

2 =|1­2º(1+v(2))| < 1, pois z"(1+v()) ES.
Segue que |/(z)| <|a| se z eS,.

b) Mostremos que z e, implica ­z"(1+v(z)) eS:
zEexL,>O0 <|z/n,| <n e larg(2/n,) <O,.

27) 27 27 27]Seja n,=­e ? ­eos2É isen sc PE nn) eis PE a)Pp Pp P Pp

arg(z/m,) = argz ­argn, =argz (E)
27) 27) :larg(z/n, ) <9, >A, carga [ZE ­r) <O0, >Lida <argz <En+o,

z=pe* > zº =p?e** = pr (cospo +isen po)
—zP =p? (cos(o —n)+isen(9­ n)) = pree­
Portanto, arg=2" = argz —1
Então 2nj­2np­p0,<arg­2" <2nj­2np+p0, implica largz <n/4 para 9,
pequeno.

Segue que ­—­2? eS.
Também |z/n,]|=|z|, portanto 0 <|/z/n,|<r, => 0 </2| <r,.
0 <|2| <r, > 0 <|­z"| <1/2 para r, pequeno.
Analogamente ao a), larg=z"(1+v(z))| <n/4 e |­2"(1+v(2))] <1/2.
Portanto, z eEZ, > —z"(1 +v(z)) Es.

== l1­2º(1+v(2)) >1, pois —z”"(1+v(2)) Es.
Logo, |/(2)|>|a| se z eZ,.

Veremos a seguir um exemplo que contém as idéias principais da
teoria geral.
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EXEMPLO: O polinônio P(z)=z2­2? tem um ponto fixo racionalmente indiferente
na origem.
Se 0<x<l, então, 0< P(x) <x, e então P"(x)>0 (pois P"(x) só pode convergir
para um ponto fixo de P). Se x <0o, então P(x) <x <o, e então P"(x) > o.
Estas observações são coerentes com o Lema anterior, e agora investigaremos o
comportamento de P"(z) para todo z próximo da origem.
Seja A(z)= 1/1z e substitua P por sua conjugada O=AhoPoh', ou seja,
O()=2+1+——.

FE|
Agora note que se Re(z) > 1, então Reí(z­1)") > 0. Logo, Re(Q(z)) > Re(z) +1.
Em particular, se r>1, então Q aplica [x+iyx>r) em [x+ivix>1+1), e
reescrevendo isto em termos de P, vemos que P" —>O uniformemente em cada
disco (z:le—r| <r) suficientemente pequeno.
P age como ilustrado abaixo:

Devido à forma particularmente simples de Q, podemos dizer mais que isto:
Suponha que x seja qualquer região disjunta de flel<3), e que é aplicada nela
mesma por OQ.

Então, em n, Relo(s)) > Rea) +1­; . = Re(z)+­, então Re(Q"(z)) = Re(z)+> e2

Q>%w­em rm.
Uma possibilidade para x é o semi­plano ([Re(z)>3]), mas é fácil encontrar uma
região maior que esta.
O(z) está no disco ilustrado abaixo, e se z en, o raio r(z) do disco é no máximo
1/2.

raio
2­1)
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Além disso, r(z)> 0 quando z > o, e isto sugere que podemos tomar rx limitada
por alguma parábola.
Seja n=(x+iyyº>12(3­x)).
A fronteira de x é uma parábola que corta o eixo x quando x =3, e é fácil ver que
7 é disjunta de (|­|<3).
Escrevendo z=x+iy, O(z)= X+iYl, —=a+ib, temos Y=x+l+a, Y=y+b, e

Z—

então para z em,
r ­12(3­ X)=(y+b)' ­12(3­(x+1+0)) =

=yº ­12(3­x)+6º +26y +12(1+a)
2 12­2/by|­12la]

Contudo, comoo fel=3, temos Eger 2 DUSegue que se z en, então Yº > a b) e O(z) ex : deduzimos que Q aplica x
nela mesma e então P" —>0 em A(x).
O conjunto de Julia de P está ilustrado a seguir, onde a região negra é A(n).

la sla +ib] <

Para analisar a situação para um ponto fixo racionalmente
indiferente qualquer precisamos da noção de pétalas (que grosseiramente falando
desempenham o papel da região (x) no exemplo acima).

DEFINIÇÃO: nr, (1) = ren <t(1+cospone ­o E para cada : positivo, cadaP P

inteiro positivo p e cada & efo,1,...,p­1).
Estes conjuntos são chamados pétalas.
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* n.()= Lreº :r* <r(1+cos29 ). PB |<a

As pétalas são duas a duas disjuntas, e cada uma forma um ângulo
de 2x/p com a origem.
Chamamos a linha de simetria de n,(r) (o raio 6 =2kx/p) de eixo de n,.

EXEMPLOS: 1) Seja p=2. Então & ef(0,1).

2

nm (0) = [ret <1(1+cos20);jx­ O] < z)

2) Seja p=3. Então & efo,1,2]).

no (t) = (reto <t(1+cos38);o] <)
n(1) = fre <1(1 +eos30)|5=­o < 5)
n.(1)= TERA <1(1+cos30),o < z)

Win) VV 7

,

Temos agora o Teorema das Pétalas, onde descreveremos a
dinâmica de R nas pétalas para um ponto fixo E, onde R'(£) =1.
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Por conjugação podemos supor queE =0, e que R tem expansão de Taylor na
forma R(z)=z(1­2º +bz”+cz""+..), pois veremos adiante que toda função
analítica g(z) == +az"" + O(z”*) az 0, é conjugada, próximo da origem, a uma
função na forma de R.
Podemos sempre garantir que z”* tem coeficiente ­1 simplesmente conjugando
R com uma aplicação da forma zr>az: assim, a parte significante desta
suposição é de que não existem termos entre z”* e z*?”* na série de Taylor para
R.

TEOREMA DAS PÉTALAS: Suponha que a aplicação analítica /f tem expansão
de Taylor /(0)=z­2""+O(2?") na origem. Então para todo : suficientemente
pequeno, temos:
a) f aplica cada pétala x, (1) nela mesma;
b) f"(z) > O uniformemente em cada pétala quando n > co;
c) arg f"(z) > 2kn/p local e uniformemente em n, quando n > co;
d) |/(2)| </a| numa vizinhança do eixo de cada pétala;
e) f:n,(1) > n, (1) é conjugada a uma translação.

PROVA: Para cada r, positivo, sejam S=ÍreºO<r<rilel<n/p) e
W=Íre?:r> 1/n,º;l8|<n).
Assumiremos que ­, <1 e mais adiante diminuiremos », para satisfazer várias
outras condições.
A aplicação 0: > 1/2º é uma aplicação analítica da esfera complexa nela mesma,
e é também um homeomorfismo analítico de S em W.

Segue que existe uma aplicação inversa o":— S, então podemos definir g em
W porg(a) =(0 os ca")(a)=[s5(e"9)]””.

Ah
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp “.. 12 13 14 15 16 17 18



1TT; CC)/ TA) o

111
Este procedimento simplesmente substitui a ação de / em S pela ação de g em
W, e estas aplicações agem de acordo com o diagrama

SsE—W
Ss) lg
CC

A primeira providência é transformar os coeficientes de / nos coeficientes de g.
Um cálculo dá a expansão de Laurent de [/(2)]”como

1

[f(2)]'
onde À é alguma constante, v é analítica e satisfaz lv(z)|< Bj2|"*B>O, em

=z"+p+4Az"” +v(z)

alguma vizinhança n da origem.
Como r, é pequeno, então Scn.
Suponhamos agora w eW.

Então o'(w es e g(») =(00/Soo')(w) =[/(67(69)]” = w+ p+Ê+o(»), onde
Mon)< Ba") <—

As duas expressões anteriores mostram que se |w| é grande, então g age
aproximadamente como a translação w­>w+p, e é fácil ver que se a é
suficientemente grande, g aplica o semi­plano ww: Re(w) > a) nele mesmo.
Agora mostraremos que podemos substituir o semi­plano pela região x, que é
limitada à esquerda por uma parábola 7.

Escolhamos qualquer K satisfazendo K > mário 3(4+8)| >1 (pois », <1) e sejaNh

n=(x+iyy > aK(K­x)).
Então x é limitada por uma parábola, e x cW.
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LEMA 1: a) x é invariante por g;
b) Re(g"(w)) > +co uniformemente em n;
Cc) g:n > nx é conjugada a uma translação.

PROVA: Escrevemos w=x+iy, gw = X+iY e 4 o(w=a+ib.
w

Então, de glw)=w+p+É+0(», temos Y=x+p+a, e Y=y+b, e então, se
w

wem, precisamos saber se g(w) en:
Vº­4K(K­X)=(y+b)' ­4K(K­(x+p+a))=

= [> —4K(K­x)]+b? +2yb+4K(a+p)
> 4Kp ­(21yb|+4Kla])

(*)

Supondo w e, temos |W|> X >1, e isto com Ja(w)| <EWw

K> más 34+o) >1 e É +6(w)=a+ib, obtemosh w

2lyb|+4Kla|< 6wla +ib| < 6(|4|+B) <2K <4Kp.
Usando isto em (*) encontramos que Fº ­4K(K—­ X)>O0;
então g(w) en, e isto verifica a parte a) do Lema 1.
Para estabelecer o Teorema das Pétalas a), tomamos n, =0 (x).
g=00f0o"
Sn) =S(07(n)) =0"(s(n7)) <o"(n)=n,
Portanto f(n,)en,.
Para mostrar que n, é uma pétala para um f£ conveniente é preciso mostrar que
o” aplica a parábola na fronteira de uma pétala.
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Isto é mais simples se usarmos coordenadas polares, escrevendo z =re"(esS) e
w=pe"(eW), onde w=o(z).
Vemos que 1 =­p8 e pr? =1 e como x é expressa em coordenadas polares por
T= (peP?:2K <p(1+cosq)), então n, = (reº:2Kr? < I+cospo).
Considerando o Lema 1 b) e escrevendo n+7s o conjunto obtido pela translação
de x a uma distância r à direita, obtemos n+1=Íx+iy:y">4K(K+1t­x)), a prova
de a) pode facilmente ser modificada para provar que g aplica n+t em
n+(1+p/2):
Quando zen+r, podemos imita a prova de (* e obter

VraRK(K+1+D­x)>2K0­(2lól+aKla)>o,
e isto mostra que g(n+1) <n +(t+p/2).

= n np MA AsAgora segue que se zen, então g"(z)ex FD e como consequência disto,
> YVn em n, pois (geometricamente) + é disjunta do disco fel <a), ou

(analiticamente) Xº+Yº> X? +ax(x+"P­ )= (X­2K)º +2npK> n.
Isto prova o Lema 1 b) e o Teorema das Pétalas b) quando & =0 (virtualmente a
mesma prova temos para as outra pétalas, mas omitiremos os detalhes).

Vamos à prova do Teorema das Pétalas c):

£w)= w+p +ÉÍ+06(», onde o(w)|s< sugere como uma primeira
w Wl/p

aproximação g"(w)=w+np, mas precisamos de uma estimativa mais apurada da
natureza assintótica de g"(w) quando n > o.

g"(w)=s(g"(»))= 2"“+ Pr if;+(sg*(»), e após repetidos usos disto,
g"(»)= verá ExF76): Es“*(»)) (O

Agora tomaremos qualquer subconjunto compacto Q de x e usaremos C,G,...
para denotar números positivos que dependem somente de 0.
Por brevidade, implicitamente assumiremos que em qualquer expressão
envolvendo os C;s, o ponto w está necessariamente em OQ.
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21A+B <Ado

Re(g(w)) = Re(w) + p­[Â+ol(w)l > Re(w)+
Por exemplo, se wenr, então solw)< —, então

Disto obtemos Re(g"(1)) > Re(w) + e então para todo n suficientemente
g"(»)|=Cn (**)

Agora isto com |a(w)| < mostra que para todo n,Hl/p

ELO) Ee.emo (CS

e, finalmente, de (**), (***), e de (***),
|g"(w)—np| < C, logn.
Esta desigualdade controla a "queda vertical” de g"(z) quando nc, e é
evidente disto que arg(g"(w)) — 0 local e uniformemente em x quando n— co.
Como gog=00/, temos g"og=c00/f/",e então, se w=co(z), então

nn nn H s n
1

ng"(w[s5"(2)]" =1, e isto dá arg( f"(z)) = ­— ares (w))>0 em n.(1).
Isto completa a prova do Teorema das Pétalas c).
O Teorema das Pétalas d) é uma consequência direta do Lema inicial.
Resta provar o Lema 1 c) (pois o Teorema das Pétalas e) segue imediatamente
disto), e para isto continuamos a examinar a natureza assintótica de g"(z).
De modo grosseiro substituiremosg*(w) por &p em (**) (para &>1) e obtemos

g"(w)= vinpi(3 logn+ O(1), e em vista disto definimos funções u, porP

n
Ág"(w)= np*+(2)iogn tal), e provamos o

LEMA 2: u, converge local e uniformemente em x para alguma função u que é
holomorfa e univalente em n.

Aceitando isto temos

(relp+ (É Jioenan+nlw)=g"(w)=g"(g(w))= m+[Í)iogn+u(s()
e após simplificação e fazendo n — co, obtemos u(w)+p=u(g(w)).
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Como / é injetora próximo da origem, g é injetora em « (se & escolhido é
bastante grande); então g" e u, também são injetoras.
O Teorema de Hurwitz agora implica que u é injetora ou constante, e é
claramente não constante, pois na equação acima podemos tomar px*0.
Isto mostra que a restrição de g a x é conjugada à aplicação z> z+p de u(r)
nele mesmo, argumento para provar o Lema 2, e temos completada a prova do
Lema 1 e do Teorema das Pétalas.

PROVA DO LEMA 2: De g"(w)= m+ (3 )iognu(o, temosPp

n+l n ri 1uu, (w)—u,(w) =|g (w ­g nl­p­[2)ioe(1+2) o qual comP n

g"(w)=8"(w)+p+— A +o(g"(»)) dág"(»)

mma 9) ­n,(0)= —A +elgrbw)­[E)ioe(1+2)­g8"(w)

­gt role) AL ­tod1+2)]
A prova assim se reduz a mostrar que cada uma das séries >

n

1 1)
gw») np

> p(g"(»)) ey ogf1+2) converge uniformemente em qualquer subconjunto
compacto Q de nr.

A convergência da segunda série é uma consequência direta de le(g"(»))| <7;
e a convergência da terceira série é simples, pois uma aplicação do Teorema do

Valor Médio para x> x —log(1+x) em [0,1/n) mostra que og2). < L.n n n

Finalmente, de |g"(w) np] < C, logn com |g"(»w)|> Cn, temos DA < E logn.gw) np| n
Assim, está dada a convergência da primeira série, e então completada a prova
do Lema 2 e, é claro, do Teorema das Pétalas.
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Precisamos provar um resultado correspondente ao Teorema das
Pétalas para funções f/ que satisfazem /(0)=0, f'(0)=1, mas não à condição do
Teorema das Pétalas.

TEOREMA: Seja / analítica em 0 com f(2)=z+az"" +O(z"?),az0.
Então / é conjugada, próximo do zero, à função F(z) =2­2"" +O(z*").

PROVA: Por conjugação com uma aplicação conveniente z > Az podemos supor
a=|.

|

A prova segue por indução com um número finito de passos, partindo da função
/f e conjugando­a com /,/,..., até que a série de Taylor tenha a forma desejada.
Suponha que temos alcançado um estágio onde f/(z)=z+2""+b2""""+..., be0 e
1<r.

Se r> p, a conclusão desejada se verifica.
Então podemos supor 1<r <p.

Definamos g(z)=z+B2"*", onde p=—b, e conjugando /£, com g obtemos a
& ­ |função /£,, =g8ºf,ºg .

Podemos notar que /,,, e /, têm o mesmo número de pontos fixos na origem,

assim /,,, deve ser dada por f/, (e)=2z2+ X Az”.
m=

Usaremos o fato de que /,, ºog=go/, e expressaremos ambos os lados como
série de potência, trabalhando no módulo adição de funções que têm um zero de
ordem pelo menos p+r+2 na origem (alternativamente, adicionando a O(z"**2)
no fim de toda linha).
Com esta convenção temos
g(f(2))=(2+2" +b2""" +. )+Blz+2""+.) =

=z+B2"" +28" +[6+B(1+r)]2e*"" +... O
Sinlg(2)) =(2+B2"")+ DA (2+B2"")"

m=p+l

Sempre trabalhando com funções de ordem p+r+2 na origem, temos

z?* +B(1+ p)2º*"" = > A, (z+B2"")” = Az" +. +A gaz? + AB(p+DZ""",
map+l
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e disto vemos que 4,,=1, 4,,;=...= Ás. = Avira =0O.
Segue que /, é conjugada, próximo do zero, com finla)=2+2"" +O(22*"*), e
este é o passo indutivo geral.
Pode ser que a série de /,,, seja um polinômio de grau menor que 2p+2, e se
isto acontece a prova está completa.
Por outro lado, o argumento dado acima permanece válido quando r­ <p, e então
será válido se incluirmos o caso r = p—1, quando p+r+2=2p+l.
Deduzimos que f/ é conjugada a alguma aplicação z1> z+2z”" +O(z*"), que é
conjugada (pela aplicação z > Az) a uma função na forma da F.

Com este Teorema disponível, a existência de pétalas para
aplicações analíticas da forma f(z7)=z+az""+... segue imediatamente.
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2.5 ­ PONTOS FIXOS IRRACIONALMENTE INDIFERENTES

RC >C analítica.

R(0)=0 e R(0)=a, onde la|=1e a não é raiz da unidade.

TEOREMA: Sempre se pode encontrar uma mudança formal de coordenadas
que transforma R(z) em zr>az, bastando para isto resolver formalmente a
equação F(az)= R(F(z)), com F(0)=0 e F(0)=1.

PROVA: Provemos a existência de F indutivamente:
o o Í

Tomemos R(z)=az+>X az' e F(e)=z+X'cz' numa vizinhança do zero.
1=2 1=2

Então F(az)=az+ S c(az)' =az+ S caiz' e
R(F(2))= aF(z)+ Da,(F(z))

Temos a equação Y'(a'­a)'z'= Sa, (F)).
1=2 1=2

Suponhamos conhecidos os coeficientes do desenvolvimento em série de
potência de F(z) até ordem n­1.

R (0,56)
aca

onde R, é uma expressão algébrica envolvendo c,,...,c,, e os coeficientes da
expansão de R(z) em série de potência até ordem n.

Comparando os termos em 2” nos dois membros temos que c,=

oo

A sequência a" ­—­a possui 0 eC como ponto de acumulação, de modo que Dez
1d=2

pode não convergir.
O Teorema seguinte se deve a Siegel e Moser (não será provado), e dá uma
condição bastante ampla para a convergência:

TEOREMA: Suponha que existem é e c constantes positivas tais que a> 24 19
para todo p,q eZ. Então R(z2) é linearizável.
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CAPÍTULO 3

OS CONJUNTOS DE FATOU E JULIA

Para uma aplicação racional, a esfera de Riemann se divide em dois
conjuntos invariantes: Fatou e Julia. As iteradas são estáveis no conjunto de
Fatou, ao passo que sua ação no conjunto de Julia é caótica. Em geral, a
geometria do conjunto de Julia é linda, delicada e extremamente complicada.

3.1 ­ PROPRIEDADES E EXEMPLOS

(X,d): espaço métrico.
JT: família de aplicações de XY em X.

DEFINIÇÃO: Jé equicontínua em X se, dado e>0, existe um 5ô>0 tal que
d(x,,x,) <ô implica a( f(x), /,(x,)) <e para todo n etodo x,x, e X.

DEFINIÇÃO: U cC e 1/,1: família de funções meromorfas definidas em U com
valores em C. (/£,) é uma família normal se toda sequência (/£,) contém uma
subsequência (fi) que converge uniformemente em subconjuntos compactos de
U.

TEOREMA (Arzela­Ascoli): |
J= |SUSC| família de funções meromorfas é uma família normal

se e somente se é uma família equicontínua em subconjuntos compactos de U.

Famílias normais têm valores que não se distanciam após iterações.

Ah
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp “.. 12 13 14 15 16 17 18



DEFINIÇÃO: R:C — C: função racional não constante. O conjunto de Fatou de R,
F(R), é o subconjunto aberto maximal de C no qual [R,) é equicontínua. O
conjunto de Julia de R, J(R), é o seu complementar em C.

A existência desse subconjunto aberto maximal é garantida pelo
Teorema seguinte:

TEOREMA: J=[f:(X,d) >(X,d)): família de aplicações. Então existe um
subconjunto aberto maximal de XY no qual J é equicontínua. Em particular, se f =
d aplica (X,d) nele mesmo, então existe um subconjunto aberto maximal de X no
qual a família de iteradas (/,) é equicontínua.

Note que, por definição, F(R) é aberto e J(R) é compacto.

DEFINIÇÃO: Seja RC > C uma aplicação. E <C é completamente invariante se
R'(E)= E=R(E).

Se R for sobrejetora, para mostrar que E é completamente
invariante é suficiente mostrar que R'(E)= E, pois RÍR'(E))= R(E)= E.

PROPOSIÇÃO: Se RC > C é uma aplicação racional não constante, então R é
sobrejetora.

PROVA: Como R& é não constante, então R é aberta, pois é analítica.
Dai R(C) é um aberto de C.
Também R(C) é compacto, pois C é compacto e R é contínua.
Portanto C ­ R(C) é aberto em C.
Temos dois conjuntos abertos e disjuntos cuja união é C.
CT =R(E)(TC ­R(O))
Como C é conexo, um destes abertos é vazio.
Como R(T) = &, temos que T ­ R(T) = &, ou seja, RÍC)=C.

46
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Portanto R é sobrejetora.

TEOREMA: Seja RC>C uma aplicação racional não constante. Então o
conjunto de Fatou e o conjunto de Julia são completamente invariantes por R.

PROVA: Provando que F(R) é completamente invariante, já temos o resultado.
Como R é sobrejetora, é preciso provar somente que R"(E)= E.
Sejam 2, eER'(F) e w, = R(z,).
w, EF. Segue que, dados e>0, wefF, existe 8>0 tal que se d(w,w,) <ô, então
para todo n, d(R"(w), R"(w,)) <e, pela normalidade "dentro" de F.
Por continuidade, existe p > O tal que, se d(z,=,) <p, então d(R(z), w,) <ô, e então
d(R"(2), R"(2,)) <e.
Isto mostra que ÍR"UN> 1) é equicontínua em z, e, claramente, a adição de uma
função R não destrói este fato. Assim, ÍR":n> 1) é equicontínua em z,, e então,
em R(F).
Como R"(F) é aberto (F é aberto e R é contínua), deduzimos que R(F)cF.
Para provar a inclusão oposta, sejam z, eF, e w,=R(z,)).
Como z, eF, dado e>0, existe 6>0 tal que, para todo n, se d(z,2,) <ô, então
d(R"(z2), Rº(2,))<e.
O conjunto dos z satisfazendo d(z,2z,) <ô é uma vizinhança N de z, e então R(N)
é uma vizinhança aberta de w,, pois R é aberta.
Se weR(N), então w= R(z) para algum z e N, e então,

d(R"(w), R"(w,))=ad(R" (2), R(2,)) <e.
Isto mostra que w, eF, então FC R'(F).
Portanto Rº(F)=F e F é completamente invariante.

TEOREMA: O conjunto de Julia é não vazio.

PROVA: Suponhamos J(R)=0&.
Então F(R)=C e, portanto, (Rº) converge uniformemente (na métrica esférica)
para uma aplicação meromorfa S.
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Assim, OR" tende ao mesmo tempo para o grau de S e para o infinito.
Mas àS é finito.

Portanto J(R) x &.

Apresentamos agora o Teorema de Montel, que é fundamental para
provar que o conjunto de Julia é o fecho dos pontos periódicos repulsores.
Também o usaremos para provar que J(R) é um conjunto perfeito, portanto
incontável.

TEOREMA DE MONTEL:

J: família de funções meromorfas definidas num domínio U.
Suponha que existem a,6,c eC tais que U 5 S(U)mla,b,ck =D. Então J é uma
família normal em VU.

COROLÁRIO: Seja z eJ(R). Se U é uma vizinhança de z, então o conjunto
E, =C­UR(U) contém no máximo dois pontos. Tais pontos são chamados
pontos excepcionais.

PROVA: Suponhamos que existe U tal que XE, >3. Pelo Teorema de Monte,
(RU) é normal, e portanto, z e F(R), o que é uma contradição.

PROPOSIÇÃO: Se O'(z,) for uma órbita periódica (super)atratora, então
O*(z,) = F(R), e se O*(z,) for repulsora, então 0* (z,) < J(R).

PROVA: Seja n tal que R"(z,) = z,. Suponhamos (R) (25) =X1<l.
Se mostrarmos que existe D, disco aberto contendo z, tal que R(D)<s D, então
vir) (o) cD.
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Como (R) )=2<1, temos que existem A<A,<l e r>0 tais que
R"(2)­ R"(2,)| <A 2­2] <A <r, desde que |z­z|<r, pelo Teorema da
Desigualdade do Valor Médio, ou seja, R":D(z,,r) > D(z,.,r).
Agora suponhamos z eJ(R)m D(z,,r):
Então UR") (D) cobre C menos dois pontos e temos uma contradição, pois
R":D(z,,r) > D(z,,r).
Agora suponhamos |((Rº) (z,)>1 e z, eF.
Então existe uma vizinhança U de z, onde [R"|U) é normal.
Tomemos 7 eU.

Como ( R"|U) é normal, R"(z2)­ R"(2,)|<e para todo n e todo 2,2, eU.

PROPOSIÇÃO: Se int(J(R)) = O, então J(R)=T7.

PROVA: Seja U um domínio contido no interior de J(R).
Já que J(R) é invariante, temos J(R)> UR(U)=C —E. (E é o conjunto dos
pontos excepcionais).
Além disso, J(R) é fechado e E contém no máximo dois pontos.
Logo J(R)=C.

EXEMPLO DE LATTÉS:

Nosso objetivo é mostrar que para a aplicação racional

42(2? —1)
o conjunto de Julia é toda a esfera complexa: este exemplo foi dado por Lattês em
1918.

Sejam A,u eCtais que W/uegR e A o reticulado correspondente, isto
é, A=(mAX+nuim,nE£Z).

Um paralelogramo de período para A é qualquer paralelogramo
fechado da forma () = (z+sA+M:O<s<LO<r<1).
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Uma função não constante / é uma função elíptica para A se é
meromorfa em C, e se cada weA é um período de /, isto é,
Sfl0+w)=f(a),vz eT.

Também f(C)=C, pois como £ é elíptica, / tem pelo menos um
pólo z,. De fato:
Fixemos w, eC e definamos g:C> C por

)­
0 se z é pólo de ffg(z [y060=») se z não é pólo de f

g é elíptica, portanto g possui um pólo z,.
Como f(,)=w,, f(C)=C.

Nosso argumento está baseado nas propriedades da função elíptica de

Weirstrass, (9(z)==| : 1 .
27—­—,>|, onde Y"  denotao somatório com(­w)) w

elementos não nulos we.
£9 e sua derivada satisfazem certas identidades algébricas, e dentre

elas existe a fórmula da adição f922)= AR 216) onde R é a função racional
2 +(8,/2)º +28,2+(8,/4)

42º 8,28,
e g, e g, são quantidades conhecidas definidas em termos do reticulado A.

O espaço quociente C/A(que também é um grupo quociente) é
topologicamente um toro, e como todo elemento de A é um período de £:

dada por R(2z)=

vemos que £) induz uma aplicação 6), de C/A em C. Como C/A e C são



superfícies de Riemann compactas, So, é um recobrimento a N­folhas para
algum N, e considerando os pólos de £o . vemos que N =2.

Segue que para cada weC, existem exatamente duas soluções
(módulo A) de 6) (0)= weC.

z, = z, (MmÓdA) Se 2, —2, EA, OU Seja, 2, = 2, +MA+ AU.
A função toma os mesmos valores em pontos congruentes.

Seja o paralelogramo () com vértices a,a+A,a+un,a+A+u.
Incluindo parte da fronteira podemos representar cada classe de congruência por
exatamente um ponto em (), e então £o está completamente determinada por
seus valores em () .

A escolha de a é irrelevante, então escolhemos a de tal modo que
£o não tenha pólos em (O) .

Note também que &) é uma função par, isto é, (69(­z)= $9).
Como existem somente duas soluções z (módulo A) da equação

f9(2)= w, estas podem ser u e (k+u)­u.
Como 69 CIO­+ u)­uD= $S9(u), definimos uma aplicação

wI> (I(2u) de Cem C, que independe da escolha de u. Esta aplicação é
analítica, então será uma aplicação racional R. Vemos agora porque existe uma

fórmula do tipo H 69()= £9 (22).
CEC

o" Yo
CPC
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PROPOSIÇÃO: Seja S,(A)=2" w". Esta série converge para n>3.

PROVA: Mostremos que se »>2, então > w " converge.
A soma parcial para |W|<R pode ser decomposta numa soma para w no anel
para r, isto é, r­1<|w <r, e então uma soma para 1<r < R.

Em cada ane! o Namero de pontos de A tem a ordem de magnitude r.Então 7—— <<>>>77 que converge para n>2.fe |np]

a
2

Note que c, =0 se m é Ímpar.
*

Como S, = > w", temos a expansão
£9(2)==22 (2n +DS2(A )i= ­ 35,2º +5S 2*+..

Diferenciando $9 (2) nos dois lados temos que
BE)=e E 6S2+20S,2 +..
TEOREMA: Sejam g,(A)=60S5,(A) e g;(A)=140S;(A).
Então (55) =4 $­& fo

PROVA: Expandindo a função (p (2)= (656) ­ a(g9()) + g, fO(2)+g, na origem
e olhando para o termo polar e o termo constante, vemos que após os
cancelamentos eles resultam nulos, então temos que Q (2) é uma função elíptica
sem pólos e com um zero na origem, o que por Liouville nos dá uma função
constante igual a zero.
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Daí (55) =4 ­& £o=8
Agora selecionemos pontos distintos u e v para os quais o

assume diferentes valores e determinemos 4 e B tais que (O(u)=Ag9(wWw)+B e

fd)= A £9V)+B.
A função elíptica f(z2)= fI(2)­A 6&90(2)­B tem três pólos (módulo

A), então deve ter três zeros, pois a soma dos resíduos de uma função elíptica é
zero e os pólos e zeros de f/ são pólos simples de f//, que é também uma
função elíptica.

Por construção dois desses zeros devem ser u e v.

TEOREMA: Os zeros a,,...,a, e pólos ,,...,5, de uma função elíptica satisfazem

a,+..+a, =b,+...+b, (nóa A )
CG)[Osupor que não existem zeros nem pólos na fronteiradeO :

Integramos primeiro nos lados de a até a+2*, e de a+u até a+XA+u, que nos dá
um resultado da forma nu, neJZ.
O cálculo nos outros dois lados nos dará mA, meZ, o que resulta mA +nu, que é
um elemento de A.

Como consequência disto o outro zero de / deve ser ­(u+v), pois
os pólos de / somam zero (módulo A).

Como [1)+49900+B8]=0 =4 9900 ­s, f9060­s,
encontramos que £9(u), g9(v) e go([u+v]) são soluções da equação
(Az+B) =47" ­g2­ 8,

e então o (1) + £90U)+ o Clu+vD===2 1 5560­650)47 ):£o9 (4) Go)
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Fazendo u — v e usando o fato que ro é uma função par, obtemos
1 gm

Finalmente, diferenciando ambos os lados de

fd(2)' =4 f69(2) ­g, fo(2)­g, temos uma expressão para Sd(2), e as
substituições nos dão a fórmula da adição f9 22) = R(69(9)) onde

z*+ /2)º +28,2+(g8,/4)
47º­8,28, |

Agora, sejam D qualquer disco em C, U= 69 OD), e definamos
R(2)=

d (2)=22z.
Como U é aberto e 6"(U) é o conjunto U expandido por um fator

2", é claro que para n suficientemente grande, 4"”(U) contém um paralelogramo
de período () de 6).

Usando isto com a fórmula da adição, deduzimos que para este n,

R'(D)=R"(g9(0))­ S9RUI=C: isto implica que a função Rº "explode"
qualquer disco pequeno D na esfera toda.

Como D é arbitrário, a igualdade acima implica que a família (R"+
não é equicontínua em qualquer subconjunto aberto da esfera complexa, e então
J(R)=C.

Este argumento dá uma família de aplicações racionais cujo
conjunto de Julia é a esfera toda.

Sempre temos g; ­27g3 = 0, pois
2º +(8,/2) +28,2+(8,/4) — PC)

427º ­ 828 " O(z)
Res(P(2), O(2))=(gº ­2782) *­0, e qualquer par satisfazendo isto é realizado por
algum reticulado.

Particularizando, com A=1 e u=it, onde 1>O0, temos iA=AÀ e
então S(A)=S(iA)=i"S(A). Tomando n=6 vemos que g,=140S5,(A)=0 e
8, =60S,(A).

R(2)= uma função racional então
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(2 +a?)Para este reticulado, R(2)= 5428 a?)a) onde a? =&. Variando 1
teremos uma família de aplicações racionais cujo conjunto de Julia é toda a esfera
complexa.

Voltando ao caso geral temos a família

7º+(g8,/2)º +28,1+(g,/4)
42? EEE

R(2)= , com g3 ­27g3 ­0.

+)
Temos a aplicação z>126) quando tomamos a acima igual aZE —

Existem outros aspectos dinâmicos interessantes deste exemplo.
Para cada inteiro positivo &, denotamos o conjunto de pontos w/2",

weA, por 2* A, e observamos que se z e2"**A, então R($o0a)) = so CL z)=<
Isto mostra que a órbita inversa O(co) do infinito por R é

$o (U,2*A).
Como U,2*A é denso em C, sua ()­imagem é densa em C,e

então novamente encontramos que J(R)=C.

922) = R(go(o))mostra que se m=2"* —1, então
Rº (o (m))= so C' wIm)= o (Mm+)w/m)= fo (4 + w/Im)= So (um), e então os
pontos 49 (w/m) são pontos periódicos de R. Considerando todos w e todos &,
agora vemos que os pontos periódicos de R são densos em CC.

Finalmente veremos que J(R)=C considerando os pontos críticos
de R.

DEFINIÇÃO: z é um ponto crítico de uma aplicação racional R se R não é
injetiva em nenhuma vizinhança de z.

TEOREMA: Se todo ponto crítico de uma aplicação racional é pré­periódico,
então J(R)=C.
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Em geral, um ponto crítico de R é pré­periódico se não é periódico,
mas alguma imagem sua é.

2 +(8,/2)º +28,2+(8,/9)
47º 8278;

então tem seis pontos críticos c,,...,c., pois R (z) é de grau 6 e os pontos críticos
de R são as soluções de R(z)=O.

Mostraremos que cada c, é finito e que cada um deles é aplicado no
infinito (um ponto fixo de R) por R*: então cada c, é pré­periódico, e usando o
Teorema acima temos J(R)=C.

A aplicação racional R(z)= é de grau 4,

Encontraremos os pontos críticos de R:
Sejam E,=2/4, E,=n/4, E,=Q+u7)/4, E ,=Gr+up)/a, e,=Rxirup)/a e
E, =G1+247)/4, também n,=317/4, n,=34/4, n,=Ga+3u)/4, n,=QO+3u7)/A4,
ns = Ca+3u)/a e n.= Q+2u)/4.

Note que esses doze pontos são distintos.

Como &7 é pare n,+E, e, temos que

$9G,)= o, ­Q, +£,))= $9(E,)= O b,)
Disto e do fato que cada ponto de C tem exatamente duas pré­

imagens (módulo À) por 69, vemos que os seis valores 69 €|) são distintos.
Agora, g0(z)=­c se e somente se £)(2z)=co, isto é, se e somente se

zeA,etambém gi(=)=0 se e somente se = e2"A,mas z eg A.
Segue que falae O,0o, Fale;)a 0, e como

R (69 ())5ô(2)=2 £(2z), vemos que os seis valores 6 €) são os seis pontos
críticos de R. Como todos estes pontos são pré­periódicos, pelo Teorema acima,

=C.

O Teorema acima nos permite produzir outros exemplos de
aplicações cujo conjunto de Julia é toda a esfera complexa.

Aa

—2)*?
"Por exemplo, a aplicação R(z)= ed 7 ) tem pontos críticos 0 e 2, e

Z

como 2 —>0—co—>1—>1—­..., o Teorema acima implica que para esta função,
J(R) também é a esfera toda.

|

R é conjugada à aplicação z > 1— 2/z?
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Muitas funções na família 1—­ w/z*º têm esta mesma propriedade.
Terminaremos este exempio com uma caracterização das

aplicações racionais cujo Julia é a esfera toda. Este Teorema também não será
provado.

TEOREMA: Seja R uma aplicação racional. J(R)=C se e somente se existe
algum z cuja órbita ÍR"(2):;n > 1+ é densa na esfera complexa.

PROPOSIÇÃO: Se z eC — E, então o conjunto de Julia está contido no conjunto
dos pontos de acumulação da órbita negativa de z, isto é, Jcípontos de
acumulação de | JR"(2)). :

n20

Conseqúuentemente, se z e J(R), então J = U R"(2).
no

PROVA: Sejam zeC­FE, weJ(R) e UcJ(R) uma vizinhança de w
suficientemente pequena.
Assim U R"(U) cobre C —(dois pontos).

no

Como z eC — E, temos que existe »n tal que z e R"(U). Então existe u eU tal
que u=R”'"(z).

Assim, Un R"(z0)=O, e portanto w é ponto de acumulação de UR" ).
(vnYRT()­[))=0).
Suponhamos z eJ(R). Como J(R) é invariante, segue que UR"(2) e J(R), o que
completa a prova.

TEOREMA: J(R) é um conjunto perfeito.

Para provar este Teorema precisamos de um Lema:

LEMA: Se a e J(R), então existe é e J(R) tal que a =O*(b), mas b «O'(a).
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PROVA: Se a não é ponto periódico, então bé pode ser qualquer imagem inversa
de a.

R"(a)*=a, vneZ' e aeJ(R) implica que existe 5 eJ(R) tal que R(b)=a. Daí,
a eO*(b)
beO'(a) implica que existe neZ' tal que b=R'(a), que nos dá
R(b)= R"'(a)=a, o que é absurdo, pois a não é ponto periódico. Portanto
b eO*(a).
Suponhamos agora a ponto periódico de período n e consideremos S=R' e à
equação S(z)=a.
Se a é a única solução desta equação, podemos conjugar S com um polinômio
P(z), pois o ponto z =co é um ponto fixo cuja única imagem inversa é z =, e este
ponto para um polinômio é sempre um ponto fixo super­atrator, e como corolário
do Teorema das órbitas, o conjunto de Julia de um polinômio está contido em C.
Como Up"(C)=C, vemos que z =co é um ponto excepcional.
Voltando à nossa conjugada, temos que como % efF(p), então a eF(S), o que
contraria nossa suposição. Consequentemente, outra solução é para S(z)=a
existe e à &O'*(a), porque a é a única solução para S(z)=a em O*(a).

PROVA DO TEOREMA: Dado aeJ(R), provaremos que a é um ponto de
acumulação de J(R): seja U uma vizinhança de a.
Escolha 6 como no Lema (a eO*(b) mas 6 «O*(a)).
beJ(R), beE e existe k& <Z* tal que b eR*(U).
Seja c eU tal que R*(c) =".
Então c*a, porque ô €O*(a), e c eJ(R), pois J(R*) = J(R) é invariante.

Até aqui temos que uma aplicação racional R é linearizável numa
vizinhança de pontos fixos atratores e repulsores. Próximo de um ponto fixo
indiferente E, R é ou não linearizável, dependendo somente de onde está é: em
F(R) ou J(R). O Teorema seguinte nos esclarece um pouco mais:

TEOREMA: Seja E um ponto fixo indiferente de uma aplicação racional R. Então
R é linearizável se, e somente se, é está em F(R).

58
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PROVA: (>)
Suponhamos R&R linearizável numa vizinhança de um ponto fixo indiferente £ .
Então go Rog"' =S, onde S é uma rotação euclidiana ao redor de E, g fixa E e é
analítica nessa vizinhança. Para cada disco D centrado em é suficientemente
pequeno, S(D) = D, então R aplica g'(D) nele mesmo.
Deduzimos que (R") é normal em g”(D), e então é está em F(R).
(=)
Suponhamos & e F(R) e provemos que R é linearizável numa vizinhança de E .
Suponhamos também &=0, e então existe uma vizinhança da origem na qual
(R") é equicontínua, e disto vemos que existe alguma vizinhança N da origem na
qual, para todo »n,

R'(z)| =|R"(z)— R"(o)| <!
Agora escrevemos a = R(0), então la|=1, e para n >1, definimos as funções 7, por

2+(R(2)/a)+..HR (2)/a")T(2)=

Note que, como Ja|=1 e (R*)(0) = a", temos T'(0)=1 e IT(z)|<1 em x.
As funções 7; satisfazemn

(n/a)T.(R(2)) +2 = (n+1)T, (2) =nT.(2) + Rº(2)/0",

e usando isto, la|=1 e |R(z)|<1, vemos que T(R(2))­aT(z0)>0 uniformemente
em N quando nc.

Depois, [7,(z)| < 1 implica que (7,] é normal em q, e segue que quando nc em
alguma sequência de inteiros, 7, converge local e uniformemente em N para
alguma função analítica g que satisfaz

g(R(z))= aR(z),
pois T.(R(z))­aT.(z) > O uniformemente em N quando n —> co.
Como 7;(0) =1, também temos g(0) =1, então g é não constante.
Portanto R é linearizável.
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EXEMPLO DE CREMER: Exemplo de ponto fixo irracionalmente indiferente que
não satisfaz o Teorema de Siegel e não é linearizável. Portanto este ponto está no
conjunto de Julia.

|

P(z)=22+...+2º, 21 =02"", dz2 ev ­1|< (1/n)” para infinitos neN.
P tem um ponto periódico em qualquer vizinhança do zero:
Note que P"(z)­z =0 tem a forma 2” +...+(N' ­1)z=0.
z=0 é uma raiz desta equação.
Sejam &,,...,é,,,, as Outras raízes.
Temos por Girardi que [E |­...]é..,|=|X" 1].

Seja mamilonéTemos nm” vs(1/n)º“para infinitos n eN.
Então existem infinitos pontos periódicos convergindo para a origem.

função q(n) tal que ol* O quando n — o.
Vamos provar que existem números 4 que satisfazem a desigualdade acima.

1d"Note que |x" —1|
escolho *% para que exista escolha de nm,m,.­>%, mM<mMm<. e

n 1a"nº | < o(n,).
nv 1 = er — 1| = e"—e ""|== 2|sen nna|

<(1/n), 1/n pode ser substituído por qualquer

<o(n) com o(n)—>0 não tem solução para todo 24, então

Das frações contínuas temos que la — Pp; la <

e p,/q, eQ são as convergências de a, 2

Também temos la — p, /q,| < > pois p,/q, são as convergências de a.
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Precisamos do fato que 2x<senmo<nxs< Eh quando |x|< 1 para que
N­ 1 = 2|sen nma| = 2 sen(7noPt + pn) = 2/sen nína pj) = 2sen(nino ­7)
e 4lno — p;| <|X' 18 1 na ­p,| = Tna ­ p; /n.
Se n=q,, então x' 1 <7q,ja—p;/a,|<

9,41

Var 1 q Vo 1
Portanto, |X 1 <—— —— e —— — 1 quando n > c.1d" a. Vá"

: joq, j

7 Va") — 0.[223Precisamos então que |
;

va"Tomando n=n,, precisamos que (a) — co Se n,­— >.

”Se, por exemplo, (a) 7 =n,, temos
Va" qUa” " qU/4"

< =

Po Va dd
n hn o,

Va"

= 9(n,), com e(n,)J=>o se n, >.nº 1
da"Mas (aja) =n, siginifica TA loga, = logn, Da, =n,

Precisamos então tomar a com expansão em frações contínuas
1 a

PENTAa = [09,0,02,..,07,Aj11. Jagt—2—— eq, =(q,) , onde p,/q, é o j­ésimo
a, +

a, +.

convergente de a (a está definido por recorrência). Portanto 24 não satisfaz o
Teorema de Siegel.

TEOREMA: Se 0R >2, então todo ponto periódico racionalmente indiferente de R
está em J(R).

PROVA: é é um ponto periódico de período m racionalmente indiferente se
R"(t)=&t e (R")'(£) é alguma raiz da unidade.
Suponhamos primeiro que é é um ponto fixo de R racionalmente indiferente.
Por conjugação podemos supor E = 0.
Então R(z)=az+bz'+.. numa vizinhança do O, onde b=­0, r>2 e aí =1 para
algum inteiro positivo £.
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Escrevendo S = R*, temos que S(z)=z+c2"+... para algum p>2, onde c=0(S
não pode ser a aplicação identidade a menos que ôR=1).
Por indução, S"(z)=z+ncz?+..., e então (s")”(o) — co quando n — co.
Isto significa que (s") não pode ser normal em qualquer vizinhança da origem
(caso contrário alguma sequência de S" deveria convergir para alguma q analítica
com (o) =0e (0) = co),consequentemente (R") não é normal próximo do 0),
então a origem está em J(R).
Finalmente, se é é um ponto periódico de período m racionalmente indiferente, o
mesmo argumento mostra que £ está em J(R”), e então em J(R).
Note que se ôR = 1, então todo ciclo indiferente está em F(R).
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CONCLUSÃO

Com toda esta teoria podemos concluir que:

i) Se o ponto fixo é (super) atrator, ele está no conjunto de Fatou;
ii) Se é repulsor, está no conjunto de Julia;
ili) Se é racionalmente indiferente, também está no conjunto de Julia;
iv) Se é irracionalmente indiferente e satisfaz as condições do Teorema de Siegel,
está no conjunto de Fatou, e se não satisfaz, pode estar no conjunto de Julia
(Exemplo de Cremer) ou não...
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