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Information is the resolution of uncertainty.
Claude Shannon



Resumo
O descarte incorreto de resíduos promove e/ou intensifica diversos problemas ambientais, tais
como a eutrofização e a contaminação de recursos hídricos. Para reduzir os impactos destes
e outros problemas de cunho ambiental, a biorremediação de efluentes por microalgas é uma
biotecnologia sustentável frequentemente empregada com a finalidade de auxiliar na remoção
de nutrientes, na redução da carga orgânica de um efluente e na absorção de metais pesados.
Com o intuito de obter informações sobre o bioprocesso em análise, propõe-se aqui um modelo
matemático, que consiste em um Sistema de Equações Diferenciais Ordinárias Estocásticas,
para descrever a dinâmica da biorremediação de efluentes domésticos por microalgas. Também
foi formulado um modelo matemático para determinar a razão nitrogênio/fósforo inicial ótima
para maximizar a remoção de fósforo associada à biorremediação do efluente. Além disto, foi
proposto um procedimento para estimar os parâmetros do modelo desenvolvido utilizando um
conjunto de dados referente à biorremediação de um efluente doméstico contaminado com fár-
macos, sob a ação da microalga Chlorella sorokiniana em modo de condução batelada. Análises
matemática-estatísticas e simulações numéricas do modelo matemático proposto neste trabalho,
implementado com os valores dos parâmetros estimados, evidenciaram o potencial das metodo-
logias desenvolvidas nesta pesquisa para a descrição da biorremediação de efluentes domésticos
contaminados com fármacos, auxiliando nas tomadas de decisão acerca do planejamento, da
predição de cenários, da otimização e do controle do bioprocesso.

Palavras-chave: Bioremediação; Chlorella sorokiniana; Sistema de Equações Diferenciais Ordi-
nárias Estocásticas; Estimação de Parâmetros; Análise de Estabilidade.



Abstract
The improper discharge of residuals leads and/or intensifies several environmental problems,
such as eutrophication and water sources contamination. To reduce the impacts of these and other
environmental problems, bioremediation of effluents via microalgae is a sustainable biotech-
nology frequently employed to assist in the recovery of nutrients, the decreasing of organic
load in water resources and the absorption of heavy metals. In order to provide insights with
respect to this bioprocess, here it is proposed a mathematical model, consisted of a System of
Stochastic Ordinary Differential Equations, that describes the dynamics of bioremediation of
a domestic effluent via microalgae. It was also proposed a mathematical model to determine
the optimal initial nitrogen/phosphorus ratio to maximize phosphorus removal associated with
bioremediation of domestic wastewater. Moreover, it was proposed a procedure to estimate the
parameters values of the proposed model from a data set concerning the bioremediation of
domestic effluents contaminated with pharmaceuticals, mediated by Chlorella sorokiniana and
carried out in batch mode. Mathematical-statistical analyses and numerical simulations of the
proposed model, implemented with the estimated parameters values, highlighted the potential
of the developed methodologies here to describe the bioremediation of domestic effluent con-
taminated with pharmaceuticals, assisting in the decision-making process in regards to planning,
prediction of scenarios, optimization and control of the bioprocess.

Keywords: Bioremediation; Chlorella sorokiniana; System of Stochastic Ordinary Differential
Equations; Parameter Estimation; Stability Analysis.
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1 Introdução

A necessidade de frear os efeitos causados pela poluição é iminente. Para amenizar a
intensidade de problemas como o aumento da temperatura global, a intoxicação de solos, a
eutrofização e contaminação de corpos d’água com fármacos, a emissão de gases e partículas
tóxicas no ar e a formação de ilhas de calor em centros urbanos, diversas biotecnologias podem
ser empregadas, por exemplo, os bioprocessos para tratamento de resíduos (MOAL et al., 2019;
ROMÃO et al., 2014; ZOUBOULIS; MOUSSAS, 2011).

Os resíduos gerados por indústrias alimentícias, têxteis, química, farmacêutica, de pro-
cessamentos vegetal e animal, e outras, são formados por componentes orgânicos e minerais,
os quais podem ser utilizados como fonte de energia por diversas culturas microbiológicas, tais
como as culturas de bactérias e microalgas (SULEIMAN et al., 2020). Deste modo, o processo
de biorremediação, que pode ser caracterizado pelo uso de agentes microbiológicos para pro-
mover a diminuição da carga orgânica e a diminuição da toxicidade no meio ambiente, é uma
metodologia barata, não invasiva, ecológica e sustentável, que ganha notoriedade pelas suas
aplicações na recuperação de áreas contaminadas e poluídas (SLOMPO et al., 2020; DZIONEK;
WOJCIESZYDSKA; GUZIK, 2016).

Há uma grande variedade de micro e macroalgas que podem ser utilizadas como or-
ganismos biorremediadores e as aplicações biotecnológicas destes seres autótrofos, além da
biorremediação, são vastas, a saber, produção de gomas, óleos, gelatinas e corantes, alimentação
humana e animal, na recuperação de fósforo e nitrogênio em recursos hídricos e geração de biohi-
drogênio, etc. É importante ressaltar que, para que a aplicação de uma população de algas seja
realizada de forma eficiente em um bioprocesso, o planejamento da produção e o delineamento
de estratégias de controle e otimização devem ser feitos à priori (KRUSE; HANKAMER, 2010;
EKER; SARP, 2017; HANNEMANN et al., 2007; GURUBEL et al., 2019; CHEW et al., 2017).

Em se tratando especificamente da utilização de microalgas, é essencial que o biorreator
em que os fotobioprocessos são carreados seja dimensionado no sentido de haver o melhor
aproveitamento de luz possível. Além disto, é necessário monitorar os fluxos de entrada e saída
no reator, as concentrações de sais, demandas química e bioquímica de oxigênio (DQO e DBO),
taxas de remoção de metais pesados, pH e outras características físico-químicas, que influenciam
direta ou indiretamente o crescimento algal (SULEIMAN et al., 2020; DAS; VEZIROǧLU,
2001; DORAN, 2013; KOSOUROV et al., 2002). Portanto, para biorremediar um efluente e,
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consequentemente, produzir biohidrogênio, é imprescindível que seja proposta uma ferramenta
de planejamento e controle deste sistema complexo.

Para descrever fenômenos que envolvem seres vivos e processos mediados por eles
é importante formular expressões que considerem a dinâmica biológica em escala temporal.
Os modelos propostos, como nos trabalhos de Teles (2019), Silva e Bortoli (2018), Eze et al.
(2018), Ardabili et al. (2018), Cardoso et al. (2014), Lee, Jalalizadeh e Zhang (2015) e Nasr et al.
(2013), geralmente são baseados nos balanços material e energético dos biorreatores nos quais
os microrganismos atuam sob os substratos para a geração de produtos. A modelagem baseada
em balanços considera que o sistema em estudo é um ambiente livre de efeitos aleatórios, isto é,
este tipo de modelagem não considera que possam haver efeitos, mesmo que muito pequenos, de
variáveis ambientais na variação dos componentes do bioprocesso.

Neste sentido, o presente trabalho visa modelar a biorremediação de águas residuárias
e a remoção de fósforo por uma população de microalgas, utilizando ferramentas matemáticas,
estatísticas e computacionais, considerando a existência de efeitos ambientais aleatórios na
dinâmica dos bioprocessos (KIM et al., 2020; ZHAO; YUAN; WANG, 2020). Desta forma, esta
pesquisa tem potencial para auxiliar na tomada de decisões acerca do planejamento e controle
do bioprocesso integrado biorremediação/produção de biohidrogênio por microalgas, uma vez
que os resultados deste bioprocesso têm grande impacto ambiental e econômico, promovendo a
utilização de uma fonte de energia limpa e renovável, tratando resíduos a baixo custo, reduzindo
toxicidade de efluentes e garantindo a diminuição nos níveis de emissão de gases estufa.

Este trabalho está organizado em sete capítulos. No Capítulo 2 são apresentados conceitos
de biorremediação e produção de biohidrogênio por microalgas; no Capítulo 3 é proposto um
modelo matemático para descrever o crescimento algal em um fotobiorreator para biorremediação
de efluentes orgânicos e a dinâmica do sistema é analisada com o intuito de validar o modelo. No
Capítulo 4 são apresentadas as metodologias empregadas para o tratamento e a análise dos dados
experimentais a serem utilizados para a estimação dos parâmetros do modelo, cuja descrição e
resultados são apresentados no Capítulo 5. No Capítulo 6 é proposto um modelo matemático para
maximizar a taxa de remoção de fósforo no biorreator, restrito à dinâmica do bioprocesso descrita
pelo modelo validado no Capítulo 3. Por fim, no Capítulo 7 são apresentadas as conclusões.
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2 Fundamentos de Biorremediação e
Produção de Biohidrogênio

Este capítulo aborda os princípios dos bioprocessos de biorremediação e produção de
biohidrogênio, que são duas aplicações biotecnológicas que podem ser mediadas pela ação de
microalgas. Os conceitos biológicos apresentados aqui são de extrema importância para o conhe-
cimento do problema tratado nesta tese e, consequentemente, exercem um papel fundamental na
modelagem matemática e na interpretação dos resultados obtidos.

2.1 Princípios de Biorremediação

À medida que ocorre o avanço industrial em diversos setores, o número de diferentes
poluentes em recursos hídricos também aumenta e, por conseguinte, as propriedades físico-
químicas das águas em que há o despejo de efluentes industriais são alteradas, acarretando em
diversos problemas ecológicos. A mudança das propriedades nutricionais de um recurso hídrico
devido ao aumento de certos nutrientes, como fósforo (P), nitrogênio (N) e carbono (C) é definida
por Richmond (2008) como eutrofização.

A eutrofização ocorre naturalmente, principalmente quando uma fonte de água rica em
nutrientes deságua em outra com menor abundância de certos minerais ou compostos orgânicos.
Os efeitos principais da eutrofização nomeio ambiente são consequências do aumento da atividade
fotossintética devido à disponibilidade alta de recursos nutricionais. Todavia, as atividades
humanas são responsáveis pelo grande aumento nas taxas de eutrofização em recursos hídricos,
o que pode ser denominado de eutrofização antropogênica, e seus impactos na natureza são
diversos, como a acidificação de águas, o aumento de produção de toxinas por organismos foto e
quimiossintetizantes, diminuição dos níveis de oxigênio dissolvido e mortalidade de espécies
aquáticas endêmicas (VINçON-LEITE; CASENAVE, 2019; MOAL et al., 2019; EZE et al., 2018;
YAO et al., 2018; MOTA; SPERLING, 2009).

Alguns efluentes, como esgotos domésticos, são ricos em compostos nitrogenados, fos-
forados e resíduos orgânicos, além de traços de metais pesados e de xenobióticos (substâncias
estranhas àquele ambiente), como fármacos, que representam uma importante fonte de conta-
minação dos recursos hídricos, pois podem promover o aumento da resistência aos antibióticos
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por determinados grupos de bactérias, podem ser biomagnificados em diferentes níveis tróficos,
devido à cadeia alimentar, induzir a sexagem de peixes masculinos para femininos, entre outras
consequências negativas para as saúdes humana e ambiental (SLOMPO et al., 2020; XIONG;
KURADE; JEON, 2018; SHAABAN et al., 2018; DZIONEK; WOJCIESZYDSKA; GUZIK,
2016).

Estes e outros problemas ecológicos originados pelo descarte incorreto de resíduos
agroindustriais podem ser evitados quando efluentes ricos emmatéria orgânica e recursos minerais
são previamente tratados. Existe uma gama de metodologias que podem ser empregadas para
realizar o tratamento de águas residuárias e permitir que o efluente seja descartado no meio
ambiente com menores impactos ecológicos. Dentre as técnicas difundidas para o tratamento de
efluentes, os bioprocessos têm se destacado por sua versatilidade em processar diferentes tipos de
resíduos, pela variabilidade de espécies que podem ser utilizadas como catalisadores das reações
químicas, por seu baixo custo operacional, pois são carreados, em sua maioria, em condições
naturais de temperatura e pressão (CNTP) (SCHMIDELL et al., 2001; DORAN, 2013), além
da possibilidade de gerar subprodutos de interesse comercial, como biocombustíveis, gomas,
pigmentos, biomassa e água tratada (SULEIMAN et al., 2020; EKER; SARP, 2017; DZIONEK;
WOJCIESZYDSKA; GUZIK, 2016; LEE; JALALIZADEH; ZHANG, 2015; SIVAKUMAR et
al., 2012).

Entre os organismos catalisadores de bioprocessos para o tratamento de resíduos, as micro
e macroalgas se destacam pela sua diversidade e grande contribuição em converter resíduos orgâ-
nicos em compostos de alto valor agregado, como biodiesel (MATHIMANI; PUGAZHENDHI,
2019), lipídios (KWAK et al., 2016), gomas (FERNANDO et al., 2019), pigmentos (ARASHIRO
et al., 2020), hidrogênio (KRUSE; HANKAMER, 2010), metano (ZHANG et al., 2020), compos-
tos biofármacos (RAHMATI; ALIPANAHI; MOZAFARI, 2019) e outras substâncias. Algumas
espécies também podem ser utilizadas como fonte de alimentação humana e animal (CHEW et
al., 2017), contudo, as aplicações exploradas neste trabalho são a biorremediação de efluentes e a
produção de biohidrogênio.

Segundo Shah e Shah (2020) e Zouboulis e Moussas (2011), biorremediação pode ser
definida como um processo que emprega organismos vivos, em sua maioria microrganismos,
visando a degradação de poluentes e sua conversão em substâncias com nenhuma toxicidade ou
toxicidade reduzida quando comparada ao estado de poluição inicial. Xia et al. (2019) afirmam
ainda que as técnicas de biorremediação são vantajosas por causarem pequenas perturbações no
solo e na água, terem baixo custo de implementação e serem de simples operação.

Enquanto organismos biorremediadores, as microalgas são capazes de diminuir a carga
orgânica de um efluente, atuar na recuperação de fósforo e nitrogênio por meio de sua assimila-
ção (SULEIMAN et al., 2020), absorver íons de metais pesados em seus tecidos (biossorção),
armazená-los (bioacumulação) (SHAH; SHAH, 2020), transformá-los em compostos de menor
toxicidade (XIA et al., 2019), além de possuírem potencial para remover patógenos presentes
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na fração líquida do efluente (SLOMPO et al., 2020; SILVA et al., 2019). Diversos grupos de
algas também mostraram possuir potencial floculador, coagulador e sedimentador (GODOS et
al., 2011), características desejáveis para o tratamento biológico de águas residuárias.

Suleiman et al. (2020), Slompo et al. (2020) e Xiong, Kurade e Jeon (2018) destacam
a aplicabilidade de populações de microalgas na biorremediação de recursos hídricos, especi-
almente pela habilidade deste grupo de organismos em remover fósforo, nitrogênio e fármacos
solubilizados em um efluente. De acordo com Villar-Navarro et al. (2018) e Larsen et al. (2019),
os fármacos que são administrados pelos seres humanos possuem dosagens muito baixas e,
quando dissolvidos em sistemas hídricos, tal dosagem se reduz para a escala de µg L−1 ou ng L−1,
o que ainda é capaz de alterar a qualidade da água e de provocar efeitos nocivos aos ecossistemas
aquáticos, caracterizando estas substâncias como potenciais geradores de risco ecotoxicológico.

Várias algas podem ser utilizadas como ferramenta para a remoção de fármacos. Wilt
et al. (2016) afirmam que a microalga Chlorella sorokiniana consegue remover de 40% a 60%
de diclofenaco, 100% de ibuprofeno, 100% de paracetamol, 100% de metoprolol, 30% de
carbamazepina e 40% de trimetoprima de águas negras, urina e urina sintética. Outras algas, como
a Chlorella pyrenoidosa e a Chlorella reinhardtii, conseguem remover até 77% de amoxicilina,
87% de progesterona e 100% de testosterona de águas residuárias, enquanto que, segundo Villar-
Navarro et al. (2018), um consórcio de microalgas verdes de água doce consegue remover em
média 63% de antibióticos e quantidades significativas de bloqueadores de histamina e diuréticos.

Conforme Silva et al. (2019), os principais mecanismos de remoção de fármacos de um
sistema aquático são biossorção, biodegradação, fotodegradação, bioacumulação e biotransforma-
ção. A biossorção pode ser caracterizada como a interação física ou química entre uma superfície
sólida, bioadsorvente (biomassa algal), e com alguma substância, adsorvato (fármacos). Esta
interação promove a remoção de poluentes via formação de quelatos, transporte via membrana
celular, microprecipitação, troca iônica e outros mecanismos (KYZAS et al., 2018).

Por sua vez, a biodegradação é um conjunto de reações que permite a oxidação de
espécies químicas complexas por enzimas ou microrganismos, produzindo compostos de menor
ou nenhuma toxicidade. Quanto a oxidação destas espécies químicas, por exemplo, os fármacos, é
catalisada pela luz, seja natural ou artificial, este processo é denominado de fotodegração (YANG;
LI; LI, 2020; WEI; LI; LU, 2020).

Muitas substâncias que são descartadas em efluentes também podem ser encontradas em
tecidos de algas. Chojnacka (2010) afirma que certos poluentes se ligam à membrana celular de
um microrganismo biorremediador (biossorção) e, por transporte ativo, as moléculas do adsor-
vato adentram o citoplasma, podendo ser armazenadas no meio intracelular, o que caracteriza a
bioacumulação. Além disto, as microalgas, como diversos outros seres vivos, possuem a enzima
citocromo P450, que é responsável por catalisar processos de biotransformação, como detoxifica-
ção, assimilação de fontes de carbono, biossíntese de hormônios e de componentes estruturais
celulares e, ainda, atuar na degradação de xenobióticos (WILT et al., 2016; HANNEMANN et
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al., 2007).

Outras espécies químicas que são metabolizadas pelas microalgas são o nitrogênio e
fósforo, que podem ser removidos do efluente em culturas autro, hétero e mixotróficas (KIM et
al., 2013). Nitrogênio e fósforo exercem papel fundamental na constituição de diversas biomo-
léculas, como as bases nitrogenadas, aminoácidos, ácidos desoxirribonucleico e ribonucleico,
fosfolipídios, adenosina trifosfato, adenosina difosfato, e, por conseguinte, são essenciais para
a manutenção da homeostase e para a promoção do crescimento celular (SCHMIDELL et al.,
2001).

Variados níveis de oxidação de fósforo e nitrogênio, como fosfato (PO4
3– ), fósforo inor-

gânico (Pi), nitrato (NO3
– ), nitrito (NO2

– ), amônia (NH3), amônio (NH4
+) e nitrogênio total

Kjeldahl (NTK), são amplamente utilizados em inúmeras reações do metabolismo basal algal
(SULEIMAN et al., 2020; LEE; JALALIZADEH; ZHANG, 2015; YAO et al., 2018; SHAABAN
et al., 2018). Como consequência desta característica, as microalgas representam uma alternativa
barata e eficiente para remover nitrogênio e fósforo dos efluentes e utilizar tais nutrientes em
diversas atividades metabólicas destinadas ao crescimento e à reprodução, caracterizando estas
substâncias como substratos instrínsecos para o crescimento celular (ARASHIRO et al., 2020;
ASLAN; KAPDAN, 2006).

Outra variável importante no cenário da biorremediação é a concentração de oxigênio
dissolvido no reator. Um aumento na concentração de oxigênio pode provocar a inibição de
algumas atividades enzimáticas das microalgas, como as atividades da [Fe]-[Fe]-hidrogenase
(hidrogenase dependente de ferro), além de que, juntamente com o aumento do pH, pode promover
a precipitação de fósforo (LIRAN et al., 2016; MOTA; SPERLING, 2009; RICHMOND, 2008).

Segundo Schmidell et al. (2001), as moléculas de oxigênio (O2) saem da bolha de ar em
direção às células dos microrganismos no meio de cultivo do reator, atravessando a película do
gás estagnada, permeando a interface gás-líquido. O O2 é difundido no líquido e suas moléculas
se movimentam aleatoriamente (movimento Browniano) até atingir a película da membrana
celular, na qual adentra no meio intracelular e pode ser utilizado em diversas vias metabólicas. A
taxa de transferência de O2 pode ser descrita pela Equação (2.1):

nO2 = kLa(KO −O), (2.1)

em que kL é o coeficiente de transferência de massa de O2 na película líquida estagnada entre
a bolha de ar e o seio da solução, a é a área específica de transferência de massa, KO é a
concentração de saturação de O2 dissolvido no meio e O é a concentração de oxigênio no seio
da solução em um determinado momento de tempo t. A inclusão da taxa de transferência de
oxigênio na contabilização da variação total deste gás no sistema é de extrema importância para
predizer o comportamento do crescimento algal e da atividade fotossintética.

Diversos outros fatores podem afetar a atividade biorremediadora das algas, como pH,
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temperatura, presença de competidores, patógenos, inibição por fármacos e demais características
físico-químicas do efluente a ser tratado. De um modo geral, as algas consomem gás carbônico
(CO2), nitrogênio (N), fósforo (P), fármacos e outros compostos e geram, como principais
produtos, gás oxigênio (O2), gás hidrogênio (H2), água (H2O), carboidratos e lipídios. Este
processo pode ser ilustrado na Figura 1.

Figura 1 – Representação esquemática da atividade de uma célula algal: consumo de nutrientes,
como N, P, CO2, remoção de fármacos e geração de carboidratos, lipídios, oxigênio
(O2) e hidrogênio (H2). Figura criada em BioRender.com.

Visto que várias variáveis influenciam intensificando ou retardando os efeitos da biorre-
mediação, é preciso então estabelecer estratégias de controle do bioprocesso, de modo a evitar
situações indesejáveis ou de baixo rendimento. Para isto, propõe-se neste trabalho um modelo
matemático que possa assistir o planejamento e o processo de tomadas de decisão acerca dos
bioprocessos envolvidos no tratamento de resíduos orgânicos, em específico, a biorremediação
por microalgas, como descrito no Capítulo 3.

2.2 Produção de Biohidrogênio por Microalgas

Segundo Chew et al. (2017), a biomassa algal pode ser convertida em uma variedade
de recursos energéticos, como singás, bio-óleo, eletricidade e carvão, por meio da conversão
termoquímica; biogás, bioetanol e biohidrogênio, que são produtos de processos bioquímicos ou
fermentativos; biodiesel, obtido por transesterificação; e bioeletricidade, gerada por células de
combustíveis fotossintéticas e, neste trabalho, enfoca-se o potencial das algas para produção de
biohidrogênio.
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O biohidrogênio é uma fonte de energia renovável, limpa e sustentável, que pode ser
obtida em processos fermentativos, fotofermentativos e fotossintéticos. Este combustível, ao ser
queimado, libera grandes quantidades de calor (142 kJ g−1) e, quando comparado aos combustíveis
baseados em carbono (por exemplo, gasolina, etanol e metano), é o que possui a maior densidade
energética. Ainda falando sobre sua combustão, esta gera apenas vapor d’água, o que caracteriza
este biocombustível como uma fonte limpa de energia (BALACHANDAR et al., 2019; KHAN et
al., 2018; NICOLETTI et al., 2015; ROMÃO et al., 2014).

Seu potencial energético pode ser explorado em diversos setores da indústria e, atualmente,
as aplicações mais notáveis são direcionadas para o automobilismo, substituindo os sistemas
de combustão de compostos de carbono por células de hidrogênio (FARAHANI et al., 2019;
POLLET; KOCHA; STAFFELL, 2019). Este combustível é de fácil transporte e armazenamento,
devido as suas propriedades físico-químicas, alta compreesibilidade e baixa densidade, já que
as moléculas de biohidrogênio são constituídas apenas de átomos de hidrogênio (H), o qual
é o elemento químico de menor número atômico conhecido e o mais abundante no universo
(NICOLETTI et al., 2015; CARDOSO et al., 2014).

O biohidrogênio pode ser produzido em condições aeróbicas e anaeróbicas, porém, seus
maiores rendimentos se dão após curtos períodos de anóxia ou baixa oxigenação, já que o gás
oxigênio inibe as enzimas catalisadoras do processo hidrogenogênico (YACOBY et al., 2011;
SONG et al., 2011; KOSOUROV et al., 2002). Segundo Das e Veziroǧlu (2001), as microalgas,
inclusive aquelas dotadas de clorofila-a (Chla), como a Chlorella sorokiniana, possuem fotos-
sistemas similares aos das plantas e metabolizam a luz solar em duas etapas: no fotossistema II
(PSII), as moléculas de água são fotolisadas, gerando O2 e cátions (H+), enquanto que no PSI,
CO2 é reduzido e H2 formado, com auxílio da enzima hidrogenase.

A transformação de uma molécula de água em biohidrogênio por meio da ação de
hidrogenases é descrito pela reação química a seguir (DAS; VEZIROǧLU, 2001):

BF : H2O→ PS II→ PS I→ Fd→ Hidrogenase→ H2, (2.2)

denominada de biofotólise direta (BF), a qual ocorre em baixas concentrações de O2. Na Reação
(2.2), os elétrons livres resultantes das atividades de PSI e PSII são carreados pela enzima
ferrodoxina (Fd) que, quando oxidada pela hidrogenase, forma o biohidrogênio (YACOBY et al.,
2011).

Chandra e Venkata Mohan (2011) relatam que um aumento na concentração de Chla
provoca um crescimento na taxa de produção de biohidrogênio via biofotólise da água em algas
do gênero Chlorella. De acordo com Song et al. (2011) e Kosourov et al. (2002), isso se deve
ao fato de que, em condições anaeróbicas, o decréscimo do pH do meio atua diretamente nas
moléculas de clorofila, substituindo os íons Mg2+ por H+, acarretando na degradação de Chla.
Este pigmento é responsável pela fixação de CO2 pela ação da luz e, quando degradado, permite
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que mais cátions H+ se combinem para formar H2:

2 H+ −−⇀↽−− H2. (2.3)

Outra metodologia empregada para a produção de biohidrogênio catalisada por microalgas
são os processos fermentativos. Sun et al. (2020) e Chandra e Venkata Mohan (2011) discorrem
sobre o cultivo de microalgas em condições anóxicas, que favorecem o aumento dos níveis de
acidez no reator devido a produção de vários ácidos orgânicos.

A fotofermentação representa uma alternativa interessante para a produção de biohidro-
gênio, principalmente pela possibilidade da utilização de uma cultura algal previamente adaptada
a um efluente, como as algas empregadas na biorremediação de águas residuárias. Durante a
biorremediação, a concentração de algas no biorreator aumenta devido ao consumo de nutrientes
presentes no efluente e, ao final deste bioprocesso, a biomassa algal pode ser transferida para um
reator anaeróbico, no qual realizará processos fermentativos (produção de ácidos orgânicos) para
a obtenção de energia. De acordo com Chandra e Venkata Mohan (2011), a reação global que
promovem a produção de hidrogênio no processo fotofermentativo (FF) é:

FF : (C6 H12 O6)n + 6 H2O + Λ→ 12 H2 + 6 CO2, (2.4)

em que (C6 H12 O6)n e Λ representam, respectivamente, compostos glicosídicos, como o amido, e
a energia luminosa.

Em ambos os processos, fotofermentação e biofotólise direta, a produção de biohidrogênio
está relacionada com a atividade da clorofila-a, de modo que, quando a concentração deste
pigmento aumenta, a geração de biohidrogênio também aumenta significativamente. Uma vez que
a concentração de clorofila está relacionada ao crescimento algal, propõe-se neste trabalho, então,
um modelo matemático para descrever a dinâmica do crescimento algal durante a biorremediação,
apresentado no Capítulo 3.
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3 Modelagem Matemática

Existem inúmeros bioprocessos que podem ser empregados para finalidades distintas,
seja na área ambiental, no setor energético, na indústria alimentícia, etc. Para que a execução de
um bioprocesso promova bons resultados, é importante realizar um planejamento da produção,
conhecer as limitações físicas, químicas e biológicas do problema, assim como também suas
potencialidades. Além disto, é imprescindível que o bioprocesso seja estável e, quando alguma
anormalidade ocorrer, é preciso aplicar as estratégias de controle mais adequadas para que
a dinâmica do sistema real volte a um estado de operação com nenhuma instabilidade. Por
fim, deseja-se também que certas características de um bioprocesso sejam melhoradas, como a
obtenção de maiores rendimentos e a realização de uma batelada com menor tempo operacional.

O planejamento da produção, a análise da estabilidade das reações, a proposição de
estratégias de controle operacional e a determinação de condições que otimizem um bioprocesso
são ferramentas que se relacionam com amodelagem do problema real. Neste sentido, este capítulo
se destina à proposição de um modelo matemático que descreva a dinâmica de um bioprocesso,
em específico, a biorremediação de efluentes domésticos, e à análise das propriedades do modelo
proposto.

3.1 Biorremediação

A biorremediação de efluentes domésticos é um bioprocesso que pode ser carreado em
diferentes tipos de biorreatores, desde que estes favoreçam o acontecimento de um conjunto
de reações mediadas por um microrganismo ou enzima para a degradação de substratos em
moléculas menores e com toxicidade reduzida (ADAMS et al., 2015). Para o desenvolvimento de
um modelo matemático que represente a biorremediação, é preciso fazer considerações sobre o
problema real, de modo a simplificá-lo sem que haja perda de informações essenciais.

Em se tratando de sistemas físicos, químicos e biológicos, é fundamental que os modelos
propostos sejam dimensionalmente homogêneos. Por exemplo, o rendimento de uma reação
química, mediada por uma enzima E, para transformar uma substância de concentração A em
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outra de concentração B,

A E−→ B (3.1)

pode ser descrito pela variação da concentração de substrato em relação à concentração de
produto formado,

YA/B = A− A(0)
B− B(0) , (3.2)

em que YA/B é o rendimento da conversão de A em B, A(0) e B(0) são as concentrações iniciais
dos compostos A e B, respectivamente (SCHMIDELL et al., 2001). Na Equação (3.2), YA/B é
uma quantidade adimensional, pois as unidades do numerador e do denominador são as mesmas.
Deste modo, é preciso realizar uma análise dimensional verificar se todas as expressões propostas
sejam dimensionalmente homogêneas, ou seja, que os lados direito e esquerdo de uma equação
possuam a mesma unidade de medida.

A análise dimensional é uma técnica bastante difundida na física e nas engenharias para
garantir a integridade e homogeneidade das equações quanto às grandezas físicas, assegurando
a consistência em relação às unidades de medida. Para esta análise, reescrevem-se as unidades
de medida de cada termo como uma combinação das grandezas fundamentais, a saber, massa,
tempo, mol, candela, comprimento, temperatura e corrente elétrica (BERGMAN et al., 2011).
Todas as unidades de medida dos fenômenos estudados aqui podem ser descritas como uma
combinação da massa, do tempo e do comprimento, denotados porM, T e L, respectivamente.

Para fins de notação, o símbolo [w] representa o dimensionamento de uma grandeza w
qualquer. Por exemplo, para o volume V de um recipiente, [V ] = M0L3T0, a concentração de A,
[A] = M1L−3T0, a velocidade de uma enzima [vE] = M0L0T−1 e o rendimento de consumo de
A para geração de B, [YA/B] = M0L0T0, adimensional.

Suponha que a biorremediação de um efluente se realiza em um biorreator de geometria
e sistema operacional conhecidos, com volume V e [V ] = M0L3T0. Neste biorreator, a taxa
de variação temporal de uma substância de massa c e concentração C pode ser definida pelo
seguinte balanço de fluxo mássico (DORAN, 2013; SCHMIDELL et al., 2001):

dc

dt
= Q0C0 −QC + rgV − rcV, (3.3)

em queQ0 eQ representam as vazõesmássicas de entrada e saída de c.C eC0 são as concentrações
de c nas fronteiras de entrada e saída do reator, rg e rc são, respectivamente, as taxas de geração
e consumo de uma substância com concentração C, sendo que [dc] = M1L0T0, [C] = [C0] =
M1L−3T0, [dt] = M0L0T1, [rg] = [rc] = M1L−3T−1 e [Q] = [Q0] = M0L3T−1.

A condução de um processo de biorremediação pode ser feita em modos contínuo,
batelada ou batelada alimentada. O fluxo mássico em um processo carreado em modo contínuo
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pode ser modelado pela Equação (3.3), enquanto que, em batelada alimentada Q = 0 e, em
batelada, Q = Q0 = 0 para todo o tempo de reação, pois não há entrada nem saída de elementos
materiais do reator durante o bioprocesso, neste último caso (DORAN, 2013).

Neste trabalho, interessa-se em modelar a biorremediação de efluentes domésticos em
um biorreator cujo modo de condução é batelada. Portanto, o modelo para fluxo mássico pode
ser simplificado para:

ċ = V (rg − rc), (3.4)

em que ċ = dc

dt
.

Considere que a densidade do mosto (fração líquida ou semissólida do biorreator, em que
ocorrem as reações) é constante ou aproximadamente constante em todo o processo fermentativo,
que dura um período de tempo t, tal que t ∈ [0,∞). A massa de um elemento c pode ser
representada, sem perda de generalidade, pelo produto entre sua concentração e o volume que
ocupa, isto é,

c(t) = C(t)V (t). (3.5)

Substituindo esta relação na Equação (3.4) e fazendo a regra do produto das derivadas,
obtém-se:

V (t)Ċ + C(t)V̇ = V (t)(rg − rc). (3.6)

Uma das propriedades do modo de condução em batelada é a pressuposição de que o
volume no interior do reator é constante durante todo o tempo operacional. Assim, V̇ = 0 e,
dividindo ambos os termos da Equação (3.6) por V = V (t), o balanço de fluxo mássico de um
elemento material c é:

Ċ = rg − rc, (3.7)

em que [Ċ] = [rg] = [rc] = M1L−3T−1.

As taxas de geração e consumo de um componente material dependem necessariamente
da atividade do catalisador e de variações ambientais. Neste trabalho considera-se que a biorreme-
diação de efluentes domésticos é catalisada por uma população de microalgas, com concentração
X , tal que X = X(t) e [X] = M1L−3T0.

A geração ou consumo de um componente, devido aos efeitos do catalisador, é direta-
mente proporcional à velocidade com que as algas crescem no reator, uma vez que estas taxas
se relacionam com a capacidade das algas metabolizarem uma substância, seja gerando-a ou
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consumindo-a. Seja µ a função velocidade de crescimento específico de uma população de algas
com concentração X , µ = µ(t), tal que [µ] = M0L0T−1, então:

r = µXYX/C , (3.8)

seja para consumo (r = rc) ou geração (r = rg) de um componente de concentração C por uma
população de microalgas com concentração X . O rendimento YX/C representa a concentração de
matéria (C) que foi gerada ou consumida por cada unidade de concentração de X .

O balanço de oxigênio dissolvido no mosto é um fator de extrema relevância para o bom
desenvolivmento da biorremediação. As microalgas, por serem organismos fotossintetizantes em
condições de não anaerobiose, produzem gás oxigênio durante a reação, com um rendimento
YX/O. Além disto, é preciso considerar os efeitos da transferência de oxigênio no reator, uma vez
que este gás, com o aumento gradual da temperatura, tende a deixar o mosto em direção à porção
gasosa do reator.

Em outras palavras, o oxigênio, O, é gerado pelas microalgas a uma taxa µXYX/O e sofre
efeitos de transporte de massa a uma taxa nO2 , de acordo com a Equação (2.1), movimentando-se
da fração líquida para a gasosa no biorreator. É importante salientar que nO2 não representa
uma taxa de consumo de oxigênio, mas é preciso incluir tal taxa, já que esta promove variações
na concentração de oxigênio por unidade de tempo. Por conseguinte, aplicando estas taxas na
Equação (3.8) e (3.7), segundo Schmidell et al. (2001), o balanço de oxigênio dissolvido no
mosto pode ser descrito por:

Ȯ = µXYX/O − ξ(KO −O), (3.9)

em que ξ = kLa representa a taxa de transferência de massa de oxigênio na película líquida
estagnada entre a bolha de ar e o seio da solução e KO indica a concentração de saturação de O2

no reator. De acordo com o princípio da homogeneidade de dimensões, [O] = [KO] = M1L−3T0

e [ξ] = M0L0T−1.

Além de produzirem oxigênio, as microalgas conseguem remover fósforo, nitrogênio e
fármacos do efluente. Em relação ao balanço de fósforo, este composto não é gerado durante o
bioprocesso, sendo apenas consumido pelas microalgas, com um rendimento YX/P .

Para o balanço da concentração de fósforo, P = P (t), é essencial incorporar no modelo
uma taxa de variação devido aos efeitos ambientais, conseguindo representar, por exemplo, a
taxa de precipitação de fósforo, ρ, devido às variações de oxigênio dissolvido e pH.

Outro interesse deste trabalho é mensurar a contribuição da presença de fármacos dis-
solvidos no efluente para o decaimento do fósforo. Para isto, considere αP a taxa de variação
da concentração de fósforo devido à ação de fármacos dissolvidos no efluente e G uma variável
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indicativa e adimensional, tal que:

G =

1, se há fármacos dissolvidos no efluente,

0, caso contrário.
(3.10)

O balanço para concentração de fósforo no reator é, então:

Ṗ = −µXYX/P − ρP + αPG, (3.11)

em que [ρ] = M0L0T−1, [P ] = M1L−3T0 e [αP ] = M1L−3T−1.

Quanto à concentração de nitrogênio total, este elemento também é apenas consumido
pelas microalgas no bioprocesso. No efluente doméstico bruto (não previamente tratado), existe
uma diversidade de microrganismos fixadores de nitrogênio, que são responsáveis por transformar
NO3

– em NO2
– e, posteriormente, em nitrogênio amoniacal (NH4

+, por exemplo). De acordo
com Mota e Sperling (2009), a concentração de NTK pode ser aproximada pela concentração
total de NH4

+ e nitrogênio orgânico, e a concentração de nitrogênio total, N = N(t), pode ser
aproximada pela soma das concentrações de NO3

– e NTK. A fim de contabilizar a contribuição
das microalgas para a remoção de nitrogênio total do efluente, propõe-se a Equação (3.12),

Ṅ = −µXYX/N , (3.12)

em que a taxa de variação da concentração de nitrogênio total é proporcional a sua taxa de
consumo pelas microalgas com concentração X , a uma velocidade µ e com rendimento YX/N .
Ou seja, na abordagem proposta neste trabalho, não são considerados efeitos de microrganismos
distintos das microalgas sob a taxa de variação total do nitrogênio.

Visto que os balanços de substratos (fósforo e nitrogênio) e produtos (oxigênio) foram
realizados, é necessário também propor um balanço para as microalgas. Diferentemente dos
outros componentes materiais, as microalgas não são consumidas a fim de gerar produtos durante
o bioprocesso. Por este motivo, considera-se apenas que estes microrganismos são gerados a
partir de uma concentração algalX , com uma velocidade específica de crescimento (reprodução)
µ.

No microecossistema do biorreator, as microalgas possuem limitações de crescimento:
concentração limite de microalgas (capacidade suporte da população), concentração de nutrientes,
disponibilidade de luz, etc. Assim, um balanço para a concentração demicroalgas pode ser descrito
pela Equação (3.13),

Ẋ = µX
(

1− X

Kx

)
, (3.13)

em queKx é a capacidade suporte em relação à concentração de microalgas, tal que [Kx] = [X],
e µ é uma função do tempo t e das concentrações de substratos limitantes, como o fósforo e
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o nitrogênio, e de produtos que podem inibir o crescimento, como o oxigênio. Uma potencial
representação para a velocidade específica de crescimento µ, de acordo com Schmidell et al.
(2001), é o modelo de Monod extendido (para mais de um substrato) e com inibição por produtos,
o qual foi adaptado aqui da seguinte forma:

µ = µmax
N

N −KN

P

P −KP

KiO

KiO
+O

, (3.14)

em que µmax é a velocidade específica máxima de crescimento da população algal,KN eKP são
as constantes de saturação em relação ao consumo de nitrogênio e fósforo, respectivamente, e
KiO

é uma constante de inibição do crescimento algal devido aos efeitos da concentração de
oxigênio, sendo [O] = [N ] = [P ] = [KN ] = [KP ] = [KiO

] e [µmax] = [µ].

A interpretação da Equação (3.13) é que a taxa de variação do crescimento microalgal
pode ser explicada apenas por efeitos das concentrações de substratos, produtos e das próprias
microalgas, como visto em diversos trabalhos publicados na literatura (EZE et al., 2018; PENG
et al., 2018; LEE; JALALIZADEH; ZHANG, 2015; KIM et al., 2013). Todavia, o crescimento
de uma população de microalgas pode ser influenciado por diversos outros fatores que não
estão contabilizados na Equação (3.13), como efeitos dos fármacos dissolvidos, a interação das
microalgas com íons de metais pesados e com outros microrganismos, as taxas de mortalidade
natural, entre outros.

Há necessidade então de representar estes efeitos não contabilizados, mesmo que sua
contribuição seja insignificante para explicar a dinâmica do crescimento algal no reator. Por
conseguinte, o balanço apresentado na Equação (3.13) agora é reescrito como:

Ẋ = (µ+ δ)X
(

1− X

Kx

)
, (3.15)

em que δ é uma variável aleatória definida, de dimensão [δ] = M0L0T−1, a qual representa
os efeitos ambientais não contabilizados nos modelos baseados na cinética de Monod. Caso
δ ∼ N(0, t), δ é denominado ruído branco Gaussiano e a Equação (3.15) pode ser reescrita
como

dXt = µtXt

(
1− Xt

Kx

)
dt+Xt

(
1− Xt

Kx

)
dWt, (3.16)

sendo dWt = δt dt uma taxa de variação devida a efeitos aleatórios Gaussianos no tempo t, isto
é, devido a um movimento Browniano. A partir de agora, adota-se a notação At para indicar uma
variável (ou função) A(t) (linguagem determinística), ou ainda, a realização de uma variável A
no instante t (linguagem estocástica).

O diferencial desta tese, em relação aos trabalhos publicados na área de modelagem
matemática de problemas de biorremediação é a inclusão de um processo estocástico nos modelos
de balanço de massa de um reator para tentar explicar fatores de naturezas ambiental (condições
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ambientais que não foram medidas em um experimento) e bioquímica (interação algas-fármacos)
que não são contabilizados por modelos determinísticos. Neste sentido, este trabalho propõe um
novo modelo matemático para descrever a dinâmica das reações envolvidas na biorremediação de
um efluente doméstico contaminado com fármacos, o qual é formulado pelo Sistema de Equações
Diferenciais Ordinárias Estocásticas (SEDOE) (3.17).

Ẋt = (µt + δt)Xt

(
1− Xt

Kx

)
Ȯt = µtXtYX/O − ξ(KO −Ot)

Ṗt = −µtXtYX/P − ρPt + αPG

Ṅt = −µtXtYX/N

µt = µmax
Nt

Nt −KN

Pt
Pt −KP

KiO

KiO
+Ot

. (3.17)

Para que um modelo matemático seja capaz de representar as biorreações da biorremedi-
ação de um efluente doméstico contaminado com fármacos, é preciso que suas soluções sejam
não-negativas e limitadas em um tempo finito e a dinâmica do bioprocesso deve se estabilizar em
algum tempo, visto que este descreve taxas de variação de quantidades de substratos, produtos
e microrganismos em cada tempo. Neste contexto, estas propriedades são analisadas a seguir,
visando a validação do Modelo (3.17).

Para simplificar as futuras análises, serão realizadas algumas modificações nas notações
das variáveis e parâmetros do modelo. Para isto, considere:

X̃ = Xt

Kx

,
˙̃
X = dX̃

dt
= 1
Kx

dXt

dt
, Õ = Ot

Kx

, ˙̃O = dÕ

dt
= 1
Kx

dOt

dt
,

P̃ = Pt
Kx

, ˙̃P = dP̃

dt
= 1
Kx

dPt
dt
, Ñ = Nt

Kx

,
˙̃
N = dÑ

dt
= 1
Kx

dNt

dt
,

K̃O = KO

Kx

, K̃N = KN

Kx

, K̃P = KP

Kx

, K̃iO
=
KiO

Kx

, α̃P = αP
Kx

.

Dividindo as equações diferenciais do Modelo (3.17) pela constante positiva Kx (ca-
pacidade suporte da população algal) e aplicando a mudança de variáveis e reparametrizações
propostas, obtém-se o seguinte modelo de equações diferenciais estocásticas adimensionalizadas
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em relação aos componentes materiais Ot, Pt, Nt e Xt:

˙̃
X = (µ̃t + δ)X̃

(
1− X̃

)
, δt ∼ N(0, t)

˙̃O = µ̃tX̃YX/O − ξ(K̃O − Õ)
˙̃P = −µ̃tX̃YX/P − ρP̃ + α̃PG

˙̃
N = −µ̃tX̃YX/N

µ̃ = µmax
Ñ

Ñ − K̃N

P̃

P̃ − K̃P

K̃iO

K̃iO
+ Õ

. (3.18)

Os Modelos (3.18) e (3.17) possuem mesmas propriedades algébricas, apenas são defini-
dos em escalas diferentes. Deste modo, sem perda de generalidade e para fins de simplicidade
de notação, um termo Ã qualquer é reescrito como A e o Modelo (3.18) se reescreve como o
seguinte modelo adimensionalizado:

Ẋt = (µt + δt)Xt (1−Xt)

Ȯt = µtXtYX/O − ξ(KO −Ot)

Ṗt = −µtXtYX/P − ρPt + αPG

Ṅt = −µtXtYX/N

µt = µmax
Nt

Nt −KN

Pt
Pt −KP

KiO

KiO
+Ot

. (3.19)

Todas as análises desenvolvidas a seguir se referem aoModelo (3.19), mas seus resultados
se extendem ao Modelo (3.17).

3.2 Propriedades qualitativas do modelo proposto

3.2.1 Não-negatividade das soluções do modelo adimensionalizado

Os processos estocásticos definidos pelas soluções do Modelo (3.19) são processos de
valores reais não-negativos indexados em tempo contínuo, finito e não-negativo. Em outras
palavras, o vetor de soluções Yt do Modelo (3.19), Yt = [Xt, Ot, Pt, Nt], é uma coleção de
funções de variáveis aleatórias de valores reais não-negativos geradas em um intervalo de tempo
contínuo da forma Yt : T × R4

+ → R+, para T = {t | 0 ≤ t ≤ T, T <∞}.

Esta característica das soluções do Modelo (3.19) corrobora com as realidades físico-
química e biológica do problema modelado e, para suportar tal afirmação, considere a Definição
3.1 (GRIGORIU, 2012) e o Teorema 3.1 (OKSENDAL, 2013), e propõe-se aqui o Teorema 3.2.
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Definição 3.1 (Movimento Browniano ou Processo de Wiener). Seja (R,F ,P) um espaço de
probabilidades1, isto é, um espaço vetorial definido para todas as variáveis aleatórias reais,
formado por uma σ−álgebraF , commedida de probabilidadeP e dotado de produto interno. Um
processo estocásticoWt, para 0 ≤ t ≤ T <∞, definido no espaço de probabilidades (R,F ,P),
é um processo de Wiener ou movimento Browniano se satisfizer as seguintes propriedades:

i. P [W0 = 0|F ] = 1;

ii. Para qualquer 0 ≤ s < t,Wt −Ws ∼ N(0, t− s);

iii. O processo possui incrementos independentes e identicamente distribuídos, isto é, para
qualquer n ≥ 1, n ∈ N, e 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn, as variáveis aleatóriasWt1 , Wt2 −
Wt1 , . . . , Wtn −Wtn−1 são independentes entre si e seguem uma distribuição N(0, tn −
tn−1);

iv. Wt é quase certamente uma função contínua, isto é, P [limt→t0 Wt = Wt0 ] = 1.

Teorema 3.1 (Fórmula de Itô). Sejam Zt um processo de Itô, processo o qual satisfaz a equação

dZt = u(t, Zt)dt+ v(t, Zt)dWt (3.20)

e f(t, a) ∈ C2([0,∞) × R). Então Ft = f(t, Zt) é também um processo de Itô e satisfaz a
seguinte relação, conhecida como fórmula de Itô:

dFt =
(
∂f

dt
+ ∂f

∂Zt
u+ 1

2
∂2f

∂Z2
t

v2

)
dt+

(
∂f

∂Zt
v

)
dWt, (3.21)

em que f = f(t, Zt), u = u(t, Zt), v = v(t, Zt). Para computar a expressão de dFt é preciso
considerar as seguintes identidades:

(dt)2 = (dt)(dt) = 0 (3.22)

(dt)(dWt) = 0 (3.23)

(dWt)2 = (dWt)(dWt) = dt. (3.24)

Teorema 3.2 (Não-negatividade das soluções do Modelo (3.19)). SejamXs ≥ 0,Os ≥ 0, Ps ≥ 0
e Ns ≥ 0 condições iniciais para o Modelo (3.19) em um tempo s, tal que 0 ≤ s ≤ t ≤ T <∞.
Então, para qualquer tempo t ≥ s, as soluções do Modelo (3.19) permanecem não-negativas,
isto é, Xt ≥ 0, Ot ≥ 0, Pt ≥ 0 e Nt ≥ 0.

Demonstração. A prova do Teorema 3.2 está organizada em duas partes, a saber, Parte 1, na qual
se mostra queXt admite somente valores não-negativos, e Parte 2, na qual se prova os resultados
do respectivo teorema para Nt, Pt e Ot.
1 Para mais detalhes sobre as propriedades de um espaço de probabilidades, vide Braumann (2019), Sampaio e

Lima (2012), Allen (2007).
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Parte 1. Como a concentração algal é uma variável presente em todas as equações diferenciais
do Modelo (3.19), mostrar-se-á primeiramente que os valores de Xt são não-negativos para
qualquer t ∈ [0, T ]. Considere, então, que δt ∼ N(0, t) e δtdt = dWt ∼ N(0, dt), tal queWt é
um movimento Browniano padrão.

O valor esperado da primeira equação do Modelo (3.19), a qual pode ser reescrita como

dXt = µtXt(1−Xt)dt+Xt(1−Xt)dWt, (3.25)

é determinado aplicando-se o operador esperança E:

E [dXt|F ] = E [µtXt(1−Xt)dt+Xt(1−Xt)dWt|F ]

= E [µtXt(1−Xt)dt|F ] + E [Xt(1−Xt)dWt|F ]

= µtXt(1−Xt)dt+Xt(1−Xt)E [dWt|F ]

= µtXt(1−Xt)dt, (3.26)

pois E[dWt|F ] = 0, já que dWt ∼ N(0, dt).

A variância de dXt, por sua vez, pode ser calculada aplicando-se o operador V ar à
Equação (3.25):

V ar [dXt|F ] = E [(dXt)2|F ]− (E [dXt|F ])2

= E [(µtXt(1−Xt)dt+Xt(1−Xt)dWt)2|F ]− (µtXt(1−Xt)dt)2

= E [µ2
tX

2
t (1−Xt)2(dt)2 +X2

t (1−Xt)2(dWt)2 + 2µtX2
t (1−Xt)2dtdWt|F ]

−µ2
tX

2
t (1−Xt)2(dt)2.

E, de acordo com o Teorema 3.1, fazendo (dt)2 = 0, dtdWt = 0 e (dWt)2 = dt, obtém-se
a variância de dXt:

V ar [dXt|F ] = X2
t (1−Xt)2dt. (3.27)

A partir do resultado das Equações (3.26) e (3.27), conclui-se que dXt ∼ N(µtXt(1−
Xt)dt,X2

t (1−Xt)2dt), uma vez que dW ∼ N(0, dt) e a combinação linear de variáveis aleatórias
Gaussianas também segue uma distribuição Normal. Para mais informações sobre este tópico,
vide Mood (1950).

Resolvendo a equação diferencial ordinária da taxa de variação esperada, E[dXt|F ], por
separação de variáveis:
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1
Xt(1−Xt)

dXt = µtdt∫ Xt

Xs

d
[
ln
(

Xr

Xr − 1

)]
=

∫ t

s
µrdr (3.28)

ln
(

Xt

Xt − 1

)
− ln

(
Xs

Xs − 1

)
=

∫ t

s
µrdr,

e, fazendo algumas manipulações algébricas, obtém-se o valor esperado de Xt:

E[Xt|F ] = Xt =
Xs exp

(∫ t
s µrdr

)
Xs exp

(∫ t
s µrdr

)
−Xs + 1

. (3.29)

Para determinar a expressão deXt descrita pela Equação (3.29), o diferencial
dXt

Xt(1−Xt)
foi reescrito como d

[
ln
(

Xr

Xr − 1

)]
. Isto indica que, um possível processo de Itô Jt adaptado de

Xt é Jt = ln
(

Xt

Xt − 1

)
= ln (Xt)− ln (Xt − 1).

Aplicando a fórmula de Itô, descrita pela Equação (3.21), em que u(t,Xt) = µtXt(1−Xt),
v(t,Xt) = Xt(1−Xt) e F = F (t,Xt), obtém-se:

dFt =
(( 1

Xt

− 1
Xt − 1

)
µtXt(1−Xt) + 1

2

(
− 1
X2
t

− 1
(Xt − 1)2

)
X2
t (1−Xt)2

)
dt

+
( 1
Xt

− 1
Xt − 1

)
Xt(1−Xt)dWtd,

isto é,

dFt =
(
E[dXt|F ]
Xt(1−Xt)

+ 1
2

(2Xt − 1)
X2
t (1−Xt)2V ar[dXt|F ]

)
dt+ 1

Xt(1−Xt)
√
V ar[dXt|F ] dWt.

(3.30)

Empregando os valores da esperança, da variância e do desvio padrão de dXt na Equação
(3.30), e substituindo Ft por ln(Xt)− ln(Xt − 1), segue que:

d[ln(Xt)− ln(Xt − 1)] =
(
µt + 1

2(2Xt − 1)
)
dt+ dWt

d[ln(Xt)− ln(Xt − 1)] = µtdt−
1
2d[Xt(1−Xt)] + dWt

d
[
ln
(

Xt

Xt − 1

)
+ 1

2Xt(1−Xt)
]

= µtdt+ dWt∫ Xt

Xs

d
[
ln
(

Xr

Xr − 1

)
+ 1

2Xr(1−Xr)
]

=
∫ t

s
µrdr +

∫ Wt

Ws

dWr

ln
(
Xt(Xs − 1)
(Xt − 1)Xs

)
+ 1

2(Xt(1−Xt)−Xs(1−Xs)) =
∫ t

s
µrdr +Wt −Ws.
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Fazendo algumas manipulações algébricas, determina-se a forma explítica da solução
analítica da quarta equação do Modelo (3.19):

Xt = Xs

1 + (1−Xs)%
, (3.31)

em que

% = exp
(
Wt −Ws +

∫ t

s
µrdr −

Xt(1−Xt)−Xs(1−Xs)
2

)
. (3.32)

Suponha que Xs ≥ 0. Para que Xt ≥ 0, então 1 + (1 −Xs)% deve ser maior que zero.
Deste modo,

i. Se Xs = 0:

1 + (1−Xs)% = 1 + % > 0,

pois % > 0, ∀s, t, tal que 0 ≤ s < t ≤ T <∞. Por conseguinte, aplicando Xs = 0 à solução de
Xt, obtém-se Xt = 0.

ii. Se 0 < Xs ≤ 1:

0 > −Xs ≥ −1 =⇒ 1 + 0 > 1−Xs ≥ 1− 1 =⇒ (1 + 0)% > (1−Xs)% ≥ (1− 1)%

1 + (1 + 0)% > 1 + (1−Xs)% ≥ 1 + (1− 1)%.

Ou seja, 1 ≤ 1 + (1−Xs)% < 1 + % =⇒ Xt ≥ 0, já que o denominador da Equação (3.31) é
uma quantidade positiva para Xs ∈ (0, 1].

iii. Xs > 1:

De forma análoga ao item anterior,

−Xs < −1 =⇒ 1−Xs < 0 =⇒ (1−Xs)% < 0 =⇒ (1−Xs)%+ 1 < 1

=⇒ 1
(1−Xs)%+ 1 > 1 =⇒ Xs

(1−Xs)%+ 1 > Xs =⇒ Xt > Xs.

De acordo com os itens i., ii. e iii. desta demonstração, para a concentração de algas
conclui-se que:

Xs ≥ 0 =⇒ Xt ≥ 0, 0 ≤ s < t ≤ T <∞. (3.33)
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Parte 2. Será mostrado aqui que as demais soluções também admitem apenas valores não-
negativos. Em relação à concentração de nitrogênio, cuja taxa de variação é descrita pela
quarta equação do Modelo (3.19), para mostrar que Nt ≥ 0, considere ζ1(t,Xt, Pt, Nt, Ot) =
µtXtYX/N

Nt

.

Reescrevendo a quarta equação do Modelo (3.19) com a função ζ1(t,Xt, Pt, Nt, Ot),
obtém-se:

dNt

dt
= −ζ1Nt. (3.34)

Ao rearranjar os termos e integrar no retânguloRN = {(r,Nr)|s ≤ r ≤ t, Ns ≤ Nr ≤ Nt},
determina-se a expressão de Nt:

∫ Nt

Ns

1
Nr

dNr = −
∫ t

s
ζ1dr =⇒ Nt = Ns exp

(
−
∫ t

s
ζ1dr

)
.

Posto que a imagem da função exponencial é sempre positiva, para que a concentração
de nitrogênio em um tempo t ≥ s seja não-negativa, é necessário que a concentração no tempo s,
Ns, seja não-negativa. Em outras palavras,

Ns ≥ 0 =⇒ Nt ≥ 0, 0 ≤ s < t ≤ T <∞. (3.35)

Consoante à taxa de variação da concentração de fósforo, descrita pela terceira equação do
Modelo (3.19), considere que em um tempo s ∈ [0, T ], Ps = 0, e para um tempo s0 ∈ (s, s+∆s),
tal que ∆s→ 0, Ps0 < 0. Além disto, seja αP > 0 e G = 0, na ausência de fármacos, e G = 1,

na presença de compostos farmacêuticos dissolvidos no meio de cultura. Avaliando
dPt
dt

em s:

dPt
dt

∣∣∣∣∣∣
t=s

=
[
−µmax

Nt

KN +Nt

Pt
KP + Pt

KiO

KiO
+Ot

XtYX/P − ρPt + αPG

]
Ps

= αPG, (3.36)

obtém-se que
dPt
dt

∣∣∣∣∣∣
t=s

≥ 0, o que contradiz a hipótese da existência de uma solução negativa para

Pt a partir de Ps. Portanto,

Ps ≥ 0 =⇒ Pt ≥ 0, 0 ≤ s < t ≤ T <∞. (3.37)

Por fim, em relação à concentração de oxigênio dissolvido, cuja taxa de variação é descrita

pela segunda equação do Modelo (3.19), fazendo ζ2(t,Xt, Pt, Nt, Ot) = µtXtYX/O − ξKO

Ot

,
pode-se reescrer a respectiva equação como

dOt

dt
= Ot(ζ2 + ξ), (3.38)
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que é uma equação diferencial de variáveis separáveis. Integrando a expressão anterior no re-
tângulo RO = {(r, Or)|s ≤ r ≤ t, Os ≤ Or ≤ Ot} e fazendo algumas manipulações algébricas,
obtém-se:

∫ Ot

Os

1
Or

dOr =
∫ t

s
(ζ2 + ξ)dr =⇒ Ot = Os exp

(
ξ(t− s) +

∫ t

s
ζ2dr

)
. (3.39)

Como a função exponencial tem imagem positiva, então, para que Ot ≥ 0, Os deve ser
não-negativo:

Os ≥ 0 =⇒ Ot ≥ 0, 0 ≤ s < t ≤ T <∞. (3.40)

Portanto, dado um vetor de condições iniciais não-negativas no tempo s, as soluções do
Modelo (3.19) permanecem não-negativas para qualquer tempo t ≥ s. Em outras palavras,

(Xs, Ns, Ps, Os) ∈ R4
+ =⇒ (Xt, Nt, Pt, Ot) ∈ R4

+, 0 ≤ s ≤ t ≤ T <∞. (3.41)

3.2.2 Propriedades estatísticas do modelo proposto

Além da caracterização das soluções do Modelo (3.19) como soluções não-negativas
durante o carreamento de um bioprocesso, é importante determinar as expressões dos momentos
centrais do modelo proposto, visto que, a determinação de tais momentos (esperança, variância e
medida de assimetria) podem auxiliar na quantificação e interpretação de outras propriedades
algébricas do Modelo (3.19).

Para a determinação dos momentos centrais, considere o Modelo (3.19) reescrito na
forma vetorial

Ẏt =


Ẋt

Ȯt

Ṗt

Ṅt

 =


(µt + δt)Xt(1−Xt)

µtXtYX/O − ξ(KO −Ot)
−µtXtYX/P − ρPt + αPG

−µtXtYX/N

 (3.42)

e δt ∼ N(0, t).

3.2.2.1 Esperança

A esperança do Modelo (3.19) fornece informações sobre os valores esperados das taxas
de variação das concentrações de algas, oxigênio, fósforo e nitrogênio, respectivamente. As
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soluções do modelo esperado equivalem às soluções do modelo determinístico equivalente, isto
é, sob a ausência de estocasticidade, pois o valor esperado de δt é zero, E[δt | F ] = 0.

Aplicando o operador esperança condicional no Modelo (3.42),

E
[
Ẏt
∣∣∣ F] = E




(µt + δt)Xt(1−Xt)

µtXtYX/O − ξ(KO −Ot)
−µtXtYX/P − ρPt + αPG

−µtXtYX/N



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
F

, (3.43)

obtém-se

E
[
Ẏt
∣∣∣ F] =


µtXt(1−Xt)

µtXtYX/O − ξ(KO −Ot)
−µtXtYX/P − ρPt + αPG

−µtXtYX/N

 , (3.44)

já que todas as variáveis e parâmetros do Modelo (3.42) são constantes em relação à σ-álgebra
F , isto é, a única variável aleatória neste modelo é δt, cuja esperança é nula.

Ao resolver oModelo (3.44), determinam-se as soluções determinísticas doModelo (3.19)
ou, ainda, as soluções quando considera-se que o sistema em estudo é um sistema totalmente
controlado ou livre de interferências ambientais.

Suponha que o sistema representado pelo Modelo (3.19) pode sofrer a ação de uma pertur-
bação ambientalϕt, cuja taxa de variação temporal em torno de um pontoL∗ = (X∗, O∗, P ∗, N ∗)
é dada por um movimento Browniano vetorial adaptado:

ϕ̇t =


ϕ̇X

ϕ̇O

ϕ̇P

ϕ̇N

 = δtH = δt


HX

HO

HP

HN

 , (3.45)

sendo HL = cLLt
dL + L∗

, cL e dL constantes reais, L = X,O, P,N , e que o sistema perturbado Ẏt
é descrito pela seguinte igualdade:

Ẏt = Ẏt + ϕ̇t. (3.46)

A inclusão de uma perturbação no Modelo (3.42) pode modificar o comportamento do
sistema significamente, dependendo da magnitude de tal perturbação. Todavia, o valor esperado
do sistema perturbado é o mesmo do sistema original, pois:
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E[Ẏt | F ] = E[Ẏt + ϕ̇t | F ]

= E[Ẏt | F ] + E[ϕ̇t | F ]

= E[Ẏt | F ] +H E[δt | F ] (3.47)

= E[Ẏt | F ].

Neste sentido, a dinâmica esperada do sistema perturbado em torno de um determinado
ponto S∗ é equivalente à dinâmica esperada do sistema original.

3.2.2.2 Matriz de Variâncias e Covariâncias

A variância de uma variável aleatória diz respeito à dispersão dos valores da variável em
torno de sua média. Para calcular a variância do Modelo (3.42), aplica-se o operador variância
condicional, de modo que:

Var[Ẏt | F ] = E[
(
Ẏt − E[Ẏt | F ]

)
| F ] E[

(
Ẏt − E[Ẏt | F ]

)
| F ]T . (3.48)

SubstituindoE[Ẏt | F ] pela expressão determinada na Equação (3.44) e fazendoE[δ2
t | F ] =

E[(δt − E[δt | F ])2 | F ] = Var[δt | F ] = t, determina-se a matriz de variâncias e covariâncias
do Modelo (3.42):

Var[Ẏt | F ] =


tX2

t (1−Xt)2 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , (3.49)

em que os elementos da diagonal principal são as variâncias de Ẋt, Ȯt, Ṗt e Ṅt, respectivamente,
e os elementos fora da diagonal são as covariâncias entre pares de derivadas.

Esta matriz de variâncias e covariâncias é do tipo desestruturada e a partir de seus valores
é possível inferir sobre algumas propriedades do Modelo (3.19). É notável que a covariância
entre duas quaisquer derivadas do Modelo (3.19) é nula, indicando que não existe correlação
linear entre duas derivadas quaisquer do modelo proposto e, portanto, perturbações em uma das
equações do Modelo (3.19) não reflete em perturbações em outra equação qualquer.

Além disto, Var[Ȯt | F ] = Var[Ṗt | F ] = Var[Ṅt | F ] = 0, indicando que não existem
fatores de dispersão associados às taxas de variação das concentrações de oxigênio, fósforo e
nitrogênio no instante t. Esta característica se deve à estrutura do Modelo (3.19), o qual considera
a existência de um ruído apenas na taxa de variação da concentração algal. Neste sentido, as
taxas Ȯt, Ṗt e Ṅt são constantes em relação à σ−álgebra F .



Capítulo 3. Modelagem Matemática 26

Uma vez que δt ∼ N(0, t), então o Modelo (3.19), dado pelo vetor Ẏt segue uma distri-
buição normal multidimensional com média dada pela Equação (3.44) e variância com estrutura
dada pela Equação (3.49):

Ẏt ∼ N




µtXt(1−Xt)

µtXtYX/O − ξ(KO −Ot)
−µtXtYX/P − ρPt + αPG

−µtXtYX/N

 , tX
2
t (1−Xt)2


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



 . (3.50)

Se o Modelo (3.42) sofrer uma perturbação equivalente àquela descrita pela Equação
(3.46), a variância do sistema perturbado é

Var[Ẏt | F ] = t


R2
X RXHO RXHP RXHN

RXHO H2
O HOHP HOHN

RXHP HOHP H2
P HPHN

RXHN HOHN HPHN H2
N

 (3.51)

para RX = HX +Xt(1−Xt), pois

Var[Ẏt | F ] = Var[Ẏt + δtH | F ]

= E[(Ẏt + δtH − E[Ẏt + δtH | F ])(Ẏt + δtH − E[Ẏt + δtH | F ])T | F ]

= E[δ2
t | F ]


(Xt(1−Xt) +HX)

HO

HP

HN


[
(Xt(1−Xt) +HX) HO HP HN

]

= t


R2
X RXHO RXHP RXHN

RXHO H2
O HOHP HOHN

RXHP HOHP H2
P HPHN

RXHN HOHN HPHN H2
N

 .

A partir da Equação (3.51) é possível afirmar que a variância do valor perturbado de
Ẋ equivale à variância da perturbação somada ao dobro do produto dos desvios padrões (SD)
da perturbação e de Ẋ , isto é, Var[Ẋt | F ] = Var[ϕ̇X | F ] + 2 SD[ϕ̇X | F ] SD[Ẋt | F ].
Analogamente, a variância dos valores perturbados de Ȯt, Ṗt e Ṅt pode ser descrita pela soma da
variância da respectiva perturbação e do dobro do produto dos desvios padrões da perturbação e
da derivada original. Neste caso, como no Modelo (3.42) a variância das derivadas Ȯt, Ṗt e Ṅt é
nula, então, no sistema adaptado, definido pelo Modelo (3.46), a variância das concentrações de
oxigênio, fósforo e nitrogênio depende exclusivamente da intensidade da perturbação.

Neste sentido, o sistema perturbado, descrito pelo vetor Ẏt, segue a seguinte distribuição
normal:
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Ẏt ∼ N




µtXt(1−Xt)

µtXtYX/O − ξ(KO −Ot)
−µtXtYX/P − ρPt + αPG

−µtXtYX/N

 , t


R2
X RXHO RXHP RXHN

RXHO H2
O HOHP HOHN

RXHP HOHP H2
P HPHN

RXHN HOHN HPHN H2
N



 . (3.52)

3.2.2.3 Skewness

Ao contrário da média, que diz respeito aos valores esperados, e da variância, que fornece
informações a cerca da dispersão dos dados em torno da média, a medida de assimetria ou
skewness (As) informa sobre a tendência da distribuição dos dados: as observações podem
estar distribuídas simetricamente em torno da média (As=0), mais a sua direita (As>0) ou a sua
esquerda (As<0).

A medida de assimetria não possui formulação única, mas sua interpretação é a mesma, in-
dependente de seu equacionamento. Neste trabalho, considera-se a segunda medida de assimetria
de Pearson, dada por:

As[Ẏt | F ] = 3E[Ẏt | F ]−MY√
Var[Ẏt | F ]

, (3.53)

em queMY é a mediana de Ẏt, calculada para 0 < t ≤ T , isto é,∫ MY

Y0
dYt = 1

2

∫ YT

Y0
dYt. (3.54)

Dado que Ẏt segue uma distribuição normal dada pela Equação (3.50), não é possível
calcular a segunda medida de assimetria de Pearson para Ȯt, Ṗt e Ṅ , pois suas variâncias são
nulas, todavia,

As[Ẋt | F ] = 3µtXt(1−Xt)− 0.5(X0 +XT )√
tXt(1−Xt)

,
√
tXt(1−Xt) 6= 0. (3.55)

Quando uma perturbação do tipo ϕ̇t é adicionada ao Modelo (3.42), é possível definir as
medidas de assimetria para o vetor Ẏt:

As[Ẏt | F ] = 3√
t



µtXt(1−Xt)− 0.5(X0 +XT )
RX

µtXtYX/O − ξ(KO −Ot)− 0.5(O0 +OT )
HO

−µtXtYX/P − ρPt + αPG− 0.5(P 0 + P T )
HP

−µtXtYX/N − 0.5(N 0 +NT )
HN


, (3.56)

para 0 < t ≤ T , RX 6= 0, HO 6= 0, HP 6= 0 e HN 6= 0.
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3.2.3 Soluções do modelo uniformemente limitadas

As soluções do Modelo (3.19) são não-negativas para qualquer tempo t ≥ s, desde que a
condição inicial definida no tempo s ≥ 0 seja não-negativa, assim como descrito no Teorema 3.2.
Neste sentido, o valor esperado das soluções do modelo proposto corroboram com a natureza
física das variáveis de estado do problema modelado.

Todavia, como a variância do Modelo (3.19) é dependente da variável tempo, se t = T

e T → ∞, então o vetor Ẏt possui variância infinita, o que não condiz com a natureza do
bioprocesso. Para garantir que as soluções do Modelo (3.19) representem as concentrações de
algals, oxigênio, fósforo e nitrogênio em um bioprocesso, propõe-se aqui o Teorema 3.3, porém,
antes da apresentação de tal teorema, é importante definir soluções uniformemente limitadas
(LAPIN, 2014).

Definição 3.2 (Soluções uniformemente limitadas). Diz-se que as soluções de um sistema di-
nâmico ẋ = F (t,x), x ∈ Rn são uniformemente limitadas em relação às variáveis y =
(x1, ..., xk), ou, resumidamente, uniformemente y−limitadas, se, para qualquer número não ne-
gativo α ∈ R, exista um número positivo β(α) ∈ R, tal que a condição ‖y(t,x0, t0)‖ < β, t ≥ t0

é satisfeita para qualquer ponto (t0,x0) ∈ R+ × Rn, ‖x0‖ ≤ α, n ≤ k, em que x = x(t,x0, t0)
é uma solução arbitrária do sistema passando por (t0,x0).

Teorema 3.3 (Soluções do Modelo (3.19) uniformemente limitadas). Seja Yt o vetor de so-
luções do Modelo (3.19) em um instante de tempo t, tal que 0 ≤ s ≤ t ≤ T , da forma
Yt = [Xt, Ot, Pt, Nt]. Dada uma condição inicial não-negativa Ys e as quantidades τ1 e τ2, em

que τ1 = Osexp {ξ(t− s)}+KO+YX/O
ξ

µmaxKx e τ2 = αPG

ρ
+
(
Ps −

αPG

ρ

)
exp {−ρ(t− s)},

diz-se então que qualquer solução Yt do Modelo (3.19):

(i) Pertence a um conjunto compacto Γ se T < +∞, para

Γ =


E




Xt

Ot

Pt

Nt



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
F



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


0
0
0
0

 ≤ E




Xt

Ot

Pt

Nt



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
F

 ≤

Kx

τ1

τ2

Ns




.

(ii) É uniformemente limitada em relação a um conjunto Ω ou uniformemente Ω−limitada
quando T → +∞, sendo

Ω =

E


Xt

Pt

Nt


∣∣∣∣∣∣∣∣∣F

∣∣∣∣∣∣∣∣∣


0
0
0

 ≤ E



Xt

Pt

Nt


∣∣∣∣∣∣∣∣∣F
 ≤


Kx

τ2

Ns




e limT→+∞ E[Ot | F ]→ +∞, a menos que Os = 0, ∀ s ≤ t ≤ T .
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Demonstração. Primeiramente, mostra-se que a concentração algal é limitada superiormente. A
partir da Equação (3.31), tem-se que:

0 ≤ Xt = 1

1− 1
π1

, (3.57)

para π1 = Xs

Xs − 1 exp
{
Wt −Ws +

∫ t
s µrdr

}
. Lembrando-se de que a variável Xt no Modelo

(3.19) equivale a Xt/KX no Modelo (3.17) e fazendo a devida substituição na Equação 3.57,
obtém-se:

0 ≤ Xt = KX

1− 1
π1

. (3.58)

Aplicando o operador esperança nesta última expressão,

0 ≤ E[Xt | F ] = KX E[(1− π−1
1 )−1 | F ] (3.59)

e avaliando quando t→∞, tem-se que

0 ≤ lim
t→∞

E[Xt | F ] = KX E[ lim
t→∞

(1− π−1
1 )−1 | F ]. (3.60)

Seja µmax = max {µt|s ≤ t ≤ T}. Então, µt ≤ µmax e, por conseguinte,

∫ t

s
µrdr ≤ µmax(t− s). (3.61)

Seja π2 =
(

1− 1
Xs

)
exp {Ws − limt→∞Wt}, para Xs > 0. Segue que:

π2 exp
{
− lim

t→∞

∫ t

s
µrdr

}
≥ π2 exp {µmax (s− limt→∞t)}

1
1− π2 exp

{
− limt→∞

∫ t
s µrdr

} ≤ 1
1− π2 exp {µmax (s− limt→∞t)}

.

Como exp {µmax (s− limt→∞t)} → 0, tem-se que

E[ lim
t→∞

(1− π−1
1 )−1 | F ] = 1

1− π2 exp
{
− limt→∞

∫ t
s µrdr

} ≤ 1. (3.62)

Aplicando-se o resultado obtido na Inequação (3.62) na Equação (3.60), obtém-se:

0 ≤ lim
t→∞

E[Xt | F ] ≤ KX . (3.63)
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Considerando-se agora a taxa de variação da concentração de nitrogênio,

Ṅt = −µtXtYX/N , N(s) = Ns, s ≤ t, (3.64)

e fazendo π3 = π3(t,Xt, Ot, Pt, Nt) = µtXt/Nt, reescreve-se a Equação (3.64) como

Ṅt = −π3YX/NNt. (3.65)

Por separação de variáveis, obtém-se:

∫ Nt

Ns

1
Nr

Ṅr = −YX/N
∫ t

s
π3(r,Xr, Or, Pr, Nr)dr

=⇒ Nt = Ns exp
{
−YX/N

∫ t

s
π3(r,Xr, Or, Pr, Nr)dr

}
. (3.66)

Uma vez que Nt é uma função monótona não-crescente, pois Ṅt ≤ 0, para Xt ≥ 0,
Ot ≥ 0, Pt ≥ 0 e Nt ≥ 0, então, para uma condição inicial Ns ≥ 0, Nt ≤ Ns. Assim,

0 ≤ lim
t→∞

E[Nt | F ] ≤ Ns. (3.67)

Consoante à concentração de oxigênio, cuja taxa de variação pode ser descrita por

Ȯt − ξOt = µtXtYX/O − ξKO, (3.68)

tem-se que

Ot = (Os −KO) exp {ξ(t− s)}+KO + YX/O

∫ t

s
µrXr exp {ξ(t− s)} dr. (3.69)

Resolvendo a integral
∫ t
s µrXr exp {ξ(t− s)} dr por partes, obtém-se

∫ t

s
µrXr exp {ξ(t− s)} dr = 1

ξ

(
µtXt − µsXs exp {ξ(t− s)} −

∫ t

s
exp {ξ(t− s)} (µ̇rXr + µrẊr)dr

)
.

(3.70)

Substituindo Ẋt por E[Ẋt | F ], tem-se que:

E[Ot | F ] = (Os −KO) exp {ξ(t− s)}+KO + YX/O
ξ

(µtXt − µsXs exp {ξ(t− s)})

−YX/O
ξ

(∫ t

s
exp {ξ(t− s)} (µ̇r E[Xr | F ] + µr E[Ẋr | F ])dr

)
. (3.71)
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Da Equação (3.71), tem-se que

E[Ot | F ] ≤ (Os −KO) exp {ξ(t− s)}+KO + YX/O
ξ

µtXt

≤ Os exp {ξ(t− s)}+KO + YX/O
ξ

µtXt. (3.72)

E avaliando a Inequação (3.72) em t→∞,

lim
t→∞

E[Ot | F ] ≤ Os exp
{
ξ lim
t→∞

(t− s)
}

+KO + YX/O
ξ

lim
t→∞

µtXt

≤ Os exp
{
ξ lim
t→∞

(t− s)
}

+KO + YX/O
ξ

µmaxKX . (3.73)

Portanto, quando 0 ≤ s ≤ t ≤ T <∞,

0 ≤ E[Ot | F ] ≤ Os exp {ξ(t− s)}+KO + YX/O
ξ

µmaxKX , (3.74)

caso contrário,

E[Ot | F ]→∞. (3.75)

Por fim, considere que a taxa de variação da concentração de fósforo é reescrita da
seguinte forma:

Ṗt + ρPt = π4, π4 = π4(r,Xr, Or, Pr, Nr) = αPG− µtXtYX/P . (3.76)

E, ao integrar no retângulo [s, t]× [Ps, Pt], obtém-se a seguinte expressão:

Pt = Ps exp {−ρ(t− s)}+
∫ t

s
exp {−ρ(t− s)} π4(r,Xr, Or, Pr, Nr)dr, (3.77)

em que a integral
∫ t
s exp {−ρ(t− s)} π4(r,Xr, Or, Pr, Nr)dr, ao ser resolvida por partes, resulta

em:

αPG
1− exp {ρ(s− t)}

ρ
− YX/P exp {−ρt}

∫ t

s
µrXr exp {ρr} dr. (3.78)

Substituindo a esperança da Expressão (3.78) na Equação (3.77), tem-se que

E[Pt | F ] = Ps exp {−ρ(t− s)}+ αPG
1− exp {ρ(s− t)}

ρ

−YX/P exp {−ρt}
∫ t

s
µr E[Xr | F ] exp {ρr} dr

e, consequentemente,

E[Pt | F ] ≤ Ps exp {−ρ(t− s)}+ αPG
1− exp {ρ(s− t)}

ρ
. (3.79)
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Fazendo algumas manipulações algébricas, obtém-se

0 ≤ E[Pt | F ] ≤ exp {−ρ(t− s)}
(
Ps −

αPG

ρ

)
+ αPG

ρ
. (3.80)

Portanto, dados s, t, sendo que 0 ≤ s ≤ t ≤ T <∞, existe um conjunto compacto Γ,
tal que

Γ = {0 ≤ E[Xt | F ] ≤ Kx, 0 ≤ E[Ot | F ] ≤ τ1, 0 ≤ E[Pt | F ] ≤ τ2, 0 ≤ E[Nt | F ] ≤ Ns} ,
(3.81)

para τ1 = Osexp {ξ(t− s)}+KO+YX/O
ξ

µmaxKx e τ2 = αPG

ρ
+
(
Ps −

αPG

ρ

)
exp {−ρ(t− s)}.

Caso o T →∞, existe um conjunto Ω que limita as soluções de Xt, Pt e Nt, da forma

Ω = {0 ≤ E[Xt | F ] ≤ Kx, 0 ≤ E[Pt | F ] ≤ τ2, 0 ≤ E[Nt | F ] ≤ Ns} (3.82)

e limT→+∞ E[Ot | F ]→ +∞. Deste modo, se o tempo total de um bioprocesso é finito, as solu-
ções do Modelo (3.19) são limitadas e, caso contrário, diz-se que as soluções são uniformemente
Ω−limitadas.

3.3 Soluções de equilíbrio do modelo proposto e análise de
estabilidade

As soluções de equilíbrio de um modelo matemático (determinístico ou estocástico) e a
análise de sua estabilidade representam uma importante ferramenta para estabelecer estratégias
de controle. Diversas biotecnologias empregam biorreatores para carrear bioprocessos e gerar
produtos de forma viável e rentável. Neste sentido, não é desejável que as condições físicas,
químicas e biológicas do biorreator favoreçam um equilíbrio instável do bioprocesso (wash out do
reator por mal controle da vazão de saída, por exemplo), tornando-o ineficiente ou excessivamente
oneroso. Uma forma de identificar possíveis equilíbrios estáveis e instáveis em um bioprocesso é
determinar as condições que levam um determinado bioprocesso a alcançar o estado estacionário.

Utilizando os processos matemáticos adequados, foram determinados os pontos de equi-
líbrio para o Modelo (3.19), ou as soluções do sistema no estado estacionário, os quais estão
apresentados nos teoremas a seguir.

Teorema 3.4. Sob a hipótese de ausência de fármacos, isto é, G = 0, o Modelo (3.19) admite as
seguintes soluções de equilíbrio:

• S0
1=
(
0, KO, 0, N ∗1,0

)
, N ∗1,0 ∈ R∗+, KO > 0, δt 6= 0;

• S0
2=
(
1, KO, 0, N ∗2,0

)
, N ∗2,0 ∈ R∗+, KO > 0, δt 6= 0;
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• S0
3=(1, KO, 0, 0), KO > 0, δt 6= 0;

• S0
4=
(
X∗4,0, KO, 0, 0

)
, X∗4,0 ∈ R∗+, KO > 0, δ = 0;

• S0
5=(0, KO, 0, 0), KO > 0, δt 6= 0.

Teorema 3.5. Sob a presença de fármacos, ou seja, quando G = 1, o Modelo (3.19) admite as
seguintes soluções de equilíbrio:

• S1
1=
(

0, KO,
αP
ρ
,N ∗1,1

)
, N ∗1,1 ∈ R∗+, KO > 0, αP

ρ
≥ 0, ρ 6= 0, δt 6= 0;

• S1
2=
(

1, KO,
αP
ρ
, 0
)
, KO > 0, αP

ρ
≥ 0, ρ 6= 0, δt 6= 0;

• S1
3=
(

0, KO,
αP
ρ
,
mKN

m− 1

)
,
mKN

m− 1 ≥ 0, m = − δ

µmax

(
1 + KO

KiO

)(
1− ρKP

αP

)
, m 6= 1,

δt 6= 0, KO ≥ 0, αP
ρ
≥ 0, ρ 6= 0;

• S1
4=
(
X∗4,1, KO,

αP
ρ
, 0
)
, X∗4,1 ∈ R∗+, KO ≥ 0, αP

ρ
≥ 0, ρ 6= 0 e δ = 0;

• S1
5=
(

0, KO,
αP
ρ
, 0
)
, KO ≥ 0, αP

ρ
≥ 0, ρ 6= 0, δt 6= 0.

Demonstração. Os resultados apresentados nos Teoremas 3.4 e 3.5 podem ser determinados
igualando as equações diferenciais do Modelo (3.19) a zero, simultaneamente (STROGATZ,
2018).

Em todos os pontos determinados, a concentração de equilíbrio de oxigênio equivale
à constante de saturação de oxigênio no reator, KO. De acordo com Bergman et al. (2011) e
Zambrano et al. (2016), a transferência de oxigênio da fase líquida para a fase gasosa em um bior-
reator entra em equilíbrio quando a concentração de oxigênio (ou a pressão parcial de oxigênio)
atinge seu valor de saturação. Salienta-se aqui que, para ocorrer a transferência de um gás, como
o oxigênio, entre dois fluidos, é preciso apenas que haja uma diferença de pressão/concentração
deste gás entre os dois meios, sendo independente da existência de organismos fermentadores, o
que explica a existência dos pontos de equilíbrio S0

1 , S5
0 , S1

1 , S1
3 e S1

5 .

Quanto ao valor de equilíbrio de fósforo, tanto para ausência (G = 0), quanto presença
(G = 1) de fármacos no mosto, P ∗ = αPG/ρ, indicando que a concentração de equilíbrio de
fósforo é dada pela razão entre os efeitos dos fármacos e os efeitos de preciptação sob o fósforo.
Sob a ausência de algas, a única forma de garantir que os pontos de equilíbrio S0

1 , S0
5 , S1

1 , S1
3 e

S1
5 existam é considerando um meio livre de fósforo (concentração inicial nula).

A concentração de equilíbrio de nitrogênio, por sua vez, é atingida (i) quando a concentra-
ção algal se iguala a sua capacidade suporte (X∗ = 1, como nos pontos S0

2 , S0
3 e S1

2 ), indicando
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a degradação de todo o nitrogênio ou a convergência da concentração deste composto para uma
constante não-negativa, uma vez que a atividade algal pode ter atingido o estado de equilíbrio
antes da depleção deste nutriente; (ii) quando a concentração de algas é nula, implicando em na
taxa de variação da concentração de nitrogênio ser nula e, por conseguinte, a única forma de
garantir a existência dos equilíbrio S0

1 , S0
5 , S1

1 e S1
5 , é fazendo N ∗ = N0 ≥ 0.

A respeito dos valores de equilíbrio de Xt, existem três cenários possíveis: um biorreator
livre de algas, a capacidade suporte da concentração algal foi alcançada e, na ausência de
estocasticidade, 0 ≤ X∗ ≤ 1. Quando a concentração inicial de algas é nula e o mosto foi
esterilizado, não há possibilidade (biológica e física) de que a concentração de equilíbrio de algas
seja diferente de zero, o que é exemplificado pelos pontos S0

1 , S0
5 , S1

1 , S1
3 e S1

5 . Por outro lado, à
medida que a concentração algal se aproxima de sua capacidade suporte, a velocidade específica
de crescimento algal tende a zero, implicando na redução da taxa de geração de produtos ou de
consumo de nutrientes. Todavia, sob a hipótese de ausência de estocasticidade, isto é, em um
ambiente totalmente controlado, basta que as concentrações de nitrogênio, fósforo e oxigênio
entrem em equilíbrio que a concentração algal também se equilibra.

Do ponto de vista do controle de um bioprocesso é interessante conhecer os equilíbrios de
um sistema e classificá-los em estáveis ou instáveis, pois assim é possível estabelecer estratégias
que promovam uma situação de equilíbrio ou, ainda, evitem que o sistema seja direcionado para
um equilíbrio instável e danos sejam gerados. A análise da estabilidade das soluções de equilíbrio
do Modelo (3.19) apresentadas nos Teoremas 3.4 e 3.5 pode ser realizada considerando diferentes
sensos: análise dos expoentes de Lyapunov, estabilidade do p−ésimo momento, estabilidade do
quadrado médio, estabilidade em probabilidade, estabilidade em distribuição, estabilidade no
senso dos momentos condicionais e outras.

A análise de estabilidade dos momentos condicionais, proposta por Bhattacharya et al.
(2011) é vantajosa por vários motivos, dentre os quais: (i) para a análise de estabilidade não é
preciso estabelecer distribuições de probabilidade para as variáveis de estado (processos estocás-
ticos), nem para os parâmetros; (ii) não é necessário resolver (analítica ou numericamente) o
modelo como em abordagens clássicas para equações estocásticas; (iii) é possível obter resultados
por meio desta metodologia para modelos com um grande número de variáveis de estado; (iv)
e as características das distribuições de equilíbrio determinadas aqui podem ser interpretadas
como fatores ambientais que levam à estabilidade/instabilidade, além de que o método proposto
por estes autores é também capaz de explicar as fontes de incerteza (ruídos) de um modo melhor
que as demais abordagens.

A metodologia descrita em Bhattacharya et al. (2011) pode ser esquematizada em uma
sequência de passos, como se apresenta no Algoritmo 3.1. Para isto, considere uma solução
de equilíbrio genérica S do Sistema de Equações Diferenciais Estocásticas Ẏti = fi(θ, Yt) +
δgi(θ, Yt), em que fi e gi são funções suaves e gi é duas vezes diferenciável em relação ao tempo
t, θ é um vetor de parâmetros, Yt é um vetor de variáveis de estado dependentes do tempo t e δi é
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uma variável aleatória definida em um espaço de probabilidades (R,F ,P), para i = 1, 2, . . . ,m.
Considere também que E[Ẏt | F ], Var[Ẏt | F ], Cov[Ẏti, Ẏtj | F ], ∀i 6= j e As[Ẏt | F ] são as
esperança, variância, covariância e medida de assimetria condicionais em relação à σ−álgebra
F .

Algoritmo 3.1 Análise de estabilidade de um ponto de equilíbrio S, segundo Bhattacharya et al.
(2011).

1 Passo 1. Determine E[Ẏt|F ], V ar[Ẏt|F ], Cov[Ẏti, Ẏtj|F ], ∀i 6= j e As[Ẏt|F ].
2 Passo 2. Estabilidade da esperança condicional: Faça Ẽ = E[Ẏt|F ]. Determine a expressão

da matriz Jacobiana avaliada no ponto de equilíbrio S, J
Ẽ

(S) = ∂Ẽ

∂Yti
(S) e calcule os autovalores

associados a esta matriz.
3 Se todos os autovalores de J

Ẽ
possuírem parte real negativa então

as soluções da esperança do sistema convergem para o ponto de equilíbrio S, isto é, o ponto
de equilíbrio atrai as esperanças das soluções do sistema. Caso contrário, diz-se que as
esperanças das soluções do sistema não são atraídas ou não convergem para o ponto de
equilíbrio.

4 Passo 3. Estabilidade da variância condicional: Determine U̇ = d

dt
V ar[Ẏt|F ] e substitua Ẏt

por Ẽ em U̇ . Determine a expressão da matriz Jacobiana avaliada no ponto de equilíbrio L,

JU(S) = ∂U̇

∂Yti
(S) e calcule os autovalores associados a esta matriz.

5 Se todos os autovalores de JU possuírem parte real negativa então
as soluções do sistema convergem para o ponto de equilíbrio S, isto é, o ponto de equilíbrio
atrai as órbitas das soluções do sistema. Caso contrário, diz-se que as soluções do sistema
não são atraídas ou não convergem para o ponto de equilíbrio.

6 Passo 4. Estabilidade da covariância condicional: Determine Ċ = d

dt
Cov[Ẏti, Ẏtj|F ], i 6=

j, i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . ,m e substitua Ẏt por Ẽ em Ċ.
7 Se todos os elementos de Ċ forem negativos então

o sistema converge para o ponto de equilíbrio S. Caso contrário, diz-se que as soluções do
sistema não são atraídas ou não convergem para o ponto de equilíbrio.

8 Passo 5. Estabilidade da medida de assimetria condicional: Determine Ȧ = d

dt
As[Ẏt|F ] e

substitua Ẏt por Ẽ em Ȧ. Determine a expressão da matriz Jacobiana avaliada no ponto de

equilíbrio S, JA(S) = ∂Ȧ

∂Yti
(S) e calcule os autovalores associados a esta matriz.

9 Se todos os autovalores de JA possuírem parte real negativa então
as soluções do sistema convergem para o ponto de equilíbrio S, isto é, o ponto de equilíbrio
atrai as órbitas das soluções do sistema. Caso contrário, diz-se que as soluções do sistema
não são atraídas ou não convergem para o ponto de equilíbrio.

10 Passo 6. Se o sistema converge para as distribuições de equilíbrio das esperança, variância,
covariância e medida de assimetria condicionais, então a solução de equilíbrio S, no modelo
determinístico, é localmente exponencialmente assintoticamente estável. Caso contrário, diz-se
que é localmente (exponencialmente) instável.

11 Passo 7. Fim.

A metodologia empregada nesta tese se baseia na análise de estabilidade parcial (JAM-
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MAZI, 2010) e na análise de estabilidade no senso dos momentos condicionais (BHATTA-
CHARYA et al., 2011), em três abordagens:

• Abordagem I - uma realização do processo estocástico representado pelo Modelo (3.19):
Considerando a existência de um ruído com valor fixo, isto é, δt = δ. Esta análise é similar
à análise de equilíbrio de um sistema dinâmico não-estocástico. Emprega-se aqui a análise
de estabilidade parcial.

• Abordagem II - processo estocástico representado pelo Modelo (3.19): Considerando a exis-
tência de um ruído com distribuição δt ∼ N(0, t), de acordo com a teoria de Bhattacharya
et al. (2011) combinada com a teoria de estabilidade parcial.

• Abordagem III - processo estocástico adaptado doModelo (3.19): Considerando a existência
de um ruído adicional no sistema representado pelo modelo proposto neste trabalho. A
análise dos pontos de equilíbrio se referem ao Modelo (3.46) e é realizada sob a luz das
teorias da estabilidade parcial e de Bhattacharya et al..

Para qualquer abordagem, considere Λ(S) o conjunto de autovalores da matriz Jacobiana
do Modelo (3.19) associada ao ponto de equilíbrio S, sendo que os autovalores estão ordenados
da seguinte forma: Λ(S) = {λX , λO, λP , λN}, isto é, o primeiro autovalor se refere à coluna
das derivadas de Ẋt, o segundo diz respeito à coluna das derivadas de Ȯt e assim por diante.
Além disto, considere Λ(E[S | F ]), Λ(Var[S]|F), Λ(As[S | F ]) os conjuntos de autovalores
das matrizes Jacobianas associadas às esperança, variância e medida de assimetria condicionais
do sistema e avalidas no ponto de equilíbrio S e γẎi,Ẏj (S|F) a primeira derivada no tempo da
Cov[Ẏi, Ẏj | F ] avaliada no ponto S, para i 6= j.

3.3.1 Abordagem I: estabilidade parcial do modelo proposto

Nos modelos baseados na cinética de um bioprocesso, geralmente, observa-se que a taxa
de variação de substratos e produtos é definida a partir da taxa de variação do microrganismo,
como por exemplo em Murwanashyaka et al. (2020), Rio-Chanona et al. (2018), Roman e
Selişteanu (2016) e Yang et al. (2011). Ao calcular os autovalores da matriz Jacobiana de modelos
baseados na cinética de fermentação, nota-se frequentemente que existem múltiplos autovalores
nulos para um determinado ponto de equilíbrio, o que impede a análise de estabilidade no
senso local (STROGATZ, 2018). Neste sentido, nesta tese, quando pelo menos um autovalor
associado a um ponto de equilíbrio for nulo, analisa-se a estabilidade no senso parcial (JAMMAZI,
2010; CHELLABOINA; HADDAD, 2002; VOROTNIKOV, 1998; FERGOLA; TENNERIELLO,
1983).

Considera-se ainda que, na abordagem I, a variável aleatória δt assume um valor constante.
Neste sentido, os resultados da análise de equilíbrio se referem a apenas uma realização do
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Modelo (3.19), isto é, a análise diz respeito à dinâmica do processo estocástico vetorial Ẏt =
[Ẋt, Ȯt, Ṗt, Ṅt] para somente um valor de δt.

3.3.1.1 Ausência de fármacos

Sob a hipótese de ausência de fármacos no mosto, existem cinco possíveis equilíbrios,
denotados pelos pontos S0

i , i = 1, 2, . . . , 5. Discute-se a seguir os critérios para a estabilidade
destes pontos:

S0
1 - Equilíbrio livre de algas e fósforo, com ruído constante

Para este ponto de equilíbrio foram determinados os seguintes autovalores:

Λ(S0
1) = {0, δ, ξ, −ρ} . (3.83)

Se δ < 0, ξ < 0 e ρ > 0, então diz-se que o sistema é parcialmente assintoticamente exponenci-
almente estável em relação às concentrações de oxigênio, fósforo e nitrogênio e converge em
relação à concentração de algas.

S0
2 - Capacidade suporte de algas, fósforo depletado e ruído constante

Os seguintes autovalores estão associados ao ponto de equilíbrio S0
2 :

Λ(S0
2) =

{
0, −δ, ξ, −ρ−

KiO
N ∗2,0YX/Pµmax

(KiO
+KO)KP (KN −N ∗2,0)

}
. (3.84)

Se δ > 0, ξ < 0 e ρ > −
KiO

N ∗2,0YX/Pµmax

(KiO
+KO)KP (KN −N ∗2,0)

, então diz-se que o sistema é parcialmente

assintoticamente exponencialmente estável em relação às concentrações de oxigênio, fósforo e
nitrogênio e converge em relação à concentração de algas.

S0
3 - Capacidade suporte de algas, fósforo e nitrogênio depletados e ruído constante

Para o ponto de equilíbrio S0
3 foram determinados os seguintes autovalores:

Λ(S0
3) = {0, −δ, ξ, −ρ} . (3.85)

Se δ > 0, ξ < 0 e ρ > 0, então diz-se que o sistema é parcialmente assintoticamente exponenci-
almente estável em relação às concentrações de oxigênio, fósforo e nitrogênio e converge em
relação à concentração de algas.

S0
4 - Bioprocesso totalmente controlado (ausência de ruídos)

Para este equilíbrio S0
4 foram encontrados os autovalores:

Λ(S0
4) = {0, ξ, −ρ, 0} . (3.86)

Se ξ < 0 e ρ > 0, então diz-se que o sistema é parcialmente assintoticamente exponencialmente
estável em relação às concentrações de oxigênio e fósforo e converge em relação às concentrações
de algas e nitrogênio.
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S0
5 - Ausência de algas, fósforo e nitrogênio, com ruído constante

Para o ponto de equilíbrio S0
5 , determinaram-se os autovalores:

Λ(S0
5) = {0, δ, −ξ, −ρ} . (3.87)

Se δ < 0, ξ > 0 e ρ > 0, então diz-se que o sistema é parcialmente assintoticamente exponenci-
almente estável em relação às concentrações de oxigênio, fósforo e nitrogênio e converge em
relação à concentração de algas.

3.3.1.2 Presença de fármacos

Sob a hipótese de presença de fármacos no biorreator, existem cinco possíveis equilíbrios,
denotados pelos pontos S1

i , i = 1, 2, . . . , 5, cujos equilíbrios são classificados a seguir:

S1
1 - Equilíbrio livre de algas e ruído constante

Para o ponto de equilíbrio S1
1 , foram determinados os seguintes autovalores:

Λ(S1
1) =

{
0, ξ, −ρ, δ +

αPµmaxN
∗
1,1KiO

(KiO
+KO)(αP − ρKP )(N ∗1,1 −KN)

}
. (3.88)

Se ξ < 0, ρ > 0 e δ < −
αPµmaxN

∗
1,1KiO

(KiO
+KO)(αP − ρKP )(N ∗1,1 −KN) , então diz-se que o sistema, sob

a presença de fármacos, é parcialmente assintoticamente exponencialmente estável em relação às
concentrações de oxigênio, fósforo e nitrogênio e converge em relação à concentração de algas.

S1
2 - Capacidade suporte de algas, nitrogênio depletado e ruído constante

Para o ponto de equilíbrio S1
2 , foram calculados os autovalores:

Λ(S1
2) =

{
−δ, ξ, −ρ,

αPKiO
YX/Nµmax

(KiO
+KO)KN(αP − ρKP )

}
. (3.89)

Se δ > 0, ξ < 0, ρ > 0 e
αPKiO

YX/Nµmax

(KiO
+KO)KN(αP − ρKP ) < 0, então diz-se que o sistema, sob a

presença de fármacos, é localmente assintoticamente exponencialmente estável em relação às
concentrações de oxigênio, fósforo e nitrogênio.

S1
3 - Ausência de algas, nitrogênio converge para constante não nula e ruído constante

Para o ponto de equilíbrio S1
3 , em que a concentração de nitrogênio converge para

mKN

m− 1 ,

tal quem = − δ

µmax

(
1 + KO

KiO

)(
1− ρKP

αP

)
, considerando δt = δ 6= 0, foram determinados os

seguintes autovalores:
Λ(S1

3) = {0, 0, ξ, −ρ} . (3.90)

Se ξ < 0 e ρ > 0, então diz-se que o sistema, sob a presença de fármacos, é parcialmente
assintoticamente exponencialmente estável em relação às concentrações de fósforo e nitrogênio
e converge em relação às concentrações de algas e oxigênio.
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S1
4 - Bioprocesso totalmente controlado (ausência de ruídos)

Para o ponto de equilíbrio S1
4 , sob a ausência de estocasticidade, isto é, δ = 0, foram

determinados os seguintes autovalores:

Λ(S1
4) =

{
ξ, −ρ, 0,

αPKiO
YX/NX

∗
4,1µmax

KN(KiO
+KO)(αP − ρKP )

}
. (3.91)

Se ξ < 0, ρ > 0 e
YX/N
KN

(
αP
ρ
−KP

)
< 0, para αP > 0,KiO

> 0,KO ≥ 0, µmax > 0, então diz-

se que o sistema, sob a presença de fármacos, é parcialmente assintoticamente exponencialmente
estável em relação às concentrações de algas, oxigênio e nitrogênio e converge em relação à
concentração de fósforo.

S1
5 - Ausência de algas e de nitrogênio, ruído constante

Para o ponto de equilíbrio S1
5 , o qual representa um sistema livre de algas e nitrogênio,

foram determinados os seguintes autovalores:

Λ(S1
5) = {0, δ, ξ, −ρ} . (3.92)

Se δ < 0, ξ < 0 e ρ > 0, então diz-se que o sistema, sob a presença de fármacos, é parcialmente
assintoticamente exponencialmente estável em relação às concentrações de oxigênio, fósforo e
nitrogênio e converge em relação à concentração de algas.

3.3.2 Abordagem II: estabilidade dos momentos condicionais do modelo
proposto

Para analisar a estabilidade do sistema dinâmico estocástico em um ponto de equilíbrio,
de acordo com Bhattacharya et al. (2011) é preciso analisar a estabilidade de três momentos
condicionais em relação ao fator de estocatiscidade δt: esperança E[Ẏt | F ], variância Var[Ẏt | F ]
e medida de assimetria As[Ẏt | F ]. Para tal análise, consideram-se os resultados apresentados
nas Equações (3.44), (3.49) e (3.55).

3.3.2.1 Ausência de fármacos

Esperança condicional

Para os pontos de equilíbrio S0
1 , S0

3 , S0
4 e S0

5 , por meio do cálculo dos autovalores da matriz
Jacobiana da esperança condicional do Modelo (3.19), Equação (3.44), foram determinados:

Λ(E[S0
1 | F ]) = Λ(E[S0

3 | F ]) = Λ(E[S0
4 | F ]) = Λ(E[S0

5 | F ]) = {0, 0 ξ, −ρ} . (3.93)

Se ξ < 0 e ρ > 0, então diz-se que a distribuição da esperança condicional do sistema, sob
ausência de fármacos e considerando a existência de um ruído Gaussiano na taxa de variação
da concentração algal, é parcialmente assintoticamente exponencialmente estável em relação
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às concentrações de fósforo e nitrogênio e converge em relação às concentrações de algas e
oxigênio.

Já para o equilíbrio S0
2 , foram determinados os seguintes autovalores associados à Jacobi-

ana da esperança condicional do Modelo (3.19):

Λ(E[S0
2 | F ]) =

{
0, 0, ξ, ρ+

KiO
N ∗2,1YX/Pµmax

(KiO
+KO)KP (N ∗2,1 −KN)

}
. (3.94)

Se ξ < 0 e ρ < −
KiO

N ∗2,1YX/Pµmax

(KiO
+KO)KP (N ∗2,1 −KN) , então diz-se que a distribuição da esperança

condicional do sistema, sob ausência de fármacos e considerando a existência de um ruído
Gaussiano na taxa de variação da concentração algal, é parcialmente assintoticamente exponen-
cialmente estável em relação às concentrações de fósforo e nitrogênio e converge em relação às
concentrações de algas e oxigênio.

Variância condicional

Para os pontos de equilíbrio S0
1 , S0

2 , S0
3 e S0

5 , por meio do cálculo dos autovalores da
matriz Jacobiana da variância condicional doModelo (3.19), Equação (3.49), foram determinados

Λ(Var[S0
1 | F ]) = Λ(Var[S0

2 | F ]) = Λ(Var[S0
3 | F ]) = Λ(Var[S0

5 | F ]) = {0, 0, 0, 0} .
(3.95)

Uma vez que todos os autovalores associados à Jacobiana da variância condicional são nulos, não
se pode afirmar nada sobre a estabilidade da distribuição da variância condicional do sistema
sob a ausência de fármacos em relação aos pontos de equilíbrio S0

1 , S0
2 , S0

3 e S0
5 .

Para o ponto de equilíbrio S0
4 , foi determinado o seguinte conjunto de autovalores:

Λ(Var[S0
1 | F ]) =

{
0, 0, 0, 2X∗4,0(2X∗4,0 − 1)(X∗4,0 − 1)

}
. (3.96)

Se
1
2 < X∗4,0 < 1, então diz-se que a distribuição da variância condicional do sistema, sob a

ausência de fármacos e considerando a existência de um ruído Gaussiano na taxa de variação
da concentração algal, é parcialmente assintoticamente exponencialmente estável em relação à
concentração de nitrogênio e converge em relação às concentrações de algas, oxigênio e fósforo.

Além disto, como as covariâncias do Modelo (3.19) são todas nulas (elementos fora da
diagonal da Equação (3.49)) e, consequentemente,

γẊ,Ȯ = γẊ,Ṗ = γẊ,Ṅ = γȮ,Ṗ = γȮ,Ṅ = γṖ ,Ṅ = 0 (3.97)

para qualquer equilíbrio S0, não é possível fazer nenhuma afirmação sobre a estabilidade da
distribuição das covariâncias do sistema.

Skewness condicional

De acordo com a Equação (3.55), foi possível determinar apenas a medida de assimetria
de Ẋt. Por conseguinte, não se pode fazer afirmações sobre a estabilidade da distribuição da
medida de assimetria do sistema.
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3.3.2.2 Presença de fármacos

Esperança condicional

Para os ponto de equilíbrio S1
1 , foi determinado o seguinte conjunto de autovalores

relacionados à matriz Jacobiana da esperança condicional do Modelo (3.19):

Λ(E[S1
1 | F ]) =

{
0, ξ, −ρ,

αPKiO
N ∗1,1µmax

(KiO
+KO)(αP − ρKP )(N ∗1,1 −KN)

}
. (3.98)

Se ξ < 0, ρ > 0 e (αP − ρKP )(N ∗1,1 −KN) < 0, para αP > 0, KiO
> 0, KO ≥ 0, ρKP 6= αP ,

N ∗1,1 6= KN , µmax > 0 então diz-se que a distribuição da esperança condicional do sistema, sob
presença de fármacos e considerando a existência de um ruído Gaussiano na taxa de variação da
concentração algal, é parcialmente assintoticamente exponencialmente estável em relação às
concentrações de oxigênio, fósforo e nitrogênio e converge em relação à concentração algal.

Para S1
2 determinou-se:

Λ(E[S1
2 | F ]) =

{
0, ξ, −ρ,

αPKiO
YX/Nµmax

(KiO
+KO)(αP − ρKP )KN

}
. (3.99)

Se ξ < 0, ρ > 0 e YX/N(αP − ρKP )−1K−1
N < 0, para αP > 0, αP 6= ρKP , KiO

> 0, KO ≥ 0,
µmax > 0, então diz-se que a distribuição da esperança condicional do sistema, sob presença de
fármacos e considerando a existência de um ruído Gaussiano na taxa de variação da concentração
algal, é parcialmente assintoticamente exponencialmente estável em relação às concentrações de
oxigênio, fósforo e nitrogênio e converge em relação à concentração algal.

Consoante ao equilíbrio S1
3 , encontrou-se:

Λ(E[S1
3 | F ]) = {0, −δ, ξ, −ρ} . (3.100)

Se δ > 0, ξ < 0 e ρ > 0, então diz-se que a distribuição da esperança condicional do sistema,
sob presença de fármacos e considerando a existência de um ruído Gaussiano na taxa de variação
da concentração algal, é parcialmente assintoticamente exponencialmente estável em relação às
concentrações de oxigênio, fósforo e nitrogênio e converge em relação à concentração algal.

Em respeito ao ponto S1
4 , determinou-se:

Λ(E[S1
4 | F ]) =

{
0, ξ, −ρ,

αPKiO
X∗4,1YX/Nµmax

(KiO
+KO)(αP − ρKP )KN

}
. (3.101)

Se ξ < 0, ρ > 0 e YX/N(αP − ρKP )−1K−1
N < 0, para αP > 0, αP 6= ρKP , KiO

> 0, KO ≥ 0,
µmax > 0, então diz-se que a distribuição da esperança condicional do sistema, sob presença de
fármacos e considerando a existência de um ruído Gaussiano na taxa de variação da concentração
algal, é parcialmente assintoticamente exponencialmente estável em relação às concentrações de
oxigênio, fósforo e nitrogênio e converge em relação à concentração algal.

Por fim, para o ponto S1
5 , encontrou-se o seguinte conjunto de autovalores:

Λ(E[S1
5 | F ]) = {0, 0, ξ, −ρ} . (3.102)
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Se ξ < 0, ρ > 0, então diz-se que a distribuição da esperança condicional do sistema, sob
presença de fármacos e considerando a existência de um ruído Gaussiano na taxa de variação
da concentração algal, é parcialmente assintoticamente exponencialmente estável em relação
às concentrações de fósforo e nitrogênio e converge em relação às concentrações algal e de
oxigênio.

Variância condicional

Para os pontos de equilíbrio S1
1 , S1

2 , S1
3 e S1

5 , obteve-se:

Λ(Var[S1
1 | F ]) = Λ(Var[S1

2 | F ]) = Λ(Var[S1
3 | F ]) = Λ(Var[S1

5 | F ]) = {0, 0, 0, 0} .
(3.103)

Uma vez que todos os autovalores associados à Jacobiana da variância condicional são nulos, não
se pode afirmar nada sobre a estabilidade da distribuição da variância condicional do sistema
sob a presença de fármacos em relação aos pontos de equilíbrio S1

1 , S1
2 , S1

3 e S1
5 .

Já para S1
4 , tem-se que:

Λ(Var[S1
4 | F ]) =

{
0, 0, 0, 2X∗4,1(2X∗4,1 − 1)(X∗4,1 − 1)

(
1−

αP tKiO
Y 2
X/Nµmax

KN(KiO
+KO)(αP − ρKP )

)}
.

(3.104)

Se
1
2 < X∗4,0 < 1 e

αP tKiO
Y 2
X/Nµmax

KN(KiO
+KO)(αP − ρKP ) < 1 ou

αP tKiO
Y 2
X/Nµmax

KN(KiO
+KO)(αP − ρKP ) > 1

e 0 < X∗4,0 <
1
2 , então diz-se que a distribuição da variância condicional do sistema, sob a

presença de fármacos e considerando a existência de um ruído Gaussiano na taxa de variação
da concentração algal, é parcialmente assintoticamente exponencialmente estável em relação à
concentração de nitrogênio e converge em relação às concentrações dos demais componentes.

Em respeito à análise da covariância do sistema para os pontos de equilíbrio sob a presença
de fármacos, não se pode fazer afirmações, uma vez que as derivadas das covariâncias paraG = 1
são as mesmas descritas na Equação (3.97). Além disto, não foi possível obter nenhum resultado
de estabilidade para a medida de assimetria condicional, devido a Var[Ȯt | F ] = Var[Ṗt | F ] =
Var[Ṅt | F ] = 0.

3.3.3 Abordagem III: estabilidade dos momentos condicionais do modelo
perturbado

O Modelo (3.46) representa uma perturbação do Modelo (3.19) nas proximidades de um
ponto de equilíbrio S∗. Analisar a estabilidade dos pontos de equilíbrio do Modelo (3.19) com
auxílio do modelo perturbado significa então analisar soluções de quasi-equilíbrio ou soluções
nas proximidades de um equilíbrio S∗ (BHOWMICK et al., 2016).

Como oModelo (3.46) esperado é equivalente ao Modelo (3.19) esperado, então a análise
das esperanças condicionais dos pontos de equilíbrio SGi , para i = 1, 2, . . . , 5, G = 0, 1, é a
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mesma descrita na Abordagem II. Em outras palavras, a estabilidade da distribuição da esperança
condicional do sistema no estado de quasi-equilíbrio é equivalente à estabilidade da distribuição
da esperança condicional do sistema em equilíbrio.

Por sua vez, apesar de existir uma estrutura para a medida de assimetria do Modelo (3.46),
não foi possível determinar os autovalores da matriz Jacobiana da Equação (3.56) para nenhum
ponto de equilíbrio, já que alguns elementos da Jacobiana tendem ao infinito. Por conseguinte,
diz-se que a estabilidade da distribuição da medida de assimetria é indeterminada.

Neste sentido, esta subseção se destina a descrever a análise de estabilidade da matriz de
variância condicional do sistema perturbado.

3.3.3.1 Ausência de fármacos

S0
1 - Equilíbrio livre de algas e fósforo

Para o ponto de equilíbrio S0
1 foi determinado o seguinte conjunto de autovalores da

Jacobiana da variância condicional:

Λ(Var[S0
1 | F ]) =

{
0, 0,

2δ2c2
NdNN

∗
1,0

(dN +N ∗1,0)2 ,
δ2c2

OKO(dO(tξ − 2) + tξKO)
(dO +KO)3

}
. (3.105)

Se dN < 0 e ξ < 2 dO
t(dO +KO) , para t > 0 e dO 6= −KO, então diz-se que a distribuição da

variância condicional do sistema no estado de quasi-equilíbrio, sob a ausência de fármacos e
considerando a existência de um movimento Browniano adaptado como um ruído adicional, é
parcialmente assintoticamente exponencialmente estável em relação às concentrações de fósforo
e nitrogênio e convergente em relação às concentrações de algas e oxigênio.

Em relação às covariâncias condicionais, determinou-se que:

γẊ,Ȯ = γẊ,Ṗ = γẊ,Ṅ = γȮ,Ṗ = γṖ ,Ṅ = 0, γȮ,Ṅ =
cNcOKON

∗
1,0

(dO +KO)(dN +N ∗1,0)
. (3.106)

Se
cNcO

(dO +KO)(dN +N ∗1,0)
< 0, para KO > 0, N ∗1,0 > 0, dO 6= −KO e dN 6= −N ∗1,0, então

diz-se que a distribuição da covariância condicional entre nitrogênio e oxigênio no estado de
quasi-equilíbrio é convergente.

S0
2 - Capacidade suporte de algas e fósforo depletado

Para este ponto de equilíbrio foi determinado o seguinte conjunto de autovalores:

Λ(Var[S0
2 | F ]) =

{
0,

2δ2c2
NdNN

∗
2,0

(dN +N ∗2,0)3 , −
δ2c2

OKO(dO(tξ − 2) + tξKO)
(dO +KO)3 , −2δcX∆1

}
, (3.107)

tal que∆1 = ((1− tδ)(1 + dX)2) + δcX(tδ + (tδ − 1)dX)
(1 + dX)3 . Se

dN
(dN +N ∗2,0)

< 0, ξ > 2dOc2
OKOδ

2

t(dO +KO)
e δcX∆1 > 0, para dN 6= −N ∗2,0, dx 6= −1, dO 6= −KO e t > 0, então diz-se que a distribuição
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da variância condicional do sistema no estado de quasi-equilíbrio, sob a ausência de fármacos e
considerando a existência de um movimento Browniano adaptado como ruído adicional, é parci-
almente assintoticamente exponencialmente estável em relação às concentrações de oxigênio,
fósforo e nitrogênio e convergente em relação à concentração de algas.

Em relação às covariâncias condicionais, determinou-se que:

γẊ,Ȯ = cOcXKO

(1 + dX)(KO + dO) , γẊ,Ṅ =
cNcXN

∗
2,0

(1 + dX)(dN +N ∗2,0)
, γȮ,Ṅ =

cNcOKON
∗
2,0

(dO +KO)(dN +N ∗2,0)
,

γȮ,Ṗ = γṖ ,Ṅ = γẊ,Ṗ = 0.
(3.108)

Se
cNcO

(dO +KO)(dN +N ∗1,0)
< 0, cOcX

(1 + dX)(KO + dO) < 0, cNcX
(1 + dX)(dN +N ∗2,0)

< 0, para

KO > 0, N ∗2,0 > 0, dX 6= −1, dO 6= −KO e dN 6= −N ∗2,0, então diz-se que a distribuição da
covariância condicional entre nitrogênio e oxigênio, nitrogênio e algas, oxigênio e algas no
estado de quasi-equilíbrio é convergente.

S0
3 - Capacidade suporte de algas, fósforo e nitrogênio depletados

Para este equilíbrio determinou-se o seguinte conjunto de autovalores:

Λ(Var[S0
3 | F ]) =

{
0, 0, −2δcX∆1,

−δ2c2
OKO((−2 + tξ)dO + tξdO)

(dO +KO)3

}
. (3.109)

Se δcX∆1 > 0 e
dO(1− tξ)
(dO +KO)3 < 0, para dO 6= −KO, então diz-se que a distribuição da variância

condicional do sistema no estado de quasi-equilíbrio, sob a ausência de fármacos e considerando
a existência de um movimento Browniano adaptado como ruído adicional, é parcialmente as-
sintoticamente exponencialmente estável em relação às concentrações de fósforo e nitrogênio e
convergente em relação às concentrações de algas e oxigênio.

Em relação às covariâncias condicionais,

γẊ,Ȯ = cOcXKO

(1 + dX)(KO + dO) , γẊ,Ṅ = γȮ,Ṅ = γȮ,Ṗ = γṖ ,Ṅ = γẊ,Ṗ = 0. (3.110)

Se
cOcX

(1 + dX)(KO + dO) < 0, para dO 6= −KO e dX 6= −1, diz-se então que a distribuição da

covariância condicional entre algas e oxigênio no estado de quasi-equilíbrio é convergente.

S0
4 - Bioprocesso totalmente controlado (ausência de ruído)

Para o ponto de equilíbrio S0
4 , que representa um cenário livre de ruídos ambientais,

determinaram-se os seguintes autovalores:

Λ(Var[S0
4 | F ]) =

{
2X∗4,0(X∗4,0 − 1)(2X∗4,0 − 1), 0, 0, 0

}
. (3.111)
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Se
1
2 < X∗4,0 < 1, então diz-se que a distribuição da variância condicional do sistema no estado

de quasi-equilíbrio, sob a ausência de fármacos e considerando a existência de um movimento
Browniano adaptado como ruído adicional, é parcialmente assintoticamente exponencialmente
estável em relação à concentração de algas e convergente em relação às concentrações de
oxigênio, fósforo e nitrogênio.

Quanto às covariâncias do modelo perturbado, encontram-se os seguintes resultados:

γẊ,Ȯ =
cOKOX

∗
4,0

(KO + dO)

(
1−X∗4,0 + cX

dX +X∗4,0

)
,

γẊ,Ṅ = γȮ,Ṅ = γȮ,Ṗ = γṖ ,Ṅ = γẊ,Ṗ = 0.
(3.112)

Se
cO

KO + dO
< 0 e 1 + cX

dX +X∗4,0
> X∗4,0 ou

cO
KO + dO

> 0 e 1 + cX
dX +X∗4,0

< X∗4,0, para

dO 6= −KO e dX 6= −X∗4,0, então diz-se que a distribuição da covariância condicional entre
algas e oxigênio no estado de quasi-equilíbrio é convergente.

S0
5 - Ausência de algas, fósforo e nitrogênio

Para o equilíbrioS0
5 , em relação à variância condicional domodelo perturbado, determinaram-

se os seguintes autovalores:

Λ(Var[S0
5 | F ]) =

{
−δ

2c2
OKO((−2 + tξ)dO + tξKO)

(dO +KO)3 , 0, 0, 0
}
. (3.113)

Se ξ >
2dO

t(dO +KO) , para t > 0 e dO 6= −KO, então diz-se que a distribuição da variância

condicional do sistema no estado de quasi-equilíbrio, sob ausência de fármacos e considerando a
existência de um movimento Browniano como ruído adicional, é parcialmente assintoticamente
exponencialmente estável em relação à concentração algal e convergente em relação às concen-
trações de oxigênio, fósforo e nitrogênio. Quanto às covariãncias condicionais, determinou-se
que:

γẊ,Ȯ = γẊ,Ṅ = γȮ,Ṅ = γȮ,Ṗ = γṖ ,Ṅ = γẊ,Ṗ = 0. (3.114)

Consequentemente, não é possível fazer nenhuma afirmação sobre a estabilidade da distribuição
das covariâncias condicionais do sistema.

3.3.3.2 Presença de fármacos

S1
1 - Equilíbrio livre de algas

Para o equilíbrio S1
1 , os autovalores da matriz Jacobiana da variância condicional são:

Λ(Var[S1
1 | F ]) =

{
0,

2δ2c2
NdNN

∗
1,1

(dN +N ∗1,1)3 ,
αP δ

2ρ2c2
P (tαP + (2 + tρ)dP )
(αP + ρdP )3 ,

δ2c2
OKO((2− tξ)dO − tξKO)

(dO +KO)3

}
.

(3.115)
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Se
dN

(dN +N ∗1,1)3 < 0, 1
t
> −

(
αP
2dP

+ ρ

2

)
, ξ >

2dO
t(dO +KO) , para dO 6= −KO, t > 0, dP 6= 0,

dP 6= −
αP
ρ

e dN 6= −N ∗1,1, então diz-se que a distribuição da variância condicional do sitema no
estado de quasi-equilíbrio, sob a presença de fármacos e considerando a existência de um ruído
adicional do tipo movimento Browniano, é parcialmente assintoticamente exponencialmente
estável em relação às concentrações de oxigênio, fósforo e nitrogênio e converge em relação à
concentração algal.

Quanto às covariâncias, obteve-se os seguintes resultados:

γȮ,Ṗ = αP cOcPKO

(αP + ρdP )(dO +KO) , γȮ,Ṅ =
cNcOKON

∗
1,1

(dO +KO)(dN +N ∗1,1)
, γṄ,Ṗ =

αP cNcPN
∗
1,1

(αP + ρdP )(dN +N ∗1,1)
,

γẊ,Ȯ = γẊ,Ṅ = γẊ,Ṗ = 0.
(3.116)

Se cOcP (αP + ρdP )−1(dO + KO)−1 < 0, cOcN(dN + N ∗1,1)−1(dO + KO)−1 < 0 e cNcP (αP +
ρdP )−1(dN + N ∗1,1)−1 < 0,para dN 6= −N ∗1,1, dO 6= −KO, dP 6= −αP/ρ, então diz-se que a
distribuição da covariância condicional do sistema é convergente para as covariâncias entre
oxigênio e fósforo, oxigênio e nitrogênio, nitrogênio e fósforo.

S1
2 - Capacidade suporte de algas e nitrogênio depletado

Λ(Var[S1
2 | F ]) =

{
0, αP δ

2ρ2c2
P (tαP + (2 + tρ)dP )
(αP + ρdP )3 , ∆2, −

δ2c2
OKO((−2 + tξ)dO + tξKO)

(dO +KO)3

}
,

(3.117)

para ∆2 = 2δcX((tδ − 1)(1 + dX)2 − δcX(δt+ (tδ − 1)dX))
(1 + dX)3 . Se

1
t
> −

(
αP
2dP

+ ρ

2

)
, ξ >

2dO
t(dO +KO) , cXδ > 0 e (tδ − 1)(1 + dx) > cXδ

2t + dX(1 + dx)−1 < 0 ou cXδ < 0 e (tδ −

1)(1 + dx) > cXδ
2t + dX(1 + dx)−1 < 0, para dO 6= −KO, t > 0, dP 6= 0, dP 6= −

αP
ρ

e
dX 6= −1, então diz-se que a distribuição da variância condicional do sistema é parcialmente
assintoticamente exponencialmente estável em relação às concentrações de oxigênio, fósforo e
nitrogênio e converge em relação à concentração de algas.

Quanto às covariâncias condicionais, obteve-se:

γẊ,Ȯ = cOcXKO

(1 + dX)(KO + dO) , γẊ,Ṗ = αP cP cX
(αP + ρdP )(1 + dX) , γȮ,Ṗ = αP cP cOKO

(αP + ρdP )(KO + dO) ,

γẊ,Ṅ = γȮ,Ṅ=γ
Ṗ ,Ṅ

= 0.

(3.118)

Se γẊ,Ȯ/KO < 0, γẊ,Ṗ/αP < 0 e γȮ,Ṗ/(αPKO) < 0, para dX 6= −1, dO 6= −KO,
dP 6= −αP/ρ, então diz-se que a distribuição das covariâncias condicionais entre algas e
oxigênio, algas e fósforo, oxigênio e fósforo é convergente.
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S1
3 - Ausência de algas e nitrogênio converge para constante não nula

Para o ponto de equilíbrio S1
3 foram calculados os seguintes autovalores da matriz Jacobi-

ana associada às variâncias condicionais:

Λ(Var[S1
3 | F ]) =

{
0, ∆3,

αP δ
2ρ2c2

P (tαP + (2 + tρ)dP )
(αP + ρdP )3 , −δ

2c2
OKO((−2 + tξ)dO + tξKO)

(dO +KO)3

}
,

(3.119)
sendo ∆3 = ∆4

∆5
, ∆4 = 2δ3c2

NdNKN(KiO
+KO)(αP − ρKP )(δKO(αP − ρKP ) +KiO

(δρKP +
αP (δ+µmax)))2 e ∆5 = (δKN(KiO

+KO)(αP − ρKP ) + dN(δKO(αP − ρKP ) +KiO
(δρKP +

αP (δ + µmax))))3.

Se
1
t
> −

(
αP
2dP

+ ρ

2

)
, ξ >

2dO
t(dO +KO) , dNKN∆−1

5 < 0, para dO 6= −KO, t > 0,

dP 6= 0, dP 6= −
αP
ρ

e ∆5 6= 0, então diz-se que a distribuição da variância condicional do
sistema é parcialmente assintoticamente exponencialmente estável em relação às concentrações
de oxigênio, fósforo e nitrogênio e converge em relação à concentração de algas.

Quanto às covariâncias condicionais, determinaram-se os seguintes resultados:

γȮ,Ṗ = αP cOcPKO

(αP + ρdP )(dO +KO) , γȮ,Ṅ =
δcNcOKNKO(KiO

+KO)(αP − ρKP )
(dO +KO)∆6

,

γṖ ,Ṅ =
αP δcNcPKN(KiO

+KO)(αP − ρKP )
(αP + ρdP )∆6

, γẊ,Ȯ = γẊ,Ṗ = γẊ,Ṅ = 0,
(3.120)

para ∆6 = (δKN(KiO
+ KO)(αP − ρKP ) + dN(δKO(αP − ρK − P ) + KiO

(δρKP + αP (δ +
µmax)))). Se γȮ,Ṗ/(cOcP ) < 0, γȮ,Ṅ/(cNcO) e γṖ ,Ṅ/(cNcP ) < 0, para dO 6= −KO, dP 6= −αP/ρ,
∆6 6= 0, então diz-se que a distribuição das covariâncias condicionais entre oxigênio e fósforo,
oxigênio e nitrogênio, fósforo e nitrogênio é convergente.

S1
4 - Bioprocesso totalmente controlado (ausência de ruídos)

No caso do bioprocesso ser totalmente controlado, ao adicionar um ruído, os autovalores
da matriz Jacobiana associada à matriz de variâncias são:

Λ(Var[S1
4 | F ]) =

{
0, 0, 0, 2X∗4,1(X∗4,1 − 1)(2X∗4,1 − 1)

}
. (3.121)

Se
1
2 < X∗4,1 < 1, então diz-se que a distribuição da variância condicional do sistema é

parcialmente assintoticamente exponencialmente estável em relação à concentração de nitrogênio
e converge para as demais variáveis.

Para as covariâncias condicionais, encontraram-se:

γẊ,Ȯ =
cOKOX

∗
4,1

dO +KO

∆7, γẊ,Ṗ =
αP cPX

∗
4,1

αP + ρdP
∆7, γȮ,Ṗ = αP cOcPKO

(αP + ρdP )(dO +KO) ,

γẊ,Ṅ = γȮ,Ṅ = γṖ ,Ṅ = 0,
(3.122)
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para ∆7 =
(

1−X∗4,1 + cX
dX +X∗4,1

)
. Se cO(dO + KO)−1 < 0, cP (αP + ρdP )−1 < 0 e X∗4,1 >

1 + cX(dX +X∗4,1) ou cO(dO +KO)−1 > 0, cP (αP + ρdP )−1 > 0 e X∗4,1 < 1 + cX(dX +X∗4,1),
para dX 6= −X∗4,1, dO 6= −KO, dP 6= −αP/ρ, diz-se então que a distribuição das covariâncias
condicionais entre algas e oxigênio, algas e fósforo, oxigênio e fósforo é convergente.

S1
5 - Ausência de algas e de nitrogênio

Por fim, para o ponto S1
5 ,

Λ(Var[S1
5 | F ]) =

{
0, 0, αP δ

2ρ2c2
P (tαP + (2 + tρ)dP )
(αP + ρdP )3 , −δ

2c2
OKO((−2 + tξ)dO + tξKO)

(dO +KO)3

}
.

(3.123)
Se

1
t
> −

(
αP
2dP

+ ρ

2

)
e ξ >

2dO
t(dO +KO) , para t > 0, dP 6= −αP/ρ, dP 6= 0, dO 6= −KO, então

diz-se que a distribuição da variância condicional do sistema é parcialmente assintoticamente
exponencialmente estável em relação às concentrações de fósforo e nitrogênio e convergente em
relação às concentrações de algas e oxigênio.

Quanto às covariâcias,

γẊ,Ȯ = γẊ,Ṅ = γȮ,Ṅ = γṖ ,Ṅ = γẊ,Ṗ = 0, γȮ,Ṗ = αP cOcPKO

(αP + ρdP )(dO +KO) , (3.124)

diz-se que a distribuição da covariância condicional entre oxigênio e fósforo é convergente se
γȮ,Ṗ/(αPKO) < 0.

Em suma, resume-se nas Tabelas 1, 2 e 3 as classificações dos pontos de equilíbrio apresen-
tados nos Teoremas (3.4) e (3.5) quanto às abordagens I, II e III, de acordo com seus respectivos
parâmetros de bifurcação (parâmetros que mudam a estabilidade do ponto de equilíbrio).

Tabela 1 – Análise de estabilidade para abordagem I.

Estabilidade
Grupo Equilíbrio Local Parcial Bifurcação

S0
1 - O, P , N δ, ξ e ρ
S0

2 - O, P , N δ, ξ e ρ
G = 0 S0

3 - O, P , N δ, ξ e ρ
S0

4 - O, P δ e ρ
S0

5 - O, P , N δ, ξ e ρ

S1
1 - O, P , N δ, ξ, αP e ρ
S1

2 X , O, P , N - δ, ξ, αP e ρ
G = 1 S1

3 - P , N ξ e ρ
S1

4 - X , O, N ξ, αP e ρ
S1

5 - O, P , N δ, ξ e ρ
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Tabela 2 – Análise de estabilidade (parcial) para abordagem II.

Esperança Variância

Grupo Equilíbrio Estabilidade Bifurcação Estabilidade Bifurcação

S0
1 P , N ξ e ρ - -
S0

2 P , N ξ e ρ - -
G = 0 S0

3 P , N ξ e ρ - -
S0

4 P , N ξ e ρ N X∗4,0
S0

5 P , N ξ e ρ - -

S1
1 O, P , N αP , ξ e ρ - -
S1

2 O, P , N αP , ξ e ρ - -
G = 1 S1

3 O, P , N δ, ξ e ρ - -
S1

4 O, P , N αP , ξ e ρ N X∗4,1, αP , ρ
S1

5 O, P , N ξ e ρ - -

Tabela 3 – Análise de estabilidade (parcial) para abordagem III.

Variância Covariância

Grupo Equilíbrio Estabilidade Bifurcação Estabilidade Bifurcação

S0
1 P , N dN , dO, ξ N,O dN , dO
S0

2 O, P , N dN , dO, dX , δ N,O,X dN , dO, dX
G = 0 S0

3 P , N dO, dX , δ O,X dX , dO
S0

4 X X∗4,0 O,X dX , dO
S0

5 X dO, ξ - -

S1
1 O, P , N dN , dO, αP , ρ O,N, P dN , dP , dO, αP , ρ
S1

2 O, P , N dP , dX , dO, αP , ρ O,N,X dX , dP , dO, αP , ρ
G = 1 S1

3 O, P , N dP , dN , dO, αP , ρ O,N, P δ, dP , dO, αP , ρ
S1

4 N X∗4,1 N dX , dP , dO, αP , ρ
S1

5 P , N αP , dP , ρ, dO O,P αP , dP , ρ, dO

3.4 Representatividade do modelo proposto

A partir das análises apresentadas neste capítulo, mostrou-se que o Modelo (3.19) possui
soluções não-negativas e limitadas em tempo finito. Adicionalmente, as análises estatísticas de
suas propriedades permitiram conhecer as condições paramétricas em que o sistema se estabiliza,
na presença e ausência de ruídos ambientais. Os resultados destas análises mostram que o
Modelo (3.17), o qual tem as mesmas propriedades do Modelo (3.19), possui potencial para
ser utilizado na descrição da biorremediação de um efluente por um consórcio algal e auxiliar
gestores nas operações, controle e tomadas de decisões. Neste sentido, o modelo proposto foi
validado analiticamente.
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Para realização de testes computacionais, para a visualização da dinâmica do bioprocesso
a partir das trajetórias das variáveis de estado do Modelo (3.17), é necessário obter valores para
os parâmetros deste sistema em determinadas condições específicas. Neste contexto, o Capítulo 4
destina-se ao tratamento e análise estatística de um conjunto de dados obtidos em experimentos
laboratoriais, para que, no Capítulo 5, a estimação de parâmetos do modelo proposto nesta tese
possa ser realizada.
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4 Análise de Dados de Biorremediação

O Sistema de Equações Diferenciais Ordinárias Estocásticas (3.17) é um novo modelo
matemático proposto para descrever a biorremediação de um efluente doméstico pela ação
de microalgas, o qual se baseia no balanço de fluxo mássico dos componentes materiais do
fotobiorreator onde o bioprocesso é carreado. Para utilização deste novo modelo, os parâmetros
do Sistema (3.17) devem ser estimados. Desta forma, propõe-se neste trabalho que a determinação
deste parâmetros seja realizada a partir de dados referentes à biorremediação de um efluente
doméstico em batelada. Todavia, é imprescindível que seja feito o tratamento dos dados e as
análises das propriedades das variáveis do conjunto, a fim de propor a melhor estratégia para
ajustar os parâmetros do Modelo.

Este Capítulo destina-se ao tratamento e à análise de um conjunto de dados experimentais.
A descrição do conjunto de dados e as metodologias empregadas para a análise de dados são
descritas nas seções a seguir. Todas as implementações computacionais apresentadas neste e em
outros Capítulos foram realizadas com o apoio do software R (R Core Team, 2019), utilizando
um computador pessoal Core i5, 8ªGeração, com 8 GB de memória e 256 GB SSD.

4.1 Conjunto de Dados

O conjunto de dados utilizado neste trabalho foi fornecido pela Doutora Anna Patrícya
Florentino e pelo Professor Doutor Gustavo Henirque Ribeiro da Silva, do Departamento de
Engenharia Civil e Ambiental, da Faculdade de Engenharia da Universidade Estadual Paulista
“Júlio de Mesquita Filho” - Campus Bauru, Bauru, São Paulo, Brasil. Os dados referem-se ao
cultivo da microalga verde Chlorella sorokiniana em quatro diferentes condições ambientais
(Grupos 0, I, II e III), com dois tratamentos cada (ausência (I) e presença de fármacos (II)), para
avaliar o seu poder biorremediador.

Todos os experimentos foram realizados em fotobiorreatores em modo de condução
batelada e em triplicata, totalizando 24 unidades experimentais. Para cada batelada de um
tratamento dos grupos descritos, foram coletadas no mínimo quatro observações de 52 variáveis,
sendo elas numéricas (50) e categóricas (2), em períodos de tempo não igualmente espaçados.

Todas as análises neste trabalho se referem às variáveis numéricas do conjunto de dados
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fornecido. Especificamente, analisa-se aqui aquelas variáveis observadas no Grupo III, em que a
alga Chlorella sorokiniana foi previamente adaptada a um efluente estéril e foi cultivada em um
efluente doméstico sob uma fonte de luz constante, na ausência (Grupos III-I) e na presença de
fármacos (III-II). Os Grupos III-I e III-II serão denominados, daqui em diante, de Grupo A e
Grupo B, respectivamente.

As variáveis do conjunto de dados são referentes às mensurações de tempo, pH, oxigênio
dissolvido, alcalinidade, séries de fósforo, séries de nitrogênio, contagem de células, concentração
de clorofila e gravimetria celular. Todavia, alguns problemas com a estrutura do conjunto de dados
foram detectados, a saber, dados omissos ou não observados e erros de medição, provavelmente
devido à calibração de instrumentos laboratoriais.

4.2 Análise dos Dados

Após remover as variáveis redundantes e aquelas com grandes quantidades de dados
omissos, o conjunto de dados foi reduzido para 12 variáveis, das quais 10 são quantitativas, a
saber, tempo de operação da biorremediação (t), pH, densidade óptica (Dens), concentrações de
oxigênio dissolvido no reator (O), P total (P), N total (N), NO3

– (NO3), nitrogênio total Kjeldahl
(NTK), clorofila-a (Chla) e de células algais (X).

Apresenta-se na Tabela 4 as medidas resumo (valores mínimo e máximo, média, mediana,
primeiro e terceiro quantis) das variáveis selecionadas para representar o conjunto de dados, para
ambos os Grupos A e B, assim como suas unidades de medida.

Analisando exploratoriamente as informações contidas na Tabela 4, pode-se dizer que as
distribuições das variáveis pH, O, Dens, P, N, NO3, NTK, Chla e X tendem a ser assimétricas,
isto é, a média não é uma boa estatística para representar estas variáveis, pois há uma distância
significativa entre os valores das médias e das medianas destas variáveis. Comparando-se as
medianas de cada grupo em cada variável, pode-se dizer também que a presença de fármacos
no efluente pode influenciar no aumento dos valores de pH, O, Dens, N, NTK, Chla e X, e no
decréscimo dos valores de P.

Há suspeitas então de que a presença de fármacos no cultivo de C. sorokiniana em
efluentes domésticos tem efeitos na diminuição da concentração de fósforo. Este efeito pode
ser estimado com auxílio do Modelo (3.17), cujos parâmetros foram estimados a partir de um
conjunto de dados, como descrito na Seção 5.

A fim de investigar outras propriedades do conjunto de dados, apresenta-se a seguir uma
análise de colinearidade entre as variáveis resposta (pH, O, Dens, N, NTK, Chla, X e P). As
relações entre as variáveis resposta e a variável t são tratadas no Capítulo 5.
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Tabela 4 – Medidas resumo das variáveis numéricas observadas nos Grupos A e B

Variável Unidade Grupo Mín. 1º Q. Mediana Média 3º Q. Máx

t dias A 0.00 2.00 4.00 4.20 7.00 8.00
B 0.00 2.00 4.00 4.20 7.00 8.00

pH - A 6.85 7.48 7.98 7.75 8.17 8.26
B 6.87 7.92 8.25 7.94 8.27 8.34

O mg l−1 A 1.98 5.01 6.13 5.34 6.61 6.97
B 1.55 6.05 6.99 5.97 7.24 7.69

Dens - A 0.00 0.02 0.27 0.35 0.64 0.87
B 0.01 0.18 0.38 0.48 0.86 1.06

P mg l−1 A 2.43 2.76 4.18 4.23 5.15 6.41
B 1.55 2.26 2.75 3.57 3.55 9.33

N mg l−1 A 2.14 3.16 13.30 18.25 31.60 40.60
B 2.64 2.88 14.40 17.36 26.85 42.50

NO3 mg l−1 A 0.94 1.59 2.14 2.95 4.56 5.60
B 0.72 1.00 1.76 2.78 4.91 5.66

NTK mg l−1 A 1.20 1.75 11.10 15.29 27.05 35.00
B 1.43 1.95 12.80 14.59 21.95 37.20

Chla mg l−1 A 0.05 0.32 1.34 1.70 3.18 4.22
B 0.05 0.83 1.50 2.12 3.39 5.77

X 106 células l−1 A 0.22 1.79 5.99 6.63 12.50 13.00
B 0.22 2.25 8.98 8.82 16.00 16.50

4.2.1 Colinearidade

Apesar de algumas variáveis terem sido removidas do conjunto de dados por serem
utilizadas para a determinação de outras, pode ainda existir neste conjunto algumas variáveis
que apresentem relações lineares fortes umas com as outras. Deste modo, é preciso investigar
a existência de tais relações e quantificá-las, para evitar possíveis problemas na estimação dos
parâmetros.

Para investigar a existência de relações lineares entre variáveis, foram calculados os
coeficientes de correlação de Pearson (r) entre pares de variáveis. De acordo com Rodgers e
Nicewander (1988) e Draper e Smith (1998), o coeficiente de correlação linear r entre duas
variáveis aleatórias contínuas Y1 e Y2, com variância finita, é calculado como:

r = rY1,Y2 = Cov[Y1, Y2]√
Var[Y1] Var[Y2]

. (4.1)

Segundo Draper e Smith (1998), o coeficiente de correlação linear r é uma quantidade
limitada, tal que r ∈ [−1, 1]. Quando o valor de r se aproxima de 1, diz-se que existe forte
correlação linear e positiva entre as variáveis Y1 e Y2. Em outras palavras, quando os valores de
Y1 aumentam (ou diminuem), espera-se que Y2 aumente (ou diminua) linearmente em relação a
Y1. Por outro lado, quando r se aproxima de -1, espera-se que o crescimento em uma variável
implique no decrescimento linear da outra. Já quando o valor de r é próximo de zero, diz-se que
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não há correlação linear entre as variáveis, ou que a relação linear entre elas é muito fraca ou
inexistente.

Apresentam-se na Figura 2 os valores calculados para os coeficientes de correlação das
variáveis resposta observadas nos Grupos A (Figura 2a) e B (Figura 2b) na forma de correlograma.
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Figura 2 – Correlograma das variáveis numéricas dos Grupos A e B.

Analisando os valores dos coeficientes de correlação linear no Grupo A, nota-se que a
concentração celular, a concentração de clorofila-a e a densidade óptica, duas a duas, possuem
correlação linear forte e positiva entre si, r = 1.0, ao passo que, no Grupo B, há uma leve
diminuição no coeficiente de correlação linear entre estas variáveis, r = 0.9. Ainda que a
presença de fármacos provoque uma diminuição do efeito linear entre estas variáveis, a relação
linear entre densidade óptica e concentração celular é esperada, uma vez que a densidade óptica é
uma medida física utilizada para a estimação da concentração celular em diversos experimentos
biotecnológicos (NUNES et al., 2020).

Para calcular a concentração de clorofila-a, as técnicas mais empregadas consideram uma
combinação linear de densidades ópticas com diferentes comprimentos de onda, tais como 540
nm, 664 nm e 750 nm (SLOMPO et al., 2020; SINGH et al., 2016). Deste modo, é natural que
haja correlação linear alta e positiva entre as variáveis concentração de clorofila-a e densidade
óptica.

O coeficiente de correlação entre a concentração de oxigênio dissolvido e o pH do meio
de cultura foi alto e positivo em ambos os grupos, tendo uma maior relação linear em A (r = 1.0)
em comparação com B (r = 0.9). Diversos estudos, como os apresentados por Zang et al. (2011)
e Wallace, Champagne e Hall (2016), relatam correlações altas e positivas para variáveis pH e O
devido à natureza dos processos químicos envolvidos no crescimento de uma cultura autotrófica.
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Por outro lado, em ambos os grupos, as concentrações totais de N, P, NO3
– e NTK

apresentaram coeficientes de correlação linear altos e negativos em relação à concentração algal.
A concentração destes compostos diminui à medida que a concentração de algas aumenta, já
que fósforo e nitrogênio são elementos químicos instrínsecos para a constituição celular e para
a manutenção da homeostase, evidenciando o poder de recuperação de nutrientes que as algas
possuem.

Visto que existem fortes evidências de uma relação linear entre algumas variáveis do
conjunto de dados, propõe-se o ajuste de modelos de regressão linear para quantificar tal relação.
A descrição dos modelos lineares e a metodologia utilizada para o ajuste deles está descrita na
próxima subseção.

4.2.2 Modelos de Regressão Linear

De acordo com a Figura 2, pode-se observar que diversas variáveis possuem relações
lineares fortes entre si. Deste modo, esta subseção destina-se a investigar mais a fundo as relações
entre entre pH e O, concentrações algal e de clorofila e as concentrações de nitrogênio total, NTK
e NO3

– .

Sejam Z uma matriz de dimensões n× p, da forma,

Z =


1 z11 . . . z1(p−1)

1 z21 . . . z2(p−1)
... ... . . . ...
1 zn1 . . . zn(p−1)

 (4.2)

em que zij se refere à observação i da variável zj , sendo i = 1, 2, . . . , n e j = 1, 2, . . . , p− 1, e
Y um vetor de n observações de uma variável resposta. Baseando-se em Draper e Smith (1998),
um modelo de regressão linear é descrito por

Y = Zβ + ε, (4.3)

em que β é um vetor de parâmetros da regressão, da forma

βT = [β0 β1 . . . βp−1], (4.4)

em que T indica a transposta de um vetor ou matriz e ε é o vetor de erros do ajuste, o qual
representa a diferença entre o os valores observados (Yobs) e os estimados pelo modelo (Yest),
sendo

Yest = Zβ̂, (4.5)

tal que β̂ é um vetor de mesma dimensão de β e que contém os estimadores de β. Para realizar a
estimação deste último vetor, vários métodos podem ser empregados dependendo da estrutura
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dos dados utilizados. Aqui, a estimação do vetor de parâmetros β é realizada por meio do Método
dos Mínimos Quadrados, que visa resolver o seguinte problema:

min
β

εTε = (Yobs − Zβ)T (Yobs − Zβ), (4.6)

ou seja, determinar β que minimize a Equação (4.6). Se ZTZ for uma matriz inversível, então a
solução β = β̂ que minimiza a Equação (4.6) é

β̂ = (ZTZ)−1ZTYobs. (4.7)

Para mais detalhes sobre a determinação de β̂, veja Draper e Smith (1998).

4.2.2.1 Relação entre pH e oxigênio dissolvido

O pH no meio de cultura pode ser explicado como uma função linear do concentração
de oxigênio dissolvido no biorreator, já que o coeficiente de correlação linear entre estas duas
variáveis é 1.0 no Grupo A e 0.9 no Grupo B. Para quantificar a relação linear entre estas variáveis,
propõe-se descrever o comportamento da variável pH por meio da concentração de oxigênio
dissolvido O. Interessa-se também em avaliar o efeito da presença de fármacos no meio de
cultura e, para isto, inlcui-se na regressão o efeito de grupo, expresso pela variável G, definida
na Equação (3.10).

O modelo de regressão proposto aqui para descrever o comportamento do pH no fotobi-
orreator em função da concentração de oxigênio dissolvido para os Grupos A e B é apresentado
na Equação (4.8),

pH = β0 + β1 O + βGG+ ε, (4.8)

em que β0 é o intercepto do modelo, β1 é o coeficiente angular da reta de regressão, que mede o
efeito de O para explicar a variação de pH , e βG é o parâmetro que mede o efeito da presença
de fármacos no reator. As estimativas dos coeficientes do Modelo (4.8), assim como seus erros
padrões, a significância das estimações ao nível de 5% (Valor-p) e a estatística R2 ajustado (R2

aj)
são apresentados na Tabela 5.

Tabela 5 – Medidas resumo do Modelo (4.8) ajustado aos Grupos A e B

Parâmetro Estimativa Erro Padrão Valor-p R2
aj

β0 6.4273 0.1096 < 2× 10−16

0.8934β1 0.2480 0.0181 3.09×10−12

βG 0.1023 0.0722 0.1700

Analisando as estimativas de β0, afirma-se que, emmédia, a presença de fármacos no meio
de cultura acarretou em um aumento no pH de 0.1023 unidades em relação ao tratamento controle
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(ausência de fármacos). Em outras palavras, quando a concentração de oxigênio dissolvido no
meio é nula, espera-se que o pH do Grupo B seja 0.0331 unidades superior ao do Grupo A, isto
é, o Grupo B tende a ser mais alcalino que o Grupo A. Além disso, o Modelo (4.8) consegue
explicar 89.34% da variabilidade do pH a partir de informações de oxigênio dissolvido no meio
de cultura, ou seja, é possível realizar boas estimativas do comportamento do pH através da
variação da concentração de oxigênio dissolvido.

Portanto, a fim de evitar problemas de multicolinearidade, a variável pH será removida
do conjunto de dados e sua dinâmica pode ser analisada a partir do comportamento da variável
O.

4.2.2.2 Relação entre concentrações de clorofila-a e células

Como discutido na seção anterior, a concentração celular (X) e a concentração de clorofila-
a (Chla) são determinadas a partir de combinações lineares de densidades ópticas (SINGH et
al., 2016). Assim, para evitar futuros problemas de multicolinearidade, a variável Dens será
removida do conjunto de dados. Altos coeficientes de correlação linear entre Chla e X foram
observados e, por este motivo, propõe-se o modelo de regressão linear a seguir, apresentado na
Equação (4.9), a fim de expressar o comportamento da variável Chla por meio da variável X .

Analogamente ao Modelo (4.8), interessa-se também em quantificar a influência da
presença de fármacos dissolvidos no biorreator para a variação da concentração de clorofila-a e
isto é realizado adicionando-se a variável G, definida anteriormente, ao modelo de regressão:

Chla = β0 + β1X + βGG+ ε, (4.9)

em que os coeficientes β0, β1 e βG se referem ao intercepto do modelo, à inclinação da reta
de regressão e ao efeito dos tratamentos (ausência e presença de fármacos). Apresentam-se na
Tabela 6 as medidas resumo do ajuste do Modelo (4.9):

Tabela 6 – Medidas resumo do Modelo (4.9) ajustado aos Grupos A e B

Parâmetro Estimativa Erro Padrão Valor-p R2
aj

β0 0.0841 0.1416 0.5579
0.9224β1 0.2433 0.0136 8.61× 10−16

βG -0.3586 0.1631 0.0374

Analisando as medidas resumo do ajuste do Modelo (4.9) aos dados de clorofila-a,
espera-se que haja, em média, um decréscimo de 0.3586 mg l−1 de clorofila-a nas células
cultivadas no efluente doméstico com fármacos dissolvidos, em comparação ao grupo controle.
Observando os valores-p calculados e R2

aj , pode-se dizer que o Modelo (4.9) consegue explicar
92.24% da variabilidade da concentração de clorofila-a nos experimentos realizados por meio
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das informações fornecidas pela variável X . Neste sentido, o Modelo (4.9) representa uma boa
alternativa para predizer a concentração de clorofila-a através da concentração algal e a variável
Chla pode ser removida do conjunto de dados em futuras análises.

Por fim, dado que os coeficientes de regressão para o ajuste de Chla em relação à concen-
tração celular foram estimados, a Equação (4.9) pode ser reescrita como

Chla(t) = 0.0841 + 0.2433X(t)− 0.3586G. (4.10)

4.2.2.3 Relação entre os diferentes compostos nitrogenados

Por fim, a relação entre nitrogênio total, NTK e nitrato, segundo Mota e Sperling (2009),
quando se refere a experimentos de biorremediação por algas, é:

Ntotal = NTK + NO2
− + NO3

−, (4.11)

sendo NTK equivalente à soma do nitrogênio orgânico, que é formado predominantemente no
esgoto doméstico, e da amônia (NH3). A relação apresentada na Equação (4.11) justifica o ajuste
perfeito (R2

aj = 1) do Modelo:

N = β0 + β1NTK + β2NO3 + βG G+ ε, (4.12)

sendo N , NTK e NO3 as variáveis que representam as concentrações de nitrogênio total, NTK
e NO3

– , respectivamente, β0 é o intercepto deste modelo, β1 e β2 são os coeficientes angulares
que representam a influência das concentrações de NTK e NO3

– na explicação da variação do
nitrogênio total e βG representa o efeito do grupo, G. Apresentam-se na Tabela 7 as medidas
resumo para Modelo (4.12):

Tabela 7 – Medidas resumo do Modelo (4.12) ajustado aos Grupos A e B

Parâmetro Estimativa Erro Padrão Valor-p R2
aj

β0 0.0171 0.0089 0.0675

1.0000β1 1.0011 0.0007 < 2× 10−16

β2 0.9909 0.0051 < 2× 10−16

βG -0.0188 0.0080 0.0272

Analisando as estimativas dos parâmetros da regressão na Tabela 7, é possível afirmar que,
em média, a presença de fármacos no meio de cultura acarretou na diminuição da concentração
de nitrogênio total em 0.0188 mg l−1 no Grupo B em relação ao Grupo A. Além disto, ao
explicarNO3 eNTK por meio da concentração de nitrogênio total, os seguintes modelos foram
determinados:
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NO3 = 0.8092 + 0.1152N, (4.13)

NTK = −0.8083 + 0.8848N, (4.14)

nos quais todos os valores-p foram menores que 0.05 e coeficientes R2
aj iguais a 0.8525 e 0.9971,

nesta ordem. Neste sentido, pode-se dizer que a variável N consegue explicar grande parte da
variabilidade das concentrações de nitrato (85.25%) e nitrogênio total Kjeldahl (99.71%) e,
devido a isto, as variáveis NO3 e NTK serão removidas do conjunto de dados.

Em suma, as análises de regressão permitiram avaliar e quantificar as relações linea-
res entre pH e O, Chla e X e as diferentes formas de oxidação do nitrogênio, auxiliando na
determinação de possíveis fontes de multicolinearidade. Para o desenvolvimento das próximas
seções e capítulos, considere que o conjunto de dados é formado pelas concentrações de oxigênio
dissolvido, células algais, nitrogênio total e fósforo total.

4.2.3 Análises de Homocedasticidade

É interessante, dos pontos de vista do planejamento e do controle de um bioprocesso,
descrever as variáveisO, P ,N eX em relação ao tempo de biorremediação, pois assim é possível
propor estratégias de controle e otimização, além de estimar o tempo necessário para, por exemplo,
consumir todo o fósforo e o nitrogênio presentes no efluente. A fim de verificar a existência de
uma relação temporal entre as variáveis O, P , N e X , apresenta-se na Figura 3 seus diagramas
de dispersão em relação ao tempo do bioprocesso.
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Figura 3 – Diagramas de dispersão das variáveis O, P ,N eX , medidas em triplicata, em relação
ao tempo do bioprocesso para os Grupos A e B.

Na Figura 3 estão representados os diagramas de dispersão das variáveis O, P , N e X ,
sendo que em cada tempo medido foram coletadas pelo menos duas amostras para cada grupo
(A e B). Em geral, pode-se dizer que o comportamento das variáveis citadas acima é similar
independente do tratamento realizado.

Observando o diagrama de dispersão da concentração de oxigênio dissolvido em relação
ao tempo, Figura 3a, há evidências visuais de queO cresce com o passar do tempo do bioprocesso,
tendendo a estabilizar sua concentração próximo de 6 mg l−1. Nota-se também que a distribuição
das amostras neste diagrama é mais homogênea que na Figura 3b, na qual a evolução de P em
função do tempo indica que este nutriente está diminuindo em concentração, seja devido à ação
das algas ou dos fármacos, ou ainda outros efeitos não considerados.

Semelhante à dispersão do fósforo, a dinâmica do nitrogênio (Figura 3c) indica que este
composto diminui sua concentração ao longo do tempo de biorremediação. Como discutido nos
capítulos anteriores, os nutrientes fósforo e nitrogênio são importantes para o crescimento celular,
promovendo, assim, um aumento na concentração algal, o que pode ser visto na Figura 3d.

Para determinar as melhores estimativas dos parâmetros do Modelo (3.17), utilizando
as informações apresentadas nos diagramas de dispersão (Figura 3), a fim de representar com
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fidelidade a biorremediação de um efluente doméstico, o processo de estimação pode ser realizado
com dois tipos de dados, sendo eles os valores de todas as amostras coletadas em cada tempo
medido (três amostras por unidade de tempo) ou as médias das observações em cada tempo
(SINGER; ANDRADE, 1986). Em relação a esta última possibilidade, para determinar um
estimador de um parâmetro utilizando os valores médios em cada amostragem, é necessário
verificar se a variância amostral em cada tempo é constante ou homogênea (homocedasticidade)
ou se os dados se dispersam com variâncias distintas (heterocedasticidade), pois, no caso de
heterocedasticidade, uma estimação em relação às médias não seria a mais apropriada por não
conseguir representar toda a variabilidade do conjunto de dados (ÇELIK, 2019; KALIRAJAN,
1989; LIN; WEI, 2003; LIN; WEI, 2007).

Deste modo, suponha que em um tempo ti, i = 0, 1, 2, . . . ,m, foram coletadas algumas
amostras de uma variável Y qualquer, sob mesmas condições físico-químicas, e que a variância
destas amostras é s2

ti
, a qual representa um estimador para a variância populacional σ2

t . Se não
houver diferenças significativas entre todas as variâncias σ2

ti
, isto é, σ2

t0
= σ2

t2
= · · · = σ2

tm
= σ2

t ,
então diz-se que a estrutura de covariância da variável Y é homocedástica. Se em algum tempo
ti houver diferenças significativas, a estrutura de covariância de Y é dita heterocedástica.

Para testar se a dispersão dos dados apresentada na Figura 3 caracteriza uma estrutura
de covariância homo ou heterocedástica para alguma variável, aplica-se o teste de hipóteses de
White (WHITE, 1980), que não requer normalidade nem linearidade das variáveis. Tal teste de
hipóteses é descrito por:

H0 : σ2
ti

= σ2
t , ∀i = 0, 1, 2, . . . ,m

H1 : σ2
ti
6= σ2

t , para pelo menos um i,
(4.15)

em que a hipótese nula (H0) indica homocedasticidade, ao passo de que a hipótese alternativa
(H1), heterocedasticidade.

De acordo com Çelik (2019), a identificação de uma estrutura de covariância de uma
variável por meio da análise dos resíduos de um modelo ajustado não é imediata. Cragg (1982)
relaciona esta dificuldade à existência de possíveis correlações seriais no conjunto de dados, isto
é, há dependência temporal entre as observações e, consequentemente, é provável que os erros
sejam relacionados de forma autorregressiva.

Segundo Liu et al. (1992), autocorrelação, ou correlação serial, pode ser definida como
a correlação existente entre a observação de uma variável no tempo ti e uma observação da
mesma variável no tempo ti−p, p = 1, 2, . . . , i− 1. De forma análoga, diz-se que um processo é
autorregressivo se os seus erros são autocorrelacionados. Em se tratando de fenômenos biológicos,
cuja dependência temporal é iminente, alguns modelos autorregressivos, como os Modelos
Vetoriais Autorregressivos (VAR), têm sido aplicados para descrever um processo estocástico e
identificar as estruturas de correlação serial dos erros (GURUBEL et al., 2019; KHAN; SAEED;
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ALI, 2020).

Portanto, para testar a hipótese apresentada na Equação (4.15), é preciso incluir as
informações de correlação serial no cálculo da estatística do teste. Neste sentido, considere o
processo estocástico Yt, o qual é definido aqui como uma coleção de observações da variável Y
em diferentes instantes t, tal que t ∈ [0, tB], sendo tB o tempo total de biorremediação e

0 = t0 < t1 < · · · < tm = tB. (4.16)

Seja Yt qualquer uma das variáveis O, X , N e P observadas no tempo t. Um Modelo
VAR para o processo estocástico Yt, baseado em Khan, Saeed e Ali (2020), é:

Yt = B0 +
p∑
i=1

(BiYt−i) + ηt, (4.17)

em que p é a ordem do Modelo VAR e indica quantas observações anteriores ao momento t são
utilizadas para estimar a autocorrelação de Yt, B0 é um vetor de constantes com dimensão n× 1,
Bi, para i = 1, . . . , p, são matrizes n× p formadas pelos coeficientes do Modelo VAR(p) e ηt é
um vetor de ruídos brancos de mesma dimensão de B0 e Yt, tal que E[ηt] = 0 e V ar[ηt] = σ2

t ,
desconhecida.

Deste modo, seja φ a estatística calculada do teste (4.15) para avaliar se a estrutura de
covariância de uma variável Yt é homocedástica ou não e defina α como o nível de significância
do teste. Uma metodologia para calcular φ para uma variável Yt é apresentada no Algoritmo 4.1.

Algoritmo 4.1 Cálculo da estatística φ para o teste de hipóteses (4.15) em relação à variável Yt
12 Passo 1: Defina o tempo total de biorremediação tB e n o número total de observações durante o

processo de biorremediação;
13 Passo 2: Defina a ordem do processo vetorial autorregressivo, p, tal que 1 ≤ p < m, sendo
m = tB, o tempo final de biorremediação;

14 Passo 3: Ajuste o Modelo (4.17) pelo Método dos Mínimos Quadrados (4.6) para determinar
B̂0, B̂i, para i = 1, 2 . . . , p, sendo Yobs = Yt;

15 Passo 4: Calcule o vetor resíduo η̂t = Yt −
(
B̂0 +∑p

i=1 B̂iYt−i
)
;

16 Passo 5: Ajuste o modelo auxiliar η̂2
t = ψ0 + ψ1Yt + γ, pelo Método dos Mínimos Quadrados

(4.6), para determinar ψ̂0 e ψ̂1, que são os estimadores dos vetores de coeficientes da regressão
neste modelo auxiliar, sendo γ o vetor de erros do modelo, tal que E[γ] = 0 e V ar[γ] = 1;

17 Passo 6: Calcule a estatística SQR = ∑m
t=0(η̂t − (ψ̂0 + ψ̂1Yt))2;

18 Passo 7: Calcule a estatística SQT = ∑m
t=0(Y 2

t − mE[Yt]2), em que E[Yt] é a média das
observações de Y no tempo t;

19 Passo 8: Calcule a estatística R2 = 1− SQR

SQT
;

20 Passo 9: Faça φ = nR2;
21 Resultado: A estatística do teste (4.15) para a variável Yt é φ.

Quando φ > α, diz-se que não há evidências para rejeitar a hipótese nula, ou seja, não há
indícios de heterocedasticidade na estrutura de covariância de Yt. Portanto, para testar a hipótese
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(4.15), aplicou-se o Algoritmo 4.1 às variáveis O, X , P e N , para os Grupos A e B, com um
Modelo Vetorial Autoregressivo de segunda ordem (p = 2) e um nível de significância α = 0.05.
Os resultados do teste de White para o conjunto de dados analisado estão descritos na Tabela 8:

Tabela 8 – Estatística φ para o teste de homocedasticidade de White

Grupo A Grupo B
Yt P N O X P N O X
φ 0.1167 0.2672 0.2373 0.1662 0.1133 0.3456 0.2656 0.1622

Como todas as estatísticas φ calculadas foram superiores a 0.05, a hipótese nula não
é rejeitada. Em outras palavras, infere-se que não há evidências de heterocedasticidade para a
distribuição temporal das variáveis O, P , N e X . Neste sentido, para futuras análises, considera-
se que a média em cada tempo é uma estatística que consegue representar as informações de
todas as amostras e, para a estimação dos parâmetros do Modelo (3.17), que será realizada no
Capítulo 5, utiliza-se então apenas as médias das amostras em cada tempo, permitindo que a
estimação ocorra com um menor custo computacional.
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5 Estimação de Parâmetros do Modelo
Proposto

Para avaliar se o Modelo (3.17) proposto neste trabalho consegue representar o fenômeno
estudado, a saber, a biorremediação de um efluente doméstico por meio da ação de microalgas
da espécie Chlorella sorokiniana, alguns procedimentos podem ser realizadas, como a estimação
dos parâmetros do modelo, a análise da estabilidade das suas soluções de equilíbrio e simulações
computacionais em cenários distintos. O foco deste Capítulo é abordar a metodologia empregada
para a estimação dos parâmetros do Modelo (3.17) e apresentar e discutir seus resultados, os
quais foram obtidos a partir do processamento do conjunto de dados reduzido apresentado no
Capítulo 4, sendo que este conjunto é constituído das médias das observações das concentrações
de oxigênio dissolvido, fósforo total, nitrogênio total e células algais, em tempos não igualmente
espaçados.

5.1 Estimação de Parâmetros

Ao se falar de estimação de parâmetros, a metodologia mais conhecida talvez seja o
Método dos Mínimos Quadrados, ou Mínimos Quadrados Ordinários, que foi desenvolvido para
resolver um problema de minimização do erro quadrático médio para modelos lineares, como
apresentado na Equação (4.6). De acordo com Draper e Smith (1998), no contexto de modelos
de regressão, um modelo é classificado como linear se puder ser escrito como uma combinação
linear de seus parâmetros. Exemplos de modelos lineares são as Equações (4.8), (4.9) e (4.11),
que são uma combinação linear do vetor de parâmetros β.

Contudo, existe uma diversidade de fenômenos que não podem ser explicados simples-
mente por modelos lineares, uma vez que a teoria deste tipo de modelagem foi baseada nas
suposições de homocedasticidade, normalidade dos erros e independência das observações.
Dentre as diferentes classes de modelos de regressão, os modelos não lineares são bastante
empregados em variadas áreas da ciência, por seus parâmetros serem de fácil interpretação
pelo pesquisador, possuírem bases mecanísticas ou empíricas e serem parcimoniosos (SINGER;
ANDRADE, 1986; DRAPER; SMITH, 1998).

Ruckstuhl (2012) define como modelos de regressão não linear todos aqueles modelos
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que podem ser reescritos como a Equação (5.1),

Y = f(θ, Z) + ε, (5.1)

em que a função f é uma função não linear para pelo menos um componente do vetor de
parâmetros θ, Z é uma matriz formada pelas n observações de p variáveis explanatórias, Y é
a variável resposta e ε o erro do modelo, com mesma dimensão de Y . Bates e Watts (1988),
por sua vez, afirmam que o Modelo (5.1) é classificado como não linear se pelo menos uma das
derivadas de f(θ, Z) em relação ao vetor de parâmetros θ depende de pelo menos um parâmetro.

Neste sentido, o Modelo (3.17) é um modelo não linear, já que todas as equações deste
sistema possuem o funcional µ, que é uma função não linear nos parâmetros KN , KP e KiO

.
A classificação do Modelo (3.17) como não linear também poderia ser feita através do cálculo
das derivadas de qualquer uma das equações em relação ao vetor de parâmetros θ definido na
Equação (5.2):

θT = [µmax, δ, KN , KP , KiO
, KO, Kx, ρ, αP , ξ, YX/O, YX/P , YX/N ]. (5.2)

A aplicação do Método dos Mínimos Quadrados para a estimação de θ é inapropriada
então, já que este método pressupõe linearidade nos parâmetros. Contudo, para o desenvolvimento
de qualquer método de estimação, é importante estimar o valor do erro do método a cada iteração,
pois assim é possível verificar se o método converge.

Considere que o erro de estimação ε tenha média nula, E[ε] = 0, variância desconhecida,
e que

Ŷ = E[Y | θ, Z] = E[f(θ, Z) + ε | θ, Z] = f(θ̂, Z) (5.3)

é a estimativa da variável resposta Y , na qual θ̂ é o estimador de θ. Uma formulação para a
estimativa do erro do Modelo (5.1), análoga à formulação da Equação (4.6), é:

εTε = (Y − E[Y | θ, Z])T (Y − E[Y | θ, Z])

= (Y − f(θ̂, Z))T (Y − f(θ̂, Z)). (5.4)

Os estimadores dos erros de um modelo, de acordo com Draper e Smith (1998), são
denominados de resíduos, os quais necessitam ser minimizados em razão de se obter a melhor
estimativa para os parâmetros θ. Neste sentido, resolver o problema

min
θ

S(θ), (5.5)
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significa determinar um vetor θ̂ que minimize a Soma de Quadrados dos Resíduos S(θ) = εTε

do Modelo (5.1) fazendo θ = θ̂. Em outras palavras, resolver o Problema de Otimização (5.5) é
determinar os melhores valores para o vetor de parâmetros θ, para que, então, o Modelo (3.17)
represente com fidelidade o conjunto de dados utilizados neste trabalho.

Existem várias abordagens para resolver o Problema de Otimização irrestrito (5.5), como
os Métodos de Gauss-Newton, Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shanno, Programação por Metas
e outros (ALMEIDA et al., 2020; DRAPER; SMITH, 1998; BATES; WATTS, 1988). Neste
trabalho, a estimação do vetor de parâmetros θ foi realizada via Método de Levenberg-Marquardt
adaptado a um modelo de equações diferenciais ordinárias (HECKE, 2017; RANGANATHAN,
2004).

OMétodo de Levenberg-Marquardt (MLM) foi desenvolvido baseando-se na aproximação
de uma função não linear f(θ, Z) em torno de um vetor de valores iniciais θ0 por uma série de
Taylor. O MLM é uma metodologia iterativa que busca resolver o Problema de Otimização (5.5)
por meio do problema auxiliar:

θ̂l+1 = θ̂l −
(
Ĵl
T

Ĵl + λlI
)−1

Ĵl
T

εl,

λl+1 = hλl,
(5.6)

em que θ̂l é a estimativa do vetor θ na iteração l, Ĵl é a matriz Jacobiana de f , formada pelas
derivadas parciais de f em relação a cada um dos parâmetros do vetor θ, avaliadas em θ̂l, isto

é,
∂f

∂θ
(θ̂l, Z), I é a matriz identidade com mesma dimensão de Ĵl

T

Ĵl, εl é o erro de estimação

em cada iteração, tal que εl = Yl − f(θ̂l, Z), λl é o fator de damping que é atualizado a cada
iteração ao ser multiplicado pela constante h (ALMEIDA et al., 2020; SEBER; WILD, 2003).
A atualização do fator h pode ser realizada de diversas maneiras e aqui adotou-se a atualização
proposta no trabalho de Soetaert, Petzoldt et al. (2010).

Segundo Almeida et al. (2020), Benedito e Santos (2017) e Smirnova, Sirb e Chowell
(2019), o fator de damping λ é um diferencial entre o Método de Gauss-Newton e o MLM. Este
parâmetro do MLM auxilia e foi proposto inicialmente para tentar solucionar o problema de
singularidade da matriz ĴT Ĵ em qualquer iteração, além de poder acelerar a convergência do
método para estimação de θ, reduzindo o tempo computacional.

White (1980) cita que a falta de independência entre observações acarreta em problemas
na estimação de parâmetros, por não haver garantias de que ĴT Ĵ possui posto completo e, por
conseguinte, não existir uma matriz (ĴT Ĵ)−1. De acordo com Soetaert, Petzoldt et al. (2010), a
existência da inversa de ĴT Ĵ implica diretamente na estimação de Ω, a matriz de covariâncias
dos parâmetros θ̂, pois

Ξ = Var[θ̂] ≈ 2(ĴT Ĵ)−1. (5.7)
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Para um vetor θ̂ de dimensão q × 1, quando é possível determinar Ξ, então:

Var[θ̂i] = Ξii, i = 1, 2, . . . , q (5.8)

e
Cov[θ̂i, θ̂j] = Ξij, i = 1, 2, . . . , q, j = 1, 2, . . . , q, i 6= j. (5.9)

Segundo Ruckstuhl (2012) e Bates e Watts (1988), caso exista (ĴT Ĵ)−1 e, adotando a
nomenclatura proposta por Soetaert, Petzoldt et al. (2010) na Equação (5.7), então uma região
de confiança para o vetor de parâmetros θ̂ pode ser descrita por um disco q-dimensional, cujas
fronteiras podem ser expressas pelo intervalo de confiança:

(θ̂ − tN−q;α/2se(θ̂), θ̂ + se(θ̂)tN−q;α/2), (5.10)

sendo tα/2 uma estatística bilateral, com distribuição t de Student e N − q graus de liberdade,
calculada sob o nível de significância α, para um total de observações N de um conjunto de
dados, e o erro padrão (se) de θ̂i, i = 1, 2, . . . , q:

se(θ̂i) =

√√√√Var[θ̂i]
N − q

. (5.11)

Além disto, seΞ é calculável, então bandas de predição podem ser estimadas para a função
f(θ̂, Z). Em outras palavras, é possível estimar curvas que limitam inferior e superiormente a
curva f(θ̂, Z), sendo elas definidas pela seguinte banda de confiança:

(
f(θ̂, Z)− tN−q;α/2se(f(θ̂, Z)), f(θ̂, Z) + tN−q;α/2se(f(θ̂, Z))

)
, (5.12)

em que o erro padrão da resposta f(θ̂, Z), de acordo com Ruckstuhl (2012) e Bates e Watts
(1988), é definido como:

se(f(θ̂, Z)) = S(θ̂)
N − q

||ĴTΞ−1||2, (5.13)

sendo S(θ̂) a Soma de Quadrados dos Resíduos quando θ = θ̂ e ||w||2 a norma Euclidiana de w.

Para estimar o vetor de parâmetros θ para uma realização do Modelo (3.17), isto é, para
determinar θ̂, tal que

θ̂T = [µ̂max, δ̂, K̂N , K̂P , K̂iO
, K̂O, K̂x, ρ̂, α̂P , ξ̂, ŶX/O, ŶX/P , ŶX/N ], (5.14)

é preciso aplicar um método de resolução ao Modelo (3.17) no instante t, a fim de obter o vetor
de soluções integrais Yt = [Ot, Pt, Nt, Xt]. Um procedimento para determinar θ̂, definido na
Equação (5.14), é apresentado no Algoritmo 5.1.
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Algoritmo 5.1 Estimação do vetor de parâmetros θ do Modelo (3.17)
22 Passo 1: Defina um vetor θ̂0, com valores iniciais arbitrários de θ, e o vetor de condições iniciais
Y0 = [O(0), P (0), N(0), X(0)];

23 Passo 2: Defina tB como o tempo de biorremediação e Yt,obs como o vetor de valores observados
das variáveis O, P , N e X , nesta ordem, em um tempo t ∈ [0, tB]], sendo que cada variável
possui N observações;

24 Passo 3: Determine as soluções numéricas do Modelo (3.17), com condição inicial igual ao vetor
Y0 e o vetor de parâmetros iniciais θ̂0;

25 Passo 4: Calcule a matriz Jacobiana Ĵ0 das derivadas parciais
∂Yt,k
∂θj

(θ̂0), para k = 1, . . . , 4 e

j = 1, . . . , 13, no instante t = 0;
26 Passo 5: Defina um nível de tolerância π, um passo h, um número máximo de iterações lmax e

um valor inicial de damping, λ0;
27 Passo 6: Calcule ε0 = Yt − Yt,obs e faça l = 1;
28 Passo 7: Enquanto l ≤ lmax faça
29 7.1 Resolva o problema auxiliar apresentado na Equação (5.6), determinando θ̂l+1;
30 7.2 Determine Yt a partir das condições iniciais Y0, utilizando o vetor de parâmetros θ̂l+1;
31 7.3 Calcule εl = Yt − Yt,obs;
32 7.4 Faça Θ← θ̂l+1;
33 7.5 Calcule S(Θ) = εTε;
34 7.6 Calcule Ĵl(Θ);
35 7.7 Se ||Θ− θ̂l||2 < π então

Faça l← lmax;
Senão λl+1 ← hλl e l← l + 1;

36 Passo 8: Determine as soluções numéricas de Yt, utilizando o vetor de condições iniciais Y0 e o
vetor de parâmetros Θ;

37 Passo 9: Se ĴTl (Θ)Ĵl(Θ) possui inversa então
9.1 Estime a variância do vetor de parâmetros Θ fazendo Ξ = 2(ĴTl (Θ)Ĵl(Θ))−1;
9.2 Calcule o erro padrão e o intervalo de confiança para cada parâmetro Θj , j = 1, . . . , 13,
a partir das Equações (5.10) e (5.11), a um nível de significância α = 5%;
9.3 Calcule o erro padrão e as bandas de predição para as soluções Yt, a um nível de signifi-
cância α = 5%, a partir das Equações (5.12) e (5.13);

38 Resultado: O melhor conjunto de parâmetros é dado pelo vetor Θ.

Dado que o melhor vetor de parâmetros foi determinado, é importante avaliar a qualidade
dos estimadores de θ. Neste trabalho, a avaliação da qualidade do estimador de θ foi baseada na
estatística S(θ̂), a qual representa a Soma dos Quadrados dos Resíduos do Modelo (3.17) quando
θ = θ̂, e na análise da distribuição dos resíduos brutos.

A partir da aplicação dos resultados obtidos no Algoritmo 5.1 no Modelo (3.17), podem
ser feitas inferências sobre outras propriedades do bioprocesso, como a quantificação de seu
desempenho. De acordo com Singer e Andrade (1986) e Zerbe (1979), para estimar o efeito
acumulado de uma variável em relação ao tempo ou avaliar os efeitos de diferentes grupos em um
experimento descrito por um modelo matemático não linear, uma estatística capaz de fornecer
tais informações é a área sobre a curva.



Capítulo 5. Estimação de Parâmetros do Modelo Proposto 69

Para determinar o potencial médio de uma variável Y qualquer (potencial de consumo de
nutrientes ou potencial de geração de produtos, por exemplo) em algum momento t do intervalo
de tempo [0, tB], um bom estimador é dado pela média da área sobre a curva de Y em relação ao
tempo t, Ψ(Yt), como apresentado na Equação (5.15):

Ψ(Yt) = 1
t

∫ t

0
Ys ds. (5.15)

E, consoante a Zerbe (1979), para estimar of efeitos de diferentes tratamentos (A e B) na
resposta de uma variável Yt, propõe-se o estimador ζA,B(Yt), tal que:

ζA,B(Yt) =
[∫ t

0
(Ys,A − Ys,B)2 ds

]1/2

, (5.16)

sendo Yt,g o valor da variável Y no Grupo g observada no tempo t, para g = A,B.

As estatísticas Ψ e ζA,B, juntamente com os estimadores dos componentes do vetor de
parâmetros θ, fornecem informações sobre a dinâmica da biorremediação, além de evidenciarem
as diferenças no crescimento e metabolismo algal sob a presença ou ausência de fármacos. Neste
sentido, a próxima seção se dedica a realizar experimentos computacionais, para aplicar as
técnicas desenvolvidas neste Capítulo.

5.2 Simulações Computacionais

O Modelo (3.17) foi implementado computacionalmente utilizando o conjunto de dados
descrito no Capítulo 4 e o Algoritmo 5.1, com o uso do pacote FME (SOETAERT; PETZOLDT
et al., 2010), disponível em linguagem de programação R, no qual os valores escolhidos para
o fator de damping λ, o passo h, o número máximo de iterações lmax e a tolerância π foram os
padrões do próprio pacote, a saber, π = 1.0× 10−5, lmax = 100, h = 9.7656× 10−4 e λ = 100.
Com estes dados, o Modelo (3.17) foi resolvido por meio do Método de Runge-Kutta de 4ªordem,
para um tempo tB = 10 dias, com um passo hr = 0.01, e condições iniciais iguais às médias
das amostras de O, P , N e X no tempo t0 = 0 dias, para ambos os Grupos A e B, de modo que
A indica um efluente doméstico livre de fármacos e B se refere a um efluente doméstico com
fármacos dissolvidos. As condições iniciais para θ, isto é, θ0, foram arbitrárias e são apresentadas
na Tabela 9, na qual u ∼ N(0, 1).

Tabela 9 – Valores iniciais para o vetor de parâmetros θ

Parâmetro µmax δ KN KP KiO
KO Kx ρ αP ξ YX/O YX/P YX/N

Valor 0.1 u 9.0 1.5 1.0 8.3 2.0 0.01 0 0.1 0.1 0.1 1.0

Os valores estimados para o vetor de parâmetros θ, em uma realização do processo
estocástico descrito pelo Modelo (3.17) (ou seja, para apenas um valor de δ), para ambos os
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Grupos A e B, estão apresentados na Tabela 10.

Tabela 10 – Estimativa dos parâmetros do Modelo (3.17) para dois tratamentos.

Parâmetro Grupo A Grupo B

θ̂ IC(θ̂;95%) θ̂ IC(θ̂;95%)

µmax 51.41 (50.49; 52.34) 2.80 (2.65; 2.94)
δ 0.26 (-3.03; 3.55) 1.02 (0.75; 1.29)
KN -487.57 (-517.91; -457.23) -69.47 (-70.87; -68.07)
KP -53.86 (-94.62; -13.11) -9.79 (-10.47; -9.11)
KiO

-41.96 (-430.33; 346.41) 0.04 (-3.02; 3.08)
KO 6.54 (5.96; 7.12) 7.01 (6.67; 7.35)
KX 83.13 (77.92; 88.33) 16.56 (16.15; 16.96)
ρ 0.07 (-0.25; 0.39) 1.92 (1.38; 2.48)
αP 0 - 3.21 (2.22; 4.20)
ξ 0.83 (0.23; 1.44) 0.64 (0.31; 0.97)

YX/O 0.53 (-0.72; 1.78) 25.02 (18.99; 31.06)
YX/P 0.20 (-0.14;0.55) -210.18 (-221.62; -198.74)
YX/N 7.15 (6.01; 8.27) 405.63 (399.31; 411.95)

Todas as estimativas dos parâmetros possuem valores bastante distintos, indicando que
a presença de fármacos no biorreator modifica a dinâmica do bioprocesso. Comparando os
resultados da Tabela 10, exploratoriamente, diz-se que a presença de fármacos pode ter promovido
um decréscimo na velocidade máxima específica de crescimento das algas (µmax), na capacidade
suporte da população de C. sorokiniana e na taxa de transferência de oxigênio no meio de reação
(ξ).

Por outro lado, a presença de fármacos dissolvidos no efluente pode ter promovido um
aumento nos valores da constante de saturação de oxigênio (KO), no fator de precipitação de
fósforo (ρ) e nos rendimentos de produção de oxigênio (YX/O) e consumo de nitrogênio (YX/N ). Os
valores de saturação pelos nutrientes nitrogênio e fósforo (KN e KP ), em módulo, são menores
no Grupo B, o que indica possivelmente que os mecanismos de regulação metabólica da C.
sorokiniana, durante a remoção destes nutrientes, tenham respostas em relação à saturação por
nutrientes com antecedência no Grupo B, quando comparado ao Grupo A.

Observa-se também uma mudança na dinâmica do bioprocesso devido a presença de
fármacos, especificamente sob os parâmetrosKiO

e YX/P . Aparentemente, a presença de fármacos
promove o aumento da velocidade µ em relação ao parâmetro KiO

, ao passo que, na ausência
destes xenobióticos nomeio, o oxigênio parece inibir o crescimento algal quando sua concentração
é próxima de 42 mg L−1, podendo frear a taxa de reprodução algal. Consoante à estimativa do
parâmetro YX/P e considerando apenas o valor deste parâmetro, a presença de fármacos pode
promover a acumulação de fósforo no meio, diferentemente do grupo controle (Grupo A), em
que a atividade das algas está relacionada com a degradação de fósforo (YX/P > 0).



Capítulo 5. Estimação de Parâmetros do Modelo Proposto 71

O valor do parâmetro αP no Grupo B representa uma medida do efeito da presença de
fármacos no efluente na taxa de variação da concentração total de fósforo. Analisando a estimativa
de αP , diz-se que a presença de fármacos no efluente aumenta, em média, 3.21 mg L−1 dia−1 na
concentração total de fósforo no biorreator em comparação com o Grupo A.

Analisando os valores de estimados de δ na Tabela 10, espera-se que a dinâmica do Grupo
B seja mais influenciada por fatores ambientais não contabilizados no Modelo (3.17) quando
comparada à dinâmica do Grupo A. Possíveis razões para o valor de δ ser maior no Grupo B
podem ser resumidas às interações das células algais com diferentes fármacos e seus variados
metabolismos.

Para ambos os Grupos, S(θ̂) apresentou valores próximos de zero, sendo 0.5974 no
Grupo A e 0.3858 no Grupo B, indicando que as soluções do Modelo (3.17), com os valores dos
parâmetros estimados pelo Algoritmo 5.1, se aproximam bastante dos valores observados no
conjunto de dados, evidenciando a possibilidade de se utilizar o modelo matemático proposto aqui
como uma ferramenta para planejamento, controle e otimização da biorremediação de efluentes
domésticos por C. sorokiniana.

Ao dividir S(θ̂) pelos seus respectivos graus de liberdade, obtém-se a estatística Quadrado
Médio dos Resíduos (QMR), que permite comparar a qualidade da estimação em diferentes
grupos. Para avaliar a convergência do Algoritmo 5.1, apresenta-se na Figura 4 os valores de
QMR em cada iteração para ambos os grupos. Observa-se que os valores iniciais da Soma de
Quadrados dos Resíduos eram superiores a 1500 no Grupo A e 4000 no Grupo B, devido à
escolha de valores iniciais de θ distantes do valor ótimo deste parâmetro. Analisando a Figura
4, diz-se que o Algoritmo 5.1 convergiu para um minimizador da Equação (5.5) em 6 iterações
para o Grupo A e 14 para o Grupo B.
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Figura 4 – QMR ao longo de 100 iterações do Algoritmo 5.1.
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A análise da distribuição dos resíduos da estimação também é uma etapa importante
para a avaliação da qualidade dos resultados obtidos. Desta forma, apresenta-se na Figura 5 as
dispersões dos resíduos brutos calculados em relação aos valores observados das variáveis de
estado Ot, Pt, Nt e Xt, para os Grupos A e B, respectivamente.

Nota-se, na Figura 5, que os resíduos brutos, para ambos os grupos, estão distribuídos em
torno do zero, o que corrobora com a suposição feita para o desenvolvimento do MLM, ou seja,
E[ε] = 0. Além disto, observa-se que os valores dos resíduos estão distribuídos aproximadamente
entre -0.6 e 0.5, para os Grupos A e B, indicando que a diferença, em módulo, entre o valor real
e o valor estimado das variáveis de estado é menor que uma unidade de concentração (mg L−1

ou 106 células L−1).
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Figura 5 – Distribuição dos resíduos brutos pelas observações de O, P , N e X .

Visto que os resíduos brutos estão distribuídos em torno do zero com uma baixa dispersão
e a Soma de Quadrados dos Resíduos é próxima de zero, para ambos os grupos testados, conclui-se
que os valores dos parâmetros estimados pelo Algoritmo 5.1 são bons estimadores para o vetor θ e,
por conseguinte, o Modelo (3.17), implementado com o conjunto de parâmetros estimados, pode
ser utilizado para realizar predições da dinâmica do bioprocesso. Desta forma, apresentam-se nas
Figuras 6-9 as soluções numéricas do Modelo (3.17) geradas com condições iniciais iguais às
utilizadas no Algoritmo 5.1 e com os valores estimados de θ para os Grupos A e B.
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Figura 6 – Dinâmica da variável Ot para os Grupos A e B. Os pontos em vermelho indicam as
médias das concentrações de oxigênio dissolvido medidas nos fotobiorreatores.
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Figura 7 – Dinâmica da variável Pt para os Grupos A e B. Os pontos em vermelho indicam as
médias das concentrações totais de fósforo medidas nos fotobiorreatores.
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Figura 8 – Dinâmica da variável Nt para os Grupos A e B. Os pontos em vermelho indicam as
médias das concentrações totais de nitrogênio medidas nos fotobiorreatores.
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Figura 9 – Dinâmica da variável Xt para os Grupos A e B. Os pontos em vermelho indicam as
médias das concentrações de células algais medidas nos fotobiorreatores.

As soluções numéricas das variáveis de estado apresentadas nas Figuras 6-9 descrevem
bem a dinâmica da geração de gás oxigênio, da remoção de fósforo e nitrogênio, além do
crescimento da população de microalgas C. sorokiniana. Dentre todas as simulações apresentadas,
as soluções numéricas da variável Pt foram aquelas que apresentaram gaps com a nuvem de
pontos amostrais, provavelmente devido à estrutura de variância das observações de fósforo total
durante o tempo de biorremediação.
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A dinâmica da concentração de oxigênio dissolvido no fotobiorreator, Figura 6, é similar
em ambos os casos. A concentração de Ot cresce rapidamente do início da biorremediação até o
quarto dia, aproximadamente, e após este período, o valor de Ot tende a decrescer suavemente.
Analisando os valores deKO na Tabela 10 e o perfil das concentrações de oxigênio dissolvido
nos tempos 7 e 8 dias, respectivamente para os Grupos A e B, pode-se dizer que, possivelmente,
a concentração de Ot se aproxima da concentração de equilíbrio, a saber, 6.5418 mg L−1 para A
e 7.3856 mg L−1 para B.

Quanto à concentração de fósforo no fotobiorreator, observou-se que, no Grupo A (Figura
7a), este nutriente foi apenas consumido, o que explica a monotonicidade da curva Pt. Já no
Grupo B, o rendimento de consumo de fósforo YX/P < 0, indicando que, neste caso, YX/P é, na
verdade, uma taxa de geração de fósforo pelo metabolismo algal e principal fator de decréscimo
na concentração de Pt é devido aos efeitos de precipitação, ρ.

Em relação à concentração de nitrogênio, Figura 8, para ambos os grupos testados
observou-se que o perfil da concentração deste nutriente ao longo do tempo é similar, atingindo
concentrações próximas de zero em torno do décimo dia do bioprocesso. Por sua vez, o perfil da
concentração de células algais ao final da batelada é distinto, uma vez que Xt, no Grupo B, se
estabilizou próximo ao valor de sua capacidade suporte (Kx = 16.3157× 106 células L−1), ao
passo que Xt continua crescendo no Grupo A, pois, neste grupo,Kx = 128.3039× 106 células
L−1.

Apesar da maioria dos pontos amostrais estarem bem próximas às curvas obtidas pela
estimação de parâmetros, é necessário calcular as bandas de predição para cada curva, a fim de
visualizar se todos os pontos amostrais estão contidos em um região de confiança. As bandas de
predição para as soluções numéricas de Ot, Pt, Nt e Xt, a um nível de confiança de 95%, são
apresentadas nas Figuras 10-13, nas quais nota-se que todos os pontos amostrais estão dispersos
entre as bandas de predição inferior e superior (pontilhadas em azul). Em outras palavras, embora
a estrutura de variância dos parâmetros estimados não tenha sido determinada, as soluções
numéricas de Ot, Pt, Nt e Xt, geradas com os valores dos parâmetros estimados para todos os
grupos, representam uma ferramenta confiável para a realização de predições e planejamento da
biorremediação de um efluente doméstico.
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Figura 10 – Bandas de predição para a variável de estado Ot utilizando o conjunto de parâmetros
estimados, para os Grupos A e B. Os pontos em vermelho indicam as médias das
concentrações de oxigênio dissolvido medidas nos fotobiorreatores e as curvas
pontilhadas em azul são as bandas de predição (95% de confiança).
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Figura 11 – Bandas de predição para a variável de estado Pt utilizando o conjunto de parâmetros
estimados, para os Grupos A e B. Os pontos em vermelho indicam as médias das
concentrações de fósforo total medidas nos fotobiorreatores e as curvas pontilhadas
em azul são as bandas de predição (95% de confiança).
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Figura 12 – Bandas de predição para a variável de estadoNt utilizando o conjunto de parâmetros
estimados, para os Grupos A e B. Os pontos em vermelho indicam as médias das con-
centrações de nitrogênio total medidas nos fotobiorreatores e as curvas pontilhadas
em azul são as bandas de predição (95% de confiança).
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Figura 13 – Bandas de predição para a variável de estadoXt utilizando o conjunto de parâmetros
estimados, para os Grupos A e B. Os pontos em vermelho indicam as médias das
concentrações de células algais medidas nos fotobiorreatores e as curvas pontilhadas
em azul são as bandas de predição (95% de confiança).

As bandas de predição para curvas são análogas aos intervalos de confiança para uma
estimativa e sua amplitude está relacionada à estrutura de variância dos parâmetros estimados.
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Observa-se nas Figuras 10, 11 e 13 que as curvas para Ot, Pt e Xt estão contidas em intervalos
de predição muito amplos, abrangendo inclusive valores de concentração negativos. Todavia, isto
não significa que os valores de Ot, Pt e Xt podem ser negativos, mas sim que estas variáveis
possuem variâncias maiores quando comparadas à variância da variável Nt.

Por fim, calculou-se a área sobre a curva das variáveis de estado do Modelo (3.17) para
quantificar as diferenças geradas pelos tratamentos A e B. A partir do cálculo desta área, foram
estimados o potencial médio de uma variável Yt, Ψ(Yt), e os efeitos dos tratamentos na resposta
de Yt durante 7 dias, ζA,B(Y[0,7]). Os resultados desta análise são apresentados na Tabela 11.

Tabela 11 – Medidas resumo da análise da Área Sobre a Curva de Yt

Yt Grupo t (dias) Ψ(Yt) ζA,B(Y[0,7])

Ot

A 7 6.1757 18.2885B 8 6.7010

Pt
A 7 4.6605 31.2207B 8 3.5387

Nt

A 7 21.5925 67.5913B 8 17.2925

Xt

A 7 4.9073 111.5373B 8 8.5780

Observou-se que os potenciais de produção de oxigênio e crescimento celular aumentaram,
em média, 0.5253 mg L−1 dia−1 e 3.6707×106 células L−1 dia−1, respectivamente, quando havia
fármacos dissolvidos no efluente doméstico. Deste modo, os fármacos no fotobiorreator exibiram
efeitos promotores sob as concentrações de oxigênio dissolvido e células algais, aumentando a
concentração média de oxigênio em 18.2885 unidades e a de células algais em 111.5373×106

unidades.

Por outro lado, as taxas de consumo de fósforo e nitrogênio reduziram, respectivamente,
1.1218 e 4.3 mg L−1 dia−1. Por conseguinte, os fármacos dissolvidos no efluente tiveram efeito
inibitório na diminuição das concentrações de nitrogênio e fósforo, implicando em um aumento
total de 67.5913 e 31.2207mgL−1 de nitrogênio e fósforo dissolvidos no elfuente, respectivamente.
Em outras palavras, para este estudo de caso, os fármacos inibiram o potencial de remoção de
nutrientes pelas microalgas C. sorokiniana, em um período de 7 dias de biorremediação.

De modo geral, o Modelo (3.17), com os parâmetros estimados neste Capítulo, conseguiu
representar com fidelidade o conjunto de dados referentes à biorremediação de um efluente
doméstico sob dois tratamentos, a saber, na ausência e presença de fármacos dissolvidos. As
diferentes análises realizadas neste Capítulo evidenciaram o potencial do Modelo (3.17) em repre-
sentar um bioprocesso de biorremediação, permitindo que este Sistema de Equações Diferenciais
seja utilizado como ferramenta para predição, planejamento, controle e otimização do tratamento
de resíduos orgânicos via microalgas.
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O próximo Capítulo se destina a aplicar os resultados obtidos até aqui em um modelo
matemático para otimizar a remoção de fósforo durante a biorremediação.
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6 Modelo de Otimização

Amodelagem matemática de um bioprocesso é uma ferramenta poderosa para descrever a
dinâmica do fenômeno biológico, assim como representa um potencial para o estudo do controle
operacional. Além disto, quando se conhecem as leis que regem a dinâmica de um bioprocesso,
é possível fazer predições para o rendimento de determinada reação ou ainda fazer projeções
baseando-se em diferentes condições iniciais.

Em se tratando de biorremediação, é de interesse do operador do bioprocesso que a carga
orgânica do resíduo tratado seja minimizada e que a remoção de certos nutrientes seja máxima,
a fim de evitar problemas de eutrofização. Visto que, tanto para ausência quanto presença de
fármacos, os compostos nitrogenados, contabilizados em Nt, são totalmente ou quase totalmente
depletados, como foi discutido nos capítulos anteriores, é preciso ainda propor uma estratégia
para aumentar a remoção de fósforo no bioprocesso. Neste sentido, propõe-se nesta tese um
modelo matemático para maximizar o índice de remoção de fósforo em um biorreator que carreia
a biorremediação de um resíduo orgânico por uma população de Chlorella sorokiniana em dois
diferentes tratamentos: sob ausência e presença de fármacos dissolvidos.

6.1 Maximização da remoção de fósforo no bioprocesso

A remoção de um nutriente em um bioprocesso pode ser mensurada de diversas formas,
mas geralmente seus resultados são dados em porcentagem de remoção ou como uma taxa no
intervalo [0, 1].

Suponha que em um biorreator, no qual um bioprocesso de biorremediação é carreado em
um tempo finito t no intervalo [0, T ] e que uma concentração inicial de fósforo P0 é adicionada
ao mosto. Se o fósforo não for removido durante o bioprocesso, a área sobre a curva de concen-
tração de fósforo é dada por

∫ T
0 P0dt = P0T . Caso haja consumo deste nutriente, a quantidade

remanescente de fósforo pode ser descrita pela integral
∫ T

0 Ptdt e a quantidade consumida por(
P0T −

∫ T
0 Ptdt

)
, conforme Figura 14.

Geometricamente, observando a Figura 14, a quantidade de fósforo removida é conta-
bilizada pela área em azul, enquanto que a área em magenta indica o fósforo remanescente no
biorreator. A união das duas áreas representa o cenário em que o fósforo não é removido neste
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bioprocesso, isto é, representa uma taxa de remoção de 0%.

T

P0

0

∫ T

0
Ptdt

P0T −
∫ T

0
Ptdt

t

P
t

Figura 14 – Representação geométrica da métrica proposta para avaliar a remoção de fósforo.

Uma vez que Pt representa um processo estocástico, uma medida que represente a
quantidade total de fósforo em um período finito de tempo pode ser dada pela norma de funções
no espaço de Hilbert, isto é,

(∫ T
0 P 2

t dt
)1/2

.

Deste modo, uma métrica para avaliar quanto de fósforo foi removido durante em T

instantes de tempo pode ser dada pela seguinte expressão:

P0T −
(∫ T

0
P 2
t dt

)1/2

. (6.1)

Para computar a taxa de remoção de fósforo, em porcentagem ou proporção, propõe-se
aqui o índice de remoção R, tal que:

R =
P0T −

(∫ T
0 P 2

t dt
)1/2

(
P0T −

(∫ T
0 P 2

t dt
)1/2

)
+
(∫ T

0 P 2
t dt

)1/2

=
P0T −

(∫ T
0 P 2

t dt
)1/2

P0T

= 1− 1
P0T

(∫ T

0
P 2
t dt

)1/2

. (6.2)

Para a maximização da taxa de remoção de fósforo durante a biorremediação, propõe-se

um modelo de otimização que objetiva determinar a razão inicial entre nitrogênio e fósforo,
N0

P0
,

a fim de maximizar a remoção de fósforo em um bioprocesso carreado em um período finito de 0
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a T instantes de tempo. É preciso salientar que a razão inicial nitrogênio/fósforo representa um
importante fator no controle do crescimento algal (CHOI; LEE, 2015).

Sejam I o conjunto de todas as soluções Yt = [Xt, Ot, Pt, Nt] possíveis para o Modelo
(3.17), com condições iniciais definidas por Y0 = [X0, O0, P0, N0] e as variáveis de decisão N0

e P0, cuja razão
N0

P0
∈ [ri, rs], sendo ri e rs constantes reais positivas que controlam a proporção

entre nitrogênio e fósforo iniciais (CHOI; LEE, 2015). Considere ainda que as concentrações
iniciais de nitrogênio e fósforo devem ser superiores a um limitante inferior definido pelo operador
do bioprocesso, sendo ni ≥ 0 e pi ≥ 0 os limitantes inferiores para nitrogênio e fósforo,
respectivamente.

Define-se então o seguinte Modelo de Otimização:

max R = 1− 1
P0T

(∫ T

0
P 2
t dt

)1/2

s.a. Yt = [Xt, Ot, Pt, Nt] ∈ I

ri ≤
N0

P0
≤ rs

N0 ≥ ni, P0 ≥ pi

0 ≤ t ≤ T

. (6.3)

Para solucionar o Modelo (6.3) propõe-se aqui uma metaheurística, a saber, Algoritmo
de Busca em Vizinhança Variável (Variable Neighborhood Search - VNS), descrita na seção a
seguir.

6.2 VNS

O Algoritmo de Busca em Vizinhança Variável, conhecido como VNS, é uma metaheu-
rística desenvolvida por Hansen e Mladenović (2001), que visa determinar soluções ótimas ou
sub-ótimas a partir de uma solução inicial factível, através de buscas em vizinhanças definidas
dentro do espaço de soluções.

Sejam υ0, um vetor de soluções iniciais para oModelo (6.3), tal que υ0 = [X0, O0, P0, N0]
e υ0 satisfaz as restrições impostas no problema de otimização, e ε ∼ U(0, 1). Nas proximi-
dades de υ0 são propostas kmax vizinhanças, de modo que cada vizinho seja definido como
uma perturbação em um único elemento de υ0. O Algoritmo VNS realizará um número má-
ximo de lmax buscas locais em cada vizinhança Nk, k = 1, . . . , kmax, visando encontrar uma
solução ῡ0 melhor que υ0, isto é, visando obter R(ῡ0) > R(υ0), sendo R o índice de remoção
de fósforo. O VNS determina um vetor υ∗ tal que R(υ∗) esteja o mais próximo possível de
R∗ = max {R(υ)|υ satisfaz o Modelo (6.3)}.

Neste sentido, dada uma solução factível arbitrária υ0 para o Modelo (6.3), define-se um
conjunto de vizinhanças de υ0, Nk(υ0), k = 1, ..., 4, como:
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N1(υ0) = {ῡ0|ῡ0 = [X0, O0, (1 + ε)P0, N0]} ,

N2(υ0) = {ῡ0|ῡ0 = [X0, O0, (1− ε)P0, N0]} ,

N3(υ0) = {ῡ0|ῡ0 = [X0, O0, P0, (1 + ε)N0]} ,

N4(υ0) = {ῡ0|ῡ0 = [X0, O0, P0, (1− ε)N0]} .

(6.4)

A busca pela melhor solução do Modelo (6.3) nas vizinhanças definidas pela Equação
(6.4) é realizada pelo VNS, descrito no Algoritmo 6.1.

Algoritmo 6.1 Busca em Vizinhança Variável para o problema de remoção de fósforo
39 Passo 1: Defina uma solução inicial arbitrária υ0 = [X0, O0, P0, N0] para o Modelo (6.3),
lmax ∈ N, tal que lmax > 1, e a estrutura de vizinhanças apresentada na Equação (6.4);

40 Passo 2: Calcule R(υ0);
41 Passo 3: Faça kmax = 4 e k = 1;
42 Passo 3: Enquanto k ≤ kmax faça
43 3.1 Gere aleatoriamente ῡ0 ∈ Nk(υ0) e faça l = 1 ;
44 3.2 Enquanto l ≤ lmax faça

3.2.1 Gere aleatoriamente ¯̄υ0 ∈ Nk(ῡ0);
45 3.2.2 Se R( ¯̄υ0) > R(ῡ0) então

ῡ0 ←− ¯̄υ0;
R(ῡ0)←− R( ¯̄υ0);

46 3.2.3 l←− l + 1;
47 3.3 Se R(ῡ0) > R(υ0) então

υ0 ←− ῡ0;
k ←− 1;
Senão
k ←− k + 1;

48 Passo 4: υ∗0 ←− υ0 e R(υ∗0)←− R(υ0);
49 Resultado: A melhor solução obtida é υ∗0 e o máximo determinado pelo algoritmo é R(υ∗0).

A aplicação do VNS em diferentes cenários para resolução do problema descrito pelo
Modelo (6.3) é abordada na próxima seção.

6.3 Experimentos computacionais

A resolução do Modelo (6.3) foi implementada em linguagem R (R Core Team, 2019) e
em um computador com características descritas no Capítulo 4. Os testes computacionais foram
conduzidos utilizando seis diferentes cenários, os quais estão descritos na Tabela 12.
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Tabela 12 – Diferentes cenários para a resolução do Modelo (6.3)

Estocasticidade
Fármacos Ausência Taxa fixa Taxa aleatória

δ = 0 δ constante δt ∼ N(0, 1)
Ausência (G=0) Cenário 1 Cenário 3 Cenário 5
Presença (G=1) Cenário 2 Cenário 4 Cenário 6

Esta estrutura de cenários foi idealizada a fim de abranger todas as possíveis aplicações do
Modelo (6.3), considerando as características do meio de reação com respeito à presença/ausência
de fármacos dissolvidos e possíveis ruídos no bioprocesso. No caso de δ = 0 (Cenários 1 e 2),
os resultados obtidos se referem a um cenário totalmente controlado, ou seja, livre de qualquer
perturbação. Quando δ assume um valor fixo, o qual é tomado aleatoriamente de uma distribuição
N(0, 1) (Cenários 3 e 4), os resultados obtidos dizem respeito a uma situação em que existem
ruídos e o operador do bioprocesso conhece a intensidade de tais perturbações e suas influências
no biorreator. Por fim, nos Cenários 5 e 6, assume-se que δt ∼ N(0, 1), isto é, em cada tempo
t ∈ [0, T ] do bioprocesso, δ assume um valor distinto, o que pode ser interpretado como uma
situação em que o operador sabe da existência de um ruído, mas não conhece sua intensidade
nem seus efeitos no sistema.

Neste sentido, o Modelo (6.3) foi resolvido através de um VNS, o qual está descrito no
Algoritmo 6.1, com um número máximo de buscas locais lmax = 200, considerando os cenários
apresentados na Tabela 12, a estrutura de vizinhanças apresentada na Equação (6.4) e, como
limitantes inferiores para nitrogênio e fósforo, ni = pi = 10−4. Considerou-se também υ0 =
[0.27, 2.06, 6.39, 39.73] como a solução inicial arbitrária, a qual é equivalente às concentrações
iniciais médias de algas, oxigênio, fósforo e nitrogênio para os biorreatores do Grupo A. Visando
calibrar os parâmetros do VNS, foram testados lmax = 300 e lmax = 400, porém, não foram
notadas melhorias nos valores médios de função objetivo para lmax > 200, por isso utilizou-se
número máximo de buscas locais igual a 200.

Apresentam-se na Tabela 13 as estatísticas descritivas dos resultados obtidos em 100
repetições do VNS e, na Figura 15, a convergência do VNS para um cenário. A Figura 15 ilustra
a convergência do VNS para o Cenário 5, em que pode ser observado que em 8 iterações o
algoritmo já havia convergido para um valor sub-ótimo (ou ótimo) da função objetivo. Além
disto, o tempo computacional necessário para repetir 100 vezes o algoritmo proposto nesta tese
para o Cenário 5 foi de 14.18 minutos.
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Figura 15 – Convergência do VNS: função objetivo por iterações para uma repetição no Cenário
5.

Tabela 13 – Medidas descritivas dos resultados de 100 repetições do VNS no Modelo (6.3) em
seis diferentes cenários.

Cenário Mínimo Mediana Máximo Média Desvio Padrão

1 6.39 6.39 7.92 6.50 0.36
2 6.39 6.39 7.34 6.40 0.10

P0 3 6.39 6.39 7.89 6.51 0.36
4 7.41 7.41 7.41 7.41 0
5 1.33 6.39 17.09 5.39 2.25
6 7.41 7.41 7.41 7.41 0

1 39.73 39.73 237.71 99.19 74.71
2 39.73 39.73 57.83 40.00 2.19

N0 3 39.73 39.73 235.43 104.65 75.91
4 37.06 39.73 57.83 41.77 5.89
5 39.73 39.73 285.43 91.40 73.36
6 37.06 39.73 57.81 41.11 5.12

1 0.71 0.71 0.88 0.77 0.07
2 0.89 0.89 0.90 0.89 0.00

Remoção 3 0.72 0.72 0.88 0.78 0.07
4 0.80 0.80 0.95 0.81 0.04
5 0.70 0.74 0.88 0.77 0.06
6 0.78 0.84 0.93 0.83 0.03

1 5.01 6.22 30.00 15.16 11.25
2 6.22 6.22 9.05 6.25 0.23

Razão 3 5.03 30.00 15.98 9.05 11.45
N0/P0 4 5.00 5.36 7.80 5.64 0.80

5 5.12 22.81 30.00 18.44 11.06
6 5.00 5.36 7.80 5.55 0.69
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Os valores médios de remoção (função objetivo) obtidos em 100 repetições, apresentados
na Tabela 13, possuem desvios padrões baixos, indicando que os resultados foram homogêneos
considerando o mesmo cenário. Quando não há fármacos dissolvidos no meio reativo, pode haver
uma remoção de no máximo 88% de fósforo se a razão N0/P0 for, em média, 15.16, 15.98 e
18.44, respectivamente para os Cenários 1, 3 e 5, enquanto que a remoção máxima pode atingir
90%, 95% e 93% para os Cenários 2, 4 e 6, nesta ordem. A partir dos valores médios da razão
N0/P0, pode-se dizer que razões médias entre 5.55 e 6.25 podem promover uma maior remoção
de fósforo.

Quanto aos valores de fósforo P0, suas médias se situam entre 5.39 e 6.51, sob ausência
de fármacos, e 6.40 e 7.41, na presença de compostos farmacêuticos. Em relação às médias de
nitrogênio N0, diz-se que os valores determinados para os cenários sob ausência de fármacos são
maiores (mais que o dobro) em comparação com as médias para os cenários sob presença de
compostos farmacêuticos. Constata-se ainda que os desvios padrões para os resultados de P0 e
N0 sob ausência de fármacos são maiores que aqueles na presença de xenobióticos, indicando
que os resultados para os Cenários 2, 4 e 6 são mais homogêneos consoante às concentrações P0

e N0.

Em suma, os resultados apresentados mostram evidências de que a presença de fármacos
pode contribuir para uma maior remoção de fósforo no biorreator. Além disto, existem diversas
possibilidades de escolha de concentrações iniciais de fósforo e nitrogênio que promovam o
máximo de remoção de fósforo durante o bioprocesso, desde que a razão N0/P0 média seja, sob
ausência e presença de fármacos, respectivamente: 15.16 e 6.25, em um biorreator totalmente
controlado, 15.98 e 5.64, sob presença de ruídos, cuja intensidade e efeitos são conhecidos, e
18.44 e 5.55, quando não se conhece a intensidade e os efeitos dos ruídos no sistema.

Os resultados apresentados neste Capítulo evidenciam ainda que o Modelo (6.3) tem
potencial para ser utilizado como ferramenta para planejamento ótimo da biorremediação de
efluentes por Chlorella sorokiniana, de modo a promover a máxima redução de fósforo no meio
reativo.
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7 Considerações Finais e Perspectivas

Neste trabalho propôs-se o desenvolvimento de um modelo matemático para descrever a
biorremediação de efluentes domésticos por uma população de microalgas da espécie Chlorella
sorokiniana, em dois cenários, a saber, na ausência e na presença de fármacos dissolvidos
no efluente. Além disto, propôs-se um modelo matemático para determinar as concentrações
iniciais ótimas de nitrogênio e fósforo visando maximizar a remoção de fósforo associada à
biorremediação.

O Modelo (3.17) proposto nesta tese conseguiu representar bem a dinâmica das variáveis
envolvidas na biorremediação de um efluente doméstico, tanto na ausência, quanto na presença
de fármacos dissolvidos no meio de cultura, mostrando que tal modelo possui potencial para ser
utilizado para o estudo da dinâmica e do controle do bioprocesso. O Modelo (6.3), por sua vez,
conseguiu determinar condições iniciais ótimas que promovem a máxima remoção de fósforo em
diferentes cenários, independente da presença de ruídos no biorreator.

Neste sentido, os modelos propostos evidenciam o potencial da metodologia desenvolvida
neste trabalho para auxiliar na promoção de uma economia sustentável, da geração de fontes
renováveis de energia e na recuperação de áreas ambientais contaminadas.

Como perspectivas para trabalhos futuros, cita-se:

1. Estimar os parâmetros doModelo (3.17) para os outros conjuntos de dados disponibilizados
pelo Departamento de Engenharia Civil e Ambiental (Faculdade de Engenharia - UNESP,
Bauru);

2. Investigar outras metodologias para solucionar o Modelo (6.3);

3. Propor um modelo de otimização para determinar as condições iniciais que favorecem a
maximização da produção de clorofila durante o bioprocesso, como uma medida auxiliar
para a maximização da produção de biohidrogênio associada à biorremediação.
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A Cálculo dos pontos de equilíbrio do
modelo proposto

Este capítulo é dedicado a demonstrar os Teoremas 3.4 e 3.5. A prova de tais teoremas
está descrita a seguir.

Demonstração. Os pontos de equilíbrio E = (X∗t , O∗t , P ∗t , N ∗t ) apresentados nos Teoremas 3.4
e 3.5 podem ser obtidos ao se resolver o sistema

Ẋt = 0

Ȯt = 0

Ṗt = 0

Ṅt = 0

=⇒



(µt + δt)Xt (1−Xt) = 0

µtXtYX/O − ξ(KO −Ot) = 0

−µtXtYX/P − ρPt + αPG = 0

−µtXtYX/N = 0

, (A.1)

para µt = µmax
Nt

Nt −KN

Pt
Pt −KP

KiO

KiO
+Ot

e considerando dois diferentes casos: G = 0 e

G = 1, e suponha que os parâmetros do Modelo (3.19) são definidos em R.

Como a concentração algal Xt está presente em todas as equações do Sistema (A.1),
determina-se, primeiramente, as condições em que Ẋt = 0:X∗t = 0,X∗t = 1 ou µ∗t = −δt, sendo
µ∗t a velocidade específica de crescimento algal no equilíbrio.

• Primeiro caso - X∗t = 0:

Aplicando em Ȯt = 0, obtém-se:

−ξ(KO −O∗t ) = 0 =⇒ O∗t = KO.

Fazendo X∗t = 0 em Ṗt = 0:

−ρPt + αPG = 0 =⇒ P ∗t = αPG

ρ
, ρ 6= 0.

Para que Ṅt = 0, quando X∗t = 0, µ∗t pode assumir qualquer valor e, por conseguinte,
N ∗t pode ser qualquer constante não-negativa. Deste modo, fazendo N ∗t = N1,G ∈ R+, obtém-se



APÊNDICE A. Cálculo dos pontos de equilíbrio do modelo proposto 98

os seguintes pontos de equilíbrio:

S0
1 = (0, KO, 0, N1,0), G = 0 e S1

1 =
(

0, KO,
αP
ρ
,N1,1

)
, G = 1, (A.2)

para ρ 6= 0, αP
ρ
≥ 0, N1,0 > 0, N1,1 > 0, KO ≥ 0. No caso em que o valor de N1,G > 0, diz-se

que o ponto SG1 representa um equilíbrio sob concentração constante de nitrogênio e ausência de
algas.

Se N1,G = 0, então este ponto de equilíbrio representa um cenário na ausência de
nitrogênio e de algas e pode ser reescrito como:

S0
5 = (0, KO, 0, 0), G = 0 e S1

5 =
(

0, KO,
αP
ρ
, 0
)
, G = 1, (A.3)

para ρ 6= 0, αP
ρ
≥ 0, KO ≥ 0.

• Segundo caso - X∗t = 1:

Substituindo X∗t = 1 em Ȯt = 0 e realizando algumas manipulações algébricas, obtém-se:

O∗t = KO −
µ∗tYX/O
ξ

, ξ 6= 0. (A.4)

FazendoX∗t = 1 em Ṗt = 0 e realizando algumas manipulações algébricas, determina-se
a seguinte expressão:

P ∗t = αPG− µ∗tYX/P
ρ

, ρ 6= 0. (A.5)

Para determinar os valores de O∗t e P ∗t , substitui-se X∗t = 1 em Ṅt = 0, obtendo-se

−µ∗tYX/N = 0 =⇒ µ∗t = 0 =⇒ N ∗t = 0 ou P ∗t = 0.

Substituindo o valor deµ∗t nas Equações (A.4) e (A.5), tem-se queO∗t = KO eP ∗t = αPG

ρ
,

G = 0, 1, considerando N ∗t = 0. Ao fazer P ∗t = 0, µ∗t = 0 e, por conseguinte, O∗t = KO e N ∗t é
uma constante. Porém, a única possibilidade de P ∗t ser nulo para X∗t = 1 é sob a ausência de
fármacos, isto é, G = 0, pois quando há presença de fármacos, espera-se que αP 6= 0, mesmo
que muito pequeno.

Desta forma, tem-se que:

S0
2 =

(
1, KO, 0, N ∗2,0

)
, S0

3 = (1, KO, 0, 0) , para G = 0, N ∗2,0 > 0;

S1
2 =

(
1, KO,

αP
ρ
, 0
)
, para G = 1, ρ 6= 0.

(A.6)
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• Terceiro caso - µ∗t = −δ:

De Ṅt = 0, tem-se que:

−µ∗tX∗t YX/N = 0 =⇒ δX∗t YX/N = 0 =⇒ δ 6= 0 e X∗t = 0 ou δ = 0 e X∗t = c, c ∈ R+.

Fazendo µ∗t = −δ em Ṗt = 0, tem-se que P ∗t = αPG

ρ
, para ρ 6= 0, δ 6= 0 e X∗t =

0 ou δ = 0 e X∗t = c, c ∈ R+. Substituindo o valor da velocidade específica de crescimento no
equilíbrio em Ȯt = 0, tem-se que O∗t = KO, para as mesmas condições de δ e X∗t determinadas
pela resolução de Ṅt = 0.

Para determinar o valor de equilíbrio de Nt quando µ∗t = −δ, isola-se N ∗t na equação

µ∗t = µmax
N ∗t

N ∗t −KN

P ∗t
P ∗t −KP

KiO

KiO
+O∗t

= −δ,

em que O∗t = KO, P ∗t = αPG

ρ
. Isolando N ∗t de µ∗, obtém-se

N ∗t = mKN

m− 1 , m = − δ

µmax

(
1 + KO

KiO

)(
1− ρKP

αP

)
, m 6= 1,

para N ∗t 6= KN , G = 1 ou G = 0. Deste modo, na ausência de estocasticidade, δ = 0:

S0
4 =

(
X∗4,0, KO, 0, 0

)
, G = 0, δ = 0,

S1
4 =

(
X∗4,1, KO,

αP
ρ
, 0
)
, G = 1, ρ 6= 0, αP

ρ
≥ 0, δ = 0.

(A.7)

Por outro lado, sob presença de estocasticidade:

S1
3 =

(
0, KO,

αP
ρ
,
mKN

m− 1

)
, G = 1, ρ 6= 0, αP

ρ
≥ 0, δ 6= 0, KN ≤ 0, (A.8)

já que, para G = 0, P ∗t −→∞.

Neste sentido, determinaram-se todos os pontos de equilíbrio descritos nos Teoremas 3.4
e 3.5.
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