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Information is the resolution of uncertainty.
Claude Shannon



Resumo

O descarte incorreto de residuos promove e/ou intensifica diversos problemas ambientais, tais
como a eutrofizacdo e a contaminagdo de recursos hidricos. Para reduzir os impactos destes
e outros problemas de cunho ambiental, a biorremediacao de efluentes por microalgas € uma
biotecnologia sustentdvel frequentemente empregada com a finalidade de auxiliar na remocao
de nutrientes, na reducao da carga orginica de um efluente e na absor¢ao de metais pesados.
Com o intuito de obter informagdes sobre o bioprocesso em andlise, propde-se aqui um modelo
matematico, que consiste em um Sistema de Equacdes Diferenciais Ordindrias Estocdsticas,
para descrever a dindmica da biorremediagao de efluentes domésticos por microalgas. Também
foi formulado um modelo matematico para determinar a razao nitrogénio/fésforo inicial 6tima
para maximizar a remogao de fésforo associada a biorremediacdo do efluente. Além disto, foi
proposto um procedimento para estimar os parametros do modelo desenvolvido utilizando um
conjunto de dados referente a biorremediacao de um efluente doméstico contaminado com far-
macos, sob a a¢do da microalga Chlorella sorokiniana em modo de conducdo batelada. Andlises
matematica-estatisticas e simulacdes numéricas do modelo matematico proposto neste trabalho,
implementado com os valores dos parametros estimados, evidenciaram o potencial das metodo-
logias desenvolvidas nesta pesquisa para a descricdo da biorremediacao de efluentes domésticos
contaminados com farmacos, auxiliando nas tomadas de decisdao acerca do planejamento, da

predi¢do de cendrios, da otimiza¢do e do controle do bioprocesso.

Palavras-chave: Bioremediacao; Chlorella sorokiniana; Sistema de Equagdes Diferenciais Ordi-

ndrias Estocdsticas; Estimacao de Parametros; Andlise de Estabilidade.



Abstract

The improper discharge of residuals leads and/or intensifies several environmental problems,
such as eutrophication and water sources contamination. To reduce the impacts of these and other
environmental problems, bioremediation of effluents via microalgae is a sustainable biotech-
nology frequently employed to assist in the recovery of nutrients, the decreasing of organic
load in water resources and the absorption of heavy metals. In order to provide insights with
respect to this bioprocess, here it is proposed a mathematical model, consisted of a System of
Stochastic Ordinary Differential Equations, that describes the dynamics of bioremediation of
a domestic effluent via microalgae. It was also proposed a mathematical model to determine
the optimal initial nitrogen/phosphorus ratio to maximize phosphorus removal associated with
bioremediation of domestic wastewater. Moreover, it was proposed a procedure to estimate the
parameters values of the proposed model from a data set concerning the bioremediation of
domestic effluents contaminated with pharmaceuticals, mediated by Chlorella sorokiniana and
carried out in batch mode. Mathematical-statistical analyses and numerical simulations of the
proposed model, implemented with the estimated parameters values, highlighted the potential
of the developed methodologies here to describe the bioremediation of domestic effluent con-
taminated with pharmaceuticals, assisting in the decision-making process in regards to planning,

prediction of scenarios, optimization and control of the bioprocess.

Keywords: Bioremediation; Chlorella sorokiniana; System of Stochastic Ordinary Differential

Equations; Parameter Estimation; Stability Analysis.
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1 Introducao

A necessidade de frear os efeitos causados pela poluicdo € iminente. Para amenizar a
intensidade de problemas como o aumento da temperatura global, a intoxicacdo de solos, a
eutrofizagcdo e contaminacdo de corpos d’agua com farmacos, a emissao de gases e particulas
téxicas no ar e a formacao de ilhas de calor em centros urbanos, diversas biotecnologias podem
ser empregadas, por exemplo, os bioprocessos para tratamento de residuos (MOAL et al., 2019;
ROMADO et al., 2014; ZOUBOULIS; MOUSSAS, 2011).

Os residuos gerados por industrias alimenticias, téxteis, quimica, farmacéutica, de pro-
cessamentos vegetal e animal, e outras, sdo formados por componentes organicos e minerais,
os quais podem ser utilizados como fonte de energia por diversas culturas microbioldgicas, tais
como as culturas de bactérias e microalgas (SULEIMAN et al., 2020). Deste modo, o processo
de biorremediacao, que pode ser caracterizado pelo uso de agentes microbioldgicos para pro-
mover a diminuicdo da carga organica e a diminui¢ao da toxicidade no meio ambiente, € uma
metodologia barata, ndo invasiva, ecoldgica e sustentdvel, que ganha notoriedade pelas suas
aplicacOes na recuperagdo de dreas contaminadas e poluidas (SLOMPO et al., 2020; DZIONEK;
WOIJCIESZYDSKA; GUZIK, 2016).

H4 uma grande variedade de micro e macroalgas que podem ser utilizadas como or-
ganismos biorremediadores e as aplicacOes biotecnoldgicas destes seres autétrofos, além da
biorremediacdo, sdo vastas, a saber, producdo de gomas, 6leos, gelatinas e corantes, alimenta¢ao
humana e animal, na recuperacao de fésforo e nitrogénio em recursos hidricos e geracao de biohi-
drogénio, etc. E importante ressaltar que, para que a aplicagiio de uma populagio de algas seja
realizada de forma eficiente em um bioprocesso, o planejamento da produgdo e o delineamento
de estratégias de controle e otimizac¢do devem ser feitos a priori (KRUSE; HANKAMER, 2010;
EKER; SARP, 2017; HANNEMANN et al., 2007; GURUBEL et al., 2019; CHEW et al., 2017).

Em se tratando especificamente da utilizacdo de microalgas, € essencial que o biorreator
em que os fotobioprocessos sdo carreados seja dimensionado no sentido de haver o melhor
aproveitamento de luz possivel. Além disto, é necessario monitorar os fluxos de entrada e saida
no reator, as concentracdes de sais, demandas quimica e bioquimica de oxigénio (DQO e DBO),
taxas de remocdo de metais pesados, pH e outras caracteristicas fisico-quimicas, que influenciam
direta ou indiretamente o crescimento algal (SULEIMAN et al., 2020; DAS; VEZIROgLU,
2001; DORAN, 2013; KOSOUROV et al., 2002). Portanto, para biorremediar um efluente e,
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consequentemente, produzir biohidrogénio, € imprescindivel que seja proposta uma ferramenta

de planejamento e controle deste sistema complexo.

Para descrever fendmenos que envolvem seres vivos e processos mediados por eles
¢ importante formular expressdes que considerem a dindmica biolégica em escala temporal.
Os modelos propostos, como nos trabalhos de Teles (2019), Silva e Bortoli (2018), Eze et al.
(2018), Ardabili et al. (2018), Cardoso et al. (2014), Lee, Jalalizadeh e Zhang (2015) e Nasr et al.
(2013), geralmente sdo baseados nos balancos material e energético dos biorreatores nos quais
0s microrganismos atuam sob os substratos para a geracdo de produtos. A modelagem baseada
em balancos considera que o sistema em estudo € um ambiente livre de efeitos aleatdrios, isto &,
este tipo de modelagem ndo considera que possam haver efeitos, mesmo que muito pequenos, de

varidveis ambientais na variacdo dos componentes do bioprocesso.

Neste sentido, o presente trabalho visa modelar a biorremediacao de dguas residudrias
e a remocgao de fosforo por uma populagdo de microalgas, utilizando ferramentas matemadticas,
estatisticas e computacionais, considerando a existéncia de efeitos ambientais aleatérios na
dindmica dos bioprocessos (KIM et al., 2020; ZHAO; YUAN; WANG, 2020). Desta forma, esta
pesquisa tem potencial para auxiliar na tomada de decisdes acerca do planejamento e controle
do bioprocesso integrado biorremediacao/producdo de biohidrogénio por microalgas, uma vez
que os resultados deste bioprocesso tém grande impacto ambiental e econdmico, promovendo a
utilizacdo de uma fonte de energia limpa e renovével, tratando residuos a baixo custo, reduzindo

toxicidade de efluentes e garantindo a diminui¢do nos niveis de emissao de gases estufa.

Este trabalho estd organizado em sete capitulos. No Capitulo 2 sdo apresentados conceitos
de biorremediagao e producdo de biohidrogénio por microalgas; no Capitulo 3 € proposto um
modelo matematico para descrever o crescimento algal em um fotobiorreator para biorremediagao
de efluentes orginicos e a dinAmica do sistema € analisada com o intuito de validar o modelo. No
Capitulo 4 sdo apresentadas as metodologias empregadas para o tratamento e a andlise dos dados
experimentais a serem utilizados para a estimacao dos parametros do modelo, cuja descricdo e
resultados sdo apresentados no Capitulo 5. No Capitulo 6 € proposto um modelo matemadtico para
maximizar a taxa de remog¢ao de fosforo no biorreator, restrito a dindmica do bioprocesso descrita

pelo modelo validado no Capitulo 3. Por fim, no Capitulo 7 sao apresentadas as conclusdes.



2 Fundamentos de Biorremediacao e

Producao de Biohidrogénio

Este capitulo aborda os principios dos bioprocessos de biorremediacdo e produgao de
biohidrogénio, que sdo duas aplicacdes biotecnolégicas que podem ser mediadas pela acao de
microalgas. Os conceitos bioldgicos apresentados aqui sdo de extrema importancia para o conhe-
cimento do problema tratado nesta tese e, consequentemente, exercem um papel fundamental na

modelagem matematica e na interpretacdo dos resultados obtidos.

2.1 Principios de Biorremediacao

A medida que ocorre o avango industrial em diversos setores, o niimero de diferentes
poluentes em recursos hidricos também aumenta e, por conseguinte, as propriedades fisico-
quimicas das dguas em que hé o despejo de efluentes industriais sdo alteradas, acarretando em
diversos problemas ecoldgicos. A mudanca das propriedades nutricionais de um recurso hidrico
devido ao aumento de certos nutrientes, como fésforo (P), nitrogénio (N) e carbono (C) € definida

por Richmond (2008) como eutrofizacao.

A eutrofizacdo ocorre naturalmente, principalmente quando uma fonte de dgua rica em
nutrientes desdgua em outra com menor abundancia de certos minerais ou compostos organicos.
Os efeitos principais da eutrofizacdo no meio ambiente sdo consequéncias do aumento da atividade
fotossintética devido a disponibilidade alta de recursos nutricionais. Todavia, as atividades
humanas sdo responsdveis pelo grande aumento nas taxas de eutrofizacdo em recursos hidricos,
0 que pode ser denominado de eutrofizacdo antropogénica, € seus impactos na natureza sao
diversos, como a acidificacdo de dguas, o aumento de produ¢do de toxinas por organismos foto e
quimiossintetizantes, diminui¢do dos niveis de oxigénio dissolvido e mortalidade de espécies
aqudticas endémicas (VIN¢ON-LEITE; CASENAVE, 2019; MOAL et al., 2019; EZE et al., 2018;
YAO et al., 2018; MOTA; SPERLING, 2009).

Alguns efluentes, como esgotos domésticos, sdo ricos em compostos nitrogenados, fos-
forados e residuos organicos, além de tracos de metais pesados e de xenobidticos (substancias
estranhas aquele ambiente), como firmacos, que representam uma importante fonte de conta-

minac¢do dos recursos hidricos, pois podem promover o aumento da resisténcia aos antibidticos
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por determinados grupos de bactérias, podem ser biomagnificados em diferentes niveis tréficos,
devido a cadeia alimentar, induzir a sexagem de peixes masculinos para femininos, entre outras
consequéncias negativas para as saides humana e ambiental (SLOMPO et al., 2020; XIONG;
KURADE; JEON, 2018; SHAABAN et al., 2018; DZIONEK; WOJCIESZYDSKA; GUZIK,
2016).

Estes e outros problemas ecolégicos originados pelo descarte incorreto de residuos
agroindustriais podem ser evitados quando efluentes ricos em matéria organica e recursos minerais
sdo previamente tratados. Existe uma gama de metodologias que podem ser empregadas para
realizar o tratamento de dguas residudrias e permitir que o efluente seja descartado no meio
ambiente com menores impactos ecoldgicos. Dentre as técnicas difundidas para o tratamento de
efluentes, os bioprocessos t€m se destacado por sua versatilidade em processar diferentes tipos de
residuos, pela variabilidade de espécies que podem ser utilizadas como catalisadores das reagdes
quimicas, por seu baixo custo operacional, pois sdo carreados, em sua maioria, em condi¢des
naturais de temperatura e pressdo (CNTP) (SCHMIDELL et al., 2001; DORAN, 2013), além
da possibilidade de gerar subprodutos de interesse comercial, como biocombustiveis, gomas,
pigmentos, biomassa e dgua tratada (SULEIMAN et al., 2020; EKER; SARP, 2017; DZIONEK;
WOIJCIESZYDSKA; GUZIK, 2016; LEE; JALALIZADEH; ZHANG, 2015; SIVAKUMAR et
al., 2012).

Entre os organismos catalisadores de bioprocessos para o tratamento de residuos, as micro
e macroalgas se destacam pela sua diversidade e grande contribuicdo em converter residuos orga-
nicos em compostos de alto valor agregado, como biodiesel (MATHIMANI; PUGAZHENDHI,
2019), lipidios (KWAK et al., 2016), gomas (FERNANDO et al., 2019), pigmentos (ARASHIRO
et al., 2020), hidrogénio (KRUSE; HANKAMER, 2010), metano (ZHANG et al., 2020), compos-
tos biofarmacos (RAHMATTI; ALIPANAHI; MOZAFARI, 2019) e outras substancias. Algumas
espécies também podem ser utilizadas como fonte de alimentagao humana e animal (CHEW et
al., 2017), contudo, as aplica¢des exploradas neste trabalho sdo a biorremediacao de efluentes e a

producdo de biohidrogénio.

Segundo Shah e Shah (2020) e Zouboulis e Moussas (2011), biorremediacio pode ser
definida como um processo que emprega organismos vivos, em sua maioria microrganismos,
visando a degradacdo de poluentes e sua conversdo em substancias com nenhuma toxicidade ou
toxicidade reduzida quando comparada ao estado de poluicao inicial. Xia et al. (2019) afirmam
ainda que as técnicas de biorremediacdo sdo vantajosas por causarem pequenas perturbacdes no

solo e na dgua, terem baixo custo de implementacao e serem de simples operagao.

Enquanto organismos biorremediadores, as microalgas sdo capazes de diminuir a carga
organica de um efluente, atuar na recuperacao de fésforo e nitrogénio por meio de sua assimila-
¢ao (SULEIMAN et al., 2020), absorver ions de metais pesados em seus tecidos (biossor¢ao),
armazend-los (bioacumulagdo) (SHAH; SHAH, 2020), transformé-los em compostos de menor

toxicidade (XIA et al., 2019), além de possuirem potencial para remover patdgenos presentes
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na fracdo liquida do efluente (SLOMPO et al., 2020; SILVA et al., 2019). Diversos grupos de
algas também mostraram possuir potencial floculador, coagulador e sedimentador (GODOS et

al., 2011), caracteristicas desejaveis para o tratamento bioldgico de dguas residudrias.

Suleiman et al. (2020), Slompo et al. (2020) e Xiong, Kurade e Jeon (2018) destacam
a aplicabilidade de populacdes de microalgas na biorremediac¢ao de recursos hidricos, especi-
almente pela habilidade deste grupo de organismos em remover fésforo, nitrogénio e farmacos
solubilizados em um efluente. De acordo com Villar-Navarro et al. (2018) e Larsen et al. (2019),
os farmacos que sao administrados pelos seres humanos possuem dosagens muito baixas e,
quando dissolvidos em sistemas hidricos, tal dosagem se reduz para a escala de ug L' oung L™,
o que ainda € capaz de alterar a qualidade da dgua e de provocar efeitos nocivos aos ecossistemas

aquaticos, caracterizando estas substancias como potenciais geradores de risco ecotoxicologico.

Virias algas podem ser utilizadas como ferramenta para a remog¢ao de farmacos. Wilt
et al. (2016) afirmam que a microalga Chlorella sorokiniana consegue remover de 40% a 60%
de diclofenaco, 100% de ibuprofeno, 100% de paracetamol, 100% de metoprolol, 30% de
carbamazepina e 40% de trimetoprima de 4guas negras, urina e urina sintética. Outras algas, como
a Chlorella pyrenoidosa e a Chlorella reinhardtii, conseguem remover até 77% de amoxicilina,
87% de progesterona e 100% de testosterona de dguas residudrias, enquanto que, segundo Villar-
Navarro et al. (2018), um consércio de microalgas verdes de dgua doce consegue remover em

média 63% de antibidticos e quantidades significativas de bloqueadores de histamina e diuréticos.

Conforme Silva et al. (2019), os principais mecanismos de remog¢ao de firmacos de um
sistema aqudtico sdo biossorc¢ao, biodegradacao, fotodegradacdo, bioacumulacio e biotransforma-
cdo. A biossor¢do pode ser caracterizada como a interagdo fisica ou quimica entre uma superficie
solida, bioadsorvente (biomassa algal), e com alguma substancia, adsorvato (firmacos). Esta
interacdo promove a remocao de poluentes via formacao de quelatos, transporte via membrana

celular, microprecipitacao, troca idnica e outros mecanismos (KYZAS et al., 2018).

Por sua vez, a biodegradacdo € um conjunto de reagdes que permite a oxidagdo de
espécies quimicas complexas por enzimas ou microrganismos, produzindo compostos de menor
ou nenhuma toxicidade. Quanto a oxidacao destas espécies quimicas, por exemplo, os farmacos, é
catalisada pela luz, seja natural ou artificial, este processo é denominado de fotodegracao (YANG;
LI; LI, 2020; WEIL; LI; LU, 2020).

Muitas substancias que sdo descartadas em efluentes também podem ser encontradas em
tecidos de algas. Chojnacka (2010) afirma que certos poluentes se ligam a membrana celular de
um microrganismo biorremediador (biossor¢ao) e, por transporte ativo, as moléculas do adsor-
vato adentram o citoplasma, podendo ser armazenadas no meio intracelular, o que caracteriza a
bioacumulagdo. Além disto, as microalgas, como diversos outros seres vivos, possuem a enzima
citocromo P450, que € responsavel por catalisar processos de biotransformacgdo, como detoxifica-
¢ao, assimilacdo de fontes de carbono, biossintese de hormonios e de componentes estruturais
celulares e, ainda, atuar na degradagdo de xenobiéticos (WILT et al., 2016; HANNEMANN et
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al., 2007).

Outras espécies quimicas que sao metabolizadas pelas microalgas sao o nitrogénio e
fésforo, que podem ser removidos do efluente em culturas autro, hétero e mixotréficas (KIM et
al., 2013). Nitrogénio e fésforo exercem papel fundamental na constitui¢do de diversas biomo-
léculas, como as bases nitrogenadas, aminoécidos, dcidos desoxirribonucleico e ribonucleico,
fosfolipidios, adenosina trifosfato, adenosina difosfato, e, por conseguinte, sdo essenciais para
a manutencdo da homeostase e para a promogado do crescimento celular (SCHMIDELL et al.,
2001).

Variados niveis de oxidacao de fésforo e nitrogénio, como fosfato (PO43"), fosforo inor-
ganico (P;), nitrato (NO; "), nitrito (NO, "), amdnia (NH;), aménio (NH,") e nitrogénio total
Kjeldahl (NTK), sdo amplamente utilizados em inimeras reagdes do metabolismo basal algal
(SULEIMAN et al., 2020; LEE; JALALIZADEH; ZHANG, 2015; YAO et al., 2018; SHAABAN
et al., 2018). Como consequéncia desta caracteristica, as microalgas representam uma alternativa
barata e eficiente para remover nitrogénio e fosforo dos efluentes e utilizar tais nutrientes em
diversas atividades metabdlicas destinadas ao crescimento e a reproducao, caracterizando estas
substancias como substratos instrinsecos para o crescimento celular (ARASHIRO et al., 2020;
ASLAN; KAPDAN, 2006).

Outra variavel importante no cendrio da biorremediacdo € a concentracio de oxigénio
dissolvido no reator. Um aumento na concentragdo de oxigé€nio pode provocar a inibicao de
algumas atividades enzimdticas das microalgas, como as atividades da [Fe]-[Fe]-hidrogenase
(hidrogenase dependente de ferro), além de que, juntamente com o aumento do pH, pode promover
a precipitacao de fosforo (LIRAN et al., 2016; MOTA; SPERLING, 2009; RICHMOND, 2008).

Segundo Schmidell et al. (2001), as moléculas de oxigénio (O,) saem da bolha de ar em
direcdo as células dos microrganismos no meio de cultivo do reator, atravessando a pelicula do
gds estagnada, permeando a interface gas-liquido. O O, € difundido no liquido e suas moléculas
se movimentam aleatoriamente (movimento Browniano) até atingir a pelicula da membrana
celular, na qual adentra no meio intracelular e pode ser utilizado em diversas vias metabdlicas. A

taxa de transferéncia de O, pode ser descrita pela Equagdo (2.1):

Noy = ]fLCL(KO — O), (21)

em que k;, € o coeficiente de transferéncia de massa de O, na pelicula liquida estagnada entre
a bolha de ar e o seio da solucdo, a € a drea especifica de transferéncia de massa, K, € a
concentracao de saturag@o de O, dissolvido no meio e O € a concentrac¢do de oxigé€nio no seio
da solu¢do em um determinado momento de tempo ¢. A inclusao da taxa de transferéncia de
oxigénio na contabilizacdo da variacdo total deste gés no sistema € de extrema importancia para

predizer o comportamento do crescimento algal e da atividade fotossintética.

Diversos outros fatores podem afetar a atividade biorremediadora das algas, como pH,
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temperatura, presenca de competidores, patogenos, inibi¢ao por firmacos e demais caracteristicas
fisico-quimicas do efluente a ser tratado. De um modo geral, as algas consomem gas carbonico
(CO,), nitrogénio (N), fésforo (P), farmacos e outros compostos e geram, como principais
produtos, gas oxigénio (O,), gds hidrogénio (H,), 4gua (H,0), carboidratos e lipidios. Este

processo pode ser ilustrado na Figura 1.

\ Lipidios

\Carhoidralos

Figura 1 — Representacdo esquemdtica da atividade de uma célula algal: consumo de nutrientes,
como N, P, CO,, remocao de fairmacos e geracao de carboidratos, lipidios, oxigénio
(O,) e hidrogénio (H,). Figura criada em BioRender.com.

Visto que vdrias varidveis influenciam intensificando ou retardando os efeitos da biorre-
mediacao, € preciso entdo estabelecer estratégias de controle do bioprocesso, de modo a evitar
situagcOes indesejaveis ou de baixo rendimento. Para isto, propde-se neste trabalho um modelo
matematico que possa assistir o planejamento e o processo de tomadas de decisdo acerca dos
bioprocessos envolvidos no tratamento de residuos organicos, em especifico, a biorremediagdao

por microalgas, como descrito no Capitulo 3.

2.2 Producao de Biohidrogénio por Microalgas

Segundo Chew et al. (2017), a biomassa algal pode ser convertida em uma variedade
de recursos energéticos, como singds, bio-6leo, eletricidade e carvao, por meio da conversao
termoquimica; biogds, bioetanol e biohidrogénio, que sdo produtos de processos bioquimicos ou
fermentativos; biodiesel, obtido por transesterificacdo; e bioeletricidade, gerada por células de
combustiveis fotossintéticas e, neste trabalho, enfoca-se o potencial das algas para producdo de

biohidrogénio.
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O biohidrogénio ¢ uma fonte de energia renovdvel, limpa e sustentdvel, que pode ser
obtida em processos fermentativos, fotofermentativos e fotossintéticos. Este combustivel, ao ser
queimado, libera grandes quantidades de calor (142 kJ g~*) e, quando comparado aos combustiveis
baseados em carbono (por exemplo, gasolina, etanol e metano), é o que possui a maior densidade
energética. Ainda falando sobre sua combustdo, esta gera apenas vapor d’dgua, o que caracteriza
este biocombustivel como uma fonte limpa de energia (BALACHANDAR et al., 2019; KHAN et
al., 2018; NICOLETTI et al., 2015; ROMAO et al., 2014).

Seu potencial energético pode ser explorado em diversos setores da industria e, atualmente,
as aplicagcOes mais notdveis sdo direcionadas para o automobilismo, substituindo os sistemas
de combustao de compostos de carbono por células de hidrogénio (FARAHANI et al., 2019;
POLLET; KOCHA; STAFFELL, 2019). Este combustivel é de fcil transporte e armazenamento,
devido as suas propriedades fisico-quimicas, alta compreesibilidade e baixa densidade, ja que
as moléculas de biohidrogénio sdo constituidas apenas de dtomos de hidrogénio (H), o qual
€ o elemento quimico de menor nimero atdmico conhecido e o mais abundante no universo
(NICOLETTT et al., 2015; CARDOSO et al., 2014).

O biohidrogénio pode ser produzido em condi¢des aerdbicas e anaerdbicas, porém, seus
maiores rendimentos se ddao apds curtos periodos de andxia ou baixa oxigenacao, ja que o gas
oxigénio inibe as enzimas catalisadoras do processo hidrogenogénico (YACOBY et al., 2011;
SONG et al., 2011; KOSOUROV et al., 2002). Segundo Das e Veziroglu (2001), as microalgas,
inclusive aquelas dotadas de clorofila-a (Chla), como a Chlorella sorokiniana, possuem fotos-
sistemas similares aos das plantas e metabolizam a luz solar em duas etapas: no fotossistema II
(PSII), as moléculas de dgua sdo fotolisadas, gerando O, e cétions (H"), enquanto que no PSI,

CO, é reduzido e H, formado, com auxilio da enzima hidrogenase.

A transformac¢do de uma molécula de 4gua em biohidrogénio por meio da agdao de
hidrogenases € descrito pela reagdo quimica a seguir (DAS; VEZIROgLU, 2001):

BF : H,O — PSII — PSI — Fd — Hidrogenase — H,, 2.2)

denominada de biofotdlise direta (BF), a qual ocorre em baixas concentragdes de O,. Na Reacdo
(2.2), os elétrons livres resultantes das atividades de PSI e PSII sdo carreados pela enzima
ferrodoxina (Fd) que, quando oxidada pela hidrogenase, forma o biohidrogénio (YACOBY et al.,
2011).

Chandra e Venkata Mohan (2011) relatam que um aumento na concentracao de Chla
provoca um crescimento na taxa de producao de biohidrogénio via biofotdlise da 4gua em algas
do género Chlorella. De acordo com Song et al. (2011) e Kosourov et al. (2002), isso se deve
ao fato de que, em condi¢des anaerdbicas, o decréscimo do pH do meio atua diretamente nas
moléculas de clorofila, substituindo os ions Mg2+ por H*, acarretando na degradacéo de Chla.

Este pigmento € responsdvel pela fixacao de CO, pela acao da luz e, quando degradado, permite
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que mais cdtions H" se combinem para formar H,:

2H" = H,. (2.3)

Outra metodologia empregada para a produc¢do de biohidrogénio catalisada por microalgas
sdo os processos fermentativos. Sun et al. (2020) e Chandra e Venkata Mohan (2011) discorrem
sobre o cultivo de microalgas em condicdes andxicas, que favorecem o aumento dos niveis de

acidez no reator devido a producao de varios dcidos organicos.

A fotofermentacao representa uma alternativa interessante para a produ¢@o de biohidro-
génio, principalmente pela possibilidade da utilizacdo de uma cultura algal previamente adaptada
a um efluente, como as algas empregadas na biorremediacdo de dguas residudrias. Durante a
biorremediacdo, a concentragdo de algas no biorreator aumenta devido ao consumo de nutrientes
presentes no efluente e, ao final deste bioprocesso, a biomassa algal pode ser transferida para um
reator anaerébico, no qual realizard processos fermentativos (producao de dcidos organicos) para
a obtencdo de energia. De acordo com Chandra e Venkata Mohan (2011), a reacao global que

promovem a produc¢do de hidrogénio no processo fotofermentativo (FF) é:

FF : (Cg Hy, Og), + 6 H,O + A — 12 H, + 6 CO,, (2.4)

em que (Cs Hj; Oy), e A representam, respectivamente, compostos glicosidicos, como o amido, e

a energia luminosa.

Em ambos os processos, fotofermentacao e biofotdlise direta, a producgdo de biohidrogénio
estd relacionada com a atividade da clorofila-a, de modo que, quando a concentragdo deste
pigmento aumenta, a geracao de biohidrogénio também aumenta significativamente. Uma vez que
a concentragao de clorofila estd relacionada ao crescimento algal, propde-se neste trabalho, entdo,
um modelo matemadtico para descrever a dindmica do crescimento algal durante a biorremediacao,

apresentado no Capitulo 3.
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3 Modelagem Matematica

Existem inimeros bioprocessos que podem ser empregados para finalidades distintas,
seja na drea ambiental, no setor energético, na industria alimenticia, etc. Para que a execugdo de
um bioprocesso promova bons resultados, € importante realizar um planejamento da produgao,
conhecer as limitacdes fisicas, quimicas e bioldgicas do problema, assim como também suas
potencialidades. Além disto, € imprescindivel que o bioprocesso seja estdvel e, quando alguma
anormalidade ocorrer, € preciso aplicar as estratégias de controle mais adequadas para que
a dindmica do sistema real volte a um estado de operacao com nenhuma instabilidade. Por
fim, deseja-se também que certas caracteristicas de um bioprocesso sejam melhoradas, como a

obtencdo de maiores rendimentos e a realizacdo de uma batelada com menor tempo operacional.

O planejamento da producdo, a andlise da estabilidade das reagdes, a proposi¢do de
estratégias de controle operacional e a determinacdo de condi¢cdes que otimizem um bioprocesso
sdo ferramentas que se relacionam com a modelagem do problema real. Neste sentido, este capitulo
se destina a proposi¢cao de um modelo matemético que descreva a dindmica de um bioprocesso,
em especifico, a biorremediacdo de efluentes domésticos, e a andlise das propriedades do modelo

proposto.

3.1 Biorremediacao

A biorremedia¢ao de efluentes domésticos € um bioprocesso que pode ser carreado em
diferentes tipos de biorreatores, desde que estes favorecam o acontecimento de um conjunto
de reagdes mediadas por um microrganismo ou enzima para a degradacao de substratos em
moléculas menores e com toxicidade reduzida (ADAMS et al., 2015). Para o desenvolvimento de
um modelo matemético que represente a biorremediagdo, € preciso fazer consideracdes sobre o

problema real, de modo a simplificd-lo sem que haja perda de informacdes essenciais.

Em se tratando de sistemas fisicos, quimicos e bioldgicos, € fundamental que os modelos
propostos sejam dimensionalmente homogéneos. Por exemplo, o rendimento de uma reacao

quimica, mediada por uma enzima E, para transformar uma substancia de concentracdo A em
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outra de concentragdo B,

AL B (3.1)

pode ser descrito pela variagdo da concentracdo de substrato em relacdo a concentragdo de

produto formado,

A — A(0)

B=B(0)’
em que Y, 5 € o rendimento da conversdo de A em B, A(0) e B(0) sdo as concentragdes iniciais
dos compostos A e B, respectivamente (SCHMIDELL et al., 2001). Na Equacao (3.2), Y45 €

uma quantidade adimensional, pois as unidades do numerador e do denominador sdo as mesmas.

Yas = (3.2)

Deste modo, € preciso realizar uma andlise dimensional verificar se todas as expressdes propostas
sejam dimensionalmente homogéneas, ou seja, que os lados direito e esquerdo de uma equacao

possuam a mesma unidade de medida.

A andlise dimensional é uma técnica bastante difundida na fisica e nas engenharias para
garantir a integridade e homogeneidade das equacdes quanto as grandezas fisicas, assegurando
a consisténcia em relacdo as unidades de medida. Para esta andlise, reescrevem-se as unidades
de medida de cada termo como uma combinacdo das grandezas fundamentais, a saber, massa,
tempo, mol, candela, comprimento, temperatura e corrente elétrica (BERGMAN et al., 2011).
Todas as unidades de medida dos fendmenos estudados aqui podem ser descritas como uma

combinacdo da massa, do tempo e do comprimento, denotados por M, T e L, respectivamente.

Para fins de notag@o, o simbolo [w] representa o dimensionamento de uma grandeza w
qualquer. Por exemplo, para o volume V' de um recipiente, [V] = M°L3T?, a concentragio de A,
[A] = M'L—°T", a velocidade de uma enzima [vy] = MPL°T~" e o rendimento de consumo de

A para geracdo de B, [Y,, 5] = M°L°T", adimensional.

Suponha que a biorremedia¢do de um efluente se realiza em um biorreator de geometria
e sistema operacional conhecidos, com volume V' e [V] = ML*T°. Neste biorreator, a taxa
de variacdo temporal de uma substancia de massa c e concentracdo C' pode ser definida pelo
seguinte balanco de fluxo massico (DORAN, 2013; SCHMIDELL et al., 2001):

d
== QuCo—QC+1,V =1V, (33)

em que (), e () representam as vazdes massicas de entrada e saida de c. C' e C;, sdo as concentragdes
de c nas fronteiras de entrada e saida do reator, 7, e 7. sdo, respectivamente, as taxas de geragao
e consumo de uma substancia com concentragao C, sendo que [dc] = M'LT°, [C] = [C,] =
M'L=3T?, [dt] = M°L°T", [r,] = [r.] = M'L*T" e [Q] = [Qo] = M°L3*T .

A conducdo de um processo de biorremediacdo pode ser feita em modos continuo,

batelada ou batelada alimentada. O fluxo massico em um processo carreado em modo continuo
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pode ser modelado pela Equagdo (3.3), enquanto que, em batelada alimentada () = 0 e, em
batelada, () = (), = 0 para todo o tempo de reacdo, pois ndo ha entrada nem saida de elementos

materiais do reator durante o bioprocesso, neste ultimo caso (DORAN, 2013).

Neste trabalho, interessa-se em modelar a biorremediacao de efluentes domésticos em
um biorreator cujo modo de condugdo € batelada. Portanto, o modelo para fluxo méssico pode

ser simplificado para:

¢=V(ry—re), (3.4)

. de
em que ¢ = I
Considere que a densidade do mosto (fragdo liquida ou semissélida do biorreator, em que
ocorrem as reagdes) € constante ou aproximadamente constante em todo o processo fermentativo,
que dura um periodo de tempo ¢, tal que ¢ € [0,00). A massa de um elemento ¢ pode ser
representada, sem perda de generalidade, pelo produto entre sua concentra¢ao e o volume que

ocupa, isto €,

c(t) = C(OV(2). (3.5)

Substituindo esta relagdo na Equacao (3.4) e fazendo a regra do produto das derivadas,
obtém-se:
V()C +CH)WV =V(t)(r, — ). (3.6)

Uma das propriedades do modo de conducdo em batelada € a pressuposicao de que o
volume no interior do reator € constante durante todo o tempo operacional. Assim, V=0 e,
dividindo ambos os termos da Equagdo (3.6) por V' = V/(¢), o balanco de fluxo mdssico de um
elemento material c é:

C=r,—r., (3.7)

em que [C] = [r,] = [r.] = M'L3T~".

As taxas de geracdo e consumo de um componente material dependem necessariamente
da atividade do catalisador e de variacOes ambientais. Neste trabalho considera-se que a biorreme-
diacdo de efluentes domésticos € catalisada por uma populag¢ao de microalgas, com concentragdo
X, tal que X = X(t) e [X] =M'L>T°.

A geracdo ou consumo de um componente, devido aos efeitos do catalisador, € direta-
mente proporcional a velocidade com que as algas crescem no reator, uma vez que estas taxas

se relacionam com a capacidade das algas metabolizarem uma substincia, seja gerando-a ou
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consumindo-a. Seja p a fungdo velocidade de crescimento especifico de uma populagdo de algas

com concentragdo X, p = u(t), tal que [u] = MPLOT*, entéo:

r = ,LLXYX/C, (38)

seja para consumo (r = r,.) ou geragdo (r = r,) de um componente de concentragdo C' por uma
populacdo de microalgas com concentracdo X . O rendimento Yy, representa a concentragdo de

matéria (C') que foi gerada ou consumida por cada unidade de concentragdo de X.

O balanco de oxigénio dissolvido no mosto € um fator de extrema relevancia para o bom
desenvolivmento da biorremediacdo. As microalgas, por serem organismos fotossintetizantes em
condicdes de nao anaerobiose, produzem gas oxigé€nio durante a reacdo, com um rendimento
Yx,0. Além disto, € preciso considerar os efeitos da transferéncia de oxigénio no reator, uma vez
que este gds, com o aumento gradual da temperatura, tende a deixar o mosto em direcao a por¢ao

gasosa do reator.

Em outras palavras, o oxigénio, O, € gerado pelas microalgas a uma taxa XYy, o € sofre
efeitos de transporte de massa a uma taxa n,, de acordo com a Equagao (2.1), movimentando-se
da fragdo liquida para a gasosa no biorreator. E importante salientar que no, NAO representa
uma taxa de consumo de oxigé€nio, mas € preciso incluir tal taxa, jd que esta promove varia¢des
na concentragdo de oxigénio por unidade de tempo. Por conseguinte, aplicando estas taxas na
Equacdo (3.8) e (3.7), segundo Schmidell et al. (2001), o balan¢o de oxigénio dissolvido no
mosto pode ser descrito por:

O = uXYxj0 — £(Ko — O), (3.9)

em que ¢ = kpa representa a taxa de transferéncia de massa de oxigénio na pelicula liquida
estagnada entre a bolha de ar e o seio da solu¢do e K indica a concentracdo de saturagdo de O,
no reator. De acordo com o principio da homogeneidade de dimensdes, [O] = K] = M'L~*T°
e [¢] = MPLOT".

Além de produzirem oxigé€nio, as microalgas conseguem remover fésforo, nitrogénio e
farmacos do efluente. Em relacdo ao balanco de fésforo, este composto ndo € gerado durante o

bioprocesso, sendo apenas consumido pelas microalgas, com um rendimento Yy p.

Para o balango da concentrag@o de fésforo, P = P(t), é essencial incorporar no modelo
uma taxa de variacao devido aos efeitos ambientais, conseguindo representar, por exemplo, a

taxa de precipitacdo de fosforo, p, devido as variacdes de oxigénio dissolvido e pH.

Outro interesse deste trabalho € mensurar a contribuicdo da presenca de fairmacos dis-
solvidos no efluente para o decaimento do fésforo. Para isto, considere ap a taxa de variagao

da concentracgdo de fésforo devido a acdo de farmacos dissolvidos no efluente e G uma varidvel
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indicativa e adimensional, tal que:

1, se ha farmacos dissolvidos no efluente,
G = (3.10)
0, caso contrério.

O balango para concentracao de fésforo no reator €, entdo:

P=—uXYy,p— pP + apG, (3.11)
em que [p] = MCLOT!, [P] = M'L*T° e [ap] = M'L3T".

Quanto a concentragdo de nitrogénio total, este elemento também € apenas consumido
pelas microalgas no bioprocesso. No efluente doméstico bruto (ndo previamente tratado), existe
uma diversidade de microrganismos fixadores de nitrogénio, que sdo responsaveis por transformar
NO;™ em NO,™ e, posteriormente, em nitrogénio amoniacal (NH,", por exemplo). De acordo
com Mota e Sperling (2009), a concentracao de NTK pode ser aproximada pela concentragao
total de NH," e nitrogénio orgnico, e a concentracéo de nitrogénio total, N = N(t), pode ser
aproximada pela soma das concentracoes de NO; ™ e NTK. A fim de contabilizar a contribuicao

das microalgas para a remocao de nitrogénio total do efluente, propde-se a Equacdo (3.12),

N = —uXYy )y, (3.12)

em que a taxa de variacdo da concentracdo de nitrogénio total € proporcional a sua taxa de
consumo pelas microalgas com concentracdo X, a uma velocidade ;. e com rendimento Yy y.
Ou seja, na abordagem proposta neste trabalho, nao sdo considerados efeitos de microrganismos

distintos das microalgas sob a taxa de variacdo total do nitrogénio.

Visto que os balangos de substratos (fésforo e nitrogénio) e produtos (oxigénio) foram
realizados, € necessario também propor um balango para as microalgas. Diferentemente dos
outros componentes materiais, as microalgas ndo sao consumidas a fim de gerar produtos durante
o bioprocesso. Por este motivo, considera-se apenas que estes microrganismos sao gerados a

partir de uma concentracao algal X, com uma velocidade especifica de crescimento (reprodugdo)
Lb.

No microecossistema do biorreator, as microalgas possuem limita¢des de crescimento:
concentracdo limite de microalgas (capacidade suporte da populagdo), concentragc@o de nutrientes,
disponibilidade de luz, etc. Assim, um balanc¢o para a concentragdo de microalgas pode ser descrito

pela Equacdo (3.13),

X =puX (1—;5), (3.13)

x

em que K, é a capacidade suporte em rela¢do a concentra¢do de microalgas, tal que [K,| = [X],

e 1 € uma fungdo do tempo ¢t e das concentragdes de substratos limitantes, como o fésforo e
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o0 nitrogénio, e de produtos que podem inibir o crescimento, como o oxigénio. Uma potencial
representacao para a velocidade especifica de crescimento p, de acordo com Schmidell et al.
(2001), € o modelo de Monod extendido (para mais de um substrato) e com inibi¢do por produtos,

o qual foi adaptado aqui da seguinte forma:

N P K
N-KyP-Kp K, +0’

em que /i,,.. € a velocidade especifica médxima de crescimento da populacdo algal, Ky e Kp s@o

= [bmaz (3.14)

as constantes de saturacao em relagdo ao consumo de nitrogénio e fésforo, respectivamente, e
K, € uma constante de inibi¢do do crescimento algal devido aos efeitos da concentragdo de
oxigénio, sendo [O] = [N] = [P| = [Ky] = [Kp] = [K;,] € [lmas] = [11]-

A interpretacdo da Equacgdo (3.13) € que a taxa de variacdo do crescimento microalgal
pode ser explicada apenas por efeitos das concentragdes de substratos, produtos e das proprias
microalgas, como visto em diversos trabalhos publicados na literatura (EZE et al., 2018; PENG
et al., 2018; LEE; JALALIZADEH; ZHANG, 2015; KIM et al., 2013). Todavia, o crescimento
de uma populacdo de microalgas pode ser influenciado por diversos outros fatores que nao
estdo contabilizados na Equagdo (3.13), como efeitos dos fairmacos dissolvidos, a interagcdo das
microalgas com ions de metais pesados e com outros microrganismos, as taxas de mortalidade

natural, entre outros.

H4 necessidade entdo de representar estes efeitos nao contabilizados, mesmo que sua
contribuicdo seja insignificante para explicar a dinamica do crescimento algal no reator. Por

conseguinte, o balanco apresentado na Equacgdo (3.13) agora € reescrito como:

X = (u+0)X (1 - ;5) , (3.15)

em que ¢ é uma varidvel aleatdria definida, de dimensédo [§] = ML°T~!, a qual representa
os efeitos ambientais nao contabilizados nos modelos baseados na cinética de Monod. Caso
d ~ N(0,t), 6 é denominado ruido branco Gaussiano e a Equagdo (3.15) pode ser reescrita

como

X X
X, = X, (1 _ Kf) dt+ X, (1 _ Kt) v, (3.16)

sendo dW, = ¢, dt uma taxa de variagdo devida a efeitos aleatérios Gaussianos no tempo ¢, isto
€, devido a um movimento Browniano. A partir de agora, adota-se a notagdo A, para indicar uma
varidvel (ou fungdo) A(¢) (linguagem deterministica), ou ainda, a realiza¢ao de uma varidvel A

no instante ¢ (linguagem estocdstica).

O diferencial desta tese, em relacdo aos trabalhos publicados na drea de modelagem
matemadtica de problemas de biorremediacdo € a inclusdo de um processo estocdstico nos modelos

de balanco de massa de um reator para tentar explicar fatores de naturezas ambiental (condicdes
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ambientais que niao foram medidas em um experimento) e bioquimica (interacio algas-farmacos)
que ndo sdo contabilizados por modelos deterministicos. Neste sentido, este trabalho propde um
novo modelo matemaético para descrever a dindmica das reacdes envolvidas na biorremediacao de
um efluente doméstico contaminado com farmacos, o qual € formulado pelo Sistema de Equacdes
Diferenciais Ordindrias Estocdsticas (SEDOE) (3.17).

X, = (e + 6)X, (1 — 2)
Ot = :U’tXtYX/O - f(Ko - Ot)
P, = =, X,Yx)p — pP, + apG . (3.17)
N, = = X\ Yy /n
N, P, K,

He e N =Ky B~ Kp Ko + O,

Para que um modelo matematico seja capaz de representar as biorreagdes da biorremedi-
acdo de um efluente doméstico contaminado com farmacos, € preciso que suas solucdes sejam
nao-negativas e limitadas em um tempo finito e a dinAmica do bioprocesso deve se estabilizar em
algum tempo, visto que este descreve taxas de variacdo de quantidades de substratos, produtos
e microrganismos em cada tempo. Neste contexto, estas propriedades sdo analisadas a seguir,

visando a valida¢ao do Modelo (3.17).

Para simplificar as futuras andlises, serdo realizadas algumas modificacOes nas notagdes

das varidveis e parametros do modelo. Para isto, considere:

— X, =~ dX 1dX, =~ O, = dO 1 do,
K,’ dt K, dt’ K, dt K, dt’

- P~ dP 1dP, -~ N, -~ dN 1 dN,
K,’ dt K, dt’ K, dt K, dt’

— KO — KN — KP — Kl — ap
KO:?gc;KN:EaKP:EaKiO: Kj,apzfm-

Dividindo as equacdes diferenciais do Modelo (3.17) pela constante positiva K, (ca-
pacidade suporte da populagdo algal) e aplicando a mudanca de varidveis e reparametrizacdes

propostas, obtém-se o seguinte modelo de equagdes diferenciais estocdsticas adimensionalizadas
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em relacdo aos componentes materiais O,, P,, N, e X,:

X = (i + )X (1-X), 6, ~ N(0,1)
O = X Yyjo — £(Ko = O)

P = —[uXYxp — pP + anG

NN: _EX/YX/N

N P K,

Nt N Ry P-EKn K, +0

(3.18)

Os Modelos (3.18) e (3.17) possuem mesmas propriedades algébricas, apenas sao defini-
dos em escalas diferentes. Deste modo, sem perda de generalidade e para fins de simplicidade
de notacdo, um termo A qualquer é reescrito como A e o Modelo (3.18) se reescreve como o

seguinte modelo adimensionalizado:

X, = (e +0)X, (1 - X,)

O, = X, Yx0 — (Ko — O)
P, = =, X,Yxp — pP, + apG
N, = = X\ Yy /n

N, P K
N, — Ky P, — Kp Ki, + O,

(3.19)

,ut — ,U/max

Todas as andlises desenvolvidas a seguir se referem ao Modelo (3.19), mas seus resultados
se extendem ao Modelo (3.17).

3.2 Propriedades qualitativas do modelo proposto

3.2.1 Nao-negatividade das solucoes do modelo adimensionalizado

Os processos estocdsticos definidos pelas solu¢des do Modelo (3.19) s@o processos de
valores reais ndo-negativos indexados em tempo continuo, finito e ndo-negativo. Em outras
palavras, o vetor de solugdes Y; do Modelo (3.19), Y, = [X,,O,, P,, N,], é uma colecédo de
funcdes de varidveis aleatérias de valores reais nao-negativos geradas em um intervalo de tempo
continuodaformay; : T xRy - Ry, para7 ={t|0<t < T, T < oo}.

Esta caracteristica das solu¢des do Modelo (3.19) corrobora com as realidades fisico-
quimica e bioldgica do problema modelado e, para suportar tal afirmacgdo, considere a Defini¢cdo
3.1 (GRIGORIU, 2012) e o Teorema 3.1 (OKSENDAL, 2013), e propde-se aqui o Teorema 3.2.
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Definicsio 3.1 (Movimento Browniano ou Processo de Wiener). Seja (R, F,P) um espago de
probabilidades', isto é, um espaco vetorial definido para todas as varidveis aleatérias reais,
formado por uma o —dlgebra F, com medida de probabilidade P e dotado de produto interno. Um
processo estocdstico W, para 0 < t <'T < oo, definido no espago de probabilidades (R, F,P),

é um processo de Wiener ou movimento Browniano se satisfizer as seguintes propriedades:

i. P[M/() — 0|.F] - 1;
ii. Para qualquer (0 < s <t, W, —W,~ N(0,t—s);

iii. O processo possui incrementos independentes e identicamente distribuidos, isto é, para
qualquern > 1, n € N, e 0 < t; <ty < --- < t,, as variaveis aleatorias W, , Wy, —
W, Wy, = W, _, sdo independentes entre si e seguem uma distribui¢do N (0,1, —
to1)s

iv. W, é quase certamente uma fungdo continua, isto é, Pllim,_,,, W, = W, | = 1.
Teorema 3.1 (Férmula de Itd). Sejam Z, um processo de It6, processo o qual satisfaz a equagdo
dZt - /U/(t, Zt)dt + U(t’ Zt)th (3.20)

e f(t,a) € C*([0,00) x R). Entao F, = f(t,Z,) é também um processo de It e satisfaz a
seguinte relacdo, conhecida como formula de Ito:

C(of of  1o°f of
dFt_<dt—|—aZtu+282t2v i+ (oo ) aw. (3.21)

emque [ = f(t,Z,), w=u(t,Z,), v =v(t, Z,). Para computar a expressdo de dF, é preciso

considerar as seguintes identidades:

(dt)> = (dt)(dt) = 0 (3.22)
(dt)(dW,) = 0 (3.23)
(dW,)? = (dW,)(dW,) = dt. (3.24)

Teorema 3.2 (Nao-negatividade das solu¢des do Modelo (3.19)). Sejam X, > 0,0, >0, P, > 0
e N, > 0 condicoes iniciais para o Modelo (3.19) em um tempo s, tal que 0 < s <t <T < oo.
Entao, para qualquer tempo t > s, as solugoes do Modelo (3.19) permanecem ndo-negativas,
istoé, X, > 0,0, >0, P,>0eN, > 0.

Demonstracdo. A prova do Teorema 3.2 estd organizada em duas partes, a saber, Parte 1, na qual
se mostra que X, admite somente valores ndo-negativos, e Parte 2, na qual se prova os resultados

do respectivo teorema para N,, P, e O,.

' Para mais detalhes sobre as propriedades de um espaco de probabilidades, vide Braumann (2019), Sampaio e

Lima (2012), Allen (2007).
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Parte 1. Como a concentragdo algal € uma varidvel presente em todas as equacdes diferenciais
do Modelo (3.19), mostrar-se-a primeiramente que os valores de X, sdo ndo-negativos para
qualquer ¢ € [0, T']. Considere, entdo, que §, ~ N(0,t) e 6,dt = dW, ~ N(0,dt), tal que W, é

um movimento Browniano padrio.

O valor esperado da primeira equagdo do Modelo (3.19), a qual pode ser reescrita como

dXt — /,LtXt(l - Xt)dt + Xt<]- - Xt)th7 (3.25)

¢ determinado aplicando-se o operador esperanca E:

EldX,|F] = E[mX.(1—X,)dt+ X,(1 — X,)dW,|F]
= EuwX(1 = X,)dt|F] + E[X,(1 — X,)dW,|F]
= wX,(1 - X,)dt + X,(1 — X,)E [dW,| F)
= wX,(1- X,)dt, (3.26)

pois E[dW,|F] =0, ja que dW, ~ N (0, dt).

A variancia de dX,, por sua vez, pode ser calculada aplicando-se o operador Var a
Equacdo (3.25):

Var [dX,|F] = FE[(dX,)?|F]— (E[dX,|F])?
= E(uX(1—X,)dt + X,(1 — X,)dW,)?*|F] — (X, (1 — X,)dt)?
= E[2X7(1— X,)*(dt)> + X7 (1 — X,)*(dW,)* + 2u, X7 (1 — X,)*dtdW,|F]
—p X7 (1 = X,)*(dt)”.

E, de acordo com o Teorema 3.1, fazendo (dt)* = 0, dtdW, = 0 e (dW,)* = dt, obtém-se
a variancia de d.X,:
Var [dX,|F] = X2(1 — X,)%dt. (3.27)

A partir do resultado das Equagdes (3.26) e (3.27), conclui-se que d.X; ~ N (u, X, (1 —
X,)dt, X?(1—X,)*dt),uma vez que dW ~ N (0, dt) e acombinagdo linear de varidveis aleatdrias
Gaussianas também segue uma distribuicdo Normal. Para mais informagdes sobre este topico,
vide Mood (1950).

Resolvendo a equagdo diferencial ordindria da taxa de variagdo esperada, E[dX,|F], por

separacao de varidveis:
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1
Xt(l - Xt)

Xt XT t
/Xs d{1n<XT_1>} _ /S,qur (3.28)
X, X\
ln(Xt—l)_ln<XS—1> - /S“Tdr’

e, fazendo algumas manipulagdes algébricas, obtém-se o valor esperado de X;:

dXt - /’Lt dt

X, exp (jt urdr)
X exp (f /err) X, +1

E[X,|F] = (3.29)

dX,
X,(1-X,)

)] . Isto indica que, um possivel processo de 1t6 J; adaptado de

Para determinar a expressao de X, descrita pela Equacdo (3.29), o diferencial

foi it d [1 ( -
01 reescrito como n XT — 1

) —In (X)) - In (X, — 1).

XtéJt_ln(Xt—tl
Aplicando a férmula de Itd, descrita pela Equagdo (3.21), em que u(t, X;) = u, X, (1—X,),
v(t, X,) = X,(1—-X,)e F = F(t, X,), obtém-se:

1 1
<Xt - 1) X,(1 - X,)dWid
isto €,
Fo= 202y 2 T ) yalax = Jvarldx .
dF, (Xt(l—X) + 2X3<1_Xt)2Var[d JF ) dt + X=X, Var[dX,|F]dW,

(3.30)

Empregando os valores da esperanga, da variancia e do desvio padrao de d X; na Equacao
(3.30), e substituindo F; por In(X,) — In(X, — 1), segue que:

diin(X,) — In(X, — 1)] = (Mt + ;(zxt - 1)) dt + dw,
din(X,) — (X, —1)] = pedt — ;d[Xt(l _ X)) +dW,
d {ln <XtX_t 1) + ;Xt(l Xt)} = dt+ dW,
/:d In (X;X: 1) + ;Xr(l - Xr)} _ / podr + [ dW
1 (&E{l—);{)) + ;(Xt(l ~-X,)-X,(1-X,)) = / podr + W, — W,
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Fazendo algumas manipulacdes algébricas, determina-se a forma explitica da solugdo

analitica da quarta equacdo do Modelo (3.19):

X
Xp= 31
T4+ (1- X))o (-31)

em que

(3.32)

t X(1-X,)—X,(1—-X
© = €Xp (Wf - We +/ lubq,dT— t( t) S( 5))

2

Suponha que X, > 0. Para que X, > 0, entdo 1 + (1 — X,)p deve ser maior que zero.
Deste modo,

i. Se X, =0:

1+(1-X)o=1+0>0,

pois 0 > 0, Vs, t,talque 0 < s < t <T' < co. Por conseguinte, aplicando X, = 0 a solucdo de
X,, obtém-se X, = 0.

ii. Se0 < X, <1:

0>-X,>-1 = 14+0>1-X,>1-1 = (1+0)0>(1-X,)o>(1-1)p
1+(14+0)0>1+(1-X)o>1+(1—-1)o.

Ouseja, 1 <1+ (1—-X,)o<1+p = X, >0,jaque o denominador da Equagdo (3.31) é
uma quantidade positiva para X, € (0, 1].

iii. X, > 1t
De forma anéloga ao item anterior,
X, <-1=1-X,<0 = (1-X,)o<0 = (1-X,)o+1<1
1 X,
= >l = —— > X, = X, > X..

(1-X,)o+1 (1-X,)o+1

De acordo com os itens i., ii. e iii. desta demonstracao, para a concentracdo de algas

conclui-se que:

X220 = X, >20,0<s<t<T <o0. (3.33)
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Parte 2. Serd mostrado aqui que as demais solu¢des também admitem apenas valores nao-
negativos. Em relacdo a concentracdo de nitrogénio, cuja taxa de variagdo € descrita pela

quarta equac@o do Modelo (3.19), para mostrar que N, > 0, considere (, (¢, X,, P;, N;, O,) =
,UtXtYX/N
N,

Reescrevendo a quarta equagdo do Modelo (3.19) com a funcéo ¢, (¢, X,, P, N, O,),
obtém-se:

dt

Ao rearranjar os termos e integrar no retdngulo Ry = {(r, N,)|s <r <t, N, < N, < N,},

— 4N, (3.34)

determina-se a expressao de V;:

Nt 1 t t
/ N, = —/ Gdr = N, = N, exp (—/ Cldr>.
Ng Nr s s

Posto que a imagem da funcdo exponencial € sempre positiva, para que a concentragao
de nitrogé€nio em um tempo ¢ > s seja ndo-negativa, € necessario que a concentracdo no tempo s,

N,, seja ndo-negativa. Em outras palavras,

N, >0 = N, >20,0<s<t<T <o0. (3.35)

Consoante a taxa de variacdo da concentragao de f6sforo, descrita pela terceira equagao do
Modelo (3.19), considere que em um tempo s € [0, 7], P, = 0, e para um tempo s, € (s, s+ As),

tal que As — 0, P,, < 0. Além disto, sejaap > 0 e G = 0, na auséncia de farmacos, e G = 1,

A g . . . . t
na presenca de compostos farmacéuticos dissolvidos no meio de cultura. Avaliando o em s:

dPt Nt Pt Kio
P = | —WUmazx XY — pP, + apCG =« G’7 3.36
dt . [ K Ky + N, Kp+ P, K;, + O, Yx/p — ply P . - ( )

obtém-se que dh

- u R
e

t=

P, a partir de P.. Po;tanto,

> 0, o que contradiz a hipétese da existéncia de uma solu¢do negativa para

P>0 = P,>0,0<s<t<T < o0. (3.37)

Por fim, em relagdo a concentragdo de oxigénio dissolvido, cuja taxa de variacao € descrita
X Yx0 — EK
pela segunda equagdo do Modelo (3.19), fazendo (,(t, X,, P,, N,,O,) = HieXiYxjo = & =

o
pode-se reescrer a respectiva equagdo como

o,
P Oy(G +€), (3.38)
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que € uma equacao diferencial de varidveis separdveis. Integrando a expressao anterior no re-
tingulo Rp = {(r,0,)|s < r <t, O, < O, < O,} e fazendo algumas manipulagdes algébricas,

obtém-se:

Oy 1

. O—TdOr = /:(Cz +&)dr = O, = O, exp <£(t —8)+ /: ngr) (3.39)

Como a fungdo exponencial tem imagem positiva, entdo, para que O, > 0, O, deve ser

nao-negativo:

0,20 = 0,>20,0<s<t<T < 0. (3.40)

Portanto, dado um vetor de condi¢des iniciais ndo-negativas no tempo s, as solugdes do

Modelo (3.19) permanecem ndo-negativas para qualquer tempo ¢ > s. Em outras palavras,

(X,,N,,P,,0,) e R, = (X,,N,,P,,0,) €R},0<s<t<T < cc. (3.41)

]

3.2.2 Propriedades estatisticas do modelo proposto

Além da caracterizagcdo das solu¢des do Modelo (3.19) como solugdes nao-negativas
durante o carreamento de um bioprocesso, € importante determinar as expressoes dos momentos
centrais do modelo proposto, visto que, a determinacao de tais momentos (esperanga, variancia e
medida de assimetria) podem auxiliar na quantificagcdo e interpretacdo de outras propriedades
algébricas do Modelo (3.19).

Para a determinacdo dos momentos centrais, considere o Modelo (3.19) reescrito na

forma vetorial

X, (e +0) X, (1 = X3)

Y'; _ Qt _ ,UtXtYX/O - S(KO - Ot) (3.42)
P, — X Yxp — pP, + apG
Nt _MtXtYX/N

ed;, ~ N(0,1).

3.2.2.1 Esperanca

A esperanca do Modelo (3.19) fornece informagdes sobre os valores esperados das taxas

de variacdo das concentracdes de algas, oxigénio, fosforo e nitrogénio, respectivamente. As
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solucdes do modelo esperado equivalem as solu¢des do modelo deterministico equivalente, isto

é, sob a auséncia de estocasticidade, pois o valor esperado de J, € zero, E[d, | ] = 0.

Aplicando o operador esperanca condicional no Modelo (3.42),

(1 +00) X (1 = X5)
e X Yx0 — §(Ko — Oy)
e XiYx/p — pP, + apG
— e Xy Yx N

Fl, (3.43)

obtém-se

1 X (1 — X)
MtXtYX/O - §<KO - Ot)
— X Yx/p — pP + apG 7
_:utXtYX/N

E [Y‘; ] ]—"] = (3.44)

ja que todas as varidveis e parametros do Modelo (3.42) sdo constantes em relacdo a o-algebra

F, isto é, a inica varidvel aleatéria neste modelo € ¢,, cuja esperanca € nula.

Ao resolver o Modelo (3.44), determinam-se as solu¢des deterministicas do Modelo (3.19)
ou, ainda, as solucdes quando considera-se que o sistema em estudo € um sistema totalmente

controlado ou livre de interferéncias ambientais.

Suponha que o sistema representado pelo Modelo (3.19) pode sofrer a acdo de uma pertur-
bacdo ambiental ¢, cuja taxa de variagdo temporal em torno de um ponto L* = (X*, O*, P*, N*)

¢ dada por um movimento Browniano vetorial adaptado:

Px Hy
’ H
th — (po — 5tH — 5t © ; (3.45)
Yp Hp
PN Hy
crLy . . o
sendo H; = PR ¢y, e dj, constantes reais, L = X, O, P, N, e que o sistema perturbado Y,
L
¢ descrito pela seguinte igualdade:
Y, =Y.+ ¢ (3.46)

A inclusdo de uma perturbagdo no Modelo (3.42) pode modificar o comportamento do
sistema significamente, dependendo da magnitude de tal perturbacao. Todavia, o valor esperado

do sistema perturbado € o mesmo do sistema original, pois:
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ElY, | F] = EYi+¢ | 7]
= E[Y: | F]+E[p | F|
= E[Y,| F]+ HE[6, | F| (3.47)
[

— EY, | F].

Neste sentido, a dinamica esperada do sistema perturbado em torno de um determinado

ponto S* € equivalente a dindmica esperada do sistema original.

3.2.2.2 Matriz de Variincias e Covariancias

A variancia de uma varidvel aleatdria diz respeito a dispersao dos valores da varidvel em
torno de sua média. Para calcular a variancia do Modelo (3.42), aplica-se o operador variancia

condicional, de modo que:

VarlY; | F] = E[(Y, - E[Y, | F]) | FIE[(Y; - E[Y, | F]) | F]". (3.48)

Substituindo E[Y; | F] pela expressdo determinada na Equacio (3.44) e fazendo E[6? | F| =
E[(0, — E[6; | F])? | F] = Var[o, | F] = t, determina-se a matriz de variancias e covariancias
do Modelo (3.42):

1X2(1— X,)?
0
0
0

Varl, | F] = (3.49)

o O o O
o O o O
o O o O

em que os elementos da diagonal principal sdo as variancias de X, O,, P, e N,, respectivamente,

e os elementos fora da diagonal sdo as covariancias entre pares de derivadas.

Esta matriz de variancias e covariancias € do tipo desestruturada e a partir de seus valores
é possivel inferir sobre algumas propriedades do Modelo (3.19). E notdvel que a covariincia
entre duas quaisquer derivadas do Modelo (3.19) € nula, indicando que nao existe correlagao
linear entre duas derivadas quaisquer do modelo proposto e, portanto, perturbacdes em uma das

equacgdes do Modelo (3.19) ndo reflete em perturbacdes em outra equagdo qualquer.

Além disto, Var[O, | F] = Var[P, | F] = Var[N, | F] = 0, indicando que nio existem
fatores de dispersao associados as taxas de variacdo das concentragdes de oxigénio, fosforo e
nitrogénio no instante ¢. Esta caracteristica se deve a estrutura do Modelo (3.19), o qual considera
a existéncia de um ruido apenas na taxa de variacdo da concentragdo algal. Neste sentido, as

taxas O,, P, e N, sdo constantes em relacio 2 o —élgebra F.



Capitulo 3. Modelagem Matemdtica 26

Uma vez que d;, ~ N(0,t), entdo o Modelo (3.19), dado pelo vetor Y, segue uma distri-
bui¢do normal multidimensional com média dada pela Equacdo (3.44) e variancia com estrutura
dada pela Equacao (3.49):

X1 - X)) 1000

. X,Yyjo — (Ko — O 0000

v, o | [P0 =8B =00 | gy (3.50)
— X, Yie/n 0000

Se 0 Modelo (3.42) sofrer uma perturbagdo equivalente aquela descrita pela Equacao

(3.46), a variancia do sistema perturbado €

R%  RyH, RyHp RxHy
RyHo, H: HoHp HoHy
RxHp HoHp H: HpHy
RxHy HoHy HpHy H?

VarlY, | F] =t (3.51)

para Ry = Hx + X,(1 — X,), pois

VarlV, | F] = VarlV,+6,H | F]
= E[(Y,+6,H —E[Y, + 6,H | FI)(Y, + 6,H — E[Y, + 6,H | F))" | F]
(X (1 —X,)+ Hx)
Ho
Hp
Hy

R3 RxHo RxHp RxHy

; RxHo, H HoHp HoHy

RxHp HoHp H: HpHy
RxHy HoHy HpHy  H3

= E[§? | F] (X:(1 - X))+ Hy) Ho Hp Hyl

A partir da Equagdo (3.51) € possivel afirmar que a variancia do valor perturbado de
X equivale a varidncia da perturbacio somada ao dobro do produto dos desvios padrdes (SD)
da perturbaciio e de X, isto é, Var[X, | F] = Var[py | F] + 2SD[¢x | F]SD[X, | F].
Analogamente, a variincia dos valores perturbados de O,, P,e N, pode ser descrita pela soma da
variancia da respectiva perturbacao e do dobro do produto dos desvios padrdes da perturbacio e
da derivada original. Neste caso, como no Modelo (3.42) a variancia das derivadas Ot, Pt e Nt é
nula, entdo, no sistema adaptado, definido pelo Modelo (3.46), a variancia das concentragdes de

oxigénio, fésforo e nitrogénio depende exclusivamente da intensidade da perturbacao.

Neste sentido, o sistema perturbado, descrito pelo vetor Yt segue a seguinte distribui¢ao

normal:
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e X (1 — X)) R RxHo RxHp RxHy
YT ~ N e XeYx0 — f(Ko - Ot) ot RxHy, Hé HoHp HoHy
— X Yx,p — pP + apG RxHp HoHp H} HpHy

— e X Yx/n RxHy HoHy HpHy HY

(3.52)

3.2.2.3 Skewness

Ao contrdrio da média, que diz respeito aos valores esperados, e da variancia, que fornece
informacdes a cerca da dispersdo dos dados em torno da média, a medida de assimetria ou
skewness (As) informa sobre a tendéncia da distribuicdo dos dados: as observagdes podem
estar distribuidas simetricamente em torno da média (As=0), mais a sua direita (As>0) ou a sua

esquerda (As<0).

A medida de assimetria nao possui formulagdo tinica, mas sua interpretacao € a mesma, in-
dependente de seu equacionamento. Neste trabalho, considera-se a segunda medida de assimetria
de Pearson, dada por:

. ElY; - M
AsfY | 7] = P L1 My (3.53)
\/ VarlY; | F]
em que M, € a mediana de Yt calculada para 0 < ¢t < T, isto é,
My 1 /Yr
/ av, = - [ " ay,. (3.54)
Y, 2 Jy,

Dado que Y, segue uma distribui¢io normal dada pela Equacdo (3.50), ndo é possivel
calcular a segunda medida de assimetria de Pearson para O,, P, e N, pois suas varidncias sdo

nulas, todavia,

/'I/tXt(l - Xt) - O.5(XO + XT)

As[X, | Fl=3 = %)

VEX(1 - X)) #0. (3.55)

Quando uma perturbagdo do tipo ¢, € adicionada ao Modelo (3.42), € possivel definir as

medidas de assimetria para o vetor Y;:

e X (1 —X,) —0.5(Xo+ Xr)

Rx _
; X Yx0 — (Ko — Oy) —0.5(0y + Or)
N H
Asly, | F] = W — X Yx,p — pP + O?PG —0.5(Py+ Pr) |’ (3.56)
Hp
—11: X Yx/n — 0.5(No + Nr)

Hy 1

para0 <t <T,Rx #0,Hy, #0, Hp #0e Hy # 0.
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3.2.3 Solucoes do modelo uniformemente limitadas

As solucdes do Modelo (3.19) sdo ndo-negativas para qualquer tempo ¢ > s, desde que a
condi¢ao inicial definida no tempo s > 0 seja ndo-negativa, assim como descrito no Teorema 3.2.
Neste sentido, o valor esperado das solu¢des do modelo proposto corroboram com a natureza

fisica das varidveis de estado do problema modelado.

Todavia, como a variancia do Modelo (3.19) € dependente da varidvel tempo, se t = T’
e T — oo, entdo o vetor Yt possui variincia infinita, o que nao condiz com a natureza do
bioprocesso. Para garantir que as solugdes do Modelo (3.19) representem as concentracdes de
algals, oxigénio, fésforo e nitrogénio em um bioprocesso, propde-se aqui o Teorema 3.3, porém,
antes da apresentagdo de tal teorema, é importante definir solu¢des uniformemente limitadas
(LAPIN, 2014).

Definicao 3.2 (Solucdes uniformemente limitadas). Diz-se que as solucoes de um sistema di-
ndmico x = F(t,x), x € R" sdo uniformemente limitadas em relacdo ds varidveis y =
(21, ..., xy), ou, resumidamente, uniformemente y—limitadas, se, para qualquer niimero ndo ne-
gativo a € R, exista um niimero positivo 3(«) € R, tal que a condigao ||y(t,xo,t0)|| < B, t > t,
é satisfeita para qualquer ponto (to,%x,) € R* X R", [|Xo]] < a, n < k, em que x = x(t, X, to)

¢ uma solugdo arbitrdria do sistema passando por (t,, X,).

Teorema 3.3 (Solucdes do Modelo (3.19) uniformemente limitadas). Seja Y, o vetor de so-
lucoes do Modelo (3.19) em um instante de tempo t, tal que 0 < s < t < T, da forma

Y, = [X,, Oy, P, N,|. Dada uma condi¢ado inicial ndo-negativa Y, e as quantidades 1, e T,, em
Y. apG apG

que T = Osexp {f(t - S>}+KO+%Mma:er €Ty = %—f— (Ps - P) exrp {_p(t - S)}’

diz-se entdo que qualquer solugdo Y, do Modelo (3.19):

(i) Pertence a um conjunto compacto ' se T' < +o00, para

Xt O Xt Kx
r= e |2F | <e| |9 < |
P, 0 P, T2
N, 0 N, N,

(ii) E uniformemente limitada em relagcdo a um conjunto §) ou uniformemente Q—limitada

quando T'" — +o00, sendo

X, 0 X, K,
Q=< F P || F 0| <E PlI|FI < |n
N, 0 N, N,

elimr, . E[O, | F] — +o00, a menos que O, =0, Vs <t <T.



Capitulo 3. Modelagem Matemdtica 29

Demonstracdo. Primeiramente, mostra-se que a concentragao algal € limitada superiormente. A

partir da Equacgdo (3.31), tem-se que:
0<X, = —— (3.57)

X

X, —1
(3.19) equivale a X,/ K x no Modelo (3.17) e fazendo a devida substitui¢ao na Equagéo 3.57,

param, = exp {Wt —-W.+J f ,urdr}. Lembrando-se de que a varidvel X, no Modelo

obtém-se:

K

0< X, = 7)(1 (3.58)
1— —
T

Aplicando o operador esperanca nesta ultima expressao,

0 <E[X, | F]=ExE[(1-m")" | F] (3.59)

e avaliando quando ¢ — oo, tem-se que

0 < lim E[X, | F] = Ky E[Jim (1 — ;)™ | FJ. (3.60)

Seja e = max {p|s <t < T} Entdo, pt; < fiy,a. €, pOr conseguinte,

t
[ e < pn(t = 5). (3.61)

1
Seja m, = (1 — X) exp {W, — lim,_,.,W,}, para X, > 0. Segue que:

t—o00

1 1
< .
1-— Ty €XP {— hmtﬁoo fst /,err} - 1 T €XP {/’Lmaz (5 - lzmt%oot)}

t
Ty €XP {— lim / ,urdr} > o XP { fhmax (§ — limy o0 t) }

Como exp { fhmas (8 — lim,_,oot)} — 0, tem-se que

1
E(llim(l —7; ) ' | F] = <1. (3.62)
L_m( C) 1 — mexp {— lim, f: u,,dr}

Aplicando-se o resultado obtido na Inequacdo (3.62) na Equacao (3.60), obtém-se:

0 < lim B[X, | F] < Kx. (3.63)
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Considerando-se agora a taxa de varia¢ao da concentracdo de nitrogénio,

N, = —pu,X,Yxn, N(s) = N,, s <t, (3.64)
e fazendo 73 = m3(t, X,, Oy, Py, N;) = 1, X, /N,, reescreve-se a Equacéo (3.64) como

N, = —mYx/n N, (3.65)

Por separagdo de varidveis, obtém-se:

Ny 1 . t
/ 7NT == _YX/N/ 7T3(T7XraOT7PTaNT)dT
Ng Nr s
t
. N, = Nsexp{—YX/N/ 7r3(r,XT,OT,PT,NT)dr}. (3.66)

Uma vez que N, é uma fung¢io monétona ndo-crescente, pois N, < 0, para X, > 0,
0O, >0, P, >0e N, > 0, entdo, para uma condi¢ao inicial N, > 0, N, < N,. Assim,

0< tli)m E[N, | F] < N.. (3.67)
Consoante a concentracdo de oxigénio, cuja taxa de variacao pode ser descrita por
Ot —£0, = HtXtYX/O — &Ko, (3.68)

tem-se que

O, = (0, — Ko)exp{&(t — )} + Ko + Yx/0 /St o X, exp {&(t — s)}dr. (3.69)

Resolvendo a integral [ 11, X, exp {£(t — s)} dr por partes, obtém-se

/: p X, exp {&(t —s)}dr = ;
(3.70)

Substituindo X, por E[X, | F], tem-se que:

B[O, | F] = (0, — Ko) exp{&(t — 5)} + Ko + Y)go (X — po X, exp {€(t — 5)})

_Y)go </ exp {&(t — )} (1, B[X, | F] + p B[X, | F])c”) -(3.7D)

(MtXt — X exp {&(t —s)} — /: exp {¢(t — )} (X, + urXr)dT> :
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Da Equacao (3.71), tem-se que

E[O; | F] < (OS—Ko)exp{ﬁ(t—s)}—l—Ko%—@,utXt

§
< O,exp{€(t— )} + Ko+ Y)goutxt. (3.72)

E avaliando a Inequacgdo (3.72) em t — oo,

Y.
lim E[O, | F] < O,exp {{tlim (t— S)} + Ko + 2/0 lim 0, X,

Y,
< O.exp{elim(t—5)| + Ko+ el GT3)

Portanto, quando 0 < s <t < T < o0,

Y.
0 <E[O; | F] < O,exp{&(t — s)} + Ko + )go Fomar K x (3.74)

caso contrario,

E[O, | F] = oo. (3.75)

Por fim, considere que a taxa de variacdo da concentracdo de fésforo € reescrita da

seguinte forma:

P, + pP, = my, 14 = m4(r, X, O,, P, N,) = apG — 11, X, Y p. (3.76)

E, ao integrar no retingulo [s, ] x [P,, P,|, obtém-se a seguinte expressio:
ot
P=Peexp{—p(t =)} + [ exp{-p(t = )} m(r, X, 00 P, N, (BT)

em que a integral [* exp {—p(t — 5)} m,(r, X, O,, P,, N, )dr, ao ser resolvida por partes, resulta
em:

1 —exp{p(s =)}
P

OépG

t
— Yy, pexp{—pt} / . X, exp {pr} dr. (3.78)

Substituindo a esperanca da Expressao (3.78) na Equacao (3.77), tem-se que
— exp{p(s — 1)}
P
t
~Yxspexp{—pt} [ BIX, | Flexp{pr}dr

B[P, | F] = P.exp {—p(t — $)} + apG_

e, consequentemente,

— exp {o(s — )}

1
E[P, | F] < P,exp{—p(t— s)} + apG ;

(3.79)



Capitulo 3. Modelagem Matemdtica 32

Fazendo algumas manipulagdes algébricas, obtém-se

(3.80)

0 <E[P, | F|] < exp{—p(t — )} ( - O‘PG> Ll

p p

Portanto, dados s, £, sendoque 0 < s <t < T < o0, existe um conjunto compacto I,

tal que

(3.81)

Y.
paraT, = O,exp{&(t — s)}+ Ko+ )go Lo Ky € T2 = QZG+ (PS — QZG> exp{—p(t —s)}.

Caso o T' — oo, existe um conjunto €2 que limita as solucdes de X;, P, e N,, da forma

Q={0<E[X,|F] < K,, 0<E[R | F] <7, 0 <E[N, | F] < N,} (3.82)

e limy . E[O, | F] — +00. Deste modo, se o tempo total de um bioprocesso € finito, as solu-

coes do Modelo (3.19) sdo limitadas e, caso contrério, diz-se que as solu¢des sdo uniformemente
(2—limitadas. =

3.3 Solucoes de equilibrio do modelo proposto e analise de
estabilidade

As solucdes de equilibrio de um modelo matemadtico (deterministico ou estocéstico) e a
andlise de sua estabilidade representam uma importante ferramenta para estabelecer estratégias
de controle. Diversas biotecnologias empregam biorreatores para carrear bioprocessos e gerar
produtos de forma vidvel e rentdvel. Neste sentido, ndo é desejavel que as condig¢des fisicas,
quimicas e bioldgicas do biorreator favorecam um equilibrio instdvel do bioprocesso (wash out do
reator por mal controle da vazdo de saida, por exemplo), tornando-o ineficiente ou excessivamente
oneroso. Uma forma de identificar possiveis equilibrios estaveis e instdveis em um bioprocesso €

determinar as condi¢des que levam um determinado bioprocesso a alcangar o estado estaciondrio.

Utilizando os processos matemadticos adequados, foram determinados os pontos de equi-
librio para o Modelo (3.19), ou as solucdes do sistema no estado estaciondrio, os quais estao

apresentados nos teoremas a seguir.

Teorema 3.4. Sob a hipotese de auséncia de farmacos, isto é, G = 0, o Modelo (3.19) admite as

seguintes solucoes de equilibrio:

¢ 510K 0.N;,) Ny € R Ko > 0.6, 40

[ J Sg=(17KO707N2*,0> ) NQ*,O S Ri’ KO > O’ 6t 7& O"
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L4 S??:(l,Ko,0,0), KO > 0, (St 7£ 0,'
o S8=(X;y, Ko0,0,0), X;4 € R, Ko > 0,6 =0;
L4 SE-?:(O, Ko,070), KO > 0, 5,5 7é 0.

Teorema 3.5. Sob a presenca de farmacos, ou seja, quando G = 1, o Modelo (3.19) admite as

seguintes solucoes de equilibrio:
1 ap ap
. Sl=<O,KO,,N1*1> N eRL, Ko >0, —2>0,p#0,0, #0;
p ’ p

[ ] 521=<17KO7QP’O>’ KO > 0’ % Z O’ p#o’ 51‘/ #O’
P p

K K 1) K, K
.S?}=<O>K0aapym N>7m N>O m = <1+ O><]—_p P)vm%ly
P

m—1 m—1 - ’ _,umaa: KiO Qap

5,20, Ko >0 22 >0 p#0;
p
Qp A p
. Si=<X:1,Ko,a0>,X:1 ER, Ko>0,-2>0,p#0ed=0;
’ p ’ p

d S;=<07KO702370), KO Z 0’ O;)P 20’/07&0’ 6t#0

Demonstragdo. Os resultados apresentados nos Teoremas 3.4 e 3.5 podem ser determinados
igualando as equagdes diferenciais do Modelo (3.19) a zero, simultaneamente (STROGATZ,
2018). ]

Em todos os pontos determinados, a concentracdo de equilibrio de oxigénio equivale
a constante de saturacdo de oxigénio no reator, K. De acordo com Bergman et al. (2011) e
Zambrano et al. (2016), a transferéncia de oxigénio da fase liquida para a fase gasosa em um bior-
reator entra em equilibrio quando a concentragao de oxigénio (ou a pressao parcial de oxigénio)
atinge seu valor de saturacdo. Salienta-se aqui que, para ocorrer a transferéncia de um gas, como
o oxigénio, entre dois fluidos, € preciso apenas que haja uma diferenca de pressao/concentracdao
deste gas entre os dois meios, sendo independente da existéncia de organismos fermentadores, o

que explica a existéncia dos pontos de equilibrio S, S;, S}, 53 e S..

Quanto ao valor de equilibrio de fésforo, tanto para auséncia (G = 0), quanto presenca
(G = 1) de farmacos no mosto, P* = a»G/p, indicando que a concentragio de equilibrio de
fésforo € dada pela razdo entre os efeitos dos farmacos e os efeitos de preciptacdo sob o fésforo.
Sob a auséncia de algas, a tnica forma de garantir que os pontos de equilibrio S, S?, S}, S; e

Si existam € considerando um meio livre de fésforo (concentragdo inicial nula).

A concentracdo de equilibrio de nitrogénio, por sua vez, € atingida (i) quando a concentra-

¢ao algal se iguala a sua capacidade suporte (X* = 1, como nos pontos S9, S5 e S;), indicando
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a degradacdo de todo o nitrogénio ou a convergéncia da concentracio deste composto para uma
constante ndo-negativa, uma vez que a atividade algal pode ter atingido o estado de equilibrio
antes da deplecao deste nutriente; (ii) quando a concentracdo de algas € nula, implicando em na
taxa de variacdo da concentracdo de nitrogé€nio ser nula e, por conseguinte, a inica forma de

garantir a existéncia dos equilibrio S}, S¢, S| e S;, é fazendo N* = N, > 0.

A respeito dos valores de equilibrio de X, existem trés cendrios possiveis: um biorreator
livre de algas, a capacidade suporte da concentracdo algal foi alcancada e, na auséncia de
estocasticidade, 0 < X* < 1. Quando a concentragdo inicial de algas € nula e o mosto foi
esterilizado, ndo h4 possibilidade (bioldgica e fisica) de que a concentracdo de equilibrio de algas
seja diferente de zero, o que € exemplificado pelos pontos S, Sy, S}, S3 e S;. Por outro lado, a
medida que a concentragdo algal se aproxima de sua capacidade suporte, a velocidade especifica
de crescimento algal tende a zero, implicando na redugdo da taxa de geracdo de produtos ou de
consumo de nutrientes. Todavia, sob a hipétese de auséncia de estocasticidade, isto €, em um
ambiente totalmente controlado, basta que as concentragdes de nitrogénio, fosforo e oxigénio

entrem em equilibrio que a concentracao algal também se equilibra.

Do ponto de vista do controle de um bioprocesso € interessante conhecer os equilibrios de
um sistema e classificd-los em estdveis ou instdveis, pois assim € possivel estabelecer estratégias
que promovam uma situacao de equilibrio ou, ainda, evitem que o sistema seja direcionado para
um equilibrio instdvel e danos sejam gerados. A andlise da estabilidade das solugdes de equilibrio
do Modelo (3.19) apresentadas nos Teoremas 3.4 e 3.5 pode ser realizada considerando diferentes
sensos: andlise dos expoentes de Lyapunov, estabilidade do p—ésimo momento, estabilidade do
quadrado médio, estabilidade em probabilidade, estabilidade em distribuicao, estabilidade no

senso dos momentos condicionais € outras.

A andlise de estabilidade dos momentos condicionais, proposta por Bhattacharya et al.
(2011) € vantajosa por vdrios motivos, dentre os quais: (i) para a andlise de estabilidade nao é
preciso estabelecer distribuicoes de probabilidade para as varidveis de estado (processos estocas-
ticos), nem para os parametros; (ii) ndo € necessdrio resolver (analitica ou numericamente) o
modelo como em abordagens cldssicas para equacdes estocdsticas; (iii) € possivel obter resultados
por meio desta metodologia para modelos com um grande nimero de varidveis de estado; (iv)
e as caracteristicas das distribui¢des de equilibrio determinadas aqui podem ser interpretadas
como fatores ambientais que levam a estabilidade/instabilidade, além de que o método proposto
por estes autores é também capaz de explicar as fontes de incerteza (ruidos) de um modo melhor

que as demais abordagens.

A metodologia descrita em Bhattacharya et al. (2011) pode ser esquematizada em uma
sequéncia de passos, como se apresenta no Algoritmo 3.1. Para isto, considere uma solugao
de equilibrio genérica S do Sistema de Equacgdes Diferenciais Estocdsticas Y;, = f:(6,Y;) +
0g:(0,Y;), em que f; e g; sdo fungdes suaves e g; ¢ duas vezes diferencidvel em relagdo ao tempo

t, 0 é um vetor de parametros, Y, € um vetor de varidveis de estado dependentes do tempo ¢ e 9; é
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uma varidvel aleatéria definida em um espaco de probabilidades (R, F,P), parai = 1,2,...,m.
Considere também que E[Y; | F], Var[Y; | F], Cov[Y,,Yi; | F|, Vi # j e As[Y; | F] sdo as
esperanga, variancia, covariancia e medida de assimetria condicionais em relacao a o —4lgebra

F.

Algoritmo 3.1 Andlise de estabilidade de um ponto de equilibrio .S, segundo Bhattacharya et al.
(2011).

Passo 1. Determine E[Y;|F], Var[Y;|F], Cov[Y;,, Yy, | F], Vi # j e As[Y|F].

Passo 2. Estabilidade da esperanca condicional: Faca F = E[Y;|F]. Determine a expressdo
)

Yy

da matriz Jacobiana avaliada no ponto de equilibrio S, J3(5) (S) e calcule os autovalores

associados a esta matriz.

Se todos os autovalores de J3 possuirem parte real negativa entao
as solugdes da esperanca do sistema convergem para o ponto de equilibrio 9, isto é, o ponto

de equilibrio atrai as esperancgas das solugdes do sistema. Caso contrario, diz-se que as
esperancas das solucdes do sistema ndo sdo atraidas ou nao convergem para o ponto de
equilibrio.

. d : :
Passo 3. Estabilidade da varidncia condicional: Determine U = %Var [Y:|F] e substitua Y;

por E em U'. Determine a expressdao da matriz Jacobiana avaliada no ponto de equilibrio L,
ou
Ju(S) =
v(5) Y.
Se todos os autovalores de Jy; possuirem parte real negativa entao
as solucdes do sistema convergem para o ponto de equilibrio S, isto é, o ponto de equilibrio

atrai as Orbitas das solucdes do sistema. Caso contrdrio, diz-se que as solu¢des do sistema
nao sdo atraidas ou ndo convergem para o ponto de equilibrio.

(S) e calcule os autovalores associados a esta matriz.

. d oL
Passo 4. Estabilidade da covariancia condicional: Determine C' = %COU Y, Y| Fli #

7, 1=1,2,...,m, j = 1,2,...,mesubstituaﬁporEemC’.
Se todos os elementos de C' forem negativos entio
o sistema converge para o ponto de equilibrio S. Caso contrdrio, diz-se que as solugdes do
L sistema ndo sdo atraidas ou ndo convergem para o ponto de equilibrio.

. d .
Passo 5. Estabilidade da medida de assimetria condicional: Determine A = £A3[Yt]}" e

substitua Y; por E em A.. Determine a expressdo da matriz Jacobiana avaliada no ponto de
0A
equilibrio S, J4(5) =
q 4(5) aY,,
Se todos os autovalores de J 4 possuirem parte real negativa entao
as solugdes do sistema convergem para o ponto de equilibrio S, isto €, o ponto de equilibrio

atrai as Orbitas das solucdes do sistema. Caso contrario, diz-se que as solucdes do sistema
ndo sdo atraidas ou ndo convergem para o ponto de equilibrio.

(S) e calcule os autovalores associados a esta matriz.

Passo 6. Se o sistema converge para as distribui¢cdes de equilibrio das esperanga, variancia,
covariancia e medida de assimetria condicionais, entdo a solucdo de equilibrio S, no modelo
deterministico, € localmente exponencialmente assintoticamente estdvel. Caso contrério, diz-se
que € localmente (exponencialmente) instivel.

Passo 7. Fim.

A metodologia empregada nesta tese se baseia na andlise de estabilidade parcial (JAM-
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MAZI, 2010) e na analise de estabilidade no senso dos momentos condicionais (BHATTA-
CHARYA et al., 2011), em trés abordagens:

* Abordagem I - uma realiza¢do do processo estocdstico representado pelo Modelo (3.19):
Considerando a existéncia de um ruido com valor fixo, isto €, , = J. Esta anélise é similar
a andlise de equilibrio de um sistema dindmico ndo-estocdstico. Emprega-se aqui a andlise

de estabilidade parcial.

* Abordagem II - processo estocdstico representado pelo Modelo (3.19): Considerando a exis-
téncia de um ruido com distribuicao §; ~ N (0, ), de acordo com a teoria de Bhattacharya

et al. (2011) combinada com a teoria de estabilidade parcial.

* Abordagem III - processo estocdstico adaptado do Modelo (3.19): Considerando a existéncia
de um ruido adicional no sistema representado pelo modelo proposto neste trabalho. A
andlise dos pontos de equilibrio se referem ao Modelo (3.46) e € realizada sob a luz das

teorias da estabilidade parcial e de Bhattacharya et al..

Para qualquer abordagem, considere A(.S) o conjunto de autovalores da matriz Jacobiana
do Modelo (3.19) associada ao ponto de equilibrio .S, sendo que os autovalores estdo ordenados
da seguinte forma: A(S) = {\x, Ao, Ap, Ax}, isto é, o primeiro autovalor se refere a coluna
das derivadas de X, o segundo diz respeito 2 coluna das derivadas de O, e assim por diante.
Além disto, considere A(E[S | F]), A(Var[S]|F), A(As[S | F]) os conjuntos de autovalores
das matrizes Jacobianas associadas as esperanga, variancia e medida de assimetria condicionais
do sistema e avalidas no ponto de equilibrio S e 7y, y, (S|F) a primeira derivada no tempo da

Cov[Y;,Y; | F] avaliada no ponto S, para i # ;.

3.3.1 Abordagem I: estabilidade parcial do modelo proposto

Nos modelos baseados na cinética de um bioprocesso, geralmente, observa-se que a taxa
de variacao de substratos e produtos € definida a partir da taxa de variagdo do microrganismo,
como por exemplo em Murwanashyaka et al. (2020), Rio-Chanona et al. (2018), Roman e
Selisteanu (2016) e Yang et al. (2011). Ao calcular os autovalores da matriz Jacobiana de modelos
baseados na cinética de fermentagdo, nota-se frequentemente que existem multiplos autovalores
nulos para um determinado ponto de equilibrio, o que impede a andlise de estabilidade no
senso local (STROGATZ, 2018). Neste sentido, nesta tese, quando pelo menos um autovalor
associado a um ponto de equilibrio for nulo, analisa-se a estabilidade no senso parcial JAMMAZI,
2010; CHELLABOINA; HADDAD, 2002; VOROTNIKOV, 1998; FERGOLA; TENNERIELLO,
1983).

Considera-se ainda que, na abordagem I, a varidvel aleatdria 9, assume um valor constante.

Neste sentido, os resultados da andlise de equilibrio se referem a apenas uma realiza¢do do
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Modelo (3.19), isto €, a andlise diz respeito a dinAmica do processo estocdstico vetorial Y, =

(X, O., P,, N,] para somente um valor de J,.

3.3.1.1 Auséncia de farmacos

Sob a hipétese de auséncia de fairmacos no mosto, existem cinco possiveis equilibrios,
denotados pelos pontos S?, 7 = 1,2, ..., 5. Discute-se a seguir os critérios para a estabilidade

destes pontos:

S?Y - Equilibrio livre de algas e fosforo, com ruido constante

Para este ponto de equilibrio foram determinados os seguintes autovalores:
A(SY) =A0, 6, & —p}- (3.83)

Sed < 0,& <0ep > 0,entdo diz-se que o sistema € parcialmente assintoticamente exponenci-
almente estavel em relagdo as concentragcoes de oxigénio, fosforo e nitrogénio e converge em

relacdo a concentragdo de algas.

Sy - Capacidade suporte de algas, fésforo depletado e ruido constante

Os seguintes autovalores estdo associados ao ponto de equilibrio S5:

KiON;OYX/P,umax }
(Kio + KO)KP(KN - N;,o)

KioNQ*,OYX/Pl’Lmaw
(Ki, + Ko)Kp(Ky — N3,)

assintoticamente exponencialmente estavel em relacdo as concentragoes de oxigénio, fosforo e

Sed >0, <0ep>— , entdo diz-se que o sistema € parcialmente

nitrogénio e converge em relacdo a concentracdo de algas.

Sy - Capacidade suporte de algas, fésforo e nitrogénio depletados e ruido constante

Para o ponto de equilibrio .Sy foram determinados os seguintes autovalores:
A(S3) =A{0, =6, &, —p}. (3.85)

Sed > 0,& <0ep > 0,entdo diz-se que o sistema € parcialmente assintoticamente exponenci-
almente estavel em relagdo as concentracoes de oxigénio, fosforo e nitrogénio e converge em

relacdo a concentragdo de algas.

SY - Bioprocesso totalmente controlado (auséncia de ruidos)

Para este equilibrio S foram encontrados os autovalores:
A(S7) =0, & —p, 0}. (3.86)

Se £ < 0ep > 0, entdo diz-se que o sistema é parcialmente assintoticamente exponencialmente
estavel em relagdo as concentracoes de oxigénio e fosforo e converge em relacdo as concentracoes

de algas e nitrogénio.
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Sy - Auséncia de algas, fésforo e nitrogénio, com ruido constante

Para o ponto de equilibrio S}, determinaram-se os autovalores:

Sed <0,&>0ep > 0,entdo diz-se que o sistema € parcialmente assintoticamente exponenci-
almente estavel em relacdo as concentracoes de oxigénio, fosforo e nitrogénio e converge em

relacdo a concentragdo de algas.

3.3.1.2 Presenca de farmacos

Sob a hipétese de presenca de farmacos no biorreator, existem cinco possiveis equilibrios,

denotados pelos pontos S}, i = 1,2, ..., 5, cujos equilibrios sdo classificados a seguir:

S} - Equilibrio livre de algas e ruido constante

Para o ponto de equilibrio S|, foram determinados os seguintes autovalores:

OéP,Umaa:Nl*lKi
A(SH) =10, & —p, 6+ 170 } (3.88)
(%) { § (Kip + Ko)(ap — pKp)(Ny, — Ky)
aP//Lmaa:NilKiO

(Kip + Ko)(ap — pKp)(Ny, — Ky)
a presenca de fairmacos, € parcialmente assintoticamente exponencialmente estavel em relagdo as

Seé<0,p>0ed < — , entdo diz-se que o sistema, sob

concentragoes de oxigénio, fosforo e nitrogénio e converge em relacdo a concentragdo de algas.

S, - Capacidade suporte de algas, nitrogénio depletado e ruido constante

Para o ponto de equilibrio .S;, foram calculados os autovalores:

aPKiOYX/NNmaz }
(Kio + Ko)Ky(ap — pKp) .

A(Sy) = {—5, £ —p, (3.89)
C(PKZ-O YX/N,U/maz

(K, + Ko)Kn(ap — pKp)
presenca de farmacos, € localmente assintoticamente exponencialmente estavel em relacdo as

Sed >0,£<0,p>0e < 0, entdo diz-se que o sistema, sob a

concentragoes de oxigénio, fosforo e nitrogénio.

S; - Auséncia de algas, nitrogénio converge para constante nio nula e ruido constante

K
Para o ponto de equilibrio S3, em que a concentra¢do de nitrogénio converge para m Nl’
m JR—
o K, K
tal que m = — (1 + =29 ) (1 _P P), considerando 9, = ¢ # 0, foram determinados os
,um(m? Kio ap
seguintes autovalores:
A(S;) =10, 0, &, —p}. (3.90)

Se ¢ < 0ep > 0, entdo diz-se que o sistema, sob a presenga de farmacos, € parcialmente
assintoticamente exponencialmente estavel em relagcdo as concentracoes de fosforo e nitrogénio

e converge em relacdo as concentracoes de algas e oxigénio.
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S, - Bioprocesso totalmente controlado (auséncia de ruidos)

Para o ponto de equilibrio S}, sob a auséncia de estocasticidade, isto é, § = 0, foram

determinados os seguintes autovalores:

(3.91)

Ki Y X* max
A(Sy) = {f, —p, 0, b0l XN }
Kn(Kip + Ko)(ap — pKp)

Y. o .

Se&<0,p> OC%/N L _Kp| < 0,paraap >0, K, >0, Ko 2 0, fiynq. > 0, entdo diz-
N p

se que o sistema, sob a presenga de farmacos, € parcialmente assintoticamente exponencialmente

estavel em relacdo as concentragoes de algas, oxigénio e nitrogénio e converge em relacdo a

concentragdo de fosforo.

Si - Auséncia de algas e de nitrogénio, ruido constante

Para o ponto de equilibrio S}, o qual representa um sistema livre de algas e nitrogénio,

foram determinados os seguintes autovalores:
A(S5) =10, 0, & —p}. (3.92)

Sed <0, <0ep > 0,entdo diz-se que o sistema, sob a presenca de fairmacos, € parcialmente
assintoticamente exponencialmente estavel em relacdo as concentracoes de oxigénio, fosforo e

nitrogénio e converge em relagcdo a concentrag¢do de algas.

3.3.2 Abordagem II: estabilidade dos momentos condicionais do modelo

proposto
Para analisar a estabilidade do sistema dinamico estocéstico em um ponto de equilibrio,
de acordo com Bhattacharya et al. (2011) € preciso analisar a estabilidade de trés momentos
condicionais em relagdo ao fator de estocatiscidade ¢,: esperanga E[Y; | F], variancia Var[Y; | F]

e medida de assimetria As[Y; | F). Para tal andlise, consideram-se os resultados apresentados
nas Equacodes (3.44), (3.49) e (3.55).

3.3.2.1 Auséncia de farmacos

Esperanca condicional

Para os pontos de equilibrio S}, Sy, Sy e SY, por meio do cdlculo dos autovalores da matriz

Jacobiana da esperanca condicional do Modelo (3.19), Equacgdo (3.44), foram determinados:

A(E[SY | Fl) = A(E[S; | F]) = AE[S] | F]) = A(E[S

Fl)={0,0¢, —p}. (3.93)

Se £ < 0ep > 0, entdo diz-se que a distribuicao da esperanca condicional do sistema, sob
auséncia de farmacos e considerando a existéncia de um ruido Gaussiano na taxa de varia¢ao

da concentracdo algal, é parcialmente assintoticamente exponencialmente estavel em relacdo



Capitulo 3. Modelagem Matemdtica 40

as concentragoes de fosforo e nitrogénio e converge em relacdo as concentragoes de algas e
oxigénio.
Ja para o equilibrio 59, foram determinados os seguintes autovalores associados a Jacobi-

ana da esperanca condicional do Modelo (3.19):

(3.94)

Ki N* Y mazx
A(E[S(Q) | .F]) = {0, 07 57 p_|_ 0”21 X/P,u }

(Ki, + Ko)Kp(N3, —
KiON;lYX/P,UJmax
(K, + Ko)Kp(N3, — Ky)
condicional do sistema, sob auséncia de farmacos e considerando a existéncia de um ruido

Seé <lep < — , entdo diz-se que a distribuicdo da esperanca

Gaussiano na taxa de variacdo da concentracdo algal, é parcialmente assintoticamente exponen-
cialmente estavel em relacdo as concentragoes de fosforo e nitrogénio e converge em relacdo as

concentracoes de algas e oxigénio.

Variincia condicional

Para os pontos de equilibrio S?, S9, S9 e S?, por meio do célculo dos autovalores da

matriz Jacobiana da variancia condicional do Modelo (3.19), Equacao (3.49), foram determinados

A(Var[SY | F]) = A(Var[S] | F]) = A(Var[S] | F]) = A(Var[S?

F]) =10, 0,0, 0}.
(3.95)

Uma vez que todos os autovalores associados a Jacobiana da variancia condicional sdo nulos, ndo

se pode afirmar nada sobre a estabilidade da distribuicdo da variancia condicional do sistema

sob a auséncia de farmacos em relagdo aos pontos de equilibrio SV, S5, Sy e S?.
Para o ponto de equilibrio S?, foi determinado o seguinte conjunto de autovalores:
A(Var[S{ | FJ) = {0, 0,0, 2X;,(2X], — D)(X;, — 1)} . (3.96)
Se ; < X 10 < 1, entdo diz-se que a distribuicao da varidncia condicional do sistema, sob a
auséncia de fairmacos e considerando a existéncia de um ruido Gaussiano na taxa de varia¢ao

da concentragdo algal, é parcialmente assintoticamente exponencialmente estavel em relacdo a

concentragdo de nitrogénio e converge em relacdo as concentragoes de algas, oxigénio e fosforo.

Além disto, como as covariancias do Modelo (3.19) sdo todas nulas (elementos fora da

diagonal da Equacdo (3.49)) e, consequentemente,

Vx,0 = Vx.p = Vx5 = Vo,p = Yon =Vpx =0 (3.97)

para qualquer equilibrio S°, ndo é possivel fazer nenhuma afirmacdo sobre a estabilidade da

distribuigcdo das covaridncias do sistema.

Skewness condicional

De acordo com a Equacdo (3.55), foi possivel determinar apenas a medida de assimetria
de X,. Por conseguinte, ndo se pode fazer afirmagoes sobre a estabilidade da distribui¢cdo da

medida de assimetria do sistema.
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3.3.2.2 Presenca de farmacos

Esperanca condicional

Para os ponto de equilibrio S, foi determinado o seguinte conjunto de autovalores

relacionados a matriz Jacobiana da esperanca condicional do Modelo (3.19):

aPKiO Nl*,l/“Lmax }
(Ko + Ko)(ap — pKp)(N7, — Ky) |

Se§ < 0, P >0e (Oép — pKP)(Nl*,l — KN) < 0, para &p > 0, KiO > 0, KO Z 0, pr # ap,
Ny # Ky, fimae > 0 entdo diz-se que a distribui¢do da esperanga condicional do sistema, sob

A(E[S) | F]) = {0, §, —p, (3.98)

presenca de farmacos e considerando a existéncia de um ruido Gaussiano na taxa de variacio da
concentracao algal, € parcialmente assintoticamente exponencialmente estavel em relacdo as

concentracoes de oxigénio, fosforo e nitrogénio e converge em relacdo a concentracdo algal.

Para S, determinou-se:

(3.99)

Ki Y max
A(E[S;Isz{o, £ —p, i XK }

(Kip, + Ko)(ap — pKp) Ky
Se€ < O, p > Oe YX/N<aP — pr)ilKX/vl < O, para ap > 0, A p 7é pr, KiO > O, KO Z 0,
Imaz > 0, entdo diz-se que a distribui¢ao da esperanga condicional do sistema, sob presenca de
farmacos e considerando a existéncia de um ruido Gaussiano na taxa de varia¢do da concentragdo
algal, € parcialmente assintoticamente exponencialmente estavel em relagdo as concentragoes de

oxigénio, fosforo e nitrogénio e converge em relacdo a concentragdo algal.

Consoante ao equilibrio S;, encontrou-se:
AE[S; | F]) = {0, =4, &, —p} . (3.100)

Sed >0,& <0ep > 0,entdo diz-se que a distribuicdo da esperanga condicional do sistema,
sob presenca de farmacos e considerando a existéncia de um ruido Gaussiano na taxa de variagdao
da concentracao algal, € parcialmente assintoticamente exponencialmente estavel em relacdo as

concentragoes de oxigénio, fosforo e nitrogénio e converge em relagcdo a concentracdo algal.

Em respeito ao ponto Si, determinou-se:

(3.101)

Ki X* Y max
MELS: | 71) = {0, € g, (ettt}

(Kip + Ko)(ap — pKp)Ky

Se{ <0,p>0eYyn(ap — pKp) 'Kyt <0, paracap > 0,ap # pKp, K;, >0, Ko >0,
Imaz > 0, entdo diz-se que a distribui¢do da esperanga condicional do sistema, sob presenga de
farmacos e considerando a existéncia de um ruido Gaussiano na taxa de variacdo da concentragdo
algal, é parcialmente assintoticamente exponencialmente estavel em relacdo as concentracoes de

oxigénio, fosforo e nitrogénio e converge em relagdo a concentragdo algal.

Por fim, para o ponto S}, encontrou-se o seguinte conjunto de autovalores:

A(E[S!

F]) ={0,0,¢&, —p}. (3.102)
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Se & < 0, p > 0, entdo diz-se que a distribuicdo da esperanca condicional do sistema, sob
presenca de farmacos e considerando a existéncia de um ruido Gaussiano na taxa de variagao
da concentracdo algal, € parcialmente assintoticamente exponencialmente estavel em relacdo
as concentragoes de fosforo e nitrogénio e converge em relacdo as concentragoes algal e de
oxigénio.

Varifncia condicional

Para os pontos de equilibrio S}, S, S; e S;, obteve-se:

A(Var[S] | F]) = A(Var[S] | F]) = A(Var[S; | F]) = A(Var[S: | F]) = {0, 0, 0, 0}.
(3.103)
Uma vez que todos os autovalores associados a Jacobiana da variancia condicional sdo nulos, ndo
se pode afirmar nada sobre a estabilidade da distribuicdo da varidncia condicional do sistema

sob a presenga de farmacos em relagdo aos pontos de equilibrio S}, S5, S; e S}.

Jd para S}, tem-se que:

tK'L Y2 max
A(Var[S; | F]) = {0, 0,0, 2X;,(2X;, — 1)(X;, — 1) <1 _ Aptitio Yxnh )}

Ky (K, + Ko)(ap — pKp)
(3.104)

O[PtKiOY)?/NMTrLax < 1 ou aPtKiOY)?/NM'max
Ky (K, + Ko)(ap — pKp) Kn(Ki, + Ko)(ap — pKp)

1 . e A .. .
el < X 1o < 2’ entdo diz-se que a distribuicdo da varidancia condicional do sistema, sob a

1
Se§<X;’O<1e > 1

presenca de farmacos e considerando a existéncia de um ruido Gaussiano na taxa de variagao
da concentragdo algal, € parcialmente assintoticamente exponencialmente estavel em relacdo a

concentracdo de nitrogénio e converge em relacdo as concentragcoes dos demais componentes.

Em respeito a andlise da covariancia do sistema para os pontos de equilibrio sob a presenca
de farmacos, ndo se pode fazer afirmagées, uma vez que as derivadas das covariancias para G = 1
sdo as mesmas descritas na Equagdo (3.97). Além disto, ndo foi possivel obter nenhum resultado
de estabilidade para a medida de assimetria condicional, devido a Var[O, | F] = Var[P, | F] =
Var[N, | F] = 0.

3.3.3 Abordagem III: estabilidade dos momentos condicionais do modelo

perturbado

O Modelo (3.46) representa uma perturbacdo do Modelo (3.19) nas proximidades de um
ponto de equilibrio S*. Analisar a estabilidade dos pontos de equilibrio do Modelo (3.19) com
auxilio do modelo perturbado significa entdo analisar solu¢des de quasi-equilibrio ou solugdes
nas proximidades de um equilibrio S* (BHOWMICK et al., 2016).

Como o Modelo (3.46) esperado € equivalente ao Modelo (3.19) esperado, entdo a andlise

das esperangas condicionais dos pontos de equilibrio S&, parai = 1,2,...,5, G = 0,1,¢é a
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mesma descrita na Abordagem II. Em outras palavras, a estabilidade da distribui¢io da esperanca
condicional do sistema no estado de quasi-equilibrio é equivalente a estabilidade da distribui¢do

da esperanca condicional do sistema em equilibrio.

Por sua vez, apesar de existir uma estrutura para a medida de assimetria do Modelo (3.46),
nao foi possivel determinar os autovalores da matriz Jacobiana da Equacao (3.56) para nenhum
ponto de equilibrio, ja que alguns elementos da Jacobiana tendem ao infinito. Por conseguinte,

diz-se que a estabilidade da distribui¢do da medida de assimetria é indeterminada.

Neste sentido, esta subsecao se destina a descrever a andlise de estabilidade da matriz de

variancia condicional do sistema perturbado.

3.3.3.1 Auséncia de farmacos

SY - Equilibrio livre de algas e fosforo

Para o ponto de equilibrio S} foi determinado o seguinte conjunto de autovalores da

Jacobiana da variancia condicional:

(3.105)

A(Var[S? | F]) = {0 0 20°c}dy Ny, 623 Ko(do(t€ —2) + tho)}
1 - s Yy )

(dy + Ni o) (do + Ko)?

Sedy <0eé < 2t ,parat > 0 e dp # —Kp, entdo diz-se que a distribuicido da

.o

(do + Ko)
variancia condicional do sistema no estado de quasi-equilibrio, sob a auséncia de farmacos e
considerando a existéncia de um movimento Browniano adaptado como um ruido adicional, €
parcialmente assintoticamente exponencialmente estdavel em relacdo as concentragoes de fosforo

e nitrogénio e convergente em relacdo as concentragoes de algas e oxigénio.

Em relacdo as covaridncias condicionais, determinou-se que:

0y = CNCoBO N, (3.106)
Tx,0 =7xp =Vxn = Yo,p =7pPn =Y, TYon = (do T Ko)(dzv T Nf,o)' :

CnCo =

Se < 0, para Ko > 0, Ny, > 0,do # —Kop e dy # —Nj,, entdo

(do + Ko)(dy + Niy)
diz-se que a distribuicdo da covaridncia condicional entre nitrogénio e oxigénio no estado de

quasi-equilibrio € convergente.

Sy - Capacidade suporte de algas e fosforo depletado

Para este ponto de equilibrio foi determinado o seguinte conjunto de autovalores:

20%c3dn N5 3, Ko(do(tE —2) +tEKo)

A(Var[S? | F]) =10, NoRI 20 0T OV0 . —20cx A b, (3.107
varsy | 7) = {0, T it 2 e}, @0)
tal que A, = .S 0, > 2097
AqUE S (1+dx)? © (dy + N3,) <0.&> t(do + Ko)

edcxAy > 0, parady # —N; o, d, # —1,do # —Ko et > 0, entdo diz-se que a distribui¢ao
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da variancia condicional do sistema no estado de quasi-equilibrio, sob a auséncia de farmacos e
considerando a existéncia de um movimento Browniano adaptado como ruido adicional, € parci-
almente assintoticamente exponencialmente estavel em relagcdo as concentracoes de oxigénio,

fosforo e nitrogénio e convergente em relacdo a concentracdo de algas.
Em relagdo as covariancias condicionais, determinou-se que:

o = cocx Ko e = cnex Ny o = cnColloN3
YO (4 dy)(Ko+do)” TN (T4 dx)(dy + N3o) ' 'O (do + Ko)(dy + N3)
Yo.p = Ve.x = Vx,p = 0.

(3.108)

CnCo <0 CoCx <0 CNCx
(do + Ko)(dy + Ni) T (1+dx) (Ko +do) " (1+dx)(dy + N3,)
Ko >0, N;, > 0,dx # —1,do # —Ko e dy # —N;, entdo diz-se que a distribui¢do da

covaridancia condicional entre nitrogénio e oxigénio, nitrogénio e algas, oxigénio e algas no

Se

< 0, para

estado de quasi-equilibrio € convergente.

Sy - Capacidade suporte de algas, fosforo e nitrogénio depletados

Para este equilibrio determinou-se o seguinte conjunto de autovalores:

(3.109)

A(Var[S? | F]) = {07 0. _apen, T K2+ 1€)do + tédo) } |

(do + Ko)?

do(1 —1§)
(do + Ko)?

condicional do sistema no estado de quasi-equilibrio, sob a auséncia de fairmacos e considerando

Se dexA; >0e < 0, para dp # — Ky, entdo diz-se que a distribuicdo da varidncia

a existéncia de um movimento Browniano adaptado como ruido adicional, € parcialmente as-
sintoticamente exponencialmente estdvel em relacdo as concentragoes de fosforo e nitrogénio e

convergente em relagdo as concentragoes de algas e oxigénio.
Em relacdo as covariancias condicionais,

S cocx Ko o
fYX,O_ (1+dX)(KO+dO)7 fYX,N

=Yo,8 = Yo.p = Vpx = Vx,p = 0. (3.110)

CoCx

(14 dx)(Ko +do)
covaridncia condicional entre algas e oxigénio no estado de quasi-equilibrio € convergente.

Se < 0,parady # —Kp e dx # —1, diz-se entdo que a distribuicdo da

SY - Bioprocesso totalmente controlado (auséncia de ruido)

Para o ponto de equilibrio SY, que representa um cendrio livre de ruidos ambientais,

determinaram-se os seguintes autovalores:

A(Var[S§ | Fl) = {2X; (X5, — 1)(2X}, — 1), 0,0, 0} . (3.111)
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Se ; < X}, < 1, entdo diz-se que a distribui¢do da varidncia condicional do sistema no estado
de quasi-equilibrio, sob a auséncia de farmacos e considerando a existéncia de um movimento
Browniano adaptado como ruido adicional, € parcialmente assintoticamente exponencialmente
estavel em relacdo a concentracdo de algas e convergente em relacdo as concentragoes de

oxigénio, fosforo e nitrogénio.

Quanto as covariancias do modelo perturbado, encontram-se os seguintes resultados:

coKoX) c
Yio = r <1—XI,0+X >7

(Ko +do) dx + X, (3.112)
VXN = Yo.n =Yo.p =7pN = Vxp =0
Co Cx Co Cx
Se - <Oel+ ———>Xj0u " >0el+_——— <X, para
Ko +do dx + X5, LT Ko +do dy + X3, 1,00 P

do # —Ko e dx # —XJ,, entdo diz-se que a distribui¢do da covaridncia condicional entre

algas e oxigénio no estado de quasi-equilibrio é convergente.

Sy - Auséncia de algas, fosforo e nitrogénio

Para o equilibrio SY, em relagdo a variéncia condicional do modelo perturbado, determinaram-

se os seguintes autovalores:

0*coKo((=2 +t€)do + tEKo)
A(Var[S? | F]) = ¢ ——2-° 0,0,0¢. 3.113
( ar[ 5 | ]) { (dO+KO)3 y YUy Yy ( )
2do . P o
Se & > —————, parat > 0 e dp # —Kop, entdo diz-se que a distribuicdo da varidncia
t(do + Ko)

condicional do sistema no estado de quasi-equilibrio, sob auséncia de firmacos e considerando a
existéncia de um movimento Browniano como ruido adicional, é parcialmente assintoticamente
exponencialmente estdvel em relacdo a concentragdo algal e convergente em relacdo as concen-
tragoes de oxigénio, fosforo e nitrogénio. Quanto as covariancias condicionais, determinou-se
que:

Vx,0 = VXN = Yo.u = Yo,p = Ve.n = Vx,p = 0. (3.114)

Consequentemente, ndo é possivel fazer nenhuma afirmacdo sobre a estabilidade da distribuicdo

das covaridancias condicionais do sistema.

3.3.3.2 Presenca de farmacos

S} - Equilibrio livre de algas

Para o equilibrio S], os autovalores da matriz Jacobiana da varifncia condicional sdo:

2%, Ay N7, apdpich(tap + 2+ tp)dp) 8¢ Ko((2 — te)do — tEKo)

A(Var[S! | F]) =10, , ,
( [ ! | D { (dN + Nf:l)g (O.’p + de)3 (dO + KO)3

(3.115)
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dN 1 Qp 2d
SC<0,>—<+ > >7
vt Ny < 7 Hdo + Ko)

Qp A .. .
dp # ——— e dy # — N/, entdo diz-se que a distribui¢do da varidncia condicional do sitema no

,paradp # — Ko, t > 0,dp # 0,

estado de quasi-equilibrio, sob a presenca de fairmacos e considerando a existéncia de um ruido
adicional do tipo movimento Browniano, € parcialmente assintoticamente exponencialmente
estavel em relacdo as concentracoes de oxigénio, fosforo e nitrogénio e converge em relacdo a

concentragdo algal.

Quanto as covariancias, obteve-se os seguintes resultados:
op = OéPCOCpKO Yo = CNCOK()NI 1 N aPCNCPNil
O (ap + pdp)(do + Ko)' 7N (do + Ko)(dy + Niy) ne (ap + pdp)(dy + Ni,)’
V3.0 = Vx5 = Vx.p = 0.
(3.116)

Se 00CP(CYP + pdp)_l(do + Ko)_l < 0, COcN<dN + Nil)_l(do -+ Ko)_l <0e CNCP(CYP +
pdp)~'(dy + N7,)™' < O,parady # —Ni,,do # —Ko, dp # —ap/p, entdo diz-se que a
distribuicdo da covaridancia condicional do sistema é convergente para as covaridncias entre

oxigénio e fosforo, oxigénio e nitrogénio, nitrogénio e fosforo.

S, - Capacidade suporte de algas e nitrogénio depletado

apd®p’cp(tap + (2 +tp)dp)
(ap + pdp)?

0 Ko((—2+t&)do + tEKo)
(do + Ko)? 7

(3.117)
_20cx((t0 — 1)(1 +dx)* — dex (0t + (0 — 1)dx)) 1 ap
(1+ dy)? 'Set>_<2dpJr >€>

Cx(s >0e (td — 1)(1 + d:c) > de2t + dx(l + dz)_l < Oou Cxé <0e (t(s —

7A27_

A(Var[S; | F]) = {0,

2do
t(do + Ko)’
(1 4d,) > ex0® +dx(1 4+ d,)"" < 0, parado # —Ko,t > 0,dp # 0,dp # —— ¢
dx # —1, entdo diz-se que a distribuicdo da varidncia condicional do sistema é parcialmgnte
assintoticamente exponencialmente estavel em relagcdo as concentracoes de oxigénio, fosforo e

nitrogénio e converge em relacdo a concentracdo de algas.

Quanto as covariancias condicionais, obteve-se:

S cocx Ko o A pCpCx o apcpco Ko
%0 = (1+dx)(Ko +do)’ TxE = (ap+ pdp)(1+dx)’ o= (ap + pdp)(Ko +do)’
VXN = ’Vo,N:,yRN =0.

(3.118)

Se vx.0/Ko < 0, vxp/ap < 0eqpp/(apKo) < 0, parady # —1, do # —Ko,
dp # —ap/p, entdo diz-se que a distribui¢do das covaridncias condicionais entre algas e

oxigénio, algas e fosforo, oxigénio e fosforo é convergente.
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S; - Auséncia de algas e nitrogénio converge para constante nao nula

Para o ponto de equilibrio S; foram calculados os seguintes autovalores da matriz Jacobi-

ana associada as variancias condicionais:

O{p52p26%3(t0[p + (2 + tp)dp) _52020K0((—2 + tg)do + tho)
(ap + pdp)? ’ (do + Ko)? ’
A (3.119)
sendo Ag = f, A4 = 2530?\{dNKN(KiO + Ko)<Ofp - IOKP)((SK()(OCP — pr) + KiO <5pKP +

p (0 + fa)))? € Ay = (K (Ko + Ko)ap — pKp) + dy (Ko (ap — pKp) + Ko, (5pK p +
ap(0 + fimas))))*.

Se1 > _<ap+p> &> _ 2o dyKyA;Y < 0, parady # —Ko, t > 0

t 2dp  2)° t(do + Ko)’ b ’ ’ ’

dp # 0,dp # 2 Aj; # 0, entdo diz-se que a distribuicdo da varidncia condicional do

A(Var[S; | F]) = {0, As,

sistema é parcialmente assintoticamente exponencialmente estavel em relacdo as concentracoes

de oxigénio, fosforo e nitrogénio e converge em relacdo a concentracdo de algas.

Quanto as covariancias condicionais, determinaram-se os seguintes resultados:

o p = O{PCOCPKO Yo = 5CNCOKNKO(K1’O + Ko)(OZP — pKP)
o.F (Oép -+ pdp)<do -+ Ko)7 O.N (do + Ko)Ag ’ (3 120)
OéP(SCNCPKN(KiO —+ Ko)(afp — pr) ’
Ve = V%0 = Yk = Vxn = 0,

(ap + pdp)Ag
para Ag = (0Ky(K;, + Ko)(ap — pKp) + dn(6Ko(ap — pK — P) + K, (0pKp + ap(d +
fimaz))))- S€ 0,6/ (cocr) < 0,70 x/(cnco) evp x/(cncp) < 0,parado # —Ko.dp # —ap/p,
Ag # 0, entdo diz-se que a distribuicdo das covaridncias condicionais entre oxigénio e fosforo,

oxigénio e nitrogénio, fosforo e nitrogénio é convergente.

S, - Bioprocesso totalmente controlado (auséncia de ruidos)

No caso do bioprocesso ser totalmente controlado, ao adicionar um ruido, os autovalores

da matriz Jacobiana associada a matriz de variancias sao:

A(Var[S | F]) = {0, 0, 0, 2X}, (X5, — 12X}, — 1)} (3.121)

1
Se 3 < Xj, < 1, entdo diz-se que a distribui¢do da varidncia condicional do sistema é
parcialmente assintoticamente exponencialmente estavel em relacdo a concentragdo de nitrogénio

e converge para as demais variaveis.

Para as covariancias condicionais, encontraram-se:

Vx .:% Vx .:% Yop = OéPCoCPKO
YO do+ Ko T YT ap pdp 0T (ap + pdp)(do + Ko)’ (3.122)

Vx,& = Vo.N = VPN
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para A, = |1 —Xjfl—{—cix .Seco(do + Ko)™' < 0,cplap+pdp)™t <0e X;, >
’ dX—"er,l ’

1+ Cx(dX + XZ,l) ou Co<do + Ko)il > O, CP(OCP + pdp)il >0e XZJ <14 CX(dX + Xz,l)’
parady # — X}, do # —Ko, dp # —ap/p, diz-se entdo que a distribuicdo das covaridncias

condicionais entre algas e oxigénio, algas e fosforo, oxigénio e fosforo é convergente.

S: - Auséncia de algas e de nitrogénio

Por fim, para o ponto S},

apd®p’cp(tap + (2+tp)dp)  0°cKo((=2 4 t§)do + tKo)

A(Var[S; | F]) = {0, 0,

(ap + pdp)? ’ (do + Ko)?
(3.123)
1 « 2d
SC; > — (2(;; + g) eé- > m,parat > O, dp 7é —Oép/p, dp ?é 0, do 7é —Ko,entﬁo

diz-se que a distribuicdo da varidncia condicional do sistema é parcialmente assintoticamente
exponencialmente estdvel em relagcdo as concentragoes de fosforo e nitrogénio e convergente em

relacdo as concentracoes de algas e oxigénio.

Quanto as covariacias,

apcocp Ko
ap + pdp)(do + Ko)’

(3.124)

V%,.0 = VXN = You =Ven =Vxp =0, Yo p = (
diz-se que a distribuicao da covaridncia condicional entre oxigénio e fosforo é convergente se

Yo.0/(apKo) < 0.

Em suma, resume-se nas Tabelas 1, 2 e 3 as classificacdes dos pontos de equilibrio apresen-
tados nos Teoremas (3.4) e (3.5) quanto as abordagens I, II e III, de acordo com seus respectivos

parametros de bifurcacio (pardmetros que mudam a estabilidade do ponto de equilibrio).

Tabela 1 — Andlise de estabilidade para abordagem I.

Estabilidade
Grupo Equilibrio Local Parcial Bifurcacao
S - O, P, N 5, ep
Sy - O, P, N 5, ep
G=0 S9 - O, P, N 0,Eep
Sy - O, P oep
SP - O, P, N 5, ep
h - O,P,N 6,&apep
Sy X,0,P, N - 0, apep
G=1 Si - P,N fep
h - X,O,N &apep

S; B O9P,N (5,56/)
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Tabela 2 — Andlise de estabilidade (parcial) para abordagem II.

Esperanca Variancia

Grupo Equilibrio Estabilidade Bifurcacio Estabilidade Bifurcaciao

Sy P, N Eep - -

SY P, N fep i i
G=0 S P, N Eep ; ]

S0 P, N Eep N X;,

SY P, N Eep - -

S O,P, N ap,£ep - -

S, O, P, N ap,Eep - -
G=1 Sy O,P, N 5, ep - -

I O, P, N ap,£ep N Xi.ap,p

Sl O, P, N Eep i i

Tabela 3 — Andlise de estabilidade (parcial) para abordagem III.

Variancia Covariancia

Grupo Equilibrio Estabilidade Bifurcacao Estabilidade Bifurcaciao

S P, N dy, do, & N,O dy, do

S9 O,P,N dy,do, dx, 0 N,0,X dy, do, dy
G=0 SY P, N do, dx, 0 0,X dy, do

Sy X X5 0, X dy, do

Sy X do, & - -

St O, P, N dy, do, ap, p O,N,P dy, dp, do, ap, p

Sa O,P,N dp, dx, do, ap, p O,N, X dx, dp, do, ap, p
G=1 Sy O,P, N dp, dy, do, ap, p O,N,P 5, dp, do, ap, p

Si N XZ,I N dx, dp, do, ap, 1Y

Si P, N ap, dp, p, do O,P ap, dp, p, do

3.4 Representatividade do modelo proposto

A partir das andlises apresentadas neste capitulo, mostrou-se que o Modelo (3.19) possui
solugdes ndo-negativas e limitadas em tempo finito. Adicionalmente, as andlises estatisticas de
suas propriedades permitiram conhecer as condi¢des paramétricas em que o sistema se estabiliza,
na presenca e auséncia de ruidos ambientais. Os resultados destas andlises mostram que o
Modelo (3.17), o qual tem as mesmas propriedades do Modelo (3.19), possui potencial para
ser utilizado na descric@o da biorremediacdo de um efluente por um consércio algal e auxiliar
gestores nas operacoes, controle e tomadas de decisdes. Neste sentido, 0 modelo proposto foi

validado analiticamente.
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Para realizacdo de testes computacionais, para a visualizacdo da dinAmica do bioprocesso
a partir das trajetdrias das varidveis de estado do Modelo (3.17), € necessdrio obter valores para
os parametros deste sistema em determinadas condi¢des especificas. Neste contexto, o Capitulo 4
destina-se ao tratamento e andlise estatistica de um conjunto de dados obtidos em experimentos
laboratoriais, para que, no Capitulo 5, a estimagdo de parametos do modelo proposto nesta tese

possa ser realizada.
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4 Analise de Dados de Biorremediacao

O Sistema de Equacdes Diferenciais Ordindrias Estocésticas (3.17) € um novo modelo
matemdtico proposto para descrever a biorremediacdo de um efluente doméstico pela acao
de microalgas, o qual se baseia no balanco de fluxo méssico dos componentes materiais do
fotobiorreator onde o bioprocesso é carreado. Para utilizacao deste novo modelo, os parametros
do Sistema (3.17) devem ser estimados. Desta forma, propde-se neste trabalho que a determinagao
deste pardmetros seja realizada a partir de dados referentes a biorremediacdo de um efluente
doméstico em batelada. Todavia, € imprescindivel que seja feito o tratamento dos dados e as
andlises das propriedades das varidveis do conjunto, a fim de propor a melhor estratégia para

ajustar os parametros do Modelo.

Este Capitulo destina-se ao tratamento e a andlise de um conjunto de dados experimentais.
A descri¢do do conjunto de dados e as metodologias empregadas para a anélise de dados sdo
descritas nas secOes a seguir. Todas as implementagdes computacionais apresentadas neste e em
outros Capitulos foram realizadas com o apoio do software R (R Core Team, 2019), utilizando

um computador pessoal Core i5, 8*Geracdo, com 8 GB de memdria e 256 GB SSD.

4.1 Conjunto de Dados

O conjunto de dados utilizado neste trabalho foi fornecido pela Doutora Anna Patricya
Florentino e pelo Professor Doutor Gustavo Henirque Ribeiro da Silva, do Departamento de
Engenharia Civil e Ambiental, da Faculdade de Engenharia da Universidade Estadual Paulista
“Julio de Mesquita Filho” - Campus Bauru, Bauru, Sao Paulo, Brasil. Os dados referem-se ao
cultivo da microalga verde Chlorella sorokiniana em quatro diferentes condi¢des ambientais
(Grupos 0, I, IT e I1I), com dois tratamentos cada (auséncia (I) e presenca de farmacos (II)), para

avaliar o seu poder biorremediador.

Todos os experimentos foram realizados em fotobiorreatores em modo de condugdo
batelada e em triplicata, totalizando 24 unidades experimentais. Para cada batelada de um
tratamento dos grupos descritos, foram coletadas no minimo quatro observacdes de 52 varidveis,

sendo elas numéricas (50) e categéricas (2), em periodos de tempo ndo igualmente espagados.

Todas as andlises neste trabalho se referem as varidveis numéricas do conjunto de dados
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fornecido. Especificamente, analisa-se aqui aquelas varidveis observadas no Grupo III, em que a
alga Chlorella sorokiniana foi previamente adaptada a um efluente estéril e foi cultivada em um
efluente doméstico sob uma fonte de luz constante, na auséncia (Grupos III-I) e na presenca de
farmacos (III-1I). Os Grupos II-I e II-II serao denominados, daqui em diante, de Grupo A e

Grupo B, respectivamente.

As varidveis do conjunto de dados sdo referentes as mensuragdes de tempo, pH, oxigénio
dissolvido, alcalinidade, séries de fésforo, séries de nitrogénio, contagem de células, concentragdo
de clorofila e gravimetria celular. Todavia, alguns problemas com a estrutura do conjunto de dados
foram detectados, a saber, dados omissos ou ndo observados e erros de medi¢do, provavelmente

devido a calibracao de instrumentos laboratoriais.

4.2 Analise dos Dados

Ap6s remover as varidveis redundantes e aquelas com grandes quantidades de dados
omissos, o conjunto de dados foi reduzido para 12 varidveis, das quais 10 sdo quantitativas, a
saber, tempo de operagdo da biorremediacgao (t), pH, densidade 6ptica (Dens), concentragdes de
oxigénio dissolvido no reator (O), P total (P), N total (N), NO;~ (NO3), nitrogénio total Kjeldahl
(NTK), clorofila-a (Chla) e de células algais (X).

Apresenta-se na Tabela 4 as medidas resumo (valores minimo e maximo, média, mediana,
primeiro e terceiro quantis) das varidveis selecionadas para representar o conjunto de dados, para

ambos os Grupos A e B, assim como suas unidades de medida.

Analisando exploratoriamente as informacdes contidas na Tabela 4, pode-se dizer que as
distribui¢des das varidveis pH, O, Dens, P, N, NO3, NTK, Chla e X tendem a ser assimétricas,
isto é, a média nao € uma boa estatistica para representar estas varidveis, pois hd uma distancia
significativa entre os valores das médias e das medianas destas varidveis. Comparando-se as
medianas de cada grupo em cada varidvel, pode-se dizer também que a presenca de farmacos
no efluente pode influenciar no aumento dos valores de pH, O, Dens, N, NTK, Chla e X, e no

decréscimo dos valores de P.

Ha suspeitas entdo de que a presenga de farmacos no cultivo de C. sorokiniana em
efluentes domésticos tem efeitos na diminui¢ao da concentragcao de fésforo. Este efeito pode
ser estimado com auxilio do Modelo (3.17), cujos pardmetros foram estimados a partir de um

conjunto de dados, como descrito na Secdo 5.

A fim de investigar outras propriedades do conjunto de dados, apresenta-se a seguir uma
andlise de colinearidade entre as varidveis resposta (pH, O, Dens, N, NTK, Chla, X e P). As

relagOes entre as varidveis resposta e a varidvel t sdo tratadas no Capitulo 5.
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Tabela 4 — Medidas resumo das varidveis numéricas observadas nos Grupos A ¢ B

Variavel Unidade Grupo Min. 1° Q. Mediana Média 3° Q. Maix

t dia A 000 200 400 420 7.00 800
B 000 200 400 420 7.00 8.00

o ] A 685 748 798 775 817 826
p B 687 792 825 794 827 834
o gl A 198 501 613 534 661 697
B 155 605 699 597 724 7.69

Den ] A 000 002 027 035 064 087
B 001 018 038 048 086 1.06

b - A 243 276 418 423 515 641
B 155 226 275 357 355 933

N gl A 214 316 1330 1825 31.60 40.60
B 264 288 1440 1736 2685 42.50

B A 094 159 214 295 456 5.60

NO3 mg | B 072 100 176 278 491 566
B A 120 175 1110 1529 27.05 35.00

NTK mg | B 143 195 1280 1459 21.95 37.20
Chia gl A 005 032 134 170 318 422
B 005 08 150 212 339 577

. . A 022 179 599 663 12.50 13.00

X 107 celulasl B 022 225 898 882 1600 16.50

4.2.1 Colinearidade

Apesar de algumas varidveis terem sido removidas do conjunto de dados por serem
utilizadas para a determinagdo de outras, pode ainda existir neste conjunto algumas varidveis
que apresentem relacdes lineares fortes umas com as outras. Deste modo, € preciso investigar
a existéncia de tais relacdes e quantificd-las, para evitar possiveis problemas na estimacao dos

parametros.

Para investigar a existéncia de relacdes lineares entre varidveis, foram calculados os
coeficientes de correlacdo de Pearson () entre pares de varidveis. De acordo com Rodgers e
Nicewander (1988) e Draper e Smith (1998), o coeficiente de correlacdo linear r entre duas

variaveis aleatdrias continuas Y; e Y, com variancia finita, € calculado como:

Cov[Y1,Ys]
\/Var[Vy] Var[Y,]

(4.1)

F=Tyy, =

Segundo Draper e Smith (1998), o coeficiente de correlacdo linear € uma quantidade
limitada, tal que r € [—1, 1]. Quando o valor de r se aproxima de 1, diz-se que existe forte
correlacdo linear e positiva entre as varidveis Y; e Y,. Em outras palavras, quando os valores de
Y, aumentam (ou diminuem), espera-se que Y, aumente (ou diminua) linearmente em relacdo a
Y,. Por outro lado, quando r se aproxima de -1, espera-se que o crescimento em uma variavel

implique no decrescimento linear da outra. J4 quando o valor de r € proximo de zero, diz-se que
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nao hi correlacdo linear entre as varidveis, ou que a relacao linear entre elas é muito fraca ou

inexistente.

Apresentam-se na Figura 2 os valores calculados para os coeficientes de correlacio das

varidveis resposta observadas nos Grupos A (Figura 2a) e B (Figura 2b) na forma de correlograma.
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Figura 2 — Correlograma das varidveis numéricas dos Grupos A e B.

Analisando os valores dos coeficientes de correlacdo linear no Grupo A, nota-se que a
concentragdo celular, a concentracdo de clorofila-a e a densidade 6ptica, duas a duas, possuem
correlagdo linear forte e positiva entre si, 7 = 1.0, ao passo que, no Grupo B, ha uma leve
diminuicdo no coeficiente de correlacdo linear entre estas varidveis, r = 0.9. Ainda que a
presenca de farmacos provoque uma diminui¢do do efeito linear entre estas varidveis, a relagdao
linear entre densidade Optica e concentragdo celular € esperada, uma vez que a densidade Optica é
uma medida fisica utilizada para a estima¢ao da concentragao celular em diversos experimentos
biotecnoldgicos (NUNES et al., 2020).

Para calcular a concentracao de clorofila-a, as técnicas mais empregadas consideram uma
combinacdo linear de densidades 6pticas com diferentes comprimentos de onda, tais como 540
nm, 664 nm e 750 nm (SLOMPO et al., 2020; SINGH et al., 2016). Deste modo, € natural que
haja correlagdo linear alta e positiva entre as varidveis concentragdo de clorofila-a e densidade
Optica.

O coeficiente de correlacdo entre a concentracao de oxigénio dissolvido e o pH do meio
de cultura foi alto e positivo em ambos os grupos, tendo uma maior rela¢do linear em A (r = 1.0)
em comparagdo com B (r = 0.9). Diversos estudos, como os apresentados por Zang et al. (2011)
e Wallace, Champagne e Hall (2016), relatam correlacdes altas e positivas para varidveis pH e O

devido a natureza dos processos quimicos envolvidos no crescimento de uma cultura autotréfica.
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Por outro lado, em ambos os grupos, as concentragdes totais de N, P, NO;~ e NTK
apresentaram coeficientes de correlacao linear altos e negativos em relacio a concentragdo algal.
A concentragdo destes compostos diminui a medida que a concentracao de algas aumenta, ji
que fésforo e nitrogénio sdo elementos quimicos instrinsecos para a constituicao celular e para
a manutencdo da homeostase, evidenciando o poder de recuperagdo de nutrientes que as algas

possuem.

Visto que existem fortes evidéncias de uma relagdo linear entre algumas varidveis do
conjunto de dados, propde-se o ajuste de modelos de regressao linear para quantificar tal relagdo.
A descri¢dao dos modelos lineares e a metodologia utilizada para o ajuste deles estd descrita na

préxima subsecdo.

4.2.2 Modelos de Regressao Linear

De acordo com a Figura 2, pode-se observar que diversas varidveis possuem relagdes
lineares fortes entre si. Deste modo, esta subsecdo destina-se a investigar mais a fundo as relacdes
entre entre pH e O, concentragdes algal e de clorofila e as concentragdes de nitrogénio total, NTK
e NO; ™.

Sejam Z uma matriz de dimensdes n X p, da forma,

1 le “ .. Zl(pfl)
1 20 o0 2o
7 = vy (4.2)
1 an “ e Zn(p,1>
em que z;; se refere a observagdo ¢ da varidvel z;, sendo7 =1,2,...,nej=1,2,...,p—1,¢e

Y um vetor de n observagdes de uma varidvel resposta. Baseando-se em Draper e Smith (1998),

um modelo de regressao linear € descrito por

Y =78 +e, (4.3)

em que [ é um vetor de parametros da regressao, da forma

BT = [50 51 /Bp—l]a (4-4)

em que 7' indica a transposta de um vetor ou matriz e € € o vetor de erros do ajuste, o qual
representa a diferenca entre o os valores observados (Y,,,) e os estimados pelo modelo (Y,,),

sendo

Y, = Zp, (4.5)

tal que 5 € um vetor de mesma dimensio de 3 e que contém os estimadores de /3. Para realizar a

estimacao deste dltimo vetor, varios métodos podem ser empregados dependendo da estrutura
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dos dados utilizados. Aqui, a estimacdo do vetor de parametros (3 € realizada por meio do Método

dos Minimos Quadrados, que visa resolver o seguinte problema:

min £7e = (Yo, = ZB)" (Yo, = Z6), (4.6)

ou seja, determinar 3 que minimize a Equagio (4.6). Se Z7 Z for uma matriz inversivel, entdo a

solucdo 8 = ﬂA que minimiza a Equacdo (4.6) é

B=(2T2)"Z"7Y,,. 4.7)

Para mais detalhes sobre a determinacao de ﬁA , veja Draper e Smith (1998).

4.2.2.1 Relacao entre pH e oxigénio dissolvido

O pH no meio de cultura pode ser explicado como uma fung¢ao linear do concentracdo
de oxigénio dissolvido no biorreator, ja que o coeficiente de correlagdo linear entre estas duas
varidveis € 1.0 no Grupo A e 0.9 no Grupo B. Para quantificar a relagdo linear entre estas varidveis,
propde-se descrever o comportamento da varidvel p por meio da concentracao de oxigénio
dissolvido O. Interessa-se também em avaliar o efeito da presenca de farmacos no meio de
cultura e, para isto, inlcui-se na regressao o efeito de grupo, expresso pela varidvel GG, definida

na Equacdo (3.10).

O modelo de regressao proposto aqui para descrever o comportamento do pH no fotobi-
orreator em funcdo da concentracdo de oxigénio dissolvido para os Grupos A e B é apresentado
na Equacdo (4.8),

pPH =Py + 10+ 5cG +¢, (4.8)

em que [, € o intercepto do modelo, (3, é o coeficiente angular da reta de regressdo, que mede o
efeito de O para explicar a varia¢do de pH, e B¢ € o parametro que mede o efeito da presenga
de farmacos no reator. As estimativas dos coeficientes do Modelo (4.8), assim como seus erros
padrdes, a significincia das estimagdes ao nivel de 5% (Valor-p) e a estatistica 2 ajustado (1))

sdo apresentados na Tabela 5.

Tabela 5 — Medidas resumo do Modelo (4.8) ajustado aos Grupos A ¢ B

Pardmetro Estimativa Erro Padrao Valor-p R:,
Bo 6.4273 0.1096 <2x1071
B 0.2480 0.0181 3.09x107"* 0.8934
Ba 0.1023 0.0722 0.1700

Analisando as estimativas de (3, afirma-se que, em média, a presenga de firmacos no meio

de cultura acarretou em um aumento no pH de 0.1023 unidades em relag¢@o ao tratamento controle
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(auséncia de fairmacos). Em outras palavras, quando a concentra¢do de oxigénio dissolvido no
meio € nula, espera-se que o pH do Grupo B seja 0.0331 unidades superior ao do Grupo A, isto
é, o Grupo B tende a ser mais alcalino que o Grupo A. Além disso, o Modelo (4.8) consegue
explicar 89.34% da variabilidade do pH a partir de informacdes de oxigénio dissolvido no meio
de cultura, ou seja, € possivel realizar boas estimativas do comportamento do pH através da

variacdo da concentragdo de oxigénio dissolvido.

Portanto, a fim de evitar problemas de multicolinearidade, a varidvel pH serd removida

do conjunto de dados e sua dindmica pode ser analisada a partir do comportamento da varidvel

0.

4.2.2.2 Relacio entre concentracoes de clorofila-a e células

Como discutido na se¢do anterior, a concentracao celular (X) e a concentragdo de clorofila-
a (Chla) sao determinadas a partir de combinagdes lineares de densidades 6pticas (SINGH et
al., 2016). Assim, para evitar futuros problemas de multicolinearidade, a varidvel Dens serd
removida do conjunto de dados. Altos coeficientes de correlagdo linear entre Chla e X foram
observados e, por este motivo, propde-se o modelo de regressao linear a seguir, apresentado na

Equacdo (4.9), a fim de expressar o comportamento da varidvel C'hla por meio da varidvel X.

Analogamente ao Modelo (4.8), interessa-se também em quantificar a influéncia da
presenca de firmacos dissolvidos no biorreator para a variagdo da concentragdo de clorofila-a e

isto € realizado adicionando-se a varidvel G, definida anteriormente, ao modelo de regressao:

Chla = By + 51X + Bc G + ¢, 4.9)

em que os coeficientes [3,, 5, € (¢ se referem ao intercepto do modelo, a inclinagdo da reta
de regressao e ao efeito dos tratamentos (auséncia e presenca de farmacos). Apresentam-se na
Tabela 6 as medidas resumo do ajuste do Modelo (4.9):

Tabela 6 — Medidas resumo do Modelo (4.9) ajustado aos Grupos A e B

Pardmetro Estimativa Erro Padrao Valor-p R2,
Bo 0.0841 0.1416 0.5579
b1 0.2433 0.0136 8.61 x 107 0.9224
Ba -0.3586 0.1631 0.0374

Analisando as medidas resumo do ajuste do Modelo (4.9) aos dados de clorofila-a,
espera-se que haja, em média, um decréscimo de 0.3586 mg 17* de clorofila-a nas células

cultivadas no efluente doméstico com farmacos dissolvidos, em comparag@o ao grupo controle.

2
aj’®

Observando os valores-p calculados e R: , pode-se dizer que o Modelo (4.9) consegue explicar

92.24% da variabilidade da concentragdo de clorofila-a nos experimentos realizados por meio
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das informacdes fornecidas pela varidvel X. Neste sentido, o Modelo (4.9) representa uma boa
alternativa para predizer a concentracdo de clorofila-a através da concentracdo algal e a varidvel

Chla pode ser removida do conjunto de dados em futuras andlises.

Por fim, dado que os coeficientes de regressao para o ajuste de Chla em relacio a concen-

tracdo celular foram estimados, a Equacdo (4.9) pode ser reescrita como

Chla(t) = 0.0841 + 0.2433X (t) — 0.3586G. (4.10)

4.2.2.3 Relacao entre os diferentes compostos nitrogenados

Por fim, a relacdo entre nitrogénio total, NTK e nitrato, segundo Mota e Sperling (2009),

quando se refere a experimentos de biorremediacao por algas, €:
Niotwr = NTK + NO,™ +NO3 ™, (4.11)

sendo NTK equivalente a soma do nitrogénio organico, que € formado predominantemente no
esgoto doméstico, e da amonia (NH;). A relagcdo apresentada na Equacdo (4.11) justifica o ajuste
perfeito (17, = 1) do Modelo:

N =By+ B NTK + ,NO3 + B¢ G + ¢, (4.12)

sendo N, NT K e NO3 as varidveis que representam as concentracdes de nitrogénio total, NTK
e NO; ™, respectivamente, (3, € o intercepto deste modelo, /3, e (3, sdo os coeficientes angulares
que representam a influéncia das concentracdes de NTK e NO; ™ na explicagcdo da variagao do
nitrogénio total e 3 representa o efeito do grupo, GG. Apresentam-se na Tabela 7 as medidas
resumo para Modelo (4.12):

Tabela 7 — Medidas resumo do Modelo (4.12) ajustado aos Grupos A ¢ B

Pardmetro Estimativa Erro Padrao Valor-p R
Bo 0.0171 0.0089 0.0675
I 1.0011 0.0007 <2x107'°
B, 09909 00051 <2x10t 000
Ba -0.0188 0.0080 0.0272

Analisando as estimativas dos par@metros da regressao na Tabela 7, € possivel afirmar que,
em média, a presenca de farmacos no meio de cultura acarretou na diminui¢do da concentra¢do
de nitrogénio total em 0.0188 mg 17' no Grupo B em relagdo ao Grupo A. Além disto, ao
explicar NO3 e NT K por meio da concentracdo de nitrogénio total, os seguintes modelos foram

determinados:



Capitulo 4. Andlise de Dados de Biorremediagdo 59

NO3 = 0.8092 4 0.1152N, (4.13)
NTK = —0.8083 + 0.8848N, 4.14)

nos quais todos os valores-p foram menores que 0.05 e coeficientes 122 iguais a 0.8525 € 0.9971,
nesta ordem. Neste sentido, pode-se dizer que a varidvel /N consegue explicar grande parte da
variabilidade das concentracdes de nitrato (85.25%) e nitrogénio total Kjeldahl (99.71%) e,
devido a isto, as varidveis NO3 e NTK serdo removidas do conjunto de dados.

Em suma, as andlises de regressdo permitiram avaliar e quantificar as relacoes linea-
res entre pH e O, Chla e X e as diferentes formas de oxida¢do do nitrogénio, auxiliando na
determinacao de possiveis fontes de multicolinearidade. Para o desenvolvimento das préximas
secoes e capitulos, considere que o conjunto de dados € formado pelas concentracdes de oxigénio

dissolvido, células algais, nitrogénio total e fésforo total.

4.2.3 Analises de Homocedasticidade

E interessante, dos pontos de vista do planejamento e do controle de um bioprocesso,
descrever as varidveis O, P, N e X em relagdo ao tempo de biorremediagao, pois assim é possivel
propor estratégias de controle e otimizacdo, além de estimar o tempo necessdrio para, por exemplo,
consumir todo o fésforo e o nitrogénio presentes no efluente. A fim de verificar a existéncia de
uma relacio temporal entre as varidveis O, P, N e X, apresenta-se na Figura 3 seus diagramas

de dispersao em relacdo ao tempo do bioprocesso.
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Figura 3 — Diagramas de dispersdo das varidveis O, P, N e X, medidas em triplicata, em relagdo
ao tempo do bioprocesso para os Grupos A e B.

Na Figura 3 estdo representados os diagramas de dispersdo das varidveis O, P, N e X,
sendo que em cada tempo medido foram coletadas pelo menos duas amostras para cada grupo
(A e B). Em geral, pode-se dizer que o comportamento das varidveis citadas acima € similar
independente do tratamento realizado.

Observando o diagrama de dispersao da concentragdo de oxigénio dissolvido em relagao
ao tempo, Figura 3a, hd evidéncias visuais de que O cresce com o passar do tempo do bioprocesso,
tendendo a estabilizar sua concentra¢do préximo de 6 mg 1. Nota-se também que a distribui¢ao
das amostras neste diagrama é mais homogénea que na Figura 3b, na qual a evolugdo de P em
funcdo do tempo indica que este nutriente estd diminuindo em concentracao, seja devido a acao

das algas ou dos farmacos, ou ainda outros efeitos nao considerados.

Semelhante a dispersdo do fosforo, a dindmica do nitrogénio (Figura 3c) indica que este
composto diminui sua concentra¢ao ao longo do tempo de biorremediagdo. Como discutido nos
capitulos anteriores, os nutrientes fosforo e nitrogénio sdo importantes para o crescimento celular,

promovendo, assim, um aumento na concentracao algal, o que pode ser visto na Figura 3d.

Para determinar as melhores estimativas dos parametros do Modelo (3.17), utilizando

as informag0Oes apresentadas nos diagramas de dispersao (Figura 3), a fim de representar com
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fidelidade a biorremediacao de um efluente doméstico, o processo de estimacao pode ser realizado
com dois tipos de dados, sendo eles os valores de todas as amostras coletadas em cada tempo
medido (trés amostras por unidade de tempo) ou as médias das observacdes em cada tempo
(SINGER; ANDRADE, 1986). Em relacao a esta ultima possibilidade, para determinar um
estimador de um parametro utilizando os valores médios em cada amostragem, € necessdrio
verificar se a variancia amostral em cada tempo € constante ou homogénea (homocedasticidade)
ou se os dados se dispersam com varidncias distintas (heterocedasticidade), pois, no caso de
heterocedasticidade, uma estimagdo em relacdo as médias ndo seria a mais apropriada por ndao
conseguir representar toda a variabilidade do conjunto de dados (CELIK, 2019; KALIRAJAN,
1989; LIN; WEI, 2003; LIN; WEI, 2007).

Deste modo, suponha que em um tempo ¢;, ¢ = 0,1, 2, ..., m, foram coletadas algumas
amostras de uma varidvel Y qualquer, sob mesmas condi¢des fisico-quimicas, e que a variancia
destas amostras € s; , a qual representa um estimador para a varidncia populacional ¢7. Se ndo

K3

2
tm 04>

houver diferencas significativas entre todas as variancias o7 , isto &, 07, = 07 = -+ =07
L ,
entdo diz-se que a estrutura de covariancia da varidvel Y é homocedastica. Se em algum tempo

t; houver diferencas significativas, a estrutura de covariancia de Y € dita heterocedastica.

Para testar se a dispersao dos dados apresentada na Figura 3 caracteriza uma estrutura
de covariancia homo ou heteroceddstica para alguma varidvel, aplica-se o teste de hipéteses de
White (WHITE, 1980), que ndo requer normalidade nem linearidade das varidveis. Tal teste de

hipéteses € descrito por:

Hy:0? =02, Vi=0,1,2,...,m
i (4.15)

H, : 0} # o}, para pelo menos umsi,
em que a hipétese nula (H,) indica homocedasticidade, ao passo de que a hipétese alternativa
(H,), heterocedasticidade.

De acordo com Celik (2019), a identificacdo de uma estrutura de covariancia de uma
varidvel por meio da anélise dos residuos de um modelo ajustado ndo € imediata. Cragg (1982)
relaciona esta dificuldade a existéncia de possiveis correlagdes seriais no conjunto de dados, isto
é, ha dependéncia temporal entre as observacgoes e, consequentemente, € provavel que os erros

sejam relacionados de forma autorregressiva.

Segundo Liu et al. (1992), autocorrelacdo, ou correlacao serial, pode ser definida como
a correlacdo existente entre a observacao de uma varidvel no tempo ¢; € uma observacao da

mesma varidvel no tempo ¢;_,, p = 1,2,...,7 — 1. De forma andloga, diz-se que um processo €

i—p>
autorregressivo se os seus erros sao autocorrelacionados. Em se tratando de fendmenos bioldgicos,
cuja dependéncia temporal € iminente, alguns modelos autorregressivos, como os Modelos
Vetoriais Autorregressivos (VAR), tém sido aplicados para descrever um processo estocdstico e

identificar as estruturas de correlagdo serial dos erros (GURUBEL et al., 2019; KHAN; SAEED;
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ALI 2020).

Portanto, para testar a hipdtese apresentada na Equacdo (4.15), é preciso incluir as
informacdes de correlacao serial no cédlculo da estatistica do teste. Neste sentido, considere o
processo estocdstico Y;, o qual € definido aqui como uma colecao de observagdes da varidvel Y

em diferentes instantes ¢, tal que ¢ € [0, 3], sendo ¢ o tempo total de biorremediagdo e

O=to<ti < ---<t,, =15 (4.16)

Seja Y, qualquer uma das varidveis O, X, N e P observadas no tempo ¢. Um Modelo

VAR para o processo estocdstico Y;, baseado em Khan, Saeed e Ali (2020), é:

b
Y, = By + Y (B;Y, ) + s, (4.17)

=1
em que p € a ordem do Modelo VAR e indica quantas observacdes anteriores a0 momento ¢ sao
utilizadas para estimar a autocorrelacdo de Y;, B, € um vetor de constantes com dimensao n x 1,
B;,parat = 1,...,p, sdo matrizes n x p formadas pelos coeficientes do Modelo VAR(p) e 7, é
um vetor de ruidos brancos de mesma dimensao de B, e Y, tal que E[n,] = 0e Var[n,] = o7,

desconhecida.

Deste modo, seja ¢ a estatistica calculada do teste (4.15) para avaliar se a estrutura de
covariancia de uma varidvel Y; é homoceddstica ou ndo e defina & como o nivel de significancia

do teste. Uma metodologia para calcular ¢ para uma varidvel Y; € apresentada no Algoritmo 4.1.

Algoritmo 4.1 Cilculo da estatistica ¢ para o teste de hipdteses (4.15) em relacdo a varidvel Y,

Passo 1: Defina o tempo total de biorremediagdo ¢ € n 0 nimero total de observacdes durante o
processo de biorremediacao;
Passo 2: Defina a ordem do processo vetorial autorregressivo, p, tal que 1 < p < m, sendo
m = tp, o tempo final de biorremediacao;
Passo 3: Ajuste o Modelo (4.17) pelo Método dos Minimos Quadrados (4.6) para determinar
BO, éi, parai =1,2... ,p,sendo Y,,, = Y;;
Passo 4: Calcule o vetor residuo 7, = Y, — (éo +>r, Eth,Z);
Passo 5: Ajuste o modelo auxiliar 7); = v, + ¢,Y; + , pelo Método dos Minimos Quadrados
(4.6), para determinar 1&0 e 1/;1, que sdo os estimadores dos vetores de coeficientes da regressao
neste modelo auxiliar, sendo 7y o vetor de erros do modelo, tal que E[y] = 0e Var[y] = 1;
Passo 6: Calcule a estatistica SQR = Y7 (7, — (tho + 11, Y}))%
Passo 7: Calcule a estatistica SQT = >." (Y? — mE[Y;]?), em que E[Y;] é a média das
observacoes de Y no tempo ¢;

. SQR
Passo 8: Calcule a estatistica 2 =1 — ——
SQT
Passo 9: Faca ¢ = nR?;
Resultado: A estatistica do teste (4.15) para a varidvel Y, € ¢.

Quando ¢ > «, diz-se que ndo hd evidéncias para rejeitar a hipdtese nula, ou seja, ndo ha

indicios de heterocedasticidade na estrutura de covariancia de Y;. Portanto, para testar a hipétese
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(4.15), aplicou-se o Algoritmo 4.1 as variaveis O, X, P e N, para os Grupos A e B, com um
Modelo Vetorial Autoregressivo de segunda ordem (p = 2) e um nivel de significincia o = 0.05.

Os resultados do teste de White para o conjunto de dados analisado estao descritos na Tabela 8:

Tabela 8 — Estatistica ¢ para o teste de homocedasticidade de White

Grupo A Grupo B
Y, P N 0 X P N O X
¢ 0.1167 0.2672 0.2373 0.1662 0.1133 0.3456 0.2656 0.1622

Como todas as estatisticas ¢ calculadas foram superiores a 0.05, a hip6tese nula ndao
é rejeitada. Em outras palavras, infere-se que ndo hd evidéncias de heterocedasticidade para a
distribui¢do temporal das varidveis O, P, N e X. Neste sentido, para futuras andlises, considera-
se que a média em cada tempo € uma estatistica que consegue representar as informacoes de
todas as amostras e, para a estima¢ao dos parametros do Modelo (3.17), que serd realizada no
Capitulo 5, utiliza-se entdo apenas as médias das amostras em cada tempo, permitindo que a

estimacdo ocorra com um menor custo computacional.
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5 Estimacao de Parametros do Modelo

Proposto

Para avaliar se 0 Modelo (3.17) proposto neste trabalho consegue representar o fendomeno
estudado, a saber, a biorremediacao de um efluente doméstico por meio da acao de microalgas
da espécie Chlorella sorokiniana, alguns procedimentos podem ser realizadas, como a estimagdo
dos parametros do modelo, a andlise da estabilidade das suas solu¢des de equilibrio e simulacdes
computacionais em cendrios distintos. O foco deste Capitulo € abordar a metodologia empregada
para a estimagdo dos parametros do Modelo (3.17) e apresentar e discutir seus resultados, os
quais foram obtidos a partir do processamento do conjunto de dados reduzido apresentado no
Capitulo 4, sendo que este conjunto € constituido das médias das observacoes das concentracoes
de oxigénio dissolvido, fésforo total, nitrogénio total e células algais, em tempos ndo igualmente

espacados.

5.1 Estimacao de Parametros

Ao se falar de estimacdo de parametros, a metodologia mais conhecida talvez seja o
Método dos Minimos Quadrados, ou Minimos Quadrados Ordindrios, que foi desenvolvido para
resolver um problema de minimizacao do erro quadritico médio para modelos lineares, como
apresentado na Equacao (4.6). De acordo com Draper e Smith (1998), no contexto de modelos
de regressao, um modelo € classificado como linear se puder ser escrito como uma combinacdo
linear de seus parametros. Exemplos de modelos lineares sdo as Equagdes (4.8), (4.9) e (4.11),

que sdo uma combinacdo linear do vetor de parametros /3.

Contudo, existe uma diversidade de fendbmenos que ndo podem ser explicados simples-
mente por modelos lineares, uma vez que a teoria deste tipo de modelagem foi baseada nas
suposicoes de homocedasticidade, normalidade dos erros e independéncia das observacoes.
Dentre as diferentes classes de modelos de regressdao, os modelos ndo lineares sdo bastante
empregados em variadas dreas da ciéncia, por seus pardmetros serem de facil interpretacao
pelo pesquisador, possuirem bases mecanisticas ou empiricas e serem parcimoniosos (SINGER;
ANDRADE, 1986; DRAPER; SMITH, 1998).

Ruckstuhl (2012) define como modelos de regressao nao linear todos aqueles modelos
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que podem ser reescritos como a Equacdo (5.1),

Y = f(0,7) +e, (5.1)

em que a funcdo f € uma funcdo ndo linear para pelo menos um componente do vetor de
parametros ¢, Z € uma matriz formada pelas n observagdes de p varidveis explanatorias, Y é
a varidvel resposta e € o erro do modelo, com mesma dimensao de Y. Bates e Watts (1988),
por sua vez, afirmam que o Modelo (5.1) € classificado como ndo linear se pelo menos uma das

derivadas de f(6, Z) em relag@o ao vetor de pardmetros € depende de pelo menos um pardmetro.

Neste sentido, o Modelo (3.17) € um modelo ndo linear, ja que todas as equagdes deste
sistema possuem o funcional 1, que € uma fungéo néo linear nos pardmetros Ky, Kp e K.
A classificacdo do Modelo (3.17) como nio linear também poderia ser feita através do cdlculo
das derivadas de qualquer uma das equacdes em relacdo ao vetor de parametros ¢ definido na
Equacdo (5.2):

HT - [Mmam; 67 KN7 KP7 KioJ KO7 Kmv )0; ap, 57 YX/07 YX/P7 YX/N] (5'2)

A aplicacdo do Método dos Minimos Quadrados para a estimacdo de 6 € inapropriada
entdo, ja que este método pressupde linearidade nos pardmetros. Contudo, para o desenvolvimento
de qualquer método de estimacao, € importante estimar o valor do erro do método a cada iteracgao,

pois assim € possivel verificar se 0 método converge.

Considere que o erro de estimacao ¢ tenha média nula, E[¢] = 0, variancia desconhecida,

e que

Y =E[Y |0,Z] =E[f(0,2)+¢|0,2] = f(0,2) (5.3)

€ a estimativa da varidvel resposta Y, na qual 6 é o estimador de §. Uma formulagdo para a

estimativa do erro do Modelo (5.1), andloga a formulacdo da Equacgdo (4.6), é:
ee = (Y-E[Y|0,Z])" (Y —E[Y | 6,Z])
= (Y= f(0.2)"(Y - f(0,2)). (5.4)
Os estimadores dos erros de um modelo, de acordo com Draper e Smith (1998), sao

denominados de residuos, os quais necessitam ser minimizados em razao de se obter a melhor

estimativa para os parametros . Neste sentido, resolver o problema

min S(0), (5.5)



Capitulo 5. Estimagdo de Pardmetros do Modelo Proposto 66

significa determinar um vetor 0 que minimize a Soma de Quadrados dos Residuos S(0) = ¢
do Modelo (5.1) fazendo 6 = 0. Em outras palavras, resolver o Problema de Otimizagao (5.5) é
determinar os melhores valores para o vetor de parametros 6, para que, entdo, o Modelo (3.17)

represente com fidelidade o conjunto de dados utilizados neste trabalho.

Existem vérias abordagens para resolver o Problema de Otimizagao irrestrito (5.5), como
0s Métodos de Gauss-Newton, Broyden—Fletcher—Goldfarb—Shanno, Programacao por Metas
e outros (ALMEIDA et al., 2020; DRAPER; SMITH, 1998; BATES; WATTS, 1988). Neste
trabalho, a estimag@o do vetor de parametros 6 foi realizada via Método de Levenberg-Marquardt
adaptado a um modelo de equagdes diferenciais ordinarias (HECKE, 2017; RANGANATHAN,
2004).

O Método de Levenberg-Marquardt (MLM) foi desenvolvido baseando-se na aproximagao
de uma fung¢@o ndo linear f (6, Z) em torno de um vetor de valores iniciais §, por uma série de
Taylor. O MLM € uma metodologia iterativa que busca resolver o Problema de Otimizacao (5.5)

por meio do problema auxiliar:

A " AT -l
0141 = 0, — <Jl J + /\ZI) Jy &,
/\l+1 = h)\h

(5.6)

em que 6, € a estimativa do vetor # na iteracdo [, J; é a matriz Jacobiana de f, formada pelas
derivadas parciais de f em relagdo a cada um dos pardmetros do vetor ¢, avaliadas em 6,, isto

Of 5

AT A
é, %(91, Z), I é a matriz identidade com mesma dimenséo de .J; J;, ¢; € o erro de estimacéo

em cada iteracdo, talque ¢, = Y, — f (él, Z), A\, € o fator de damping que € atualizado a cada
iteracdo ao ser multiplicado pela constante h (ALMEIDA et al., 2020; SEBER; WILD, 2003).
A atualizagado do fator h pode ser realizada de diversas maneiras e aqui adotou-se a atualizacdo
proposta no trabalho de Soetaert, Petzoldt et al. (2010).

Segundo Almeida et al. (2020), Benedito e Santos (2017) e Smirnova, Sirb e Chowell
(2019), o fator de damping A é um diferencial entre o0 Método de Gauss-Newton e 0 MLM. Este
parametro do MLM auxilia e foi proposto inicialmente para tentar solucionar o problema de
singularidade da matriz JTJ em qualquer iteracao, além de poder acelerar a convergéncia do

método para estimagdo de 6, reduzindo o tempo computacional.

White (1980) cita que a falta de independéncia entre observacdes acarreta em problemas
na estimagdo de parametros, por ndo haver garantias de que JrJj possui posto completo e, por
conseguinte, nao existir uma matriz (j T )~'. De acordo com Soetaert, Petzoldt et al. (2010), a
existéncia da inversa de J7.J implica diretamente na estimagdo de {2, a matriz de covariancias

dos parametros 6, pois

= = Var[f] =~ 2(J7J)%. (5.7)
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Para um vetor § de dimensdo q % 1, quando € possivel determinar =, entdo:
Var[0;] = 2., i = 1,2,... ¢ (5.8)

Cov[f;, 0, =2, i=1,2,....¢,5=1,2,...,q,i £ ]. (5.9)

Segundo Ruckstuhl (2012) e Bates e Watts (1988), caso exista (j T )~! e, adotando a
nomenclatura proposta por Soetaert, Petzoldt et al. (2010) na Equacao (5.7), entdo uma regiao
de confianga para o vetor de parametros 0 pode ser descrita por um disco g-dimensional, cujas

fronteiras podem ser expressas pelo intervalo de confianca:

A

(0 — ty_gasese(d), 0+ s5e(0)tx_gap), (5.10)

sendo ./, uma estatistica bilateral, com distribui¢do ¢ de Student e N — ¢ graus de liberdade,
calculada sob o nivel de significancia o, para um total de observacdes N de um conjunto de

dados, e o erro padrao (se) de é,», 1=1,2,...,q

se(6;) = X?r_[eq] . (5.11)

Além disto, se = € calculdvel, entdo bandas de predi¢do podem ser estimadas para a funcao

f(0,Z). Em outras palavras, é possivel estimar curvas que limitam inferior e superiormente a

curva f (9 , Z ), sendo elas definidas pela seguinte banda de confianca:

(£, 2) = tn—yasese(£(0,2)),  F(B,2) + tn_yapse(£(0, 2))), (5.12)
em que o erro padrao da resposta f (9, Z), de acordo com Ruckstuhl (2012) e Bates e Watts
(1988), é definido como:

S(0)

IT—-1
= 1
gl AN (5.13)

se(f(9,2)) =

sendo S(f) a Soma de Quadrados dos Residuos quando 6 = @ e ||w]|, a norma Euclidiana de w.

Para estimar o vetor de parametros ¢ para uma realizacao do Modelo (3.17), isto €, para

determinar é, tal que

A, o~ — — —

QT = [:amaam 57 KN) KP7 K; K07 Km ﬁa &;’7 g? X/0» YX/P7 YX/N]; (514)

10
€ preciso aplicar um método de resolucdo ao Modelo (3.17) no instante ¢, a fim de obter o vetor

de solugdes integrais Y, = [O,, P, N,, X,]. Um procedimento para determinar 9 definido na

Equacdo (5.14), é apresentado no Algoritmo 5.1.
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Algoritmo 5.1 Estimagdo do vetor de pardmetros 6 do Modelo (3.17)

Passo 1: Defina um vetor éo, com valores iniciais arbitrarios de 6, e o vetor de condicdes iniciais
Yo = [0(0), P(0), N(0), X(0)];

Passo 2: Defina ¢z como o tempo de biorremediagdo e Y ., como o vetor de valores observados
das varidveis O, P, N e X, nesta ordem, em um tempo ¢ € [0,%5]], sendo que cada varidvel
possui /N observacoes;

Passo 3: Determine as solugdes numéricas do Modelo (3.17), com condi¢do inicial igual ao vetor

Y, e o vetor de parAmetros iniciais 6;

A Y,k
Passo 4: Calcule a matriz Jacobiana .J, das derivadas parciais —— (0p), parak =1,...,4¢

00,

7 =1,...,13, no instante ¢t = 0;

Passo 5: Defina um nivel de tolerancia 7, um passo h, um nimero maximo de iteracoes ,,,, €
um valor inicial de damping, \;

Passo 6: Calcule e, =Y, — Y, s e facal = 1;

Passo 7: Enquanto [ < [, faca

7.1 Resolva o problema auxiliar apresentado na Equacgao (5.6), determinando 9l+1;

7.2 Determine Y, a partir das condi¢des iniciais Yy, utilizando o vetor de parametros éz+1;
7.3 Calcule g, =Y, =Y, 513
7.4 Faca O + éz+1;
7.5 Calcule S(0) = &”7¢;
7.6 Calcule J,(O);
7.7Se ||© — 0,||, < 7 entdo
| Fagal < l,,..;
Senao )\, + h\el <+ [+ 1;

Passo 8: Determine as solucdes numéricas de Y, utilizando o vetor de condicdes iniciais Y; e o
vetor de pardmetros O;
Passo 9: Se .J7(0).J,(©) possui inversa entio

9.1 Estime a variancia do vetor de parAmetros © fazendo = = 2(.J7(0)J,(0))*;
9.2 Calcule o erro padrdo e o intervalo de confianc¢a para cada parametro ©,, j = 1,...,13,
a partir das Equacdes (5.10) e (5.11), a um nivel de significancia o = 5%;
9.3 Calcule o erro padrio e as bandas de predicdo para as solucdes Y;, a um nivel de signifi-
cancia o = 5%, a partir das Equagoes (5.12) e (5.13);

Resultado: O melhor conjunto de paradmetros é dado pelo vetor ©.

Dado que o melhor vetor de parametros foi determinado, € importante avaliar a qualidade
dos estimadores de 6. Neste trabalho, a avaliacdo da qualidade do estimador de 6 foi baseada na

estatistica S(6), a qual representa a Soma dos Quadrados dos Residuos do Modelo (3.17) quando

6= é, e na andlise da distribui¢ao dos residuos brutos.

A partir da aplicag@o dos resultados obtidos no Algoritmo 5.1 no Modelo (3.17), podem
ser feitas inferéncias sobre outras propriedades do bioprocesso, como a quantificacao de seu
desempenho. De acordo com Singer e Andrade (1986) e Zerbe (1979), para estimar o efeito
acumulado de uma varidvel em relagdo ao tempo ou avaliar os efeitos de diferentes grupos em um
experimento descrito por um modelo matemdtico nao linear, uma estatistica capaz de fornecer

tais informacdes € a drea sobre a curva.
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Para determinar o potencial médio de uma varidvel Y qualquer (potencial de consumo de
nutrientes ou potencial de geracdo de produtos, por exemplo) em algum momento ¢ do intervalo
de tempo [0, ¢ 3], um bom estimador é dado pela média da drea sobre a curva de Y em relag¢do ao

tempo t, ¥(Y;), como apresentado na Equacdo (5.15):

w(Y;) = 1/; Y, ds. (5.15)

E, consoante a Zerbe (1979), para estimar of efeitos de diferentes tratamentos (A e B) na

resposta de uma varidvel Y}, propde-se o estimador (4 (Y;), tal que:

1/2

t
GV = [ [ s =Vomas| (5.16)
sendo Y, , o valor da varidvel Y no Grupo g observada no tempo ¢, para g = A, B.

As estatisticas ¥ e (4 g, juntamente com os estimadores dos componentes do vetor de
pardmetros 6, fornecem informacdes sobre a dindmica da biorremediagdo, além de evidenciarem
as diferencas no crescimento e metabolismo algal sob a presenca ou auséncia de firmacos. Neste
sentido, a préxima se¢do se dedica a realizar experimentos computacionais, para aplicar as

técnicas desenvolvidas neste Capitulo.

5.2 Simulacoes Computacionais

O Modelo (3.17) foi implementado computacionalmente utilizando o conjunto de dados
descrito no Capitulo 4 e o Algoritmo 5.1, com o uso do pacote FME (SOETAERT; PETZOLDT
et al., 2010), disponivel em linguagem de programacgdo R, no qual os valores escolhidos para
o fator de damping A, o passo h, o nimero méximo de iteragdes [,,,, € a tolerancia 7 foram os
padrdes do préprio pacote, a saber, 7 = 1.0 x 107°, [,,,,, = 100, h = 9.7656 x 10~* e A = 100.
Com estes dados, 0 Modelo (3.17) foi resolvido por meio do Método de Runge-Kutta de 4*ordem,
para um tempo tz = 10 dias, com um passo h, = 0.01, e condicdes iniciais iguais as médias
das amostras de O, P, N e X no tempo t, = 0 dias, para ambos os Grupos A e¢ B, de modo que
A indica um efluente doméstico livre de farmacos e B se refere a um efluente doméstico com
farmacos dissolvidos. As condicdes iniciais para 6, isto €, 6, foram arbitrarias e sdo apresentadas
na Tabela 9, na qual u ~ N (0, 1).

Tabela 9 — Valores iniciais para o vetor de parametros ¢

Pardmetro i, 0 Ky Kp Kio Ko K, P ap & Yo Yxip Yx/n
Valor 01 « 90 15 10 83 20 001 O 0.1 0.1 0.1 1.0

Os valores estimados para o vetor de parametros ¢, em uma realizacdo do processo

estocastico descrito pelo Modelo (3.17) (ou seja, para apenas um valor de ¢§), para ambos os
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Grupos A e B, estdo apresentados na Tabela 10.

Tabela 10 — Estimativa dos parametros do Modelo (3.17) para dois tratamentos.

Parimetro Grupo A Grupo B
6 IC(6395%) 0 IC(9;95%)
Himaz 51.41 (50.49; 52.34) 2.80 (2.65; 2.94)

) 0.26 (-3.03; 3.55) 1.02 (0.75; 1.29)
Ky -487.57 (-517.91;-457.23) -69.47  (-70.87; -68.07)
Kp 53.86  (-94.62;-13.11)  -9.79 (-10.47; -9.11)
K, -41.96  (-430.33;346.41)  0.04 (-3.02; 3.08)
Ko 6.54 (5.96;7.12) 7.01 (6.67; 7.35)
Ky 83.13 (77.92; 88.33) 16.56 (16.15; 16.96)

0 0.07 (-0.25; 0.39) 1.92 (1.38; 2.48)
ap 0 - 3.21 (2.22; 4.20)

3 0.83 (0.23; 1.44) 0.64 (0.31; 0.97)
Yx/0 0.53 (-0.72; 1.78) 25.02 (18.99; 31.06)
Y/p 0.20 (-0.14;0.55) 210.18  (-221.62; -198.74)
Yy/n 7.15 (6.01; 8.27) 405.63  (399.31;411.95)

Todas as estimativas dos parametros possuem valores bastante distintos, indicando que
a presenca de farmacos no biorreator modifica a dindmica do bioprocesso. Comparando os
resultados da Tabela 10, exploratoriamente, diz-se que a presenca de firmacos pode ter promovido
um decréscimo na velocidade mdxima especifica de crescimento das algas (i4,,..), na capacidade

suporte da populacdo de C. sorokiniana e na taxa de transferéncia de oxigénio no meio de reagdo
(©.

Por outro lado, a presenca de farmacos dissolvidos no efluente pode ter promovido um
aumento nos valores da constante de saturagdo de oxigénio (/,), no fator de precipitacdo de
fésforo (p) e nos rendimentos de produgdo de oxigénio (Yx,o) € consumo de nitrogénio (Y, ). Os
valores de saturacdo pelos nutrientes nitrogénio e fésforo (K e Kp), em mddulo, sdo menores
no Grupo B, o que indica possivelmente que os mecanismos de regulacdo metabolica da C.
sorokiniana, durante a remocao destes nutrientes, tenham respostas em relagdo a saturacao por

nutrientes com antecedéncia no Grupo B, quando comparado ao Grupo A.

Observa-se também uma mudanca na dinamica do bioprocesso devido a presenca de
farmacos, especificamente sob os pardmetros K , € Yx,p. Aparentemente, a presenga de firmacos
promove o aumento da velocidade ;. em relag@o ao pardmetro K, ao passo que, na auséncia
destes xenobidticos no meio, o oxigénio parece inibir o crescimento algal quando sua concentragdo
¢ préxima de 42 mg L.™*, podendo frear a taxa de reproducéo algal. Consoante a estimativa do
pardmetro Y, p € considerando apenas o valor deste pardmetro, a presenca de farmacos pode
promover a acumulacao de fésforo no meio, diferentemente do grupo controle (Grupo A), em

que a atividade das algas estd relacionada com a degradagdo de fésforo (Y, p > 0).
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O valor do parametro ap no Grupo B representa uma medida do efeito da presenca de
farmacos no efluente na taxa de variagdao da concentracdo total de fésforo. Analisando a estimativa
de ap, diz-se que a presenca de farmacos no efluente aumenta, em média, 3.21 mg L™* dia~' na

concentracdo total de fésforo no biorreator em comparacdo com o Grupo A.

Analisando os valores de estimados de § na Tabela 10, espera-se que a dindmica do Grupo
B seja mais influenciada por fatores ambientais ndo contabilizados no Modelo (3.17) quando
comparada a dinamica do Grupo A. Possiveis razdes para o valor de ¢ ser maior no Grupo B
podem ser resumidas as interagdes das células algais com diferentes formacos e seus variados

metabolismos.

A

Para ambos os Grupos, S() apresentou valores préximos de zero, sendo 0.5974 no
Grupo A e 0.3858 no Grupo B, indicando que as solu¢des do Modelo (3.17), com os valores dos
parametros estimados pelo Algoritmo 5.1, se aproximam bastante dos valores observados no
conjunto de dados, evidenciando a possibilidade de se utilizar o modelo matemaético proposto aqui
como uma ferramenta para planejamento, controle e otimizacao da biorremediacdo de efluentes

domésticos por C. sorokiniana.

A

Ao dividir S () pelos seus respectivos graus de liberdade, obtém-se a estatistica Quadrado
Médio dos Residuos ()M R), que permite comparar a qualidade da estimacdo em diferentes
grupos. Para avaliar a convergéncia do Algoritmo 5.1, apresenta-se na Figura 4 os valores de
@M R em cada iterag@o para ambos os grupos. Observa-se que os valores iniciais da Soma de
Quadrados dos Residuos eram superiores a 1500 no Grupo A e 4000 no Grupo B, devido a
escolha de valores iniciais de ¢ distantes do valor 6timo deste pardmetro. Analisando a Figura
4, diz-se que o Algoritmo 5.1 convergiu para um minimizador da Equacao (5.5) em 6 iteracdes

para o Grupo A e 14 para o Grupo B.

800 —— Grupo A

—— Grupo B
600 ||
QMR 400
200

T \ T T T T T T T 1
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Iteracoes

Figura 4 — QM R ao longo de 100 iteracdes do Algoritmo 5.1.
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A andlise da distribuicao dos residuos da estima¢ao também € uma etapa importante
para a avaliacdo da qualidade dos resultados obtidos. Desta forma, apresenta-se na Figura 5 as
dispersoes dos residuos brutos calculados em relagdo aos valores observados das varidveis de

estado O,, P,, N, e X, para os Grupos A e B, respectivamente.

Nota-se, na Figura 5, que os residuos brutos, para ambos os grupos, estio distribuidos em
torno do zero, o que corrobora com a suposi¢ao feita para o desenvolvimento do MLM, ou seja,
Ele] = 0. Além disto, observa-se que os valores dos residuos estdo distribuidos aproximadamente
entre -0.6 e 0.5, para os Grupos A e B, indicando que a diferenca, em médulo, entre o valor real
e o valor estimado das varidveis de estado é menor que uma unidade de concentragdo (mg L™*

ou 10° células L1).

Observacoes

e Grupo A
e Grupo B
0.5
o
L e L
5 * o
e o0 ° °
0 —Q—Q—.—.—H—.—'—.—.—. ®
o ° T ® \
S 10 15 20
N= °
(0]
Q
o

1

Figura 5 — Distribui¢do dos residuos brutos pelas observacgodes de O, P, N e X.

Visto que os residuos brutos estdo distribuidos em torno do zero com uma baixa dispersao
e a Soma de Quadrados dos Residuos € proxima de zero, para ambos os grupos testados, conclui-se
que os valores dos parametros estimados pelo Algoritmo 5.1 sdo bons estimadores para o vetor e,
por conseguinte, 0 Modelo (3.17), implementado com o conjunto de pardmetros estimados, pode
ser utilizado para realizar predicdes da dindmica do bioprocesso. Desta forma, apresentam-se nas
Figuras 6-9 as solugdes numéricas do Modelo (3.17) geradas com condi¢Oes iniciais iguais as

utilizadas no Algoritmo 5.1 e com os valores estimados de ¢ para os Grupos A e B.
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Figura 6 — Dinamica da varidvel O, para os Grupos A e B. Os pontos em vermelho indicam as
médias das concentracdes de oxigénio dissolvido medidas nos fotobiorreatores.
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Figura 7 — Dinamica da varidvel P, para os Grupos A e B. Os pontos em vermelho indicam as
médias das concentracdes totais de fésforo medidas nos fotobiorreatores.
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Figura 8 — Dinamica da varidvel /V, para os Grupos A e B. Os pontos em vermelho indicam as
médias das concentragdes totais de nitrogénio medidas nos fotobiorreatores.
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Figura 9 — Dinamica da varidvel X, para os Grupos A e B. Os pontos em vermelho indicam as
médias das concentracdes de células algais medidas nos fotobiorreatores.

As solucdes numéricas das varidveis de estado apresentadas nas Figuras 6-9 descrevem
bem a dindmica da geracdao de gis oxigénio, da remog¢ao de fésforo e nitrogénio, além do
crescimento da populag¢do de microalgas C. sorokiniana. Dentre todas as simulacdes apresentadas,
as solugdes numéricas da varidvel P, foram aquelas que apresentaram gaps com a nuvem de
pontos amostrais, provavelmente devido a estrutura de variancia das observacoes de fosforo total

durante o tempo de biorremediagao.
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A dinamica da concentracio de oxigénio dissolvido no fotobiorreator, Figura 6, é similar
em ambos os casos. A concentracdo de O, cresce rapidamente do inicio da biorremediacdo até o
quarto dia, aproximadamente, e ap6s este periodo, o valor de O, tende a decrescer suavemente.
Analisando os valores de K, na Tabela 10 e o perfil das concentragdes de oxigénio dissolvido
nos tempos 7 e 8 dias, respectivamente para os Grupos A e B, pode-se dizer que, possivelmente,
a concentragdo de O, se aproxima da concentragéo de equilibrio, a saber, 6.5418 mg L~' para A
e 7.3856 mg L~! para B.

Quanto a concentragdo de fésforo no fotobiorreator, observou-se que, no Grupo A (Figura
7a), este nutriente foi apenas consumido, o que explica a monotonicidade da curva F,. J4 no
Grupo B, o rendimento de consumo de f6sforo Y, » < 0, indicando que, neste caso, Y, p €, na
verdade, uma taxa de geragdo de fésforo pelo metabolismo algal e principal fator de decréscimo

na concentragdo de P, é devido aos efeitos de precipitacao, p.

Em relacdo a concentracao de nitrogé€nio, Figura 8, para ambos os grupos testados
observou-se que o perfil da concentracio deste nutriente ao longo do tempo € similar, atingindo
concentragdes proximas de zero em torno do décimo dia do bioprocesso. Por sua vez, o perfil da
concentracao de células algais ao final da batelada € distinto, uma vez que X;, no Grupo B, se
estabilizou préximo ao valor de sua capacidade suporte (K, = 16.3157 x 10° células L), ao
passo que X, continua crescendo no Grupo A, pois, neste grupo, K, = 128.3039 x 10° células
L1

Apesar da maioria dos pontos amostrais estarem bem préximas as curvas obtidas pela
estimagdo de parametros, € necessdrio calcular as bandas de predi¢do para cada curva, a fim de
visualizar se todos os pontos amostrais estdo contidos em um regido de confianca. As bandas de
predicdo para as solu¢des numéricas de O,, P;, N, e X;, a um nivel de confianca de 95%, sdo
apresentadas nas Figuras 10-13, nas quais nota-se que todos os pontos amostrais estao dispersos
entre as bandas de predi¢do inferior e superior (pontilhadas em azul). Em outras palavras, embora
a estrutura de variancia dos parametros estimados nao tenha sido determinada, as solugdes
numéricas de O,, P;, N, e X,, geradas com os valores dos parametros estimados para todos os
grupos, representam uma ferramenta confidvel para a realizacdo de predicdes e planejamento da

biorremediacdo de um efluente doméstico.
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Figura 10 — Bandas de predicdo para a varidvel de estado O, utilizando o conjunto de pardmetros
estimados, para os Grupos A e B. Os pontos em vermelho indicam as médias das
concentracdes de oxigénio dissolvido medidas nos fotobiorreatores e as curvas
pontilhadas em azul sdo as bandas de predi¢cao (95% de confianga).
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Figura 11 — Bandas de predicdo para a varidvel de estado P, utilizando o conjunto de parametros
estimados, para os Grupos A e B. Os pontos em vermelho indicam as médias das
concentragcdes de fosforo total medidas nos fotobiorreatores e as curvas pontilhadas
em azul sdo as bandas de predi¢do (95% de confiancga).
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Figura 12 — Bandas de predicdo para a varidvel de estado [V, utilizando o conjunto de pardmetros
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estimados, para os Grupos A e B. Os pontos em vermelho indicam as médias das con-
centragdes de nitrogénio total medidas nos fotobiorreatores e as curvas pontilhadas
em azul sdo as bandas de predicdo (95% de confianga).
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Figura 13 — Bandas de predi¢do para a varidvel de estado X, utilizando o conjunto de parametros

estimados, para os Grupos A e B. Os pontos em vermelho indicam as médias das
concentracoes de células algais medidas nos fotobiorreatores e as curvas pontilhadas
em azul sdo as bandas de predi¢do (95% de confiancga).

As bandas de predicado para curvas siao andlogas aos intervalos de confianga para uma

estimativa e sua amplitude estd relacionada a estrutura de variancia dos parametros estimados.
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Observa-se nas Figuras 10, 11 e 13 que as curvas para O,, P, e X, estdo contidas em intervalos
de predicao muito amplos, abrangendo inclusive valores de concentragdo negativos. Todavia, isto
ndo significa que os valores de O,, P, e X, podem ser negativos, mas sim que estas varidveis

possuem variancias maiores quando comparadas a variancia da varidvel NV,.

Por fim, calculou-se a drea sobre a curva das varidveis de estado do Modelo (3.17) para
quantificar as diferencas geradas pelos tratamentos A e B. A partir do cdlculo desta drea, foram
estimados o potencial médio de uma varidvel Y;, ¥(Y;), e os efeitos dos tratamentos na resposta

de Y, durante 7 dias, (4, B(Y[o,n)- Os resultados desta andlise sdo apresentados na Tabela 11.

Tabela 11 — Medidas resumo da andlise da Area Sobre a Curva de Y,

Y, Grupo t(dias) Y(Y,) C(an(Yor)

PR e
T TR
vl RE e
X, 1]2 ; 3232(3) 111.5373

Observou-se que os potenciais de producao de oxigénio e crescimento celular aumentaram,
em média, 0.5253 mg L~ dia~' ¢ 3.6707 x 10° células L~* dia—*, respectivamente, quando havia
farmacos dissolvidos no efluente doméstico. Deste modo, os farmacos no fotobiorreator exibiram
efeitos promotores sob as concentragdes de oxigénio dissolvido e células algais, aumentando a
concentragao média de oxigénio em 18.2885 unidades e a de células algais em 111.5373x10°

unidades.

Por outro lado, as taxas de consumo de fosforo e nitrogénio reduziram, respectivamente,
1.1218 e 4.3 mg L' dia™*. Por conseguinte, os firmacos dissolvidos no efluente tiveram efeito
inibitorio na diminuicao das concentragdes de nitrogénio e fésforo, implicando em um aumento
total de 67.5913 € 31.2207 mg L' de nitrogénio e fésforo dissolvidos no elfuente, respectivamente.
Em outras palavras, para este estudo de caso, os firmacos inibiram o potencial de remog¢ao de

nutrientes pelas microalgas C. sorokiniana, em um periodo de 7 dias de biorremediagao.

De modo geral, o Modelo (3.17), com os parametros estimados neste Capitulo, conseguiu
representar com fidelidade o conjunto de dados referentes a biorremediacdo de um efluente
doméstico sob dois tratamentos, a saber, na auséncia e presenca de farmacos dissolvidos. As
diferentes andlises realizadas neste Capitulo evidenciaram o potencial do Modelo (3.17) em repre-
sentar um bioprocesso de biorremediacdo, permitindo que este Sistema de Equacdes Diferenciais
seja utilizado como ferramenta para predi¢ao, planejamento, controle e otimiza¢do do tratamento

de residuos organicos via microalgas.
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O préximo Capitulo se destina a aplicar os resultados obtidos até aqui em um modelo

matematico para otimizar a remog¢ado de foésforo durante a biorremediacao.
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6 Modelo de Otimizacao

A modelagem matemadtica de um bioprocesso € uma ferramenta poderosa para descrever a
dindmica do fendmeno bioldgico, assim como representa um potencial para o estudo do controle
operacional. Além disto, quando se conhecem as leis que regem a dindmica de um bioprocesso,
é possivel fazer predicdes para o rendimento de determinada reag¢do ou ainda fazer projecdes

baseando-se em diferentes condi¢des iniciais.

Em se tratando de biorremediacdo, € de interesse do operador do bioprocesso que a carga
organica do residuo tratado seja minimizada e que a remocao de certos nutrientes seja maxima,
a fim de evitar problemas de eutrofizacdo. Visto que, tanto para auséncia quanto presencga de
farmacos, os compostos nitrogenados, contabilizados em NV,, sdo totalmente ou quase totalmente
depletados, como foi discutido nos capitulos anteriores, € preciso ainda propor uma estratégia
para aumentar a remocado de fésforo no bioprocesso. Neste sentido, propde-se nesta tese um
modelo matemadtico para maximizar o indice de remocao de fésforo em um biorreator que carreia
a biorremediacdo de um residuo organico por uma populacdo de Chlorella sorokiniana em dois

diferentes tratamentos: sob auséncia e presenca de fairmacos dissolvidos.

6.1 Maximizacao da remocao de fosforo no bioprocesso

A remocao de um nutriente em um bioprocesso pode ser mensurada de diversas formas,
mas geralmente seus resultados sdo dados em porcentagem de remog¢ao ou como uma taxa no

intervalo [0, 1].

Suponha que em um biorreator, no qual um bioprocesso de biorremediagado € carreado em
um tempo finito ¢ no intervalo [0, 7] e que uma concentragdo inicial de fésforo F, é adicionada
ao mosto. Se o fésforo ndo for removido durante o bioprocesso, a drea sobre a curva de concen-
tracao de fosforo € dada por fOT Pydt = P,T. Caso haja consumo deste nutriente, a quantidade
remanescente de fosforo pode ser descrita pela integral fOT P.dt e a quantidade consumida por
(POT — fOT Hdt) , conforme Figura 14.

Geometricamente, observando a Figura 14, a quantidade de f6sforo removida € conta-
bilizada pela drea em azul, enquanto que a drea em magenta indica o fésforo remanescente no

biorreator. A unido das duas dreas representa o cendrio em que o fésforo nao € removido neste
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bioprocesso, isto €, representa uma taxa de remocao de 0%.

P

Figura 14 — Representacdo geométrica da métrica proposta para avaliar a remocao de fésforo.

Uma vez que P, representa um processo estocdstico, uma medida que represente a
quantidade total de fésforo em um periodo finito de tempo pode ser dada pela norma de funcdes
1/2
no espaco de Hilbert, isto €, ( fOT Pfdt) .

Deste modo, uma métrica para avaliar quanto de fésforo foi removido durante em 7’

instantes de tempo pode ser dada pela seguinte expressao:

- 1/2
PT — < / Pfdt) . 6.1)
0

Para computar a taxa de remocao de fésforo, em porcentagem ou proporcao, propoe-se

aqui o indice de remog¢do R, tal que:
/
BT — (J7 Prar)”
/ /
(POT_ (fOTRth)l 2) I (fOT Ptht)l 2

AT - (J7 Prat)”
AT

( /0 " p2 dt) " 6.2)

Para a maximizacdo da taxa de remog¢do de f6sforo durante a biorremediacdo, propde-se

R:

- 1-

1
BT

.. ~ . s . ~ e e . . A s 7 0

um modelo de otimiza¢@o que objetiva determinar a razdo inicial entre nitrogénio e fésforo, o
0

a fim de maximizar a remogao de f6sforo em um bioprocesso carreado em um periodo finito de 0
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a T’ instantes de tempo. E preciso salientar que a razao inicial nitrogénio/fésforo representa um

importante fator no controle do crescimento algal (CHOI; LEE, 2015).

Sejam I o conjunto de todas as solu¢des Y; = [X;, O,, P;, N,] possiveis para o Modelo
(3.17), com condigdes iniciais definidas por Y, = [X,, Oy, P,, Ny| e as varidveis de decisdo N,
e Py, cujarazao ?: € [ri, 7], sendo r; e r, constantes reais positivas que controlam a propor¢ao
entre nitrogénio e fosforo iniciais (CHOI; LEE, 2015). Considere ainda que as concentragdes
iniciais de nitrogénio e fésforo devem ser superiores a um limitante inferior definido pelo operador
do bioprocesso, sendo n; > 0 e p; > 0 os limitantes inferiores para nitrogénio e fésforo,

respectivamente.

Define-se entdo o seguinte Modelo de Otimizacao:

1 T 1/2
P2 dt
P,T </0 K )

S.a. 1/; — [Xt7 Ot7 Pt7 Nt] € [
re o, | (©)
0

No > n;, By > p;
0<t<T

max R=1-

Para solucionar o Modelo (6.3) propde-se aqui uma metaheuristica, a saber, Algoritmo
de Busca em Vizinhanga Varidvel (Variable Neighborhood Search - VNS), descrita na secao a

seguir.

6.2 VNS

O Algoritmo de Busca em Vizinhanca Varidvel, conhecido como VNS, € uma metaheu-
ristica desenvolvida por Hansen e Mladenovi¢ (2001), que visa determinar solugdes 6timas ou
sub-Gtimas a partir de uma solucao inicial factivel, através de buscas em vizinhancas definidas

dentro do espaco de solugdes.

Sejam vy, um vetor de solugdes iniciais para o Modelo (6.3), tal que v, = [ Xy, Oy, Py, No|
e v, satisfaz as restricGes impostas no problema de otimizagdo, e ¢ ~ U(0, 1). Nas proximi-
dades de v, sdo propostas k,,,, vizinhangas, de modo que cada vizinho seja definido como
uma perturbacdo em um unico elemento de v,. O Algoritmo VNS realizard um nimero ma-
ximo de [,,,, buscas locais em cada vizinhan¢a N, k = 1,..., k..., visando encontrar uma
solucdo v, melhor que vy, isto &, visando obter R(v,) > R(vy), sendo R o indice de remogao
de fésforo. O VNS determina um vetor v* tal que R(v*) esteja 0 mais préximo possivel de
R* = max { R(v)|v satisfaz o Modelo (6.3)}.

Neste sentido, dada uma solugao factivel arbitrédria v, para o Modelo (6.3), define-se um

conjunto de vizinhangas de vy, Ny(vy), k =1, ..., 4, como:
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N1(Uo> = {U_()|U_0 = [Xo, Oo, (1 + €>P07 N(]}}u

M(Uo) :{70‘70: [XO; Oy, (1_€>PO7 NO}}a 6.4)
Ni(vo) = {00l = [Xo, O, Py, (L+ )Ny}, '
N4(UO) = {UO|U_O - [XOa OOa P07 (1 - E)NO}} .

A busca pela melhor solu¢do do Modelo (6.3) nas vizinhancas definidas pela Equacao

(6.4) é realizada pelo VNS, descrito no Algoritmo 6.1.

Algoritmo 6.1 Busca em Vizinhanga Varidvel para o problema de remogao de fésforo

Passo 1: Defina uma solucéo inicial arbitrdria v, = [X,, Oy, P, Ny| para o Modelo (6.3),
lmez € N, tal que [,,,,, > 1, e a estrutura de vizinhancas apresentada na Equacdo (6.4);
Passo 2: Calcule R(vy);
Passo 3: Faca k,,,, =4e k =1;
Passo 3: Enquanto © < k,,,, faca
3.1 Gere aleatoriamente v, € N (v,) e fagal =1 ;
3.2 Enquanto [ < [,,,, faca
3.2.1 Gere aleatoriamente 0, € N, (0);
3.2.2 Se R(v,) > R(v,) entdo
Uy — Uy}
R(vy) «— R(vo);
3230+ 1+1;
3 Se R(0y) > R(v,) entdo
Vg — Up;
k+—1;
Senao
| k<+— k+1;

w

Passo 4: v} «— vy e R(vy) «— R(vy);
Resultado: A melhor soluco obtida é v} e 0 mdximo determinado pelo algoritmo é R(v;).

A aplicac@o do VNS em diferentes cendrios para resolucao do problema descrito pelo

Modelo (6.3) € abordada na préxima secao.

6.3 Experimentos computacionais

A resolucdo do Modelo (6.3) foi implementada em linguagem R (R Core Team, 2019) e
em um computador com caracteristicas descritas no Capitulo 4. Os testes computacionais foram

conduzidos utilizando seis diferentes cendrios, os quais estdo descritos na Tabela 12.
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Tabela 12 — Diferentes cendrios para a resolucao do Modelo (6.3)

Estocasticidade
Farmacos Auséncia | Taxa fixa | Taxa aleatéria
=0 | dconstante | 6, ~ N(0,1)
Auséncia (G=0) | Cendrio 1 | Cenério 3 Cendrio 5
Presenca (G=1) | Cendrio 2 | Cendrio 4 Cenario 6

Esta estrutura de cendrios foi idealizada a fim de abranger todas as possiveis aplicagdes do
Modelo (6.3), considerando as caracteristicas do meio de reacdo com respeito a presenca/auséncia
de farmacos dissolvidos e possiveis ruidos no bioprocesso. No caso de ¢ = 0 (Cendrios 1 e 2),
os resultados obtidos se referem a um cendrio totalmente controlado, ou seja, livre de qualquer
perturbacdo. Quando § assume um valor fixo, o qual € tomado aleatoriamente de uma distribuicdo
N(0, 1) (Cendrios 3 e 4), os resultados obtidos dizem respeito a uma situagdo em que existem
ruidos e o operador do bioprocesso conhece a intensidade de tais perturbacdes e suas influéncias
no biorreator. Por fim, nos Cendrios 5 e 6, assume-se que J, ~ N (0, 1), isto é, em cada tempo
t € [0, T] do bioprocesso, § assume um valor distinto, o que pode ser interpretado como uma
situacdo em que o operador sabe da existéncia de um ruido, mas nao conhece sua intensidade

nem seus efeitos no sistema.

Neste sentido, 0 Modelo (6.3) foi resolvido através de um VNS, o qual esta descrito no
Algoritmo 6.1, com um niimero maximo de buscas locais /,,,,, = 200, considerando os cendrios
apresentados na Tabela 12, a estrutura de vizinhancas apresentada na Equacao (6.4) e, como
limitantes inferiores para nitrogénio e fésforo, n; = p; = 10~*. Considerou-se também v, =
[0.27, 2.06, 6.39, 39.73] como a solug¢do inicial arbitrdria, a qual € equivalente as concentragdes
iniciais médias de algas, oxigénio, fésforo e nitrogénio para os biorreatores do Grupo A. Visando
calibrar os parametros do VNS, foram testados /,,,, = 300 e [,,.. = 400, porém, ndo foram
notadas melhorias nos valores médios de fun¢do objetivo para [,,,, > 200, por isso utilizou-se

nimero méaximo de buscas locais igual a 200.

Apresentam-se na Tabela 13 as estatisticas descritivas dos resultados obtidos em 100
repeticdes do VNS e, na Figura 15, a convergéncia do VNS para um cendrio. A Figura 15 ilustra
a convergéncia do VNS para o Cendrio 5, em que pode ser observado que em 8 iteracdes o
algoritmo ja havia convergido para um valor sub-6timo (ou 6timo) da fungdo objetivo. Além
disto, o tempo computacional necessdrio para repetir 100 vezes o algoritmo proposto nesta tese

para o Cendrio 5 foi de 14.18 minutos.
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Figura 15 — Convergéncia do VNS: funcido objetivo por iteracdes para uma repeticdo no Cendrio
3.

Tabela 13 — Medidas descritivas dos resultados de 100 repeticdes do VNS no Modelo (6.3) em
seis diferentes cendrios.

Cenario Minimo Mediana Maximo Média Desvio Padrao

1 6.39 6.39 7.92 6.50 0.36

2 6.39 6.39 7.34 6.40 0.10

F, 3 6.39 6.39 7.89 6.51 0.36

4 7.41 7.41 7.41 7.41 0
5 1.33 6.39 17.09 5.39 2.25
6 7.41 7.41 7.41 7.41 0

1 39.73 39.73 23771 99.19 74.71

2 39.73 39.73 57.83 40.00 2.19

No 3 39.73 39.73 235.43  104.65 75.91
4 37.06 39.73 57.83 41.77 5.89

5 39.73 39.73 285.43  91.40 73.36

6 37.06 39.73 57.81 41.11 5.12

1 0.71 0.71 0.88 0.77 0.07

2 0.89 0.89 0.90 0.89 0.00

Remocao 3 0.72 0.72 0.88 0.78 0.07
4 0.80 0.80 0.95 0.81 0.04

5 0.70 0.74 0.88 0.77 0.06

6 0.78 0.84 0.93 0.83 0.03

1 5.01 6.22 30.00 15.16 11.25

2 6.22 6.22 9.05 6.25 0.23

Razdo 3 5.03 30.00 15.98 9.05 11.45
No/ P, 4 5.00 5.36 7.80 5.64 0.80
5 5.12 22.81 30.00 18.44 11.06

6 5.00 5.36 7.80 5.55 0.69
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Os valores médios de remocdo (fungdo objetivo) obtidos em 100 repeticdes, apresentados
na Tabela 13, possuem desvios padrdes baixos, indicando que os resultados foram homogéneos
considerando o mesmo cendrio. Quando nao ha fairmacos dissolvidos no meio reativo, pode haver
uma remogao de no méaximo 88% de fésforo se a razdo N,/ P, for, em média, 15.16, 15.98 e
18.44, respectivamente para os Cendrios 1, 3 e 5, enquanto que a remog¢do maxima pode atingir
90%, 95% e 93% para os Cendrios 2, 4 e 6, nesta ordem. A partir dos valores médios da razao
N,/ P,, pode-se dizer que razdes médias entre 5.55 e 6.25 podem promover uma maior remogao
de fosforo.

Quanto aos valores de fésforo F,, suas médias se situam entre 5.39 e 6.51, sob auséncia
de farmacos, e 6.40 e 7.41, na presenca de compostos farmacéuticos. Em relacdo as médias de
nitrogénio V,, diz-se que os valores determinados para os cendrios sob auséncia de fairmacos sdo
maiores (mais que o dobro) em comparacao com as médias para os cendrios sob presenca de
compostos farmacéuticos. Constata-se ainda que os desvios padrdes para os resultados de F, e
N, sob auséncia de firmacos sdo maiores que aqueles na presenca de xenobidticos, indicando

que os resultados para os Cendrios 2, 4 e 6 sdo mais homogéneos consoante as concentragdes I
e N,.

Em suma, os resultados apresentados mostram evidéncias de que a presenca de farmacos
pode contribuir para uma maior remocao de fésforo no biorreator. Além disto, existem diversas
possibilidades de escolha de concentracgdes iniciais de fésforo e nitrogénio que promovam o
mdaximo de remocao de f6sforo durante o bioprocesso, desde que a razdo N,/ P, média seja, sob
auséncia e presenca de farmacos, respectivamente: 15.16 e 6.25, em um biorreator totalmente
controlado, 15.98 e 5.64, sob presenca de ruidos, cuja intensidade e efeitos sdo conhecidos, e

18.44 e 5.55, quando ndo se conhece a intensidade e os efeitos dos ruidos no sistema.

Os resultados apresentados neste Capitulo evidenciam ainda que o Modelo (6.3) tem
potencial para ser utilizado como ferramenta para planejamento 6timo da biorremediacao de
efluentes por Chlorella sorokiniana, de modo a promover a maxima redugao de fésforo no meio

reativo.
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7 Consideracoes Finais e Perspectivas

Neste trabalho propds-se o desenvolvimento de um modelo matemadtico para descrever a
biorremediacdo de efluentes domésticos por uma populacido de microalgas da espécie Chlorella
sorokiniana, em dois cendrios, a saber, na auséncia e na presenca de farmacos dissolvidos
no efluente. Além disto, propds-se um modelo matemético para determinar as concentragdes
iniciais 6timas de nitrogénio e fosforo visando maximizar a remog¢ao de fésforo associada a

biorremediacao.

O Modelo (3.17) proposto nesta tese conseguiu representar bem a dindmica das varidveis
envolvidas na biorremediacao de um efluente doméstico, tanto na auséncia, quanto na presenca
de farmacos dissolvidos no meio de cultura, mostrando que tal modelo possui potencial para ser
utilizado para o estudo da dindmica e do controle do bioprocesso. O Modelo (6.3), por sua vez,
conseguiu determinar condicdes iniciais 6timas que promovem a maxima remocgao de fésforo em

diferentes cendrios, independente da presencga de ruidos no biorreator.

Neste sentido, os modelos propostos evidenciam o potencial da metodologia desenvolvida
neste trabalho para auxiliar na promocao de uma economia sustentavel, da geracao de fontes

renovdveis de energia e na recuperacdo de dreas ambientais contaminadas.

Como perspectivas para trabalhos futuros, cita-se:

1. Estimar os pardmetros do Modelo (3.17) para os outros conjuntos de dados disponibilizados
pelo Departamento de Engenharia Civil e Ambiental (Faculdade de Engenharia - UNESP,

Bauru);
2. Investigar outras metodologias para solucionar o Modelo (6.3);

3. Propor um modelo de otimizacao para determinar as condicoes iniciais que favorecem a
maximizacdo da producao de clorofila durante o bioprocesso, como uma medida auxiliar

para a maximiza¢do da producdo de biohidrogénio associada a biorremediagao.
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A Calculo dos pontos de equilibrio do

modelo proposto

Este capitulo é dedicado a demonstrar os Teoremas 3.4 e 3.5. A prova de tais teoremas

estd descrita a seguir.

Demonstragdo. Os pontos de equilibrio £ = (X, O;, P, N;) apresentados nos Teoremas 3.4

e 3.5 podem ser obtidos ao se resolver o sistema

X, =0 (e +6,) X, (1 = X,) -

O:t =0 . mXiYx0 —§(Ko — Oy) = 07 (A.1)
P, =0 —uXeYxp — pPi+apG =0

N, =0 — e XY/ =0

Nt Pt Kio

e considerando dois diferentes casos: G = O e

ara - max
PRI = e N RN B~ K Koy + O,

G =1, e suponha que os pardmetros do Modelo (3.19) sdo definidos em R.

Como a concentracdo algal X, estd presente em todas as equagdes do Sistema (A.1),
determina-se, primeiramente, as condi¢cdes em que Xt =0: X;=0,X; =1ouu’ = —9,,sendo

1y a velocidade especifica de crescimento algal no equilibrio.
* Primeiro caso - X, = 0:

Aplicando em O, = 0, obtém-se:
—£(Ko—0;) =0 = O] = Ko.

Fazendo X; = 0 em P, = 0:

G
—pP, + apG =0 => P:_O”; L p#0.

Para que N, = 0, quando X, =0, p; pode assumir qualquer valor e, por conseguinte,

N pode ser qualquer constante ndo-negativa. Deste modo, fazendo N; = N, o € R, obtém-se
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os seguintes pontos de equilibrio:

Sf == (O, KO707N1,O)7 G == O (] Sll = <O7Ko, OZD,NLl) y G == 1, (A2)

para p # 0, ar >0, Nyg >0, N;; >0, Ko > 0. No caso em que o valor de N, ¢ > 0, diz-se
P

que o ponto S¢ representa um equilibrio sob concentrag@o constante de nitrogénio e auséncia de

algas.

Se N, = 0, entdo este ponto de equilibrio representa um cendrio na auséncia de

nitrogénio e de algas e pode ser reescrito como:

SO = (0,K0,0,0,G=0 e S= <0,KO,°‘P,0> G=1, (A3)
p
ap
parap #0, — >0, Ko > 0.
p

* Segundo caso - X, = 1:

Substituindo X, = 1 em O, = 0 e realizando algumas manipulacdes algébricas, obtém-se:

:U’:YX/O

O::KO— 5

, £ #0. (A4)

Fazendo X = 1em P, = 0 e realizando algumas manipulacdes algébricas, determina-se

a seguinte expressao:

_ apG — ,U/:YX/P
p )

Pr

p # 0. (A.5)
Para determinar os valores de O} e P;, substitui-se X = 1 em N, = 0, obtendo-se
— Yy =0 = p; =0 = N/=0 ou P =0

G
Substituindo o valor de i} nas Equacgdes (A.4) e (A.5),tem-seque O; = Kpe P = ar ,

z

p
G =0, 1, considerando V) = 0. Ao fazer P} = 0, pi; = 0O e, por conseguinte, O; = K, e N; é
uma constante. Porém, a tnica possibilidade de P ser nulo para X, = 1 € sob a auséncia de
farmacos, isto €, G = 0, pois quando hé presencga de farmacos, espera-se que ap # 0, mesmo

que muito pequeno.
Desta forma, tem-se que:

Sg - (LKO;O,N;,O) ’ S?(,) = (17K0707 0)7 para G = 07 NQ*,O > 0;

(A.6)
Sl = (1,[(0,0"’,0) para G =1, p#£0.
P
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e Terceiro caso - p; = —o:

De Nt = 0, tem-se que:

X Yy =0 = 60X Yy =0 — §#0e X;=0oud=0e X; =c, c€R,.

. G
Fazendo iy = —d em P, = 0, tem-se que P/ = OéL, parap # 0,0 # 0 e X; =
p
0oud=0e X;=c, ceR,.Substituindo o valor da velocidade especifica de crescimento no
equilibrio em O, = 0, tem-se que OF = Ky, para as mesmas condicdes de J e X;* determinadas

pela resolugdo de N, = 0.

Para determinar o valor de equilibrio de N, quando p; = —4, isola-se N, na equagdo

* Nt* ‘Pf* Ki

,LLt = Umaz N . . - _57

Ny — Ky Pr— Kp K, +O;
OZPG .
em que O; = Ky, P/ = ——. Isolando N;" de ¥, obtém-se
K 4] K, K
Nt*:m N’m:— <1+ O)(l—p P),m#l,
m — 1 /fl’max Kz Op

para N # Ky, G = 1 ou GG = 0. Deste modo, na auséncia de estocasticidade, 6 = 0:

S8 = (X;0, K0,0,0), G =0,6=0,

(A.7)
Si = (lekl?KOaOéID)O) , G =1, p#ov ar >0,0=0.
’ p p
Por outro lado, sob presenca de estocasticidade:
L ap mKy Qp
S;=10,Ko, —, ,G=1,p#0,—>0,0#0, Ky <0, (A.8)
p m—1 p

jaque, para G = 0, P — oc.

Neste sentido, determinaram-se todos os pontos de equilibrio descritos nos Teoremas 3.4
e3.5.

]
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