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Resumo

Nesta tese construimos e estudamos uma nova classe de modelos in-
tegraveis (relativistico e nao relativistico) em duas dimensdes, associados
a algebra afim Az(,,l). Estes modelos apresentam sélitons topoldgicos os quais
portam duas cargas elétricas U(1) ® U(1). O modelo de Toda afim (rela-
tivistico) é construido a partir do modelo W ZNW mediante a calibracdo da
acao Swznw e corresponde ao primeiro membro de grau negativo ¢ = —1
de uma hierarquia de modelos cKP do tipo dyon. O modelo mais simples
nao relativistico dentro desta hierarquia corresponde ao grau g = 2 positivo.
As solucoes de 1-s6liton para ambos modelos foram construidas e relagoes
explicitas entre ambas solugoes (assim como entre as cargas conservadas)
foram encontradas. Outro modelo integravel com simetrias nao abelianas
locais SL(2) ® U(1) é introduzido.

Numa aproximacdo a integrabilidade em espacos nao-comutativos estu-
damos generalizacoes nao-comutativas no plano dos modelos integraveis bidi-
mensionais sine-, sinh-Gordon e U(N) Quiral Principal. Calculando a am-
plitude de espalhamento a nivel de arvore de um processo de produgao de
particulas provamos que a versao nao-comutativa do modelo de sinh-Gordon
que se obtém mediante a deformacdo Moyal da respectiva acao nao é in-
tegravel. Por outro lado, a incorporagao de vinculos adicionais que sao obti-
dos a partir da generalizacao da condi¢ao de curvatura nula, tornam o modelo
integravel. O modelo Quiral Principal generalizado a partir da deformagao
Moyal da agao, preserva a sua integrabilidade, ao contrario dos modelos sinh-

Gordon e sine-Gordon.
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Sistemas nao lineares; Solugoes exatas; Geometria Nao-Comutativa.
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Abstract

In this thesis we have constructed and studied a new class of two-di-
mensional integrable models (relativistic and nonrelativistic), related to the
affine algebra A{". These models admit U (1) ® U(1) charged topological
solitons. The affine Toda relativistic model is constructed from the gauged
WZNW action and corresponds to the first negative grade ¢ = —1 member
of a dyonic hierarchy of cKP models. The simplest nonrelativistic model
corresponds to the positive grade ¢ = 2 of this hierarchy. The 1-soliton
solutions for both models were constructed and explicit relations between
them (and the conserved charges as well) were found. Another integrable
model with local nonabelian SL(2) ® U(1) simetries is introduced.

In the context of integrability on noncommutative spaces, we have stu-
died noncommutative generalizations on the plane of the two-dimensional
integrable models sine-, sinh-Gordon and U(N) Principal Quiral. By com-
puting for the sinh-Gordon model, the tree-level amplitude of a process of
production of particles, we proved that the noncommutative generalization of
this model that it is obtained by the Moyal deformation of the corresponding
action is not integrable. On the other hand, the addition of extra constraints,
obtained by the generalization of the zero-curvature method, renders the in-
tegrability of the model. The generalization of the Principal Quiral model
by the Moyal deformation of the action preserves the integrability, contrary

to the previous case.

keywords: Integrable Models; Solitons; Field Theory; Non-linear sys-

tems; Exact Solutions; Noncommutative Geometry.
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Introducao

Entre as entidades mais fascinantes da Fisica estao os sélitons, ondas que se
propagam sem dispersao e que conservam sua forma ao interagir com outros
solitons. Eles sao, geralmente, solugoes exatas localizadas de equagoes di-
ferencias nao lineares. Muitos destes modelos nao lineares apresentam, em
geral, uma propriedade conhecida como integrabilidade, que lhes garante a
existéncia de solucoes exatas. Estes modelos sao conhecidos como modelos
integravens.

O critério de integrabilidade, segundo Liouville, diz que quando existe um
nimero de quantidades conservadas em involu¢do igual ao nimero de graus
de liberdade do sistema, o modelo pode ser denominado integrdvel. Isto quer
dizer que neste caso é possivel encontrar uma transformacgdo canonica que
permite reescrever as equagoes de movimento em funcao de novas varidveis
(chamadas de angulo e agao), de modo que nestas novas varidveis é possivel
resolver as equacoes por quadratura. No caso das teorias de campos, por
tratar-mos sistemas com um numero infinito de graus de liberdade, o nimero
de cargas conservadas deve ser também infinito. Mas, geralmente, achar esta
transfomagao candnica torna-se uma tarefa impraticavel.

Por outro lado, o estudo da integrabilidade em duas dimensoes tem de-
senvolvido ferramentas tais como a formula¢ao de Lazx [1] e posteriormente
a condi¢cdo de curvatura nula 2], as quais nos ajudam a determinar quando
um modelo pode apresentar esta propriedade. Outros trabalhos tem tracado
o caminho para determinar as solucdes exatas de muitos destes modelos in-

tegraveis bidimensionais, como por exemplo, 0 método de espalhamento in-
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verso [3].

A atividade dentro da drea dos modelos integraveis bidimensionais tem
sido tao vasta que, atualmente, possuimos um conhecimento tedrico necesario
para compreender aspectos nao perturbativos na teoria de campos em di-
mensoes maiores. A relagdo que as teorias de Yang-Mills-Higgs (YMH) e
Yang-Mills autoduais (SDYM) em quatro dimensdes possuem com alguns
destes modelos integraveis, merece especial atengao [4]. Acontece que as
solugbes nao perturbativas destas teorias, YMH, SDYM (monopolos, dyons
e instantons) e as solugdes estendidas, como as paredes de dominio (DW),
tém muitas caracteristicas comuns aos sé6litons de certos modelos integraveis
em dimensoes menores. Mediante a reducao dimensional das teorias SDYM
(ou YMH) em D = 4 dimensoes, as equagdes de movimento destas teorias
(SDYM) sao levadas a equagbes integraveis em dimensoes menores. Desta
forma as solucoes destas equagoes podem ser identificadas com as solucoes
de modelos bidimensionais estudados. Por exemplo, é conhecido que os
s6litons topolégicos dos modelos de Toda afins abelianos em duas dimensoes,
com N = 2 supersimetrias correspondentes & algebra A,, descrevem certas
solugbes DW da teoria de gauge SU(n + 1) com N = 1 supersimetrias em
D = 4 dimensoes [5], [6].

Muitas das solucoes tipo DW, que a descricao de supercordas fornece
para as teorias de gauge em DD = 4 dimensoes, possuem estrutura interna.
Neste caso os modelos de Toda abelianos afins tornam-se insuficientes para
descrever estas solucoes . Por esta razao o estudo de modelos de Toda nao
abelianos afins resulta de muita utilidade na descricao de DW com cargas
internas.

Nos trabalhos [8] e [9] foram desenvolvidos modelos integraveis bidimen-
sionais, relacionados & algebra afim Ag), cujas correspondentes solugoes tipo
séliton portam uma carga elétrica U(1), além de carga magnética. Estas
solugdes (dyons) foram interpretadas como as solu¢ées DW tipo dyons com
uma carga elétrica U(1) da teoria de gauge SU(n + 1) em quatro dimensoes.

Um dos objetivos principais de nosso trabalho de tese foi a construcao de



certos modelos de Toda nao abelianos e singulares que de alguma forma
generalizassem os modelos anteriores A(Y) com uma simetria U(1) (p=1)
[8], [9]. Primeiramente, nosso propdsito foi desenvolver modelos integraveis
bidimensionais (relativisticos e nao relativisticos) cujas solugoes fossem tipo
dyon, mas com simetrias globais U(1) ® U(1) (p=2). Para isso foi cons-
truido o modelo de Toda afim nao abeliano, singular (relativistico) de tipo
dyon relacionado com a algebra Aél) e com p = 2 simetrias globais. Este
modelo foi posteriormente estendido para qualquer dlgebra AS) na Ref.[10].
Neste mesmo trabalho [10] foi construida uma familia de modelos integréaveis
nao relativisticos do tipo Kadomtsev-Petviashvili vinculado (cKP), os quais
também admitem solugdes tipo sélitons com cargas U(1) @ U(1). Este mo-
delo (por construgdo) compartilha a mesma estrutura algébrica do modelo
relativistico Agl)(p = 2), o qual permite estabelecer relagoes simples entre as
solucoes de 1-sdliton de ambos os modelos.

Posteriormente nos envolvemos na constru¢ao de modelos integraveis bidi-
mensionais que possam, em principio, apresentar simetrias globais nao abe-
lianas tal como SU(2). Neste caso, também desenvolvemos tanto o modelo
de Toda afim relativistico SL(2)/U (1) quanto o seu andlogo nao relativistico.

Dentro do tépico dos modelos integraveis, nos sentimos motivados a ex-
plorar a integrabilidade em um novo contexto, o das teorias de campo nao-
comutativas. Deste modo, nos dedicamos também a desenvolver versoes nao-
comutativas no plano de conhecidos modelos bidimensionais, inicialmente in-
tegraveis. Nosso objetivo aqui tem sido o estudo do comportamento desta
propriedade (integrabilidade) quando a nao-comutatividade das coordenadas
é considerada. Para isso foi necessdrio desenvolver uma formulacao de cur-
vatura nula generalizada apropriada ao novo contexto. Em particular estu-
damos os modelos de sine-Gordon e Quiral Principal, como pode ser apre-
ciado na ref. [11].

Estes sao os assuntos principais que constituem o corpo desta tese, e serao
expostos como se descreve a seguir.

No primeiro capitulo fazemos uma breve exposicao do que sao os modelos
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de Toda em duas dimensoes e como eles sao classificados de acordo com a
gradagao da dalgebra. Discutimos também a relacao da estrutura algébrica
dos modelos com as simetrias dos mesmos e de suas solucoes. Posteriormente,
apresentamos a acao de Wess-Zumino-Novikov-Witten Sy zyw a partir da
qual se derivam estes modelos mediante o processo de Reducao Hamiltoniana
ou, alternativamente, mediante o calibre da acao original.

O capitulo II é dedicado ao estudo das carateristicas fundamentais de dois
modelos de Toda afins, nao abelianos e singulares. Primeiramente estudamos
o modelo de Lund-Regge ou sine-Gordon complexo, definido por meio da
gradacao homogénea da algebra afim Agl). Os solitons deste modelo sao
nao topolégicos e portam uma carga elétrica U(1), como poderd ser visto
ao analisar uma solucao de 1-séliton para este modelo. Numa outra se¢ao,
estudamos o modelo tipo dyon Agl)(p = 1), cujos sélitons topolégicos podem
portar também uma carga elétrica U(1). Neste caso analisamos as simetrias
discretas da acao e do vacuo, que permitem a presenca de sélitons topolégicos.
Apresentamos também uma solugao de 1-séliton junto com suas propriedades:
cargas, energia, momento e massa.

O terceiro capitulo é o mais extenso, pois nele, além de expor toda a
construcao do modelo Agl)(p = 2), com suas respectivas simetrias, car-
gas e solucdes tipo séliton, fazemos uma breve explicacdo dos diferentes
métodos utilizados no processo de construcao. FEstes métodos incluem as
transformacoes de “dressing”, os operadores de vértice e as funcoes tau. Aqui,
introduzimos também a hierarquia de modelos nao relativisticos Agl) (p =
2,q), na qual o modelo anterior corresponde a ¢ = —1. Como veremos,
estes modelos nao relativisticos sao construidos preservando parte da estru-
tura algébrica do modelo relativistico e por esta razao os sélitons de ambos
modelos possuem as mesmas propriedades. Neste caso, eles sao topolégicos e
portam duas cargas elétricas, U(1) @ U(1). O célculo da energia, 0 momento
e a massa destas solucoes utiliza as equacgoes de primeira ordem, por isso
estas sao também incluidas numa secao deste capitulo.

A seguir, no capitulo IV, introduzimos o modelo SL(3)/U(2). Este mo-
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delo, como o modelo de Lund-Regge, é do tipo elétrico, ou seja seus sélitons
sao nao topolégicos. Ele tem como novidade a presenca de simetrias locais
nao abelianas, SL(2) ® U(1). Para ele aplicamos todo o formalismo desen-
volvido e utilizado no capitulo anterior. E importante frisar que este modelo
estd ainda em fase de construcao e que aspectos tais como suas simetrias
globais precisam ser melhor entendidos.

Finalmente, o quinto capitulo é dedicado ao estudo da integrabilidade
no plano nao-comutativo. Incluimos uma brevissima introducao as teorias
de campos nao-comutativas. Posteriormente, provamos como a versao nao-
comutativa do modelo sinh-Gordon, que se obtém como deformagao Moyal
da agdo, nao ¢ integravel. Isto é feito calculando a amplitude de transi¢ao
a nivel de arvore, do processo de espalhamento de 2 — 4 particulas. A
seguir introduzimos a condi¢ao de curvatura nula generalizada ao plano nao-
comutativo. A partir desta condi¢do definimos novas versoes nao-comutativas
dos modelos de sinh-, sine-Gordon, resultando, neste caso, integrdveis por
definicdo . Aqui é importante destacar o aparecimento de vinculos adicionais
a equacao de movimento e que a solucao de 1-s6liton do modelo comutativo
é também solucao da versao nao-comutativa. Por ultimo, expomos uma
versao nao-comutativa do modelo Quiral Principal, que diferentemente dos
anteriores, preserva a sua integrabilidade ao deformar sua agao introduzindo

o produto nao-comutativo dos campos.
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Capitulo I

Os modelos de Toda

Os modelos de Toda em duas dimensoes sao modelos relativisticos integraveis,
0s quais se obtém a partir da acao de Wess-Zumino-Novikov- Witten, Swznw
[12] mediante o processo de Redugdo Hamiltoniana, ou equivalentemente me-
diante a calibragao desta agao. Denominaremos Sg/g a agao WZNW cali-
brada. A acao Syznw € dada em termos de um elemento g do grupo G, o
qual pode-se expressar através dos geradores da correspondente algebra, seja
esta de dimensao finita (dlgebra de Lie, G) ou de dimenséo infinita, também
conhecida como &lgebra afim ou de Kac-Moody (G) (para mais detalhes veja
o apéndice B). Nesta algebra é definido um operador de gradagdo @ que a
decompoe em subespagos graduados, os quais essencialmente pertencem a
trés subdlgebras G., Gy, G-, de graus negativo, zero e positivo, respectiva-
mente. No caso das dlgebras afins, este operador () é escolhido de modo que
o subespaco de grau zero (G = G/H) seja de dimensao finita, onde os sub-
grupos H., Hs € G sao gerados pelas subdlgebras de grau negativo/positivo
G, G- respectivamente. Como os campos fisicos sao definidos de modo que
eles parametrizam o subespaco de grau zero Gy, procuramos uma teoria de
campos definida na subvariedade Gy C G. Para isso eliminamos os graus de
liberdade indesejados, correspondentes ao espaco tangente de G/Gy, medi-

ante a calibragao da agdo Swzyw (ou, equivalentemente, mediante a imple-
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mentagao de certos vinculos).

Embora todos estes modelos sejam integraveis, sémente os modelos as-
sociados as dlgebras afins apresentam solugoes tipo sélitons. Isto é uma
conseqiiéncia do fato que geralmente estes modelos apresentam um poten-
cial com infinitos minimos absolutos discretos e degenerados, permitindo a
existéncia de condicoes de fronteira nao triviais para os campos. Entre os
modelos que possuem esta propriedade podemos citar o conhecido modelo de
sine-Gordon, associado a dlgebra afim Agl). Os sélitons destes modelos sao
chamados topolégicos e a eles é possivel associar uma carga também chamada
topoldgica ou magnética, por tras da qual se encontra uma simetria discreta
da correspondente agao e das equagoes de movimento.

Mas nem todos os sélitons dos modelos de Toda associados a algebras afins
sao topoldgicos, por exemplo, os sélitons do modelo de Lund-Regge, também
chamado sine-Gordon complezo (associado igualmente a algebra afim Agl)),
sao nao topolégicos porque o potencial nao apresenta infinitos minimos de-
generados. Por outro lado, devido a uma simetria interna da agio (U(1))
estes solitons portam carga elétrica. Neste caso, as condigoes de fronteira
dos campos no infinito concidem com o minimo do potencial.

Os sélitons, solugoes classicas que se propagam sem dispersdo com ener-
gia finita e uma densidade de energia localizada, interagem elasticamente, o
qual implica que nos modelos com este tipo de solugoes deve existir alguma
lei de conservacao aditiva. Sao precisamente estas propriedades dos sélitons
as que os assemelham as particulas e que permitem associar-lhes certas pro-
priedades (energia, massa, momento, cargas elétricas, etc) que sao tipicas do
espectro de particulas. Esta tem sido uma das principais motivacoes para de-
senvolver novos modelos cujas solugoes tipo séliton possam apresentar tanto
carga elétrica como magnética, generalizando desta maneira o modelo de
Lund-Regge. Solitons com estas carateristicas sao chamados dyons e foram
construidos nas referéncias [8], [9], [10].

O que nos permite determinar as cargas que os sélitons destes modelos

de Toda afins terao é a estrutura algébrica. As possiveis cargas sao definidas

14



ao escolher uma subdlgebra invariante (ou seja, as simetrias) Gy C Gy, € pos-
teriormente procurar por um operador de gradacao () e geradores constantes
€+ de grau £1 apropriados. O procedimento de construcao desenvolvido nos
trabalhos [8], [9], [10], embora tenha sido aplicado primeiramente para o
caso particular da dlgebra afim AS), por ser o mais simples possivel, é um
procedimento geral. Este procedimento pode ser extendido para qualquer
algebra sempre que ao definir a gradagdo da mesma, seja possivel encontrar
dentro do subespago de grau zero G, a subdlgebra G) correspondente ao
grupo de simetrias globais GY que queremos outorgar & acao e as equagoes de
movimento. Como veremos mais adiante, ao exigir a invariancia da acao Sq/n
perante certas transformagoes de calibre adicionais dentro de GJ, podemos
achar a acao quociente Sg, /GY que apresentara G{-simetrias globais. No caso
dos modelos A)(p = 1), desenvolvidos nos trabalhos [8] e [9], os sélitons
tem uma carga elétrica devido a simetria global U(1) da acdo e das equagoes
de movimento. J4 no caso do modelo A (p = 2), desenvolvido na ref.
[10], a subdlgebra G{ é U(1) ® U(1), fazendo com que os sélitons possam
apresentar duas cargas elétricas. Os casos particulares mais simples destes
modelos: A" p=1)e Agl)(p = 2) sdo estudados nos capitulos IT e III,
respectivamente.

Para uma melhor compreensao da estrutura algébrica destes modelos e a
relacdo que a mesma guarda com o processo de Reducao Hamiltoniana, no

que segue faremos uma explicagao mas detalhada.

I.1 As gradacoes

A estrutura algébrica é a base a partir da qual os diferentes modelos de Toda
sao construidos. O primeiro passo é definir o operador de gradacao @, o qual
vai decompor a dlgebra G (ou QA) em subespacos graduados G; tais que

g :@zgz )
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Q, Gi] =G, Gi,Gj] € Giyj - (I.1.1)

onde os G; com i > 0 (i < 0) estdo contidas nas subdlgebras G- (ou G.)
respectivamente. O elemento g do grupo G correspondente a esta dlgebra
pode-se expressar mediante a exponenciacao dos respectivos geradores se-
gundo a decomposicao de Gauss

g=NBM (1.1.2)

onde N =expG., B=expGye M =exp§-.
Se todos os geradores do subespaco de grau zero G, comutam entre si
o modelo serd chamado: modelo de Toda abeliano. Se pelo contrario, nem
todos os geradores que comutam com o operador de gradacao (), comutam
entre si, isto quer dizer que o subespaco de grau zero Gy tem uma estrutura
nao abeliana, e o modelo serd chamado: modelo de Toda nao abeliano. Ea
escolha do operador de gradacao o que classifica os modelos em abelianos ou
nao abelianos. Assim, por exemplo, tanto o modelo de sine-Gordon quanto o
modelo de Lund-Regge estao associados a algebra afim Agl), mas o operador
de gradacao de sine-Gordon é escolhido como
2\- HO

Q=2d+ > (1.1.3)

de modo que o subespaco de grau zero G, estd formado pelos geradores
{hO) ¢, cZ}, possuindo, neste caso, uma estrutura abeliana. Por outro lado, o

operador de gradagdo do modelo de sine-Gordon complezo (Lund-Regge) é

Q=2d, (1.1.4)

definindo o subespaco de grau zero Go = {h(®, E(io(l, ¢, ci} nao abeliano e igual
a SL(2) (sem levar em conta os geradores ¢, d). Observe que a estrutura nao
abeliana de G, é obtida ao suprimir de @, o gerador h(®) da subdlgebra de
Cartan.

Cada modelo de Toda é especificado por {G, @, €.}, onde e sdo os gera-

dores constantes de grau +1, tais que e+ € G41, e estdo relacionados com o
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fato de que o modelo possa apresentar simetrias continuas (globais ou locais),
assim como singularidades. Mais especificamente, se dentro da subdlgebra
de grau zero Gy, existe um subespago G{ tal que seus geradores satisfagam
[ex,G] = 0, o modelo terd GJ simetrias locais, as quais se converterdo em
simetrias globais ao eliminarmos os graus de liberdade em G mediante o
calibre da agao Sg/y (ou mediante a implementacao de certos vinculos adi-
cionais). Na verdade, podemos ter modelos com simetrias globais e locais ao
mesmo tempo quando somente parte dos graus de liberade de G sao elim-
inados. De qualquer modo, isto traz como conseqiiéncia o aparecimento de
singularidades nas respectivas agoes e equagoes de movimento. Resumindo,
uma vez escolhida a algebra G os elementos que determinarao a estrutura do
modelo sao trés: @, €.

Podemos incluir os modelos de Toda afins, de acordo com as gradagoes
que os definem, dentro de trés grandes grupos (para A,):

-Gradacao Principal:
n 0 n

2 HY oSO B, L (1)

7 i=1

Q=(n+1)d+
= @

aqui podemos encontrar os modelos de Toda afins abelianos. Como para estes
modelos G{ = 0, eles ndao possuem simetrias continuas globais nem locais.
Por outro lado eles apresentam o nimero maximo de cargas topoldgicas. O
modelo de sine-Gordon é o exemplo mais simples dentro deste grupo corres-
pondente a Agl).

-Gradacao Homogénea:

Q=d, ex=3> uhi", (1.1.6)
i=1
onde agora a subdlgebra G é nao trivial e tal que GJ = {hz(-o), i=1,---,n}=

U(1)". Portanto estes modelos terdao um nimero maximo de U(1)" simetrias
locais. Os potenciais nao tém zeros nao triviais e por conseqiiéncia os mo-

delos nao tém cargas topolégicas. Entre os representantes desta categoria,
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encontramos o modelo de Lund-Regge [13] e os modelos conhecidos como
sine-Gordon Homogéneos [14].

-Gradacao Intermedidria:

- n 2\ - HO
Q = hd+ >  —,
i?ﬁalaaZ; =5ap i
b= Y EQ-TMES. (11.7)

iial)a% *ap

onde ¢ = (ay, ..., a,) denota o conjunto de pesos fundamentais, A,, e raizes

simples, «,, que sao omitidas do operador de gradacao;

- 2); - Py
h=1+ ¥ ey (1.1.8)

. Qs
Z;‘éal 3@2,°50p

2

e p, sao raizes compostas apropriadas de AS), as quais especificaremos poste-
riormente. As caracteristicas fundamentais dos modelos integraveis gerados
segundo esta gradagao sao:

(i) Somente uma parte da subdlgebra de Cartan: por exemplo, U(1),
| <p<mn-—1 gera simetrias continuas de Noether locais (ou globais ).

(ii) O potencial para valores imagindrios da constante de acoplamento e
para uma escolha apropriada de e tem (n — [ + 1) zeros diferentes e Z, ;.1
como grupo discreto assintotico de simetria.

Pelas razoes anteriores, estes modelos admitem solucoes tipo séliton que
portam tanto cargas elétricas (U(1)!) como topoldgicas (Z,_;41). O exemplo
mais simples desta classe é o modelo AX(l = p = 1) definido por

2N - H 0
Q=nd+ Z , €4 —Z/LZE:E +E(j(i)2+___+an), (I.1.9)

Z

tal que Go = SL(2) @U(1)" ! e G} = {\; - H}. Este modelo foi desenvolvido
nos trabalhos [8] e [9], e no Capitulo II desta tese estudaremos seu primeiro
representante: AS" (p=1).

Os sélitons correspondentes a estes modelos (I.1.7) (para p > 1) terao
cargas miultiplas. Um dos representantes mais simples destes modelos é
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aquele caracterizado por a sua subdlgebra de grau zero que tem a forma
Go = SL(2)P@U(1)"P. Apesar de que o método utilizado na construgao dos
modelos tipo dyon com p-cargas é universal, por motivos de simplicidade,
escolhemos o caso particular p = [ = 2, o qual é definido pela gradagao:

n—1

Q=m-1)d+Y N-H, e= (Z EQ + B i 1))

=2

(1.1.10)

eonde G = {\;-H, \,-H}. Neste caso os sélitons terao duas cargas elétricas.
Gostariamos de salientar que para um p dado existem diferentes escolhas de
gradacoes nao equivalentes, as quais conduzem a G, diferentes, por exemplo,
ao escolher a gradagdo como em (1.1.10) obtemos Gy = SL(2) ® SL(2) ®
U(1)" 2. Igualmente, poderiamos ter escolhido o operador de gradagio como
sendo Q@ = (n—1)d+ Y74 \; - H, neste caso a correspondente subdlgebra de
grau zero teria sido Gy = SL(3) ® U(1)"2. O primeiro representante desta
classe de modelos (I.1.10) corresponde & A (p = 2), e foi desenvolvido em
[10]. Este modelo serd estudado no Capitulo III da presente tese.

Todos os modelos correspondentes as gradacoes homogénea e interme-
diaria sao conhecidos também como modelos de Toda afins nao abelianos,
devido a estrutura nao abeliana de Gy. A singularidade de muitos deles esta
relacionada com a imposi¢ao de certos vinculos adicionais como veremos na

proéxima secao.

1.2 Acao dos Modelos de Toda

Os modelos de Toda sao definidos a partir da agdo Swzyw [12]:

k _
Swznw = —E/ddeTr(g_lagg_lag)

U
+ E/De]kTr(g 19,99 16jgg 18kg)d3a:
(L2.11)

19



a qual define uma teoria de campo conforme em duas dimensoes, onde o
segundo termo (topoldgico) denota uma integral de superficie sobre a bola D
identificada como a regiao do espago-tempo. Aqui z = %’t, zZ= ’S_TI, 0 = 0,,
0 = 0;. Na acdo (1.2.11) g representa um elemento do grupo G, perante a
acao do qual ela é invariante. As equacoes de movimento correspondentes

Sao
0J =0, 0J=0, (1.2.12)
onde as correntes quirais sao definidas como:
J=g1t0g, J=-0gg7". (1.2.13)

Nosso objetivo é procurar uma teoria de campo definida na subvariedade
Gy C G, onde residem os campos fisicos. Para eliminar os graus de liberdade
indesejados correspondentes ao espaco tangente de G/Gy podemos seguir
dois caminhos. Por um lado, podemos implementar certos vinculos sobre
componentes especificas de J e J [15]. Por outro lado, podemos propor
uma acao invariante de calibre e eliminar os graus de liberdade indesejados
mediante a escolha do calibre [16].

No primeiro procedimento os vinculos sao especificados em termos dos

elementos constantes da algebra e, de grau £1, de modo que
J=j+4+e, J=j+e, (1.2.14)

onde (4, j) contém somente geradores de grau zero e positivos, e zero e nega-
tivos respectivamente. Ao impor estes vinculos, as equagdes de movimento
(I.2.12) se transformam em

O(B™'0B) +e_,B '¢,B] = 0,

0(0BB™") —[ey,Be_B™'] = 0, (1.2.15)

onde fica evidente como elas dependem sémente dos campos dentro do sub-
grupo de grau zero Gy = B, cujos parametros sao os campos fisicos. Ou
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seja, os vinculos nas equagoes de movimento do modelo WZNW fazem com
que os unicos graus de liberdade dindmicos em g sejam aqueles associados
aos geradores de grau zero. Estas equaces (1.2.15) sdo conhecidas como
equagoes de Leznov-Savaliev [17], e foram apresentadas, primeiramente, den-
tro do formalismo de curvatura nula, do qual falaremos mais adiante.

Como vimos no procedimento anterior, também chamado de Reducao
Hamiltoniana, o espaco de fase do modelo W ZNW invariante ante a acao
do grupo G é reduzido ao especificar os geradores constantes ey de graus
+1. O outro procedimento para eliminar os graus de liberdade do espago
tangente de G/G| consiste em construir uma agao invariante de calibre e

fixar o calibre. Procuramos uma ac¢do para B invariante perante a acao de
g— ¢ =a ga,, (1.2.16)

com g € B, a_ € H. e ay € Hy de modo que N = ¢e9< e M = ¢9
possam ser eliminados mediante a escolha do calibre. Para isso precisamos
introduzir certos potenciais de calibre A = A_ € G. e A = A, € G, os
quais se transformam segundo
A— A = a_Ao"'+a_ 0o,
A— A" = a'Aay + 00 ay . (1.2.17)
A agdo resultante, invariante pelas transformacoes (1.2.16) e (1.2.17), é

chamada de agao Sy znyw calibrada (SG/H), pois ela é definida no coset Gy =
G/H, onde G/H = H-\G/H- e tem a forma

B k _
Sau(g,A,A) = Swznw(g) — o /dQZTT (A(agg_l —€4)
+ A(g'0g—e€ )+ Agflg’l) )

Como a agdo anterior S/ g € invariante pela a¢do de H, podemos escolher
a. = N7'ea, = M~'. Assim, devido & ortogonalidade dos subespacos

graduados Tr G; G; = 0, i + j = 0, encontramos a nova a¢ao

Se/u(9: A, A) = Sgu(B, A, A) (1.2.18)
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= Swznw(B) — % /d2z Tr[-Ae, — A'e_+ ABA'B™ ).
Ao integrar nos campos auxiliares A e A dentro da integral funcional
Z, = / DADAexp(Fy), (L2.19)
onde
Fy= —% / (Tr(A - Be_B)B(A— B 'e.B)B™") d?,  (1.2.20)
encontramos a acao efetiva

k
Sers = Swaww(B) + 3= / 22 Tr(e,Be_B™1) . (1.2.21)

A acdo (1.2.21) descreve perturbagoes integravéis do modelo Go-WZNW .
Estas perturbacoes sao classificadas em termos de operadores constantes de
grau +1, e segundo podemos apreciar. Esta agdo corresponde aos modelos
de Toda ndo singulares, entre os quais podemos achar os Conformes e os
Afins Conformes, dependendo de se a algebra é de dimensao finita ou infinita,
respectivamente.

Quando a sub-algebra de grau zero adquire uma estrutura nao abeliana,

geralmente acontece que dentro dela existe um subespaco Gf tal que
[Gorex] =0 (1.2.22)

Neste caso néo ¢ dificil ver que ao multiplicar as equagdes (1.2.15) por G
e tomar o trago obtem-se que

0Tr[B~'0BG)] = 0,
0Tr[0BB™'Gy)] = 0. (1.2.23)

Portanto podemos definir os vinculos adicionais:

Tr[B'0BG)] = 0,
Tr[dBB™'G)] = 0, (1.2.24)
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o que significa que estamos colocando as correntes quirais nas direcoes dos
geradores de G iguais a zero, de uma forma compativel com as equagoes de
movimento. Esta é a maneira mediante a qual o procedimento de Reducao
Hamiltoniana elimina de B os graus de liberdade dentro de GY. Assim, (3)
obtém-se singularidades nas equagbes de movimento e (i) os campos em B
associados aos geradores na direcao dos quais foram colocadas as correntes
iguais a zero, tornam-se nao dinamicos.

Para eliminar os graus de liberdade dentro de gg, necesitamos modificar a
acao de modo que ela seja invariante sob transformagoes dentro do subespaco

de grau zero G
g — gy = gy, (1.2.25)

onde escolhemos oy = ay(z, z) € G) que é chamado de calibre azial (o calibre
vetorial se obtém escolhendo oy = ap~1(2,2) € G, ver [18]).
Para isto introduzimos novos campos de calibre auxiliares Ay, 4y € GJ de

modo que
A=A_+ A4, A=A, +A,, (1.2.26)
0s quais se transforman como
A— A = aytAag + o oy, A — A = qpAagt + Oag(ag) ™,
Ay — Ay = Ay + ap M0ay, Ay — A) = Ay + 0ag(ag) !
(1.2.27)

A agdo invariante pelas transformacoes (1.2.25) e (1.2.27) resulta ser
_ k _
SG/H(Q; AA) = Swanw(g) — o /dZQTT‘ (A((?gg_1 —€y)
+ Ag'0g—€ )+ AgAg T + AgAy) . (1.2.28)

Os campos redundantes correspondentes as sub-dlgebras G, G-, G sao
eliminados mediante a fixacdo do calibre para a_, o, e o respectivamente,
chegando portanto a

Sem(g, A, A) = Seyu(gl, A, A'), (1.2.29)
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onde g{; € Gy/GY. Devido as propriedades dos tragos

TrAdgl(g))™ = TrAdg{(g)™", TrA(g}) ‘09 =TrAo(g}) " 0g{

f
0
TrAglA'(g)) " = TrAwglAo(gl) ' +TrA_gfA(gf) ",
podemos decompor a acao em trés partes
Sa/g = Swaznw(g) + Fo+ Fy
onde
Fo = o [ = (Aoded (o)™ + Aolal) 0

+ Aogé"fio(g(’f)*l + AOAO) ;

k - _
F, = 5 /dQZTT (A,q_ + Aye + A,ggA+(g({)_1) :
A integral funcional se fatoriza como

7 = / DAyDAye T / DA DA, e P+ ~ e Sets.

A integracao nos potenciais A e A, nos conduz ao potencial

V ="Tr|e.gfe ()]

(1.2.30)

(1.2.31)

(1.2.32)

(1.2.33)

(1.2.34)

(1.2.35)

A correspondente acao efectiva se obtém ao integrarmos nos potenciais

auxiliares Ay e Ay, mas para isso se requer uma parametrizacdo explicita

do B e destes potenciais. Isso sera feito para cada modelo em particular

nos proximos capitulos. Os modelos de Toda afins descritos por esta acao

(I.2.31), (1.2.34) sao chamados de ndo abelianos e singulares. Entre eles estd

o modelo de Lund-Regge e os modelos Agl)(p = 1), Agl)(p = 2), os quais

descreveremos nos proximos capitulos.
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Capitulo II

O modelo de Lund-Regge € o
modelo Agl)(p = 1) tipo dyon

Nesta se¢do vamos apresentar as caracteristicas fundamentais de dois modelos
de Toda ndo abelianos afins e singulares, os quais representam os exemplos
menos complicados dentro de suas respectivas categorias: o modelo de Lund-
Regge (de tipo elétrico) [13] e o modelo Agl)(p = 1) (de tipo dyon) [8] e
[9].

II.1 Modelo de Lund-Regge

O modelo de Lund-Regge é definido pela dlgebra de Kac-Moody Agl) cujo
diagrama de Dynkin apresentamos na figura:

e O

«

Aqui temos assinalado a raiz simples que é suprimida do operador de gradagao

Q otorgando a algebra a gradacao homogénea

Q=d (I1.1.1)
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e geradores constantes de grau £1

e = pHEY (I1.1.2)

Desta forma o subespaco de grau zero {h(o),E(ioc)y,é, cz} adquire uma estru-

tura ndo abeliana igual a SL(2) se ndo consideramos os geradores ¢, d. Este
modelo tem como uma das suas propriedades mais importantes a presenca
de s6litons nao topolégicos e elétricamente carregados.

O elemento B neste caso é parametrizado como

o0 p2AH©® .5 < (0)
B = eXa ™ or tvetndguba” (I1.1.3)

onde A é o peso fundamental associado a raiz o (para qualquer algebra
22ii = §;.). Note que
2\ - H©O
Entao, conforme dissemos no capitulo anterior, podemos estabelecer vin-

culos adicionais (1.2.24)

22 - HO
Tr[B‘laB)\i] = 0,
o2
_ o2\ - HO
Tr[aBBl)\T] = 0, (I1.1.5)
os quais levam as relagoes
_ 290x
oR = A
~ 2
OR = Xfw, (IL.1.6)

com A = 1+ 1y e onde definimos ¥ = Pef/? e y = xe™/2. Por meio das
relagbes (I1.1.6) o campo R deixa de ser um campo independente, ji que ele
pode ser obtido ao integrar estas equagoes . Desta forma ele se converte em
um campo nao dinamico.

As equagdes de movimento (I1.2.15) para este modelo sdo
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80n =0, (IL1.7)

00v = pe (1 + 2x) , (IL.1.8)
5_¢ 1/)8X3¢ 2 -n,,
8<A>+ A2 +2u‘e Mp=0, (IL.1.9)
S(Ox\ | xOx0Y o
8<A> + A2 +2u%e " =0, (IL.1.10)

como podemos apreciar, as equagoes de mov (II.1.7-11.1.10) apresentam sin-
gularidades para certas configuracoes dos campos ¥ e x. Isto é uma con-
seqiiéncia da imposi¢ao dos vinculos (II.1.5).

A acdo correspondente se obtém apartir de (I1.2.31)-(1.2.33) com

(ORI (0)
gl = XBZa gritnd ¥ Es , (IL.1.11)

de modo que ao integrar nos campos auxiliares Ay, Ay, A, e A_ encontramos
a acao efetiva,

= % [ aeds (9080 + ondw 4 29X0Y
Sefetivo = 47T/dzdz (8V877+8778V+2 A )

ku? _
+ Q—/dzdze 1+ 2¢) . (T1.1.12)
T

Observando o potencial desta agao (II.1.12), nao é dificil notar como os
solitons deste modelo serao nao topoldgicos ja que aparentemente ele nao
apresenta um numero infinito de minimos. Este modelo descreve a solucao

de buraco negro em duas dimensdes para a teoria de cordas [19]. A simetria
U(1) global

v o= €Y,
X — ex, (I1.1.13)
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da acdo (II.1.12), onde € é uma constante arbitriria, gera uma corrente de

Noether que nos conduz a carga elétrica

* ki o Oy — vO
Que = [ der=-3" [ s [W]
"

_ _E%[R(t’ 00) — R(t, —00)]. (11.1.14)

Aqui usamos (I1.1.6) e a componente J° da corrente de Noether:

kY i
Jt = <_E> 5%(.9””81/)( - 6UN8VX)
<£> %%(g"“a,,w + D). (IL.1.15)

Como vemos, a carga elétrica depende do comportamento assintético de R.
Uma solucao de 1—sdéliton para este modelo [20] é

icos @ el i(0+G)]

v = cosh F ’
icos g eli(?+G)]
X = — 7T =
cosh F'
R 1— e(zia)e(Qﬁ)
2 = — I1.1.16
‘ 1+ e2F ( )
onde
F(t,z) = 2v2ucosa(tsinhb— z coshb),
G(t,x) = 2v2usina(—tcoshb+ zsinhb), (IL.1.17)
com 0, Y, @, b reais e
F(t,z)=F(t,z—Y). (I1.1.18)

Aqui escolhimos também 7 = 0, o qual é consistente com a equacao de
movimento (I1.1.7).

A carga elétrica (I1.1.14) que portard esta solugao (I1.1.16) depende do
valor do cos a:
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- para cosa > (

Qelet = —i[—sign(&)z +a—7(nt —n7)], (I1.1.19)
27 2
- para cosa < 0
k.. T 4 _
Qelet = —%[szgn(a)g —a—n(nt—n7)], (I1.1.20)
- para cosa = (
Qeter = 0, (I1.1.21)

onde n* sdo nimeros inteiros e

_ 1 sex>0
sign(z) = -1 sex <0

Note que a carga elétrica nao estd bem definida no limite a — 0 devido
a presenca da funcgao sinal (sign). A energia e o momento associados a
esta solucao, os quais sao obtidos a partir do correspondente tensor energia-

momento, sdo reais (apesar dos campos serem complexos) e iguais a:

kpy/2

E = cosh b | cos @ |
m
k2 -
P = n2 sinh b |cos a | . (I1.1.22)
m

Além disto, a energia é positiva, ja que > 0 e £ > 0. Definimos a velocidade
do séliton como
v =tanh b, (11.1.23)

e a massa do séliton M é

kpy/2

M = — | cosa |, (I1.1.24)
entdo podemos reescrever a energia e 0 momento como
P = _Mv (T1.1.25)

V1—2v2’
respectivamente, onde se evidencia que eles satisfazem as relacoes relativis-

ticas usuais.
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I1.2 O modelo A} (p = 1) tipo dyon

Na secao anterior expusemos brevemente as caracteristicas principais do mo-
delo Lund-Regge que, como vimos, possui sélitons nao topolégicos com carga
elétrica nao trivial. Nesta secao vamos estudar o modelo tipo dyon mais
simples possivel, que estd associado a algebra afim AS), em cujo diagrama
de Dynkin:

ay (&)

assinalamos a raiz simples oy, cujo correspondente gerador de Cartan omiti-
mos do operador de gradagao,
Ao H

Q=2d+2725~ . (11.2.26)
@3

Os geradores constantes de grau £1 sdo, para este modelo, definidos como,

ex = p(EL), + BS)) (11.2.27)

Ao suprimir do operador de gradacao o gerador \;-H, o subespago de grau

zero, Gy, adquire uma estrutura nao abeliana SL(2) ® U(1) com geradores

{Efc)n, h§°), hgo), ¢, cZ} ou, alternativamente, {Efc)n, 2)‘;'2H, h§°), ¢, CZ} Como
1

vimos no capitulo I, este modelo é o primeiro representante dos modelos

definidos pela gradacdo intermedidria (I.1.9).
Neste caso, o elemento B, cujos campos parametrizam o subespaco de

grau zero €

22y -H(0) O
- 1(0) Rliz—kcph, +vétnd 7 (0)
B = Frae ’ e¥Fa (I1.2.28)
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Deste modo também existe dentro do subespago de grau zero Gy, um
subespaco G§ cujos geradores comutam com os geradores constantes de grau

41, mais especificamente,

2\ - HO
[ex, iT] =0 (11.2.29)

1

e portanto os vinculos adicionais

2\ - HO
Tr[B~'oB~—5—] = 0,
aq
_ o2\, - H©
Tr[@BB '] = o, (I1.2.30)
of

podem ser impostos andlogamente ao caso do modelo de Lund-Regge. Isto,
como veremos, nos levard a uma agdo que para certas configuracoes dos

campos €é singular. A partir de (I1.2.30) obtemos as relagdes para o campo

nao local R:
3yYoxe™? = 3 xOpe=®
OR = - OR = - I1.2.31
2 A 25 A (IL.2:31)
onde
3 _
A=1+ wae v, (I1.2.32)
e onde redefinimos os campos como
. _R
X = Xxe 2,
b = e 3. (11.2.33)

As equagdes de movimento (1.2.15) para este modelo se expressam como

80n =0, (11.2.34)

00y — %eﬁ(w—n) (€% + B2y) (I1.2.35)
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+ 2P My =0 (11.2.36)

e BP0y 3 _,0e 2P0y 0y
(S5 + e

(e 700X\ | 3 oxe PPOxdy
Zp2Ar  CATT Ble—n),, —
8( A )+4B A2 + u’e x=0 (I1.2.37)
€
3 1 8ng —Be “2 B(2¢—n) Lo —Be '“2 —2B8p _
88s0+25 Az ¢ +ﬁe (1+25 Ve )—ﬁe =0, (I1.2.38)

onde reescalamos os campos da seguinte forma,

¢ — Py,
X = Bx; Y — By,
v — fu, n — Bn, (I1.2.39)
com 3% = —27”, porque desta forma se visualizam melhor as simetrias da a¢ao

e das equacoes de movimento, como veremos posteriormente. Neste caso na
correspondente agao (1.2.34), o elemento do grupo factor g(’)c € Gy/GY =
(SL(2) @ U(1))/U(1) é parametrizado como

(0 ©) a3 (0)
E
g()f — €X —oq e¢h2 +l/c+’l]de'¢Eal s (112.40)

que ao ser avaliado em (1.2.31)-(1.2.33), e apés de integrar nos campos auxi-

liares nos leva a acao efectiva

1 = _ _ 2¢B2HvO
Sefetivo = % / d2$(28g08@ + 81/87'] + 87']61/ + eTax&/f —_ V)’
(I1.2.41)
com o potencial:
2'“2 B(2¢p—n) —28 2 B(p—n)
Vo= =[PP 4 e PP 4 Brpxe” ). (11.2.42)
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O quarto termo da agao (I1.2.41) contém uma parte simétrica e uma parte

antisimétrica:

e Peoxoy e P ,
A = a 0"0u8x + 0,48, X) - (11.2.43)

Aqui g, é a métrica em duas dimensoes com signatura g,, = diag(1, —1)

e " é o tensor completamente antisimétrico com €’ = 1. No caso do
modelo de Lund-Regge (11.1.12), como ndo temos a exponencial, o termo an-
tisimétrico pode ser escrito como uma derivada total e portanto omitido. Na
agao (I1.2.41) a presenca de e~?¢ é responsavel pelo aparecimento do tensor
antisimétrico, o qual gera termos tipo azions. Em [21] foi encontrada uma
condicao Lie algébrica para a ausencia de termos tipo axions, proporcionando
a construcao de uma familia de modelos de Toda nao abelianos sem torsao.
Este termo antisimétrico é também responsavel pela quebra de simetria C PT
e pelas propriedades dyonicas do modelo (11.2.41).

O modelo integrével definido pela acdo (I1.2.41) é invariante perante a
transformagao U(1) global:

v o= ey,
x — %y, (11.2.44)
onde € é uma constante real arbitraria. A corrente de Noether associada a
esta simetria se expresa como
124 Z e_ﬂp 14 v v v
Jelet = _Z A W(g ,uayX — € 'uauX) - X(g ”31/1/1 +€ “31/1/})] (11245)
e a correspondente carga elétrica é dada por:

20 [R(t, o) ~ R(t, ~o0)]. (11.2.46)

* 0
Qelet = / d'/I’lJelet =
—0o0

Além da simetria global U(1), a acao (I1.2.41) para 8 = if, tem um

conjunto de simetrias discretas:
, TN

Y = 90+—a
0
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X = emately (11.2.47)
'(;ZJI — eiﬁ(%—l—sl),(p,

onde N é um inteiro arbitrario e s, (a = 1, 2) ambos inteiros pares ou impares,

ou seja,
S§1+ 89 = 2SI € S1 — S = 2LI, (11248)

com S, L'e Z.
Este modelo apresenta também a simetria CP (P: z — —z):

¢ =0, X'=v¢, e ¥'=x (I1.2.49)

Parametrizando os campos ¥ e x como

1 .51 2
_ iBo(59—9) ;
= e'’ol2 sinh(Bor),
v Bo V3 (fir)
1 51 2
— iBo(5%+9) ;
= e'ols sinh(Bor), I1.2.50

onde r é um campo ndo compacto e (p, ) sdo campos compactos.
Agora, as transformagoes discretas (11.2.47) e (I1.2.49) podem ser ree-
scritas como:
T
r =7 0=0+-—-L
Bo
o= 0" =—0+ L (I1.2.51)
Bo
com L' e L" inteiros arbitrdrios. Como conseqiiéncia destas simetrias nao
é dificil perceber que este modelo Agl) (p = 1) possui uma configuracao de
miltiplos vacuos, analogamente ao modelo de sine-Gordon,

0 —
== r® =0
i Bo
1 x5 L
L — [, = _
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Estas simetrias proporcionam um conjunto de condigoes de fronteira nao

triviais permissiveis para os campos:

TNL wLly
. r(£)=0, 0% (too)=—=, 11.2.53
B (+) (£00) 50 ( )

o qual implica que ¥ (+o0) = x(+o0) = 0, mas %(j:oo) # 0. Desta maneira a

P! (&00) =

estrutura de multiplos vacuos deste modelo é um indicativo de que ele admite
solucdes tipo sélitons topolégicos com energias finitas, as quais interpolam
entre dois vacuos diferentes (Ny, Ly): j, = Ny —N_(mod2)ejo =Ly —L_.

As cargas topolégicas associadas as simetrias discretas anteriores sao

0 oo 4 v
QLr = /_OO Jodz, Jh = %e" dvep, (I1.2.54)
© + 1
won _ [T 000 gr = Zemg i X I1.2.
i /_oo pdo,  Jy = 5o n¢ (I1.2.55)

de modo que Q* = e com jp = 0,%1,.... A carga topoldgica (I1.2.54)

pode ser relacionada com a carga magnética por meio de

o 4m
prp = Qmag = /B_g](p (11256)

Gostarfamos de salientar que estas duas simetrias discretas (I1.2.47) e
(I1.2.49), que nos permitem obter a rede do vicuo do modelo (), §(1))
(I1.2.52), nédo sdo as Unicas simetrias discretas que o modelo integrével tipo
dyon Agl) (p = 1) possui. Existem outras simetrias discretas, como visto em
[9], que sdo muito importantes para derivar as equagbes de primeira ordem

e portanto para calcular a solucao de 1-séliton.

Solucao de 1—sdliton com carga elétrica nao trivial

Este modelo contém entre suas solucoes tanto sélitons topolégicos neutros
como sélitons topolégicos elétricamente carregados, conhecidos também como
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dyons. Desta forma, os dyons combinam as propiedades dos sélitons de Lund-

Regge com as propriedades dos solitons dos modelos de Toda abelianos e afins

(sine-Gordon, por exemplo).

Uma solugao de 1—sdliton para o modelo Agl) (p = 1) com carga elétrica

nao trivial foi calculada nas referéncias [8] e [9] usando dois procedimentos

diferentes. Na ref. [9] foi obtida a solu¢ao mediante a integragao das equagoes

diferenciais de primeira ordem que se obtém a partir das transformacoes de

Bécklund e em [8] usando as transformacoes de “dressing” e as funcoes tau.

Esta solucao a pode ser expressada como:

25 7
e’ uzz:1+62F’

2y (D)% 4o F

el +e F

€ )

(Ty)tef + e F
(ef' + e—ﬁ)%[(Fl)—%F + e—ﬁ]% ’
I,ei(©+G)

(eF + e‘ﬁ)%[(Fl)—Zeﬁ + e_ﬁ]i

Y _

e
e i(0+0)
(eF + e F)3[(I1)~2eF + e 3’
onde
== Dy=/(1-I)[)2 - 1],
F(t,r) = 2pucosa(—tsinhb+ x coshb)
e

G(t,z) = 2usina(tcoshb— xsinhb),
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(I1.2.58)

(11.2.59)

(I1.2.60)

(11.2.61)

(11.2.62)

(I1.2.63)

(I1.2.64)



com

F(t,z) = F(t,z - Y). (11.2.65)

Aqui @,b sdo parametros reais. Todos os parametros siao escolhidos de tal
modo que a energia e o momento sejam reais, € a energia positiva.
Os valores assintoticos do campo R fazem com que a carga elétrica para

esta solucao se expresse como

k
Qetet = = [sign(cos a) (sign(d)g - a) — g(m‘ - nl—)] , nfez

(11.2.66)
para cos a # 0. Para o caso cos a = 0 ela é Qg = 0.
A carga topolégica QP = Qmay depende dos valores assintéticos do
campo :
O 1 -
QLr = §(n+ — 17 )mod2, M- € Z. (11.2.67)

Entao, como podemos, ver esta solucao de 1—soliton possui tanto carga
elétrica como magnética. Ela é um “dyon”. A este séliton corresponde uma
massa M = v/ E? — P2 que se relaciona com o momento e a energia por meio
da expressao:

E P Ak

- COSh(B) = sinh(l_)) T |COS(EL)|. (11268)

Se definimos v = tanh b novamente as relacdes relativisticas sdo satis-
feitas.

Outras solucdes basicas deste modelo sao:
- 0s 2—sdlitons, que representam o espalhamento de dois 1—sdliton e
- os “breathers”, estados ligados de dois 1—sdliton que se caracterizam pela
energia ser menor que a soma das energias dos correspondentes 1-s6liton.

Estas solucoes podem ser encontradas utilizando o método de “dressing” e
os operadores de vértice, o qual serd explicado na préxima secao quando cal-
cularmos as solugoes tipo séliton correspondentes ao modelo Agl) (p=2). Os
modelos apresentados neste capitulo foram estudados mais detalhadamente
na ref.[22].
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Capitulo III

Modelo A;(gl)(p = 2) tipo dyon

Este modelo corresponde a dlgebra de Kac-Moody Aél), em cujo diagrama
de Dynkin

(05} (6] a3

temos assinalado as raizes simples a; e asz. Os correspondentes operadores
“steps” Eia, € E1q, na0 vao contribuir aos geradores constantes e, de grau

+1 ao escolher a gradagao segundo:
Q=X\-H+2d (I11.0.1)

Como podemos ver, ao suprimir do operador de gradagao () os pesos

fundamentais A; e A3, o subespago de grau zero

Go = {EL,, EQ,, h¥, b, b0, &, d}, (ITL.0.2)

:|:O¢3’
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adquire uma estrutura nio abeliana igual a SL(2) ® SL(2) @ U(1), sem levar
em conta os geradores ¢, d. Desta forma a gradacao especifica os geradores

constantes €, de grau £1 como:
ex = u(BL, + EEY). (111.0.3)

Este fato vai nos permitir reduzir o espacgo de fase, estabelecendo os vinculos
subsidiarios (I.2.24) que levam a singularidade. Neste caso, a diferenca dos
vistos anteriormente, se obtém uma estrutura duplamente singular ja que a
subdlgebra G = {\; - H, \3 - H} tem dimensdo dois.

III.1 Construcao do Modelo

A parametrizagao do elemento B do subespago de grau zero GGy neste caso é

(0)

o o0 ¢ 0 PRI T G () B g ()
B = MBS B eRlAl-H+R3A3-H+<ph§ )+uc+nd€¢1Egl)+w3E53) ' (I11.1.4)

A estrutura duplamente singular se obtém mediante a escolha dos potenciais

comao:
AO = a()l)\l -H + 003)\3 . H, AO = &01)\1 -H + dog)\g, - H. (11115)

Depois de eliminar os campos nao fisicos R; e R3, o elemento do grupo fator
passa a ser

0)

(0) s
f_ x1iBY) +x3BY), e¢h§°)+uc+nd eleg?wSEgg

gp = ¢

(I11.1.6)

7

onde
X138 = X1,3€3 708 by 5 = 1y gei s, (IIL.1.7)

Assim, obtemos para a componente de grau zero em (1.2.32)

k
Fy= — o /((001@012)\%A11 + ap3032M3A33
+ a01&032)\1 . )\3 + 003@012)\1 . )\3)

—  (Bort10x1 + Go3t030x3 + ao1X10%1 + agax300s)e ¥)dzdz,
(IIL.1.8)
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onde

Ap=1+ wl—X;e*W, 1=1,3. (I11.1.9)
oN;

Em notagdo matricial, (IT1.1.8) se escreve como

F, = i (AoMAg + AN + N Ag) (I11.1.10)

or

- —%/((Ao + NM )M (Ay+ M'N) = NM'N)

onde denotamos

ap3

A0=<a01>, -/‘_10:(6_101 @03)a

N = ( P10x1e7 -

Y ) , N= ( x101e=?  x30th3e™? ),

2X2A1; 2 - A
M = SRR T I (II1.1.11)
92X - A3 2X2Ass

Integrando sobre os campos matriciais auxiliares A4 e A, em
Zo = / DAoD A exp(Fy), (I1.1.12)

e levando em conta também a contribucdo dos restantes termos em (I1.2.31)
obtemos a acao efetiva

A

1 _ _ _ _
Seff = 5 /dZdi (26g06§0 + 61/877 + 67781/ + [A36¢16X1

2 ) . ) i
+ %X1¢35¢15X36W + A10930x3 + %X3¢15¢33><1em"] - V) )
(II.1.13)
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onde

3 4
A=[1+ 521(1/)0(1 + 3xs)e P + %¢1X1¢3X3€_25w], (I11.1.14)

3
A=1+ 521¢i><ie—ﬂ¢, i=1,3 (IT1.1.15)
e o potencial é

12

V=" (67292 + PPomD (1 + Behsxze™ ) (1 + Brhixae7?) — 2) .
(ITL.1.16)
Aqui temos reescalado os campos como em (11.2.39) de modo que 32 = —27“.

O potencial tem sido trasladado para que seu minimo satisfaca V,,;, = 0.

II1.2 Curvatura nula e as Equacoes de Movi-

mento

As equagoes de movimento para o modelo (II1.1.13) podem ser escritas na
forma de Leznov-Saveliev [17]

O(B™'0B) +[e_.,B '¢,B] =0, 0(0BB™')—ley,Be_B~']=0. (I11.2.17)

Como [N\, - H® 1] = 0 (a = 1,3), o traco das equacdes anteriores com
Ay - HO é nulo. Entdo os vinculos

Jy,.p0 = Tr(B7'0B), - H©) =

Jyomor = Tr(0BB '\, - HO) = (I11.2.18)

podem ser impostos consistentemente, levando as equagoes para os campos
nao locais Ry e Rjs:

36vY10x1(1 + %1/13)(36_5@)6_5“’ — BipsOxsePe
2A ’

OR, =
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3B30x3(1 + %%Xl@_’gw)@_ﬁ‘p — By dx1e”P?

OR; =

2A ’

5B, — 3Bx10¢1 (1 + %%Xa%@_’gw)e_ﬁ‘p — BxsOtpse??

b 2A ’

_ 3Bv=00=(1 + 282 BV B — By Ohe PP
GR, = Bxz0vs(1 + =5 ¢1X1€2A Je Bx10v1e (ITL.2.19)

Alternativamente, (I11.2.17) admite a representagdo de curvatura nula
OA—0A—[A A =0, (I11.2.20)

onde
A=-Be B!, A=e¢,+0BB™". (I11.2.21)

Este é o fato mais importante na prova da integrabilidade do modelo. Uma
vez que as equagoes de movimento podem ser escritas na representacao de
curvatura nula, é garantida a existéncia de infinitas cargas conservadas. Aqui
poderiamos completar a prova da integrabilidade calculando a corresponden-
te matriz R-cldssica e o conjunto infinito de cargas conservadas em involugao
, como foi feito em [23], mas este célculo é padrao para todos os modelos de
Toda afins abelianos ou nao abelianos.

As equages de movimento obtidas a partir da ac¢ao (II1.1.13) coincidem
com as derivadas da condigdo de curvatura nula (II1.2.20) e se expressam

CcOomo:

_ (e B 2
9 (T(AjaXi + %Xi%‘an@M))

OR;(40x: + B*;(3x;0xi + xi0x;)e P¥)e P4
8A
+ M2Xieﬂ(2<p—n)(1 + 52Xj¢je_ﬂ(p) =0,

+

(I11.2.22)

e Pe B 8. _—B
8( A (Aj@l/)i-l-Zi/)ina@/)je w))
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OR; (400; + B2x;(300;00; + 1b;t); ) e P?)ePe

8A
+ lfwieﬂ(mﬂ—ﬂ)(l -+ B2¢ij6_ﬂw) = 0’ (III223)
(Y10x1 + 30x3)e P¥ 313 (x10x3 + x30x1)e ¥
(a“j + 2A +0 2A
2
+ %( B2 | Be=N)) 4 2 B(sh1yy + haxa)eP P = 0, (111.2.24)
o0n = 0, (I11.2.25)

B 2
00v — %65” (ew‘p + B%(h1x1 + ¥sx3)e™” + ﬁ4X1X3¢17/)3) =0,
(II1.2.26)

onde para ¢ = 1,3 corresponde 7 = 3,1 respectivamente. No que segue
consideramos n = 0, o qual ¢ consistente com (II1.2.25).

I1I.3 Simetrias da acao e do vacuo

A presenca de solugoes tipo sélitons topoldgicos no modelo Agl)(p = 2), cuja
acdo é (IIL.1.13), estd intrinsicamente relacionada ao fato de que o potencial
(II1.1.16) apresenta infinitos zeros diferentes, os quais sdo também seus mi-
nimos. A origem desta estrutura do vacuo é conseqiiéncia de certas simetrias
discretas da agao (II1.1.13) que por sua vez é conseqiiéncia da existéncia de
cargas topolédgicas. Desta forma para valores imaginarios de 8 = iy, a agao
(II1.1.13) é invariante perante as transformacoes discretas

o)

P = T2y, P = e TN 28), (I11.3.27)
Xll = e%(N—l—le)Xl’ Xé =e€ TW(N 253)X3a
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onde N é um inteiro arbitrario e s,, 5, (@ = 1, 3) sao os dois inteiros, ambos

pares ou impares, de modo que
~ ~ !
Sa+ 8, =285, 84— 38,=2L,

eSS, L eZ.
A agao (II1.1.13) é também invariante perante a transformagao CP:

"

Y =9, Z=Xa, XZ:d)aa

Px = —x, Po=0. (II1.3.28)

Para melhor estudar a estrutura do vacuo deste modelo e esclarecer como
as simetrias anteriores estao relacionadas com a presenca de miltiplos zeros

no potencial, introduzimos a parametrizacao :

1 . 1 .
W = _ezﬂo(%tpf&) sinh(ByR1), X1 = 5_€1ﬂ0(%w—91) sinh(3,R,),

Bo 0
1 . 1 1 . 1
g = e sinh(oRs), X3 = e BT sinh(5Ry)
0 0

As transformagoes (II1.3.27) e (II1.3.28) nesta parametrizacao adquirem
a forma
Ry = Ray 0,=0,+ L,
0

B

2
R" = R 0"=—0,+ 2L, (II1.3.29)
0

com L! e L! inteiros arbitrarios. Combinando as transformacoes 6., e 6,

encontramos que

~ 7 Xa mL, " !
Gom ——n(Xe) =g, e g —orr_ ' (IIL3.30
QﬁO (%) Zﬁo ( )
Nesta expressio vemos que para 6, = 0, mas %ﬂ # 0, existe () = %a

de modo que além do véacuo trivial do potencial ¢ = 0,R, = 0,6, = 0,
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com N = L, = 0, este modelo (III.1.13) apresenta um conjunto infinito de

diferentes vacuos parametrizados por inteiros N, L € Z,

L

2 (I11.3.31)

oM — (1) N, RO =0, ¢ =
Bo ¢ ¢

os quais definem a rede dos vdcuos (o) 0)). Desta forma os campos
vao ter um conjunto de condi¢oes de fronteira nao triviais permissivéis para

T = Fo0:

+
wL;

260

K
Bo

ou seja Y, (£00) = xa(F+00) = 0, mas ¥,/ xq(Fo0) # 0.
A existéncia destes valores assintéticos dos campos posibilita a presenca

(I11.3.32)

cp(N)(ioo)=< )Ni, Ra(£00) =0, 08 (£c0) =

de sélitons topoldgicos com energia finita, os quais interpolam entre diferentes

vacuos (Ni, L), As correspondentes cargas topolégicas:

jo=Ny—N_=0,1mod2, jg=LI—L,=0,1,... mod 2

estao representadas pelas correntes e cargas topolégicas:

4 +oo 4
ﬁ::wa%cwe[mmm:%w %M=%mmmw>

= B 000, Q5= [ Jjtde =" (I11.3.34)

Além das transformagoes (I11.3.27) e (I11.3.28) que nos permitem deter-
minar a rede dos vacuos (o™, (F)) | existem outras simetrias discretas do
modelo Agl)(p = 2) (III.1.13). Assim, mais dois grupos discretos deixam a

acdo (II1.1.13) invariante:

1. Reflexoes Z,:

n m m m

"=, W' =, Y =11, X' =x3 x5 =xu. (I11.3.35)
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2. Transformacao composta de Weyl I1P:

B=II(BY), H(e)=e., M?>=1,
I(Eo,) = Eri(ag) = Faw, a=1,3, PO=0 .  (IIL.3.36)

Estas ultimas simetrias Zy ® Zy (II1.3.35) e (II1.3.36) impdem certas
relagdes de equivaléncia na rede dos vécuos (o) 0) € Z, ® Z,. Como
resultado o vacuo irredutivel se encontra no coset (Zs ® Zs)/Zy ® Zs, ou seja
(I11.3.32) com a identificagao (I11.3.35) e (II1.3.36).

Uma caracteristica importante deste modelo (II1.1.13) é a presenca da
simetria continua global U(1) ® U(1):

w; — 6iﬂ§€a¢a, X; = @_i/jge‘lxa’ gp’ = ¢, (111337)

onde ¢, sao parametros arbitrdrios reais de U(1) ® U(1).
Levando em conta a definicao (II11.2.19) dos campos nao locais R,, as
correspondentes correntes de Noether “elétricas” ( que se derivam da agdo

(II1.1.13) ) podem-se escrever de forma simples como

o o

J”ael —
! 2 2

0, (BRy + R3), Jv =229, (R, + 3Rs). (II1.3.38)

Desta maneira os sélitons topoldégicos com valores assintéticos nao trivais dos

campos R,, ou seja R,(+00) # R,(—00), vao ter cargas elétricas:

f o= [T aedr = Pp3(R o0) — Ri(—00)) + Ra(oo) — Re(~o0)],
(IT1.3.39)

§ o= [T e = D[ (00) — Ri(-o00) + B(Ry(00) — Re(—o0)]
Desta forma obteremos sélitons topoldgicos que portaram diferentes com-

binagdes de carga elétrica: (0,0), ou sélitons neutros, (Q1,0), (0,Q3) e
(Q1,Q3), ou dyons.
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I11.4 Equacoes de primeira ordem

A relagao existente entre as transformagoes de “dressing” (ver secao I11.5) e
as transformacoes de Backlund [24] nos permite derivar de uma forma sim-
ples as equagoes de 1—soliton para uma grande classe dos modelos de Toda
nao abelianos e afins de grau um. Desta forma, consideremos duas solugoes
particulares By e B das equagdes de movimento (II1.2.17). As suas corre-
spondentes conexoes de Lax Ay, Ay, A e A (I11.2.21) as podemos relacionar

mediante as transformacoes de calibre:

A=0,A0." +00.0," (111.4.40)
€
A=0.A00." +00.0.". (I11.4.41)
Se definimos
0=X+B,'YB (111.4.42)

onde os elementos constantes X e Y pertencem a algebra envelope universal

de Agl), e sao escolhidos de modo a gerar todo o subespago que satisfaz
[X,e ]=0 e [Y,e,]=0. (IT1.4.43)

Introduzimos (I11.4.42) em (I11.4.40) e em (II1.4.41), primeiramente. Pos-
teriormente avaliamos os potenciais na condigao de curvatura nula (II1.2.20),

assim obtemos as equacdes diferenciais de primeira ordem

XB™'B — By'0ByX + [B;'YBe_| =0,
dByB,'Y —YdBB ' — [BOXB*, e+] =0, (II1.4.44)

as quais, junto com o sistema equivalente que se obtém ao aplicar a simetria
Zy de reflexao (I11.3.35), nos conduzem as equagoes de primeira ordem do

séliton.
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Neste modelo expressamo os elementos constantes X (), a;), Y (A, b;) como

X = X01] + XOQ)\l -H + X()g)\g -H + a1€_,
Y = Yol +Yelh H+ Y- H+bey

onde I é a identidade, Xo;(A), Yoi(A), a1(A) e by(A) sdo fungdes arbitrarias do

parametro espectral A,
By = elfolerdi-ftears H) (I11.4.45)

é uma solugdo de vicuo constante das equagoes de Leznov-Saveliev (I11.2.17).

Na verdade as equagbes de segunda ordem (II1.2.17) sdo as condigbes
de integrabilidade para as equagoes de primeira ordem (II1.4.44) quando as
condigoes (II1.4.43)) sdo satisfeitas. Devemos assinalar que a consisténcia das
equagoes (II1.4.44) com suas respectivas imagens pela reflexdo Z, requere a
existéncia de certas relagoes algébricas especificas para as equagoes de séliton.

Com a parametrizagdo do B de (II1.1.4) introduzido em (II1.4.44) e levan-
do em conta (II1.2.19) obtemos o sistema de equagcoes diferenciais de primeira
ordem:

8(1)p _ wy [6*@1)1, . e*ﬁi’p—l + 52(,&121 _ 1/‘;35(3)5%1] s

B
0%, = % [6’3% — e’ — B (i3 — 1;35(3)51),2] , p=1,2

2
My = —pyre PP (1 + By xae”® — %¢1>21€B¢2> ;
~ ~ ~ 52 ~
Oy = —pyse™ (1 + B xie PP — - YsXse pu)
B? -
o1 = —pyxae’™ (1 + ?1/115(16_’8@1) ;
B -
Oxs = —pyxse "* (1 + 51/13236@2) ;

~ 2 ~
o = %1/116’%1 (1 + %%fﬁ@_ﬂ@l) ;
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~ 2 ~
O3 = %%6_’3@2 (1 + %%)beﬂ%) ,

7 o B~
f;Xle *2 (1 + BsXse”™ — TusXae”™ |
2
0X3 = %)Z (1 + B2 x1e P — %w3)~(3€_ﬂ¢1) , (IT1.4.46)
onde o parametro de transformacao de Backlund é

y=e? (111.4.47)

mais a relagao algébrica:

e PN _ B = PP _ B0y B2( g i), (II14.48)

E importante assinalar que temos definido novas variaveis ®,, 1, € X,

1
q)lz __Ra (I)ZZ_QO_ZRa R:RI_RSa
% ~ R

Uy =se, X3 =xzeS, Yi=the T, X1 =xie 5. (I11.4.49)

Ao expressar as equagoes de primeira ordem (I11.4.46) em funcao destas
novas variaveis, se simplifica a construcao das solugoes de 1-séliton das equa-
¢oes (II1.4.46). Os campos nao locais R, (a = 1, 3) satisfazem o conjunto de
equacoes de primeira ordem:

OR; = ,wyﬁ (¢3X3 - 3¢1X1)
mﬁ

OR3 = (¢’1X1 - 31/’3)(3)
OR, = gl; (3¢1X1 ¢3>~<3) ;
OR; = 2—5 (30s%s —Wi%1) , (I11.4.50)

como conseqiiéncia da defini¢do (II1.2.19).
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Do sistema (111.4.46), (I111.4.48) e (I11.4.50) podemos derivar as seguintes

lets de conservagao solitonicas:

] (’Ye*ﬁq’f’) +0 <%eﬁ‘1’1’+1) = 0,

(754— 13) e = 0, p=1,2,
Y
<78 — 18) ln(@) = 0, a=1,3,
Y Xa
1\ -
(78 + _a> ¢aXa = 0,
Y
= 1
Vin (ﬁeiR> = Vin (ﬁe‘iR> , V=00
X1 X3
(IT1.4.51)

Estas leis de conservacao sao de muita utilidade na construcao das solu-
¢oes de 1—sdliton do sistema (I11.4.46) e (II1.4.48).

II1.4.1 Solucgoes tipo séliton

O sistema de equagbes de primeira ordem (II1.4.46) pode ser resolvido se-

gundo o método explicado em [10]. Introduzindo as novas varidveis p.:

p+ = axcosh(b) —tsinh(b), 0,, = sinh(b)0; + cosh(b)0,,
p— = tcosh(b) — xsinh(b), J,_ = cosh(b)0; +sinh(b)0;, b= —Inv,

Encontramos as solugoes de 1-séliton:

) —f _ J2ia,f
(0P — € —ee

: . 111.4.52
(e~f +ef)z(e T + eticef)z ( )

N2(e=f + el 7 (7] + etivel) T

2 —
/BO,(/)IXI - (A167f+A2€f) bl

(I11.4.53)
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1

) . 1 . .
(D Ee_l(“pf sin(@)+p1) Yix, Xx1= Eez(“pf Sm(a)ﬂ)l)\/ Yix1,

N 6_d26i(“p* Sin(a)+p3)(e—f + e4iaef)fé
B (At + Ayel)z(ef +ef)i
N e~ g=iluo—sin(e)+ps) (o=f 4 e4iaef)—§

B (Are! + Asel)i(ef +ef)i

(I11.4.54)

onde f = ppy cos(a) + %ln X, Xp é uma constante arbitraria que determina
o centro de massa do sélitén, N? = (1 +e~%®)(e*™ — 1), ¢y, dy, dy constantes
complexas arbitrarias com 2isin a = ¢y, por ultimo p;, p3 sao constantes
arbitrarias. Entdo o séliton (@1, Q3) tipo dyon do modelo A" (II1.1.13) est4
representado pelo conjunto de fungées (I11.4.52), (I11.4.53) e (I11.4.54) das
variaveis do espaco-tempo py e p_.

Para finalizar esta segdo gostariamos de frisar que tanto a agao (I11.1.13),
como o sistema de equagoes de primeira ordem (I11.4.46)-(111.4.48) possuem
dois limites interessantes:

e Yy = x; = 0,(R3 = const.) ou ¥3 = x3 = 0,(R; = const.) levando-
nos ao modelo integravel Agl)(p = 1) (II.2.41) desenvolvido em [8] e
[9], e cujos sélitons topolégicos sao os sélitons do modelo Agl)(p = 2)
(IT1.1.13) com uma carga elétrica: (0,Q3) ou (Q1,0).

e Y = x; = P35 = x3 = 0 nos conduz ao modelo de Toda abeliano afim
Agl)(sine Gordon) com seus sdlitons neutros (0, 0) como caso particular
dos sélitons (@1, Q3)-

I11.4.2 Espectro dos sélitons

Uma das propriedades mais importantes das solucoes solitonicas é que a ener-

gia das mesmas seja finita. Isto juntamente com o fato de que elas podem
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carregar cargas nao triviais (sejam estas tanto cargas topolégicas quanto car-
gas elétricas ((Q1, Q3), no caso de ALY (p = 2))) faz com que elas manifestem
um comportamento analogo ao de particulas com espectro, por exemplo,
M, E, Q%, Q%, Qumag, Q% para Agl) (p = 2). As cargas do séliton Q%, Qa, €
(9, a energia E e a massa M, dependem das condi¢oes de fronteira, ou seja,
dos valores assintéticos dos campos ¢, ¥,ex, (paraz — +00), e das simetrias
das equagoes diferenciais de primeira ordem (II1.4.46). Realmente, a forma
explicita do espectro solitonico pode ser derivado sem o conhecimento da
solugao exata de 1-séliton (I11.4.52)-(I11.4.54). Os argumentos utilizados sao
muito parecidos aos usados em [25], [9] para calcular o espectro dos sélitons
dos modelos de Toda abelianos afins e do modelo A()(p = 1), respectiva-
mente.

Primeiramente verificamos a “lei de conservacao solitonica”:

OF~ = OFt, (I11.4.55)
onde
2
F~ = —'2—3(2 e PP + B %),
k=1
2
F+t = #(Z P + B2 %1). (I11.4.56)
k=1

Por conseqiiéncia o potencial de A" (p = 2) (IIL1.16) pode ser escrito como
1
V= —5(8F’ + OF™).

Posteriormente, demonstramos (usando as equagoes de 1-s6liton (I11.4.46),
(IT1.4.48) e (I11.4.50)) que as componentes do tensor energia-momento Tyy =
TH+T 42V, Ty =T"—T ,com

1
2T = dpdp+ e P2 As0yn0x1 + e PP A1 0sOxs
—2B¢

26
+ B 1

(x1930x3001 + X3th10X1013) (I11.4.57)
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e T~ =T+(0 — 0) sdo derivadas totais, ou seja,
Too=0,(F —F") e Toy=0,(F +F").

Desta forma somente os termos de fronteira contribuem para a energia e
o momento da solu¢do de 1-séliton com carga elétrica (Q1,Q@3) (II1.4.52) -
(IT1.4.54)
+oo
E= /oo Toodz = (F~ — FF)[*%,
P= " Tyde = (F + FH)t. (IIL4.58)

Por 1ltimo calculamos a energia E, o momento P e a massa do séliton
M = /E? — P2 em termos dos valores assintéticos dos campos ¢, ¢, Xo€Ra-
A analize da estrutura do vacuo cléssico do modelo AS”(p = 2) apre-
sentado na secdo II1.3 (II1.3.32), ou seja, a existéncia de solugdes triviais
constantes correspondentes aos multiplos zeros do potencial para § = i3,
fornece a relacao completa das condigoes de fronteira admissiveis para os

sélitons:
90(:*:00) - (%) Ni’ (waXa) (:I:OO) =0, Ra(:l:OO) = 2_7Tf:5:a)7
0 0
foo= (-2, iln%(ioo) =7L°, (I11.4.59)

onde N, L% sao inteiros arbitrdrios e f{ sao nimeros reais. Substituindo

estes valores assintéticos em (I11.4.58) derivamos a férmula da massa:

8| . : 1
M= Zalsin 50— (- £3)]|
Jo = Ny—N_=0,=%£1 (II1.4.60)

A equagao (I11.4.60) pode ser ainda mais simplificada se levamos em conta
as equacoes (I11.3.33) e (IT1.3.39). Assim temos que
4r

(lzl - gl = 27T(f_|_ - f—): Qmag = _ngo (111461)
0
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Portanto as massas dos 1-séliton as podemos escrever como:

2 _ el el
sin (ﬁ 0@rmag 2 L+ )‘ (I11.4.62)

M=

B4

Ao analizar esta expressao poderiamos-nos perguntar sobre a existéncia de

solugoes de 1-s6liton nao massivas, ou seja, para
BoQmag — e 4 le =8rs, se€Z, (I11.4.63)

a massa € nula. Acontece que esta equacao é somente satisfeita para a =
o = m(s—3), onde a é um dos pardmetros da solucéo (I11.4.52-111.4.54) com

nfy =2[a+7wsy] e wfo=2[rs. —(a—7signa)], (111.4.64)

onde s; e s_ sao inteiros. Para este valor de ay, o cos ay; = 0 e portanto
f(as) = const, coincidindo desta forma com a solugdo de vicuo constante
trivial. Portanto, nao descreve solucoes de 1-séliton e podemos concluir que

as cargas da solucao de 1-séliton satisfazem:

BoQmag — QF + QS # 87s, s € Z. (IIL.4.65)

II1.5 Operadores de Vértice de Agl) e funcgoes

tau

Transformacgoes de “Dressing”

O método de “dressing” é baseado na consideracdo de que existem duas
transformacoes de calibre #* que mapeiam o vicuo numa configuracio nio
trivial.

Desta forma, consideremos duas solugbes arbitrarias B; € Gy (s = 1,2)
das equagbes (I111.2.17):

_ VgCt+nsd
BS_QOSGS nsa
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com as correspondentes conexoes de Lax (I11.2.21) A(s) = A(B;) e A(s) =
A(B;) que vao estar relacionadas por transformagoes de calibre §_, =

exp G« >, de modo que
Au(2) = 024,105 + (9,04) 05", (I11.5.66)

o que ¢ conhecido como transformacoes de “dressing”. Estas transformacoes
deixam invariante as equagoes de movimento (III.2.17) e o problema linear

auxiliar
(9. — A(By),) Tu(B,) =0, (I1L.5.67)

ou seja, as conexoes de calibre puras A, definidas em termos da matriz de
monodromia T'(By).
Escrevendo (I11.5.66) usando (I11.5.67) obtemos que

Au(2) =0, ToTy ' = 0,(0.T1)(0:T1) 7, (I11.5.68)

onde é facil ver que a consisténcia das equagoes (I11.5.66) e (II1.5.67) implica

que as relacoes seguintes sejam satisfeitas

Ty, = 0.T,, (I11.5.69)

0.1, =0_T, g™ (IT1.5.70)
onde ¢! € G é um elemento constante arbitrario do grupo afim correspon-
dente.

Suponhamos agora que T} = Ty(Byqac) € a solucdo de vécuo tal que

5BvacB_1

vac

= 1?26, Byeee By = e€_, (ITL.5.71)

vac

Avae = =€, Agae = €4 + p2é. (I11.5.72)
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Avaliando (IT1.5.72) na condigao de curvatura nula (II1.2.20) obtemos que
[e,, e ] = p’e . (I11.5.73)
De (II1.5.67) obtemos que
Avae = 01Ty e Ayee = 0T Ty Y, (I11.5.74)
que ao comparar com (II1.5.72) vemos que
To = exp(—ze_) exp(Zey). (ITI1.5.75)

Assim, de acordo com as equagdes (I11.5.66) e (II1.5.69), cada solugao
T, = T(B) pode ser obtida a partir da configuragdo de vacuo (IIL.5.71-
II1.5.72) mediante a escolha da transformagdo de calibre apropriada 6.
Desta forma, se em (II1.5.66) A,(1) é a configuracao de vacuo entdao A,(2) é
uma configuracdo qualquer, com as conexoes de Lax segundo (I11.2.21). Isto

nos permitem derivar 6, como funcionais do B, ou seja 01 = 6. (B). Usando
(II1.5.70), obtemos

0-10, = TogWT, *. (I11.5.76)

Esta relagao vai nos permitir obter uma configura¢do nao trivial B em termos

de ¢ € G e certa representacdo de peso miximo da dlgebra Agl), como

veremos mais adiante.

Para isso, escrevemos (I11.5.66) como
—Be_B™' = —fie 07"+ (00) 65,
4 +0BB™" = (e, +p20)05" + (004) 071, (IIL5.77)
Posteriormente decompomos . de acordo com a gradacao da dlgebra
0. = QD=2 ... g = ?@erMer@) .. (I11.5.78)

onde t09 v sio combinacdes lineares dos geradores da &lgebra de grau —i
e i respectivamente ( ¢ = 0,1,---). Resolvendo estas equacbes grau a grau

obtemos para o grau zero a solucao

£(0) = H(z), (111.5.79)
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e"(0) = BeGle)-wz2t (I11.5.80)
onde H(z) e G(z) sao fungoes arbitrdrias definidos em Gj. De (II1.5.77)

obtemos para a componente de grau um,

OBB™! = ef@[t(=1),e e @ 4 22¢ + (0e7P))e G (111.5.81)
0 = O(1),e]e ™0 — g0, (II1.5.82)

Inserindo (II1.5.80) em (II1.5.82) obtemos
B 9B — 1%z = e“Pu(1),e_]e 9 — B 1(9eF))e ¢ B, (I111.5.83)

Multiplicando (I11.5.81) e (I11.5.83) por um elemento de GJ e tomando o trago
achamos que H(zZ) = G(z) = 0 devido as condigbes subsididrias (II1.2.18-
I11.2.19). Deste modo as equagoes para v(1) e t(—1) tem a forma

B7'0B — p*zc=[v(1),e. ] e OBB™'=[t(—1),e;] + p’z¢,

respectivamente.

Como préximo passo consideraremos certos elementos matriciais (toma-
dos para a representacdo de peso méximo |\, >) da equagdo (II1.5.76), na
qual introduzimos (I11.5.79) e (II1.5.80) obtendo-se

e U BB v () 0 ?) | — T (IIL.5.84)
Entdo, como v(7)|\; >=0 e < \j|t(—i) = 0 para i > 0, chegamos a
< NIBIN > €77 =< A\ Tog DTN > . (I11.5.85)

Esta equacado vai nos permitir obter a dependéncia espago-temporal dos
campos fisicos v, v, Y, e Xx,, mediante a escolha de elementos matriciais es-
pecificos. Levando em conta a parametrizacdo do elemento B (II1.1.4) obte-

maos:
2 _
To = eV TH A = < )\0|TogT0_1|)\0 >,
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3 1 —u2z3 _
TR, = 64R1+4R3+V Hzz — < )\1|T()gTO 1|)\1 >,

Try = edft iRtV — N T Ay >,
Ty = ez futyRatotv—izz _ < Xo|TogTy A >,
Ty, = eifitaBetv—w’ezy, — o \ || TygTy 1E§)a1\)\1 >,
Ty = eafataRstvowtzay, — AT T EC) [Ny >,

Ty = eifitaRatvp®azy = o M| EQTogTy A >

Ty = eiftifetv sty - N EOTygTy Y As >, (I115.86)
sao conhecidas como as fungoes tau, as quais nos permitiram construir a
solucdo classificada em termos do elemento constante ¢g") do grupo afim.
Neste elemento se encontra toda a informacao sobre a estrutura de N-soli-
tons das equagoes de movimento (I11.2.17). Como veremos no que segue as
solucoes solitonicas estao representadas por certos operadores de vértices de
nivel um da algebra Agl). Outros tipos de solugoes como os multisélitons e os

“breathers” estao associados com produtos tensoriais destes vértices basicos.

I11.5.1 Operadores de Vértice

Como os geradores e formam uma subdlgebra de Heisenberg,

[€+1 6—] = /'[’26

e temos que calcular agora os elementos matriciais (fungoes 7):
< Aole #meF+gWe #erere= | g >, (I11.5.87)

é vantajoso introduzir uma nova base para a algebra A;(;l), tal que os geradores
e+ formem parte da subalgebra de Cartan. A combinacao linear dos geradores
da élgebra H; O Eﬂ k) [27],
bl o = EM 4 BT
W = (Ar+As)- H™
b = (M —Xg) - H™ | (I11.5.88)
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fecha uma nova subdlgebra de Heisenberg 3-dimensional,
a T
[ba—|—2m’ (bbb+2l) ] = (CL + 2771)5m,l5a,b s
[bg—l—Zm’ bm] = 07 a = Oa 1 )

[bm,bl] = m5m+l70. (111589)

. . a _ .
Por isso podemos considerar os geradores b3 +m(n—1),@ = 0,1 junto com by, (e
seus conjugados) como os geradores da subdlgebra de Cartan afim na nova

base para a algebra Agl). Por definigao

1 1
€1 = pby, €~ = :u(bl)T’
comutam com b e by. No caso que a carga central ¢ seja nula, todos eles

comutam e portanto eles tém um conjunto de autovetores comuns F'(7y):

[ex, F)] = f+(MF (), [0, F(M] = fo()F (), (111.5.90)
[bo, (7)] = fo()F (7). (I11.5.91)

Estes autoestados foram construidos de acordo com a ref. [27], e resultam

ser neste caso

Fo() = VEY (™ 'BEIL 4y 7EY),  (1592)
Fio(y) = V2 _oo (v B, Ay mED), (1115.93)
F*(y) = n:ioo (V"B santas)) (I11.5.94)
Ful) = V2 Y (—y ' EGLd, +v MED),  (IIL5.95)

Fia(y) = v2 Y (= 'EGLD, + v ED),  (IIL5.96)

.- —2n— n n+1
Fl’j(ﬁy) - Z (7 ’ 1(E[((*)l)j"‘locz]—+_E[((j1)1)'oc2])
i—ongpn) €
— (=177 (hy —§5m,o)), (I11.5.97)
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com j = 1,2 e os correspondentes autovalores

[ex, FLo(M] = £ur™ Fio(v),
lex, Fo(V)] = Fuy™ Fio(y),
] =0

| = Fmy Fa)
lex, F1a(v)] = i/ﬂilpl,l(?/)
[ex, Fr;(7)] = Fuy='2F;(7). (IT1.5.98)

?

?

Nao é dificil ver que realmente os geradores F' sao autoestados de todos
os elementos da dlgebra de Heisenberg.

Com a nova base podemos definir o gerador de Fubini-Veneziano Q como

Q= (M), (), (7)), (TI1.5.99)
onde
P(y) = iﬂi W (ITL.5.100)
SO (y) = IEW (IIL5.101)
o(y) = iibnz_n (I11.5.102)
n=1

Agora podemos definir os operadores de vértice
W2 ot .

V¥ () = o7 @) 9 glrggupinygin-Q (I11.5.103)

onde w* é o autovalor do autoestado F' com respecto aos geradores da

by). Desta forma estabelecemos uma

subélgebra de Heinsenberg (b1 o, 09,1,

correspondéncia entre o autoestado F' e o operador de vértice V“. Os vetores

q=1(0,q1,92) e p=(0,p1, p2) satisfazem as relagdes de comutagio
(g, ps] = 1di5¢. (I11.5.104)
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Nao é dificil comprovar que os operadores de vértice V obedecem as mes-
mas relacoes de comutacao que os correspondentes autoestados F'. Por esta
razao é que podemos identificar os F' com os V.

Como nosso interesse é calcular os elementos matriciais (II1.5.87), pode-

mos escolher o elemento constante do grupo ¢g") como
¢V = exp[dF (v)], (I11.5.105)

onde 7 é um parametro complexo e escolhemos F'() como um dos autoesta-
dos dos ex (I11.5.92-111.5.97), ou seja

[ex, F(N] = (1 F(y), (IT1.5.106)

onde como j4 vimos os f* sdo fungoes especificas de «y (I11.5.98). Segue que,
TogVT5" = exp{dp(7)F(7)}, (I11.5.107)

onde
p=-exp{—zf (7)) +Zf (7)}. (II1.5.108)

De forma mais geral o elemento constante do grupo ¢ pode ser escolhido

como uma combinacao dos autoestados F', ou seja,

g(l) = exp[d, F1(71)] exp[daF2(72)]--- exp[dn Fv (vw)], (1I1.5.109)

lex, Fi(w)] = £ () Fi(7:)- (I11.5.110)

Neste caso encontramos que

Tog(l)TO—l — e[dlpl(“Y1)F1(’71)]€[<12112(’Y2)F2(“12)]____e[dNPN(’YN)FN(WN)}7 (II1.5.111)

onde
pi(7i) = exp[—2f; (v:) + Zf;" (%)]- (1IL.5.112)
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Uma importante propriedade dos operadores de vértice ajuda considera-
velmente a simplificar o cdlculo das fungoes 7 (II1.5.86). Acontece que para
A® em geral

V() V¥ (y) = 0, (I11.5.113)

como conseqiiéncia de que

VY ()V (2) ~ (11— 72) (TT1.5.114)

com r > 0. Deste modo, devido & equivaléncia entre os F eos V, F2 =0 e
portanto F'™ = 0 para m > 2 também. Esta propriedade nos permite fazer

o truncamento da expansao de modo que

TogVT5" = exp(dp(7)F(7)) = 1+ dp(y) F(7). (I11.5.115)

Agora que ja sabemos como calcular as solugoes podemo nos perguntar de que
modo escolher g(') em (IT1.5.109) para obter os diferentes tipos de sélitons,

ou seja, os neutros ou os carregados, assim como os “breathers”. Para
gt (y) = 12 (IT1.5.116)

sao reproduzidas as solucoes neutras de 1-séliton do modelo de Toda abeliano
afim Agl), ou modelo de sine-Gordon, porque neste caso 7y, = 7, = 0. As
correspondentes cargas elétricas U(1) se anulam: @; = @3 = 0. Outro
indicativo da neutralidade desta solugdo é que F} »(7) tem autovalor zero em
relacdo aos geradores das cargas U(1) @ U(1), ou seja, A\; - H e A3 - H.
Se por outro lado, escolhemos
9" (1, 70) = et Fra(m)e®FlL ),
g:_(,l) (71,72) = e E1(r) gdoFra(m) (IT1.5.117)

B—i(a+m)

para vy, =e e 7o = BT (com condigoes entre os parametros dy, dy,

dy e dy similares as da ref. [10]) obtemos solucdes de 1-séliton com cargas

U (1) nao triviais (@, 0) para ¢Ve (0,@s3) para gél). Esta escolha nos conduz
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a solugoes de 1-séliton com 3 = x3 = 0 ou 1 = x; = 0 respectivamente,
as quais coincidem com as solucoes de 1-sélitons elétricamente carregados
do modelo Ag)(p = 1) [9], [8], descrito na se¢do anterior. Similarmente, a

solucao de 3-vértices gerada por
1 1
901 (91,72, 73) = 9 (1, 712) 98" (1),

931 (71,72, 73) = 98 (71, 72) 9 (7). (ITL.5.118)

1
P

para uma escolha apropriada de 7;, (i = 1,2,3) e d, d,, dy, dy e dy (como em
na ref. [8]) nos conduz aos “breathers” com cargas U(1) (Q1,0) e (0,Q3)
respectivamente.

A solugao de 1-soliton mais simples do modelo Agl) (p = 2) com cargas
(@1, Q3) nao triviais se obtém escolhendo

1)

983 (1,72, 3, 7) = eBFAMIBFLOMFL 00 dsFaa6e) - (1115.119)

para y; = eB~Hot™) 4, = eBtie o did, = —dsd, = dy. Os breathers com
cargas (@1, @3) sao gerados com

983 (1, 725 3> 74, ¥5) = 984 (Y1, Y2, 35 74) 9L (75) (I11.5.120)

e com uma escolha especial dos ;, (I = 1,2, 3,4,5) e os coeficientes d;. Desta
maneira as solucdes de multisélitons sdo representadas por ¢(); onde estao
incluidos produtos dos correspondentes vértices de 1-séliton g§1§ e g§1), ou

seja,

N
9V =TI ¢V (7, 7),

s=1

novamente com relacoes especificas entre os parametros v;, vs, d7, d3, dj e d5.

II1.6 Modelos Ag(),l)(p =2,q)

Nesta secao vamos a introduzir a hierarquia de modelos integraveis Agl) (p=
2,q), na qual estd incluido o modelo (II1.1.13) para ¢ = —1 [31]. As razoes

que nos motivaram para introduzir estes modelos sdao duas:
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a) uma vez conhecidos os 1-s6litons do modelo ¢ = —1, é possivel calcular
todos os 1-s6litons dos correspondentes modelos ¢ > 2, mediante uma simples

associagao de variaveis:

ro(z,t) — g,
%(,1) = Xa
u(z,t) — o,
zZ =
% 5ty (IIL.6.121)

b) como as equagoes de movimento dos modelos ¢ > 2 sdo mais sim-
ples que as do modelo ¢ = —1 é mais sugestivo, primeiramente construir as
solucoes de multisélitons para o modelo ¢ = 2, por exemplo, e depois aplicar
a mudanca de varidveis antes mencionada para achar as correspondentes
solucdes do modelo ¢ = —1.

A hierarquia de modelos Agl) (p = 2,q) é construida preservando parte
da estrutura graduada original do modelo ¢ = —1, mais exatamente, preser-
vamos o operador de gradacao da dlgebra (), o gerador constante de grau
+1, €, e a subdlgebra G{. Por outra parte o gerador e¢_, de grau ¢ = —1
é substituido por um elemento arbitrario constante DI de grau g, tal que

g=>—le
D! e Ker(adey), e-=D_{ e [Die]=0. (I11.6.122)

Desta forma é possivel gerar uma hierarquia infinita de modelos integra-
veis novos, cujas equagoes de movimento se escrevem de forma compacta na

forma de curvatura nula:
0y, Do — 0, Dy — [Dg, Do] = 0, (IT1.6.123)
onde

Dy=A=e. +0,(90)95", Dy=>.DV, DV eg. (IL6.124)

q
=0
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Os campos fisicos q,(x,t), r.(x,t) e u(z,t) vao parametrizar a subélgebra de

grau zero Gg:
Ay = 3,(90)97 " = @ EQ + EQ +mEY, + B9, +uhy).  (111.6.125)

A equagao (I11.6.123) pode-se decompor de acordo com a gradagao no sistema
de equacoes algébricas:

[Dtgq)a €+] = Oa
8zD(gq) + [D(gq)a AO] + [D ! l)a €+] = 0;
+

( —
q
awD((lq—l) + [Déq_l)’ Ao D((zq_Q)

64] = 0,
a:cDg(Il) + [D((Il)a -AO] + I:Dg())’ €+] = Oa
0, Ao — 9, D — DV, A)] = 0. (I11.6.126)
Para obter a partir deste sistema as equagoes de movimento de ordem g em x
correspondentes aos campos ¢, (z,t),7,(x,t) e u(z,t), primeiramente temos

que determinar D(S‘I) utilizando a primeira equacdo do sistema (II1.6.126).

Por exemplo, para ¢ = 2 propomos:
DP = b\ HD + b A HD, (111.6.127)

onde os coeficientes serdo determinados ao substituir na segunda equacao,

na qual também introduzimos a componente Dgl) tal que

D;l) = clEg;) + CQE(_IC)Y2 + 03Eé2)+a2 + 0417](_1()a1 tan) T 05E$)+a3
1 0 1
+ 6B oy T B varras T B varag  (111.6.128)

A partir desta equagao conseguimos determinar também os coeficientes de
D e Im (ad e, ) em termos dos campos ¢, (z,t), 74(z,t) e u(z,t). Os restan-
tes coeficientes de Dél) € Ker (ad ey ) sdo obtidos a partir da terceira equacao,

onde introduzimos

DY = d\EQ +dyEC) +ds EQ +dy EC), +dsh” +dshy +d7hy”, (111.6.129)
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e cujos coeficientes, que se encontram em I'm (ad €, ), sao determinados tam-
bém desta equacao. Por iltimo sdo determinados os coeficientes que estao
em Ker (adey) usando a ultima equac¢do. Seguindo este procedimento de-

terminamos:
DY = (M = X3) - HY,
Dél) = QIEgi)—I—az + T‘1E(_1(ll_a2

DY = (%uqy + 1) EQ — (9503 + q3u) BY) — (8pr1 — riu) BY),

— T’3E(1)

—ao—ag)

+ q3E(O)

az+tasg

1
+ (Oprs — rgu)E(_O(ls - §(q1r1 - q3r3)h§°). (IT1.6.130)

As equagbes de movimento para este modelo cKP sdo (para simplificar toma-
M _ 106 _ 1.
mos by’ = —by’ =1):

O q1 — 8§Q1 + QOu + qu? + 117 + r3q1g3 =

O, 71 + 857‘1 + 7 0,u — ru? — r%ql —Trir3q3 =
Oz + 02q3 — 30,0 — qau” — 13¢5 — T1q1gs =
8t27”3 — 857"3 — r38$u =+ 7'3U2 + T§Q3 + r3riqa =

Ot + 0y (11q1) — Op (13q3) =

o o o o o

(I11.6.131)

Até aqui temos visto como a hierarquia de modelos Agl)(p = 2,q) nao
relativisticos KP vinculados estao associados & condicao de curvatura nula
(IT1.6.123) para tempos positivos. Da mesma forma, podemos obter a hie-
rarquia correspondente a “tempos” negativos, a qual, como foi mostrado em
[30] é dada por

0, A=0,D_y—[D_g,A]=0, ¢>0, (I11.6.132)
onde agora,

D_g=DS9+D{ ) +...4+ DY Dteg,.  (1116.133)
Particularmente, as equagoes de Leznov-Saveliev (I11.2.17) correspondem a
equagio de curvatura nula (I11.6.123) para t_; = z com

D, = DYY=_Be B,
A = —Ay—e, =—-0,BB™" — ¢y, (I11.6.134)

66



onde B é parametrizado pelo subgrupo de grau zero (II1.1.4).

Solugao de 1-sé6liton do modelo ¢ = 2

Achamos a solugao do sistema (II1.6.131) mediante o método de operadores
de vértice de forma similar ao caso de ¢ = —1, as diferencas mais notaveis

estao na forma das solugoes constantes de vacuo:
Dy = DY) D(()U) =€y, Y = e*”Dgz)e“*, (IT1.6.135)

e na escolha de um novo conjunto 7, g(l)TU(_l) de elementos matriciais que
representem os campos fisicos qq(z,t),7q(2,t) e u(x,t). A forma de g,
como em (II1.5.116-111.5.119), por exemplo, permanece igual. A razio estd
no fato de que [Dg), €+] = 0 e portanto os trés geradores compartilham os
mesmos autoestados (I11.5.92-111.5.97). Seguindo o método de “dressing”

encontramos que para q¢ = 2
Ay =0,BB™ ! = —[e,,t(-1)], ' =B, (I11.6.136)
onde

t(_l) = _TIE(—qu—OQ + qlE&:-}-)az + T3E(—00)42—013 - q3E<(1;-P043
+ WEG tasray — 0o (B, = BLY) —uBE,.

Qa2

(111.6.137)

Aqui W é arbitrario porque ECY € Ker(ade,) e 0 = v — p?z22.

)
(a1 +az+as)
Levando em conta (I11.6.136)-(I11.6.137), consideramos os elementos matri-

ciais apropriados para obter as funcoes 7 que representem os campos fisicos
Ga(7,1),7a(2, 1), u(z, 2):

To = 617 = < )\O|Tvg(1)Tv_1|)\O >,
m=e? = < \|TgWT, N >,
e =re? = < )\1|Eé01)+a2Tvg(1)Tv’1|)\1 >
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T2 =—qe’ = <X|BEY, o, TgMT, X >,

Tog = —7'36(I> = < )\3|EC(¥?+,13T1,9(1)TU_1|)\3 >,
T 9 3= (]361J = < )\0|E(_1(l2_a3Tvg(1)Tv_1|)\o >,
(ITL.6.138)
onde .
=g+ S(Ri+ Ra) + 7. (IIL.6.139)

)

4 ~ . ~ . 1 . ~
Dai que as solucoes solitonicas de Ag possam ser escritas em funcao das

fungoes 7 como:

T12 To3 (7'2)
rn = — rg =——"), u:awln — |
T2 T2 To
g = -2 = T8 (I11.6.140)
To To

Antes de construir a solucao precisamos achar a equacao de movimento
para 7p. Para isso, da equacao correspondente ao grau um da segunda
equagao de (I11.5.77) obtemos (com @ — ;)

4, 1(-2)] = — 5[ Ao, t(~1)] + 3t(~1) (TI1.6.141)

que determina a componente t(—2) que estd em Im (ade). Depois de pro-

jetar esta equacao em e, fornece a equacao de movimento para 7y:
2020 + i1 + qar3 + u® + Opu = 0. (I11.6.142)

Uma solugao genérica com quatro vértices de (I11.6.131) e (II1.6.142) pode
ser obtida ao considerar-se

g = ePFaln) biFlin) ey () ghaFii(s). (I11.6.143)

TogTy! = eb2re()Fuaim) hion(m)F (1) gbara ()l o(1) gbapa(is)Fis(3s)

em (II1.6.138) com os campos expressos segundo (II1.6.140). Depois de cal-

cular os elementos de matriz obtem-se as fungoes tau:
To = 14 bibacia(1,72)p1(71)p2(72) + bsbacsa(ys, va) p3(7s) pa(7a)
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Y2)P3(73) pa(V4)b1b2b3bs,
Y2) + b3badsa(7ys, va) p3(73)pa(Va)

+ c123a(71, Y2, 73, Y4) L (V1) P2
Ty = 14 bibadia(71,72)p1(71)p2
+  di23a(71, 72,73, 74) p1(11) p2(72) 3 (73) pa(74) b1b2b3 by,
To3 = b3ga(73)p3(73) + bibabsguas (11, Y2, 73) p1 (Y1) p2(72) 3 (13),
T o3 = ig(Ya)bapa(va) + i124(71, V2, ¥a) P1(71) P2 (V2) P4 (74) b1b2by,

(
(

(
(

Tia = baea(72)p2(72) + €234 (72, V3, Va) p2(72) 3 (73) pa(4) b2bsba,
T_1—2 = bifi(y)pr(n) + fiza(yr, v3,74) 1 (1) p3(73) pa(74) b1 b3ba,
(IT1.6.144)
onde
pr(m) = e R py(yp) = eI,
ps(7s) = €7"BHE () = €m0 (I11.6.145)

Estas fungdes sdo introduzidas em (I11.6.140). Depois se avaliam os campos
nas equagoes de movimento (I11.6.131) e em (II1.6.142). Assim se determinam
os coeficientes, para o qual nos auxiliamos do programa de Mathematica da
Ref.[29]. Assim,

ey = 2173 ey = — 29374
(71 = 72) (1 + 72)? (73 = va) (73 + 74)?’
oot = 47173795741 — 78) (2 — %)
(71 +72) (71— 72)%(v2 = v3) (71— 7a) (3 + 74) (73 — 74)?’

2+?2 27372
d 5 = 7172 d 7374

) 34 )
(71 +72) (11 — 72)? (73 + 74) (73 — 74)?

A yey37a (1 — 73) (Y2 — 74)
Y1+ 72) (71— 72)2 (2 — ¥3) (71— va) (13 + ) (3 — 74)?

d1234 = (

69



2V 2727375 (72 — 7a)

72 = 78) (93 + 74) (93 — 74)*
2v2m937 (71 — 1)

(71 = 7a) (v3 + 74) (73 — 1a)?’
2v2987273(71 — 1)

Y1+ 72) (2 = 78) (11 — )’
2v2y17937(72 — 74)

€ = \/5’)’2, 6234=(

i = \/5’)’1, Ji3a =

gs = \/573, 91232(

s = V2y1, d1oa = . (I11.6.146)
(71 +72) (71 = 7a) (1 —72)?
Para a escolha especifica dos y; como
=PI = _r e = Pl = (IT1.6.147)

esta solugdo vai ter energia e momento reais, representando uma solucao de

dois sdlitons carregados, onde os [3; sao tais que

representam as velocidades dos sélitons, e os «; estao relacionados com as
cargas (J; e Q3. Se além disso, By = 51 € ay = 1 obtemos a solugao particular

de 1—sdliton

To = 14 (c12b1by + c34b3b4) p1p2,
To = 14 (diobibg + ds4b3bs) p1p2,

T_1—2 = bifipi, T2 = baeapo,
T 923 — b47;4p2, To3 = b393,01 y (1116149)
onde
i) = e TR py(yp) = €271, (I11.6.150)
2 2 2~?2
Cl2 = N7 = d34, C34 = tie = d12,

(71— 72)?(n +72) (71 = 72)%(n + 72)
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fi=V21 =935, e=V2v%=1i,. (I11.6.151)

J4& que os modelos integraveis ¢ = —1 e ¢ = 2 correspondentes a Agl)
compartilham a mesma estrutura algébrica graduada, podemos relacionar os
sélitons do modelo ¢ = —1 com os correspondentes ao modelo ¢ = 2, mais
especificamente vamos a relacionar a solu¢ao de 1—s6liton anterior (I11.6.149-
I11.6.151) do modelo ¢ = 2 com a solu¢do de 1—sdliton para ¢ = —1 obtida
a partir das equagdes de primeira ordem em (I11.4.52)-(I11.4.54).

Comparando as transformagoes de “dressing” (II1.5.66) para ambos os
mo-delos ¢ = —1 e ¢ = 2, mais especificamente olhando a forma dos elementos
matriciais 7,7

T,(q)e" VT (g) = PO g =12,
(1T1.6.152)
com
Tv(q = —1) — e % 626+’ Tv(q — 2) — €_t2D52)e‘1“6+
(ITL.6.153)
[§]
z
p-1y(7) = exp — )
p)(7) = exp (127" +27), (ITL.6.154)

e lembrando que os autoestados F'(y) (II1.5.92-111.5.97) nao dependem de ¢,
observamos que a unica diferenca entre as funcoes tau de ¢ = —1 e ¢ = 2
(I11.5.86), (II1.6.138) esta nos fatores p,(7y). Por essa razdo, a mudanca de
varidveis

Foa, 2oty (I11.6.155)
v

transforma as funcoes 7 do modelo ¢ = —1 nas correspondentes funcoes 7 do
modelo ¢ = 2. Porém, o problema estd em que os campos 7,(z,t), gq(z,t) €
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u(z,t) do modelo ¢ = 2 parametrizam a dlgebra G

Ao = (0,B)B™' = 3 (1,EQ + ¢uBQ) + ub) + d,0¢,  (I11.6.156)

a=1,3

quando os campos de ¢ = —1 estao relacionados com os elementos do grupo

G
) B  (oh 47\ -HRy+As-HRs47¢) S $a B
B = e4va=13X¢"~aa gl¥h2 sl tVe)elua=r,g¥e e (TI1.6.157)

Para fazer mais explicita esta relagao introduzimos as correntes Gyo-WZW

74(2,2), Gu(2, Z) € U(z,Z) do modelo ¢ = —1,
@B)B™ = 3 (7. EYQ, + 4B + ahy + dve (I11.6.158)
a=1,3

e as expressamos em func¢do de ¥,(z, 2), Xa(2, 2), ©(2, Z) € R4(2, 2):

= 1 1
u = 8{(/) + §R1 =+ §R3},

- 1R —0/A 13
q = exft ¢(8¢1—§1/115R1),

- 1pe /A 1 =
Gg = e ¢(8¢3—§¢38R3),

r = 67%R1{5X1 — X1590;
e 2T+ (1 + dhixie ¥Ry,

2
3 = e T {dxs — xay,
— X300 + 3 (1 + vaxae*)ORs ). (I11.6.159)

Para os 1—sdélitons com cargas (@1, @3) as expressoes para 7, € §, se simpli-

ficam consideravelmente usando as equagdes de primeira ordem (II1.4.46):

G = lwle%Rl—i(Rl—Rrs)’ Gz = lwge%Rﬁi(Rl—Rs)’
Y
N L o R4 Ri-Ry) o~ _ L o 1Rt 1(Ri—Ry)
7'1:_Xle<p2141 3, Ts:_x3e<ﬂ2341 3)
Y Y

(I11.6.160)
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Como por defini¢ao

o z

qo(z,t) = qa(z—>x,;—>t’y2),

ro(z,t) = Fa(2—>x,i—>t72),
Y

w(z,t) = @z -z, -7,
Y

uma vez que os sélitons do modelo ¢ = —1 sdo conhecidos (I11.4.52)-(I11.4.54)
podemos a partir das equagoes (I11.6.160) usando a mudanca de varidveis
(IT1.6.155) determinar a solugao de 1-séliton correspondente ao modelo ¢ = 2.
O processo inverso é também vélido. Por exemplo, tomamos os 1-sélitons do
modelo ¢ = 2 na forma (II1.6.140) com as fung¢des 7 segundo as equagoes
(IT1.6.149)-(I11.6.151). Posteriormente fazemos a mudanca de varidveis s, to
a z,Z e px que aparece em p(7y) de acordo com as equagdes (I11.6.155)). Fi-
nalmente tomamos as equagoes (I11.6.160) e substituimos 14, Xq, ¢ € R, com
a = 1,3 por a forma explicita dos sélitons do modelo ¢ = —1 (II1.4.52)-
(II1.4.54). Como resultado encontramos as seguintes expressdes para os
parametros dos 1—sdlitons do modelo ¢ = 2 b; (i = 1,2,3,4) em termos

dos parametros D, di, ds, 20 = di + do, @ € p; da solu¢ao do modelo ¢ = —1:

d d
blzbge 1, b2:b4€ 2,

D3 Ne—im+6 D3 Neilp1—a)+é
b = SEAL P . (IIL6.161)
\/5(1 _ 6—2(54—2104) \/5(1 _ e—25—|—2za)

As relagoes inversas podem ser também achadas:

bj: = b1b2(1 + 626), bj: = b1b2 + b3b4, (1116162)
, by +b_ by +b_ » o by .
20 _ + —_t ia _ —ia 2ip1 _— “1 ia
e b b 7b+—b_e e, e er :

com a escolha apropriada do centro de massa do séliton X.
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III.6.1 Cargas conservadas

Da mesma maneira que no caso do modelo ¢ = —1 relativistico Agl) (p =

2) (III.1.13) o espectro do modelo integravel ¢ = 2 A (II1.6.131) estd
determinado pelas cargas conservadas: “a carga topologica” Q, “a densidade
de particulas” Qg, 0 momento P, e a energia £. Todas estas cargas somente
dependem dos valores assintéticos dos campos: zﬁa, Xa, P € R, para z — +o0.
Como 1, (+00) = Xq(£00) = 0, ou equivalentemente 7,(+00) = §,(+o0) =
0, os valores assintéticos de ¢ e R, definem completamente a carga topoldgica
@, da mesma forma que no caso ¢ = —1. Todas as outras cargas aparecem
como certas funcdes destas cargas Q e da velocidade do séliton 7.

Nesta se¢ao vamos:

(a) calcular estas cargas para as solugoes de 1—séliton e

(b) achar a relagdo explicita entre as cargas conservadas dos modelos
integraveis ¢ = —1 e ¢ = 2.

Para isso vamos, primeiramente, derivar as correntes conservadas do mo-
delo Agl)(p = 2,9 = 2). De acordo com as suas equagdes de movimento

(II1.6.131) o campo u representa a corrente conservada mais simples
T=u, Ou=—0,(riq—r7sq), Q= /dx u. (I11.6.163)
Levando em conta a equagao (II1.6.142) podemos verificar que
Ty = riq+rsqs +u?, Qo= / dzTy (I1L.6.164)

define a corrente conservada correspondente a “densidade de particulas”.
O método para derivar, de forma sistematica, todas as correntes conser-
vadas junto com as suas representacoes como derivadas totais 0,, consiste
em aplicar as transformagoes de “dressing” (I11.5.66) para calcular os tragos
de t(—k), lembrando que §_ = T2 e =), Se escrevemos o “dressing” do

vacuo

€, +0OBB™' = 0e,07" + (00_)0~" (I11.6.165)
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grau a grau obtemos

OBB ' = [t(—1),e;] = Ay, (I11.6.166)
e 4(—2)] = —%[Ao,t(—mmt(—n, (IT1.6.167)
e tl=3)] = Ao 1(=2)] = < [[As, (-1)] (1)

- %[5t(—1),t(—1)]+5t(—2). (I11.6.168)

Multiplicando (II1.6.167) por €, e tomando o traco obtemos
1
T, = 51&7«,43 = 0,Tr(est(—1)) (I11.6.169)

que reproduz (I11.6.164). Levando em conta a forma explicita de t(—1)
(II1.6.137) concluimos que

To = —0pu — 2020 . (I11.6.170)

Este processo pode ser continuado. Por exemplo, substituindo ¢(—2) na
equagao (I11.6.168) e calculando o trago com Dg) da equacao (IT1.6.130)
podemos derivar a forma explicita de 77:

T, = 110;q1 — 10571 — 130543 + q30,73 — 2u(r1q1 — 73¢3),
(IIL6.171)

definindo a densidade de momento como
P = / dzTy. (IIL6.172)

Podemos também definir a densidade de energia como:

1 1
Ty = 2(0,710:q1 + 0,730,q3) + §(azu)2 + 5(“2 + r1g1 + 73g3)° + 2r1qiT3q3
+ u(rlaz(h - q18zT1 + 7”381613 - q3aa:/r3)7

£ = / daT, . (II1.6.173)
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Agora vamos calcular as cargas Q e Qy do modelo ¢ = 2 e a relacio das
mesmas com as correspondentes ao modelo ¢ = —1 (II1.1.13) Qunag, @1, @3 €

E, P, M. De acordo com a primeira equagio ( ref5.18) temos que
_ 1~ 1~

de modo que a correspondente carga Q estd determinada pelos valores assin-
tGticos dos campos @ e R,
27 ~

% Ny, Ru(do0) = 5 F+(a). (I11.6.175)

Aqui assumimos que para t (e t3) fixos a zero, o limite x — +oo dos campos

p(+o0) =

@(2, t2), Ra(22,12) € ©(2,2), Rq(2, Z) coincidem. Como resultado podemos
expressar () em termos das cargas elétricas (1,3 e topoldgicas (e do
modelo ¢ = —1 (I11.3.33), (I11.3.39)

Q= % [A7j, + Q1 + Q3] - (T11.6.176)

Para calcular Qp e sua relacdo com E, P e M do modelo ¢ = —1, representa-
mos Ty (I11.6.164) como uma derivada total (8, = 9) utilizando as equagdes
de primeira ordem (I11.4.46) e as relacoes 74, Gy, u > Vs Xas @ (I11.6.159),
(I11.6.160):

1 1 p _ -~ . 1 u
T, = ﬁvm ﬁﬁ(z B 4 B2 is) = ﬁ28$2F (II1.6.177)
onde V,¢ é o potencial do modelo ¢ = —1 (I11.1.16). Note que a constante de

acoplamento do modelo ¢ = 2, k = % aparece em (I11.6.177) como resultado

de um simples reescalamento

(T Ga> u) = (VETa, VEGa, VEU) - (II1.6.178)

Agora lembramos a forma das componentes do tensor energia-momento Tj

e Ty; do modelo ¢ = —1, ja derivado na secao I11.4.2:
N 2 —B® 2.7 <
Too = (7—'_7)528 (Z k+/6 ¢3X3)7
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1 2 -
Too = (—7+ ) 50(Y e ™+ fag),  (L6.179)
7B S
onde usamos a relagao .
—F~ +yFT = 2¢, (IT1.6.180)
Y

que se obtém das equagoes (I11.4.48) e da definigao dos F*. Comparando
(IT1.6.177) com a equagao (I11.6.179) concluimos que:

1, ~ 1.~
E = /Tooda: =—y(y+ ;) Qo P = /T01d96 =—y(y - ;)Qm
) 1p ; R N 27 <
Qo = /d$2To = ——Q/dxgazzF, F= Ze k4 B3 X3,
VB =
(IT1.6.181)

onde 7 = e estd relacionado com a velocidade do 1—séliton do modelo

q = —1 através da expressao
1-—- Urel)1/2
= = tanh b. I11.6.182
y ( 1 v , Vrel an ( )

Portanto, a carga Qo do modelo ndo relativistico ¢ = 2 é proporcional

massa M do séliton do modelo ¢ = —1:
- 1 /1 1/2 4 2 .
0= - ( * ”’"e’) M = - lsin B0 @mag — Q1 + Qs] | (111.6.183)
2\1 - Urel ﬁO’Y 8
Introduzindo (II1.6.176) obtemos
~ 4
0= 7’“ s1n(% - %) (I11.6.184)

Para completar o espectro de 1—séliton, (Q, Qo, P, &) do modelo ¢ = 2
(IT1.6.131) nos faltaria avaliar o momento do séliton P (II1.6.172) e a energia
& (I11.6.173). Para isso bastaria seguir para T, e T; o mesmo procedimento

que temos utilizado no cdlculo de Q.
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Capitulo IV

Modelo SL(3)/U(2)

Neste capitulo aplicaremos todos os métodos explicados no capitulo anterior

para construir, agora, um modelo com simetrias locais nao abelianas.

IV.1 Construcao do modelo

Da mesma forma que o modelo de Lund-Regge (11.1.12), o modelo do qual
falaremos neste capitulo (SL(3)/U(2)) poderia ser incluido entre os modelos
de sine-Gordon homogéneos [14], os quais como vimos no capitulo II sdo
construidos especificando a gradacao de algebra segundo

Q=d, e:= imhgiw, G ={n",i=1,---n}=U@)". (IV.1.1)
i=1

onde n = rank G. Estas gradagoes sao conhecidas também como gradacgoes
homogéneas, as quais levam a modelos integravéis com um niimero maximo n
de simetrias U(1)" locais ou globais. As solugdes destas teorias somente apre-
sentam carga elétrica ji que o correspondente potencial V' = T'r(e; goe_ g((fl))
nao tem zeros nao triviais. O novo modelo SL(3)/U(2) que apresentaremos
aqui, se caracteriza pelo fato de suas simetrias locais serem nao abelianas. A
estrutura nao abeliana do subespago de grau zero G se obtém ao suprimir

dos geradores constantes de grau 41, . um dos geradores da subdlgebra de
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Cartan. No caso especifico que nos ocupa a escolha foi feita de modo que a
gradacdo é
. 0 . 4

Q=d, eL=pl HE, ={EQ B n? & d}, AV.1.2)
onde é possivel ver como G apresenta uma estrutura nio abeliana, mais
especificamente GI = U(2) (sem levar em conta os geradores ¢ e d ). Como
vimos nesta tese a existéncia do subespago G{ nos permite impor os vinculos
adicionais (I.2.24), os quais nos conduziram a solugdes com simetrias internas
globais.

A parametrizacdo para o elemento B neste caso é

B — B 0B, %5

eX1—ar e —a1— a2@R1h(0)+R2h(o)+”c+ﬂd sz(0)+¢3E(O) eXlE() .

ay +az

(IV.1.3)

A correspondente agao efetiva pode ser obtida a partir de (1.2.28) escol-
hendo os potenciais A = A; + Ay, A = A; + Ay como

A =aq,EY A =aEY | V.14
1

a1 )

Ag = ap - H +apa(A2 — M) - H, Ay =ap i - H+aga(A2— M) - H .

Depois de eliminar os campos nao fisicos introduzindo a mudanca de varia-

veis:

~ Ri+R s =L(R1+R
X3 = X3€2( 1TR) 4y = qhge (F1tR)
~ LRi-R Py lRi-R

X2 = X2€2 fu 2 g = 1hpe2 T,

1 ~ 1
~ i1R,—-R 1R,—R
X1 = xiez Y1 = Pre2™ T

o elemento do grupo fator se expressa como

f_ sz(O) +x3E 5©

5 () ©)
gp =€ —aq—ag gV CtudgVelay TVsE ta, (IV.1.5)

O proximo passo seria resolver as integrais funcionais Gaussianas inclui-

das na definicao da funcao de particao do modelo,

Z(SL(3)/U(2) / DADAeSarm = ¢=Sest
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desta maneira obtemos para o modelo SL(3)/U(2) a acao efetiva:

k 1 (=~ _
Serf = o /dZdZ {K [3%3)(2(1 + haXa + ¥3Xa) + OP30x3(1 + P2x2)
1 ~ _ 1 _ _
- 5 (¢2X38¢38X2 + ng}g&/}gaxg)] + 5(81/877 + 0ndv) — V} ,
(IV.1.6)
onde o potencial
2
V= ,uQe_" (g + Yo x2 + 1/)3)(3) (IV.1.7)
¢ 3
A= (14 vox2)” + daxs(1 + Jvaxa) - (IV.1.8)

O fato de que o potencial V' nao apresente um numero infinito de minimos
ndo triviais (para ¥y = 13 = x2 = x3 = 0) ja nos indica que o modelo
(IV.1.6) pode ter somente sélitons ndo topoldgicos. Assim como os sélitons
de Lund-Regge, os sélitons deste modelo nao sao do tipo dyon.

Temos visto nos modelos desenvolvidos nesta tese que a suas solugoes tipo
solitons pode-se associar um espectro de particulas, o qual é determinado a
partir do respectivo tensor energia-momento. Com o propésito de calcular
este tensor é que reescrevemos a ac¢ao (IV.1.6) como

k gM§
Sepf = i /dmdt {K (0410206 x2(1 + Yax2 + ¥3X3)

1
+  0uth30exa(1 + axa) — 5 (Yax30u¥30e X2 + X2¥30u1020eX3)
1
+ 5 N77661/:| — V} .
(IV.1.9)

Os momentos canonicos correspondentes aos campos s, 13, X2, X3 que se
obtém a partir da acao anterior sao

_ X2¥30¢ X3

—k
H:’f2 = g lang(l + PaX2 + ¥3x3) 2 ;

4T A
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, —k [ Yax30¢13
e = 47rAg“E _8§¢2(1 + ax2 + P3X3) — 9 < )|
—k [ X3V20e X2
e = 47TA9“£ _5§X3(1 + thaxa) — s |
—k [ X2¥30¢9)2
me = 47rAgu£ -35%(1 + hax2) — | (IV.1.10)

Agora podemos definir o tensor energia-momento associado a este modelo:

Ot = o [ G0t + v+ vaxe) - 2,
(Ol + s + doxs) -
+ (Oexs(1+v2x2) — %%)8%3
b Qa1+ ) - 2|
- ¢"L], (IV.1.11)

onde L é o lagrangiano associado & agdo (IV.1.9). Se calcularmos o trago
deste tensor veremos que se satisfaz a relacao

0%\ s =0. (IV.1.12)

Isto porque este modelo apresenta simetria conforme e o tensor energia-
momento associado a uma teoria conforme tem traco nulo. Se consideramos
n = 0 esta invariancia é quebrada. Definimos o tensor T*”, correspondente

a este novo modelo de Toda de modo que
T = O + 4(0"0” — g" 0,0%)f, (IV.1.13)
onde f é uma funcao arbitraria que é escolhida como
T®, = 400f. (IV.1.14)

Para este tensor se cumpre
T =2V. (IV.1.15)

a
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Observe que a inclusao deste termo nao afeta a conservacao do tensor

energia-momento (IV.1.11) ji que
0,08 = 0,TH . (IV.1.16)

A energia total e o momento do modelo sao definidos a partir do tensor

energia-momento como:

E = /oo dzT® = —49, f |7

T——00?
T——00’

P = /°° dzT® = 49, f |77 (IV.1.17)

onde usamos o fato de que nas teorias conformes nao existe uma escala de
massa, portanto a massa de repouso do séliton deve ser nula. Mas se em um

referencial em repouso a energia é proporcional a massa, entao

EOAT — / drOSAT = (IV.1.18)

poAT  _ / dzOSAT = (IV.1.19)

Assim a forma explicita da funcao f é determinada pelas equacoes de

movimento, as quais apresentaremos na préxima segao.

IV.2 Curvatura nula e as Equacoes de Movi-

mento

As equagdes de movimento correspondentes ao modelo SL(3)/U(2) tém uma
vez mais a forma padrao das equagbes de Leznov-Saveliev (1.2.15), com as

correntes expressas como

Jh1 J—al J*(a1+a2)
B719B = Joy —Jp, + Jh, J_a, ,
J—(a1+02) Ja2 th
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onde

Tn = =10 €T 1 (i — ) (0% — X20%1)e™ 4+ ORy,
Ty = —o0%2e BT —ha(8%3 — X20%1)e™ T + OR,,
Joy = 01 — 170%™ 4 Oxo (Prahy — ay)e 2R

+ 151 [(1511/;2 - 153)(5923 — )22321)6R1+R2 + 20R; — ORQ] ,
Jfal — 856162121*122 _ &2(8)’23 _ XZaxl)eRH—RQ’

Joy = ORoe MR 44y (0% — Xo0%1 )€™ T,
Joay = OUn —P50x0e™ T 4 5 ahye =10
— 2 [$3(9%s — Xe0%1)e™ T + ORy — 20R,]
I (a1+as) = —P1h30%1 €2 1o 0Xs (11 — tha)e TR
+ ORy (Y19 +1)3) + ORa(—2¢1¢Ps + 1))
+ P3(h1ths — ¥3)(0X3 — X20X1)e™ T2 + Oy — 1)1 00,
Jartas = (OX3 — X20x1)e™ 12, (IV.2.20)

Igualmente expressamos

_ jhl t7*041 jf(_aﬁ—az)
O0BB™! = Jo, —Th, + I, T ,
j—(a1+a2) Jaz Jh2

com as respectivas correntes

J, = —x1001e27R L (315 — X3)(0ths — b0ty ) et 2 £ OR,
Thy = —X20thee 22 — 33 (Onpy — 1001 e T2 + ORy,
Joar = 0%1 — X001 71 4 Oafy (%1%2 — Xa)e 21
+ X [()215(2 — X3)(0t)3 — 1h20¢n)e™ 72 + 20R, — 5R2] ,
Joo = %1 3, (Dhy — 0t )P,

T oy = Othpe F1t2R2 ¢ (O — hyOthy ) e HR2)
Tt = 3ine T 4 By gy T

Sku
I
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- X2 [563(5123 — )00 ) et R L OR — 25R2} ,
To(ortas) = —X1X3001e2 P 4 3,00, (%1 %2 — Xa)e T 2R
+ ORi(XaXa + Xs) + OR2(—2X1X2 + Xs)
+ (ke — X3) (0 — o011 )e™ T2 + 9% — X10%a,
Jartas) = (b3 — o0y )™t e, (IV.2.21)

Ao impor os vinculos (I1.2.24), que seria equivalente a colocar as correntes
Jhys Ihys Jays J—ars Ihys Ihyy Jays J—a, 1gUAIS & zero, obtemos as equagdes dos

campos nao locais R;, Ry em funcao dos campos fisicos s, X2, 13, X3:

OR, = (1 + tox2)1hs0xs — 3120x203X3

OR, — (1+ %¢2X2)¢3£<3 — ¢2AaX2(1 + thaxo + %¢3X3)’
5R, = (1+ ¢2X2)5¢3XA3 - %5¢2X2¢3X3,
5R, — (1 + 5thax2)0sxs + Obaxa(1l + thaxa + %¢3X3)’
. (1V.2.22)
assim como as relagoes
e~
O = P30%2* 1 Gify = Xadiye T2 (1V.2.23)

" Tt o TR

Como vimos, as equagoes de Leznov-Saveliev (I11.2.17) podem ser escritas

na representacao de curvatura nula
OA—0A—[A, Al =0, (IV.2.24)
mediante a escolha dos potenciais de calibre A e A segundo
A=-Be B™', A=¢,+0BB™". (IV.2.25)
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Entao, consideramos o modelo integravel, uma vez que as equagoes de
movimento derivadas da acao (IV.1.6) coincidam com as definidas através de
(IT1.2.17).

Desta forma, as equagoes de movimento para o modelo SL(3)/U(2) sao

0 KZ—’?) eR1+R2] = —ygefritRe (1V.2.26)

0 K%R;Rzﬂ = —qpgefit R (1V.2.27)

] [(0;22) e_R1+2R2] + %g@e% = —Ype Frt2fa (IV.2.28)
9](00) e o] ¢, 2O gm0
00V = pe™ (; + ox2 + ngxg) : (1V.2.30)

o0n =0, (IV.2.31)

as quais, por motivos de simplicidade tém sido escritas em funcao dos campos
nao locais: R; e Rs.
Nao ¢é dificil ver que tanto a acao como as equagoes de movimento apre-

sentam a simetria discreta CP:

Pr = —x, PQJ=0. (IV.2.32)

Esta simetria é muito 1til para derivar as equagoes de primeira ordem. Este
modelo apresenta um conjunto de simetrias locais nao abelianas, as quais
ao impor os vinculos adicionais (I.2.24) vao nos conduzir a solugdes tipo
séliton com novas simetrias, que poderiam ser nao abelianas também. Estas
simetrias ainda estao em processo de estudo ja que a fato de elas serem nao

abelianas gera novas propriedades que precisam ser melhor entendidas.
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IV.3 Solucao de 1- séliton

IV.3.1 Funcoes tau

Como foi explicado no capitulo anterior o método dos operadores de vértice
e as funcoes tau nos permite determinar as solugoes tipo soliton de dife-
rentes modelos integraveis como os descritos nesta tese. No caso do modelo
SL(3)/U(2) usaremos este procedimento para achar uma solugao de 1-séliton.
Os elementos matriciais (II1.5.87) a serem calculados para determinar as

conhecidas funcoes tau sao

= eu—uzzz =< )\0|T()g(1)T0_1|)\0 >,

To

TR, = eRitv—i’zz _ o M|TogM TN >,

TR, = €T = N TogWT A, >,

Ty = RtV =iy — < \ [ TogVT, 1E(O(Oé1+a2 A1 >,

T = BTG = N ED, 0 Tog VT A >,

Ty = €T =< M Tog T EC, N, >,

T = eRPTHEG — < N EQOTyg T Ay >,

Ty = eI =\ [T, 1E(a1\/\1 >,

To = et g = N|EOTygTy A > . (1v.3.33)

Para achar a dependéncia espago-temporal temos que calcular os elemen-
tos de matriz anteriores. Para isso, do mesmo modo como foi feito no capitulo
anterior, escolhemos o elemento g™ segundo (II1.5.105), em termos dos au-
toestados dos geradores constantes de grau +1, e, os quais para este modelo
resultam ser

Fi(y) = Z Eiazfy_n + E;z:(041+a2)7_n’

nez

Fr(v) = Y By " = Elmiany " (IV.3.34)

nez

Estes autoestados apresentam a propriedade de nilpotencia (£ = 0) dos
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operadores de vértice, o que nos permite considerar:
TogV Tyt =1+ dp(v)F(v), (IV.3.35)

com g(M = e facilitando desta maneira o clculo da solugio como veremos

na proéxima secao.

IV.3.2 Solucao de 1-sdliton

Para determinar a solucdo de 1-séliton mais simples das equacdes de movi-
mento (IV.2.26)-(IV.2.31) utilizamos o produto de 2 vértices:

g(l) — eaF‘f'(’yl)ebF* (72)’

Tog(l)TO’l = 1 (M)F+(n)gbp2(712)F-(12) (IV.3.36)

que ao ser introduzido em (I11.5.86) nos conduz a solug¢do cujas correspon-
dentes funcoes tau sao

27172
o = 1t abp(m)ee(n) s
n(n + )
TR, = 1+ abp (%)m(%)W’
2 2
Tre = 14 abpy (71),02(72)ﬁ’

Tys = aPl(’Yl)
Txs = bpa(72)
Ty = apl(%)

Tx. = bﬂ2(72),
b,01 Y1) p2(72) ™

Y
Y
Y

e = a s
v Y1 — Ve

T, = abpl (71)92(72)71 :
Y1 — Ve

(IV.3.37)
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com p; = e M g P2 = e " Para conhecer os detalhes de como calcular
esta solucao ver apéndice C.

Para garantir que a energia e 0 momento correspondentes a esta solucao
sejam reais escolhemos

p1p2 € Real . (IV338)

Introduzindo a parametrizacao

M= _eE—ia’ Ny = 65+ia,
o = e'te py = el 716, (IV.3.39)
com
F = pcos a[—tsinh b+ x cosh b],
G = psin a[tsinh b — x cosh b], (IV.3.40)

e @, b parametros reais. Vamos a reescrever a solugao (IV.3.38) de modo que

com

(71 - ’72) i@—puY cos a cosh b

a = - (& )
V27172
h = (71 B 72) e—i@—uY cos @ cosh 5, (IV341)

V2717

a SO]U(}&O Se escreve Ccomo

e - ] 4 eﬁ,
B 2¢F + 1+ ljl)eﬁ
2(ef +e-F)
Ry e F + Fleﬁ
B 2F2ei(G+®)(eﬁ‘ + e‘ﬁ)
Vs = (2e~F 4 (1 4+Ty)eF)3/2(e=F 4 T'yeF)1/2’
- = e~ UC+O) (el 4 ¢=F)
5 =

(2e~F 4 (1 4+Ty)eF)3/2(e=F 4 T'yeF)1/2’
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[,ei(G+0)

Yo = (2e~F 4 (1 4+ Ty)ef)1/2(e~F 4 Ty eF)1/2’
Y - I,e i(G+0)
2T (e F4 (1+4Ty)eF)2(e F 4 Tyef)/2
¢ _ —(1 — Fl)eﬁ
1 (eF + e F)1/2(e F 4+ T ef)1/2’
1— 1’\—1 F
v = —d-Ti)e (1V.3.42)

(eF + e F)1/2(e F + FleF)l/Q’
onde F(t,z) = F(t,x —Y) e [} = e %0,
A energia, a massa e 0 momento correspondentes a esta solu¢ao podem ser

calculados usando (IV.1.17). Como se pode ver das equagbes de movimento

- e

. atT() —
P = %l ]| (IV.3.43)

onde subtraimos a energia de ponto zero. Observamos que eles vao depender

das assintéticas de F' de modo que

2uk -
E="cosacoshh secosa > 0, (IV.3.44)
7
—9uk _
P="""cosasinhb secosa > 0. (IV.3.45)
T

Para cosa < 0 obtém-se sinais contrarios. A massa do séliton é
M 2k,u

Vi—v?

com a velocidade v definida segundo v = tanh b.

| cos a|cosh b, (IV.3.46)

IV.4 [Equacgoes de primeira ordem

. . 1 ~ . .
Assim como vimos no modelo Ag )(p = 2), as equagoes de primeira or-
dem sao de muita utilidade para determinar a solugcao de 1—séliton, e pro-
priedades tais como a energia, o momento e a massa das solucoes destes
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modelos integraveis. Aplicamos o procedimento explicado na secao I11.4 para

obter as equagoes de primeira ordem. Para isso escolhemos para o modelo

SL(3)/U(2),

X = AashS) + by T + ¢, EQ + ¢, EC) + A ey b (IV.4.47)
€
Y = Aaghl? + boI + dyEQ + 6, EC) + Aephl Y, (IV.4.48)

onde os coeficientes dos geradores da algebra sao parametros arbitrarios cons-
tantes.

Resolvendo o sistema de equagbes que se obtem a partir de (I11.4.44)
e do sistema simétrico pela simetria CP (IV.2.32) obtemos as equagoes de

primeira ordem

_ C1ba r o -
oxs = —A 11)_2X?,(1‘|‘¢2X2€ S I
1
b
0 = —\' e,
by
o~ by ~ ~ _
oy = _/\é%(l"‘%)@@ fat2la) e fia)
o~ by ~
My = —A—the 2
by
- b ~ _
ox3 = /\éx?,(l'1‘¢3X3€R1 fi2)eft2,
- by — - e
ox2 = Ab_2X2(1+¢2X2€ 4 hgxze™ ) el
1

Oy = )\_lz—jlﬁs(l + 1h3xze™ e,

o = Alz—jw}(l + o Xae B 4 fgyzefi )2 (1V.4.49)
mais as condigoes adicionais,
alz—j(&:& — Puafa)e™ + Clz—j%@R2 = aptse™ + dy(Xathse™ + Ppe’> M),
dlz—j(% — Puah)e + /5)1[[j—j1/~1263R2 = cothze™ + By(R1hse™ + hpefe—F),
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by, o by ) o ] )
2 (s — XaXe)e™ + Czb—lxgeRZ = a1 xae™ + dy (b1 xze™ + xoe ),
2

d2%(>~<3 — X1X2)e™ + 52[;—;5(26}{2 = c1Xse™ + Bi(Prxse™ + R M),
(IV.4.50)
onde
o = aA+eN+b i=1,2 (IV.4.51)
Bi = —(aA+eX !t —b) (IV.4.52)
e os parametros satisfazem
& = —(c— dl)z—? + d, (IV.4.53)
ay = (g + el)z—i — do, (IV.4.54)
fo = (e1+ Bl)z—? — ds. (IV.4.55)

IV.5 Modelo nao relativistico analogo

O modelo SL(3)/U(2) se encontra dentro de uma hierarquia de modelos
integraveis os quais compartilham a mesma estrutura algébrica. Os modelos
nao relativisticos correspondem as gradagoes positivas de (I11.6.123) e os
relativisticos andlogos aos anteriores estao associados as gradacdes negativas,
particularmente ¢ = —1 nos casos desenvolvidos nesta tese. Para construir
o modelo nao relativistico correspondente a SL(3)/U(2) seguimos o mesmo
procedimento da secao IIL.6. Para isso no caso de t, = t2 = z conservamos
uma parte da estrutura da dlgebra Q, ¢, e G2, mas o gerador e_ é substituido

)

por um outro gerador constante D§2 de grau 2 para o qual propomos

D = a1 h? + aohl? (IV.5.56)
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de forma tal que [D§2),e+] = 0. Os campos fisicos vao parametrizar a

subdlgebra de grau zero G, de modo que
AO = az(go)go_l = QIE((IO1)+a2 + QQES;) + IrlE—O()al—l—ag) + T2E(—°(l2' (IV557)

As equagOes de movimento para estes campos sao obtidas a partir do
sistema de equagoes da condi¢ao de curvatura nula (I11.6.123). O qual escrito

grau a grau é:

[Déz), €] =0,
8, D% + D), Ag] + [DV, €,] =0,
0.0 + (DS, Ao| + (DS, ;] = 0,
8, Ay — 8,D — DYV, Ag] = 0. (IV.5.58)
(2)

Assim ao substituir D5 na segunda equagdo do sistema anterior obtemos

- R A 1
uma relacao entre os parametros a;, ay e os parametros de Dg ).

Dél) = b1hg1) + thgl) + me(l) + bazEélz) + bal"‘a?E(l)

[s 51 a1tasz
1 1 1
+ b B+ 00, B 4 b aysan) EY oy (IV.5.59)
em funcao dos campos ¢, ¢, 71,72 . Os restantes parametros de Dél) Sa0
determinados a partir da terceira equagao de (IV.5.59). Sucessivamente con-
tinuamos o processo até chegarmos as equagoes de movimento para o modelo

SL(3)/U(2)(g = 2):

Bhgz — 02g2 — 2q2(qa11 + gar2) = 0,
0o + (927‘2 + 2q2r§ =0,
o1 — 02q1 — 2q1(qur1 + gar2) =0,
Oyry + 0%ry + 2¢177 = 0. (IV.5.60)

Nao é dificil comprovar que a solugao (IV.3.38) satisfaz as equagoes de movi-
mento (IV.5.61) com

- - z
(2, t) = J_(atan)(Z = 7, ; — t7?),
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Gz, t) = j,az,(i — T, z — t'yz),
v

- z
r(z,t) = Jaytra(Z — 7, ; — t72),

ro(z,t) = Jo(Z— a, s — t7?). (IV.5.61)

Este modelo ainda se encontra em fase de estudo. Aspectos tais como suas
simetrias e cargas conservadas precisam ser melhor entendidos. Nés o colo-
camos nesta tese porque possuindo simetrias internas nao abelianas, repre-
senta de certa forma a continuidade natural dos modelos ja estabelecidos
com simetrias internas abelianas como, por exemplo, os modelos Agl) (p=1)
e Agl) (p = 2) aqui estudados.
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Capitulo V

Integrabilidade no plano

nao-comutativo

Neste capitulo falaremos de um tema que pode ser incluido dentro da recém
criada drea das teorias de campo nao-comutativas (TCNC). Porém nosso ob-
jetivo é estudar dentro deste contexto, o comportamento da integrabilidade.
Como temos visto no transcurso da tese, esta propriedade garante a ex-
isténcia de solucoes exatas das teorias que a possuem, dal a sua importancia.
No6s nos propusemos estudar o que acontece com esta propriedade ao definir
no plano nao-comutativo conhecidas teorias integraveis comutativas em duas
dimensoes: o modelo de sine-Gordon e o modelo Quiral Principal. Encon-

tramos resultados interessantes, que poderao ser vistos no que segue.

V.1 Introducao

A idéia central das teorias de campo nao comutativas (TCNC), ou seja,
a nao-comutatividade das coordenadas do espaco-tempo é bastante antiga
tanto na Fisica como na Matemaética [34]. O formalismo matematico no qual
as TCNC sao baseadas tem-se desenvolvido dentro do que se conhece como

Geometria Nao-Comutativa(GNC). Sendo esta uma teoria de significativo
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interesse para a Fisica, é notavel que ela tenha sido primeiramente formulada
por matemdticos [35]. Nao foi até a descoberta de que teorias de calibre nao-
comutativas poderiam aparecer em certos limites de teoria de cordas [36],[37]
e [38] que a comunidade de fisicos comegou a considerar mais seriamente este
tépico.

Além da conexdo que as teorias de campo nao-comutativas tém com
a teoria de cordas, elas tém interesse por si s6. A introducdo da nao-
comutatividade, inicialmente pensada, como um método para melhorar as
propriedades de renormalizabilidade da teoria, acabou incorporando uma
estrutura inesperada e muito rica, como por exemplo, o aparecimento de
mistura UV/IR [39]. Teorias ndo-comutativas tém aparecido naturalmente
também em matéria condensada, especificamente no Efeito Hall Quantico
[40].

Dentro deste contexto comecaram recentemente a ser estudadas versoes
nao-comutativas de modelos bidimensionais classicamente integréveis [41],
[42], [43] e [11]. Particularmente, na Ref.[11] estudamos deformagcdes Moyal
de teorias de campo euclidianas bem conhecidas, mais especificamente o mo-
delo Quiral Principal e os modelos de sinh- e sine-Gordon. Neste capitulo
vamos expor os resultados deste trabalho.

A introducdo da ndo-comutatividade, preserva, em alguns casos, as pro-
priedades de integrabilidade da teoria original. Este é o caso do modelo
Quiral Principal. Em outros casos, a versao nao-comutativa da teoria obtida
da substituc¢ao do produto dos campos na acao pelo produto Moyal, conduz
a quebra da integrabilidade. Este é o caso dos modelos sine- e sinh-Gordon.

Porém, a integrabilidade pode ser reestabelecida definindo-se as versoes
nao-comutativas destes modelos através de uma generalizacao da condicao de
curvatura nula [11], o que torna o modelo integravel por definigao [11]. Nesse
caso, aparecem certos vinculos adicionais, além da equacao de movimento do
modelo, que desaparecem quando o parametro de nao comutatividade vai a
Zer0.

Na continuagao, incluimos uma breve introducao ao plano nao-comuta-
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tivo, que é o espago nao-comutativo de nosso interesse. Posteriormente estu-

daremos os modelos de sinh-Gordon e Quiral Principal.

V.2 Definicoes basicas

Consideremos o espaco euclidiano R? com coordenadas 2%, i = 1,.....,d.
Suponhamos que fixamos uma matriz constante antissimétrica #%. Pode-
mos definir o campo bi-vetorial de Poisson %Hijai A 0;, e conseqiientemente
um produto associativo ndo-comutativo em R?¢. As func¢des coordenadas z°

na variedade nao-comutativa deformada satisfazem as relagoes de comutacao
[z, 27] = i6Y. (V.2.1)

O espago-tempo nao-comutativo correspondente é definido como a algebra
Ay (sobre C) gerada pelas fungdes coordenadas z° que satisfazem (V.2.1)
junto com condi¢oes de convergéncia sobre as expressoes permitidas para es-
tas coordenadas z;. Os elementos de Ay podem ser identificados com fungoes
complexas avaliadas em R¢. O produto de duas funcdes f e g é definido pela
férmula de Moyal (ou produto estrela)
i, i 0

f*g(x) = exp [—9

9 83311 67] f(xl)g(m2)|w1:z2:a: . (V22)
2

A versao nao-comutativa de uma teoria de campo (para simplificar consi-
deramos teorias de campo escalares) se obtem substituindo o produto dos

campos pelo produto

61(2)92(z) = ¢1(2) * Go(x) = € %% 6y (21) 9o (2) [pymyms (V.2:3)

Esta deformacao do produto usual traz modificagoes nas regras de Feyn-
man [44]. Agora sé veremos os aspectos essenciais para nosso trabalho. O
propagador da versao nao-comutativa é o0 mesmo da teoria de campo original

comutativa, o qual é uma conseqiiéncia de uma propriedade do produto x,
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ou seja, numa, variedade sem fronteiras

/dxf(x) xg(z) = /dxf(x)g(x). (V.2.4)

Por isto, a parte quadratica de uma agao é a mesma na versao nao-comutativa
do modelo, proporcionando deste modo o mesmo propagador. Os vértices,
por outra parte, tem uma fase adicional. Por exemplo, se consideramos um

termo ¢", no espaco dos momentos obtemos

/dxqﬁ(a:)*. Lxo(x) = / H dpie—%zkmpﬁa“”m o(p1) .- 0(Pr)d(Pr1+. .. +DPn)-
i=1

(V.2.5)

Esta modificagdo dos vértices conduzird a diferencas entre as amplitudes de
espalhamento de uma teoria comutativa e sua versio nao-comutativa.

Na continuacao nos referiremos as fung¢oes no espago nao-comutativo com

o subindice .

V.3 Modelos Integraveis nao-comutativos

E bem conhecido que a amplitude de transicao num processo de producao
de particulas correspondente a um modelo integravel em duas dimensoes é
identicamente nula. Isto significa que na verdade nao existe produgao ou
aniquilacao de particulas em processos de espalhamento, ou seja, o nimero
de particulas no estado inicial é igual ao nimero de particulas no estado final.

V.3.1 Modelo sinh-Gordon nao-comutativo

Entao uma maneira de estudar a integrabilidade da deformacao Moyal do
modelo de sinh-Gordon é calcular a amplitude de transicao correspondente
a um processo de producgao de particulas. Se o modelo fosse integravel, esta
amplitude deve ser nula. Particularmente, ja deve ser nula na aproximacao de
nivel da arvore, que corresponde com o limite classico da teoria. Portanto,

se qualquer amplitude de um processo de producdo de particulas a nivel
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da arvore nao € zero, isto quer dizer que este modelo nao é classicamente
integravel. Esta estratégia para mostrar a nao integrabilidade de um modelo
foi utilizada em [49] e serd a que utilizaremos para provar como a versao nao-
comutativa do modelo de sinh-Gordon que se obtém a partir da deformacao
Moyal da agao, resulta nao integravel.

Como sabemos o modelo de sinh-Gordon definido através do lagrangiano

m2
+ —

7 (1 — cosh(5¢)), (V.3.6)

é integravel. Se calculamos a amplitude a nivel da drvore de um processo de

Lo = 5(00)

espalhamento 2 — 4 particulas veremos que ela é nula. Para esse calculo em

especifico somente precisamos considerar os termos

- 1 ) m2 ) m2ﬁ2 A m2ﬁ4
£shG:§(a¢) —7¢ - ¢ — ol

do lagrangiano (V.3.6). Denotamos os momentos de entrada como p; e ps, €

#° | (V.3.7)

os momentos de saida como ps, ps, ps, € pg. A amplitude para

P1+ P2 — P3 + pa + D5 + Pes (V.3.8)

a denotamos por

Moy = (2m)*5(p1 + po — p3 — pa — D5 — P6)T (D1, D23 D3, Pas D5, D6) - (V.3.9)

Usando a variavel rapidez podemos escrever estes momentos como
p; = m(cosh(6;),sinh(6;)) . (V.3.10)

Nas coordenadas do cone de luz se transforma em p;-t = p)+p} = mexp(+0;).
Definimos os niimeros exp(6;) = a;. No que segue vamos considerar somente
T.

A amplitude T (p1, p2; p3, P4, Ps, D) tem contribuicoes de trés tipos dife-
rentes de diagramas, como é mostrado na figura 1, onde ainda temos que

somar todas as permutacoes possiveis das linhas de entrada e saida
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P, P, 5 b
/ / P3\ P, Ps Ps Py 6
\ Pl P2 Pl P2

[}

2

y

P

1

Fig. 1 Os trés tipos de diagramas que contribuem a 7’
A amplitude para o primeiro tipo de diagrama chamamos

A(p1, p2; P3, Pa, s, Ps) (V.3.11)
a do segundo tipo
B(p1, pa; D3, Pas Ps; De) - (V.3.12)

O terceiro tipo é simplesmente o vértice ¢°. Nao é dificil ver que

1

A(p1, 23 P3; Pas Ps, D6) = I —— (V.3.13)
1 10206
T Tm? (a1 + as)(a; — ag)(az — ag)’
B(p1; pa2; p3; Pa; D5, D6) = o =1 _1p4)2 —
1 a10a304

m? (a; — az)(a1 — aq)(az + as)

A amplitude de espalhamento final tem fatores que dependem das pernas
externas, mas que sao os mesmos para todos os diagramas e portanto nao
sao importantes para nosso calculo.

A amplitude de espalhamento do processo 2 — 4, é portanto, proporcional

T(p1, p2; D3, P, D5, Ds) = A(D1, D23 D3, Das D5, De) + A(D1, D23 Pa, D5, D, P3) +
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A(p1, p2; D5, Des D3, Pa) + A(D1, D2; s, P3, Pa, D5) + B(p1, D2; D3, Pa, 5, Ds) +
B(p1, p2; 3, s, Pa, P6) + B(p1,D2; D3, D6, D5, Pa) + B(p1, Da2; D5, Des D3y Pa)
+B(p1, pa; pa, Ps, P3, Ps) + B(p1, pa; s, P4, P3, ps) + 1, (V.3.14)

onde 1 é a contribuicao do vértice de 6-pontos. Usando a conservacao da
energia-momento, que corresponde a a;+as = ag+as+as+age 1/a;+1/ay =
1/as+1/as+1/as+1/ag, pode-se mostrar que a expressio anterior se anulal
Em particular, isto significa que a contribuicdo que vem dos vértices de 4-
pontos (amplitudes A e B) se somam dando —1, e a contribui¢do constante
do vértice de 6-pontos (+1) a cancela exatamente.

Agora consideramos a deformac¢ao Moyal do modelo de sine-Gordon,

1
e = 5(805) + F(l — cosh(Be),) , (V.3.15)

onde .

cosh(B¢), 1 <B¢) : (V.3.16)
A equagao de movimento correspondente é

>’ P9 m*

7 — a5 T 7 sinh(5¢), =0. 3.1

o2 o2 + 3 sinh(8¢), = 0 (V.3.17)

Para calcular a amplitude de transi¢ao no caso nao-comutativo precisamos
antes ver a mudanca que acontece nos vértices de 4-pontos e 6-pontos de uma
teoria escalar ao introduzir a nao-comutatividade. O vértice de 4-pontos

transforma-se de acordo com

/dﬂf(ﬁ* /dff exp[—i ) ki Akj)|p(k1)d(k2)d(ks)d(ka)d(ky 4 ko + ks + ka)
1<J
(V.3.18)
onde k; A kj = L[(k;),0" (k;),). Em duas dimensdes k; A k; = 2[(k;)1(k;)2 —
(ki)2(k;)1] porque O* = et
Geralmente a deformacgao Moyal dos vértices nao preserva a simetria de

permutacao, mas no caso de um unico boson escalar podemos simetrizar o
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integrando, e substituir as fases em (V 3.18) por

G4(k17k25k37k4) = 4, Z exp —IZk /\k

perm. z<J

= g[cos(lfl A ko) cos(ks A ky)

+ cos(ky A k3) cos(ka A ky)
+ cos(ky A ky) cos(ka A k3)] . (V.3.19)
A andlise do vértice de 6-pontos é similar, resultando
Ge(ky, ko, k3, ky, ks, kg) = — Z exp(—i Y_k; N kj) . (V.3.20)
D perm. i<j

Neste caso o deixamos desta forma porque nao existe uma maneira mais
simples de escrever-lhe como fizemos no caso para do vértice de 4-pontos.
Como vemos todo o que temos que fazer para calcular as amplitudes numa,
teoria escalar nao-comutativa é escrever exatamente os mesmos diagramas
de Feynman da teoria comutativa correspondente, e substituir os vértices
por expressoes tais como (V.3.18) e (V.3.20) (e seus andlogos para vértices
superiores).
Consideremos agora a amplitude nao-comutativa. Usando a férmula
(V.3.18) as amplitudes ndo-comutativas A e B se transformam em
A(p1, p2; 3, Pa, ps, D6) = A(p1, D2; D3, Pa, Ps, D6) Ga(p1, P2, 1 + P2 — Do, Ps)
G4(p1 + P2 — P6, D3, P4y Ps),
B(py, p2; ps, P4, Ps, Ps) = B(p1, p2; Ps, Pa, D5, D6) G (D1, P3, Pay DL — Ps — )
G4(p1 — p3 — P4, D2, D5, Ds)- (V.3.21)

Entao a amplitude para o processo 2 — 4, é agora

A(p1, pa; D3, Das s, Ds) + A(pr, Do; Das Ps, Ds, D3) +
A(p1, p2; Ds, D3, Pa, Ds) + B(p1, pa; b3, pa, Ps, Ds) +
D1, D2; D3, D, Ds, Pa) + B(p1, D2; Ps, D, D3, Pa) +

( )+
(pb D2; D5, P4, P3, pG) + GG(pla D2; D3, P4, Ps,s p6)
(V.3.22)

T(pl,pz;p3,p4,p5,p6)

A(p1, p2; Ps, Do, D3, Pa) +
(p1, P2; P3, Ps; Pa, P6) +
(P1, P25 P4, D6, D3, D5) +

oy o
o G =
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onde G se expressa por (V.3.20).

Uma vez mais, temos que levar em conta o vinculo que impde a con-
servacao da energia-momento ao avaliar esta expressao. Como era de se
esperar, a ordem zero em f é a amplitude (V.3.14), e portanto se anula.
Por outro lado, a expressdo (V.3.22) ndo se anula na préxima ordem em
6 (que é realmente #?), e desta forma o modelo ndo é integravel. Isto nos
leva a concluir que a generalizacdo proposta para o modelo de sinh-Gordon
nao é integravel. Mas isto nao quer dizer que nao exista uma versao nao-
comutativa integravel do modelo de sinh-Gordon. FEsta primeira tentativa
nao funcionou, mas como veremos, existem vinculos suplementares que po-
dem ser impostos as equacoes de movimento da versao proposta do modelo

stnh-Gordon nao-comutativo, que o torna integravel.

V.3.2 Condicao de Curvatura Nula

Como ja expressamos a definicdo do modelo de sinh-Gordon ndo-comutativo
como a deformagido Moyal do lagrangiano (V.3.6) nos leva a uma teoria niao
integravel. Por outra parte, podemos definir o modelo de sinh-Gordon nao-
comutativo através da generalizacao da condicao de curvatura nula. Isto, por
construcao, nos leva a uma teoria com infinitas cargas conservadas, a qual é
equivalente ao modelo de sinh-Gordon comutativo no limite § — 0. A seguir,
descreveremos a generalizagao da condicao de curvatura nula.

Quando um modelo é integravel, é possivel escrever a sua equacao de
movimento na forma

— _=4+[UV]=0, (V.3.23)

onde U e V sao dois potenciais, que dependem do espaco, do tempo e de
um parametro espectral chamado A. Aqui [U,V] = UV — VU. Esta é a
condicao de curvatura nula. Esta equacao nao é mais que a condicao de

compatibilidade do sistema de equagoes diferencias

or _
or

OF

UF — =VF V.3.24
8t Y ( )
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onde F' é um vetor auxiliar. Similarmente, a condicao de curvatura nula num
espaco nao-comutativo pode ser escrita como a condicdo de compatibilidade
do sistema de equacoes diferenciais

g—fo*F e aa—};:V*F. (V.3.25)

No6s mostraremos que a condicao de curvatura-nula-x implica na existéncia
de um nimero infinito da cargas conservadas.

Vamos considerar a teoria definida no intervalo [—L, L], e que os operado-

res U e V satisfacam condic¢oes de fronteira periddicas. A equagao satisfeita

pelo operador de monodromia T (z) é

oT
a_x)‘ =UxT,, (V326)

com a condi¢ao de fronteira T)(—L) = 1. A solucao da equagao (V.3.26) nao
é dificil ver que é

Tx(z) = P, exp (— /_mL dz U(z; A)) ) (V.3.27)

onde P, é o operador-x de ordenamento da integral de trajetéria. Tomando

a derivada temporal de (V.3.26) e usando a condigdo de curvatura nula-x,

obtemos
gig;\:aa—[i*TAJrU*%
:g—Z*T,\—[U,V]**T,\—i-U*%
:%*TA—U*V*TA+V*%+U*%
:%(V*TA)—FU*(%—V*TA) , (V.3.28)
que implica
%(%—V*TO :U*(%—V*TA) . (V.3.29)
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Isto significa que

8T,\ (33 )
ot

onde K é um operador independente de z. Usando a condicao de fronteira

= V(x)xTh(z) + T;(z) * K, (V.3.30)

para T, obtemos

8T,\ (.’L‘ )
ot

Avaliando (V.3.31) para z = L e usando a condi¢do de fronteira para o

= V(z) * Ty(z) — T(z) * V(~L) . (V.3.31)

operador V', chegamos a

8T)\ (.T)
ot

Daqui ao escrever a derivada temporal de T)(L) como um comutador, segue

= [V(L), T\ (L))« - (V.3.32)

imediatamente que tr(7)(L)) é independente do tempo. Portanto poderemos
obter cargas conservadas a partir da expansido de T)(L) em poténcias de .
Nesta derivacao temos que usar a associatividade do produto estrela e a
existéncia dos inversos x de certos operadores.

Antes de prosseguir gostariamos de frisar que no desenvolvimento do tra-
balho percebemos como a generalizagao nao-comutativa de um modelo, pode
nao ser unica. Por exemplo, ao passar de # = 0 a € # 0 a derivada de ¢ pode
ser escrita como J¢ ou como %(e:d’ *x 0e — e? % 0e?), e como veremos esta
ambiguidade leva a equagoes de movimento diferentes.

Agora vamos a usar coordenadas do cone de luz, onde x4 = (zo + x1)/2.
Podemos escrever a equagao de movimento do modelo de sinh-Gordon a partir
da condicao de curvatura nula, introduzindo os potenciais A e A,

A=——"(ef? o_+eP? 0,) e A= %(0_ +oy)— g(% o3,

(V.3.33)
onde 04 = %(01 +i09), 0; sao as matrizes de Pauli usuais, e A é o parametro

espectral. Os potenciais A e A satisfazem
0A—0A+[AAl=0. (V.3.34)
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E ficil verificar que a condi¢do de curvatura nula (V.3.34) com as fungoes
(V.3.33) implica na equagido de movimento para o modelo de sinh-Gordon.
Agora definimos o modelo de sinh-Gordon nao-comutativo, através da

equacao de curvatura nula-x
0A —0A+[AAlL=0, (V.3.35)

onde
[A,A, =AxA—AxA. (V.3.36)

A equagdo de movimento derivada de (V.3.35) é

2

096 + % sinh, (8¢) = 0, (V.3.37)

a qual coincide exatamente com a equagao (V.3.17) que obtivemos a partir
da deformacdo Moyal da agdo de sinh-Gordon (V.3.15). Aparecem, entre-
tanto, dois vinculos adicionais, obtidos como contribucoes dos termos fora
da diagonal,

0(e;??) + g(e;ﬁ¢ *x 0¢ + 0p x e;7?) = 0,
0(e??) — g(ef‘f’ *x0p + 0pxel?) =0 . (V.3.38)

Estes vinculos podem se escrever como derivadas totais e sao iguais a zero
quando 6 — 0.

Anteriormente expressamos como, para um determinado modelo, pode
existir mais de uma generalizacao nao-comutativa. Assim, por exemplo, na
Ref.[41] foi proposto um sistema de equagdes para o modelo de sine-Gordon
nao-comutativo, obtido usando o método dos bicomplexes. Como veremos
a partir da generalizacdo da condi¢do de curvatura nula (V.3.35) podemos
obter a equacdo de movimento do modelo em [41]. Por outro lado os vinculos

que obtivemos ndo coincidem aparentemente com os de [41].
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Se escolhemos os potenciais A e A como:

A= _mTA(eiﬁ"b o_+e P ay), (V.3.39)

m 1., A( —i ; (i
—(o_ +04)+ Z[ei/w *8(e;zﬂ¢) _ e*—zﬂqb *8(65?“’)] o3,

A2)\

obtemos a mesma equagio de movimento que em [41]
(e’ x 0(e; %) — e, x 0(ef?)) = 2m* sin, (B9), (V.3.40)

mas os vinculos sao diferentes

_ . 1 ) . - ) . —
0(e, ) = 7{e. %, e % 0(e, ") — e, % ()} = 0,
_ 1. . . _ . _ )
0(e’?) = e, e % 0(e)?) = € % 0(e )b = 0.
(V.3.41)

Estes vinculos podem ser escritos também como derivadas totais e sao nulos
no limite 8 — 0.

V.3.3 Soélitons Euclidianos

Nesta se¢cao vamos estudar as solucoes tipo séliton para o modelo sine-Gordon
nao-comutativo que definimos em (V.3.17) e (V.3.38) (substituindo 8 — i/3).

Como a solucdo para o campo ¢ é também uma funcao do parametro de
nao-comutatividade #, temos que fazer uma expansao dupla. Inicialmente

expandimos o campo ¢ em uma série de poténcias de 6
o0
d=> ¢0". (V.3.42)
n=0
Posteriormente usamos esta expansao para encontrar as equacoes de movi-

mento e os vinculos correspondentes a primeira ordem em 6. Note que havera

uma dependéncia em 6 que vem da expansio (V.3.42) e também da definigdo
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do produto . Temos que

51 = g5+ ngg o0+ ngy o + " Narrgt e (Vaay)
N n(n—1)(n — 2) o1 9B, + n(ng— 1)

54 By 2Bs)0* + 0(6%)

onde B; e By se expressam como

Bi = (0¢0)*(0%¢o) + (0%¢o) (06g)* — 2004000, (V.3.44)
By = 0%¢p0%¢g — (00¢)* . (V.3.45)

No apéndice D, pode-se encontrar uma derivacdo de (V.3.44) e (V.3.45). As
equacoes de movimento até a ordem 62 sio

2

9Dy + % sin(8¢o) = 0, (V.3.46)

00¢; + m2¢p, cos(Bdy) = 0, (V.3.47)
2

006, + m?b cos(5n) — "D Gisin(Bgn) = 0. (V.3.48)

As duas primeiras equagdes coincidem com as encontradas em [41].
As solugoes para ¢g, ¢1, € ¢ podem ser calculadas facilmente (para co-
nhecer os detalhes ver apéndice D) e elas sdo

bo = %tanl[exp( \/1”17(35 - (V.3.49)

¢ = Ky, (V.3.50)
K2

P2 = B3 0 (V.3.51)

onde K é uma constante de integracao arbitraria. Usando estas expressoes
podemos ver como a série para ¢(z) pode ser parcialmente resumida em
¢(z + Af). Realmente, ndo é dificil provar que a solu¢do de 1-sdliton da
teoria comutativa resolve as equacoes de movimento nao-comutativas. Para
provar isso, comecamos estabelecendo que se f(zo, 1) € g(xo, 1) dependem

nos seus argumentos como funcdes lineares de x; e xg, ou seja, como x; —v xg,
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entao o seus produtos x coincidem com seus produtos cldssicos (f = 0). Isto

pode ser visto usando a decomposicao de Fourier para f e g:

frg = e85 [apdqf(p)g(a) exp(ip(o: — vao) +ia(y —vw))| =

=y

= /dpdqf(p)g(q) exp(i(p + q)(z1 —vxy)) = fg - (V.3.52)

Portanto sin(3¢), = sin(8¢) e a equagdo de movimento resulta a mesma do
modelo usual de sine-Gordon.
A partir de (V.3.52) podemos avaliar os vinculos para = 0, onde eles

sao triviais, portanto a solugao os satisfaz.

V.3.4 Modelo Quiral Principal

Agora estudaremos um modelo, que em contraposicido ao anterior conserva
a propriedade de ser integravel na sua generalizagao nao-comutativa a partir
da agdo. Este modelo também estudado em [11], é o modelo U(N) Quiral

Principal (PCM), cuja agio se expressa como
Spem = %gg/dszr(augla“g) : (V.3.53)
onde g toma valores em U(N). A equagdo de movimento para este modelo é
du(g~to"g) =0 . (V.3.54)
Propomos a deformagao Moyal do modelo Quiral Principal como

1
Spom = 557 | 2Te(Bp0 ™" 5 0%) (V.3.55)

onde o campo ¢ deve satisfazer ¢ x ¢ = gt x ¢ = 1. A razao pela qual
nés devemos especificar o grupo ao qual g pertence, é que nem todos os
grupos admitem extensoes nao-comutativas. Por exemplo, nao existe versao
nao comutativa de SU(N), por isso restringimos nossa analise ao modelo
U(N) Quiral Principal. Este modelo foi também recentemente estudado em
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[43]. Note que, assim como antes mencionamos, a parte quadrédtica de uma
acao nao-comutativa numa variedade sem fronteiras é equivalente a acao
comutativa. Portanto as acoes (V.3.53) e (V.3.55) sdo equivalentes (sempre
que o campo ¢ decaia suficientemente rdapido no infinito). Entao a diferenca
mais importante entre ambos modelos nao esta nas suas respectivas acoes,
mais sim nos vinculos que o campo g satisfaz.

A equagdo de movimento correspondente & ac¢do (V.3.55) é

Ou(g7 % 0g) =0, (V.3.56)
que pode ser escrita como uma condicao de curvatura nula considerando os
potenciais

L+l 1=
U()\)—§1_/\—§1+)\, (V.3.57)
g+l 1lo—1
V(A = 21— T215 (V.3.58)
onde 5 9
lo(z,t) = 99 gt e iz, t)= 99 gt (V.3.59)

ot Ox
Ao introduzir estes potenciais na condi¢do de curvatura nula (V.3.23) obte-
s 0? 0? 0 dg 0 0
9 g g, 1. 99 | 9
_9g 99 _ 99 99 V.3.60
or o2 ot Y T ox Y Tow (V-3.60)

que nao é mais que a equacao de movimento do modelo Quiral Principal.

Como vimos a deformacao Moyal da a¢do de um modelo integravel em
duas dimensoes nao necessariamente nos conduz a uma teoria integravel.
No caso do modelo sinh-Gordon (e substituindo f — i o modelo de sine-
Gordon) fomos capazes de estabelecer a sua nao integrabilidade calculando
a amplitude do processo de 2 — 4 particulas a nivel da arvore. Por outro
lado, a versao nao-comutativa do modelo U(N) Quiral Principal fornece uma
teoria integravel.

O fato de que esta deformacao Moyal do modelo de sinh-Gordon nao
seja integrdavel nao quer dizer que nao seja possivel definir uma versao nao-

comutativa do modelo. Vimos, assim como foi recentemente mostrado em
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[41], que se sao impostos vinculos adicionais as equagoes de movimento do
modelo de sinh-Gordon nao-comutativo, podemos obter uma teoria integravel
classicamente.

Provamos também como a solucao de 1-séliton do modelo de sine-Gordon
resolve igualmente a equacao de movimento e os vinculos da versao nao-
comutativa do modelo.

Existem ainda muitos aspectos interessantes a serem estudados como, por
exemplo, as leis de conservagao do modelo de sinh-Gordon (sine-Gordon), e
a involucao de suas cargas. Gostariamos também desenvolver as versoes nao-
comutativas de outros modelos de Toda afins, assim como a quantizagao dos
mesmos, o qual apesar de nao ser uma simples tarefa, pode ser algo fascinante.
Neste sentido, um aspecto interessante seria comprovar se a inclusao dos
vinculos (V.3.38) nos modelos sinh-Gordon e sine-Gordon, torna a amplitude

do processo de espalhamento de 2 — 4 particulas igual a zero.
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Capitulo VI
Conclusoes

Como pudemos ver, o presente trabalho compoeé-se de duas partes. A pri-
meira parte é dedicada ao desenvolvimento de modelos integraveis em duas
dimensoes, cujas solucdes tipo séliton portam mais de uma carga elétrica.
Na outra parte estudamos a integrabilidade no plano nao-comutativo.

Construimos os modelos integréveis AS” (p = 2) de tipo dyon (relativistico
e ndo relativistico), os quais admitem entre suas solugdes sélitons topolégicos
com cargas U(1) ® U(1). Nossa motivacao inicial foi a procura de mode-
los integraveis que pudessem descrever as solucoes tipo paredes de dominio
(DW) da teoria SDYM SU(n + 1) em quatro dimensdes com multicargas. A
partir dai o procedimento desenvolvido, apesar de ter sido aplicado ao caso
especifico de sistemas com duas simetrias U(1) globais, é suscetivel de ser
empregado para qualquer nimero de cargas, sendo desta forma um procedi-
mento geral.

Por outro lado, a construcao de modelos integraveis cujos sélitons possam
apresentar simetrias nao-abelianas globais (U(2)) estd em fase de estudo e
pode revelar-nos ainda muitas surpresas.

Estes modelos podem ter aplicacdes na teoria de cordas. Assim, suas
versoes conformes (considerando 1 # 0) podem ser interpretadas como cordas

em fundos curvos.
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Apesar de nao termos discutido aqui o espectro semi-classico do modelo
AP (p = 2), a determinagio do mesmo é um dos resultados mais impor-
tantes do trabalho [10]. Como sabemos, as solugdes por nés determinadas
sao todas classicas, mas as quais é possivel associar um espectro. Desta
forma estas solucoes acabam tendo um comportamento muito semelhante
as particulas. Por outro lado, as particulas que existem na Natureza sao
descritas por teorias quanticas de campos. Por isso, quantizar estes mode-
los é uma condicdo necessaria para que as nossas teorias possam ficar mais
proximas das situacoes reais. A extensao da quantizacao semi-cldssica aos
modelos multicarregados é um problema ainda a ser resolvido.

A quantizacdo exata dos modelos integraveis construidos é também um
aspecto a ser desenvolvido, que presupoe antes de mais nada entender em

que situagoes o espectro semi-cldssico vai sobreviver a renormalizabilidade.
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Apéndice A
Integrabilidade

O conceito de sistema completamente integravel originou-se na Mecanica
Classica Hamiltoniana. Noés explicaremos brevemente aqui o critério que
Liouville nos deixou.

Consideremos um sistema com espaco de fase 2n dimensional e coorde-
nadas (¢;,pi), @ = 1,...n. Este sistema é integrdvel se existem n fungoes

independentes I;(p, ¢) que satisfazem
(H,I} =0 {I,I,} =0, (A.0.1)

onde H é o Hamiltoniano do sistema e as fun¢oes I; sao chamadas integrais
de movimento ou quantidades conservadas.

Como conseqiiéncia podemos expressar o Hamiltoniano como uma com-
binagao linear destas integrais H = H([;), as quais sao também chamadas
variaveis de acao . Podemos também definir, em principio as correspondentes

variaveis conjugadas canonicas:

0; = 0:(p;, q5), (A.0.2)

de modo que
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Estas coordenadas 6; sao também chamadas de angulo.
Nestas novas variaveis as equacoes de movimento de Hamilton do sistema

se expressaln COomo:

I = {HL}=0,
0; = {6, H(I)} = fi(I). (A.0.4)
A primeira destas equacoes quer dizer que elas se conservam, entao
0; = f; = constante (A.0.5)
0 que nos permite integrar e assim,
0, = fit+a, (A.0.6)

onde as q; sao constantes de integracao que sao fixadas a partir das condigoes
iniciais.

Como vemos, em principio, a evolugdao do sistema pode ser completa-
mente determinada em termos das varidveis de angulo e acdo (I;, 6;). Falamos
em principio porque na pratica é muito dificil determinar a transformacao
canonica

0; = 0i(q;, ;) (A.0.7)

e consequentemente a solu¢do como:

G = Qi(fjaajat)a
P = pi(fj,ozj,t). (AOS)

Este teorema de Liouville s6 garante a existéncia da solucdo exata. Deter-
minar esta solu¢ao, somente é possivel com muita engenhosidade e sorte.
Aqui sé discutimos um sistema com um nimero finito de graus de liber-
dade. Analogamente pode-se estender este critério a sistemas continuos, ou
seja com um numero infinito de graus de liberdade. Aqui o sistema sera in-

tegravel se tiver um numero infinito de quantidades conservadas em involugao
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Consideremos agora um método desenvolvido posteriormente [2] o qual
ajuda a conhecer quando o modelo tem esta propriedade.

Consideremos, agora, por motivos de simplicidade, um sistema bidimen-
sional [46]. Definimos a integral ordenada de trajetéria

z9,t9

Ury(fL‘Q, tg, Ty, tl) = Pvef ‘fwl’tl Audﬂfu, (A09)

onde A, é um potencial de calibre e P, representa o operador que ordena os
pontos da trajetoria de integracao v de modo que os pontos mais proximos
a (xq,t3) ficam & esquerda daqueles mais préximos a (x1,%1). Se tomamos o
produto de duas exponenciais

Ufyl(ﬁUQ,tQ;$1,t1)U72($1,t1;$2,t2), (AOlO)
nao ¢ dificil provar que
U’Yl (.’L’Q, tg, Z1, tl)U72 (331, tl, T2, tg) = 6_% e} dU‘WF‘W, (AOll)

onde a integracao é sobre a drea C' que o contorno 7, + 7, fecha. Aqui F},,

representa a curvatura
Fu = 0,A, — 0,4, + [A,, A]. (A.0.12)
Se a curvatura é nula, ou seja F),, = 0, entao
U,u,, =1, (A.0.13)

ou seja a integral é independente do caminho, depende somente dos pontos

iniciais e finais. Isto quer dizer que para um caminho fechado
Uy, (z,t;z,t) =1 (A.0.14)

Este fato nos conduzira a existéncia de infinitas quantidades conservadas.

Assim chamemos

T(t) — PeffLAm(t,w)dw,
S(z) = Pels At (A.0.15)
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onde P é novamente o operador que ordena os pontos da trajetoria, e A, A;

sao as duas componentes do potencial de calibre e com condicées de fronteira
Ai(t,—L) = Ay(t, L). (A.0.16)

Se consideramos a trajetéria fechada (L,0) — (L,7) — (—{,7) — (—L,0) ,
entdao de (A.0.14) obtemos que

T(t) = S(L)'T(0)S(L), (A.0.17)
que também nos leva a
(T(r))" = [S(L)'T(0)S(L)]" . (A.0.18)

Se pegamos o trago da equagao anterior obtemos que este é independente do

tempo, ou seja,
Tr(T(r))" =Tr(T(0))". (A.0.19)

Como em principio n pode tomar infinitos valores, temos infinitas quanti-
dades conservadas. Este formalismo de curvatura nula garante a integrabi-
lidade do sistema sempre que as equagoes de movimento possam-se escrever
segundo

Fuy = 0,A, — 0,4, + [A,, A] =0, (A.0.20)

com apropriada escolha dos potenciais. Claro que restaria provar que essas

infinitas quantidades conservadas estao em involucao .

116



Apéndice B
Definicoes algébricas

Todos os modelos desenvolvidos nesta tese foram construidos a partir da
definicao da estrutura algébrica que era de nosso interesse outorgar-lhes. Dai
a importancia de definirmos os conceitos e propriedades relativos as algebras
por nés utilizados [33].
Primeiramente lembramos as propriedades das algebras de Lie G de di-
mensao finita.
Numa base ortonormal as relagoes de comutacao entres os geradores T°
da algebra sao
[T, 79 = if’T*, i, k=1.r (B.0.1)
onde r = rank G e as constantes de estrutura f,ij sao completamente anti-

simétricas porque escolhemos
Tr(T'T?) = §. (B.0.2)

Os geradores da dlgebra podem ser reescritos numa nova base, conhecida
como base de Weyl-Cartan, na qual as relagdes de comutacao se reexpressam
€omo

[H,H)] = 0 4,j=1---7

[H, Ea] = o'Eq
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e(a, B)Eatp, se a+ [ éraiz

[Eo, Eg] = 2351, sea+pB=0 . (B.0.3)
0 , de outro modo

Os H' definem a subdlgebra de Cartan, caracterizada pelo fato de todos
seus geradores comutarem. Devido & isto, os H* sdo conhecidos como os
geradores de Cartan. Os geradores E, conhecidos como operadores “step”,
sao autoestados dos Cartan com autovalor o, ou seja a i-ésima componente
da raiz «. Estas raizes sao vetores num espaco euclidiano de dimensao r. Os
(e, f) sdo nimeros definidos de forma a que

e(a, B) = —¢(B,a) = £1. (B.0.4)

Estes numeros sao determinados completamente de modo a que a identidade
de Jacobi seja satisfeita. As raizes da algebra se classificam em positivas e
negativas, de modo que se «, 5 sdo raizes positivas e o + [ é uma raiz, entao
ela é também uma raiz positiva. Além disto, toda raiz negativa é o negativo
de uma raiz positiva. Todas as raizes da dlgebra podem ser obtidas a partir
das raizes simples cujo nimero coincide com o “rank” r da algebra. Com
o produto escalar destas raizes se forma uma matriz r x r, conhecida como

matriz de Cartan
QOZZ' o7
2

o

Como se pode ver os elementos diagonais desta matriz sao todos iguais

a 2, entdo somente os elementos fora da diagonal (que sdo iguais a zero
ou a inteiros negativos) portam informacao relevante, a qual estd incluida
no respectivo diagrama de Dynkin. O diagrama de Dynkin estd formado
por r pontos correspondentes as raizes simples, e os quais estao unidos por
K;;Kj; linhas. Este diagrama especifica completamente a dlgebra porque a
partir dele podem ser construidas todas as raizes simples e conseqiiéntemente
todas as raizes da dlgebra. Por exemplo para A, o diagrama de Dynkin é:

00000 — ——0-0

1 Q9 (O3 (7%
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Podemos ainda definir uma nova base conhecida como base de Chevalley

para a qual redefinimos a subalgebra de Cartan como

20; - H
hi = O‘a2 . (B.0.6)

Consideremos uma representacao de dimensao finita irredutivel da dlgebra
G. Seja |A\ > uma base de modo que os geradores de Cartan H® sejam

diagonais nessa representagao
H'|A>= N\ >. (B.0.7)

Entdo )¢ é chamado de peso e satisfaz: 2’;'—.? € Z para qualquer raiz o de G.
Esta representacao tem um peso maior A tal que A + o ndo é um peso se «

¢ uma raiz positiva.

B.1 Algebras afins de Kac-Moody

A Algebra de Lie G (B.0.1) se associa uma &lgebra de Kac-Moody G (un-
twisted) de modo que os geradores da mesma T} vao ter um indice inteiro a

mais e satisfazem as relagoes de comutacao:

i g _ ik )
1, T2 =ify Tr \ + €mbY bpino,

d, 1] =nTi, [61}] =[e.d] =0. (B.1.8)

Para ¢ = 0 a algebra se chama loop-algebra.

Analogamente ao caso das dlgebras de dimensdo finita, podemos definir a
subalgebra de Cartan H}, ¢, d e os geradores “step” com seus correspondentes
autovalores o raizes, de modo que na base de Weyl-Cartan as relacoes de

comutacao da algebra de Kac-Moody se expressam como:

[H H}| = émbmin,00i; iwj=1...rankG
(BB = QB

119



e(a, B)ELTS se a + [ é raiz
[Eg”, Eg] = aH™™ + émlping sea+ =0
0 de outro modo
d.E7] = mE]
d,H"] = mH". (B.1.9)

1

O gerador d, também conhecido como derivagao se introduz para quebrar
a degenerescéncia das raizes (o, 0, m), que de outra forma a cada uma corres-
ponderiam infinitos “step” E'. O gerador carga central comuta com todos
os geradores da algebra.

Novamente definimos o produto escalar destes geradores através do trago

Ccomo

Tr (h(m) h(()n) ) = 77a,b5m—|—n,0 ,

m n 2
TT(Ea )h(ﬁ )) = §5a+ﬂ,05m+n,0:
Tr(ed) = 0, (B.1.10)
onde introduzimos a base de Chevalley (B.0.6) e onde n,, = %5 ¢ a matriz
a™b

de Cartan simetrizada. Os restantes produtos sao iguais a zero. Observe que
agora os geradores H™ com m # 0 sao “steps” correspondentes as raizes
(0,0,m), as quais sao r-vezes degenerados. Esta é uma nova propriedade das
algebras de Kac-Moody. O sistema de raizes da algebra G 6 infinito, mas
eles expandem um espaco de dimensao finita r + 1, o qual pode ser gerado a
partir das raizes simples

a; = (04,0,0) i=1,...m,
aw = (-70,0,1), (B.1.11)

com V¥ a raiz maior de G.
Os elementos K;; da matriz de Cartan associada a G, coincidem com os

correspondentes a G. A tunica diferenca entre ambas matrizes sao a fila e a
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coluna adicionais Ky;, K;y as quais correspondem ao produto escalar (a;, ag).

Como
2)\1 * Oy

()

onde ); sao os pesos fundamentais, se cumpre que

:51 i,j=1...7’,

U= Ky
i=1
Ademais

Kz'O: 0 seI:(Oi:O.
-1 SeK()Z'?éO

(B.1.12)

(B.1.13)

Assim, por exemplo, para AN, ¥ = A\, + A, (r > 0), de modo que

Ky = -1, Kyy = 1, Ky, = —1, K,y = 1, e os restantes K;; iguais a zero.

O correspondente diagrama de Dynkin se obtém adicionando um ponto ao

diagrama original de A, e conectando esse ponto aos extremos do diagrama

de A,:

Q1 Q9 O3
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Apéndice C
Elementos matriciais

Para calcular a solugao (IV.3.38) tivemos que determinar os elementos ma-
triciais incluidos em (II1.5.85). Para isto utilizamos além das propriedades
algébricas definidas no apéndice anterior, as relagoes que expressam como

atuam os geradores em uma representacdo com estados [A; > com j =0,...7r:

¢A; > = [N> j=0,...r
MOIN, > = 640>, i=1...r,
KN, > = 0, sen>0,
EM)\ > = 0, sen>0ousen=0ea>0, (C.0.1)
junto com as relagoes andlogas para os estados duais < \;| = (|I; >)T que

sao obtidas usando

(B = B,

(Rimh)t = pl=m), (C.0.2)

Lembramos ademais algumas somatérias de utilidade

> 1

Yot = {—, Para lz| <1,
o0 n T



onde a ultima se obtém derivando a primeira. Agora ja podemos calcular

< N|TogTs VN >=< Ai|1 + abpy (1) po (1) Fi (71) F- (72) | As >
= 1+ abpi(71)p2(12) X

[e'e) 0
X3 Y <Nl (H™ ™ 4 im0y ™) [N >, (C.04)

n=0m=—oc
que para o caso particular

< Nl TogTd ™ Ao >= 1+ abpy (72)pa(12) 3 2n( 2™ (C.0.5)

n=0 N
De maneira andloga obtem-se os restantes elementos que nos levam a
solucgao (IV.3.38).
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Apéndice D

Calculos perturbativos até

ordem 6?

D.1 Expansao de ¢" até ordem 6*

Nés gostariamos obter ¢? até a ordem 62, onde ¢ = ¥°°  ¢,0". Escrevemos

@ como
¢ = @5 + 04, +0°B, + o(6°) . (D.1.1)

Usando a associatividade de produto x, ¢""! = ¢"x ¢, encontramos a relagao

de recurrencia para A,
Ant1 = Ando + 9501, (D.1.2)
a qual é resolvida por A, = ngy '¢,. Para B, é conveniente introduzir
B = an@y 01 + Budy P2+ Yndy B+ 6ndy Ba, (D.1.3)

onde B; = (8(}50)252(150 + (5%)282(150 — 20¢y0¢900¢y and By = 8?¢pg0%py —

(00¢y)?. Encontramos as relagoes de recorréncia

Opt1 = Qp + 1,

/Bn—l—l = /Bn + 1;
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n(n—1)
8 )

Snir = O + %, (D.1.4)

as quais sdo resolvidas para o, = n(n—1)/2, B, = n, v, = n(n—1)(n—2)/24,

Yo+l = Yn +

e 0, =n(n —1)/8. A forma final entao é

Pr = ¢ + ney 1 d10 + 0% (ngly o + @%%3) (D.1.5)
+n(n8_ 1)¢872B202 + n(n — 12)4(n — 2) ¢8738192 ]

Note que B; e B, se anulam para as solugoes tipo soéliton.

D.2 Solucao da Equacao de Movimento até a

ordem §?

Na secao V.3.3 encontramos as equacoes de movimento classicas para o mode-
lo sine-Gordon nao-comutativo. Tomando 8 = 1, podemos escrever a forma

estatica das mesmas para as ordens 6°, ', e 2, como

¢y = C'sin g, (D.2.6)
¢1 = C'y cos dy, (D.2.7)
¢y = Cpa coS g — %qﬁf sin ¢y, (D.2.8)
onde os indices primos indicam derivadas espaciais e C' é uma constante (C =

_m?_
1—v2>

a multiplicamos por qb;) e a integramos usando as condicoes de fronteira ¢g = 0

e v é a velocidade do séliton). Para resolver a primeira equagao (D.2.6)

parax =0 e ¢y = 27 para x — 00
by = izx/ésin% : (D.2.9)

Os sinais positivo (negativo) correspondem a solucdo séliton (anti-séliton).

A solugio de (D.2.9) é facilmente encontrada:

do = 4tan" (exp(VC(z — z0))) - (D.2.10)
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Para resolver (D.2.7) a multiplicamos por ¢, e usamos (D.2.6) para obter

v ' d "
¢0¢1 = C¢1¢0 COS ¢0 = ¢1£(CSin ¢0) = ¢1¢0 . (D211)

Esta ultima equacao junto com que as derivadas de ¢ se anulam para x — oo
implica que

b1y — 19y =0 . (D.2.12)
Esta equacao é resolvida por

¢ = K (D.2.13)

cosh(vC(z — )

onde K é uma constante de integragdo. A solugao para ¢, pode ser encon-

trada da seguinte forma: derive duas vezes (D.2.6) e multiplique-lha por K;,

para obter

n\n

2 2
(C6y) = 064 cosdy — © (Ky)?sin g (D.2.14)

que coincide com (D.2.8). Como esta é uma equacao de primeira ordem para
¢ e as condicoes de fronteira no infinito sao satisfeitas automaticamente,

podemos escrever a solugao para ¢, como

2
¢ = K7¢3 (D.2.15)

Isto resolve as equacoes de movimento para o modelo de sine-Gordon nao-

comutativo até segunda ordem em 6.
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