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À Deus,

Aos meus pais,

Dedico.



Agradecimentos

Aos meus pais Ivonete Cunto Martins e Alaor Martins

que foram fundamentais no apoio para

a concretização deste trabalho.
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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar uma aplicação de polinômios conhecidos, como polinômios

para-ortogonais, na solução do problema de análise de freqüência. Para isto, estudamos os

polinômios de Szegő que são ortogonais no ćırculo unitário e que dão origem aos polinômios

para-ortogonais. Estudamos casos especiais de polinômios para-ortogonais que, através de uma

transformação do ćırculo unitário no intervalo [−1, 1], estão associados a certos polinômios ortog-

onais. Apresentamos também uma abordagem do problema de análise de freqüência utilizando

esses polinômios ortogonais em [−1, 1].

Palavras-chave: polinômios de Szegő, polinômios ortogonais, polinômios para-ortogonais, aná-

lise de freqüência



Abstract

The purpose of this work is to study an application of some polynomials, known as para-orthogonal

polynomials, in the solution of the frequency analysis problem. We study the Szegő polynomials

that are orthogonal polynomials on the unit circle and give origin to the para-orthogonal polyno-

mials. We investigate some special cases of para-orthogonal polynomials that are associate with

certain orthogonal polynomials on [−1, 1] through a transformation from the unit circle to the

real interval [−1, 1]. We also present an approach of the frequency analysis problem using these

orthogonal polynomials on [−1, 1].

Keywords: Szegő polynomials, orthogonal polynomials, para-orthogonal polynomials, frequency

analysis
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Caṕıtulo 1

Introdução

Consideremos x(m) uma função dada por

x(m) = γ0e
imπ +

I∑
j=1

(γje
imωj + γn0+1−je

imωn0+1−j), (1.1)

onde I ∈ N, γ0 ≥ 0, com n0 = 2I + 1 se γ0 > 0 e n0 = 2I se γ0 = 0, ωj, para j = 1, 2, . . . , I, são

tais que,

0 < ω1 < ω2 < · · · < ωn0−1 < ωn0 < 2π e 2π − wn0+1−j = wj 6= 0

e, ainda, γj ∈ C, satisfazendo

γn0+1−j = γj 6= 0 ,

para j = 1, 2, . . . , I. A função x(m) é chamada de sinal trigonométrico.

As constantes γj e ωj são chamadas, respectivamente, de amplitude e freqüência do sinal x(m)

e m representa o tempo discreto. O problema de análise de freqüência é determinar as variáveis

n0, γj e ωj a partir de valores observados de x(m), m = 0, 1, 2, . . . , N − 1, para N > 0.

Na literatura, alguns autores utilizam o modelo acima com algumas diferenças quanto a loca-

lização das freqüências. Em tal modelo, ver por exemplo Jones et al. [16], o sinal trigonométrico

é dado por

y(m) =
I∑

j=−I

γje
imωj ,

onde I ∈ N, γ0 ≥ 0, γj ∈ C com 0 6= γ−j = γj e ωj são tais que ω−j = −ωj, j = 1, 2, . . . , I e

satisfazem

0 = ω0 < ω1 < ω2 < · · · < ωI < π .

Nesse caso, o problema de análise de freqüência é determinar o valor de I, das amplitudes γj

e das freqüências ωj a partir de valores observados de y(m), m = 0, 1, 2, . . ..
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Muitos fenômenos naturais podem ser representados por esses modelos, ou seja, podem ser

representados como uma superposição de um número finito de funções trigonométricas.

Uma aplicação interessante deste modelo ocorre em situações em que é necessário detectar um

objeto em movimento (veja [15]). Consideremos um objeto se movendo e um radar que emite,

a todo instante, ondas eletromagnéticas numa determinada freqüência fT . No instante em que

essa onda atinge o objeto ela é refletida e, então, captada pelo radar com uma determinada

freqüência fR desconhecida. Pode-se utilizar a análise de freqüência para determinar a freqüência

desconhecida fR e estimar a distância desse objeto ao radar e, também, sua velocidade, calculando-

se o tempo entre a onda ser lançada e seu reflexo ser captado pelo radar.

Essa teoria encontra utilidade em algumas aplicações médicas e, também, é muito utilizada

no processamento digital de voz.

Seja ψ(z) uma medida positiva no ćırculo unitário Γ = {z ∈ C : |z| = 1}, ou seja, ψ(eiθ),

definida em 0 ≤ θ ≤ 2π, é uma função real, limitada e não-decrescente com infinitos pontos de

aumento tal que os momentos

µm =

∫
Γ

zmdψ(z) =

∫ 2π

0

eimθdψ(eiθ) , m = 0, 1, . . . ,

existem. Note que esta medida ψ(eiθ) induz uma medida real ψ̃(θ) tal que∫ 2π

0

f(eiθ)dψ(eiθ) =

∫ 2π

0

f(eiθ)dψ̃(θ) .

Consideremos o seguinte produto interno

〈f, g〉 = Iψ(f g) =

∫ 2π

0

f(z)g(z)dψ(z) , z = eiθ .

Uma seqüência de polinômios que é ortogonal com relação ao produto interno acima, ou seja,

uma seqüência de polinômios {ρn(z)}∞n=0 que satisfaz∫
Γ

ρn(z)ρm(z)dψ(z) = 0 , para n 6= m,

é chamada de seqüência de polinômios ortogonais no ćırculo unitário ou seqüência de polinômios

de Szegő (ver [14, 20, 21]).

Uma maneira de determinar as freqüências em (1.1) utiliza os polinômios de Szegő. Este

método tem origem nos trabalhos de Wiener [22] e Levinson [17] e foi desenvolvido por Jones

et al. em [13, 16] e Pan e Saff em [18]. O método é baseado no comportamento das ráızes dos

polinômios de Szegő com relação à medida positiva ψN(eiθ), constrúıda a partir de (1.1), dada

por
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dψN(eiθ)

dθ
=

1

2πN

∣∣∣∣∣
N−1∑
m=0

x(m)e−imθ

∣∣∣∣∣
2

.

Muitos resultados sobre esta abordagem do problema de análise de freqüência podem ser encon-

trados em Jones et al. [12, 13, 15, 16].

Consideremos, aqui, uma seqüência de polinômios, inicialmente estudada por Jones et al. em

[14], dada por

ρn(ψ,w, z) = ρn(z) + wρ∗n(z) ,

onde |w| = 1 e ρ∗n(z), conhecido como polinômio rećıproco de ρn(z), é definido por

ρ∗n(z) = znρn(1/z) = zn
n∑
j=0

ajz
−j .

A seqüência {ρn(ψ,w, z)}∞n=0 é chamada de seqüência de polinômios para-ortogonais. Em

Daruis et al. [7] encontramos um estudo desses polinômios ligado ao problema de análise de

freqüência.

Através da transformação

x(z) =
1

2
(z1/2 + z−1/2) , para z = eiθ , θ ∈ [0, 2π] , x ∈ [−1, 1] , (1.2)

estudada em Delsarte e Genin [8], pode-se relacionar polinômios para-ortogonais com polinômios

ortogonais em [−1, 1], ver Zhedanov [23]. Outras relações obtidas a partir dessa transformação

podem ser encontradas em Berti e Sri Ranga [1]. No trabalho Bracciali et al. [3], os autores

utilizam essas relações para estudar o problema de análise de freqüência com polinômios ortogonais

obtidos a partir de uma seqüência de polinômios de Szegő e da transformação (1.2).

Neste trabalho, constitúıdo de seis caṕıtulos inicialmente fazemos um estudo dos polinômios

de Szegő baseado principalmente em Jones et al. [14]. Posteriormente, abordamos um estudo dos

polinômios para-ortogonais e também certos polinômios ortogonais obtidos de polinômios para-

ortogonais através da transformação (1.2) e também suas aplicações ao problema de análise de

freqüência.

No Caṕıtulo 2, apresentamos algumas definições e resultados sobre polinômios ortogonais,

fórmulas de quadratura gaussianas, frações cont́ınuas, entre outros. Esses resultados são neces-

sários para os estudos desenvolvidos durante o trabalho.

No Caṕıtulo 3, fazemos um estudo sobre polinômios de Szegő, apresentando resultados en-

contrados em [14, 20, 21, 23]. Estudamos esses polinômios através de sua relação com frações

cont́ınuas de Perron-Carathéodory.
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No Caṕıtulo 4, apresentamos um estudo sobre os polinômios para-ortogonais, onde tratamos

de alguns resultados interessantes a respeito desses polinômios como, por exemplo, a localização

de suas ráızes. Temos, ainda, uma seção dedicada especialmente à transformação (1.2), onde

apresentamos algumas relações interessantes que podem ser obtidas entre os polinômios para-

ortogonais e os polinômios ortogonais em [−1, 1].

Fazemos, no Caṕıtulo 5, um estudo sobre o problema de análise de freqüência, onde apre-

sentamos resultados sobre a abordagem desse assunto, utilizando polinômios de Szegő (ver [12,

13, 15, 16]), polinômios para-ortogonais (ver [7]) e, por fim, casos especiais dos polinômios para-

ortogonais (ver [3]). Alguns resultados utilizando certos polinômios ortogonais no problema de

análise de freqüência (ver [3]) também são apresentados.

Finalmente, no Caṕıtulo 6, apresentamos as conclusões a respeito do trabalho desenvolvido,

bem como as perspectivas de trabalhos futuros. Nas Referências Bibliográficas citamos os textos

que foram citados ou consultados para que pudéssemos desenvolver esses assuntos.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

Neste caṕıtulo, vamos apresentar alguns conceitos que serão necessários para o desenvolvimento

deste trabalho. Faremos isto de forma breve enunciando apenas definições e resultados a serem

utilizados, mas sem demonstrá-los, pois são bastante conhecidos e podem ser encontrados em

detalhes nos textos clássicos de Chihara [6] e de Szegő [20].

2.1 Polinômios ortogonais

Neste trabalho, utilizamos os conhecidos polinômios de Laurent que são definidos da seguinte

forma.

Definição 2.1. Para todo par de inteiros (p, q) com p ≤ q, denotamos por Λp,q o espaço dos

polinômios de Laurent, ou L-polinômios, onde L(z) ∈ Λp,q tem a forma

L(z) =

q∑
n=p

cnz
n , cn ∈ C .

Denotamos por Λ o espaço de todos os L-polinômios, por Π o espaço de todos os polinômios e,

ainda, por Πn = Λ0,n o espaço dos polinômios de grau no máximo n.

Definição 2.2. Considere uma função ψ(x) definida em um intervalo real [a, b], limitada, não-

decrescente, com valores reais e com infinitos pontos de aumento. Chamamos ψ(x) de função

distribuição ou medida positiva ou, simplesmente, medida, se os momentos

µn =

∫ b

a

xndψ(x) , n = 0, 1, 2, . . . (2.1)

existem. O conjunto dos pontos de aumento da medida é chamado de suporte da medida.
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Se considerarmos uma medida simétrica, isto é, se ψ(x) é definida em [−b, b] com 0 < b ≤ ∞

tal que dψ(x) = −dψ(−x), então pode-se mostrar que os momentos (2.1) satisfazem µ2n−1 =

0 , n = 1, 2, . . ..

Consideremos o produto interno definido em Π× Π da seguinte forma

〈f, g〉 =

∫ b

a

f(x)g(x)dψ(x) .

Utilizando o produto interno definido acima, podemos obter a seguinte definição para polinô-

mios ortogonais.

Definição 2.3. Seja {Pn(x)}∞n=0 uma seqüência de polinômios de grau n. Dizemos que esta é

uma seqüência de polinômios ortogonais em [a, b] com relação à medida ψ(x) se

〈Pn, Pm〉 =

∫ b

a

Pn(x)Pm(x)dψ(x) =

 0, se n 6= m

Kn 6= 0, se n = m
.

Pode-se mostrar, ver [6], que a relação acima é equivalente a∫ b

a

xmPn(x)dψ(x) =

 0, se n < m

K̃n 6= 0, se n = m
.

Considerando os polinômios ortogonais na forma mônica, ou seja, com os coeficientes dos

termos de maior grau iguais a 1, podemos obter a seguinte relação de recorrência de três termos

Pn+1(x) = (x− βn+1)Pn(x)− αn+1Pn−1(x) , n ≥ 1 , (2.2)

onde P0(x) = 1 e P1(x) = x− β1. Os coeficientes βn+1 e αn+1 satisfazem

βn+1 =
〈xPn, Pn〉
〈Pn, Pn〉

e αn+1 =
〈Pn, Pn〉

〈Pn−1, Pn−1〉
, para n ≥ 1 , (2.3)

β1 =
〈xP1, P1〉
〈P1, P1〉

e ainda, arbitrariamente, α1 = µ0. Os coeficientes βn e αn são reais e αn > 0,

n ≥ 1.

Se considerarmos uma medida simétrica, então pode-se mostrar que os coeficientes βn são

nulos. Como conseqüência segue que os correspondentes polinômios ortogonais são simétricos,

Pn(−x) = (−1)nPn(x), ou seja, os polinômios de grau par são funções pares e os polinômios de

grau ı́mpar são funções ı́mpares.

A partir da definição de αn+1 em (2.3) podemos escrever∫ b

a

P 2
n(x)dψ(x) = αn+1

∫ b

a

P 2
n−1(x)dψ(x)

= αn+1αn

∫ b

a

P 2
n−2(x)dψ(x)
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e, assim sucessivamente, conclúımos que∫ b

a

P 2
n(x)dψ(x) = αn+1αn . . . α2α1 . (2.4)

Pode-se utilizar a expressão (2.2) para a obtenção de algumas fórmulas bastante conhecidas

na teoria de polinômios ortogonais, como exemplo citamos a identidade de Christoffel-Darboux,

dada por
n∑
k=0

Pk(x)Pk(y)

α1α2 . . . αk+1

=
1

α1α2 . . . αn+1

Pn+1(x)Pn(y)− Pn(x)Pn+1(y)

x− y
. (2.5)

Para a correspondente seqüência de polinômios ortonormais, pn(x), definida por

〈pn, pm〉 =

 0 , se n 6= m,

1 , se n = m,

pode-se escrever

pn(x) = knPn(x) , kn = (α1α2 · · ·αn+1)
−1/2 .

Neste caso, a fórmula de Christoffel-Darboux é dada por

n∑
k=0

pk(x)pk(y) =
kn
kn+1

pn+1(x)pn(y)− pn(x)pn+1(y)

x− y
. (2.6)

Fazendo y → x em (2.5), obtemos a chamada fórmula confluente da identidade de Christoffel-

Darboux,
n∑
k=0

P 2
k (x)

α1α2 . . . αk+1

=
P
′
n+1(x)Pn(x)− P

′
n(x)Pn+1(x)

α1α2 . . . αn+1

. (2.7)

Novamente, em termos de polinômios ortonormais, a expressão (2.7) torna-se

n∑
k=0

p2
k(x) =

kn
kn+1

(p
′

n+1(x)pn(x)− p
′

n(x)pn+1(x)) . (2.8)

Além disso, de (2.2) a relação de recorrência para os polinômios ortonormais pode ser dada

por

xpn(x) =
√
αn+1pn−1(x) + βn+1pn(x) +

√
αn+2pn+1(x) , (2.9)

onde p−1(x) = 0. Fazendo n = 0, 1, 2, . . . ,m− 1 em (2.9), obtemos

xp0(x) = β1p0(x) +
√
α2p1(x)

xp1(x) =
√
α2p0(x) + β2p1(x) +

√
α3p2(x)

xp2(x) =
√
α3p1(x) + β3p2(x) +

√
α4p3(x)

...

xpm−1(x) =
√
αmpm−2(x) + βmpm−1(x) +

√
αm+1pm(x)



2.1. Polinômios ortogonais 8

que, escrito na forma matricial, torna-se

x



p0(x)

p1(x)

p2(x)
...

pm−2(x)

pm−1(x)


=



β1
√
α2 0 · · · 0 0

√
α2 β2

√
α3 · · · 0 0

0
√
α3 β3 · · · 0 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · βm−1
√
αm

0 0 0 · · · √
αm βm





p0(x)

p1(x)

p2(x)
...

pm−2(x)

pm−1(x)


+



0

0

0
...

0
√
αm+1pm(x)


.

Logo, tomando x = xm,j, j = 1, 2, . . . ,m, as ráızes do polinômio pm(x), o sistema acima se

torna

xm,j



p0(xm,j)

p1(xm,j)

p2(xm,j)
...

pm−2(xm,j)

pm−1(xm,j)


︸ ︷︷ ︸

um,j

=



β1
√
α2 0 · · · 0 0

√
α2 β2

√
α3 · · · 0 0

0
√
α3 β3 · · · 0 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · βm−2
√
αm

0 0 0 · · · √
αm βm−1


︸ ︷︷ ︸

Jm



p0(xm,j)

p1(xm,j)

p2(xm,j)
...

pm−2(xm,j)

pm−1(xm,j)


︸ ︷︷ ︸

um,j

, (2.10)

onde a matriz Jm é chamada de matriz de Jacobi. Assim, de (2.10), conclúımos que as ráızes dos

polinômios ortogonais são os autovalores da matriz de Jacobi.

Um importante resultado da teoria de polinômios ortogonais, que pode ser encontrado em [6],

é dado pelo seguinte teorema, conhecido como Teorema de Favard.

Teorema 2.1. Sejam {αn}∞n=1 e {βn}∞n=1 seqüências de números reais, com αn > 0 para n ≥ 1,

e seja {Pn(x)}∞n=0 uma seqüência de polinômios definida pela relação de recorrência

Pn+1(x) = (x− βn+1)Pn(x)− αn+1Pn−1(x) , n ≥ 1 ,

com P0(x) = 1 e P1(x) = x − β1. Então, existe uma medida ψ(x) definida em [a, b], onde

−∞ ≤ a < b ≤ ∞, tal que∫ b

a

dψ(x) = α1 e

∫ b

a

Pm(x)Pn(x)dψ(x) = 0 , para m 6= n , m, n ≥ 0 .

Os polinômios ortogonais satisfazem ainda, uma interessante propriedade a respeito de suas

ráızes, dada pelo seguinte teorema.
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Teorema 2.2. Seja {Pn(x)}∞n=0 uma seqüência de polinômios ortogonais com relação a uma

medida ψ(x) em (a, b). Então, todas as ráızes de Pn(x) são reais, distintas e estão no intervalo

(a, b).

Uma outra propriedade bastante útil dos polinômios ortogonais é o resultado a seguir, que

fornece informações com respeito ao comportamento das ráızes de polinômios de graus consecu-

tivos.

Denotemos por xn,1, xn,2, . . . , xn,n as ráızes de Pn(x), n ≥ 1, em ordem crescente.

Teorema 2.3. Consideremos {Pn(x)}∞n=0 uma seqüência de polinômios ortogonais com relação

a uma medida ψ(x). Então,

xn+1,j < xn,j < xn+1,j+1 , j = 1, 2, . . . , n .

Definição 2.4. O intervalo fechado [ξ1, η1], onde

ξ1 = lim
n→∞

xn,1 e η1 = lim
n→∞

xn,n

é chamado de verdadeiro intervalo de ortogonalidade da seqüência de polinômios ortogonais com

relação a uma certa medida ψ(x). Observe que esses limites existem no conjunto dos números

reais estendido.

2.2 Fórmulas de quadratura

Dados os pontos x1, x2, . . . , xn e os valores f(x1), f(x2), . . . , f(xn), a fórmula∫ b

a

f(x)dx =
n∑
j=1

Wjf(xj) + En(f)

é conhecida como fórmula de quadratura de n pontos. Os valores xj, Wj, j = 1, 2, . . . , n, e En(f)

são chamados, respectivamente, de nós, pesos e erro da fórmula de quadratura.

Pode-se definir as fórmulas de quadratura gaussianas associadas a Pn(x) polinômios ortogonais

com relação a uma medida ψ(x) em [a, b] como segue.

Sejam xn,j, j = 1, 2, . . . , n, as ráızes de Pn(x). Considere a expressão∫ b

a

f(x)dψ(x) =
n∑
j=1

Wn,jf(xn,j) + En(f) , (2.11)
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com os pesos Wn,j, j = 1, 2, . . . , n, dados por

Wn,j =

∫ b

a

Ln,j(x)dψ(x) , j = 1, 2, . . . , n ,

onde

Ln,j(x) =
Pn(x)

P ′
n(xn,j)(x− xn,j)

=

n∏
k=1
k 6=j

(x− xn,k)

n∏
k=1
k 6=j

(xn,j − xn,k)

, j = 1, 2 . . . , n ,

são conhecidos como polinômios fundamentais de Lagrange. É bem conhecido que a fórmula de

quadratura gaussiana é exata se f ∈ Π2n−1.

Note que, no caso dos polinômios ortonormais, os pesos Wn,j têm a mesma expressão.

Substituindo y = xn,j, j = 1, 2, . . . , n, em (2.6), obtemos

− kn+1

knpn+1(xn,j)

n∑
k=0

pk(x)pk(xn,j) =
pn(x)

x− xn,j
.

Substituindo a expressão acima, na expressão de Wn,j obtemos

Wn,j = − kn+1

knpn+1(xn,j)p
′
n(xn,j)

n∑
k=0

∫ b

a

pk(x)pk(xn,j)dψ(x)

=
kn+1

knpn+1(xn,j)p
′
n(xn,j)

∫ b

a

p0(x)p0(xn,j)dψ(x) .

Lembrando que 〈p0, p0〉 = 1, conclúımos que

Wn,j = − kn+1

knpn+1(xn,j)p
′
n(xn,j)

. (2.12)

Utilizando a fórmula confluente para a identidade de Christoffel-Darboux (2.8) no caso dos

polinômios ortonormais com x = xn,j, temos que

−knpn+1(xn,j)p
′
n(xn,j)

kn+1

=
n∑
k=0

p2
k(xn,j) ,

de onde obtemos que

Wn,j = − kn+1

knpn+1(xn,j)p
′
n(xn,j)

=

(
n∑
k=0

p2
k(xn,j)

)−1

. (2.13)

Lembrando que xn,j, j = 1, 2, . . . , n, são os autovalores da matriz de Jacobi, Jn dada em

(2.10), podemos também calcular os pesos da fórmula de quadratura gaussiana associada a uma

dada seqüência de polinômios ortonormais pela seguinte expressão

Wn,j = (tj,1)
2µ0, (2.14)
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onde tj,1 é a primeira componente do autovetor tj normalizado (tTj tj = 1), associado ao autovalor

xn,j, j = 1, 2, . . . , n.

Definição 2.5. Dada uma seqüência de polinômios ortogonais {Pn(x)}∞n=0 definimos os polinô-

mios associados a Pn(x) por

Qn(x) =

∫ b

a

Pn(t)− Pn(x)

t− x
dψ(t) , n ≥ 1 .

Pode-se mostrar que o grau dos polinômios associados Qn(x) é n − 1 e que eles satisfazem à

mesma relação de recorrência dos polinômios ortogonais, isto é,

Qn+1(x) = (x− βn+1)Qn(x)− αn+1Qn−1(x) , n ≥ 1 , (2.15)

com condições iniciais Q0(x) = 0 e Q1(x) = µ0.

2.3 Frações cont́ınuas

Uma fração cont́ınua é uma expressão da forma

b0 +
a1

b1 +
a2

b2 +
a3

b3 +
.. .

,

onde {an}∞n=0 e {bn}∞n=0 são seqüências arbitrárias de números reais ou complexos ou ainda funções

reais ou complexas.

Para simplificar a notação, vamos utilizar, para uma fração cont́ınua, a seguinte notação

b0 +
a1

b1 +

a2

b2 + . . . +

an
bn + . . .

. (2.16)

Consideremos a seqüência {Cn} constrúıda da seguinte forma

C0 = b0

C1 = b0 +
a1

b1

C2 = b0 +
a1

b1 +

a2

b2
...

Cn = b0 +
a1

b1 +

a2

b2 + . . . +

an
bn

(2.17)

Cn é chamada de n-ésimo convergente (aproximante) da fração cont́ınua. Observe que é posśıvel

que alguns convergentes sejam indefinidos. No entanto, temos condições de decidir se uma fração

cont́ınua é convergente.
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Definição 2.6. Uma fração cont́ınua é convergente para um valor finito K, se no máximo um

número finito de convergentes forem indefinidos e

lim
n→∞

Cn = K .

Caso contrário, dizemos que a fração cont́ınua diverge.

Note que, da expressão para Cn, podemos escrever Cn =
An
Bn

, n = 0, 1, 2 . . ., onde

A0 = b0 , B0 = 1 ,

A1 = b0b1 + a1 , B1 = b1 ,

A2 = b0b1b2 + b0a2 + a1b2 , B2 = b1b2 + a2 ,
...

...

.

Observe que, A2 = b2A1 +a2A0 e B2 = b2B1 +a2B0. Desta forma, por indução finita, obtemos

o seguinte resultado.

Teorema 2.4. Sejam {An}∞n=0 e {Bn}∞n=0 seqüências tais que

An = bnAn−1 + anAn−2 ,

para n ≥ 1 , (2.18)

Bn = bnBn−1 + anBn−2 ,

onde A−1 = 1, A0 = b0, B−1 = 0 e B0 = 1. Então, o n-ésimo convergente Cn satisfaz Cn =
An
Bn

,

n = 0, 1, 2, . . . .

Os valores An e Bn são chamados, respectivamente, de n-ésimo numerador parcial e n-ésimo

denominador parcial da fração cont́ınua (2.16).

As equações (2.18), conhecidas como fórmulas de Wallis, podem fornecer uma ligação direta

entre polinômios ortogonais e frações cont́ınuas. Para mostrar essa ligação consideremos

b0 = 0 , a1 = α1 6= 0 , an+1 = −αn+1 6= 0 , bn = x− βn , n ≥ 1 ,

em (2.16). Teremos, assim, a seguinte fração cont́ınua

α1

x− β1

α2

x− β2

α3

x− β3 · · · , (2.19)

com α1 = µ0. O n-ésimo denominador parcial Bn(x) dado pela expressão (2.18) é

Bn(x) = (x− βn)Bn−1(x)− αnBn−2(x) , n ≥ 1 ,
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com B−1(x) = 0 e B1(x) = 1. Assim, pelo Teorema 2.1, os denominadores parciais formam uma

seqüência de polinômios ortogonais.

Voltando às equações (2.18), notamos que os numeradores parciais An(x) da fração cont́ınua

(2.19) são dados por

An(x) = (x− βn)An−1(x)− αnAn−2(x) , para n ≥ 1 ,

com A−1(x) = 1, A0(x) = 0. Observe que essa relação de recorrência é a mesma dos polinômios

associados aos polinômios ortogonais. Assim, temos que os numeradores parciais An(x) formam

a seqüência de polinômios associados aos polinômios ortogonais Bn(x).

2.4 Seqüências encadeadas

Definição 2.7. Uma seqüência {an}∞n=1 é chamada de seqüência encadeada se existe uma seqüên-

cia {gk}∞k=0 tal que

(i) 0 ≤ g0 < 1 , 0 < gn < 1 , n ≥ 1

(ii) an = (1− gn−1)gn , n = 1, 2, 3, . . . .
, (2.20)

{gk}∞k=0 é chamada de seqüência de parâmetros para {an}∞n=1 e g0 é o parâmetro inicial.

Consideremos tn(x) definida por

tn(x) =
αn+1

(βn − x)(βn+1 − x)
, n ≥ 1 ,

onde as seqüências {βn}∞n=1 e {αn+1}∞n=1 que são os coeficientes da relação de recorrência (2.2).

Em Chihara [6, pag. 108] encontramos os seguintes resultados.

Teorema 2.5. Considere [ξ1, η1] o verdadeiro intervalo de ortogonalidade da seqüência de poli-

nômios ortogonais como na Definição 2.4.

(i) Para s ∈ R, ξ1 ≥ s se, e somente se, βn > s (n ≥ 1) e {tn(s)}∞n=1 é uma seqüência

encadeada.

(ii) Para r ∈ R, η1 ≤ r se, e somente se, βn < r (n ≥ 1) e {tn(r)}∞n=1 é uma seqüência

encadeada.

Uma conseqüência imediata do teorema acima é a seguinte
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Corolário 2.1. Suponha que βn = 0 para n ≥ 1, s = −1 e r = 1. Então, tn(−1) = tn(1) =

αn+1. Assim, se {αn+1}∞n=1 é uma seqüência encadeada, então [−1, 1] é o verdadeiro intervalo de

ortogonalidade da seqüência de polinômios gerada pela relação de recorrência (2.2).

Teorema 2.6. O verdadeiro intervalo de ortogonalidade [ξ1, η1] é limitado se, e somente se, as

seqüências {βn}∞n=1 e {αn}∞n=1 são limitadas, onde βn e αn são os coeficientes da relação de

recorrência dos polinômios ortogonais.
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Caṕıtulo 3

Polinômios de Szegő

Neste caṕıtulo, estudaremos os polinômios ortogonais no ćırculo unitário, também conhecidos

como polinômios de Szegő. Apresentaremos conceitualmente esses polinômios e exploraremos

alguns resultados técnicos envolvendo os mesmos. A seguir, estudaremos a relação existente entre

os polinômios de Szegő e as frações cont́ınuas de Perron-Carathéodory e faremos um breve estudo

sobre os polinômios associados aos polinômios de Szegő. Esses estudos foram baseados em Jones

et al. [14] e Van Assche [21].

3.1 Introdução

Consideremos uma seqüência de números complexos {µn}∞n=−∞ hermitiana, ou seja,

µn = µ−n , n = 0, 1, 2 . . . .

Correspondente a essa seqüência podemos associar os determinantes de Toeplitz, ∆n, definidos

por

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ1 . . . µn

µ−1 µ0 . . . µn−1

...
...

. . .
...

µ−n µ−n+1 . . . µ0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, para n = 0, 1, 2, . . . , (3.1)

com ∆−1 = 1 e o funcional linear µ definido em Λ por

µ

(
q∑

m=p

cmz
m

)
=

q∑
m=p

cmµm , cm ∈ C , −∞ < p ≤ q <∞ . (3.2)

Em termos de µ definimos o seguinte produto interno em Λ× Λ

〈X, Y 〉 = µ(X(z)Y (1/z)) , X, Y ∈ Λ . (3.3)
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Claramente este produto interno satisfaz

〈X, Y 〉 = α〈X,Y 〉 ,

〈X + Y, Z〉 = 〈X,Z〉+ 〈Y, Z〉 ,

〈X, Y 〉 = 〈Y,X〉

e, além disso,

〈X,X〉 =
n∑

k,m=−n

xmxkµm−k se X(z) =
n∑

m=−n

xmz
m ,

para X, Y e Z ∈ Λ.

Um funcional expresso segundo (3.2) é quase-definido se ∆n 6= 0 e positivo definido se ∆n > 0

para n = 0, 1, 2 . . . (ver [6]).

Para µ quase-definido, definimos uma seqüência de polinômios {ρn(z)}∞n=0 por

ρ0(z) = 1 , ρn(z) =
1

∆n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ1 . . . µn

µ−1 µ0 . . . µn−1

...
...

. . .
...

µ−n+1 µ−n+2 . . . µ1

1 z . . . zn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n = 1, 2, 3 . . . , (3.4)

onde os polinômios ρn(z) têm grau n e são mônicos. Os polinômios rećıprocos, ρ∗n(z) = znρn(1/z),

são dados por

ρ∗0(z) = 1 , ρ∗n(z) =
1

∆n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ−1 . . . µ−n+1 µ−n

µ1 µ0 . . . µ−n+2 µ−n+1

...
...

. . .
...

...

µn−1 µn−2 . . . µ0 µ−1

zn zn−1 . . . z 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n = 1, 2, 3 . . . . (3.5)

Observemos das definições acima que ρ∗n(0) = 1 e ainda que o coeficiente ρn(0) de zn em ρ∗n(z)

pode ser nulo.

Suponhamos ∆n 6= 0, isto é, suponhamos o funcional µ quase-definido. Chamamos de

seqüência de polinômios ortogonais mônicos com relação ao funcional µ os polinômios tais que

〈ρn, zm〉 =

 0 , m = 0, 1, . . . , n− 1 ,

K̂n 6= 0 , m = n .
(3.6)
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Seja ρn(z) =
n∑
k=0

an,kz
k com an,n = 1. Fazendo m = 0, 1, 2, . . . , n − 1 em (3.6), obtemos o

seguinte sistema linear

µ0 µ1 . . . µn

µ−1 µ0 . . . µn−1

...
...

. . .
...

µ−n+1 µ−n+2 . . . µ1

1 z . . . zn





an,0

an,1
...

an,n−1

1


=



0

0
...

0

ρn(z)


. (3.7)

Resolvendo o sistema acima pela regra de Cramer, temos que

1 = ∆n−1ρn(z)

/
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ1 . . . µn

µ−1 µ0 . . . µn−1

...
...

. . .
...

µ−n+1 µ−n+2 . . . µ1

1 z . . . zn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

de onde obtemos

ρn(z) =
1

∆n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ1 . . . µn

µ−1 µ0 . . . µn−1

...
...

. . .
...

µ−n+1 µ−n+2 . . . µ1

1 z . . . zn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (3.8)

Para determinarmos o valor de K̂n, basta substituirmos a última linha do sistema (3.7) por

〈ρn, zn〉 = Kn, obtendo, assim,

µ0 µ1 . . . µn

µ−1 µ0 . . . µn−1

...
...

. . .
...

µ−n+1 µ−n+2 . . . µ1

µ−n µ−n+1 . . . µ0





an,0

an,1
...

an,n−1

1


=



0

0
...

0

Kn


.

Logo, usando novamente a regra de Cramer, 1 =
∆n−1K̂n

∆n

. Portanto, K̂n =
∆n

∆n−1

.
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Substituindo z = 1/z e conjugando os momentos na expressão (3.8), obtem-se que

ρn(1/z) =
1

∆n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ1 . . . µn

µ−1 µ0 . . . µn−1

...
...

. . .
...

µ−n+1 µ−n+2 . . . µ1

1 1/z . . . 1/zn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Multiplicando a expressão acima por zn e lembrando que µ−n = µn, conclúımos que

ρ∗n(z) = znρn(1/z) =
1

∆n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ−1 . . . µ−n

µ1 µ0 . . . µ−n+1

...
...

. . .
...

µn−1 µn−2 . . . µ−1

zn zn−1 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Agora, da definição de produto interno (3.3), segue que

〈ρ∗n(z), zm〉 = 〈znρn(1/z), zm〉 = µ(znρn(1/z)z
m) = µ(zn−mρn(1/z)) = 〈zn−m, ρn(z)〉 .

Observe que a expressão acima é nula para m = 1, 2, . . . , n e, para m = 0, tem-se que

〈ρ∗n, zn〉 =
∆n

∆n−1

.

Assim, conclúımos que os polinômios definidos por (3.4) formam uma seqüência de polinômios

ortogonais com relação a µ. Se {σn(z)}∞n=0 é uma seqüência de polinômios mônicos de grau n que

satisfazem as relações

〈σn, zm〉 = 0 para m = 0, 1, 2, . . . , n− 1

e

〈σn, zm〉 6= 0 para m = n ,

então esses polinômios são iguais aos polinômios ρn(z), n ≥ 0.

Para {ρn(z)} definido por (3.4), segue resumidamente que

〈ρn, zm〉 =


0 , m = 0, 1, . . . , n− 1 ,
∆n

∆n−1

, m = n ,
(3.9)

〈ρ∗n, zm〉 =


∆n

∆n−1

, m = 0 ,

0 , m = 1, . . . , n
(3.10)
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e

〈ρn, ρk〉 = δn,k
∆n

∆n−1

, 0 ≤ k ≤ n ,

onde δn,k é o delta de Kronecker.

Dizemos que ψ(z) é uma medida positiva no ćırculo unitário Γ = {z ∈ C : |z| = 1} se ψ(eiθ),

definida em 0 ≤ θ ≤ 2π, é uma função real, limitada e não-decrescente, com infinitos pontos de

aumento, tal que os momentos

µm =

∫
Γ

zmdψ(z) =

∫ 2π

0

eimθdψ(eiθ) , m = 0, 1, . . . (3.11)

existem.

Um caso particular do produto interno (3.3) pode ser obtido considerando-se uma medida

positiva no ćırculo unitário ψ(eiθ), definindo-se o funcional integral

Iψ(f) =

∫ 2π

0

f(eiθ)dψ(eiθ) , f ∈ Λ

e um produto interno em Λ× Λ por

〈f, g〉 = Iψ(f g) =

∫
Γ

f(z)g(z)dψ(z) =

∫ 2π

0

f(eiθ)g(eiθ)dψ(eiθ) , f , g ∈ Λ , (3.12)

cujos momentos satisfazem

µn = µ−n

e, ainda,

∆n > 0 , para n = 0, 1, 2, . . . ,

onde ∆n é o determinante de Toeplitz (ver [14]).

Os polinômios ortogonais segundo o produto interno definido acima são chamados de

polinômios de Szegő ou de polinômios ortogonais no ćırculo unitário.

3.2 Relações com frações cont́ınuas

Como no caso dos polinômios ortogonais, podemos relacionar os polinômios de Szegő a uma fração

cont́ınua e, assim, obtermos várias propriedades interessantes envolvendo esses polinômios.

Consideremos a fração cont́ınua de Perron-Caratheódory (HPC-fração ou HPC{δn}) dada por

δ0 −
2δ0
1 +

1

δ1 z +

(1− |δ1|2)z
δ1 +

1

δ2 z +

(1− |δ2|2)z
δ2 + . . .

, (3.13)
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onde δn ∈ C satisfaz

δ0 6= 0 , |δn| 6= 1 , n = 1, 2, . . . .

A fração positiva de Perron-Caratheódory (PPC-fração ou PPC{δn}) é também dada pela ex-

pressão (3.13) mas com

δ0 > 0 e |δn| < 1 , n = 1, 2, . . . .

De (2.18) vemos que o n-ésimo numerador Pn(z) e o n-ésimo denominador Qn(z) de uma

HPC-fração são dados pelas equações

P2n(z) = δnzP2n−1(z) + P2n−2(z) , (3.14)

Q2n(z) = δnzQ2n−1(z) +Q2n−2(z) , (3.15)

P2n+1(z) = δnP2n(z) + (1− |δn|2)zP2n−1(z) , (3.16)

Q2n+1(z) = δnQ2n(z) + (1− |δn|2)zQ2n−1(z) , n = 1, 2, 3, . . . , (3.17)

onde

P−1(z) = −1 , P0(z) = δ0 , P1(z) = −δ0 ,

Q−1(z) = 0 , Q0(z) = 1 , Q1(z) = 1 .

Assim, temos o seguinte resultado que garante a existência de uma HPC-fração associada a

uma seqüência de polinômios de Szegő {ρn(z)}∞n=0.

Teorema 3.1. Seja {ρn(z)} uma seqüência de polinômios de Szegő com respeito a um dado

funcional linear quase-definido µ. Então,

(i) existe uma HPC-fração (HPC{δn}) associada à seqüência {ρn(z)} com n-ésimo denomina-

dor Qn(z), onde

δ0 = µ0 , δn = ρn(0) , n = 1, 2, . . .

Q2n+1(z) = ρn(z) , Q2n(z) = ρ∗n(z) , n = 1, 2, . . .
.

(ii) Além disso, µ é definido positivo se, e somente se, HPC{δn} é uma PPC-fração.

Demonstração: (i) Da definição (3.3) temos que, para todo L(z) ∈ Λ,

〈zL, zn〉 = µ(zL(z)z−n) = µ(L(z)z−(n−1)) = 〈L, zn−1〉 . (3.18)

Para n ≥ 1, seja

An(z) = ρ∗n(z)− αnzρn−1(z)− ρ∗n−1(z) , αn = −
〈ρ∗n−1, z

n〉
〈zρn−1, zn〉

. (3.19)
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Note que αn está bem definido, pois, de (3.18)

〈zρn−1, z
n〉 = 〈ρn−1, z

n−1〉 =
∆n−1

∆n−2

6= 0 , n = 1, 2, . . . . (3.20)

De ρ∗n(0) = ρ∗n−1(0) = 1, segue que An ∈ Λ1,n. Assim, podemos definir um polinômio Bn(z)

pela seguinte expressão

Bn(z) = znAn(1/z) ∈ Πn−1 , n = 1, 2, . . . (3.21)

e que vamos escrever como Bn(z) =
n−1∑
k=0

bkρk(z) .

De (3.21), temos que

An(z) = znBn(1/z) =
n−1∑
k=0

bkz
n−kρ∗n(z) , n ≥ 1 . (3.22)

Note que, para An(z) definido em (3.19), temos

〈An, zn〉 = 〈ρ∗n − αnzρn−1 − ρ∗n−1, z
n〉

= 〈ρ∗n, zn〉 − αn〈zρn−1, z
n〉 − 〈ρ∗n−1, z

n〉

= 〈ρ∗n, zn〉 −
〈ρ∗n−1, z

n〉
〈zρn−1, zn〉

〈zρn−1, z
n〉 − 〈ρ∗n−1, z

n〉 = 0 .

Por outro lado, de (3.22) e (3.18), obtemos

〈An, zn〉 =

〈
n−1∑
k=0

bkz
n−kρ∗n(z), z

n

〉
=

n−1∑
k=0

bk〈zn−kρ∗n(z), zn〉

=
n−1∑
k=0

bk〈ρ∗n(z), zk〉 = b0〈ρ∗0(z), z0〉 = b0〈1, 1〉 = b0µ0 .

Igualando as duas últimas expressões acima, conclúımos que b0 = 0, pois µ0 6= 0.

Usando argumento análogo, podemos provar que b1 = b2 = . . . = bn−1 = 0, de onde obtemos

An(z) = 0 e, então, de (3.19), temos

ρ∗n(z) = αnzρn−1(z) + ρ∗n−1(z) . (3.23)

Comparando os coeficientes de zn em (3.23), obtemos αn = ρ∗n(0). Agora, como ρ∗n(0) = ρn(0),

temos que αn = δn para n ≥ 1. Logo, {Q2n(z)} satisfaz (3.15).

Agora, tomemos

Cn(z) = ρ∗n(z)− δnρ
∗
n(z)− γnzρn−1(z) , com γn = − 〈ρn, zn〉

〈zρn−1, zn〉
.
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Novamente, γn está bem definido, pois, de (3.18), temos

〈zρn−1, z
n〉 = 〈ρn−1, z

n−1〉 =
∆n−1

∆n−2

6= 0 , n = 1, 2, . . . .

Como ρ∗n(0) = 1 e δn = ρn(0), segue que Cn ∈ Λ1,n. Assim, definimos

Dn(z) = znCn(1/z) ∈ Πn−1

e Dn(z) pode ser escrito como Dn(z) =
n−1∑
k=0

dkρk(z). Logo,

Cn(z) = znDn(1/z) =
n−1∑
k=0

dkz
n−kρ∗k(z) .

Procedendo como no caso anterior, conclúımos que

ρn(z) = δnρ
∗
n(z) + γnzρn−1(z) . (3.24)

Comparando os coeficientes de zn obtemos 1 = δnδn + γn e, assim, γn = 1− |δn|2. Dáı, (3.24)

implica que {Q2n+1} satisfaz (3.17). As condições iniciais são imediatas, pois

Q1(z) = ρ0(z) = 1 e Q0(z) = ρ∗n(z) = 1 .

Relembremos, ainda, que

∆n

∆n−1

= 〈ρn, zn〉 = δn〈ρ∗n, zn〉+ (1− |δ|2)〈zρn−1, z
n〉 = (1− |δn|2)

∆n−1

∆n−2

.

Logo,

1− |δn|2 =
∆n∆n−2

∆2
n−1

6= 0 . (3.25)

(ii) Temos que, se µ é definido positivo, então a HPC{δn} é uma PPC{δn} pois δ0 > 0 e |δn| < 1.

Reciprocamente, se HPC{δn} é positiva, então ∆0 = µ0 = δ0 > 0 e, para n ≥ 1, |δn| < 1 e,

assim, (3.25) implica que ∆n∆n−2 > 0. Agora, como ∆−1 = 1 e ∆0 > 0, conclúımos que ∆n > 0.

Logo, µ é definido positivo.

O próximo teorema descreve um sistema de relações de recorrência para os polinômios de

Szegő e seus rećıprocos.

Teorema 3.2. Seja HPC{δn} uma HPC-fração cujo denominador do n-ésimo aproximante, Qn,

é definido pelas equações de diferença (3.14)-(3.17). Para n ≥ 0, sejam σn e σxn definidos por

σn(z) = Q2n+1(z) , σxn(z) = Q2n(z) . (3.26)

Então,
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(i) σ0(z) = σx0 = 1 e, para n ≥ 1,

σn(z) = zσn−1(z) + δnσ
x
n−1(z) , (3.27)

σxn(z) = δnzσn−1(z) + σxn−1(z) . (3.28)

(ii) Para n ≥ 1, σn(z) = Q2n+1(z) é um polinômio mônico de grau n com σn(0) = δn,

σxn(z) = Q2n(z) é um polinômio de grau no máximo n com σxn(0) = 1 e

Q∗
2n+1(z) = σ∗n(z) = σxn(z) = Q2n(z) , n = 0, 1, . . . . (3.29)

(iii) Existe um funcional quase-definido µ tal que {δn} é a seqüência de polinômios de Szegő com

respeito a µ. O funcional µ é definido positivo, se e somente se,

δ0 > 0 , |δn| < 1 , n = 1, 2, . . . . (3.30)

Demonstração: (i) Substituindo (3.26) em (3.15), imediatamente obtemos (3.28), ou seja,

σxn(z) = δnzσn−1(z) + σxn−1(z) .

Agora, substituindo (3.26) em (3.17) também obtemos

σn(z) = δnσ
x
n(z) + (1− δnδn)zσn−1(z) = zσn−1(z) + δnσ

x
n(z)− δnδnzσn−1(z)

= zσn−1(z) + δn(σ
x
n(z)− δnzσn−1(z))

e usando (3.28), obtemos

σn(z) = zσn−1(z) + δnσ
x
n(z) .

(ii) Da definição de polinômio rećıproco, temos σ∗n = znσn(1/z). Logo,

σn(z) = znσ∗n(1/z) , n = 1, 2, . . . . (3.31)

Mostremos (3.29) por indução. Para n = 0 a igualdade é trivial. Agora, para n = 1, temos

que mostrar que σ∗1(z) = σx1 (z), o que de fato ocorre, pois, das equações (3.27) e (3.28), temos

que

σ1(z) = zσ0(z) + δnσ
x
0 (z) ⇒ σ1(z) = z + δn .

Fazendo z = 1/z, conjugando os coeficientes e multiplicando por z a expressão anterior obtemos

σ∗1(z) = δnzδ0(z) + σx0 (z) = σx1 (z) .
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Suponha, por indução, que σxn−1(z) = σ∗n−1(z) e mostremos que σxn(z) = σ∗n(z). Novamente,

das equações (3.27) e (3.28) e da hipótese indutiva, temos que

σn(z) = zσn−1(z) + δnσ
∗
n−1(z) .

Calculando o rećıproco desse polinômio, obtemos

σn(z) = zσn−1(z) + δnσ
∗
n−1 ⇒ σn(1/z) = (1/z)σn−1(1/z) + δnσ

∗
n−1(1/z) ,

substituindo z por 1/z. Conjugando os coeficientes,

σn(1/z) = (1/z)σn−1(1/z) + δn σ
∗
n(1/z) .

Assim, multiplicando por zn,

znσn(1/z) = zn−1σn−1(1/z) + δnz(z
n−1σ∗n(1/z)) ,

ou seja,

σ∗n(z) = σ∗n−1(z) + δnzσn−1(z) = σxn−1 + δnzσn−1(z) .

Portanto,

σ∗n(z) = σxn(z) , n ≥ 1 .

(iii) O resultado é equivalente ao Teorema de Favard (Teorema 2.1). Sua demonstração pode ser

encontrada em [14].

A partir das equações (3.27) e (3.28), podemos obter o seguinte sistema de relações de recor-

rência para os polinômios de Szegő

ρn+1(z) = zρn(z) + δn+1ρ
∗
n(z) (3.32)

(1− |δn+1|2)zρn(z) = ρn+1(z)− δn+1ρ
∗
n+1(z) , n ≥ 0 , (3.33)

onde ρ0(z) = ρ∗0(z) = 1. De fato, de (3.27) e (3.28), obtemos

δnρ
∗
n−1(z) = ρn(z)− zρn−1(z) , (3.34)

ρ∗n(z) = δnzρn−1(z) + ρ∗n−1(z) . (3.35)

Logo, multiplicando (3.35) por δn, obtemos

δnρ
∗
n(z) = |δn|2zρn−1(z) + δnρ

∗
n−1(z) .
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Substituindo (3.34) na expressão anterior, obtemos

δnρ
∗
n(z) = |δn|2zρn−1(z) + ρn(z)− zρn−1(z)

e, assim,

(1− |δn|2)zρn−1(z) = ρn(z)− δnρ
∗
n(z) .

Os valores δn = ρn(0) são chamados de coeficientes de reflexão dos polinômios de Szegő. Note

que, se tivermos |δn| = 1, então, da expressão acima, conclúımos que

ρn(z) = δnρ
∗
n(z) . (3.36)

O próximo resultado nos fornece informações sobre a localização das ráızes dos polinômios de

Szegő e a demonstração pode ser encontrada em Van Assche [21] ou, ainda, em Freud [10].

Teorema 3.3. Considere {ρn(z)}∞n=0 uma seqüência de polinômios de Szegő com relação a uma

medida ψ(z) no ćırculo unitário. Então, as ráızes de ρn(z) estão todas no interior do ćırculo

unitário.

3.3 Polinômios associados aos polinômios de Szegő

De modo análogo ao desenvolvido para polinômios ortogonais, podemos definir polinômios asso-

ciados aos polinômios de Szegő.

Consideremos um polinômio L(t, z) ∈ Λ, em t, dado pela seguinte expressão

L(t, z) =

q∑
k=p

ak(z)t
k , ak(z) ∈ C , −∞ < p ≤ q <∞ .

Denotaremos por µt o funcional aplicado em t, ou seja,

µt(L(t, z)) = µt

(
q∑

k=p

ak(z)t
k

)
=

q∑
k=p

ak(z)µk .

Definição 3.1. Definimos os polinômios associados a ρn(z) e ρ∗n(z) respectivamente por

πn(z) = µt

(
z + t

z − t
(ρn(t)− ρn(z))

)
, n = 1, 2, . . . , π0 = −µ0 (3.37)

e

ωn(z) = µt

(
z + t

z − t

(
zn

tn
ρ∗n(t)− ρ∗n(z)

))
, n = 1, 2, . . . , ω0 = µ0 . (3.38)
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O próximo resultado fornece uma relação entre os polinômios πn(z) e ωn(z).

Teorema 3.4. Seja {ρn(z)}∞n=0 uma seqüência de polinômios de Szegő com respeito a um fun-

cional linear quase-definido µ e sejam {πn(z)}∞n=0 e {ωn(z)}∞n=0 os polinômios associados definidos

pelas expressões (3.37) e (3.38), respectivamente. Então,

(i) para n ≥ 0, πn(z) é um polinômio de grau n, wn(z) é um polinômio de grau no máximo n

em que

ωn(z) = −π∗n(z) . (3.39)

(ii) para n ≥ 2,

πn(z) = µt

(
z + t

z − t

(
zk

tk
ρn(t)− ρn(z)

))
, 0 ≤ k ≤ n− 1 (3.40)

e, para n ≥ 1,

ωn(z) = µt

(
z + t

z − t

(
zk

tk
ρ∗n(t)− ρ∗n(z)

))
, 1 ≤ k ≤ n . (3.41)

Demonstração: (i) As afirmações sobre o grau de πn e ωn seguem diretamente das equações

(3.37) e (3.38) e do fato de que ρn é um polinômio mônico de grau n e ρ∗n é um polinômio de grau

no máximo n. Para n = 0, temos que

w0(z) = µt

(
z + t

z − t

(
z0

t0
ρ∗0(t)− ρ∗0(z)

))
= µt

(
z + t

z − t
(c0 − c0)

)
= 0 = −π0 .

Observe, agora, que

µt(P (t)) = µt

(
m∑
k=0

aktk

)
=

m∑
k=0

akµ−k =
m∑
k=0

akµk =
m∑
k=0

akµ−k = µ

(
m∑
k=0

akt
−k

)
.

Logo

µt(P (t)) = µt(P (1/t)) , para todo P ∈ Λ .

Disto, de (3.37), (3.38) e da definição de polinômio rećıproco, temos

π∗n(z) = znπn(1/z) = znµ(t)

(
z−1 + t

z−1 − t
(ρn(t)− ρn(z

−1))

)
= znµt

(
z−1 + t−1

z−1 − t−1
(ρn(t

−1)− ρn(z
−1))

)
= −µt

(
z + t

z − t

(
zn

tn
tnρn(t

−1)− znρn(z
−1)

))
= −µt

(
z + t

z − t

(
zn

tn
ρ∗n(t)− ρ∗n(z)

))
= −ωn(z) .
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(ii) Para k = 0, (3.40) segue de (3.37). Seja n ≥ 2 um número dado. Então, para cada

k = 1, 2, . . . , n− 1, definimos

Fk(z) = µt

(
z + t

z − t

(
zk

tk
ρn(t)− ρn(z)

))
− πn(z)

= µt

(
z + t

z − t

(
zk

tk
ρn(t)− ρn(z)

))
− µt

(
z + t

z − t
(ρn(t)− ρn(z))

)
= µt

(
z + t

z − t

(
zk

tk
− 1

)
ρn(t)

)
, k = 1, 2, . . . , n− 1 .

Portanto, para k = 1, usando o produto interno (3.3) e a ortogonalidade de ρn(z), obtemos

F1(z) = µt

(
z + t

t
ρn(t)

)
= z〈ρn(t), t〉+ 〈ρn(t), 1〉 = 0 .

Para cada 2 ≤ k ≤ n− 1, temos

Fk(z) = µt

(
(z + t)ρn(t)

k−1∑
m=0

tm−kzk−1−m

)

=
k−1∑
m=0

zk−m〈ρn(t), tm−k〉+
k−1∑
m=0

zk−1−m〈ρn(t), tm−k+1〉 = 0 ,

o que demonstra (3.40).

A demonstração de (3.41) é análoga definindo-se

Gk(z) = µt

(
z + t

z − t

(
zk

tk
ρ∗n(t)− ρ∗n(z)

))
− ωn(z) .

O próximo resultado fornece uma relação entre os polinômios associados aos polinômios de

Szegő e os numeradores dos convergentes da HPC-fração associada aos polinômios de Szegő.

Teorema 3.5. Consideremos {ρn(z)}∞n=0, {πn(z)}∞n=0 e {ωn(z)}∞n=0 satisfazendo às hipóteses do

Teorema 3.4. Seja HPC{δn} a HPC-fração definida por

δ0 = µ0 , δn = ρn(0) , n = 1, 2, . . . (3.42)

e seja Pn(z) o n-ésimo numerador da HPC{δn} definido pelas equações de diferença (3.14) e

(3.16).

Então,

P2n(z) = ωn(z) e P2n+1 = πn(z) , n = 0, 1, 2, . . . (3.43)

e, assim, πn e ωn satisfazem às relações de recorrência

πn(z) = zπn−1(z) + δnωn−1(z) , n = 1, 2, . . . , (3.44)

ωn(z) = δnzπn−1(z) + ωn−1(z) , n = 1, 2, . . . . (3.45)
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Demonstração: Como {ρn(z)}∞n=0 é unicamente determinada pelas equações de diferença (3.14)

a (3.17), provar (3.43) é equivalente a verificar que as equações de diferença são satisfeitas substi-

tuindo P2n(z) e P2n+1(z) por ωn(z) e πn(z) respectivamente. Para n = 0 as condições iniciais são

satisfeitas, pois π0(z) = −µ0 = −δ0 e ω0(z) = µ0 = δ0.

Para n = 1 temos

δ1 = ρ1(0) =
1

∆1

∣∣∣∣∣∣ µ0 µ1

1 0

∣∣∣∣∣∣ =
1

µ0

(−µ1) ⇒ δ1 = −µ1

µ0

,

assim,

P2(z) = δ1zP1(z) = δ1zπ0(z) + ω0(z) = −µ1

µ0

z (−µ0) + µ0 = µ−1z + µ0

= (µ0z + µ1)
∗ = −π∗1(z) = ω1(z) ,

portanto, ω1(z) = P2(z) .

Temos ainda, que

P3(z) = δ1P2(z) + (1− |δ1|2)zP1(z) = δ1ω1(z) + (1− |δ1|2)zπ0(z)

= −µ1

µ0

(µ0 + µ−1z) +

(
1− |µ−1|2

µ2
0

)
z(−µ0) = −µ1 − µ0z = π1(z) ,

logo, π1(z) = P3(z) .

Portanto, para n = 1, a expressão (3.43) é satisfeita.

Agora, para n ≥ 2, de (3.40), (3.41) e do Teorema 3.2 partes (i) e (ii), obtemos

δnzπn−1(z) + ωn−1(z) = µt

(
z + t

z − t

(
δnz(ρn−1(t)− ρn−1(z)) +

(z
t
ρ∗n−1(t)− ρ∗n−1(z)

)))
= µt

(
z + t

z − t

(z
t
(δntρn−1(t) + ρ∗n−1(t))− (δnzρn−1(z) + ρ∗n−1(z))

))
= µt

(
z + t

z − t

(z
t
ρ∗n(t)− ρ∗n(z)

))
= ωn(z)

e, ainda,

δnωn(z) + (1− |δn|2)zπn−1(z) =

= µt

(
z + t

z − t

(
δn

(z
t
ρ∗n(t)− ρ∗n(z)

)
+ (1− |δn|2)z(ρn−1(t)− ρn−1(z))

))
= µt

(
z + t

z − t

(z
t
(δnρ

∗
n(t) + (1− |δn|2)tρn−1(t))

)
− (δnρ

∗
n(z) + (1− |δn|2)zρn−1(z))

)
= µt

(
z + t

z − t

(z
t
ρn(t)− ρn(z)

))
= πn(z) ,

o que mostra as relações (3.44) e (3.45).
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Caṕıtulo 4

Polinômios para-ortogonais

Neste caṕıtulo, estudamos polinômios da forma

ρn(z) + wρ∗n(z) , e w ∈ C e |w| = 1 ,

que foram inicialmente considerados por Jones et al. em [14] e são chamados de polinômios para-

ortogonais. Uma propriedade importante desses polinômios é que suas ráızes são simples e estão

contidas no ćırculo unitário Γ = {z ∈ C : |z| = 1}.

Baseamos nossos estudos em resultados encontrados em Jones et al. [14]. No entanto, vamos

trabalhar com tais resultados utilizando uma medida definida no ćırculo unitário ψ(z), definida em

(3.11), em lugar do tratamento mais abrangente, via funcional de momento, dado pelos autores.

Para facilitar a notação posterior, passamos agora a identificar a medida com a qual os

polinômios de Szegő estão relacionados. Assim, denotaremos a seqüência de polinômios de Szegő

com relação a uma dada medida ψ(z) no ćırculo unitário por

ρn(ψ, z) ,

isto é

〈ρn(ψ, z), ρm(ψ, z)〉 = 0, se n 6= m,

onde

〈X,Y 〉 =

∫
Γ

X(z)Y (1/z)dψ(z) .
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4.1 Introdução

Definição 4.1. Uma seqüência {Xn(z)}∞n=0 é chamada de seqüência de polinômios para-orto-

gonais com respeito a uma medida ψ(z) se, para n ≥ 0, Xn(z) é um polinômio de grau n que

satisfaz

〈Xn, 1〉 6= 0,

〈Xn, z
m〉 = 0

〈Xn, z
n〉 6= 0 .

, m = 1, 2, . . . , n− 1 , (4.1)

Esses polinômios são chamados de para-ortogonais, pois, diferentemente dos polinômios orto-

gonais, satisfazem 〈Xn, 1〉 6= 0.

Observe que {ρn(ψ, z)}∞n=0 e {ρ∗n(ψ, z)}∞n=0 não são seqüências de polinômios para-ortogonais

com respeito a ψ(z).

Uma classe interessante de polinômios é a conhecida como polinômios κ-invariantes. Para

κ ∈ C, κ 6= 0, um polinômio X(z) é chamado κ-invariante se

X∗(z) = κX(z) , ∀ z ∈ C .

A seqüência {Xn(z)}∞n=0 é {κn}∞n=0-invariante se, para cada n, Xn é κn-invariante.

Podemos obter seqüências {κn}∞n=0-invariantes de polinômios para-ortogonais tomando funções

da forma

ρn(ψ,wn, z) = ρn(ψ, z) + wnρ
∗
n(ψ, z) , z, wn ∈ C , n = 0, 1, 2, . . . . (4.2)

Note que ρn(ψ,wn, z) satisfaz à definição de polinômio para-ortogonal com relação à medida

ψ(z). De fato, fazendo o produto interno de ρn(ψ,wn, z) e zm para m = 0, 1, . . . , n, temos

〈ρn(ψ,wn, z), zm〉 = 〈ρn(ψ, z), zm + wnρ
∗
n(ψ, z), z

m〉

= 〈ρn(ψ, z), zm〉+ wn〈ρ∗n(ψ, z), zm〉 .

Utilizando as relações de ortogonalidade (3.9) e (3.10), conclúımos que

〈ρn(ψ,wn, z), zm〉 =


∆n

∆n−1

6= 0 , para m = 0 e m = n ,

0 , para m = 1, 2, . . . , n− 1 .

O próximo resultado, que fornece uma caracterização dos polinômios para-ortogonais κ-inva-

riantes, garante que toda seqüência de polinômios para-ortogonais com respeito a uma medida

ψ(z) é obtida a partir da expressão (4.2).
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Teorema 4.1. Seja {ρn(ψ, z)}∞n=0 uma seqüência de polinômios de Szegő com relação a uma dada

medida ψ(z).

(i) Sejam cn, wn ∈ C, n ≥ 0 satisfazendo cn 6= 0, |wn| = 1 e seja κn = cn
wn
cn

. Então,

{cnρn(ψ,wn, z)}∞n=0 é uma seqüência {κn}∞n=0-invariante de polinômios para-ortogonais com

respeito a ψ(z) e |κn| = 1, n ≥ 0.

(ii) Seja {Xn(z)}∞n=0 uma seqüência de polinômios para-ortogonais com respeito a ψ(z). Então,

para n ≥ 0,

Xn(z) = cnρn(ψ,wn, z) , z ∈ C , (4.3)

onde

cn =
〈Xn(z), ρn(ψ, z)〉
〈ρn(ψ, z), ρn(ψ, z)〉

− dn
〈ρ∗n(ψ, z), ρn(ψ, z)〉
〈ρn(ψ, z), ρn(ψ, z)〉

6= 0 e wn =
dn
cn
,

com

dn =
〈Xn(z), 1〉
〈ρ∗n(ψ, z), 1〉

6= 0 ,

(4.4)

Para cada n ≥ 0, se Xn(z) é também κn-invariante, então

|wn| = 1 , κn =
cnwn
cn

e |κn| = 1 . (4.5)

Demonstração: (i) Sabemos que ρ∗n(ψ, 0) = 1 e, assim,

ρn(ψ,wn, z) = ρn(ψ, z) + wnρ
∗
n(ψ, z) = (zn + · · ·+ δn) + wn(δnz

n + · · ·+ 1) .

Logo,

ρn(ψ,wn, z) = (1 + wnδn)z
n + . . .+ (wn + δn) ,

onde δn = ρn(ψ, 0).

Pelo Teorema 3.1 parte (i), |δn| 6= 1. Assim, conclúımos que o grau de ρn(ψ,wn, z) é n e, além

disso, ρn(ψ,wn, 0) 6= 0. Da definição de polinômio rećıproco e da expressão (4.2), temos que

(cnρn(ψ,wn, z))
∗ = cn(ρ

∗
n(ψ, z) + wnρn(ψ, z)) = cnwn(ρn(ψ, z) + wnρ

∗
n(ψ, z)) = κncnρn(ψ,wn, z) ,

que mostra que {cnρn(ψ,wn, z)}∞n=0 é uma seqüência {κn}∞n=0-invariante para todo z ∈ C e n ≥ 0.

A para-ortogonalidade segue imediatamente da relação

〈ρn(ψ,wn, z), zk〉 = 〈ρn(ψ, z), zk〉+ wn〈ρ∗n(ψ, z), zk〉
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e das propriedades de ortogonalidade dos polinômios ρn(ψ, z) e ρ∗n(ψ, z), pois

〈ρn(ψ,wn, z), zk〉 = 0 , 1 ≤ k ≤ n− 1 ,

〈ρn(ψ,wn, z), 1〉 = wn〈ρ∗n(ψ, z), 1〉 6= 0 ,

〈ρn(ψ,wn, z), zn〉 = 〈ρn(ψ, z), zn〉 6= 0 .

(ii) Seja Tn(z) = Xn(z)−cnρn(ψ, z)−dnρ∗n(ψ, z), n ≥ 0. Então, das definições de cn e dn, obtemos

〈Tn(z), ρn(ψ, z)〉 = 〈Xn(z)− cnρn(ψ, z)− dnρ
∗
n(ψ, z), ρn(ψ, z)〉

= 〈Xn(z), ρn(ψ, z)〉 − cn〈ρn(ψ, z), ρn(ψ, z)〉 − dn〈ρ∗n(ψ, z), ρn(ψ, z)〉

= 〈Xn(z), ρn(ψ, z)〉 − 〈Xn(z), ρn(ψ, z)〉+ dn〈ρ∗n(ψ, z), ρn(ψ, z)〉

−dn〈ρ∗n(ψ, z), ρn(ψ, z)〉 = 0

e, ainda, das relações de ortogonalidade dos polinômios de Szegő,

〈Tn(z), ρ0(ψ, z)〉 = 〈Xn(z)− cnρn(ψ, z)− dnρ
∗
n(ψ, z), ρ0(ψ, z)〉

= 〈Xn(z), ρ0(ψ, z)〉 − cn〈ρn(ψ, z), ρ0(ψ, z)〉 − dn〈ρ∗n(ψ, z), ρ0(ψ, z)〉

= 〈Xn(z), ρ0(ψ, z)〉 −
〈Xn(z), 1〉
〈ρ∗n(ψ, z), 1〉

〈ρ∗n(ψ, z), ρ0(ψ, z)〉

= 〈Xn(z), 1〉 − 〈Xn(z), 1〉 = 0 .

Portanto, temos que

〈Tn(z), ρn(ψ, z)〉 = 〈Tn(z), ρ0(ψ, z)〉 = 0 , n = 1, 2, . . . . (4.6)

Vamos mostrar, agora, que Tn(z) ≡ 0 para n ≥ 0. É imediato que T0(z) = 0, pois

T0(z) = X0(z)− c0ρ0(ψ, z)− d0ρ
∗
0(ψ, z)

= c0(ρ0(ψ, z)− w0ρ
∗
0(ψ, z))− c0ρ0(ψ, z)− d0ρ

∗
0(ψ, z)

= c0

(
ρ0(ψ, z) +

d0

c0
ρ∗0(ψ, z)

)
− c0ρ0(ψ, z)− d0ρ

∗
0(ψ, z)

= c0ρ0(ψ, z) + d0ρ
∗
0(ψ, z)− c0ρ0(ψ, z)− d0ρ

∗
0(ψ, z) = 0 .

Para n ≥ 1, podemos expressar Tn(z) da forma

Tn(z) =
n∑
k=0

akρk(ψ, z) , ak ∈ C .

Disto e de (4.6), obtemos, para n ≥ 1,

0 = 〈Tn(z), ρ0(ψ, z)〉 = a0〈ρ0(ψ, z), ρ0(ψ, z)〉 ⇒ a0 = 0 .



4.2. Ráızes dos polinômios para-ortogonais 33

Analogamente,

0 = 〈Tn(z), ρn(ψ, z)〉 = an〈ρn(ψ, z), ρn(ψ, z)〉 ⇒ an = 0 .

Portanto, em particular, T1(z) = 0. Para n ≥ 2, como X(z) é para-ortogonal, temos

0 = 〈Tn(z), z〉 =

〈
n−1∑
k=1

akρk(ψ, z), z

〉
= a1〈ρ1(ψ, z), z〉 ⇒ a1 = 0 .

Continuando dessa maneira, teremos a2 = a3 = . . . = an−1 = 0. Assim, Tn(z) ≡ 0 para n ≥ 0

e

Xn(z) = cnρn(ψ, z) + dnρ
∗
n(ψ, z) , n = 0, 1, 2, . . . . (4.7)

Se cn = 0, então, por (4.7) e (4.1), temos

dn〈ρ∗n(ψ, z), zn〉 = 〈Xn(z), z
n〉 6= 0

o que contradiz a ortogonalidade de ρ∗n(ψ, z) e, assim cn 6= 0. Analogamente, se dn = 0, novamente

por (4.7) e (4.1), temos

cn〈ρn(ψ, z), 1〉 = 〈Xn(z), 1〉 6= 0 ,

que contradiz a ortogonalidade de ρn(ψ, z). Logo, dn 6= 0. Podemos então escrever, para todo

n ≥ 0,

Xn(z) = cn

(
ρn(ψ, z) +

dn
cn
ρ∗n(ψ, z)

)
= cnρn(ψ,wn, z) , z ∈ C , wn =

dn
cn
.

Agora, suponhamos que, para algum n ≥ 0, Xn(z) é κn-invariante. Então, X∗
n(z) = κnXn(z)

e, assim (4.7) e X∗
n(z) = cnρ

∗
n(ψ, z) + dnρn(ψ, z) implicam que

(dn − κncn)ρn(ψ, z) + (cn − κndn)ρ
∗
n(ψ, z) = 0 .

Como ρn(ψ, z) e ρ∗n(ψ, z) são linearmente independentes, podemos concluir que

κn =
dn
cn

e κn =
cn
dn
.

Isto significa que |cn| = |dn| e, assim, as condições (4.5) estão provadas.

4.2 Ráızes dos polinômios para-ortogonais

As ráızes dos polinômios para-ortogonais possuem uma propriedade que será bastante utilizada

neste trabalho e é dada pelo seguinte teorema.
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Teorema 4.2. Seja {Xn(z)}∞n=0 uma seqüência {κn}∞n=0-invariante de polinômios para-ortogo-

nais com respeito a uma medida positiva ψ(z). Então, para cada n ≥ 1, os n zeros de Xn(z) são

simples e estão no ćırculo unitário Γ = {z ∈ C : |z| = 1}.

Demonstração: Para n ≥ 1 podemos escrever

Xn(z) = c0 + c1z + . . .+ cnz
n , cn 6= 0 , ck ∈ C , k = 0, 1, . . . , n

e

X∗
n(z) = c0z

n + c1z
n−1 + . . .+ cn = κnXn(z) , κn 6= 0 .

Observemos que

c0 = Xn(0) = κ−1
n X∗

n(0) =
cn
κn

6= 0 .

Sejam α1, α2, . . . , αp as ráızes de ordem ı́mpar de Xn(z) de ordem ı́mpar em Γ, contadas com

suas multiplicidades. Se não existem tais ráızes, então p = 0, caso contrário, 1 ≤ p ≤ n. Para

demonstrar o teorema é suficiente mostrar que p = n.

Se β é uma raiz de Xn(z) que não está em Γ, então, como Xn(z) é κn-invariante, 1/β é uma

raiz de Xn(z) e 1/β também não está em Γ. Assim, as ráızes de Xn(z) que não pertencem a Γ

ocorrem aos pares (β, 1/β).

Se β é uma raiz de Xn em Γ, então β = 1/β. Existem, assim, um número par de ráızes

de Xn(z) em Γ mas que não estão no conjunto [α1, α2, . . . , αp]. Segue, então, que as ráızes de

Xn(z) que não estão em [α1, α2, . . . , αp] ocorrem aos pares (β, 1/β). Denotemos todas as ráızes

que ocorrem aos pares (β, 1/β) pelos 2q números

β1,
1

β1

, β2,
1

β2

, . . . , βq,
1

βq
,

que podem estar em Γ ou não. Se não existem tais ráızes, tomamos q = 0. Claramente p+2q = n.

Como Xn(0) 6= 0, temos que βj 6= 0 para j = 1, 2, . . . , q. Consideremos os polinômios

A(z) =

 (z − α1) . . . (z − αp) , se p ≥ 1 ,

1 , se p = 0 ,

B(z) =

 (z − β1) . . . (z − βq) , se q ≥ 1 ,

1 , se q = 0 ,

C(z) = zqA(z) .
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Note que

Xn(z) = A(z)B(z)

(
z − 1

β1

)
. . .

(
z − 1

βq

)
.

Suponha que p < n e, assim, q ≥ 1. Então, da expressão (3.3), obtemos

〈Xn, C〉 =

∫
Γ

Xn(z)C(1/z)dψ(z) =

∫
Γ

A(z)B(z)

(
z − 1

β1

)
. . .

(
z − 1

βq

)
A

(
1

z

)
1

zq
dψ(z)

=

∫
Γ

A(z)B(z)A

(
1

z

)
(−1)q

(1− β1z) . . . (1− βqz)

β1 . . . βqz
q

dψ(z)

=
(−1)q

β1 . . . βq

∫
Γ

A(z)B(z)A

(
1

z

)
B

(
1

z

)
dψ(z) =

(−1)q

β1 . . . βq
〈AB,AB〉 6= 0 .

A desigualdade segue do fato de 〈AB,AB〉 > 0, que é uma conseqüência de ψ(z) ser positiva.

Como C(z) é um polinômio de grau p + q e 〈Xn, C〉 6= 0, as condições de para-ortogonalidade

implicam que o grau de C(z) é n. Como tomamos q ≥ 1, isto é imposśıvel, pois o grau de C(z) é

igual a p+ q que é menor do que p+ 2q = n. Logo, q = 0 e p = n.

4.3 Fórmulas de quadratura no ćırculo unitário

Faremos, agora, um estudo sobre fórmulas de quadratura no ćırculo unitário, isto é, fórmulas de

quadratura cujos nós pertencem a Γ = {z ∈ C : |z| = 1}.

Como visto no Caṕıtulo 2, uma fórmula de quadratura gaussiana é uma fórmula para aproxi-

mar integrais da forma ∫ b

a

f(t)dψ(t) =
n∑

m=1

Wn,mf(xn,m) , f ∈ Π2n−1 .

Estudaremos, agora, fórmulas de quadratura do tipo∫ 2π

0

f(eiθ)dψ(eiθ) =
n∑

m=1

λn,mf(ξn,m) , (4.8)

onde os nós ξn,m, com |ξn,m| = 1, e os pesos λn,m são tais que a fórmula acima é válida para

f ∈ Λ−(n−1),n−1. Fórmulas de quadratura desse tipo são chamadas de fórmulas de quadratura no

ćırculo unitário (ou de Szegő) com n-pontos.

Considere {ρn(ψ, z)}∞n=0 uma seqüência de polinômios de Szegő com respeito a ψ(z) e também

{wn}∞n=0 uma seqüência de números complexos, não necessariamente distintos, tais que

|wn| = 1 , n = 0, 1, 2, . . . .
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Seja {ρn(ψ,wn, z)}∞n=0 uma seqüência de polinômios para-ortogonais {wn}∞n=0-invariantes dada

por

ρn(ψ,wn, z) = ρn(ψ, z) + wnρ
∗
n(ψ, z) , n = 0, 1, 2, . . . .

Denotemos por ξn,m = ξn,m(wn), m = 1, 2, . . . , n as ráızes de ρn(ψ,wn, z) que já sabemos,

segundo o Teorema (4.2), que são simples e pertencem a Γ = {z ∈ C : |z| = 1}.

Podemos construir os polinômios fundamentais de Lagrange Ln,m(z, wn) como

Ln,m(z, wn) =
ρn(ψ,wn, z)

(z − ξ
(n)
m )ρ′n(ψ,wn, ξ

(n)
m )

, 1 ≤ m ≤ n . (4.9)

De fato, como δn = ρn(ψ, 0), logo |δn| < 1. Denotemos ρn(ψ, z) =
n∑
j=0

ajz
j com an = 1 e

a0 = ρn(ψ, 0) = δn. Assim,

ρ∗n(ψ, z) = znρn(ψ, 1/z) = zn

(
n∑
j=0

ajz
−j

)
=

n∑
j=0

ajz
n−j .

Logo,

ρn(ψ,wn, z) = ρn(ψ, z) + wnρ
∗
n(ψ, z) =

n∑
j=0

ajz
j + wn

n∑
j=0

ajz
n−j

= zn + wna0z
n +

n−1∑
j=0

ajz
j + wn

n∑
j=1

ajz
n−j .

Fazendo a0 = δn, obtemos

ρn(ψ,wn, z) = (1 + δnwn)z
n +

n−1∑
j=0

ajz
j + wn

n∑
j=1

ajz
n−j .

Observemos que (1 + δnwn) é o termo do coeficiente de maior grau de ρn(ψ,wn, z), logo

ρn(ψ,wn, z) = (1 + δnwn)
n∏

m=1

(z − ξn,m) . (4.10)

Calculando ρ
′
n(ψ,wn, z), obtemos

ρ
′
n(ψ,wn, z)

(1 + δnwn)
=

(
n∏

m=1

(z − ξn,m)

)′

=

(z − ξn,m)

 n∏
k=1
k 6=m

(z − ξn,k)



′

=
n∏

k=1
k 6=m

(z − ξn,k) + (z − ξn,m)

 n∏
k=1
k 6=m

(z − ξn,k)


′

.
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Avaliando esta última expressão em z = ξn,m temos

ρ
′

n(ψ,wn, ξn,m) = (1 + δnwn)
n∏

k=1
k 6=m

(ξn,m − ξn,k) , para 1 ≤ m ≤ n . (4.11)

Substituindo (4.10) e (4.11) na expressão para Ln,m(z, wn), obtemos

Ln,m(z, wn) =
ρn(ψ,wn, z)

(z − ξn,m)ρn(ψ,wn, ξn,m)
=

n∏
k=1
k 6=m

(z − ξn,k)

n∏
k=1
k 6=m

(ξn,m − ξn,k)

, 1 ≤ m ≤ n .

Dáı, segue que, para 1 ≤ m ≤ n,

Ln,m(ξn,k, wn) = δk,m , 1 ≤ k ≤ n , (4.12)

onde δk,m é o delta de Kronecker. Observe, ainda, que Ln,m(z, wn) ∈ Λ0,n−1 = Πn−1 e

Ln,m

(
1

z
, wn

)
=

 n∏
k=1
k 6=m

(ξn,m − ξn,k)


−1

n∏
k=1

(
1

z
− ξn,m

)
∈ Λ−(n−1),0 .

Definimos, então, os pesos λn,m por

λn,m = λn,m(wn) =

∫ 2π

0

Ln,m(eiθ, wn)dψ(eiθ) , 1 ≤ m ≤ n , n = 1, 2, . . . , (4.13)

O próximo teorema mostra que a expressão acima é uma quadratura de Szegő com n-pontos

válida para f ∈ Λ−(n−1),n−1.

Teorema 4.3. Seja ψ(z) uma medida no ćırculo unitário. Para n ≥ 1 e 1 ≤ m ≤ n, denotemos

por ξn,m as ráızes de ρn(ψ,wn, z) e sejam os pesos λn,m definidos por (4.13). Então, para n ≥ 1

e 1 ≤ m ≤ n, ∫
Γ

f(z)dψ(z) =

∫ 2π

0

f(eiθ)dψ(eiθ) =
n∑

m=1

λn,mf(ξn,m) (4.14)

é válida para toda f ∈ Λ−(n−1),n−1 e, ainda,

λn,m > 0 ,
n∑

m=1

λn,m =

∫ 2π

0

dψ(eiθ) = µ0 > 0 . (4.15)

Demonstração: Sejam n ≥ 1 e f ∈ Λ−(n−1),n−1 dados. Definimos

D(z) = f(z)−
n∑

m=1

f(ξn,m)Ln,m(z, wn) ,
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onde Ln,m(z, wn) é dado por (4.9). Então, D ∈ Λ−(n−1),n−1 e, por (4.12),

D(ξn,k) = f(ξn,k)−
n∑

m=1

f(ξn,m)δm,k = 0 , 1 ≤ k ≤ n .

Claramente, E(z) = zn−1D(z) ∈ Π2n−2 e E(ξn,m) = 0 para 1 ≤ m ≤ n. Assim, existe um

polinômio S(z) ∈ Πn−2 tal que E(z) = ρn(ψ,wn, z)S(z), ou ainda,

D(z) =
E(z)

zn−1
=
ρn(ψ,wn, z)S(z)

zn−1
.

Se tomarmos S(z) =
n−2∑
m=0

smz
m, então

∫
Γ

D(z)dψ(z) =

∫
Γ

(
ρn(ψ,wn, z)

n−2∑
m=0

sm
zn−m−1

)
dψ(z) =

n−2∑
m=0

〈ρn(ψ,wn, z), smzn−1−m〉 = 0

pela ortogonalidade de {ρn(ψ,wn, z)}∞n=0. Disto e da equação (4.13), segue que∫
Γ

f(z)dψ(z) =

∫
Γ

[
D(z) +

n∑
m=1

f(ξn,m)Ln,m(z, wn)

]
dψ(z) =

n∑
m=1

λn,mf(ξn,m) ,

o que mostra que (4.14) é válida para toda f ∈ Λ−(n−1),n−1.

Agora, para mostrar que λn,m > 0, tomemos

Kn,m(z, wn) = Ln,m(z, wn)Ln,m(1/z, wn)− Ln,m(z, wn) . (4.16)

Observe que Ln,m(z, wn)Ln,m(1/z, wn) ∈ Λ−(n−1),n−1. Assim, Kn,m(z, wn) ∈ Λ−(n−1),n−1 e então

Kn,m(ξn,k, wn) = 0 , 1 ≤ k ≤ m.

Logo, de (4.14) para 1 ≤ m ≤ n, segue que∫
Γ

Kn,m(z, wn)dψ(z) =
n∑
k=1

λn,kKn,m(ξn,k, wn) = 0 . (4.17)

Portanto, de (4.13), (4.16) e (4.17), para 1 ≤ m ≤ n,

λn,m =

∫
Γ

Ln,m(z, wn)dψ(z) =

∫
Γ

Ln,m(z, wn)Ln,m(1/z, wn)dψ(z)

= 〈Ln,m(z, wn), Ln,m(z, wn)〉 > 0 , q ≤ m ≤ n ,

ou seja, λn,m > 0.

Finalmente, tomando L(z) = 1 em (4.14), obtem-se

µ0 =

∫
Γ

1 dψ(z) =

∫ 2π

0

1 dψ(eiθ) =
n∑

m=1

λn,m · 1 > 0 .
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4.4 Casos especiais de polinômios para-ortogonais

Nesta seção, apresentamos alguns resultados encontrados em [4] e [5]. Se consideramos ψ(z) uma

medida simétrica no ćırculo unitário, isto é, dψ(1/z) = −dψ(z), então os momentos são todos

reais. De fato, como

µn =

∫ 2π

0

einθdψ(eiθ) =

∫ π

0

einθdψ(eiθ) +

∫ 2π

π

einθdψ(eiθ) , (4.18)

fazendo θ = t+ 2π na segunda integral do lado direito, obtemos∫ 2π

π

einθdψ(eiθ) =

∫ 0

−π
ein(t+2π)dψ(ei(t+2π)) ,

Utilizando as relações cos(nt+ 2nπ) = cos(nt) e sen(nt+ 2nπ) = sen(nt), obtemos∫ 0

−π
ein(t+2π)dψ(ei(t+2π)) =

∫ 0

−π
eintdψ(eit) .

Substituindo t = −θ na expressão acima segue que∫ 0

−π
eintdψ(eit) =

∫ 0

π

e−inθdψ(e−iθ) .

Agora, utilizando a simetria da medida ψ(eiθ), temos que∫ 0

π

e−inθdψ(e−iθ) =

∫ π

0

e−inθdψ(eiθ) .

Logo,

µn =

∫ π

0

einθdψ(eiθ) +

∫ π

0

e−inθdψ(eiθ) = 2

∫ π

0

cos(nθ)dψ(eiθ) ,

de onde conclúımos que µn é real para n ≥ 0. Disto, vemos que os coeficientes de reflexão são

reais e, assim, −1 < δn < 1, onde δn = ρn(ψ, 0).

Consideremos agora as duas seqüências de polinômios para-ortogonais especiais denotadas,

respectivamente, por

{ρn(ψ, 1, z)}∞n=0 e {ρn(ψ,−1, z)}∞n=0 ,

as quais são obtidas de (4.2) quando fazemos wn = 1 e wn = −1, respectivamente. Observe que

ρn(ψ,−1, z) = ρn(ψ, z)− ρ∗n(ψ, z) = (z− z1)(z− z2) . . . , (z− zn)− (1− zz1)(1− zz2) . . . (1− zzn) .

Assim,

ρn(ψ,−1, 1) = 0 .
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Logo, ρn(ψ,−1, z) é diviśıvel por (z − 1) e podemos definir

R(1)
n (ψ, z) =

ρn(ψ, 1, z)

1 + ρn(ψ, 0)
e R(2)

n (ψ, z) =
ρn+1(ψ,−1, z)

(z − 1)(1− ρn+1(ψ, 0))
, n ≥ 0 , (4.19)

onde R
(1)
n (ψ, z) e (z − 1)R

(2)
n (ψ, z) são polinômios para-ortogonais mônicos.

Teorema 4.4. Os polinômios R
(1)
n (ψ, z) e R

(2)
n (ψ, z) definidos por (4.19) satisfazem à seguinte

relação

2zρn−1(ψ, z) = R(1)
n (ψ, z) + (z − 1)R

(2)
n−1(ψ, z) . (4.20)

Demonstração: Observe que

ρn(ψ, 1, z) + ρn(ψ,−1, z) = 2ρn(ψ, z) .

Por outro lado, usando as relações (4.19) tem-se que

ρn(ψ, 1, z) + ρn(ψ,−1, z) = (1 + δn)R
(1)
n (ψ, z) + (1− δn)(z − 1)R

(2)
n−1(ψ, z) .

Assim,

2ρn(ψ, z) = R(1)
n (ψ, z) + δnR

(1)
n (ψ, z) + (z − 1)R

(2)
n−1(ψ, z)− δn(z − 1)R

(2)
n−1(ψ, z)

ou, ainda,

2ρn(ψ, z)− δn

(
(1− δn)ρn(ψ, 1, z)− (1 + δn)ρn(ψ,−1, z)

(1− δn)(1 + δn)

)
= R(1)

n (ψ, z) + (z − 1)R
(2)
n−1(ψ, z) ,

2ρn(ψ, z)−
δn

1− δ2
n

(2ρ∗n(ψ, z)− 2δnρn(ψ, z)) = R(1)
n (ψ, z) + (z − 1)R

(2)
n−1(ψ, z) ,

2

1− δ2
n

(ρn(ψ, z)− δnρ
∗
n(ψ, z)) = R(1)

n (ψ, z) + (z − 1)R
(2)
n−1(ψ, z) .

Agora, usando a relação de recorrência (3.33), segue que

2zρn−1(ψ, z) = R(1)
n (ψ, z) + (z − 1)R

(2)
n−1(ψ, z) .

O próximo resultado fornece uma relação de recorrência para os polinômios R
(1)
n (ψ, z) e

R
(2)
n (ψ, z).

Teorema 4.5. Os polinômios mônicos R
(κ)
n (ψ, z) (κ = 1, 2) satisfazem, para n ≥ 1, a seguinte

relação de recorrência

R
(κ)
n+1(ψ, z) = (z + 1)R(κ)

n (ψ, z)− 4α
(κ)
n+1zR

(κ)
n−1(ψ, z) (4.21)

com condições iniciais R
(κ)
0 (ψ, z) = 1 e R

(κ)
1 (ψ, z) = z + 1 e, ainda,

4α
(1)
n+1 = (1 + δn−1)(1− δn) e 4α

(2)
n+1 = (1− δn)(1 + δn+1) .
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Demonstração: Considere os seguintes polinômios para-ortogonais

S(1)
n (z) =

ρn(ψ, z) + ρ∗n(ψ, z)

1 + ρn(ψ, 0)
e S(2)

n (z) =
ρn(ψ, z)− ρ∗n(ψ, z)

1− ρn(ψ, 0)
,

ou seja, R
(1)
n (ψ, z) = S

(1)
n (z) e R

(2)
n (ψ, z) =

S
(2)
n+1(z)

z − 1
.

Provemos que estes polinômios satisfazem as seguintes relações de recorrência

S
(1)
n+1(z) = (z + 1)S(1)

n (z)− (1 + δn−1)(1− δn)zS
(1)
n−1(z) ,

S
(2)
n+1(z) = (z + 1)S(2)

n (z)− (1− δn−1)(1 + δn)zS
(2)
n−1(z) ,

para n ≥ 1, com S
(1)
0 (z) = 1, δ0 = 1, S

(2)
0 (z) = 1, S

(1)
1 (z) = z + 1 e S

(2)
1 (z) = z − 1.

Utilizando as relações de recorrência dos polinômios de Szegő (3.32) e (3.35) obtemos

S
(1)
n+1(z) =

ρn+1(ψ, z) + ρ∗n+1(ψ, z)

1 + ρn+1(ψ, 0)

=
(zρn(ψ, z) + δn+1ρ

∗
n(ψ, z)) + (ρ∗n(ψ, z) + δn+1zρn(ψ, z))

1 + δn+1

= (zρn(ψ, z) + ρ∗n(ψ, z))
(1 + δn−1)(1 + δn)

(1 + δn)(1 + δn−1)

=
((z + 1)− 1 + δnz)(1 + δn+1)ρn(ψ, z) + ((z + 1)− z + δn)(1 + δn−1)ρ

∗
n(ψ, z)

(1 + δn)(1 + δn−1)

= (z + 1)

(
ρn(ψ, z) + ρ∗n(ψ, z)

1 + δn

)
− (1 + δn−1)(1− δn)z

(
ρn−1(ψ, z) + ρ∗n−1(ψ, z)

1 + δn−1

)
= (z + 1)S

(1)
n (z)− (1 + δn−1)(1− δn)zS

(1)
n (z) .

Temos, ainda, que

S
(1)
0 (z) =

ρ0(ψ, z) + ρ∗0(ψ, z)

1 + ρ0(ψ, 0)
= 1

e

S
(1)
1 (z) =

ρ1(ψ, z) + ρ∗1(ψ, z)

1 + ρ1(ψ, 0)
=
z(1 + δ1) + (1 + δ1)

1 + δ1
= z + 1 .

De modo análogo, podemos provar que S
(2)
n (z) satisfaz à relação de recorrência. Observemos

que, para n ≥ 1, S
(2)
n+1(1) = 0. De fato, como

S
(2)
2 (z) = (z + 1)S

(2)
1 (z)− (1− δ0)(1 + δ1)zS

(2)
0 (z) = (z − 1)(z + 1) ,

pois δ0 = 1, então S
(2)
2 (1) = 0. Como

S
(2)
3 (z) = (z+1)S

(2)
2 (z)− (1− δ1)(1+ δ2)zS

(2)
1 (z) = (z+1)(z+1)(z− 1)− (1− δ1)(1+ δ2)z(z− 1)
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logo S
(2)
3 (1) = 0. Como o termo (z − 1) estará sempre presente na expressão de S

(2)
n+1(z), então

S
(2)
n+1(1) = 0.

Portanto, para demonstrar as relações (4.21) basta tomarmos

4α
(1)
n+1 = (1 + δn−1)(1− δn) , e 4α

(2)
n+1 = (1− δn)(1 + δn+1) .

4.5 Relações entre polinômios para-ortogonais e polinô-

mios ortogonais

Podemos relacionar os polinômios R
(κ)
n (ψ, z) (κ = 1, 2), definidos por (4.19), com polinômios

ortogonais P
(κ)
n (x) em [−1, 1] através da transformação

x = x(z) =
1

2
(z1/2 + z−1/2) , (4.22)

que foi inicialmente estudada em Delsarte e Genin [8] (ver, também, Sri Ranga [19]). Note que,

como z = eiθ, podemos escrever x = cos(θ/2), θ ∈ [0, 2π].

A relação (4.22) fornece uma transformação do ćırculo unitário no intervalo [−1, 1]. Utilizando

a mesma pode-se relacionar polinômios para-ortogonais no ćırculo unitário com polinômios ortog-

onais em [−1, 1]. Os resultados a seguir, encontrados em Berti e Sri Ranga [1], serão necessários

para descrever estes relacionamentos.

Primeiramente, consideremos φ(1)(x) e φ(2)(x) duas medidas simétricas no intervalo [−1, 1]

satisfazendo

dφ(2)(x) = (1− x2)dφ(1)(x) .

Vamos utilizar a notação {P (κ)
n (x)}∞n=0 para a seqüência de polinômios ortogonais com relação

à medida φ(κ)(x) , i=1,2.

Se conhecermos uma seqüência de polinômios ortogonais com relação a uma medida, por

exemplo φ(1)(x), podemos obter informações a respeito da seqüência de polinômios ortogonais

com relação à medida φ(2)(x).

A fórmula de Christoffel (ver [20, pag. 29]) fornece a seguinte representação dos polinômios

P
(2)
n (x) como combinação dos polinômios P

(1)
n (x)

(1− x2)P (2)
n (x) =

−1

P
(1)
n (1)

{
P (1)
n (1)P

(1)
n+2(x)− P

(1)
n+2(1)P (1)

n (x)
}
.
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Para obter uma representação para os polinômios P
(1)
n (x) em termos dos P

(2)
n (x), podemos

expressar P
(1)
n (x) como combinação linear de P

(2)
i (x), i = 0, 1, 2, . . . , n, de onde obtemos

P (1)
n (x) =

n∑
i=0

dn−iP
(2)
n−i(x) .

Utilizando a ortogonalidade e a simetria desses polinômios, temos que a expressão acima torna-se

P (1)
n (x) = P (2)

n (x) + dn−2P
(2)
n−2(x) , n ≥ 2 , (4.23)

onde

dn−2 =

∫ 1

−1
P

(1)
n (x)P

(2)
n−2(x)dφ

(2)(x)∫ 1

−1
(P

(2)
n−2(x))

2dφ(2)(x)
= −

∫ 1

−1
(P

(1)
n (x))2dφ(1)(x)∫ 1

−1
(P

(2)
n−2(x))

2dφ(2)(x)
, n ≥ 2 .

Dáı obtemos a seguinte relação de recorrência entre os coeficientes dn, α
(1)
n e α

(2)
n .

Lema 4.1. Dadas φ(1)(x) e φ(2)(x) tais que dφ(2)(x) = (1− x2)dφ(1)(x), então os coeficientes dn

na relação (4.23) satisfazem

dn−1

dn−2

=
α

(1)
n+2

α
(2)
n

, n ≥ 2 (4.24)

e

dn−1 − dn−2 = α
(2)
n+1 − α

(1)
n+1 , n ≥ 2 , (4.25)

com d0 = −α
(1)
3 α

(1)
2 α

(1)
1

α
(2)
1

= α
(2)
2 − α

(1)
2 .

Demonstração: Pela expressão (2.4), temos que∫ 1

−1

(P (k)
n (x))2dφ(k)(x) = α

(k)
n+1α

(k)
n . . . α

(k)
2 α

(k)
1

e, assim,

dn−2 = −
α

(1)
n+1α

(1)
n . . . α

(1)
2 α

(1)
1

α
(2)
n+1α

(2)
n . . . α

(2)
2 α

(2)
1

e
dn−1

dn−2

=
α

(1)
n+2

α
(2)
n

, n ≥ 2 .

Fazendo n = 2 na expressão anterior obtemos a primeira expressão para d0.

Para obter o restante, vamos utilizar (4.23) e a relação de recorrência para P
(2)
n (x), ou seja,

P (2)
n (x) = xP

(2)
n−1(x)− α(2)

n P
(2)
n−2(x) , n ≥ 2 ,

com P
(2)
0 (x) = 1 e P

(2)
1 (x) = x. Desta relação, temos

P
(2)
n−2(x) =

xP
(2)
n−1(x)− P

(2)
n (x)

α
(2)
n
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e, de (4.23), obtemos

P
(2)
n−2(x) =

P
(1)
n (x)− P

(2)
n (x)

dn−2

.

Igualando essas expressões, obtemos

(xP
(2)
n−1(x)− P (2)

n (x))dn−2 = (P (1)
n (x)− P (2)

n (x))α(2)
n

P (1)
n (x) = P (2)

n (x)− dn−2

α
(2)
n

P (2)
n (x) +

dn−2

α
(2)
n

xP
(2)
n−1(x) .

Logo,

P (1)
n (x) =

(
1− dn−2

α
(2)
n

)
P (2)
n (x) +

dn−2

α
(2)
n

xP
(2)
n−1(x) , n ≥ 2 .

Usando novamente (4.23) e a fórmula de recorrência para P
(1)
n (x), obtemos

P
(1)
n+1(x) = xP (1)

n (x)− α
(1)
n+1P

(1)
n−1(x)

= x(P (2)
n (x) + dn−2P

(2)
n−2(x))− α

(1)
n+1

((
1− dn−3

α
(2)
n−1

)
P

(2)
n−1(x) +

dn−3

α
(2)
n−1

xP
(2)
n−2(x)

)

= xP (2)
n (x)−

(
α

(1)
n+1 − dn−3

α
(1)
n+1

α
(2)
n−1

)
P

(2)
n−1(x) + x

(
dn−2 − dn−3

α
(1)
n+1

α
(2)
n−1

)
P

(2)
n−2(x)

ou, ainda,

P
(2)
n+1(x)+dn−1P

(2)
n−1(x) = xP (2)

n (x)−

(
α

(1)
n+1 − dn−3

α
(1)
n+1

α
(2)
n−1

)
P

(2)
n−1(x)+x

(
dn−2 − dn−3

α
(1)
n+1

α
(2)
n−1

)
P

(2)
n−2(x) ,

P
(2)
n+1(x) = xP (2)

n (x)−

(
α

(1)
n+1 − dn−3

α
(1)
n+1

α
(2)
n−1

+ dn−1

)
P

(2)
n−1(x) + x

(
dn−2 − dn−3

α
(1)
n+1

α
(2)
n−1

)
P

(2)
n−2(x) .

Agora, usando (4.24), obtemos

P
(2)
n+1(x) = xP (2)

n (x)− (α
(1)
n+1 − dn−2 + dn−1)P

(2)
n−1(x) .

Logo,

α
(2)
n+1 = α

(1)
n+1 − dn−2 + dn−1 ⇒ α

(2)
n+1 − α

(1)
n+1 = dn−1 − dn−2

o que mostra (4.25) para n ≥ 3.

Novamente, por (4.23) com n = 2, obtemos

P
(1)
2 (x) = P

(2)
2 (x) + d0P

(2)
0 (x) ⇒ P

(1)
2 (x) = P

(2)
2 (x)− d0 ⇒ x2 − α

(1)
2 = x2 − α

(2)
2 + d0 .

Então, d0 = α
(2)
2 − α

(1)
2 e, portanto, temos que a segunda expressão está provada. Falta ainda

verificarmos que (4.25) vale para n = 2.
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Procedendo como anteriormente, temos que

P
(2)
3 (x) = xP

(2)
2 (x)− (α

(1)
3 − d0 + d1)P

(2)
0 (x) .

Logo, α
(2)
3 − α

(1)
3 = d1 − d0.

Definimos, agora, uma seqüência de números reais {ln} tal que

l0 = 1 , (l1 − 1) = −2α
(1)
2 , (l2 − 1) =

−2α
(1)
3 α

(1)
1

α
(2)
1

e

(ln+1 − 1) =
α

(1)
n+2

α
(2)
n

(ln−1 − 1) , n ≥ 2 . (4.26)

As relações

(ln+1 − 1)

(ln−1 − 1)
=
dn−1

dn−2

, n ≥ 2

(ln+1 − 1)(ln − 1) = −4dn−1 , n ≥ 1 , (4.27)

são facilmente verificadas. De fato, de (4.26) e (4.27)

(ln+1 − 1)

(ln−1 − 1)
=
α

(1)
n+2

α
(2)
n

=
dn−1

dn−2

, n ≥ 2 .

Por indução, vamos mostrar a segunda expressão. Para n = 1, temos

(l2 − 1)(l1 − 1) =

(
−2α

(1)
3 α

(1)
1

α
(2)
1

)
(−2α

(1)
2 ) = 4

α
(1)
3 α

(1)
2 α

(1)
1

α
(2)
1

= −4d0 .

Suponhamos que vale para n = k, ou seja, (lk+1 − 1)(lk − 1) = −4dk−1.

Para n = k + 1,

(lk+2 − 1)(lk+1 − 1) =
α

(1)
k+3

α
(2)
k+1

(lk − 1)(lk+1 − 1) = −4
α

(1)
k+3

α
(2)
k+1

dk−1 = −4

(
α

(1)
k+3α

(1)
k+2 . . . α

(1)
2 α

(1)
1

α
(2)
k+1α

(2)
k . . . α

(2)
2 α

(2)
1

)
,

e, assim, (lk+2 − 1)(lk+1 − 1) = −4dk.

Lema 4.2. Dadas φ(2)(x) e φ(1)(x) tais que dφ(2)(x) = (1 − x2)dφ(1)(x), então os elementos da

seqüência {ln} definida por (4.26), para n ≥ 1, satisfazem

(l2n+1 − 1)

2
= −

α
(1)
2n+2α

(1)
2n . . . α

(1)
4 α

(1)
2

α
(2)
2nα

(2)
2n−2 . . . α

(2)
4 α

(2)
2

,
(l2n − 1)

2
= −

α
(1)
2n+1α

(1)
2n−1 . . . α

(1)
3 α

(1)
1

α
(2)
2n−1α

(2)
2n−3 . . . α

(2)
3 α

(2)
1

(4.28)

e
(l2n−1 + 1)

2
=
α

(2)
2n−1α

(2)
2n−3 . . . α

(2)
1

α
(1)
2n−1α

(1)
2n−3 . . . α

(1)
1

,
(l2n + 1)

2
=
α

(2)
2nα

(2)
2n−2 . . . α

(2)
2

α
(1)
2nα

(1)
2n−2 . . . α

(1)
2

. (4.29)
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Demonstração: Fazendo n = 2n em (4.26) temos

(l2n+1 − 1)

2
=

1

2

α
(1)
2n+2

α
(2)
2n

(l2n−1 − 1) =
1

2

α
(1)
2n+2α

(1)
2n

α
(2)
2nα

(2)
2n−2

(l2n−3 − 1) = . . .

=
1

2

α
(1)
2n+2α

(1)
2n . . . α

(1)
6 α

(1)
4

α
(2)
2nα

(2)
2n−2 . . . α

(2)
4 α

(2)
2

(l1 − 1) =
1

2

α
(1)
2n+2α

(1)
2n . . . α

(1)
6 α

(1)
4 α

(1)
2

α
(2)
2nα

(2)
2n−2 . . . α

(2)
4 α

(2)
2

(−2) .

Logo,

(l2n+1 − 1)

2
= −

α
(1)
2n+2α

(1)
2n . . . α

(1)
4 α

(1)
2

α
(2)
2n . . . α

(2)
4 α

(2)
2

.

Analogamente, fazendo n = 2n− 1 em (4.26), obtemos

(l2n − 1)

2
= −

α
(1)
2n+1α

(1)
2n−1 . . . α

(1)
3 α

(1)
1

α
(2)
2n−1α

(2)
2n−3 . . . α

(2)
3 α

(2)
1

.

De (4.27) e (4.25), temos que

(l2n+1 − 1)

2

(l2n − 1)

2
= −d2n−1

e, portanto,

(l2n+1 − 1)

2
= − d2n−1

(l2n − 1)/2
= −

α
(2)
2n+1 − α

(1)
2n+1 + d2n−2

(l2n − 1)/2
, n ≥ 1 .

Assim, da segunda relação em (4.28), temos

(l2n+1 − 1)

2
=
α

(2)
2n+1α

(2)
2n−1 . . . α

(2)
3 α

(2)
1

α
(1)
2n+1α

(1)
2n−1 . . . α

(1)
1

+
(d2n−2 − α

(1)
2n+1)α

(2)
2n−1 . . . α

(2)
3 α

(2)
1

α
(1)
2n+1α

(1)
2n−1 . . . α

(1)
3 α

(1)
1

, n ≥ 1 .

Como o segundo termo do lado direito é igual a (-1), a expressão acima torna-se

l2n+1

2
− 1

2
+ 1 =

α
(2)
2n+1α

(2)
2n−1 . . . α

(2)
3 α

(2)
1

α
(1)
2n+1α

(1)
2n−1 . . . α

(1)
1

,

de onde segue a primeira expressão em (4.29).

De modo análogo demonstramos também a segunda expressão.

Lema 4.3. Dadas φ(1)(x) e φ(2)(x) como nos lemas anteriores, então existe uma seqüência de

números reais {ln} tal que

α
(1)
n+1 = −1

4
(ln − 1)(ln−1 + 1) , α

(2)
n+1 = −1

4
(ln − 1)(ln+1 + 1) , n ≥ 1

e

dn−1 = −1

4
(ln − 1)(ln+1 − 1) , n ≥ 1 ,

com l0 = 1 e l1 = 1− 2α
(2)
2 .
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Demonstração: De (4.28) e (4.29), temos que

(ln − 1) = −2
α

(1)
n+1α

(1)
n−1 . . . α

(1)
3 α

(1)
1

α
(2)
n−1 . . . α

(2)
3 α

(2)
1

,

(ln−1 + 1) = 2
α

(2)
n−1α

(2)
n−3 . . . α

(2)
1

α
(1)
n−1α

(1)
n−3 . . . α

(1)
1

e (ln+1 + 1) = 2
α

(2)
n+1α

(2)
n−1 . . . α

(2)
1

α
(1)
n+1α

(1)
n−1 . . . α

(1)
1

.

Assim,

(ln − 1)(ln−1 + 1) = −4α
(1)
n+1 , n ≥ 1 ,

e, ainda,

(ln − 1)(ln+1 + 1) = −4α
(2)
n+1 , n ≥ 1 .

De (4.27), temos

dn−1 = −1

4
(ln+1 − 1)(ln − 1) , n ≥ 1

e, da definição da seqüência, obtemos l0 = 1 e l1 = 1− 2α
(1)
2 .

Utilizando os lemas anteriores podemos demonstrar o próximo teorema, que fornece uma

relação entre os polinômios P
(κ)
n (x) e R

(κ)
n (ψ, z) (κ = 1, 2), ou melhor, uma relação entre as

respectivas medidas e, também, entre as respectivas fórmulas de recorrência (veja [23, 4]).

Teorema 4.6. (i) Seja ψ(z) uma medida positiva no ćırculo unitário tal que os polinômios de

Szegő {ρn(ψ, z)}∞n=0 são reais. Sejam

4α
(1)
n+1 = (1 + δn−1)(1− δn) > 0 e 4α

(2)
n+1 = (1− δn)(1 + δn+1) > 0 , n ≥ 1

e as medidas positivas φ(1)(x) e φ(2)(x) definidas por

dφ(1)(x(z)) = −dψ(z) e dφ(2)(x(z)) = −(1− x2)dψ(z) ,

onde x(z) = (1/2)(z1/2 + z−1/2). O suporte de φ(1)(x) e φ(2)(x) estão contidos em [−1, 1]. Então,

para k = 1, 2, as seqüências de polinômios {P (k)
n (x)}∞n=0, onde

P (κ)
n (x(z)) = (4z)−n/2R(κ)

n (ψ, z) ,

P
(k)
0 (x) = 1, P

(k)
1 (x) = x e

P
(k)
n+1(x) = xP (k)

n (x)− α
(k)
n+1P

(k)
n−1(x) , n ≥ 1 , (4.30)

são seqüências de polinômios ortogonais mônicos em relação à medida φ(k)(x).
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(ii) Reciprocamente, sejam φ(1)(x) e φ(2)(x) duas medidas positivas definidas em [−1, 1], tais que

dφ(2)(x) = (1−x2)dφ(1)(x). Sejam os respectivos polinômios ortogonais mônicos P
(1)
n (x) e P

(2)
n (x)

satisfazendo

P
(k)
n+1(x) = xP (k)

n (x)− α
(k)
n+1P

(k)
n−1(x) , n ≥ 1.

Então, os coeficientes de reflexão δn dos polinômios de Szegő, ρn(z), associados à medida positiva

dψ(z) = −dφ(1)(x(z)), satisfazem

δn = 1−
4α

(1)
n+1

1 + δn−1

e δn+1 = −1 +
4α

(2)
n+1

1− δn
, n ≥ 1 ,

com δ0 = 1. Explicitamente podem ser dados por

δ2n−1 = 2
α

(2)
2n−1α

(2)
2n−3 . . . α

(2)
3 α

(2)
1

α
(1)
2n−1α

(1)
2n−3 . . . α

(1)
3 α

(1)
1

− 1 e δ2n = 2
α

(2)
2nα

(2)
2n−2 . . . α

(2)
2

α
(1)
2nα

(1)
2n−2 . . . α

(1)
2

− 1 , n ≥ 1 ,

com R
(k)
n (ψ, z) = (4z)n/2P

(k)
n (x(z)).

Demonstração: (i) Multiplicando ambos os lados de (4.21) por (4z)−(n+1)/2, obtemos

(4z)−(n+1)/2R
(κ)
n+1(ψ, z) = (z + 1)(4z)−(n+1)/2R(κ)

n (ψ, z)− 4α
(κ)
n+1z(4z)

−(n+1)/2R
(κ)
n−1(ψ, z) ,

com R
(κ)
0 (ψ, z) = 1 e (4z)−1/2R

(κ)
1 (ψ, z) = (4z)−1/2(z + 1)

Usando o fato de que (z + 1)(4z)−1/2 = (1/2)(z1/2 + z−1/2) = x(z) = x e lembrando que

(4z)−n/2R
(κ)
n (ψ, z) = P

(κ)
n (x), obtemos

P
(κ)
n+1(x) = xP (κ)

n (x)− α
(κ)
n+1P

(κ)
n−1(x) ,

com P
(κ)
0 (x) = 1 e P

(κ)
1 (x) = x.

Portanto, temos que P
(κ)
n (x) = (4z)−n/2R

(κ)
n (ψ, z) satisfazem às relações de recorrência de três

termos (4.30).

Observemos, agora, que as seqüências {g(1)
n = (1− δn)/2} e {g(2)

n = (1 + δn+1)/2} satisfazem

(1− g
(1)
n−1)g

(1)
n =

(
1− 1

2
+
δn−1

2

)(
1

2
− δn

2

)
=

1

4
(1 + δn−1)(1− δn) = α

(1)
n+1

e

(1− g
(2)
n−1)g

(2)
n =

(
1− 1

2
− δn

2

)(
1

2
+
δn+1

2

)
=

1

4
(1− δn)(1 + δn+1) = α

(2)
n+1 .

Assim, conclúımos que {α(1)
n+1} e {α(2)

n+1} são seqüências encadeadas com seqüências de parâmetros

dadas, respectivamente, por {g(1)
n } e {g(2)

n }. Pelo Corolário 2.1, temos que o verdadeiro intervalo de
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ortogonalidade da seqüência de polinômios é [−1, 1], pois estamos considerando medidas simétricas

e βn = 0. Dessa forma, conclúımos que as ráızes de P
(k)
n (x) estão em (−1, 1) e, pelo teorema

de Favard (Teorema 2.1), formam uma seqüência de polinômios ortogonais. Para obtermos as

medidas φ(1)(x) e φ(2)(x), basta tomarmos

dφ(1)(x) = −dψ(z)

e lembrarmos que∫
Γ

z−n+sR(2)
n (ψ, z)(z − 1)dψ(z) =

∫
Γ

z−n+sR(2)
n (ψ, z)

z

z − 1

z − 1

z
(z − 1)dψ(z)

=

∫
Γ

z−n+sR(2)
n (ψ, x(z))

z

z − 1
dφ2(x(z)) ,

onde

dφ(2)(z) =
(z − 1)(z − 1)

z
dψ(z) = −(1− x2)dψ(z) .

Fazendo l2n−1 = δ2n−1 e l2n = δ2n no Lema 4.2, obtemos a segunda parte do item (ii) de-

monstrada.

Para demostrar a primeira parte em (ii), basta tomarmos ln = δn no Lema 4.3.

O próximo resultado, encontrado em [2], nos ajudará a demonstrar que as ráızes de P
(1)
n (x) e

P
(2)
n−1(x) se entrelaçam.

Lema 4.4. Sejam qn(x) = (x− x1)(x− x2) . . . (x− xn) e qn−2(x) = (x− y1)(x− y2) . . . (x− yn−2)

polinômios reais simétricos cujas ráızes positivas satisfazem

xbn/2c < yb(n−2)/2c < . . . < y1 < x1 ,

onde bn/2c significa o maior inteiro menor do que n/2. Então, para c ∈ R, o polinômio

Q(x) = qn(x)− cqn−2(x)

tem n ráızes e suas ráızes positivas ξbn/2c < ξb(n−1)/2c < . . . < ξ2 < ξ1 se entrelaçam com as ráızes

de qn(x) e qn−2(x), ou seja,

(i) Se c > 0, então x1 < ξ1 e xr < ξr < yr para r = 2, . . . , bn/2c.

(ii) Se c < 0, então yr < ξr < xr para r = 1, 2, . . . , bn/2c − 1 e ξbn/2c < xbn/2c.

Teorema 4.7. As ráızes de P
(1)
n (x) e P

(2)
n−1(x) se entrelaçam.
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Demonstração: De (4.23), temos

P (1)
n (x) = P (2)

n (x) + dn−2P
(2)
n−2(x) .

Agora, pelo Lema 4.3 com ln = δn, obtemos

P (1)
n (x) = P (2)

n (x)− 1

4
(1− δn)(1− δn+1)P

(2)
n−2(x) .

Utilizando a relação de recorrência (4.30) para P
(2)
n−1(x), obtemos

P (1)
n (x) = xP

(2)
n−1(x)−

1

4
(1− δn)(1 + δn+1)P

(2)
n−2(x)−

1

4
(1− δn)(1− δn+1)P

(2)
n−2(x)

= xP
(2)
n−1(x)−

1

4
(1− δn)[(1 + δn+1) + (1− δn+1)]P

(2)
n−2(x)

= xP
(2)
n−1(x)−

1

2
(1− δn)P

(2)
n−2(x) .

Lembremos que as ráızes de P
(2)
n−1(x) e P

(2)
n−2(x) se entrelaçam. Como

1

2
(1− δn) > 0, utilizando

a parte (i) do Lema 4.4, temos que as ráızes de P
(1)
n (x) e xP

(2)
n−1(x) se entrelaçam.

O próximo resultado fornece uma relação entre a fórmula de quadratura associada aos polinô-

mios ortogonais e a associada aos polinômios para-ortogonais, aqui denotadas, respectivamente

por FQG e FQS. Esses resultados são encontrados em [3] e [5].

Para o próximo teorema, consideremos as seguintes condições. Sejam a medida positiva ψ(z)

no ćırculo unitário e as medidas positivas φ(1)(x) e φ(2)(x) definidas em [−1, 1] tais que

−dψ(z) = dφ(1)(x(z)) =
1

(1− x2(z))
dφ(2)(x(z)) ,

com x(z) como em (4.22). Tomando z = eiθ temos que a expressão acima torna-se

−dψ(eiθ) = dφ(1)(cos(θ/2)) =
1

sen2(θ/2)
dφ(2)(cos(θ/2)) .

Considere a fórmula de quadratura gaussiana que é exata para g ∈ Π2n−1,

FQG(κ) :

∫ 1

−1

g(x)dφ(κ)(x) =
n∑

m=1

W (κ)
n,mg(x

(κ)
n,m) (κ = 1, 2) ,

onde os nós estão ordenados da seguinte forma

1 > x
(κ)
n,1 > x

(κ)
n,2 > . . . > x(κ)

n,n > −1

e x
(κ)
n,m são as ráızes do polinômio ortogonal P

(κ)
n (x) com relação à medida φ(κ)(x).
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Considere, também, a fórmula de quadratura de Szegő que, pelo Teorema 4.3, é exata para

f ∈ Λ−(n−1),n−1

FQS(w) :

∫ 2π

0

f(eiθ)dψ(eiθ) =
n∑

m=1

λn,m(ψ,w)f(zn,m(ψ,w)) (w = −1, 1) ,

com os nós zn,m(ψ,w) = e−iθn,m(ψ,w) organizados como segue

0 < θn,1(ψ,w) < θn,2(ψ,w) < . . . < θn,n(ψ,w) ≤ 2π ,

onde zn,m(ψ, 1) são as ráızes dos polinômios para-ortogonais R
(1)
n (ψ, z), zn+1,m(ψ,−1),

m = 1, 2, . . . , n, são as ráızes dos polinômios R
(2)
n (ψ, z) e zn+1,n+1(ψ,−1) = 1.

Teorema 4.8. Nas condições anteriores, temos que as seguintes relações são válidas

(i) x(1)
n,m = cos

(
1

2
θn,m(ψ, 1)

)
, W (1)

n,m = λn,m(ψ, 1) , m = 1, 2, . . . , n

(ii) x(2)
n,m = cos

(
1

2
θn+1,m(ψ,−1)

)
, W (2)

n,m = sen2

(
1

2
θn+1,m(ψ,−1)

)
λn+1,m(ψ,−1)

para m = 1, 2, . . . , n e, além disso,

λn+1,n+1(ψ,−1) = µ0 −
n∑

m=1

λn+1,m(ψ,−1) .

Demonstração: Lembrando que zn,m(ψ, 1) = eiθn,m(ψ,1) são as ráızes de R
(1)
n (ψ, z),

P
(1)
n (x) = (4z)−n/2R

(1)
n (ψ, z) e usando o fato de que x = cos(θ/2), temos

P (1)
n (cos(θn,m(ψ, 1)/2)) = (4eiθn,m(ψ,1))−n/2R(1)

n (ψ, eiθn,m(ψ,1)) = 0 ,

para m = 1, 2, . . . , n. Portanto, xn,m = cos(θn,m(ψ, 1)/2) são ráızes de P
(1)
n (x) para

m = 1, 2, . . . , n.

Como zn+1,m(ψ,−1), m = 1, 2, . . . , n, são as ráızes de

R(2)
n (ψ, z) =

ρn+1(ψ,−1, z)

(z − 1)(1− δn+1)
,

novamente usando z = eiθ e x = cos(θ/2), para m = 1, 2, . . . , n temos que

P (2)
n (cos(θn+1,m(ψ,−1)/2)) = (4eiθn+1,m(ψ,−1))−n/2R(2)

n (ψ, eiθn+1,m(ψ,−1)) = 0 .

Assim, x
(2)
n,m = cos(θn+1,m(ψ,−1)/2) são ráızes de P

(2)
n (z) para m = 1, 2 . . . , n.
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Vamos, agora, mostrar as relações entre os pesos das regras de quadratura. Pela expressão de

FQS(1), se f ∈ Λ−(n−1),n−1, então∫ 2π

0

f(eiθ)dψ(eiθ) =
n∑

m=1

λn,m(ψ, 1)f(zn,m(ψ, 1)) . (4.31)

Por outro lado, da FQG(1) temos, para g ∈ Π2n−2, que∫ 1

−1

g(x)dφ(1)(x) =
n∑

m=1

W (1)
n,mg(x

(1)
n,m) .

Fazendo x = cos(θ/2) na expressão acima, obtemos∫ 0

2π

g(cos(θ/2))dφ(1)(cos(θ/2)) =
n∑

m=1

W (1)
n,mg(cos(θn,m(ψ, 1)/2))

e substituindo dφ(1)(cos(θ/2)) = −dψ(eiθ), temos∫ 2π

0

g(cos(θ/2))dψ(eiθ) =
n∑

m=1

W (1)
n,mg(cos(θn,m(ψ, 1)/2)) .

Logo, ∫ 2π

0

f(eiθ)dψ(eiθ) =
n∑

m=1

W (1)
n,mf(zn,m(ψ, 1)) (4.32)

para f ∈ Λ−(n−1),n−1.

Comparando (4.31) e (4.32), conclúımos que

W (1)
m,n = λm,n(ψ, 1) , para m = 1, 2, . . . , n .

Agora, se f ∈ Λ−(n−1),n−1, então
f(z)(z − 1)2

z
∈ Λ−n,n. Assim, substituindo

f(z)(z − 1)2

z
= −4sen2(θ/2)f(eiθ)

em FQS(−1), que é de ordem n+ 1, obtemos

−4

∫ 2π

0

sen2(θ/2))f(eiθ)dψ(eiθ) = −4
n+1∑
m=1

λn+1,m(ψ,−1)sen2(θn+1,m/2)f(zn+1,m(ψ,−1)) .

Como θn+1,n+1(ψ,−1) = 2π, temos que a expressão acima torna-se∫ 2π

0

sen2(θ/2))f(eiθ)dψ(eiθ) =
n∑

m=1

λn+1,m(ψ,−1)sen2(θn+1,m/2)f(zn+1,m(ψ,−1)) , (4.33)

para f ∈ Λ−(n−1),n−1.
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Por outro lado, substituindo x = cos(θ/2) em FQG(2), para g ∈ Π2n−2 obtemos∫ 0

2π

g(cos(θ/2))dφ(2)(cos(θ/2)) =
n∑

m=1

W (2)
n,mg(cos(θn,m(ψ,−1)/2)) .

Substituindo dφ(2)(cos(θ/2)) = −(1− cos2(θ/2))dψ(eiθ) na expressão acima, obtemos∫ 2π

0

sen2(θ/2)g(cos(θ/2))dψ(eiθ) =
n∑

m=1

W (2)
n,mg(cos(θn,m(ψ,−1)/2))

e, assim, ∫ 2π

0

sen2(θ/2)f(eiθ)dψ(eiθ) =
n∑

m=1

W (2)
n,mf(zn+1,m(ψ,−1)) , (4.34)

para f ∈ Λ−(n−1),n−1.

Comparando (4.33) e (4.34), obtemos

W (2)
n,m = sen2

(
θn+1,m(ψ,−1)

2

)
λn+1,m(ψ,−1) , para m = 1, 2, . . . , n .

Para determinar o valor de λn+1,n+1(ψ,−1) associado à raiz zn+1,n+1(ψ,−1) = 1, usamos

µ0 =
n+1∑
m=1

λn+1,m(ψ,−1) .
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Caṕıtulo 5

Análise de freqüência

No trabalho de Bracciali, Li e Sri Ranga [3], os autores abordam o problema de análise de

freqüência utilizando um caso particular de polinômios para-ortogonais, escolhendo wn = ±1

em (4.2). Esses polinômios estão relacionados aos polinômios ortogonais em [−1, 1] como visto

no caṕıtulo anterior. Neste caṕıtulo, apresentamos um estudo dos resultados encontrados em

Bracciali et al. [3] e Daruis et al. [7].

5.1 Introdução

Consideraremos, aqui, x(m) o sinal trigonométrico dado por

x(m) = γ0e
imπ +

I∑
j=1

(γje
imωj + γn0+1−je

imωn0+1−j), (5.1)

onde I ∈ N, γ0 ≥ 0, com n0 = 2I + 1 se γ0 > 0 e n0 = 2I se γ0 = 0, ωj, para j = 1, 2, . . . , I, são

tais que,

0 < ω1 < ω2 < · · · < ωn0−1 < ωn0 < 2π e 2π − wn0+1−j = wj 6= 0

e, ainda, γj ∈ C, satisfazendo

γn0+1−j = γj 6= 0 , j = 1, 2, . . . , I .

Lembremos que o problema de análise de freqüência é determinar a variável n0, as amplitudes

γj e as freqüências ωj a partir de valores observados de x(m), m = 0, 1, 2, . . . , N − 1, N > 0.

Seja

ξj = eiωj , j = 1, 2, . . . , n0 ,
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o ponto associado à freqüência ωj ou, simplesmente, ponto de freqüência.

Os trabalhos [12, 13, 17] são uma boa fonte de referências para a abordagem do problema de

análise utilizando polinômios de Szegő.

5.2 Resultados preliminares

Nesta seção, vamos estudar o problema de análise de freqüência utilizando os polinômios para-

ortogonais, constrúıdos a partir de uma seqüência de polinômios de Szegő com relação à medida

discreta ψ(z) definida por

ψ(eiθ) =

n0∑
k=1

λk(ψ)δ(θ − ωk) , 0 ≤ θ < 2π , z = eiθ , (5.2)

onde λk(ψ) = |γk|2, k = 1, 2, . . . , n0,

δ(x) =

 0 , se x < 0 ,

1 , se x ≥ 0 ,

e ωk, γk e n0 são dados em (5.1).

A medida ψ(z) tem n0 pontos de aumento e existe uma seqüência de polinômios ortogonais

reais mônicos ρk(ψ, z) somente para k = 1, 2, . . . , n0. Observe que, neste caso, |ρn0(ψ, 0)| = |δn0| =

1 o que acarreta, pela expressão (3.36), que

ρn0(ψ, z) = ±ρ∗n0
(ψ, z) . (5.3)

Suponhamos que conhecemos os valores de x(m) para m = 1, 2, . . . , N − 1, onde N ∈ N, e

tomemos x(m) = 0 para m < 0 e para m ≥ N . Neste caso, o sinal trigonométrico é chamado de

N -truncado. Consideremos uma distribuição ψN(eiθ) dada por

dψN(eiθ)

dθ
=

1

2πN

∣∣∣∣∣
N−1∑
m=0

x(m)e−imθ

∣∣∣∣∣
2

, 0 ≤ θ < 2π . (5.4)

Vamos, neste caṕıtulo, adotar a notação δ
(N)
n para os coeficientes de reflexão dos polinômios de

Szegő, ρn(ψN , z), com relação à medida ψN(z). Usaremos, ainda, zn,m(ψN , w) para nos referirmos

às ráızes dos polinômios para-ortogonais ρn(ψN , w, z) e λn,m(ψN , w) para os pesos da fórmula de

quadratura no ćırculo unitário associada aos polinômios ρn(ψN , w, z).
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Observe que o n-ésimo momento µ
(N)
n , para n = 0,±1,±2, . . ., é dado por

µ(N)
n =

∫ 2π

0

einθdψN(eiθ) =
1

2πN

∫ 2π

0

einθ

∣∣∣∣∣
N−1∑
m=0

x(m)e−imθ

∣∣∣∣∣
2

dθ

=
1

2πN

∫ 2π

0

einθ

(
N−1∑
m=0

N−1∑
j=0

x(m)x(j)e−imθe−ijθ

)
dθ

=
1

2πN

N−1∑
m=0

N−1∑
j=0

x(m)x(j)

∫ 2π

0

ei(n−m−j)θdθ

e, assim,

µ(N)
n =

1

N

N−1∑
m=n

x(m)x(m− n) para n = 0,±1,±2, . . . (5.5)

e são chamados de coeficientes de autocorrelação do sinal. Esses momentos satisfazem, ainda,

µ
(N)
−n = µ

(N)
n .

Utilizando os momentos µ
(N)
n podemos obter os coeficientes de reflexão ρn(ψN , 0) = δ

(N)
n da

seguinte forma

δ(N)
n = −〈zρn−1(ψN , z), 1〉〈

ρ∗n−1(ψN , z), 1
〉 .

Denotando ρn(ψN , z) =
n∑
j=0

an,jz
j, onde an,j ∈ R, temos que

ρ∗n(ψN , z) = znρn

(
ψN ,

1

z

)
=

n∑
j=0

an,jz
n−j .

Utilizando essas expressões, obtemos

〈zρn−1(ψN , z), 1〉 =

∫ 2π

0

zρn−1(ψN , z)dψN(eiθ) =
n−1∑
j=0

an−1,j

∫ 2π

0

zj+1dψN(eiθ) =
n−1∑
j=0

an−1,jµ
(N)
j+1

e, ainda,

〈
ρ∗n−1(ψN , z), 1

〉
=

∫ 2π

0

ρ∗n−1(ψN , z)dψN(eiθ) =
n−1∑
j=0

an−1,j

∫ 2π

0

zn−1−jdψN(eiθ) =
n−1∑
j=0

an−1,jµ
(N)
n−1−j .

Portanto, os coeficientes de reflexão em função dos coeficientes de autocorrelação do sinal são

dados por

δ(N)
n =

n−1∑
j=0

an−1,jµ
(N)
j+1

n−1∑
j=0

an−1,jµ
(N)
n−1−j

.



5.2. Resultados preliminares 57

Este método de se obter os coeficientes de reflexão, juntamente com as relações de recorrência

(3.32) e (3.33), é conhecido como algoritmo de Levinson (ver Jones et al. [13, 16]).

Serão utilizadas algumas propriedades do núcleo de Fejér na demonstração do próximo resul-

tado. Por isso, apresentaremos sua definição.

Definição 5.1. A função

ΦN(t) =
1

2πN

(
sen(Nt/2)

sen(t/2)

)2

,

é conhecida como núcleo de Fejér de ordem N − 1.

Algumas propriedades da função ΦN(t) são

(i) ΦN(t) ≥ 0 e ΦN(t) = ΦN(−t),

(ii)

∫ π

−π
ΦN(t)dt = 1 , para todo N ∈ N ,

(iii) Seja f : R −→ R cont́ınua com peŕıodo 2π. Então,

lim
N→∞

∫ π

−π
ΦN(t)f(x− t)dt = f(x) .

As demonstrações dessas propriedades serão aqui omitidas, mas podem ser encontradas em

[9, 11].

O próximo resultado, demonstrado por Jones et al. em [13], garante que a medida ψN(z)

definida por (5.4) converge “fracamente” para a medida ψ(z) definida por (5.2).

Teorema 5.1. A medida ψN converge “fracamente” para a medida discreta ψ. Isto significa que

lim
N→∞

∫ 2π

0

f(eiθ)dψN(eiθ) =

∫ 2π

0

f(eiθ)dψ(eiθ) ,

para toda f cont́ınua no ćırculo unitário Γ.

Demonstração: Tomemos ε > 0 tal que ωj /∈ [ωs − ε, ωs + ε] para j 6= s. Então, escrevendo

dψN(eiθ) =
1

2πN

∣∣∣∣∣
N−1∑
m=0

x(m)eimθ

∣∣∣∣∣
2

dθ =
1

2πN
|XN(eiθ)|dθ ,

de (5.1) e utilizando a soma da série geométrica, obtemos

XN(eiθ) =
N−1∑
m=0

x(m)eimθ =
I∑

j=−I

γj

(
N−1∑
m=0

eim(ωj−θ)

)
=

I∑
j=−I

γj

(
1− eiN(ωj−θ)

1− ei(ωj−θ)

)
,

onde w0 = 0 e γ0 é como em (5.1). Assim,∫ ωs+ε

ωs−ε
f(eiθ)dψN(eiθ) =

1

2πN

∫ ωs+ε

ωs−ε
f(eiθ)|XN(eiθ)|2dθ

=
1

2πN

∫ ωs+ε

ωs−ε
f(eiθ)

∣∣∣∣∣
I∑

j=−I

γj
1− eiNωj z−N

1− eiωj z−1

∣∣∣∣∣
2

dθ (5.6)
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=
1

2πN

∫ ωs+ε

ωs−ε
f(eiθ)

(
I∑

j=−I

γj
1− eiN(ωj−θ)

1− ei(ωj−θ)

)(
I∑

m=−I

γm
1− eiN(ωm−θ)

1− ei(ωm−θ)

)
dθ .

Agora, considerando m = j = s na última expressão, obtemos

1

2πN

∫ ωs+ε

ωs−ε
f(eiθ)|γs|2

∣∣∣∣1− eiN(ωs−θ)

1− ei(ωs−θ)

∣∣∣∣2 dθ
=
|γs|2

2πN

∫ −ε

ε

−f(ei(ωs−θ))

∣∣∣∣1− eiNθ

1− eiθ

∣∣∣∣2 dθ =
|γs|2

2πN

∫ ε

−ε
f(ei(ωs−θ))

∣∣∣∣1− eiNθ

1− eiθ

∣∣∣∣2 dθ
=
|γs|2

2πN

∫ ε

−ε
f(ei(ωs−θ))

(
sen(Nθ/2)

sen(θ/2)

)2

dθ .

Utilizando as propriedades do núcleo de Fejér, conclúımos que

lim
N→∞

|γs|2

2πN

∫ ε

−ε
f(ei(ωs−θ))

(
sen(Nθ/2)

sen(θ/2)

)2

dθ = |γs|2f(eiωs) .

Além disso, os termos restantes do lado direito de (5.6) são de ordem O(1/N) se j 6= m e

j 6= s, e são iguais a s e de ordem O(1/
√
N) se j ou m são iguais a s (não simultaneamente).

Portanto, temos

lim
N→∞

1

N

∫ ωs−ε

ωs−ε
f(eiθ)dψN(eiθ) = |γs|2f(eiωs) .

Agora, note que podemos particionar o intervalo [0, 2π] de modo a obtermos [ωs− ε, ωs + ε] como

um intervalo contido nessa partição. Assim, temos que

lim
N→∞

∫ 2π

0

f(eiθ)dψN(θ) =

∫ 2π

0

f(eiθ)dψ(θ) .

O próximo resultado, cuja demonstração pode ser encontrada, em parte, em Jones et al. [16],

Levinson [17] e em Pan e Saff [18], nos diz que, como a medida ψN(z) converge para ψ(z), os

polinômios de Szegő ρn(ψN , z), n ≤ n0, associados à medida ψN(z), convergem para os polinômios

de Szegő ρn(ψ, z). Além disso, as ráızes do polinômio ρn0(ψ, z) são os pontos de freqüência ξj.

Se n > n0, então n0 ráızes de ρn(ψN , z) tendem para ξm e n− n0 ráızes satisfazem |z| < Kn < 1.

Este é um resultado sobre os polinômios de Szegő bastante utilizado para o estudo das soluções

do problema de análise de freqüência.

Teorema 5.2. (i) Para cada n fixo, 1 ≤ n ≤ n0,

lim
N→∞

ρn(ψN , z) = ρn(ψ, z) , z ∈ C ,
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onde ρn(ψ, z) é o polinômio de Szegő mônico de grau n associado à medida discreta ψ. Em

particular,

lim
N→∞

ρn0(ψN , z) = ρn0(ψ, z) =

n0∏
m=1

(z − ξm) , z ∈ C ,

onde ξm = eiωm são os pontos de freqüência.

(ii) Para cada n < n0, existe Ln ∈ (0, 1) dependendo somente de n, tal que

|ρn(ψN , 0)| = |δ(N)
n | ≤ Ln < 1 , N = 1, 2, . . .

(iii) Para cada n > n0, as ráızes de maior módulo de ρn(ψ, z) tendem aos pontos ξm,

m = 1, 2, . . . , n0. Além disso, existe um número Ǩn < 1, dependendo somente de n tal que

as n− n0 ráızes restantes de ρn(ψN , z) pertencem ao disco |z| < Ǩn.

O próximo teorema trata de algumas informações importantes a respeito do comportamento

das ráızes de ρn(ψN , w, z), bem como sobre o comportamento dos pesos da fórmula de

quadratura associada a esses polinômios. Na demonstração desses resultados, vamos utilizar

o lema a seguir. A demonstração do lema pode ser encontrada em [16].

Lema 5.1. Seja M uma seqüência de números naturais. Então, existe uma subseqüência M1 de

M que satisfaz

(i) para todo m ≥ 1 e para todo z ∈ C,

lim
k→∞
k∈M1

ρn0+m(ψk, z) ,

denotado por ρn0+m({M1}, z), existe e a convergência é localmente uniforme em C.

(ii) Existem polinômios Um({M1}, z) tais que

ρn0+m({M1}, z) = Um({M1}, z)ρ∗n0
(ψ, z) .

Teorema 5.3. (i) Para n ≥ 1 fixo, temos

lim
N→∞

n∑
m=1

λn,m(ψN , w) =

n0∑
m=1

λm(ψ) ,

onde λm(ψ) são os módulos das amplitudes que aparecem em (5.2).

(ii) Seja n ≥ n0 fixo. Seja M uma seqüência arbitrária de números naturais e considere, também,

w um valor arbitrário tal que |w| = 1. Então, existme uma subseqüência M1 de M e um polinômio

Wn−n0(ψ,w, z) de grau n− n0 tais que

lim
N→∞
N∈M1

ρn(ψN , w, z) = Wn−n0(ψ,w, z)ρn0(ψ, z) .
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Demonstração: (i) Pelo Teorema 5.1, temos que

lim
N→∞

∫ 2π

0

dψN(eiθ) =

∫ 2π

0

dψ(eiθ) =

n0∑
m=1

λm(ψ) .

Por outro lado, como a quadratura de Szegő é exata para f(z) ≡ 1, temos∫ 2π

0

dψN(eiθ) =
n∑

m=1

λn,m(ψN , w) , para todo N .

Isto demonstra a parte (i).

(ii) Agora, fazendo m = n − n0 no Lema 5.1, temos que, a cada seqüência de números naturais

M , existem uma subseqüência M1 e uma seqüência de polinômios {Un−n0({M1}, z)}∞n−n0=1, cada

um com grau n− n0, tais que

lim
k→∞
k∈M1

ρn(ψk, z) = Un−n0({M1}, z)ρ∗n0
(ψ, z) , n ≥ n0 , (5.7)

onde a convergência é localmente uniforme em C.

Lembrando que ρn(ψk, w, z) = ρn(ψk, z) + wρ∗n(ψk, z), temos que

lim
k→∞
k∈M1

ρn(ψk, w, z) = lim
k→∞
k∈M1

ρn(ψk, z) + w lim
k→∞
k∈M1

ρ∗n(ψk, z) .

Usando a expressão (5.7), obtemos

lim
k→∞
k∈M1

ρn(ψk, w, z) = Un−n0({M1}, z)ρ∗n0
(ψ, z) + wzn−n0Un−n0({M1}, 1/z)ρn0(ψ, z) .

Logo,

lim
k→∞
k∈M1

ρn(ψk, w, z) = ρn0(ψ, z)

(
Un−n0({M1}, z)

ρ∗n0
(ψ, z)

ρn0(ψ, z)
+ wU∗n−n0

({M1}, z)
)
. (5.8)

Agora, usando o fato que ρn0(ψ, z) = ±ρ∗n0
(ψ, z) (veja (5.3) e para maiores detalhes veja [16]),

temos que
ρ∗n0

(ψ, z)

ρn0(ψ, z)
= (−1)L ,

onde L = 0 se γ0 = 0 e L = 1 se γ0 > 0 e γ0 é dado na expressão (5.1). Portanto, (5.8) implica

que

lim
k→∞
k∈M1

ρn(ψk, w, z) = Wn−n0(ψ,w, z)ρn0(ψ, z) ,

onde Wn−n0(ψ,w, z) = (−1)LUn−n0({M1}, z) + wU∗n−n0
({M1}, z).
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Denotemos por ξ1, ξ2, . . . , ξn0 e ξn0+1(w), ξn0+2(w), . . . , ξn(w) as ráızes de ρn0(ψ, z) e

Wn−n0(ψ, z), respectivamente. Podemos supor que

lim
N→∞

zn,m(ψN , w) = ξm , m = 1, 2, . . . , n0

e

lim
N→∞

zn,m(ψN , w) = ξm(w) , m = n0 + 1, n0 + 2, . . . , n ,

onde qualquer das ráızes de Wn−n0(ψ,w, z) pode ou não coincidir com os pontos de freqüência, ou

seja, com as ráızes de ρn0(ψ, z). Os próximos resultados sobre o comportamento de λn,m(ψN , w)

podem ser encontrados em [7].

Teorema 5.4. Seja n > n0. Se a subseqüência {zn,m(ψN , w) : N ∈M1} converge para um ponto

diferente de um ponto de freqüência, então

lim
N→∞
N∈M1

λn,m(ψN , w) = 0 .

Demonstração: Considerando os polinômios de Szegő ortonormais, de modo análogo ao que foi

descrito para obter (2.13) (ver [21]), obtemos

λn,m(ψN , w) =

(
n∑
j=0

|ϕj(ψ, zn,m(ψN , w))|2
)−1

. (5.9)

Observando que |ϕn0(ψN , zn,m(ψN , w))|2 é um termo da soma no denominador, e lembrando

que ϕn0(ψN , z) é um polinômio de Szegő ortonormal, ou seja, pode ser escrito como

ϕn0(ψN , z) =

(
n0∏
j=1

(1− |ρj(ψN , 0)|2)

)−1/2

ρn0(ψN , z) ,

onde
(∏n0

j=1(1− |ρj(ψN , 0)|2)
)−1/2

é a norma de ρn0(ψn, z), temos

|ϕn0(ψN , zn,m(ψN , w))|2 =
|ρn0(ψN , zn,m(ψN , w))|2∏n0

j=1(1− |ρj(ψN , 0)|2)
.

Note que

|ρn0(ψN , zn,m(ψN , w))| −→ |ρn0(ψ, ξm)| , N →∞

que é diferente de zero desde que ξm não seja um ponto de freqüência. Interessante observar que

|ρn0(ψN , 0)| −→ 1 ,



5.2. Resultados preliminares 62

pois ρn0(ψN , 0) = ±ρ∗n0
(ψN , 0) = ±1. Logo, temos que

lim
N→∞
N∈M1

|ϕn0(ψN , zn,m(ψN , w))|2 = ∞ .

Portanto, de (5.9), temos que lim
N→∞
N∈M1

λn,m(ψN , w) = 0 .

Consideremos os seguintes polinômios

LNk (z) =
(z − zn,1(ψN , w)) . . . (z − zn,k−1(ψN , w))

(zn,k(ψN , w)− zn,1(ψN , w)) . . . (zn,k(ψN , w)− zn,k−1(ψN , w))

× (z − zn,k+1(ψN , w)) . . . (z − zn,n(ψN , w))

(zn,k(ψN , w)− zn,k+1(ψN , w)) . . . (zn,k(ψN , w)− zn,n(ψN , w))
. (5.10)

Utilizando os polinômios T jn(z) definidos por

T jn(z) = (z − zn,1(ψN , w)) . . . (z − zn,j−1(ψN , w))(z − zn,j+1(ψN , w)) . . .

(z − zn,n0+j−1(ψN , w))(z − zn,n0+j+1(ψN , w)) . . . (z − zn,n(ψN , w))

para j = 1, 2, . . . , p, podemos escrever

LNj (z) =
(z − zn,n0+j(ψN , w))T jn(z)

(zn,j(ψN , w)− zn,n0+j(ψN , w))T jn(zn,j(ψN , w))

e

LNn0+j(z) =
(z − zn,j(ψN , w))T jn(z)

(zn,n0+j(ψN , w)− zn,j(ψN , w))T jn(zn,n0+j(ψN , w))
,

para j = 1, 2, . . . , p.

Dáı, temos que

LNj (z) + LNn0+j(z) =
T jn(z)Pj(z)

T jn(zn,j(ψN , w))T jn(zn,n0+j(ψN , w))
, (5.11)

onde

Pj(z) =
z − zn,n0+j(ψN , w)

zn,j(ψN , w)− zn,n0+j(ψN , w)
T jn(zn,n0+j(ψN , w))

− z − zn,j(ψN , w)

zn,j(ψN , w)− zn,n0+j(ψN , w)
T jn(zn,j(ψN , w))

para j = 1, 2, . . . , p. Note que, para z = zn,j(ψN , w), temos

Pj(zn,j(ψN , w)) = T jn(zn,n0+j(ψN , w)) .

Utilizando os resultados acima, podemos demonstrar o seguinte teorema.
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Teorema 5.5. Suponhamos que ξn0+m(w) = ξm para m = 1, 2, . . . , p e que ξ1, . . . , ξn0 ,

ξn0+p+1(w), . . . , ξn(w) sejam pontos distintos. Então, para N ∈M1,

lim
N→∞
N∈M1

(λn,m(ψN , w) + λn,n0+m(ψN , w)) = λm(ψ) , para m = 1, 2, . . . , p ,

lim
N→∞
N∈M1

λn,m(ψN , w) = λm(ψ) , para m = p+ 1, . . . , n0 ,

lim
N→∞
N∈M1

λn,m(ψN , w) = 0 , para m = n0 + p+ 1, . . . , n .

Em particular, se as ráızes de Wn−n0(ψ,w, z)ρn0(ψ, z) são simples, então, para N ∈M1,

lim
N→∞
N∈M1

λn,m(ψN , w) = λm(ψ) , para m = 1, . . . , n0 ,

lim
N→∞
N∈M1

λn,m(ψN , w) = 0 , para m = n0 + 1, . . . , n .

Demonstração: Suponhamos que zn,m(ψN , w) → ξm, quando N → ∞ para m = 1, 2, . . . , n0 e

m = n0 + p+1, . . . , n e, além disso, que zn,n0+j(ψN , w) → ξj, quando N →∞ para j = 1, 2, . . . , p

com 1 ≤ p ≤ n0.

Suponhamos, ainda, que ξk 6= ξm para k = n0 + p + 1, . . . , n e m = 1, . . . , n0 e, também, que

os pontos ξn0+p+1, . . . , ξn sejam distintos, ou seja, as ráızes de Wn−n0(ψ,w, z)ρn0(ψ, z) que são

pontos de freqüência têm multiplicidade no máximo 2 e aqueles que não são pontos de freqüência

são simples.

De (5.11), temos que

lim
N→∞
N∈M1

[LNj (z) + LNn0+j(z)] =
T jn(z)Pj(z)

(T jn(ξj))2
.

Lembrando que zn,m(ψN , w) → ξm param = 1, 2, . . . , n0 em = n0+p+1, . . . , n e zn,n0+j(ψN , w) →

ξj para j = 1, 2, . . . , p com 1 ≤ p ≤ n0, obtemos, de (5.10) que

lim
N→∞
N∈M1

LNm(z) = πm(z) ,

com

πm(z) =
(z − ξ1)

2 . . . (z − ξp)
2(z − ξp+1) . . . (z − ξm−1)(z − ξm+1) . . . (z − ξn)

(ξm − ξ1)2 . . . (ξm − ξp)2(ξm − ξp+1) . . . (ξm − ξm−1)(ξm − ξm+1) . . . (ξm − ξn)
.

Observemos, agora, que

Tmn (ξm)Pm(ξm)

(Tmn (ξm))2
= 1 , m = 1, 2, . . . , p
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e, também, que
Tmn (ξk)Pm(ξk)

(Tmn (ξm))2
= 0 , k 6= m.

Note, ainda, que πm(ξk) = 0 para k 6= m e πm(ξm) = 1 para m = p + 1, . . . , n0 e

m = n0 + p+ 1, . . . , n. Dáı, temos que

lim
N→∞

[λn,m(ψN , w) + λn,n0+m(ψN , w)] = lim
N→∞

[∫
Γ

(LNm(z) + LNn0+m(z))dψN(z)

]
=

n∑
k=1

λk(ψ)
Tmn (ξk)Pm(ξk)

(Tmn (ξm))2
= λm(ψ)

para m = 1, 2, . . . , p. Por outro lado,

lim
N→∞

λn,m(ψN , w) = lim
N→∞

∫
Γ

LNm(z)dψN(z) =
n∑
k=1

λk(ψ)πm(ξk) = λm(ψ)

para m = p+ 1, . . . , n0 e, por fim,

lim
N→∞

λn,m(ψN , w) =
n∑
k=1

λk(ψ)πm(ξk) = 0

para k 6= m com m = n0 + p+ 1, . . . , n.

Agora, se as ráızes de ρn(ψN , w, z) são todas simples, temos que

LNm(z) =
(z − zn,1(ψN , w)) . . . (z − zn,m−1(ψN , w))

(zn,m(ψN , w)− zn,1(ψN , w)) . . . (zn,m(ψN , w)− zn,m−1(ψN , w))

× (z − zn,m+1(ψN , w)) . . . (z − zn,n(ψN , w))

(zn,m(ψN , w)− zn,m+1(ψN , w)) . . . (zn,m(ψN , w)− zn,n(ψN , w))

e

πm(z) =
(z − ξ1) . . . (z − ξm−1)(z − ξm+1) . . . (z − ξn)

(ξm − ξ1) . . . (ξm − ξm−1)(ξm − ξm+1) . . . (ξm − ξn)
.

Assim,

lim
N→∞

λn,m(ψN , w) = lim
N→∞

∫
Γ

LNm(z)dψN(z) =
n∑
k=1

λk(ψ)πm(ξk) = λm(ψ)

para m = 1, . . . , n0 e

lim
N→∞

λn,m(ψN , w) = 0

para m = n0 + 1, . . . , n.

Uma conseqüência imediata dos teoremas anteriores é dada pelo seguinte resultado (ver [3]).

Teorema 5.6. Seja ε > 0 tal que os intervalos Yj(ε) = (ωj−ε, ωj+ε), j = 1, 2, . . . , n0, satisfazem

Yj(ε) ⊂ (0, 2π) e ωk /∈ Yj(ε) se k 6= j .
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Consideremos Ŷ (ε) = [0, 2π]\
⋃n0

j=1 Yj(ε). Então

lim
N→∞

∑
θn,k(ψN ,w)∈Yj(ε)

λn,k(ψN , w) = λj(ψ) , j = 1, 2, . . . , n0 ,

lim
N→∞

∑
θn,k(ψN ,w)∈Ŷj

λn,k(ψN , w) = 0 .

Demonstração: Note que Yj(ε) contém apenas uma freqüência para j = 1, 2, . . . , n0. Observe,

ainda, que Ŷ (ε) não contém valores ωj que sejam freqüências. Assim, pelo Teorema 5.4, temos

lim
N→∞

λn,m(ψN , w) = 0 .

Logo,

lim
N→∞

∑
θn,k(ψN ,w)∈Ŷj

λn,k(ψN , w) = 0 .

Utilizando o mesmo argumento para θn,k(ψN , w) ∈ Yk(ε), tal que θn,k(ψN , w) 6= ωj, temos pelo

Teorema 5.4, que limN→∞ λn,k(ψN , w) = 0 e, pelo Teorema 5.5, que λn,j(ψN , w) = λj(ψ). Assim,

para j = 1, 2, . . . , n0,

lim
N→∞

∑
θn,k(ψN ,w)∈Yj(ε)

λn,k(ψN , w) = λj(ψ) .

Posteriormente, vamos demonstrar o Teorema 5.8 sobre as ráızes dos polinômios para-ortogo-

nais, encontrado em [3], que afirma que para cada N , podemos identificar as ráızes zn,m(ψN , w),

m = 1, 2, . . . , n0, de ρn(ψN , w, z) tal que limN→∞ zn,m(ψN , w) = ξm. Mas, para sua demon-

stração, precisaremos de um resultado sobre os polinômios definidos em [3] pela seguinte relação

de recorrência

Qm(n, ψ, w, z) = zQm−1(n, ψ, w, z) + zwδn+1−mQ
∗
m−1(n, ψ, w, z) , m = 1, 2, . . . , n ,

com Q0(n, ψ, w, z) = Q∗
0(n, ψ, w, z) = 1, δn = ρn(ψ, 0) e |w| = 1.

Observe que Qm(n, ψ, w, z) é mônico e de grau n. Dessa relação, podemos obter alguns resulta-

dos. Para simplificar a notação, nas demonstrações que envolverem os polinômios Qm(n, ψ, w, z)

vamos denotá-los simplesmente por Qm.

Teorema 5.7. (i) Para qualquer z no disco fechado ({z : |z| ≤ 1}),

|Qm(n, ψ, w, z)| ≤ |z|
m∏
j=1

(1 + |δn+1−j|) (5.12)
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e

0 <
m∏
j=1

(1− |δn+1−j|) ≤ |Q∗
m(n, ψ, w, z)| ≤

m∏
j=1

(1 + |δn+1−j|) , (5.13)

para m = 1, 2, . . . , n.

(ii) As m ráızes de Qm(n, ψ, w, z) estão todas no disco unitário aberto ({z : |z| < 1}).

(iii) ρn(ψ,w, z) = Qm(n, ψ, w, z)ρn−m(ψ, z) + wQ∗
m(n, ψ, w, z)ρ∗n−m(ψ, z), para m = 1, 2, . . . , n.

Demonstração: (i) Como

Qm = zQm−1 + zwδn+1−mQ
∗
m−1 ,

temos que

Q∗
m = Q∗

m−1 + wδn+1−mQm−1 .

Por indução, para m = 1 temos

|Q1| = |zQ0 + zwδnQ
∗
0| = |z + zwδn| = |z||1 + wδn| ≤ |z|(1 + |δn|) .

Logo,

|Q1| ≤ |z|
1∏
j=1

(1 + |δn+1−j|) .

Temos, ainda, que Q∗
1 = Q∗

0 + wδnQ0 = 1 + wδn, o que implica que |Q∗
n| ≤ 1 + |δn|. Agora,

como |δn| < 1, temos 1− |δn| ≥ 0, de onde obtemos

0 < 1− |δn| ≤ |Q∗
1| ≤ 1 + |δn| .

Portanto, as afirmações em (i) são válidas para m = 1. Suponhamos, agora, que valem também

para m− 1, ou seja,

|Qm−1| ≤ |z|
m−1∏
j=1

(1 + |δn+1−j|)

e

0 <
m−1∏
j=1

(1− |δn+1−j|) ≤ |Q∗
m−1| ≤

m−1∏
j=1

(1 + |δn+1−j|) , m = 1, 2, . . . , n .

Primeiramente, provemos que (5.12) vale para m. Temos que

|Qm| = |zQm−1 + zwδn+1−mQ
∗
m−1| = |z||Qm−1 + wδn+1−mQ

∗
m−1|

≤ |z|(|Qm−1|+ |δn+1−m||Q∗
m−1|) .
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Logo, pelas hipóteses de indução,

|Qm| ≤ |z|

(
|z|

m−1∏
j=1

(1 + |δn+1−j|) + |δn+1−m|
m−1∏
j=1

(1 + |δn+1−j|)

)
,

o que implica em

|Qm| ≤ |z|
m−1∏
j=1

(1 + |δn+1−j|)(|z|+ |δn+1−m|) ≤ |z|
m−1∏
j=1

(1 + |δn+1−j|)(1 + |δn+1−m|) .

Portanto,

|Qm| ≤ |z|
m∏
j=1

(1 + |δn+1−j|) .

Agora, provemos que (5.13) é válida para m. Note que

Q∗
m

Q∗
m−1

= 1 + wδn+1−m
Qm−1

Q∗
m−1

.

Logo, ∣∣∣∣ Q∗
m

Q∗
m−1

∣∣∣∣ ≤ 1 + |δn+1−m|
∣∣∣∣Qm−1

Q∗
m−1

∣∣∣∣ ≤ 1 + |δn+1−m| .

Agora, como |δn+1−m| < 1, temos que 1−|δn+1−m| ≥ 0 o que implica que 1−|δn+1−m| ≤
∣∣∣∣ Q∗

m

Q∗
m−1

∣∣∣∣ .
Assim, obtemos

1− |δn+1−m| ≤
∣∣∣∣ Q∗

m

Q∗
m−1

∣∣∣∣ ≤ 1 + |δn+1−m| ,

ou seja,

(1− |δn+1−m|)|Q∗
m−1| ≤ |Q∗

m| ≤ (1 + |δn+1−m|)|Q∗
m−1| ,

e, assim,
m∏
j=1

(1− |δn+1−j|) ≤ |Q∗
m| ≤

m∏
j=1

(1 + |δn+1−j|) .

Para verificar (i) basta mostrar que

∣∣∣∣Qm

Q∗
m

∣∣∣∣ < 1. De fato, para m = 1, temos

∣∣∣∣Q1

Q∗
1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣z(1 + wδ1)

1 + wδ1

∣∣∣∣ = |z|
∣∣∣∣1 + wδ1

1 + wδ1

∣∣∣∣ = |z| ,

de onde obtemos ∣∣∣∣Q1

Q∗
1

∣∣∣∣ = |z| < 1 ⇒
∣∣∣∣Q1

Q∗
1

∣∣∣∣ < 1 .

Note que, como w = x+ iy e δ1 = r + is, temos∣∣∣∣1 + wδ1

1 + wδ1

∣∣∣∣ =

√
(1 + xr + ys)2 + (ry − xs)2

(1 + xr + ys)2 + ((−1)(ry − xs))2
= 1 , ∀ x, y, r, s ∈ R .
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Suponhamos, para m− 1, que

∣∣∣∣Qm−1

Q∗
m−1

∣∣∣∣ ≤ 1. Provemos para m.

|Qm| =

∣∣∣∣∣
m∏
j=1

(z − ξj)

∣∣∣∣∣ =
m∏
j=1

|z − ξj| = |z − ξm|
m−1∏
j=1

|z − ξj| <
∣∣∣∣z − 1

ξm

∣∣∣∣m−1∏
j=1

|z − ξj|

<

∣∣∣∣z − 1

ξm

∣∣∣∣m−1∏
j=1

∣∣∣∣z − 1

ξj

∣∣∣∣ =
m∏
j=1

∣∣∣∣z − 1

ξj

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
m∏
j=1

(z − ξ−1
m )

∣∣∣∣∣ = |Q∗
m| ,

ou seja,

|Qm| < |Q∗
m .

Novamente, vamos utilizar indução para demonstrar a parte (iii). Assim, para m = 1,

Q1ρn−1(ψ, z) + wQ∗
1ρ
∗
n−1(ψ, z) = z(1 + wδn)ρn−1(ψ, z) + w(1 + wδn)ρ

∗
n−1(ψ, z)

= zρn−1(ψ, z) + zwδnρn−1(ψ, z) + wρ∗n−1(ψ, z) + δnρ
∗
n−1(ψ, z)

= zρn−1(ψ, z) + δnρ
∗
n−1(ψ, z) + w(zδnρn−1(ψ, z) + ρ∗n−1(ψ, z))

= ρn(ψ, z) + w(zδnρn−1(ψ, z) + ρ∗n−1(ψ, z))

= ρn(ψ, z) + wρ∗n(ψ, z)

= ρn(ψ,w, z) .

Agora, suponhamos que a propriedade seja válida para m− 1, ou seja,

ρn(ψ,w, z) = Qm−1ρn−m+1(ψ, z) + wQ∗
m−1ρ

∗
n−m+1(ψ, z) = ρn(ψ, z) + wρ∗n(ψ, z) .

Vamos, então, verificar a propriedade para m. Assim,

Qmρn−m(ψ, z) + wQ∗
mρ

∗
n−m(ψ, z) = zQm−1ρn−m(ψ, z) + zwδn+1−mQ

∗
m−1ρn−m(ψ, z)

+wQ∗
m−1ρ

∗
n−m(ψ, z) + δn+1−mQm−1ρ

∗
n−m(ψ, z)

= (zρn−m(ψ, z) + δn+1−mρ
∗
n−m(ψ, z))Q∗

m−1

+w(δn+1−mρn−m(ψ, z) + ρ∗n−m(ψ, z))Q∗
m−1

= ρn−m+1(ψ, z)Qm−1 + wQ∗
m−1ρ

∗
n−m+1(ψ, z)

= ρn(ψ,w, z) ,

o que verifica (iii).

Agora estamos em condições de demonstrar o seguinte resultado, que pode ser encontrado em

[3].



5.2. Resultados preliminares 69

Teorema 5.8. Seja n ≥ n0 fixo. Então, para qualquer ε > 0, existe um N(ε) tal que para todo

N ≥ N(ε), cada um dos arcos {z : |z| = 1 e |z − ξm| < ε}, m = 1, 2, . . . , n0, contém pelo menos

uma raiz de ρn(ψN , w, z).

Demonstração: Pelo Teorema 5.7, temos que

|ρn(ψN , w, z)| = |Qn−n0ρn0(ψN , z) + wQ∗
n−n0

ρ∗n0
(ψN , z)| .

Integrando essa última expressão com relação a dψ(z), obtemos∫
Γ

|ρn(ψN , w, z)|dψ(z) =

∫
Γ

|ρn0(ψN , z)||Qn−n0 + wmQ
∗
n−n0

|dψ(z)

=

n0∑
m=1

λm(ψ)|ρn0(ψN , ξm)||Qn−n0 + wmQ
∗
n−n0

| ,

onde wm = wρ∗n0
(ψN , ξm)/ρn0(ψN , ξm) para m = 1, 2, . . . , n0.

Assim,∫
Γ

|ρn(ψN , w, z)|dψ(z) ≤
n0∑
m=1

λm(ψ)|ρn0(ψN , ξm)|(|Qn−n0|+ |wm||Q∗
n−n0

|)

≤
n0∑
m=1

λm(ψ)|ρn0(ψN , ξm)|

(
|z|

n−n0∏
j=1

(1 + |δn+1−j|) + |wm|
n−n0∏
j=1

(1 + |δn+1−j|)

)
. (5.14)

Note que |wm| = 1 e, dáı, (5.14) torna-se∫
Γ

|ρn(ψN , w, z)|dψ(z) ≤ 2

(
n−n0∏
j=1

(1 + |δn+1−j|)

)
n0∑
m=1

λm(ψ)|ρn0(ψN , ξm)| .

Como lim
N→∞

ρn0(ψN , z) = ρn0(ψ, z) e |δn+1−j| < 1 para j = 1, 2, . . . , n− n0, obtemos

lim
N→∞

n0∑
m=1

λm(ψ)|ρn(ψN , ξm)| =

n0∑
m=1

λm(ψ) lim
N→∞

|ρn(ψN , ξm)| =
n0∑
m=1

λm(ψ)|ρn0(ψ, ξm)|

=

∫
Γ

|ρn0(ψN , z)|dψ(z) = lim
N→∞

∫
Γ

|ρn0(ψN , z)|dψ(z) = 0 ,

pois ξm são ráızes de ρn0(ψN , z) para m = 1, 2, . . . , n0.

Portanto, temos que

0 ≤
∫

Γ

|ρn(ψN , w, z)|dψ(z) ≤ 0 , ou seja, |ρn(ψN , w, z)| = 0 ,

de onde conclúımos que existe ao menos uma raiz do polinômio para-ortogonal no arco {z : |z| =

1 e |z − ξm| < ε}.

O próximo resultado fornece uma maneira de identificar, dentre as ráızes de ρn(ψN , w, z),

n ≥ 0, quais são as ráızes “desinteressantes”, ou seja, quais as ráızes que não convergem para

pontos de freqüência.
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Teorema 5.9. Seja n > n0 fixo. Seja M uma seqüência arbitrária de números naturais. Con-

sideremos Wn−n0(ψ,w, z) como no Teorema 5.3. Então,

(i) existe uma subseqüência M1 de M tal que, para N ∈M1,

lim
N→∞
N∈M1

Wn−n0(ψN , w1, z) = Wn−n0(ψ,w1, z) ,

(ii) se w1 6= w2, existe uma subseqüência M2 de M1 tal que, para N ∈M2,

lim
N→∞
N∈M2

Wn−n0(ψN , w1, z) = Wn−n0(ψ,w1, z)

e

lim
N→∞
N∈M2

Wn−n0(ψN , w2, z) = Wn−n0(ψ,w2, z) .

Além disso, Wn−n0(ψ,w1, z) e Wn−n0(ψ,w2, z) não tem ráızes comuns.

Demonstração: Pelo Teorema 5.3 (ii), temos que existem uma subseqüência M1 de uma

seqüência M de números naturais e um polinômio Wn−n0(ψ,w, z) de grau n− n0 tais que

lim
N→∞
N∈M1

ρn(ψN , w, z) = Wn−n0(ψ,w, z)ρn0(ψ, z) , para w ∈ C com |w| = 1 .

Dessa forma, para w1 e w2 considerados em (i) e (ii) temos, do fato acima, a garantia de

existência dos polinômios Wn−n0(ψ,w1, z) e Wn−n0(ψ,w2, z).

Provemos, agora, que Wn−n0(ψ,w1, z) e Wn−n0(w2, z) não têm ráızes comuns. Suponhamos

que Wn−n0(ψ,w1, z) e Wn−n0(ψ,w2, z) têm uma raiz comum ξ, que esteja no ćırculo unitário. O

ponto ξ pode ser igual a qualquer dos pontos de freqüência ou não. Escrevemos, então,

Wn−n0(ψ,w1, z) = (z − ξ)W̃n−n0−1(ψ,w1, z)

e

Wn−n0(ψ,w2, z) = (z − ξ)W̃n−n0−1(ψ,w2, z) .

Assim, usando a definição de polinômio para-ortogonal, obtemos

(w1 − w2)ρn(ψN , z) = w1ρn(ψN , z)− w2ρn(ψN , z)

= w1(ρn(ψN , w2, z)− w2ρ
∗
n(ψN , z))− w2(ρn(ψN , w1, z)− w1ρ

∗
n(ψN , z))

= w1ρn(ψN , w2, z)− w2ρn(ψN , w1, z) . (5.15)
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Agora, sejam zn,m(ψN , w), m = 1, 2, . . . , n0, as ráızes de ρn(ψN , w, z) tais que

lim
N→∞

zn,m(ψN , w) = ξm , para m = 1, 2, . . . , n0 .

Seja

Vn0(ψN , w, z) =

n0∏
m=1

(z − zn,m(ψN , w))

e escrevemos

ρn(ψN , w, z) = Vn0(ψN , w, z)Wn−n0(ψN , w, z) . (5.16)

Usando (5.16) e (5.15), temos

lim
N→∞
N∈M2

(w1 − w2)ρn(ψN , z)

= lim
N→∞
N∈M2

w1ρn(ψN , w2, z)− w2ρn(ψN , w1, z)

= lim
N→∞
N∈M2

(w1Vn0(ψN , w2, z)Wn−n0(ψN , w2, z)− w2Vn0(ψN , w1, z)Wn−n0(ψN , w1, z))

= w1ρn0(ψ, z)Wn−n0(ψ,w2, z)− w2ρn0(ψ, z)Wn−n0(ψ,w1, z)

= w1ρn0(ψ, z)(z − ξ)W̃n−n0−1(ψ,w2, z)− w2ρn0(ψ, z)(z − ξ)W̃n−n0−1(ψ,w1, z)

= (z − ξ)ρn0(ψ, z)(w1W̃n−n0−1(ψ,w2, z)− w2W̃n−n0−1(ψ,w1, z)) .

Logo,

lim
N→∞
N∈M2

ρn(ψN , z) = (z − ξ)ρn0(ψ, z)(w1W̃n−n0−1(ψ,w2, z)− w2W̃n−n0−1(ψ,w1, z)) .

Quando w1 6= w2, observe que temos que as ráızes de ρn(ψN ,−z) encontran-se fora ou no

ćırculo unitário, mas isso é uma contradição para o fato que n − n0 ráızes de ρn(ψN , z) estão

dentro do disco |z| ≤ Kn.

5.3 Casos especiais de polinômios para-ortogonais e aná-

lise de freqüência

O problema de análise de freqüência pode, também, ser abordado através do uso dos polinômios

ortogonais oriúndos dos polinômios para-ortogonais estudados na Seção 4.4. Nossos estudos nesta

seção estão baseados em [3].

Consideremos as seqüências de polinômios mônicos P
(κ)
n (N, x), κ = 1, 2, n = 0, 1, 2, . . ., dados

por

P
(κ)
n+1(N, x) = xP (κ)

n (N, x)− α
(κ)
n+1(N)P

(κ)
n−1(N, x) , n ≥ 1 , (5.17)
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com P
(κ)
0 (N, x) = 1, P

(κ)
1 (N, x) = x,

α
(1)
n+1(N) =

1

4
(1 + δ

(N)
n−1)(1− δ(N)

n ) e α
(2)
n+1(N) =

1

4
(1− δ(N)

n )(1 + δ
(N)
n+1) ,

com δ
(N)
n = ρn(ψN , 0) e ψN(eiθ) definida em (5.4).

Pelo Teorema 4.6, os polinômios P
(κ)
n (N, x), κ = 1, 2, são ortogonais mônicos associados à

medida positiva φ(κ)(N, x) em [−1, 1], onde

dφ(1)(N, cos(θ/2)) =
1

sen2(θ/2)
dφ(2)(N, cos(θ/2)) = −dψN(eiθ) . (5.18)

Consideremos a medida φ(x) definida por

dφ(cos(θ/2)) = −dψ(eiθ) , (5.19)

onde ψ(x) é dada pela equação (5.2). Note que podemos escrever a expressão (5.19) da seguinte

forma

dφ(x) =

n0∑
k=1

λk(ψ)δ(x− ξk) ,

onde ξk = cos(ωk/2) e λk(ψ) são como na expressão (5.2).

Da relação entre P
(κ)
n (x) e R

(κ)
n (z), com x = (1/2)(z1/2 + z−1/2), temos

P (1)
n (N, x(z)) = (4z)−n/2R(1)

n (N, z) = (4z)−n/2
(
ρn(ψN , 1, z)

1 + ρn(ψN , 0)

)
e

P (2)
n (N, x(z)) = (4z)−n/2R(2)

n (N, z) = (4z)−n/2
(

ρn+1(ψN ,−1, z)

(z − 1)(1 + ρn+1(ψN , 0))

)
.

Como o Teorema 4.6 fornece informações a respeito do comportamento das ráızes e dos pesos

das fórmulas de quadratura associadas aos polinômios P
(1)
n (x) e P

(2)
n (x), respectivamente, vamos

nos restringir ao estudo apenas dos polinômios P
(1)
n (x), pois os resultados e demonstrações para

os polinômios P
(2)
n (x) são análogos.

O próximo resultado fornece algumas informações sobre o comportamento assintótico da me-

dida φ(1)(N, x) e dos polinômios P
(1)
n (N, x), quando 1 ≤ n ≤ n0 e N →∞.

Teorema 5.10. (i)

lim
N→∞

∫ 1

−1

g(x)dφ(1)(N, x) =

∫ 1

−1

g(x)dφ(x) ∀ g ∈ C[−1, 1] . (5.20)
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(ii) Para cada n fixo, 1 ≤ n ≤ n0,

lim
N→∞

P (1)
n (N, x) = Pn(φ, x) , x ∈ [−1, 1] ,

onde Pn(φ, x) são os polinômios ortogonais com relação à medida φ(x). Em particular, temos

lim
N→∞

P (1)
n0

(N, x) = Pn0(φ, x) =

n0∏
m=1

(x− ξm) , x ∈ [−1, 1] ,

onde ξm = cos(ωm/2).

Demonstração: (i) Substituindo x = cos(θ/2) no lado esquerdo de (5.20) obtemos

lim
N→∞

∫ 1

−1

g(x)dφ(1)(N, x) = lim
N→∞

∫ 0

2π

g(cos(θ/2))dφ(1)(N, cos(θ/2)) .

Como dφ(1)(N, cos(θ/2)) = −dψN(eiθ) e tomando g(cos(θ/2)) = f(eiθ) temos

lim
N→∞

∫ 0

2π

g(cos(θ/2))dφ(1)(N, cos(θ/2)) = lim
N→∞

∫ 2π

0

f(eiθ)dψN(eiθ) .

Pelo Teorema 5.1, a expressão acima torna-se

lim
N→∞

∫ 2π

0

f(eiθ)dψN(eiθ) =

∫ 2π

0

f(eiθ)dψ(eiθ) =

∫ 0

2π

f(eiθ)(−dψ(eiθ))

e, novamente usando −dψ(eiθ) = dφ(1)(cos(θ/2)) e f(eiθ) = g(cos(θ/2)), temos que a expressão

acima torna-se ∫ 0

2π

f(eiθ)(−dψ(eiθ)) =

∫ 0

2π

g(cos(θ/2))dφ(1)(cos(θ/2)) .

Substituindo x = cos(θ/2) na expressão anterior, obtemos∫ 0

2π

g(cos(θ/2))dφ(1)(cos(θ/2)) =

∫ 1

−1

g(x)dφ(1)(ψN , x) .

Portanto, (5.20) é válida.

(ii) Temos, da relação entre os polinômios P
(1)
n (x) e R

(1)
n (z), que

lim
N→∞

P (1)
n (N, x) = lim

N→∞
(4z)−n/2R(1)

n (ψN , z) = (4z)−n/2 lim
N→∞

R(1)
n (ψN , z)

= (4z)−n/2 lim
N→∞

(
ρn(ψN , z) + ρ∗n(ψN , z)

1 + ρn(ψN , 0)

)
.

Pelo Teorema 5.2, obtemos

(4z)−n/2 lim
N→∞

(
ρn(ψN , z) + ρ∗n(ψN , z)

1 + ρn(ψN , 0)

)
= (4z)−n/2R(1)

n (ψ, z) = P (1)
n (x) .

Em particular, para n = n0, a demonstração é análoga e segue imediatamente.
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Consideremos, agora, as fórmulas de quadratura gaussianas relacionadas a P
(κ)
n (N, x)∫ 1

−1

f(x)dφ(κ)(x) =
n∑

m=1

W (κ)
n,m(N)f(x(κ)

n,m(N)) , f ∈ Π2n−1 , (5.21)

onde x
(κ)
n,m(N) são as ráızes de P

(κ)
n (N, x). Do Teorema 4.8, temos que

x(1)
n,m(N) = cos(θn,m(ψN , 1)/2)

m = 1, 2, . . . , n . (5.22)

W (1)
n,m(N) = λn,m(ψN , 1)

Como as freqüências ωk estão ordenadas da forma

0 < ω1 < ω2 < . . . < ωn0−1 < ωn0 < 2π ,

então ξk = cos(ωk/2) são ordenados como segue

−1 < ξn0 < ξn0−1 < . . . < ξ2 < ξ1 < 1 .

Ordenemos os zeros de P
(κ)
n (N, x) da seguinte forma

−1 < x(κ)
n,n(N) < x

(κ)
n,n−1(N) < . . . < x

(κ)
n,2(N) < x

(κ)
n,1(N) < 1 .

Utilizando as relações (5.22) e ξm = cos(ωm/2), m = 1, 2, . . . , n nos Teoremas 5.6 e 5.8,

obtemos o seguinte resultado que pode ser utilizado para aproximar os pontos de freqüência e os

módulos das amplitudes de um dado sinal através dos nós e dos pesos da fórmula de quadratura

(5.21).

Teorema 5.11. Seja n ≥ n0 fixo.

(i) Para qualquer ε > 0, existe N(ε) tal que, para todo N ≥ N(ε), cada intervalo da forma

(ξm − ε, ξm + ε), m = 1, 2, . . . , n0, contém pelo menos uma raiz de P
(1)
n (N, x).

(ii) Seja ε > 0 tal que os intervalos ∆j(ε) = (ξj − ε, ξj + ε), j = 1, 2, . . . , n0, satisfazem

∆j(ε) ⊂ (−1, 1) e ξk /∈ ∆j(ε) se k 6= j .

Se ∆̂(ε) = [0, 2π]\
⋃n0

j=1 ∆j(ε), então

lim
N→∞

∑
x
(1)
n,k∈∆j(ε)

W
(1)
n,k(N) = λj(ψ) , e lim

N→∞

∑
x
(1)
n,k∈∆̂(ε)

W
(1)
n,k(N) = 0 .
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Observe que a primeira parte deste resultado indica, que para cada N , podemos identificar

uma raiz, x
(1)
m (N), m = 1, 2, . . . , n0, de P

(1)
n (N, x) tal que a seqüência {x(1)

m (N)}∞N=1 tem como

limite o ponto de freqüência ξm, observando se lim
∑
W

(1)
n,k(N) 6= 0. A parte (ii) fornece uma

maneira de encontrar o módulo das amplitudes λj(ψ).

No próximo resultado observamos o comportamento de seqüências convergentes de ráızes

distintas dos polinômios P
(1)
n (N, x).

Teorema 5.12. Seja n ≥ n0 fixo. Consideremos M uma seqüência de números naturais e, para

cada N ∈M , seja y(1, n) > y(2, n) > y(3, n) três ráızes distintas de P
(1)
n (N, x) tais que os limites

lim
N→∞
N∈M

y(j,N) = y(j) , j = 1, 2, 3 ,

existem. Então,

(i) se duas seqüências de ráızes têm um limite comum, este limite deve ser igual a um ponto de

freqüência, isto é

lim
N→∞
N∈M

y(1, N) = lim
N→∞
N∈M

y(2, N) = ξm , para algum m = 1, 2, . . . , n0 ,

(ii) as três seqüências acima não podem ter o mesmo limite.

Demonstração: Pela definição dos polinômios P
(1)
n (N, x(z)) e P

(2)
n (N, x(z)), temos que

P (1)
n (N, x(z)) = (4z)−n/2

(
ρn(ψN , 1, z)

1 + ρn(ψN , 0)

)
e

P
(2)
n−1(N, x(z)) = (4z)−(n−1)/2

(
ρn(ψN ,−1, z)

(z − 1)(1− ρn(ψN , 0))

)
.

Lembrando que

x(z) =
z1/2 + z−1/2

2
,

obtemos, do Teorema 5.3, que existe uma subseqüência M2 de M tal que

lim
N→∞
N∈M2

P (1)
n (N, x) = lim

N→∞
N∈M2

(4z)−n/2
ρn(ψN , 1, z)

1 + ρn(ψN , 0)

= lim
N→∞
N∈M2

(4z)−n/2
Wn−n0(ψN , 1, z)

∏n0

m=0(z − zn,m(ψN , 1))

1 + ρn(ψN , 0)

= (4z)−n/2
Wn−n0(ψ, 1, z)

1 + ρn(ψN , 0)

n0∏
m=0

(z − ξm) ,
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de onde conclúımos que

lim
N→∞
N∈M2

P (1)
n (N, x) = Q

(1)
n−n0

(x)

n0∏
m=0

(x− ξm) .

Repetindo o mesmo argumento para P
(2)
n−1(x), obtemos

lim
N→∞
N∈M2

P
(2)
n−1(N, x) = Q

(2)
n−n0−1(x)

n0∏
m=0

(x− ξm) ,

onde Q
(1)
n−n0

(x) e Q
(2)
n−n0−1(x) não têm ráızes comuns.

(i) Suponhamos que y(1) = y(2) = y.

Pelo Teorema 4.7, temos que existe uma raiz ŷ(1, N) de P
(2)
n−1(N, x) tal que

y(1, N) > ŷ(1, N) > y(2, N) .

Logo,

lim
N→∞
N∈M

y(1, N) = lim
N→∞
N∈M

ŷ(1, N) = y .

Assim, comoQ
(1)
n−n0

(x) eQ
(2)
n−n0−1(x) não têm ráızes comuns, y deve ser um ponto de freqüência.

(ii) Supondo que y(1) = y(2) = y(3) = y, novamente pelo Teorema 4.7, temos que existem duas

ráızes ŷ(1, N) e ŷ(2, N) de P
(2)
n−1(N, x) tais que

y(1, N) > ŷ(1, N) > y(2, N) > ŷ(2, N) > y(3, N) .

Logo,

lim
N→∞
N∈M

y(1, N) = lim
N→∞
N∈M

ŷ(1, N) = lim
N→∞
N∈M

y(2, N) = lim
N→∞
N∈M

ŷ(2, N) = y .

Mas, isto implica que Q
(1)
n−n0

(x) e Q
(1)
n−n0−1(x) têm ráızes comuns, o que é um absurdo.

Desta forma, podemos aproximar a solução do problema de análise de freqüência, ou seja,

determinar n0, as freqüências ωj e o módulo das amplitudes λj(ψ) = |γj|, para j = 1, 2, . . . , n0.

Conhecidos N valores do sinal trigonométrico x(m) para m = 0, 1, 2, . . . , N − 1, constrúımos a

medida ψN(z) como em (5.4), os momentos como em (5.5) e calculamos os coeficientes da relação

de recorrência dos polinômios ortogonais, por exemplo, P
(1)
n (N, x). Desses coeficientes, utilizando

a matriz de Jacobi (2.10), calculamos as ráızes x
(1)
n,m(N) de P

(1)
n (N, x) e de (2.14), calculamos os

pesos W
(1)
n,m(N) da fórmula de quadratura associada. Finalmente, observando o comportamento

dos pesos e nós da quadratura e utilizando os Teoremas 5.11 e 5.12, podemos aproximar os pontos

de freqüências e suas respectivas amplitudes.
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Caṕıtulo 6

Considerações finais

Com os estudos desenvolvidos nesse trabalho, conhecemos várias propriedades interessantes dos

polinômios de Szegő como, por exemplo, resultados sobre a localização de suas ráızes e, também,

a maneira como estes estão relacionados a uma fração cont́ınua. Os polinômios de Szegő são

bastante utilizados na solução do problema de análise de freqüência. Encontramos resultados e

algoritmos nesse sentido em Jones et al. [12, 13, 15, 16] em Pan e Saff [18].

Com relação ao estudo dos polinômios para-ortogonais, dados por uma combinação linear

de um polinômio de Szegő e seu rećıproco, vimos que possuem suas ráızes no ćırculo unitário

Γ = {z ∈ C : |z| = 1}. Essa propriedade permite, por exemplo, a construção de fórmulas de

quadratura no ćırculo unitário Γ. A transformação

x(z) =
1

2
(z1/2 + z−1/2)

que trata-se de uma transformação do ćırculo unitário para o intervalo real [−1, 1], através da

qual pode-se relacionar polinômios ortogonais em [−1, 1] com polinômios para-ortogonais em Γ,

nos permitiu estudar o problema de análise de freqüência utilizando polinômios para-ortogonais

e, também, polinômios ortogonais. Baseados no comportamento das ráızes e dos pesos das regras

de quadratura associadas aos polinômios para-ortogonais e ortogonais, respectivamente, pode-se

encontrar as freqüências e amplitudes do sinal trigonométrico.

Assim, dados N valores do sinal trigonométrico x(m), para m = 0, 1, . . . , N − 1, constrúımos

a medida ψN(z), dada em (5.4), e obtemos várias maneiras de se resolver o problema de análise

de freqüência, ou seja, de determinar o valor de n0, as freqüências ωj e as amplitudes γj.

A primeira delas é construir a seqüência de polinômios de Szegő com relação a ψN(z) e, como

no Teorema 5.2, obter os pontos de freqüência.
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Outra maneira é calcular a seqüência de polinômios para-ortogonais ρn(ψN , w, z) para dife-

rentes valores de w e, utilizando os Teoremas 5.6 e 5.8, determinar n0 e aproximar os valores

dos pontos de freqüência ξj = eiωj , j = 1, 2, . . . , n0 e os valores das amplitudes. Finalmente,

como já dissemos no final do Caṕıtulo 5, podemos calcular as ráızes e os pesos da regra de

quadratura associada aos polinômios P
(1)
n (N, x) e, através dos Teoremas 5.11 e 5.12, determinar

n0 e aproximar os valores de ξj = cos(ωj/2), j = 1, 2, . . . , n0, e do módulo das amplitudes.

Uma proposta para trabalhos futuros é, por exemplo, estudar algoritmos para a obtenção dos

pesos e nós das fórmulas de quadratura e tentar encontrar uma maneira de melhorar a velocidade

de convergência de tais processos. Outro ponto interessante seria comparar os algoritmos exis-

tentes para a solução do problema de análise de freqüência através dos polinômios de Szegő com

algoritmos utilizando polinômios ortogonais. Acreditamos ser posśıvel obter resultados interes-

santes com o estudo do problema de análise de freqüência via polinômios ortogonais.
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