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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar uma aplicacao de polinomios conhecidos, como polindomios
para-ortogonais, na solu¢ao do problema de analise de freqiiéncia. Para isto, estudamos os
polinémios de Szegd que sao ortogonais no circulo unitario e que dao origem aos polinomios
para-ortogonais. Estudamos casos especiais de polindmios para-ortogonais que, através de uma
transformagao do circulo unitério no intervalo [—1, 1], estao associados a certos polindémios ortog-
onais. Apresentamos também uma abordagem do problema de analise de freqiiéncia utilizando

esses polinomios ortogonais em [—1, 1].

Palavras-chave: polinomios de Szeg0, polindmios ortogonais, polinomios para-ortogonais, ana-

lise de freqiiéncia



Abstract

The purpose of this work is to study an application of some polynomials, known as para-orthogonal
polynomials, in the solution of the frequency analysis problem. We study the Szegé polynomials
that are orthogonal polynomials on the unit circle and give origin to the para-orthogonal polyno-
mials. We investigate some special cases of para-orthogonal polynomials that are associate with
certain orthogonal polynomials on [—1,1] through a transformation from the unit circle to the
real interval [—1,1]. We also present an approach of the frequency analysis problem using these

orthogonal polynomials on [—1,1].

Keywords: Szegd polynomials, orthogonal polynomials, para-orthogonal polynomials, frequency

analysis
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Capitulo 1

Introducao

Consideremos z(m) uma fungao dada por

1

(m) = 30e™ + 3 (1 g1y M), (1.1)
j=1

onde I € N, vy >0, comng =2l +1sey >0eny=2[sey=0,w; paraj=1,2,...,1, sao
tais que,

0<w <wsy <+ <Wpge1 < Wny <27 € 2T — Wyy1—j = w; # 0

e, ainda, v; € C, satisfazendo
7n0+1—j =7 #0,

para j =1,2,...,I. A fungdo x(m) é chamada de sinal trigonométrico.

As constantes ; e w; sdo chamadas, respectivamente, de amplitude e freqiiéncia do sinal z(m)
e m representa o tempo discreto. O problema de andlise de freqiiéncia é determinar as variaveis
no, v; € w; a partir de valores observados de z(m), m =0,1,2,..., N — 1, para N > 0.

Na literatura, alguns autores utilizam o modelo acima com algumas diferengas quanto a loca-
lizagao das freqiiéncias. Em tal modelo, ver por exemplo Jones et al. [16], o sinal trigonométrico
¢é dado por

I
y(m) =Yy,

j=—1I
onde I € N, 79 > 0,7 € Ccom 0 # v ; =%, e w; sao tais que w_; = —wj, j = 1,2,..., 1 e

satisfazem

O=wy<w <wy <+ <wr<m.

Nesse caso, o problema de andlise de freqiiéncia ¢ determinar o valor de I, das amplitudes ~;

e das freqiiéncias w; a partir de valores observados de y(m), m =0,1,2,....
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Muitos fenomenos naturais podem ser representados por esses modelos, ou seja, podem ser
representados como uma superposi¢ao de um numero finito de fungoes trigonométricas.

Uma aplicagao interessante deste modelo ocorre em situagoes em que é necessario detectar um
objeto em movimento (veja [15]). Consideremos um objeto se movendo e um radar que emite,
a todo instante, ondas eletromagnéticas numa determinada freqiiéncia fr. No instante em que
essa onda atinge o objeto ela é refletida e, entao, captada pelo radar com uma determinada
freqiiencia fr desconhecida. Pode-se utilizar a andlise de freqiiéncia para determinar a freqiiéncia
desconhecida fr e estimar a distancia desse objeto ao radar e, também, sua velocidade, calculando-
se o tempo entre a onda ser lancada e seu reflexo ser captado pelo radar.

Essa teoria encontra utilidade em algumas aplicacoes médicas e, também, é muito utilizada
no processamento digital de voz.

Seja 1)(z) uma medida positiva no circulo unitario I' = {z € C : |z| = 1}, ou seja, ¥(e?),
definida em 0 < 0 < 27, é uma funcao real, limitada e nao-decrescente com infinitos pontos de

aumento tal que os momentos
27 ) )
o = / 2Mdi(z) = / e dp(e®y, m=0,1,...,
r 0

existem. Note que esta medida ¢(e) induz uma medida real ¥(6) tal que

ey = [ 1eaio).

0 0

Consideremos o seguinte produto interno

(f,9) = L(f7) = / TP d(), 2= e

Uma seqiiencia de polinomios que é ortogonal com relacao ao produto interno acima, ou seja,

uma seqiiéncia de polinémios {p,(2)}5°,, que satisfaz

/F on()om(Zd(z) =0, para n£m,

¢é chamada de seqiiéncia de polinomios ortogonais no circulo unitdario ou seqiéncia de polinomios
de Szegd (ver [14, 20, 21]).

Uma maneira de determinar as freqiiéncias em (1.1) utiliza os polinémios de Szegs. FEste
método tem origem nos trabalhos de Wiener [22] e Levinson [17] e foi desenvolvido por Jones
et al. em [13, 16] e Pan e Saff em [18]. O método é baseado no comportamento das raizes dos
polinémios de Szegd com relacdo & medida positiva ¥y (e?), construida a partir de (1.1), dada

por
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don(@?) 1 [ it
i = 5 | e

Muitos resultados sobre esta abordagem do problema de andlise de freqiiéncia podem ser encon-
trados em Jones et al. [12, 13, 15, 16].
Consideremos, aqui, uma seqiiéncia de polindmios, inicialmente estudada por Jones et al. em
[14], dada por
(P, w,2) = pn(2) +wpp(2),

onde |w| =1 e p*(z), conhecido como polinémio reciproco de p,(z), é definido por
P2 = 2Ba(1/2) = Y Ty
=0

A seqiiéncia {p, (¥, w, z)}>, é chamada de seqiiéncia de polinémios para-ortogonais. Em
Daruis et al. [7] encontramos um estudo desses polinomios ligado ao problema de andlise de
freqiiéncia.

Através da transformacgao

1 .
x(z) = 5(21/2 + 272, para z=¢€", 9 c0,27], xe[-1,1], (1.2)

estudada em Delsarte e Genin [8], pode-se relacionar polinémios para-ortogonais com polinémios
ortogonais em [—1,1], ver Zhedanov [23]. Outras relagoes obtidas a partir dessa transformagcao
podem ser encontradas em Berti e Sri Ranga [1]. No trabalho Bracciali et al. [3], os autores
utilizam essas relacoes para estudar o problema de analise de freqiiéncia com polindomios ortogonais
obtidos a partir de uma seqiiéncia de polinémios de Szegé e da transformagao (1.2).

Neste trabalho, constituido de seis capitulos inicialmente fazemos um estudo dos polinomios
de Szegb baseado principalmente em Jones et al. [14]. Posteriormente, abordamos um estudo dos
polinomios para-ortogonais e também certos polinomios ortogonais obtidos de polinémios para-
ortogonais através da transformagao (1.2) e também suas aplica¢oes ao problema de andlise de
freqiiéncia.

No Capitulo 2, apresentamos algumas defini¢oes e resultados sobre polinomios ortogonais,
formulas de quadratura gaussianas, fragoes continuas, entre outros. Esses resultados sao neces-
sarios para os estudos desenvolvidos durante o trabalho.

No Capitulo 3, fazemos um estudo sobre polinomios de Szeg0, apresentando resultados en-
contrados em [14, 20, 21, 23]. Estudamos esses polindomios através de sua relagdo com fragoes

continuas de Perron-Carathéodory.
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No Capitulo 4, apresentamos um estudo sobre os polindmios para-ortogonais, onde tratamos
de alguns resultados interessantes a respeito desses polinomios como, por exemplo, a localizagao
de suas raizes. Temos, ainda, uma segdo dedicada especialmente a transformagao (1.2), onde
apresentamos algumas relacoes interessantes que podem ser obtidas entre os polindmios para-
ortogonais e os polinémios ortogonais em [—1, 1].

Fazemos, no Capitulo 5, um estudo sobre o problema de andlise de freqiiéncia, onde apre-
sentamos resultados sobre a abordagem desse assunto, utilizando polinomios de Szegé (ver [12,
13, 15, 16]), polinémios para-ortogonais (ver [7]) e, por fim, casos especiais dos polinémios para-
ortogonais (ver [3]). Alguns resultados utilizando certos polindmios ortogonais no problema de
andlise de freqiiéncia (ver [3]) também sao apresentados.

Finalmente, no Capitulo 6, apresentamos as conclusoes a respeito do trabalho desenvolvido,
bem como as perspectivas de trabalhos futuros. Nas Referéncias Bibliograficas citamos os textos

que foram citados ou consultados para que pudéssemos desenvolver esses assuntos.



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo, vamos apresentar alguns conceitos que serao necessarios para o desenvolvimento
deste trabalho. Faremos isto de forma breve enunciando apenas defini¢goes e resultados a serem
utilizados, mas sem demonstra-los, pois sao bastante conhecidos e podem ser encontrados em

detalhes nos textos classicos de Chihara [6] e de Szegé [20].

2.1 Polinémios ortogonais

Neste trabalho, utilizamos os conhecidos polinomios de Laurent que sao definidos da seguinte

forma.

Definicao 2.1. Para todo par de inteiros (p,q) com p < q, denotamos por A,, o espago dos
polinémios de Laurent, ou L-polinomios, onde L(z) € A, , tem a forma

q

L(z) :chz”, c, € C.

n=p
Denotamos por A o espaco de todos os L-polinomios, por I1 o espaco de todos os polinomios e,

ainda, por 11, = ANy, 0 espago dos polinomios de grau no mdzimo n.

Definicao 2.2. Considere uma func¢dao 1 (x) definida em um intervalo real [a,b], limitada, nao-
decrescente, com valores reais e com infinitos pontos de aumento. Chamamos Y (x) de funcdo

distribuicao ou medida positiva ou, simplesmente, medida, se 0s momentos

b
fhy = / z"di(x), n=20,1,2,... (2.1)

existem. O conjunto dos pontos de aumento da medida é chamado de suporte da medida.
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Se considerarmos uma medida simétrica, isto é, se ¥ (z) é definida em [—b,b] com 0 < b < o0
tal que dy(x) = —dip(—x), entdo pode-se mostrar que os momentos (2.1) satisfazem po, 1 =
0,n=1,2...

Consideremos o produto interno definido em II x Il da seguinte forma

(f.g) = / F(@)g()di(z).

Utilizando o produto interno definido acima, podemos obter a seguinte definicao para polino-

mios ortogonais.

Definicao 2.3. Seja {P, ()}, uma seqiéncia de polindmios de grau m. Dizemos que esta é

uma seqiiéncia de polinémios ortogonais em [a,b] com relagdo a medida ¥(x) se

b 0’
b= [ P@P@ise = - n#m

Pode-se mostrar, ver [6], que a relacao acima é equivalente a

0, se n<m

b
JRE OO
a K, #0, se n=m

Considerando os polinémios ortogonais na forma monica, ou seja, com os coeficientes dos

termos de maior grau iguais a 1, podemos obter a seguinte relagao de recorréncia de trés termos

Pn—i-l(x) = (ZL’ - 5n+1)PN<x) - an—l-an—l(I) ) n=>1, (2'2)

onde Py(z) =1 e Py(z) = x — (1. Os coeficientes (3,11 e o, 11 satisfazem

(xP,, P,) (P, Pn)

bt =T By C T B )

paran > 1, (2.3)

<£EP1,P1>
p = Sty

<P17P1>
n>1.

e ainda, arbitrariamente, oy = . Os coeficientes 3, e «, sao reais e «;, > 0,

Se considerarmos uma medida simétrica, entao pode-se mostrar que os coeficientes 3, sao
nulos. Como conseqiiéncia segue que os correspondentes polinomios ortogonais sao simétricos,
P,(—z) = (=1)"P,(x), ou seja, os polinomios de grau par sdo fungdes pares e os polinomios de
grau impar sao fungoes impares.

A partir da defini¢ao de a,, 1 em (2.3) podemos escrever

/abpf(ﬂf)dw(ﬂf) = Qup /abpﬁ_l(x)dzﬁ(x)

b
— an—l—lan/ P372(x)dw(x)
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e, assim sucessivamente, concluimos que

b
[ Pr@o) = ansan- o (2.4

Pode-se utilizar a expressao (2.2) para a obtencao de algumas férmulas bastante conhecidas

na teoria de polinomios ortogonais, como exemplo citamos a identidade de Christoffel-Darboux,

dada por
=0 10 ... Oy 102 ... Opyq r—1Yy
Para a correspondente seqiiéncia de polinomios ortonormais, p,(x), definida por
0, se n#m,
<pna pm> =
1, se n=m,
pode-se escrever
pn(x) = knPn(x> 5 kn - (041042 T O471—1—1)_1/2 .
Neste caso, a féormula de Christoffel-Darboux é dada por
- K Pi1 (2)Pn(y) = Pa(®)Pnta(y
=0 n+1 r—-y
Fazendo y — x em (2.5), obtemos a chamada férmula confluente da identidade de Christoffel-
Darboux,
i Pi(z)  _ P(@)Pu(x) — Py(x) P (2) 2.7)
=0 a1 ... Qg1 10 ... 0pytq
Novamente, em termos de polindémios ortonormais, a expressao (2.7) torna-se
=, kn :
DR = 1 P (2)pa(a) — P (1)) (2.8

k=0
Além disso, de (2.2) a relagao de recorréncia para os polinomios ortonormais pode ser dada

por
2P () = /On1pn—1(2) + Briapn() + v/ Ons2pnia () (2.9)

onde p_i(z) = 0. Fazendon =0,1,2,...,m — 1 em (2.9), obtemos

wpo(r) = Bipo(w) + /aopi ()
zpi(r) = aapo(r) + Bapi(z) + /aspa ()
zpa(r) = agpi(w) + Bspa(z) + /oups(v)

xpm—l(x) - \/@pm—2(x) + 6mpm—1<x) + vV Om+1 m(l’)
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que, escrito na forma matricial, torna-se

po() B Jar O - 0 0 po(z) 0
pi(z) Voo [ Jag - 0 0 pi(z) 0
p2(x) 0 Vas P50 - 0 0 p2(z) 0
T . = . . . . . . . + .
pm—?(m) 0 0 0 e ﬁm—l V (07%%) pm—2(x) 0
Pm—1(7) 0 0 0 - Vam Bnm Pm—1(7) /Urm1Pm ()
Logo, tomando © = z,,,j, j = 1,2,...,m, as raizes do polinémio p,,(x), o sistema acima se
torna
Po(Zm,;) B o 0O .- 0 0 Po(Tm, ;)
D1 ($m]) Voo o oz - 0 0 pl(xm,j)
Lo, i 0 « cee 0 0 T
T T e I S IR FRCRt)
pm—2(xm,j) 0 0 0 T Bm—? V (67%9) pm—Q(gjm,j)
pmfl<xm,j> 0 0 0 Tt V A ﬁmfl pmfl('xm,j)
e T he

onde a matriz J,,, é chamada de matriz de Jacobi. Assim, de (2.10), concluimos que as raizes dos
polinémios ortogonais sao os autovalores da matriz de Jacobi.
Um importante resultado da teoria de polinomios ortogonais, que pode ser encontrado em [6],

¢ dado pelo seguinte teorema, conhecido como Teorema de Favard.

Teorema 2.1. Sejam {a,}5°, e {B.}02, seqiéncias de nimeros reais, com o, > 0 para n > 1,

e seja { Pp(x)}5°, uma seqiiéncia de polinomios definida pela relagao de recorréncia
PnJrl(x) = (1: - ﬁnJrl)Pn(x) - anJranfl(x) ) n > 17

com Py(x) = 1 e Pi(z) = x — (1. Entao, existe uma medida (z) definida em |a,b], onde

—o0<a<b< oo, tal que

b b
/ dy(x) = oy e / P,(x)P,(x)dy(z) =0, para m#n, mn>0.

Os polinomios ortogonais satisfazem ainda, uma interessante propriedade a respeito de suas

raizes, dada pelo seguinte teorema.
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Teorema 2.2. Seja {P,(x)}>2, uma seqiéncia de polinémios ortogonais com relagio a uma

medida ¥ (x) em (a,b). Entao, todas as raizes de P,(x) sao reais, distintas e estdo no intervalo

(a,b).

Uma outra propriedade bastante 1til dos polindmios ortogonais é o resultado a seguir, que
fornece informagoes com respeito ao comportamento das raizes de polinomios de graus consecu-
tivos.

Denotemos por &, 1, Tn2; - - ., Tny as raizes de P,(z), n > 1, em ordem crescente.

Teorema 2.3. Consideremos {P,(x)}2, uma seqiéncia de polindmios ortogonais com rela¢ao

a uma medida ¥ (x). Entao,
Tpt1 < Tpj < Tntl,j+1, 17=12....n.
Definigao 2.4. O intervalo fechado [&1,m], onde

& = lim z,; e m = lim z,,

n—oo n—oo

¢ chamado de verdadeiro intervalo de ortogonalidade da seqiiéncia de polinomios ortogonais com
relagao a uma certa medida ¥(x). Observe que esses limites existem no conjunto dos nimeros

reais estendido.

2.2 Foérmulas de quadratura

Dados os pontos z1, T, . .., x, € os valores f(x1), f(x2),..., f(x,), a férmula
b n
[ Ha)da =3 Wirtay) + Bu(h)
a j=1

¢ conhecida como férmula de quadratura de n pontos. Os valores x;, W;, j =1,2,...,n, e E,(f)
sao chamados, respectivamente, de nds, pesos e erro da formula de quadratura.

Pode-se definir as férmulas de quadratura gaussianas associadas a P, (x) polindmios ortogonais
com relagao a uma medida () em |a, b] como segue.

Sejam z,,;, j = 1,2,...,n, as raizes de P,(z). Considere a expressao

[ H@)avte) = Yo W ) + Eul). 211)
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com os pesos W, ;, 7 =1,2,...,n, dados por

b
W, :/ Ly j(x)d(x), j=1,2,...,n,

onde

Fu(x) _

L) = B S )

sao conhecidos como polinomios fundamentais de Lagrange. E bem conhecido que a férmula de
quadratura gaussiana ¢ exata se f € Ily,_1.
Note que, no caso dos polinémios ortonormais, os pesos W, ; tém a mesma expressao.
Substituindo y = x,,;, j = 1,2,...,n, em (2.6), obtemos
n+1 Z Pn (x>
- pk pk xn,j .
knprii(Tn,) - Ln,j

Substituindo a expressao acima, na expressao de W,, ; obtemos

n

kn+1 /b
Wn74 = — 7 Pr\T)Dr(Tn,j d¢ T
J EnDns1(Tn;)0h (Tn.5) ’; i k(2)pr(Tn,;)di ()

b
— Fn1 , ) / po()po(Tn,;)di(x) .

knpn+1 (ajn,j )pn (‘TTLJ

Lembrando que (pg, po) = 1, concluimos que

kn—l—l
W — , . 2.12
7 knpn—i-l(xn,j)pn(xn,j) ( )

Utilizando a férmula confluente para a identidade de Christoffel-Darboux (2.8) no caso dos

polinomios ortonormais com x = x, ;, temos que

knpn+1(xnj)p;z(xnj) i 2
- : — = pk<xn,j)7

knJrl k=0

de onde obtemos que

—1
kn+1 = 2
Wh;=— ; = Di(Tn . 2.13
! knpn—H (:En,j)pn(xn,j) (% k< J)> ( )

Lembrando que z,;, j = 1,2,...,n, sao os autovalores da matriz de Jacobi, J,, dada em
(2.10), podemos também calcular os pesos da férmula de quadratura gaussiana associada a uma

dada seqiiéncia de polinomios ortonormais pela seguinte expressao

Wi = (i) po, (2.14)
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onde t;; ¢ a primeira componente do autovetor ¢; normalizado (t;‘rtj = 1), associado ao autovalor

Tng, J=1,2,...,n.

Defini¢ao 2.5. Dada uma seqiiéncia de polinomios ortogonais {P,(x)}5°, definimos os polino-

mios associados a Py, (x) por

Qn(z) =

/%ﬂﬁ:&@gww, n>1.

t—x
Pode-se mostrar que o grau dos polinomios associados @, (z) é n — 1 e que eles satisfazem a

mesma relacao de recorréncia dos polinomios ortogonais, isto é,

Qn+1($) = ($ - 5n+1)Qn($) — Q1 Qn—1 (), n>1, (2-15)

com condigoes iniciais Qp(z) =0 e Q1(x) = po.

2.3 Fracoes continuas

Uma fragao continua é uma expressao da forma

(3]
a9 )
as

by +
by +
by +

bg —I— -
onde {a, }22, e {b,}72, sdo seqliéncias arbitrarias de nimeros reais ou complexos ou ainda fungoes
reais ou complexas.
Para simplificar a notagao, vamos utilizar, para uma fracao continua, a seguinte notacao

a1 a2 ap,

KRR S A (216)
Consideremos a seqiiéncia {C),} construida da seguinte forma

Co = by

Ci = bo+ %

o= bt % - Z_j

C, = by+ 2 22 on (2.17)

by + by + ... + b,
C,, é chamada de n-ésimo convergente (aprorimante) da fracao continua. Observe que é possivel
que alguns convergentes sejam indefinidos. No entanto, temos condicoes de decidir se uma fracao

continua é convergente.
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Definicao 2.6. Uma fracdo continua é convergente para um valor finito K, se no maximo um

numero finito de convergentes forem indefinidos e

lim C, = K.

n—oo

Caso contrario, dizemos que a fragao continua diverge.

An
Note que, da expressao para C,, podemos escrever C,, = B n=20,1,2..., onde
AO = bO ; BO =1 )
Ay = boby +ay, By = b,

Ay = bobiby + boas + aqb2, By = biby+asy, .

Observe que, Ay = by A1 +asAg e By = by By + a3 By. Desta forma, por inducao finita, obtemos

o seguinte resultado.
Teorema 2.4. Sejam {A,}22, e {Bn}22, seqiéncias tais que

An - bnAn—l + anAn—2 )
para n > 1, (2.18)

Bn = ann—l + aan—2>

n

onde A1 =1, Ay =by, B.1 =0 e By =1. Entao, o n-ésimo convergente C,, satisfaz C, = 5

n=0,1,2,....

Os valores A,, e B,, sdo chamados, respectivamente, de n-ésimo numerador parcial e n-ésimo
denominador parcial da fragdo continua (2.16).
As equagoes (2.18), conhecidas como férmulas de Wallis, podem fornecer uma ligacao direta

entre polinomios ortogonais e fragcoes continuas. Para mostrar essa ligagao consideremos
bp=0, ag=a01#0, ap1=—-,11#0, bp=2—-03,, n>1,

em (2.16). Teremos, assim, a seguinte fragao continua

651 6%)] as
T—0 —x—fy—x—fFs—

com o = pig. O n-ésimo denominador parcial B,(z) dado pela expressao (2.18) é

(2.19)

Bn(x) = (x — B,)Bn_1(x) — ayBpo(x), n>1,
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com B_j(z) =0 e By(z) = 1. Assim, pelo Teorema 2.1, os denominadores parciais formam uma
seqiiéncia de polinomios ortogonais.
Voltando as equagoes (2.18), notamos que os numeradores parciais A, (z) da fragdo continua

(2.19) sao dados por
An(x) = (CL’ - ﬁn)An—l(gj) - anAn—2(x> ’ para n Z 1 )

com A_q(z) =1, Ap(z) = 0. Observe que essa relagdo de recorréncia é a mesma dos polinomios
associados aos polinémios ortogonais. Assim, temos que os numeradores parciais A, (z) formam

a seqiiéncia de polindmios associados aos polindmios ortogonais B,,(z).

2.4 Seqiiéncias encadeadas
Definigao 2.7. Uma seqiiéncia {a,}2, € chamada de seqiiéncia encadeada se existe uma seqién-
cia {gx}72, tal que

1) 0<g<1l, O0<g, <1, n>1
(1) 0<go g | (2.20)

(i1) an = (1= gn-1)gn, n=123,....

{96172 € chamada de seqiiéncia de parametros para {a,}5°, € go € o parametro inicial.
Consideremos t,(x) definida por

Qnt1 n>1
)

(ﬁn - l‘)(ﬁn+1 - 37) ’ N

onde as seqiiéncias {3,152, e {a,1+1}52, que sdo os coeficientes da relagdo de recorréncia (2.2).

to(z) =

Em Chihara [6, pag. 108] encontramos os seguintes resultados.

Teorema 2.5. Considere [{1,m] o verdadeiro intervalo de ortogonalidade da seqiiéncia de poli-

nomios ortogonais como na Defini¢ao 2.4.

(i) Para s € R, & > s se, e somente se, B, > s (n > 1) e {t,(s)}22, € uma seqiiéncia

encadeada.

(i1) Para r € R, 1 < r se, e somente se, 3, < r (n > 1) e {t,(r)}2, € uma seqiéncia

encadeada.

Uma conseqiiéncia imediata do teorema acima ¢é a seguinte
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Corolario 2.1. Suponha que 3, = 0 paran > 1, s = —1 er = 1. Entao, t,(—1) = t,(1)
Q1. Assim, se {an 11102, € uma seqiiéncia encadeada, entio [—1,1] é o verdadeiro intervalo

ortogonalidade da seqiiéncia de polinomios gerada pela relagao de recorréncia (2.2).

Teorema 2.6. O verdadeiro intervalo de ortogonalidade [§1,m;] € limitado se, e somente se,
sequencias {8,152, e {an}se, sao limitadas, onde B, e a, sdo os coeficientes da relagdo

recorréncia dos polinomios ortogonais.
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Capitulo 3

Polinomios de Szego

Neste capitulo, estudaremos os polinomios ortogonais no circulo unitario, também conhecidos
como polinomios de Szegbd. Apresentaremos conceitualmente esses polindomios e exploraremos
alguns resultados técnicos envolvendo os mesmos. A seguir, estudaremos a relacao existente entre
os polinomios de Szegé e as fragoes continuas de Perron-Carathéodory e faremos um breve estudo
sobre os polinomios associados aos polinomios de Szegd. Esses estudos foram baseados em Jones

et al. [14] e Van Assche [21].

3.1 Introducao

o0
n=—oo

Consideremos uma seqiiéncia de nimeros complexos {, } hermitiana, ou seja,
i =H_,, n=0,1,2....

Correspondente a essa seqiiéncia podemos associar os determinantes de Toeplitz, A,,, definidos

por
Ho M1 .. Hn
=TT =012 3.
K H—n+1 ---  Ho

com A_; =1 e o funcional linear y definido em A por

q q
u(Zcmzm>:Zcmum, cm €C, —oco<p<g< . (3.2)

Em termos de p definimos o seguinte produto interno em A x A

(X,Y)=u(X(2)Y(1/2)), X,Y €A. (3.3)
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Claramente este produto interno satisfaz

(X,Y) = a(X)Y),
(X+Y,Z) = (X, 2)+(Y,Z),

e, além disso,

(X, X) = Z TyTem—r Se X (z) = Z T2,
k,m=—n m=—n

para X, Y e Z € A.
Um funcional expresso segundo (3.2) é quase-definido se A,, # 0 e positivo definido se A, > 0
paran =0,1,2... (ver [6]).

Para p quase-definido, definimos uma seqiiéncia de polinémios {p,(2)}5°, por

Ho H1 R 0
M1 Bo -+ Hn—1
po(z) =1, pn(z):Ai_1 : : I , n=1,2,3..., (3.4)
Bent1 Hent2 - M1
1 z e 20

onde os polinémios p,(2) tém grau n e sdo monicos. Os polindmios reciprocos, pl(2) = 2"p,(1/%2),

sao dados por

Mo  H—1  --o foptl Hen
251 o - H—nt2 f—ntl
po(z) =1, pi(z) = Ail : : : : , n=1,2,3.... (3.5)
Hn—1  Hn-2 Ho M1
A Lt B z 1

Observemos das definigoes acima que p’ (0) = 1 e ainda que o coeficiente p,,(0) de 2™ em p (2)
pode ser nulo.
Suponhamos A, # 0, isto é, suponhamos o funcional p quase-definido. Chamamos de

seqiiéncia de polinomios ortogonais monicos com relacao ao funcional p os polindémios tais que

(pn:2™) =4 (3.6)
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n
Seja pp(z) = E an,kzk com a
k=0

seguinte sistema linear

o 251
H-1 Ho
H—nt+1 H—n42
1 z

Resolvendo o sistema acima pela regra de Cramer, temos que

= Ap_1pn(2) /

de onde obtemos

[in
Hn—1

M1

Ko
M1

H—n41

1

Mo
H-1

H—n+1
1

Ha
Ho

H—n42

z

21
Ho

H—ni2

z

Hn
Hn—1

H1

Lon

,un—l

H1

ZTL

Pn(2)

= 1. Fazendo m = 0,1,2,...,n — 1 em (3.6), obtemos o

(3.8)

Para determinarmos o valor de R’n, basta substituirmos a ultima linha do sistema (3.7) por

(pn, 2") = K,,, obtendo, assim,
Ho H1
H—1 Ho
Hent1 H—n42
H—n H—n+1

fin
Hn—1

M1
Ko

Logo, usando novamente a regra de Cramer, 1 =

Q0

Qn,1

an,nfl

~
n—14yn

A

. Portanto, ]?n =

An—l .
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Substituindo z = 1/z e conjugando os momentos na expressao (3.8), obtem-se que

Ho H o,
H_y Ho Hi—1
7u(1/2) = = '
Apy
ﬁ—n—i—l ﬁ—n+2 ce H
1 1/z ... 1/z2"

Multiplicando a expressao acima por z" e lembrando que w_., = u,, concluimos que
n )

Mo f—1 oo fopn
H1 Ho -+ H—nt1

) = 2B,(1/2) = 5 '
Hn—1  Hn—2 H-1

P L 1

Agora, da defini¢ao de produto interno (3.3), segue que

(n(2), ") = (2" (1/2), 2™) = (2", (1/2)2™) = u(z"""p,(1/2)) = ("™, pu(2)) -

Observe que a expressao acima ¢é nula param = 1,2,...,n e, para m = 0, tem-se que

* n\ __ An
<pn7’z >_ An_l N

Assim, concluimos que os polinomios definidos por (3.4) formam uma seqiiéncia de polinémios
: . o 4 n o .
ortogonais com relagao a p. Se {0,(2)}22, é uma seqiiéncia de polindomios monicos de grau n que
satisfazem as relagoes

(0n,2™) =0 para m=0,1,2,...,n—1

(0n,2™) #£0 para m=n,

entao esses polinomios sdo iguais aos polinoémios p,(z), n > 0.

Para {p,(z)} definido por (3.4), segue resumidamente que

0, m=0,1,...,n—1,
<pm Zm> = A, o (3 9)
An_l ) - )
A, 0
) m=yv,
(pt, 2™ ={ Ana (3.10)
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A,
<pnapk> :5717’6—7 0<k< n,
Anfl

onde 9, é o delta de Kronecker.
Dizemos que 1(z) é uma medida positiva no circulo unitério I' = {z € C : |z| = 1} se ¥ (e?),
definida em 0 < 6 < 27, é uma funcao real, limitada e nao-decrescente, com infinitos pontos de

aumento, tal que os momentos

2
o, = /Fzmdw(z) = /0 e dp(e®), m=0,1,... (3.11)

existem.
Um caso particular do produto interno (3.3) pode ser obtido considerando-se uma medida

positiva no circulo unitério 1(e?), definindo-se o funcional integral

1,(f) = / T db(), e A

e um produto interno em A x A por

(f.9) =1,(f9) = / FRa@db() = [ Fe)g@dp(e®), f.g €A, (3.12)

0

cujos momentos satisfazem

T;I
3

Mn =

e, ainda,

A,>0, para n=20,1,2,...,

onde A, é o determinante de Toeplitz (ver [14]).
Os polinomios ortogonais segundo o produto interno definido acima sao chamados de

polinomios de Szegd ou de polinomios ortogonais no circulo unitdrio.

3.2 Relacoes com fracoes continuas

Como no caso dos polinomios ortogonais, podemos relacionar os polinomios de Szegé a uma fragao
continua e, assim, obtermos varias propriedades interessantes envolvendo esses polinomios.

Consideremos a fragao continua de Perron-Caratheddory (HPC-fragao ou HPC{¢, }) dada por

s 20 1 (1) 1 (-6 , (3.13)
1 +6,2+ 01 + 002 + 02 + o
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onde §,, € C satisfaz
50:#30, |5n|7é1, n/::1,2,....

A fracgdo positiva de Perron-Caratheddory (PPC-fragao ou PPC{4,}) é também dada pela ex-
pressao (3.13) mas com

So>0 e |0u] <1, n=12,...

De (2.18) vemos que o n-ésimo numerador P,(z) e o n-ésimo denominador @),(z) de uma

HPC-fracao sao dados pelas equagoes

Pon(2) = 0,2Pon1(2) + Pan_a(2), (3.14)
Qan(2) = 0,2Q2n-1(2) + Q2n—2(2), (3.15)
Poi1(2) = 0,Pon(2) + (1 = [6,]*)2Pon_1(2), (3.16)
Qoni1(2) = 6,Q2n(2) + (1 =10,1)2Q2m1(2), n=1,2,3,..., (3.17)
onde
Poi(z) =1, Py(2) = b, Py(2) = =6,
Q-1(2) =0, Qo(z) =1, Qi(z) =1.

Assim, temos o seguinte resultado que garante a existéncia de uma HPC-fracao associada a

uma seqiiéncia de polinomios de Szeg6 {pn(2)}52,.

Teorema 3.1. Seja {p,(2)} uma seqiiéncia de polinémios de Szegd com respeito a um dado

funcional linear quase-definido . Entao,

(i) existe uma HPC-fragao (HPC{d,}) associada a seqiiéncia {p,(z)} com n-ésimo denomina-

dor Qn(z), onde
do = o dn = pn(0), n=12...
Quin(2)=pu(2).  Qux)=pi(z).  n=12..
(ii) Além disso, p € definido positivo se, e somente se, HPC{0,} ¢ uma PPC-fracao.
Demonstracao: (i) Da definigao (3.3) temos que, para todo L(z) € A,
(2L, 2™) = p(2L(2)2™™) = p(L(z)z~ ") = (L, 2" ). (3.18)

Para n > 1, seja

<p:—172n>

Cpnr o) (3.19)

An(2) = P(2) = Cupacs(2) = s (2), G = —
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Note que «, estd bem definido, pois, de (3.18)

AV
(2pn_1,2") = {pp_1,2" ) = A L0, n=1,2,.... (3.20)
n—2

De p;(0) = pi_,(0) = 1, segue que A, € Ay,. Assim, podemos definir um polinémio B, (2)

pela seguinte expressao

Bn(2) = 2"A,(1/2) € .1, n=1,2,... (3.21)
€ que vamos escrever como B Z bkpk
De (3.21), temos que
n—1
An(2) = 2"Bn(1/2) =Y bpz"Fpi(z), n>1. (3.22)
k=0

Note que, para A, (z) definido em (3.19), temos

<Ana Zn> = </):1 — QpZPp-1 — p:z—b Zn>

= <p;km Zn) - an<zpn—17 Zn) - <p;kz—1’ Zn>

(P _1,2") .
m<2pn—hzn> - <pn—1’ Z >

|
o

- <p27 Zn) -

Por outro lado, de (3.22) e (3.18), obtemos

n—1 n—1
<An,2n> _ <Z kzn k * n> _ l_)k<Zn_kpZ(Z),Zn>
k=0
n—1

= > blpi(2), 2) = bop5(2), 2°) = bo(1, 1) = bopuo -

=0

Igualando as duas dltimas expressoes acima, concluimos que by = 0, pois g # 0.
Usando argumento analogo, podemos provar que by = by = ... = b,_; = 0, de onde obtemos

A, (z) =0 e, entao, de (3.19), temos

P(2) = Anzpaci(2) + Pl (2). (3.23)

Comparando os coeficientes de 2™ em (3.23), obtemos «,, = p}(0). Agora, como p}(0) = p,,(0),
temos que a,, = 8, para n > 1. Logo, {Q2.(2)} satisfaz (3.15).
Agora, tomemos

(pns 2")

Cnl2) = prl2) = npr(2) = mzpna (), com = =2 =
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Novamente, 7, estd bem definido, pois, de (3.18), temos

A
"—1>=A 72#0, n=12....

(20n-1,2") = (pn-1,%
Como p%(0) =1 e 0, = pn(0), segue que C,, € Ay,,. Assim, definimos

D, (z) = 2"C,(1/2) € M,

n—1
e D, (z) pode ser escrito como D, (z) = depk(z). Logo,
k=0

—

Cp(2) = 2"D,(1/2) = ; di2"Fpr(2).

0

B
I

Procedendo como no caso anterior, concluimos que

Pn(2) = 0npp(2) + mzpn-1(2) (3.24)

Comparando os coeficientes de 2" obtemos 1 = 8,0, + 7, e, assim, 7, = 1 — |3,|2. Dai, (3.24)

implica que {Q2,11} satisfaz (3.17). As condigoes iniciais sao imediatas, pois

Q1(z) = po(2) =1 e Qo(z) =pi(z)=1.

Relembremos, ainda, que

An _ n\ __ x .n 2 n\ __ 2 An,1
A = (o) = 0ula ) + (L= ) epam ") = (1= 10
Logo,
ApA, -
1—[0,2 = =22 £ 0. (3.25)
Anfl

(77) Temos que, se p é definido positivo, entdao a HPC{é, } é uma PPC{J, } pois 69 > 0 e |3, | < 1.
Reciprocamente, se HPC{J,,} é positiva, entdao Ay = o = do > 0 e, paran > 1, [6,] < 1 e,
assim, (3.25) implica que A, A, 5 > 0. Agora, como A_; =1 e Ay > 0, concluimos que A,, > 0.
Logo, p é definido positivo. [ ]
O préximo teorema descreve um sistema de relagoes de recorréncia para os polindmios de

Szeglb e seus reciprocos.

Teorema 3.2. Seja HPC{0,} uma HPC-fra¢do cujo denominador do n-ésimo aproximante, @y,

¢ definido pelas equagdes de diferenca (3.14)-(3.17). Paran >0, sejam o, e o definidos por

on(2) = Qoni1(2), 0,(2) = Q2n(2) . (3.26)

Entao,
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(1) oo(z) =08 =1 e, paran > 1,

on(2) = z20p-1(2) + 0n0or_1(2), (3.27)
0%(2) = 6pz0n1(2) +0°_((2). (3.28)
(ii)) Para n > 1, 0,(2) = Qans1(2) € um polindmio monico de grau n com 0,(0) = J,,

or(2) = Qan(z) € um polindmio de grau no mdzximo n com o (0) =1 e
Qoni1(2) = 00(2) = 0p(2) = Qan(2), n=0,1,.... (3.29)

(11i) Existe um funcional quase-definido p tal que {0,} € a seqiiéncia de polinémios de Szegd com

respeito a p. O funcional p € definido positivo, se e somente se,

>0, |0, <1, n=1,2,.... (3.30)

Demonstracao: (i) Substituindo (3.26) em (3.15), imediatamente obtemos (3.28), ou seja,
05(2) = 6pzon_1(2) + 0¥ (2).
Agora, substituindo (3.26) em (3.17) também obtemos
00(2) = 6,0%(2) + (1 = 6,0,)200-1(2) = 20,_1(2) + 6,0%(2) — 0,0n20,-1(2)
= 20, 1(2) + 0,(0%(2) — 0p200_1(2))

e usando (3.28), obtemos

on(2) = 20,_1(2) + 6,05 (2) .

(77) Da defini¢do de polinémio reciproco, temos o = z"5,(1/z). Logo,
on(z)=2"G,(1/2), n=1,2,.... (3.31)

Mostremos (3.29) por inducao. Para n = 0 a igualdade é trivial. Agora, para n = 1, temos
que mostrar que of(2) = of(2), o que de fato ocorre, pois, das equagoes (3.27) e (3.28), temos
que

01(z) = zog(2) + 0n,05(2) = 01(2) =246,

Fazendo z = 1/z, conjugando os coeficientes e multiplicando por z a expressao anterior obtemos

01 (2) = 0,200(2) + 08 (2) = 0§ (2) .
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3 a T — *
Suponha, por inducao, que o¥_,(z) = o),

das equagoes (3.27) e (3.28) e da hipdtese indutiva, temos que
on(2) = z0y-1(2) + 0o, _1(2) .
Calculando o reciproco desse polindmio, obtemos
on(2) = 20, 1(2) + 0p0) 1 = 0,(1/2) = (1/2)0n_1(1/2) + 0n0;_1(1/2),
substituindo z por 1/z. Conjugando os coeficientes,
Tu(1/2) = (1/2)T0-1(1/2) + 6,75(1/2) .
Assim, multiplicando por 2",
2"Gn(1/2) = 2" 1T 1(1/2) 4+ 8,2(2" 155 (1/2)),

ou seja,

or(z) =0 _1(2) + Snzan_l(z) =or ,+ Snzan_l(z) .

Portanto,

(z) e mostremos que 0%(z) = o%(z). Novamente,

(77i) O resultado é equivalente ao Teorema de Favard (Teorema 2.1). Sua demonstracao pode ser

encontrada em [14].

A partir das equagoes (3.27) e (3.28), podemos obter o seguinte sistema de relagoes de recor-

réncia para os polinomios de Szego

pr+1(2) = 2pp(2) + Ont1p,(2)

(1- |5n+1|2)zpn(z) = pusi(2) — 5n+1p1*1+1(z>7 n=>0,
onde po(z) = pi(z) = 1. De fato, de (3.27) e (3.28), obtemos
Onpp_1(2) = pu(2) — 2pp-1(2) ,

p(2) = Snzpaci(2) + P (2).

Logo, multiplicando (3.35) por 6, obtemos

0npr(2) = |0n|*2pn-1(2) + dupy_1(2)

(3.32)
(3.33)

(3.34)

(3.35)
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Substituindo (3.34) na expressao anterior, obtemos

Onpy(2) = |6n’2210n—1(z) + pn(2) — 2pn-1(2)

e, assim,
(1 = 10a]*)2pn-1(2) = pn(2) = dupy(2)

Os valores d,, = p,,(0) sdo chamados de coeficientes de reflexdo dos polinémios de Szegé. Note

que, se tivermos |0,| = 1, entao, da expressao acima, concluimos que

pu(z) = 80 (2). (3.36)

O proximo resultado nos fornece informacoes sobre a localizacao das raizes dos polinomios de

Szegé e a demonstragao pode ser encontrada em Van Assche [21] ou, ainda, em Freud [10].

Teorema 3.3. Considere {p,(2)}°2, uma seqiiéncia de polindmios de Szegd com relagdo a uma
medida ¥ (z) no circulo unitdrio. Entao, as raizes de p,(z) estdo todas no interior do circulo

unitdrio.

3.3 Polindmios associados aos polindmios de Szego

De modo anélogo ao desenvolvido para polinomios ortogonais, podemos definir polindmios asso-
ciados aos polinomios de Szego.
Consideremos um polinémio L(¢, z) € A, em ¢, dado pela seguinte expressao

q
L(t,z) = Zak(z)tk, ag(z2) €eC, —oco<p<g<oo.
k=p

Denotaremos por p; o funcional aplicado em t, ou seja,

el L, 2)) = (Z ak<z>tk> =Y al)m

Definigao 3.1. Definimos os polindmios associados a p,(2) e pk(z) respectivamente por

z+t
z—1

Tn(2) = ( (pn(t) — pn(z))) ,m=1,2,..., m=—pp (3.37)

won(2) = (2 ! <j—:p;(t) - p;;(z))) Cn=1.2 . wo= o (3.38)

z—1
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O préximo resultado fornece uma relagao entre os polinémios m,(2) e w,(z).

Teorema 3.4. Seja {p,(2)}22, uma seqiéncia de polindmios de Szegd com respeito a um fun-
cional linear quase-definido p e sejam {m,(2)}5 e {wn(2)}52, 0s polinémios associados definidos

pelas expressoes (3.37) e (3.38), respectivamente. Entao,

(i) para n >0, m,(z) é um polinomio de grau n, w,(z) € um polinomio de grau no mdximo n
em que

wn(2) = =75 (2) . (3.39)

n

(ii) paran > 2,

t k
Tn(2) = <% (j—kpn(t) — pn(z))) , 0<k<n-1 (3.40)
e, paran > 1,

Zk

o) =i (55 (G- i)) ) 1<k<n, (3.41)

z—1

Demonstracao: (i) As afirmagoes sobre o grau de 7, e w, seguem diretamente das equagoes
(3.37) e (3.38) e do fato de que p,, é um polindémio monico de grau n e p é um polindmio de grau
no maximo n. Para n = 0, temos que

an(s) = i (254 (Fa0 - )) ) = i (@ -a) =0 -m

z—1

Observe, agora, que

Logo
i (P(t)) = p(P(1/t)), paratodo P € A.

Disto, de (3.37), (3.38) e da defini¢ado de polinémio reciproco, temos

z7l 4 ¢
z7l—¢

() = z”m(l/f):zww( <pn<t>—pn<z—1>>)
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(i1) Para k = 0, (3.40) segue de (3.37). Seja m > 2 um numero dado. Entdo, para cada
k=1,2,...,n—1, definimos

N = CXURTEN B

Portanto, para k = 1, usando o produto interno (3.3) e a ortogonalidade de p,(z), obtemos

Fiz) = u ( ”pnu)) — (o)1) + {pult). 1) = 0.

t
Para cada 2 < k <n — 1, temos

Fiz) = ((z F0m0Y tmm>

m=0
—1 k—1

_ Zk_m<pn(t), tm—k) + Z Zk_l_m<pn(t), tm—k—i—l) _ O7
0 m=0

e

3
|

o que demonstra (3.40).

A demonstracao de (3.41) é andloga definindo-se

Gule) = (2 (i) - 2)) ) —ene).

z—1t
[ ]
O proximo resultado fornece uma relagao entre os polinomios associados aos polinomios de

Szego e os numeradores dos convergentes da HPC-fragao associada aos polinomios de Szegé.

Teorema 3.5. Consideremos {pn(2)}5 o, {mn(2)}5%, € {wn(2)}52, satisfazendo as hipdteses do

Teorema 3.4. Seja HPC{),} a HPC-fra¢dio definida por
50:[1/0, 5n:pn(0)a TLZI,Q,... (342)

e seja P,(z) o n-ésimo numerador da HPC{0,} definido pelas equagoes de diferenga (3.14) e
(3.16).
Entao,

Py (z) =wn(z) € Popr1=mu(2), n=0,1,2,... (3.43)
e, assim, m, € w, satisfazem as relagoes de recorréncia
Tn(2) = 2Tp-1(2) + Opwn-1(2), n=1,2,..., (3.44)

wn(2) = 02 1(2) Fwp1(2), n=1,2.... (3.45)
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Demonstracao: Como {p,(z)}5°, é unicamente determinada pelas equagdes de diferenga (3.14)
a (3.17), provar (3.43) é equivalente a verificar que as equacoes de diferenca sao satisfeitas substi-
tuindo Py, (2) e Pa,41(2) por wy(z) e m,(2) respectivamente. Para n = 0 as condigdes iniciais sao
satisfeitas, pois mo(z) = —po = —dp € wo(z) = o = do.

Para n = 1 temos

assim,

P2(Z> = 312’P1(Z) = 31271’0(2’) +W0(Z) — M

2 (—po) + po = p—12 + po
Ho

= (oz + )" = —m(2) = wi(z),

portanto, wy(z) = Pa(2).

Temos ainda, que

Py(2) = 61Py(2) + (1 — |62 2P1(2) = 61w1(2) + (1 — |61]*)2mo(2)
M1 s

= ——(po+p-12) + (1—
Ho It

) 2(—po) = —p1 — poz = m(2),

logo, m1(2) = Ps(2).
Portanto, para n = 1, a expressao (3.43) é satisfeita.

Agora, para n > 2, de (3.40), (3.41) e do Teorema 3.2 partes (i) e (i7), obtemos

Sustna(@) +nale) = g (25 (Bastorns(t) = () + (20— 1 (2))
_ (ji (3Gutans(®)+ s(0) = Buzpacs(4) 4 1))
z t(

500 =9

e, ainda,

Sun(2) + (1~ 8o 1(2) =
= (E5 (6 G - 00) + 0= BP0 - i) )

z—1

- ( S (C6ui0) + (1= 8uP)tpn (1) = (Bup (=) + (1 - \5n\2>zpn1<z>>)

¢
= (0 -no)) = me).

o que mostra as relagoes (3.44) e (3.45). u
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Capitulo 4
Polinomios para-ortogonais

Neste capitulo, estudamos polinomios da forma
pa(2) twpn(2), e weC e |w=1,

que foram inicialmente considerados por Jones et al. em [14] e sao chamados de polinomios para-
ortogonais. Uma propriedade importante desses polinomios é que suas raizes sao simples e estao
contidas no circulo unitario ' ={z € C : |z| =1}.

Baseamos nossos estudos em resultados encontrados em Jones et al. [14]. No entanto, vamos
trabalhar com tais resultados utilizando uma medida definida no circulo unitério ¢(z), definida em
(3.11), em lugar do tratamento mais abrangente, via funcional de momento, dado pelos autores.

Para facilitar a notacao posterior, passamos agora a identificar a medida com a qual os
polinomios de Szegd estao relacionados. Assim, denotaremos a seqiiéncia de polinomios de Szeg6

com relagao a uma dada medida v (2) no circulo unitario por

Pn(¥, 2),

isto é

onde

(X.Y) = [ X@F/200).
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4.1 Introducao

Definigao 4.1. Uma seqiéncia {X,(2)}5°, € chamada de seqiiéncia de polindmios para-orto-

gonais com respeito a uma medida V(z) se, para n > 0, X, (z) € um polinomio de grau n que

satisfaz
(Xn, 1) # 0,
(X,,2") =0 , m=1,2...,n—1, (4.1)
(Xn,2") # 0.

Esses polinomios sao chamados de para-ortogonais, pois, diferentemente dos polinomios orto-
gonais, satisfazem (X, 1) # 0.

Observe que {pn (¥, 2)}22, e {pk (¥, 2) }32, ndo sdo seqiiéncias de polindémios para-ortogonais
com respeito a 1(z).

Uma classe interessante de polinomios é a conhecida como polinomios k-invariantes. Para

k € C, k # 0, um polinémio X (z) é chamado k-invariante se
X*(z) =kX(2), VzeC.

A seqiiéncia {X,,(2)}52, é {kn}o2 -invariante se, para cada n, X,, é k,-invariante.
Podemos obter seqiiéncias {r, }3° -invariantes de polinémios para-ortogonais tomando fungoes

da forma
Pn (U, wn, 2) = pu(, 2) +wuplt (¥, 2), z,w, €C,n=0,1,2,.... (4.2)

Note que p, (1, w,, z) satisfaz a definicao de polindémio para-ortogonal com relagdo a medida

¥(z). De fato, fazendo o produto interno de p, (1, w,, z) e 2™ para m = 0,1, ...,n, temos

(Pn(V,wn, 2),2™) = <pn(¢,z),zm—l—wnp;;(@/),z),zm>

= <pn<¢a z): Zm) + wn(ﬂZ(wa 2)7 Zm) :

Utilizando as relagoes de ortogonalidade (3.9) e (3.10), concluimos que

0 aram=0em=n
wm_ ) A 70 P :
<pn<w7wn7z)7z > - n
0, param=1,2,...,n—1.
O proéximo resultado, que fornece uma caracterizacao dos polindomios para-ortogonais k-inva-

riantes, garante que toda seqiiéncia de polinémios para-ortogonais com respeito a uma medida

1 (z) é obtida a partir da expressao (4.2).
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Teorema 4.1. Seja {p, (¥, 2)}5°, uma seqiiéncia de polinomios de Szegd com relagao a uma dada

medida 1(z).

Wy,

(i) Sejam cp,w, € C, n > 0 satisfazendo ¢, # 0, |w,| = 1 e seja k, =¢,—. Entao,

n

{Cnpn (¥, wn, 2) 1524 € uma seqiiéncia {k, }22 -invariante de polinémios para-ortogonais com

respeito a ¥(z) e |kp| =1, n > 0.

(i1) Seja {X,(2)}22, uma seqiiéncia de polinémios para-ortogonais com respeito a ¥(z). Entao,

para n > 0,
X (2) = enpn(,wy, 2) z € C, (4.3)

onde

¢, = HKnlhpn2)) AR (0 2)) g e

Y en(,2),0a(,2)) T a0, 2), (¥, 2)) T
com (4.4)

(Xn(2),1)
b w7

Para cada n > 0, se X,,(z) € também k,-invariante, entdao

CnW

lw,| =1,k = e |knl=1. (4.5)

n

Demonstracao: (i) Sabemos que pf(¢,0) = 1 e, assim,

Logo,
(W, wy, 2) = (1 + wngn)z" + ...+ (w, +6,),

onde &, = p,(¢¥,0).
Pelo Teorema 3.1 parte (i), |0,] # 1. Assim, concluimos que o grau de p, (¢, wy, z) é n e, além

disso, pn (1, w,,0) # 0. Da definigao de polinomio reciproco e da expressao (4.2), temos que

(Cnpn(¢a Wn, Z))* = En(ﬂ;kl(d}v Z) + wnpn(¢> Z)) = Enmn(pn(d]a Z) + wnp;‘;@ba Z)) = Kfncnpn(w» W, Z) )

que mostra que {¢,pn (¥, wy, 2)}0°, é uma seqiiéncia { K, }>° -invariante para todo z € C e n > 0.

A para-ortogonalidade segue imediatamente da relacao

(Pn (0, wn, 2), Zk> = {pn(¥, 2), Zk) + wn oy, (), 2), Zk)
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e das propriedades de ortogonalidade dos polinomios p, (¢, z) e pk (v, z), pois

(pn(V,wy, 2), 2% = 0, 1<k<n-—1,
<pn(w,wn,z),1> = wn<p,*1(z/1,z),1> #0,
<pn(w7wnaz>:zn> = <pn(waz)azn> 7£ 0.

(17) Seja T,,(2) = Xy (2) — Cnpn (¥, 2) —dppi (1, 2), n > 0. Entao, das defini¢oes de ¢, e d,,, obtemos
(Ta(2), pu(h, 2)) = (Xn(2) = capn(¥, 2) — dnpy (¥, 2), pu(¥, 2))
= (Xa(2), (¥, 2)) = cnlpn (¥, 2), (0, 2)) = dn(pn (¥, 2), pu(¥; 2))
(2),
{

= (Xu(2), o0 (¥, 2)) = (Xn(2), pu(¥, 2)) + dn{pp (1, 2), pu (¥, 2))
—dn(pp (¥, 2), pu(¥, 2)) = 0

e, ainda, das relagoes de ortogonalidade dos polinomios de Szegd,

- Cnpn(wa 2) - dnp;(¢7 Z)? po(qu)? Z)>

(Tn(2),po(¥,2)) = )
), po(h, 2)) = calpn (¥, 2), po(, 2)) — dn(p (¥, 2), po(¥, 2))
)
)

Xa(2), polth,2)) — %mw, 2), 0l 2)

Portanto, temos que

<Tn(2),pn(w,2)> = <Tn(2),p0(w,z)> =0, n=12,.... (46)

Vamos mostrar, agora, que T, (z) = 0 para n > 0. E imediato que To(z) = 0, pois

To(z) = Xo(2) — copo(¥, 2) — dopp(¥, 2)
= co(po(¥, 2) — wopy(¥, 2)) — copo(V, 2) — dopy (1), 2)
= o (n02) + 25(0.2) ) — cml2) - (0.2
= copo(¥,2) + dopy(¥, 2) — copo(, 2) — dopg (), 2) = 0.

Para n > 1, podemos expressar T,(z) da forma

Z>:Zakpk(¢7’z)7 Qg E(C~
k=0
Disto e de (4.6), obtemos, para n > 1,

0= <Tn(2),p0('¢, Z)> - a0<p0(1/172),p0(1/1,2)> = ap = 0.
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Analogamente,

0 = (T0(2), pu(¥, 2)) = anlpn(®, 2), pu(h, 2)) = an = 0.

Portanto, em particular, 7} (z) = 0. Para n > 2, como X (z) é para-ortogonal, temos

0= (T.(2),2) = <i akpk(w,z),z> =a1{p1(¢,2),2) = a, =0.

Continuando dessa maneira, teremos as = ag = ... = a,_1 = 0. Assim, T,,(z) = 0 paran >0

Xn(2) = copn(V, 2) + dppy (0, 2), n=0,1,2,.... (4.7)

Se ¢, = 0, entao, por (4.7) e (4.1), temos

dn(pp (¥, 2), 2") = (Xu(2),2") # 0

o que contradiz a ortogonalidade de p% (1), z) e, assim ¢, # 0. Analogamente, se d,, = 0, novamente
por (4.7) e (4.1), temos

Cn(pn(¥, 2),1) = (Xn(2),1) # 0,
que contradiz a ortogonalidade de p, (¢, z). Logo, d, # 0. Podemos entao escrever, para todo
n >0,

dn * dn
Xn(Z) =Cn (pn(,(/)’ Z) + C_pn(¢7z)> = Cnpn<¢7wnaz)7 S Ca Wy = —.

Cn
Agora, suponhamos que, para algum n > 0, X,,(2) é k,-invariante. Entao, X (z) = £, X, (2)
e, assim (4.7) e X*(2) = .p% (¢, 2) + dnpn(1, 2) implicam que

(dn = Fncn) pu(h, 2) + (G — Knda)pp (¥, 2) = 0.

Como p, (1, z) e pk (1, z) sao linearmente independentes, podemos concluir que

ul

= e Ky =
n — n — 7 -
Cn dy,
Isto significa que |c,| = |d,| e, assim, as condigbes (4.5) estao provadas. u

4.2 Raizes dos polinéomios para-ortogonais

As raizes dos polindmios para-ortogonais possuem uma propriedade que serd bastante utilizada

neste trabalho e é dada pelo seguinte teorema.
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Teorema 4.2. Seja {X,(2)}5°, uma seqiéncia {k,}2  -invariante de polinémios para-ortogo-
nais com respeito a uma medida positiva Y (z). Entdo, para cada n > 1, os n zeros de X, (z) sdo

simples e estdao no circulo unitdrio I’ = {z € C : |z| = 1}.

Demonstracao: Para n > 1 podemos escrever

Xn(z)=co+cz+...+c2", e #0, ,€C, k=0,1,...,n

Xi(2) =cz" + 12"+ 4T =k Xp(2), K #0.

Observemos que

co = Xn(0) = K1 X7(0) = Z—” £0.

Sejam oy, aa, . ..,y as raizes de ordem impar de X,,(z) de ordem fmpar em I', contadas com
suas multiplicidades. Se nao existem tais raizes, entao p = 0, caso contrario, 1 < p < n. Para
demonstrar o teorema é suficiente mostrar que p = n.

Se 3 é uma raiz de X,,(z) que nao estd em I, entdo, como X,,(z) é k,-invariante, 1/ é uma
raiz de X,,(2) e 1/3 também ndo estd em I'. Assim, as raizes de X,,(z) que ndo pertencem a I’
ocorrem aos pares (3,1/5).

Se 3 é uma raiz de X,, em I', entdo 8 = 1/3. Existem, assim, um nimero par de raizes
de X, (z) em I" mas que nao estdo no conjunto [y, as,...,q,]. Segue, entdo, que as raizes de
X,.(2) que ndo estdo em [ay,ay,...,q,] ocorrem aos pares (3,1/3). Denotemos todas as raizes
que ocorrem aos pares (3,1/3) pelos 2¢ niimeros

1 1 1
ﬁlaﬁ)ﬂ?a@)"'aﬁ@@a

que podem estar em I' ou nao. Se nao existem tais raizes, tomamos ¢ = 0. Claramente p+2q = n.

Como X,,(0) # 0, temos que ; # 0 para j = 1,2,...,¢. Consideremos os polinémios

(z—a)...(2—0qp), se p=>1,

1, se p=20,
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Note que

(X,,C) — /X C(1/2)du(z) = /FA(z)B(z) <z - 5%) y (z _ B%) I G) %dw(z)

- [aepe (%) (—1)41_35) ﬁ(zq O gy

_ ﬁif'l’);q /F A(2)B(=)A G) ( >d¢( ) = 55 1) 5 (AB.AB) 0.

A desigualdade segue do fato de (AB, AB) > 0, que é uma conseqiiéncia de ¥ (z) ser positiva.

Como C(z) é um polinémio de grau p + g e (X,,C) # 0, as condi¢oes de para-ortogonalidade
implicam que o grau de C(z) é n. Como tomamos ¢ > 1, isto é impossivel, pois o grau de C(z) é

igual a p + ¢ que é menor do que p + 2g =n. Logo, ¢ =0¢e p =n. [ ]

4.3 Foérmulas de quadratura no circulo unitario

Faremos, agora, um estudo sobre férmulas de quadratura no circulo unitario, isto é, férmulas de
quadratura cujos nos pertencem a I' = {z € C : |z| = 1}.
Como visto no Capitulo 2, uma féormula de quadratura gaussiana é uma formula para aproxi-

mar integrais da forma

/f ddj Zanf xnm)7 f€H2n—1-

Estudaremos, agora, formulas de quadratura do tipo

" e () ZAnmf Enm) (4.8)

0
onde 0s 1n6s &, m, com |&, | = 1, e 08 pesos A, sdo tais que a férmula acima ¢é vélida para
f €A (n_1)n—1. Férmulas de quadratura desse tipo sao chamadas de férmulas de quadratura no
circulo unitério (ou de Szegd) com n-pontos.

Considere {p, (¢, 2) }22, uma seqiiéncia de polindmios de Szegé com respeito a ¢ (z) e também

{w, }2, uma seqiiéncia de nimeros complexos, ndo necessariamente distintos, tais que

lw,| =1, n=0,1,2,....
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Seja {pn (¥, wy, 2)}5°, uma seqiiéncia de polinémios para-ortogonais {w,}:° ,-invariantes dada

por
(W, Wy, 2) = pu(, 2) +wupl (¥, 2), n=0,1,2,....
Denotemos por &,m = Enm(wn), m = 1,2,...,n as raizes de p,(1, w,, z) que ji sabemos,
segundo o Teorema (4.2), que sdo simples e pertencem a I' = {z € C : |z| = 1}.
Podemos construir os polinomios fundamentais de Lagrange L, ,,(z, w,,) como

pn<w>wmz)
(2 — &) o (0, w, €7))

Ly (z,wy,) = 1<m<n. (4.9)

De fato, como 6, = p,(1,0), logo |4,| < 1. Denotemos p, (¢, z) = Zajzj coma, = 1e
=0

ag = pn(qu)? 0) = 0. Assim,

pn(¥, 2) = 2"pp (1, 1/2) = 2" (

3
f
<
w
d
N——
I
3
S]
<
]
3
d

§=0 §=0
Logo,
P, wn,2) = pu(t,2) +waph(,2) = D 2wy Y ae"
3=0 3=0
n—1 n
= 2" +wyapz" + Zajz + wy, Zajz" J
7=0 7j=1

Fazendo ay = 6,,, obtemos

n

n—1
Pn (0, Wh, 2) = (14 Sw,) 2" + Z ajzj + wy, Zajz”_j :
=0 j=1

Observemos que (1 + d,w,) é o termo do coeficiente de maior grau de p, (¢, wy, ), logo

pn (U, Wy, 2) = (14 S,w,) H (2 = &um) - (4.10)

m=1

Calculando p,, (¢, w,, z), obtemos

P10, W, 2) _ - L N i .
(1+Ewn) B (H( 5":’”)) - ( Sn,m) H( 5n,k>
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Avaliando esta tltima expressao em z = &, ,, temos
(U, W Epm) = (1 + Spwy, H Enm —Enk), para 1 <m<n. (4.11)
:1
Substituindo (4.10) e (4.11) na expressao para Ly, ,,(z,w,), obtemos
H Z = én k
Lym(z,w,) = pr(, W, 2) = n# , 1<m<n.
(Z - gn,m)pn(d}) Wr, 6n,m>
Dai, segue que, para 1 < m < n,
Ln,m(fn,k; wn) = 5k,m7 1 S k S n, (412)
onde dj,, é o delta de Kronecker. Observe, ainda, que Ly, ,,, (2, wy,) € Agpmy =111 €
1
_ 1 - "1 -
Ln,m — Wn | = H gn m gn k H - fmm S A—(n—l),O .
z o \z
k#
Definimos, entao, os pesos A, por
2 ) )
Anm = Anm(Wn) = / L (€7 0y, dap(€”) 1<m<n, n=12,..., (4.13)
0

O préximo teorema mostra que a expressao acima é uma quadratura de Szegé com n-pontos

valida para f € A_¢,—1) 1.

Teorema 4.3. Seja 1(z) uma medida no circulo unitdario. Paran > 1 e 1 < m < n, denotemos

Por & as raizes de pn (Y, wy, 2) € sejam os pesos A, definidos por (4.13). Entdo, para n > 1

el<m<n,

JEOLE / F(e)du(e?) ZAnmffnm

¢ vdlida para toda f € A_,—1),—1 e, ainda,

Z )\n,m = / d’l?b( 19) Ho > 0.
m=1

Demonstracao: Sejam n > 1e f € A_¢,_1),—1 dados. Definimos

n

D(Z) = f(Z) - Z f(én,m)[’n,m(za wn) )

m=1

(4.14)

(4.15)
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onde Ly, (2, wy) é dado por (4.9). Entao, D € A_(,_1),—1 €, por (4.12),

D(fmk) gnk fonm mk—O 1<k<n.

Claramente, E(z) = 2" 'D(2) € Mg,2 ¢ E(§um) = 0 para 1 < m < n. Assim, existe um

polinomio S(z) € I, tal que E(2) = pn(4), wn, 2)S(2), ou ainda,

Zn—l Zn—l
n—2
Se tomarmos S(z) = Z sm2™, entao
m=0
—2 n—2
/D(Z)dl/](z) :/ (pn wawm Z n—m— 1) (W = Z Pn %wn, ) szn - m> =0
T r m=0 =0

pela ortogonalidade de {p, (1, wy, 2)}22,. Disto e da equagao (4.13), segue que

/Ff(z)d¢(2)=/[ +Zfsnm L (2, wn]dw ZAnmf Enm)

o que mostra que (4.14) é valida para toda f € A__1)n-1.

Agora, para mostrar que A, ,, > 0, tomemos
Kpn(2,w0) = Ly (2, W0 ) Ly (1/2,05) — L (2, w3) - (4.16)
Observe que Ly, (2, w,) Lym(1/2,w,) € A_(n—1)p—1. Assim, K, (2, wyn) € A_(n—1),n—1 € entao
Kym(&np,wn) =0, 1<k<m.
Logo, de (4.14) para 1 < m < n, segue que
/Knm 2wy )i (2 Z)\nkKnm iy W) = 0. (4.17)
Portanto, de (4.13), (4.16) e (4.17), para 1 < m < n,

Am = /Ln’m(z,wn)dg/}(z): Ln’m(z,wn)znvm(l/z,wn)d¢(2)
r

= (Lpm(z,wn), Lym(z,w,)) >0, g<m<mn,

=

ou seja, Aym > 0.

Finalmente, tomando L(z) = 1 em (4.14), obtem-se

n

21
uo:/ruw(z):/o Ldp(e”) =D Apm -1 > 0.

m=1
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4.4 Casos especiais de polinémios para-ortogonais

Nesta segao, apresentamos alguns resultados encontrados em [4] e [5]. Se consideramos ¥ (z) uma

medida simétrica no circulo unitario, isto é, di(1/z) = —di(z), entao os momentos sdo todos

reais. De fato, como
2w ) ] T ) 2 ] )
Lo = / ezn9d¢(619) — / ezn9d¢(619) + / 6m9dw(629) ’
0 0 s
fazendo # =t + 27 na segunda integral do lado direito, obtemos
2 0
/ eianw(eiH) _ / ein(t+2ﬂ)dw(ei(t+2ﬂ)) :
Utilizando as relagoes cos(nt 4+ 2nm) = cos(nt) e sen(nt 4+ 2nmw) = sen(nt), obtemos
/ ezn(t+27r) dw(ez(t+2ﬂ)) _ / ezntdw(ezt) )
Substituindo t = —6 na expressao acima segue que
0 . . 0 . .
/ ezntdw(ezt) — / e—zn9d¢(e—z€) '
Agora, utilizando a simetria da medida (), temos que
/ e—znde(e—zﬁ) — / G_andl/)(ew) )
s 0

Logo,
L= " inOd 0 " 7in9d 0y 2 " 0)d 0 ’
i /0 e™dy (e )+/0 e "dip(e”) / cos(nd)di(e"”)

0

(4.18)

de onde concluimos que pu,, é real para n > 0. Disto, vemos que os coeficientes de reflexao sao

reais e, assim, —1 < ¢,, < 1, onde §,, = p, (1, 0).

Consideremos agora as duas seqiiéncias de polinomios para-ortogonais especiais denotadas,

respectivamente, por

{Pn(% 1a Z)}ZO:O e {Pn(% _17 Z)}ZO:O )

as quais sao obtidas de (4.2) quando fazemos w,, = 1 e w,, = —1, respectivamente. Observe que

P, —=1,2) = pu(¥,2) = pi(,2) = (z—21)(2—22) ..., (2 —2p) — (L —z21) (1 — 229) ... (1 — 22,) .

Assim,

Pn(¢> _17 1) =0.
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Logo, pn(1, —1, z) é divisivel por (z — 1) e podemos definir

(1) _ pn(¢7 17 Z) . pn+1(w, —1, Z)
R, w’z)_—lern(w,O) = D0 0 n>0, (4.19)

onde RY” (Y, 2) e (z— 1)R512)(¢, z) sao polindmios para-ortogonais monicos.

Teorema 4.4. Os polinomios Rg)(zﬁ, z) e RY (¢, z) definidos por (4.19) satisfazem a sequinte
relacao

22p0-1(,2) = RV, 2) + (2 = DRY (v, 2) . (4.20)
Demonstragao: Observe que

Pn(% 17 Z) + pTL(w? _17 Z) = 2pn<w7 Z) :

Por outro lado, usando as relagoes (4.19) tem-se que

pu(,1,2) + pu(t), —1,2) = (1+6,) RV (1, 2) + (1 — 8,) (2 = YRP (1, 2) .

Assim,
20,(10, 2) = RV (1, 2) + 3, RV (1, 2) + (2 — )RE (¥, 2) — 6, (2 — DR (4, 2)

ou, ainda,

2pn (1, 2) — 0n, (

(1= 0n)pn(9,1,2) = (1 + 8n) pn (¥, =1, Z))
(1 —=0,)(146y)

d
20(10,2) = 755 (20,0, 2) = 26,pu(,2) = RY(,2) + (2 = DR, (8, 2).
ﬁ(pn(w, 2) = Supp(¥,2) = RO, 2) + (2 = DR, (1, 2).

Agora, usando a relacao de recorréncia (3.33), segue que

22p,-1(,2) = R0, 2) + (2 = DR (v, 2) .
| ]

O préximo resultado fornece uma relagao de recorréncia para os polinomios Rg)(w,z) e
Ri(1, 2).

Teorema 4.5. Os polindmios monicos Ry (¥,2) (k = 1,2) satisfazem, para n > 1, a seguinte

relacao de recorréncia
R (.2) = (2 + DR (4, 2) — g} 2R, (4, 2) (4.21)
com condigoes iniciais R((f) (,z)=1ce Rg'i)(w, z) =z+1 e, ainda,

4oy =(1+6,)(1=6,) e 4, = (1= 8,)(1+ ).
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Demonstracao: Considere os seguintes polindomios para-ortogonais

SW(z) = pr(¥:2) + (¥, 2) e SP(z) = pu(,2) — pr (¥, 2)

! L+ pu(¢,0) L—pa(t,0)
(2)
o seja, RV, 2) = S(2) o A (p, 2) = 221

z—1"
Provemos que estes polinomios satisfazem as seguintes relagoes de recorréncia

Sz = (2 +1)8P(2) = (146,11 — 6,25, (2),
SP(2) = (z+1)SP(2) — (1= 8,m1)(1+ 6,252 (2)

para n > 1, com S(()l)(z) =1,6=1, 582)(2) =1, Sfl)(z) =z+1le SEQ)(,Z) =z—1

Utilizando as relagoes de recorréncia dos polinémios de Szegé (3.32) e (3.35) obtemos

Pn+1(¢> Z) + PZ+1(¢> Z)
1 + pn—i-l(w? O)
(2on (¥, 2) + 0ni1p3 (¥, 2)) + (P (¥, 2) + Oni12pn (¥, 2))
]_ —|— 6n+1
_ " (1+0n-1)(1 +6,)
- (an(wyz) + pn(wvz)) (1 + 611)(1 + 5n71)
((Z + 1) -1+ 6nz)(1 + 6n+1)pn(¢7 Z) + ((Z + 1) —z+ 571)(1 + 5n—1)p:z<¢a Z)
(14 0,)(1+ 6p-1)

— (2 +1) (p"(w’ 21):5‘@’ Z)) — (14 6u1)(1 = 8,)2 <p"1<1/”1z)++5:_311<1/” Z>)

S8 (2)

= (z+ 1SV ) = (1 +6,-1)(1=6,)z50(z).

Temos, ainda, que

Po(@ba Z) + pé(¢7 Z)
1 + pO(w7 0)

S (2) = =1

P 149,00 1+ 0,

. 2 . X ~ .
De modo analogo, podemos provar que SS )(z) satisfaz a relagao de recorréncia. Observemos

=z+1.

que, para n > 1, Sﬁl(l) = 0. De fato, como
SP(2) = (z+ 1DSP(2) — (1 = 8)(1 4+ 61)258 (2) = (z = D) (2 + 1),
pois dp = 1, entao 552)(1) = 0. Como

SP(2) = (z+1)SP(2) = (1=6))1+6)28P(2) = 4+ D) (z+ 1) (2 = 1) = (1 = &) (1 +85)z(2 — 1)
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logo S§2)(1) = 0. Como o termo (z — 1) estard sempre presente na expressao de Sﬁl(z), entao
$$2.(1) = 0.

n

Portanto, para demonstrar as relagoes (4.21) basta tomarmos

0] =(1+6,0)1=6,), e 4aZ, =1 =6)1+6n1).

4.5 Relacoes entre polinomios para-ortogonais e poliné-
mios ortogonais

Podemos relacionar os polindémios Rgf)(dz,z) (k = 1,2), definidos por (4.19), com polinomios

ortogonais P.") () em [—1, 1] através da transformacao
Loy, 12
r=ux(2) = 5(2 +z2779), (4.22)

que foi inicialmente estudada em Delsarte ¢ Genin [8] (ver, também, Sri Ranga [19]). Note que,
como z = ¢, podemos escrever x = cos(0/2), 6 € [0, 27].

A relagao (4.22) fornece uma transformagao do circulo unitério no intervalo [—1, 1]. Utilizando
a mesma pode-se relacionar polindmios para-ortogonais no circulo unitario com polindémios ortog-
onais em [—1, 1]. Os resultados a seguir, encontrados em Berti e Sri Ranga [1], serdo necessérios
para descrever estes relacionamentos.

Primeiramente, consideremos ¢!)(z) e ¢®(x) duas medidas simétricas no intervalo [—1, 1]
satisfazendo

¢ () = (1 — 2*)de" (z).

Vamos utilizar a notagao {P,gﬁ) (x)}22, para a seqiiéncia de polinémios ortogonais com relagao
a medida ¢ (z), i=1,2.

Se conhecermos uma seqiiéncia de polinomios ortogonais com relagao a uma medida, por
exemplo ¢ (z), podemos obter informacdes a respeito da seqiiéncia de polindmios ortogonais
com relacdo & medida ¢ (x).

A férmula de Christoffel (ver [20, pag. 29]) fornece a seguinte representacao dos polindmios

Rgz)(x) como combinagao dos polinémios Rgl)(x)

N @)y L 1 1 1 1
(=P e) = 5 = { PO Py o) - PMPD @)
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Para obter uma representacao para os polindmios Prgl)(x) em termos dos P? (x), podemos

expressar Rgl)(x) como combinacao linear de PZ@) (x),7=0,1,2,...,n, de onde obtemos

P (@) =) duiP (@)
i=0
Utilizando a ortogonalidade e a simetria desses polinomios, temos que a expressao acima torna-se
P (x) = PP () + dusP2y(x), n>2, (4.23)

onde

A PP@PE @i @) L))

[ (PP, (2))2dg® () JL(PPy(x)2de@ (x) "
(1) (2)

, . ~ A~ . . 1
Dai obtemos a seguinte relagao de recorréncia entre os coeficientes d,,, an’ € am, .

Lema 4.1. Dadas ¢V (z) e ¢ (z) tais que dp® (z) = (1 — 22)dpV(z), entdo os coeficientes d,,

na relagao (4.23) satisfazem

dn—1 alei2
T = n2? (4.24)
e
dp1 —dp_o = aﬁfjl - agll , n>2, (4.25)
(1 @ (1)
o

Demonstragao: Pela expressao (2.4), temos que

1
[ (PO @) = ol ool

1

e, assim,
1) 1) (1 1
P _aghzloz%) . .aé )@5 ) o dp—1 _ 04,(%22 S 9
T 0®,6?aPa®? dps o)

Fazendo n = 2 na expressao anterior obtemos a primeira expressao para dy.

Para obter o restante, vamos utilizar (4.23) e a relacdo de recorréncia para p (x), ou seja,
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e, de (4.23), obtemos
B PM(z) - p? (x)

ERACY i

[gualando essas expressoes, obtemos

(2P (2) = PP (2))dnz = (P (z) = PP (x))af?

n

p(l)(x) — p(2)($)_

n

Logo,

dnf2 dnf2 2
PW(z) = (1— W) PO(z) + "5 PP (z), n>2.

Usando novamente (4.23) e a férmula de recorréncia para Prgl)(x), obtemos
Puh(@) = aPP(@) = oy P2 ()

d,— d,—
= 2(PP(2) + du 2 P2y () — o,y ((1 - T) P2 (x) + Tf’xp,%(x))

(1) (1)

a,, o

= q;Péz) (q}) — <Oz$ll+)1 — dn_g(—;)rl) PTE%)l (I') +x <dn—2 - dn—3(—;)r1> Pr(z27)2(x>
« «

n—1 n—1

ou, ainda,

(1)
n an
P, (2)+dy PP () = 2P (z)— (“Sil — dy s ) PP (2)+a (d g ) PP, (x),

(1)
« «
Pih(e) = aPP () (aifil — g5 +dn_1) P2 () +a (d — dus ) P2 ().
Agora, usando (4.24), obtemos
Piliw) = e PP () = (3 = duoa + du) P2 ().

Logo,

047(12421 = O‘Sll —dpo+dy1 = aﬂl - OZSJ)A =dp-1 — dn—2

o que mostra (4.25) para n > 3.

Novamente, por (4.23) com n = 2, obtemos

PV (2) = PP (2) + do Py (z) = Py (x) = PP (2) — do = 2 — oY) =2 — i + dp.
Entao, dy = af) — aél) e, portanto, temos que a segunda expressao esta provada. Falta ainda

verificarmos que (4.25) vale para n = 2.
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Procedendo como anteriormente, temos que
PP (2) = 2Py (2) — (a5 — do + d) 7 ().
Logo, a:(f) — a:(,)l) = dy — dy. |
Definimos, agora, uma seqiiéncia de nimeros reais {/,,} tal que

(1) (1)

-2
=1, (h=1) =20, (b—1) =~
a
1
e
all),
(lny1 — 1) = a%(ln,l —1), n>2. (4.26)
As relagoes
(ln—l—l - 1) dn—l
= > 9
(lno1—1)  dyy’ "=
(o1 — D(ly = 1) = —4d,—q, n>1, (4.27)

sao facilmente verificadas. De fato, de (4.26) e (4.27)

(1)
(ln+1 B 1) _ Apio _ dnfl n 2 9

(ln,1 - 1) 01512) dn72 ’

Por inducgao, vamos mostrar a segunda expressao. Para n = 1, temos

BN OO
(b —1)(l; — 1) = (% (—204") = 4=—— = —ddy.
aq Qq
Suponhamos que vale para n = k, ou seja, (lg11 — 1)(lx — 1) = —4dy_;.
Paran =k +1,

o) o) NI UJ NG
(U2 = Dl = 1) = =57 (e = Dl = 1) = ~4—52d = 4 | =505 | -
A1 Oht1 Q1 ¥~ -+ - A7

e, assim, (lgyro — 1)(lgr1 — 1) = —4d.

Lema 4.2. Dadas ¢ (z) e ¢W(2) tais que dp® (x) = (1 — 22)dpV(z), entdo os elementos da

seqiiéncia {l,} definida por (4.26), para n > 1, satisfazem

NG ) (1 ) ) (1
(o =1) __olzoh) ool (i =1) _ablyobly e’ o
2 agi)agi)fz . oz?ozém 2 agzz)flagfl)f?) e agf)oz?)
‘ 2 (2 (2) 2) (2) (2)
(lon14+1) 9,109, 3.0 (lon +1) _ @50 Qopz-- _ (4.29)

1 1 1) n (1 1
2 ah 10 50y 2 aplay),.al
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Demonstracao: Fazendo n = 2n em (4.26) temos

(1) ORNCY

(long1 — 1) Lag, o L g,y 0005,
_— = —(lgn 1 — 1) = 57 (2 (lgn_g — ].) = ...
2 2 o) 205l

Lalsaf) . allaf) Lalsaf) . alalaf)

- (L —1) = (—2).
2 2 2 2 2
2o, oo " 2 aflafl, aPal

Logo,

(long1 — 1) _ agl)“agf aall)
2
2 .. Pl

Analogamente, fazendo n = 2n — 1 em (4.26), obtemos
1 1 N
(on=1) _ oo ... 050"

o 2 2 2) (2)°
2 ol el . afal?

De (4.27) e (4.25), temos que

(lons1 = 1) (lan = 1)

—doy—
5 5 2n—1
e, portanto,
(lons1 — 1) _ don—1 _ _Oféi)ﬂ O‘S«L)H + dap—2 n>1.
2 (loy — 1)/2 (I — 1)/2 ’ -

Assim, da segunda relacdo em (4.28), temos
2 2 2 1 2 2
(lans1 — 1) _ O‘gn)ﬂagn) 1- ag )045 : (dan—o — O‘gn)ﬂ)agn) 1- ozé )ag : n>1

- 1 1 1 1 1 1 1 ) =
2 agn)ﬂagn) 1- g ) agn)+1aén) 1- é )ag )

Como o segundo termo do lado direito é igual a (-1), a expressao acima torna-se

2 (2 2) (2

lont1 B 1 L= Qopr1®op1--- O3
2 2 aéh)ﬂaéill Ll

de onde segue a primeira expressao em (4.29).

De modo analogo demonstramos também a segunda expressao. [ ]

Lema 4.3. Dadas ¢V (x) e ¢ (z) como nos lemas anteriores, entdo eviste uma seqiiéncia de

nimeros reais {l,} tal que

1 1
o)y = =20 =Dl +1), = =1 = Dl +1), n>1

1
dn—l = _Zan - 1)(ln+1 - ]-)7 n=>1,

com ly =1 el1:1—20z§2).
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Demonstracao: De (4.28) e (4.29), temos que

1 1 1
1 ot aflaf
06(2)1 Ce a§2)a§2) ’

n—

@2 (2 §2) @ (2 (2)

(1) =255 e () = 2
Qp Q3. .- Q1O -+ - O
Assim,
(L, —D)(lper +1) = —404&21 , n>1,
e, ainda,
(= V(g1 +1) = =4, n>1.
De (4.27), temos
dp_1= —%(lnﬂ -, —-1), n>1
e, da definicao da seqiiéncia, obtemos l[p =1el; =1 — 2a(1). [ ]

Utilizando os lemas anteriores podemos demonstrar o proximo teorema, que fornece uma
laga linomios P\ R — 1,2 Ih laga
relagdo entre os polinomios P, (z) e Ry’ (1,2) (k = 1,2), ou melhor, uma relagao entre as

respectivas medidas e, também, entre as respectivas férmulas de recorréncia (veja [23, 4]).

Teorema 4.6. (i) Seja ¥(z) uma medida positiva no circulo unitario tal que os polindmios de

Szeqd {pn(V, 2)}02, sdo reais. Sejam
40} = (146, )1 =6,)>0 e 4al), =(1=8,)(1+0,11)>0, n>1
e as medidas positivas ¢ (x) e ¢ (x) definidas por
dp\V(w(2)) = —dip(2) e dpP(a(2) = —(1 = 2%)dy(2),

onde x(z) = (1/2)(2Y2 + 2712). O suporte de ¢V (z) e ¢'?) () estdo contidos em [—1,1]. Entdio,

para k = 1,2, as seqiiéncias de polinomios {P,(Lk)(x)}zozo, onde
P (x(2)) = (42) PRIV (4, 2),
Po(k) (x) =1, Pl(k) (x) ==z e
P (@) = 2PP (@) — o) B (2), m > 1, (4.30)

sdo seqiiéncias de polindmios ortogonais monicos em relag¢do o medida ¢ ().
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(i1) Reciprocamente, sejam ¢V (x) e ¢'?(x) duas medidas positivas definidas em [—1,1], tais que
dp® (z) = (1—22)do™ (x). Sejam os respectivos polindmios ortogonais ménicos Pél)(x) e P7E2)(ZL‘)
satisfazendo

P (@) = 2P () — o), PP () ,n > 1.

Entao, os coeficientes de reflexdo 0, dos polinémios de Szegd, p,(z), associados a medida positiva

di(z) = —de"V(z(2)), satisfazem

40 4@
5n:1_#+1 Oy = —1 —ntl > 1
1+6,, ¢ =TT h

com 6o = 1. Explicitamente podem ser dados por

2 (2 2,2 2) (2) (2)

«Q « e Qs o e
e i BN e REeY
Qop 10y 3. .- U3 Qg Aoy Aoy o+ - - Qg

com RP (0, 2) = (42)"2PP (2(2)).
Demonstracao: (i) Multiplicando ambos os lados de (4.21) por (4z)~™+1/2 obtemos
(42)"HORRT (0,2) = (2 4+ 1)(42)" PR, 2) — dag2(42)" PR, (0, 2),

com R{” (1), ) = L e (42) V2R{" (1), 2) = (42) V(2 + 1)
Usando o fato de que (z + 1)(42)7Y2 = (1/2)(2Y2? + 27Y/2) = 2(2) = z e lembrando que
(42)~"2RY (1, z) = P\ (x), obtemos

P" (2) = 2PY(x) — o), PY, (),

com Pé”) (x)=1e Pl(”) (x) =z
Portanto, temos que P (z) = (42)~" 2R (¢, z) satisfazem as relagdes de recorréncia de trés

termos (4.30).

Observemos, agora, que as seqiiéncias {g\ = (1 —6,)/2} e {g = (1 + 0,41)/2} satisfazem
1 0 1 9 1
1—gP)gW = (1-2 422 ) (2 =22 ) = (14 6,_1)(1 = 6,) =a'l)

1 4, 1 4, 1
(1- 922—)1)g£2) = (1 5 5) (5 + 2“) = 1_1(1 —0p) (14 6pyr) = 042211 .

Assim, concluimos que {an +1} {an +1} sao seqiiencias encadeadas com seqiiéncias de parametros

dadas, respectivamente, por { gn } e {gn }. Pelo Corolario 2.1, temos que o verdadeiro intervalo de
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ortogonalidade da seqiiéncia de polindmios é [—1, 1], pois estamos considerando medidas simétricas
. ] k .

e B, = 0. Dessa forma, concluimos que as raizes de Pt )(35) estao em (—1,1) e, pelo teorema

de Favard (Teorema 2.1), formam uma seqiiéncia de polinémios ortogonais. Para obtermos as

medidas ¢ (x) e ¢(?)(z), basta tomarmos

dp™M(z) = —dip(2)

e lembrarmos que

z z-—1

(z = Ddy(z)

z—1 =z

/Z_n—i_st)(wa Z) (Z _ 1)d’¢(2’) — /z_n+8R£12)(¢’ Z)
r r
z

=[R2l (),

onde
—1 —1
a6 () = EZE TN gy (-t
z
Fazendo ly,_1 = 09,1 € lg, = d2, no Lema 4.2, obtemos a segunda parte do item (7i) de-
monstrada.
Para demostrar a primeira parte em (i7), basta tomarmos [,, = d,, no Lema 4.3. n

O préximo resultado, encontrado em [2], nos ajudard a demonstrar que as raizes de Py(Ll)(ZL“) e

P(Q)

>~ (x) se entrelagam.

Lema 4.4. Sejam q,(v) = (v —x1)(x —22) ... (Tt —2p) € @) = (x—11)(T —Y2) ... (T — Yn—2)

polinomios reais simétricos cujas raizes positivas satisfazem

Tin/2) < Yl(n-2)/2) < - - <Y1 <T1,

onde |n/2| significa o maior inteiro menor do que n/2. Entao, para ¢ € R, o polindmio

Q) = gn(x) = cgna(x)

tem n raizes e suas raizes positivas &, 2] < §|(n-1)2) < ... < & < & se entrelagam com as raizes
de Qn(x) € Qn—Q(‘T); ou seja,
(1) Se ¢ >0, entio x1 <& ex, <& <y, parar =2,...,[n/2].

(ii) Se c <0, entao y, <& < xp parar =1,2,...,|n/2] =1 e &n2) < T|pns2)-

Teorema 4.7. As raizes de P\"(z) e P\?,(z) se entrelagam.
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Demonstracao: De (4.23), temos
PiV(x) = PP(2) + dua P 2y()

Agora, pelo Lema 4.3 com [,, = §,,, obtemos

PW(z) = PO (g) — %(1 = 6)(1 = 8pi1) P2y ().

Utilizando a relagao de recorréncia (4.30) para P,Ez_)l(x), obtemos

PO@) = PPy (@) = 1= 8,)(1 4+ 5,0)P5(e) = 10— 8,)(1 — ) P25()

= 2P (1) - iu — 8L+ Gus1) + (1 = 8041)| Py (2)

= PP (@)~ 51~ 3 Py().

n

1
Lembremos que as raizes de P 2 (z) e P,(LQ)Q( ) se entrelagam. Como 5(1 —0,) > 0, utilizando

a parte (i) do Lema 4.4, temos que as raizes de P\’ )( ) e xPﬁ)l (x) se entrelagam. n

O préximo resultado fornece uma relacao entre a férmula de quadratura associada aos polino-
mios ortogonais e a associada aos polinomios para-ortogonais, aqui denotadas, respectivamente
por FQG e FQS. Esses resultados sao encontrados em [3] e [5].

Para o préximo teorema, consideremos as seguintes condigoes. Sejam a medida positiva 1(z)
no circulo unitério e as medidas positivas ¢ (x) e ¢® () definidas em [—1,1] tais que

1
(1—22(2))

com z(z) como em (4.22). Tomando z = ¢ temos que a expressao acima torna-se

—dy(z) = do'(a(2)) = do® (x(2)),

() = o (cos(8/2)) = W‘W (cos(0/2))

Considere a féormula de quadratura gaussiana que é exata para g € Iy, 1,

FQG(k) : / (2)do"™ (x Z Wi (k=1,2),

1

onde os nods estao ordenados da seguinte forma

1> 2 > > > al) > 1

n,n

e x4, sdo as raizes do polindmio ortogonal P\ (z) com relagdo a medida ¢ (z).
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Considere, também, a féormula de quadratura de Szegd que, pelo Teorema 4.3, é exata para

f € Af(nfl),nfl

n

FQS(u / FEHE) = 3 A0 Gan ) (0= 1,1,
com 08 N6 Zy (1, w) = e Pnm¥w) oreanizados como segue

0< 0n,1(¢7w) < 0n,2(¢aw> <...< Hn,n(,lvz)aw) S 27Ta

onde 2,m,(1,1) sdo as raizes dos polindomios para-ortogonais Rq(ll)(@b,z), Znt1,m (¥, —1),

m=1,2,...,n, sao as raizes dos polinomios Rﬁ{“)(w, 2) € Zpi1mt1 (Y, —1) = 1.

Teorema 4.8. Nas condicoes anteriores, temos que as sequintes relacoes sao validas

para m = 1,2 ,n e, além disso
Attt (¥, MO_Z)\—Hm
Demonstragdo: Lembrando que 2,,(1,1) = e%mD 3o as rafzes de R, 2),

Pﬁl)(x) = (42)_"/2R7(11)(1p, z) e usando o fato de que = = cos(0/2), temos

PV (cos(0nm(1,1)/2)) = (4 D) 72RO (3, P00y = 0,

para m = 1,2,...,n. Portanto, x,,, = cos(0,,(¥,1)/2) sdo raizes de PT(Ll)(x) para
m=1,2,...,n
Como zp11,m(¢,—1), m=1,2,...,n, sdo as raizes de
—1,2)
R,SLZ) w7z — pn—&-l(wa 9 ,
) = D= 0

novamente usando z = e¥ e z = cos(6/2), para m = 1,2,...,n temos que

P2 (cos(Ons1m(, —1)/2)) = (4e im0y 2RI (3, ffntrm@ml) = 0.

Assim, 2}, = c08(0p11.m(¥, —1)/2) sdo raizes de P,(f)(z) param =1,2... n.
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Vamos, agora, mostrar as relagoes entre os pesos das regras de quadratura. Pela expressao de

FQS(1),se f € A_(—1)n-1, entao

2 n
| HEE) = 3 M D)5 G (0:1). (431)
0 m=1
Por outro lado, da FFQG(1) temos, para g € Ily, o, que
1
[ s@ds @) = S W),
-1 m=1
Fazendo x = cos(6/2) na expressao acima, obtemos

/2 9(cos(8/2))d6M (cos(8/2)) = S W g(cos(Bum(¥,1)/2))

™

e substituindo do™ (cos(0/2)) = —dip(e?), temos

/0 Wg(COS(H/Q))d@D(ew) = ) Wihhg(cos(Bnm(1,1)/2)).

Logo,
FE)dp(e?) = W fznm(¥,1)) (4.32)

0 =1
para f € A__1) -1

Comparando (4.31) e (4.32), concluimos que

W = A1), para m=1,2,...,n.

f()(z—1)°

€ A_, . Assim, substituindo
z

Agora, se f € A_(n_1)n—1, entao

FEE=D" _n20/2) f(e9)

z

em F'QS(—1), que é de ordem n + 1, obtemos

n+1

—4 /0 ﬂsen2(9/2)) (e)dy(e”) f—4Z)\nHm )sen? (B s1m/2) f (Zng1m (¥, —1)).

Como 6y,11,n41(, —1) = 27, temos que a expressao acima torna-se

| st @2 e Zmlm 1)se® (O /2 (s —1)) . (4.33)

para f € A 1)n-1-
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Por outro lado, substituindo x = cos(6/2) em FQG(2), para g € 1y, » obtemos

/2 g(cos(0/2))dp™ (cos(8/2)) Z ﬁzlg (cos(Opnm (¥, —1)/2)).

™

Substituindo d¢® (cos(6/2)) = —(1 — cos?(6/2))dy(e?) na expressdo acima, obtemos

/Oﬁsen2(9/2) (cos(0/2))dv(e) Z 2 g(cos(Bn,m (¥, —1)/2))

e, assim,

[ s 62 ) = S WSl 1) (130
0

para f € A—(n—l),n—l‘
Comparando (4.33) e (4.34), obtemos

Oni1m(, —1
Wﬁ% = sen’ (%) At1m(,—1), para m=12...,n.

Para determinar o valor de A,11,,41(%, —1) associado a raiz 2,41 ,+1(¢), —1) = 1, usamos

n+1

Ho = Z >\n+1,m(¢
m=1



o4

Capitulo 5

o A [ ]

Analise de frequénci

No trabalho de Bracciali, Li e Sri Ranga [3], os autores abordam o problema de andlise de
freqiiéncia utilizando um caso particular de polinomios para-ortogonais, escolhendo w, = =+1
em (4.2). Esses polinoémios estao relacionados aos polinomios ortogonais em [—1,1] como visto
no capitulo anterior. Neste capitulo, apresentamos um estudo dos resultados encontrados em

Bracciali et al. [3] e Daruis et al. [7].

5.1 Introducao

Consideraremos, aqui, z(m) o sinal trigonométrico dado por

(7jeimwj + 7n0+1*j€imwn0+17j)7 (51)

1
=1

x(m) = ye™™ +
J
onde I € N, v >0,comnyg=2]+1sey>0eny=2Isey=0,wjparaj=12,...,1, sa0
tais que,

0<w <wsg <+ <Wpge1 < Wpy <27 € 2T — Wygy1—j = W, # 0

e, ainda, v; € C, satisfazendo

7n0+17j:7j7é07 ]:1727a1

Lembremos que o problema de anélise de freqiiéncia é determinar a variavel ng, as amplitudes
7; e as freqliéncias w; a partir de valores observados de z(m), m =0,1,2,...,N —1, N > 0.
Seja

W, .
gj:ej7 j:172a"'7n07
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o ponto associado a freqiiéncia w; ou, simplesmente, ponto de freqiiéncia.
Os trabalhos [12, 13, 17] sdo uma boa fonte de referéncias para a abordagem do problema de

analise utilizando polindmios de Szegd.

5.2 Resultados preliminares

Nesta secao, vamos estudar o problema de analise de freqiiéncia utilizando os polinomios para-
ortogonais, construidos a partir de uma seqiiéncia de polinomios de Szegd com relagao a medida

discreta ¢(z) definida por

no

Z Me()5(0 —wy), 0<0<2m, z=¢"?, (5.2)

<
—~
]
.
>
~—
I

0, sex <0,

1, sex >0,

e wg, Yk € np sao dados em (5.1).
A medida ¥(z) tem ng pontos de aumento e existe uma seqiiéncia de polindomios ortogonais
reais monicos pi (1, z) somente para k = 1,2, ..., ng. Observe que, neste caso, |pn, (¥, 0)| = |0, | =

1 o que acarreta, pela expressao (3.36), que

Pro(; 2) = Epp, (¥, 2) (5-3)

Suponhamos que conhecemos os valores de xz(m) para m = 1,2,...,N —1, onde N € N, e
tomemos z(m) = 0 para m < 0 e para m > N. Neste caso, o sinal trigonométrico é chamado de
N-truncado. Consideremos uma distribuicao 1x () dada por

d¢N(€i0) . 1
d9  2rN

, 0<0 <27, (5.4)

; ~ N . ~ e A s
Vamos, neste capitulo, adotar a notacao s para os coeficientes de reflexao dos polinomios de
Szegd, pn(¥n, z), com relagao a medida 1y (2). Usaremos, ainda, 2, ,(¢n,w) para nos referirmos
as raizes dos polinémios para-ortogonais p, (¥, w, z) € A\ym(¥n, w) para os pesos da férmula de

quadratura no circulo unitario associada aos polinémios p,(V¥n,w, z).
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(N)

Observe que o n-ésimo momento puy, *, paran =0,£1,£2, ..., é dado por
2m 27 N-1 2
(N) zned 7,9 m9 —zmH do
it /0 onle) =5 | 3 )
1N 1
- o / < x(m)x(j)e_’mae_’ﬂ) do
m=0 j=0
1 N—-1N-— o
_ i(n—m—j3)0
o 2 ety |
e, assim,
| N
pV) = i 77;lx(m):c(m —n) para n=0,+£1,+2,... (5.5)
e sao chamados de coeficientes de autocorrelagao do sinal. Esses momentos satisfazem, ainda,
(V) _ (N)
H_p = Hn

Utilizando os momentos MSV) podemos obter os coeficientes de reflexao p,(¢¥n,0) = 5 da

seguinte forma

s — _Epnaa(dn,2). 1)
(ph_1(n,2),1)

n

Denotando p,(¢¥y, z) = Zanﬁjzj, onde a,; € R, temos que

j=0
* n 1 . n—j
pn<¢Naz) =< Pn ¢N7% :Zan,jz
§=0
Utilizando essas expressoes, obtemos
o n—1 o n—1
i j i N
(2pn-1(n, 2),1) = /0 2pn-1 (N, 2)dipn () = Zan—l,j/o YN () =) an- Lt
§=0 §=0

e, ainda,

—_

n—

2m
an—l,j/ 2" diy ( Zan 1,;/~L£LN)
0

Portanto, os coeficientes de reflexao em funcao dos coeficientes de autocorrelacao do sinal sao

(01 (y2),1) = / (s 2o () =

I
=)

J

dados por

n—1
N
S o)

s — _I=0

n—1

N
Z an—l,jl%(lf)lfj

J=0
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Este método de se obter os coeficientes de reflexao, juntamente com as relagoes de recorréncia
(3.32) e (3.33), é conhecido como algoritmo de Levinson (ver Jones et al. [13, 16]).
Serao utilizadas algumas propriedades do nicleo de Fejér na demonstracao do proximo resul-

tado. Por isso, apresentaremos sua definicao.

Definicao 5.1. A funcao
Py (t) =

2%Zv (822£27é§))2’

¢ conhecida como nicleo de Fejér de ordem N — 1.

Algumas propriedades da funcao ®x(t) sdo
(i) Pn(t) > 0e Py(t) = Dy(—1),
(17) / Oy(t)dt =1, para todo N € N,

(7i1) Seja f : R — R continua com periodo 27. Entao,

™

lim Oy (t)f(x —t)dt = f(x).

N—oo -
As demonstracoes dessas propriedades serao aqui omitidas, mas podem ser encontradas em
9, 11].

O préximo resultado, demonstrado por Jones et al. em [13], garante que a medida ¥y(z)

definida por (5.4) converge “fracamente” para a medida v (z) definida por (5.2).

Teorema 5.1. A medida 1y converge “fracamente” para a medida discreta 1. Isto significa que

2m 2m
Jm [ ot = [ o),
para toda f continua no circulo unitdrio I'.

Demonstracao: Tomemos € > 0 tal que w; ¢ [ws — €, w; + €| para j # s. Entao, escrevendo
2

. if
df = 5 Xn(e”)]db,

N-1

Z z(m)e™?

m=0

dyn(e”) =

2N

de (5.1) e utilizando a soma da série geométrica, obtemos

i0 — zm@ im(w;— d 1 — N =)
(e) = St = 3o, (Semern ) = 30 ().
m=0 j=—1I j=—1I

onde wy =0 e 7y é como em (5.1). Assim,

ke ie)d ( 16 _ 1 wate 0 |X 0 |2d9
| ey - m/“f(e) w(e)

s—E
W@“‘E
— 19
27TN

I 2
1ij P -N

Z % 1—ewiz-

j=—1I

do (5.6)
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ws—i—s I 1 — 1 — N(wm—0)
19 6 6
27rN/ <Z Vi gilw,—0) ez(wj—e) ) ( Z T ilom—0) ) dg.

Agora, considerando m = j = s na ultima expressao, obtemos

1 — eiN(w370) 2

Lo [7 oy e
27N /w HEs | T | ¢
; 2 - ) 1— iNG ; 1— iNG |2
_ h/ | _f(ez(ws—e)) € |7 f i( wS—G € 4o
2r N 1 —eif - 27N 1—eif

vl / f(e sen(N@/Q) "
- 27N “sen(6/2)
Utilizando as propriedades do nucleo de Fejér, concluimos que

i D[ ey (NN e,

Além disso, os termos restantes do lado direito de (5.6) sdo de ordem O(1/N) se j # m e
Jj # s, e sdo iguais a s e de ordem O(1/vN) se j ou m sdo iguais a s (ndo simultaneamente).

Portanto, temos

fm 5 [ e = )

N—oo
Agora, note que podemos particionar o intervalo [0, 27] de modo a obtermos [ws — &, ws + €| como

um intervalo contido nessa particao. Assim, temos que

2

im [ fedon(0) = [ Fe)du(s).

N—oo 0 0

n

O préximo resultado, cuja demonstracao pode ser encontrada, em parte, em Jones et al. [16],
Levinson [17] e em Pan e Saff [18], nos diz que, como a medida 1y (z) converge para ¢ (z), os
polinémios de Szegb p,(Un, z), n < nyg, associados a medida ¥y (z), convergem para os polinémios
de Szegd p, (1, z). Além disso, as raizes do polinémio p,, (1, z) sdo os pontos de freqiiéncia ;.
Se n > ng, entdo ng raizes de p, (¥, z) tendem para &, e n — ngy raizes satisfazem |z| < K,, < 1.
Este é um resultado sobre os polinomios de Szegé bastante utilizado para o estudo das solucoes

do problema de andlise de freqiiéncia.

Teorema 5.2. (i) Para cada n fizo, 1 < n < ny,

]\}l_rgo pn<wN7 Z) = pn(w72)? S Ca



5.2. Resultados preliminares 59

onde p,(¥,z) € o polindmio de Szegé monico de grau n associado a medida discreta . Em

particular,
no

]\}i_l)léopn()(zﬁNaz):pno(l/JvZ):H(Z_gm)a ZE(C;

m=1

onde &, = €“™ sdo os pontos de freqiiéncia.

(ii) Para cada n < ng, eziste L, € (0,1) dependendo somente de n, tal que

(i1i)) Para cada n > ng, as raizes de maior mdédulo de p,(1,z) tendem aos pontos &,
m = 1,2,...,n9. Além disso, existe um nimero K, < 1, dependendo somente de n tal que

as n — ng raizes restantes de pp (Y, z) pertencem ao disco |z| < K.

O proximo teorema trata de algumas informagoes importantes a respeito do comportamento
das raizes de p,(¢¥n,w,z), bem como sobre o comportamento dos pesos da férmula de
quadratura associada a esses polinomios. Na demonstracao desses resultados, vamos utilizar

o lema a seguir. A demonstragao do lema pode ser encontrada em [16].
Lema 5.1. Seja M uma seqiiéncia de niumeros naturais. Entdo, existe uma subseqiiéncia M, de
M que satisfaz

(i) para todo m > 1 e para todo z € C,

glm pnngm(wk’ Z) 9
—00
keM;

denotado por puy+m({ M1}, 2), existe e a convergéncia é localmente uniforme em C.
(11) Ezistem polinomios U,,({M1}, z) tais que
pno+m({M1}7 Z) = Um({Ml}v Z),O:;O(Q/J, Z) .

Teorema 5.3. (i) Paran > 1 fizo, temos

lim Z A (UN, W) = Z Am(¥)
m=1 m=1

N—o0
onde M\, () sao os mddulos das amplitudes que aparecem em (5.2).
(17) Sejan > ng fivo. Seja M uma seqiiéncia arbitrdria de nimeros naturais e considere, também,
w um valor arbitrdrio tal que |w| = 1. Entdo, existme uma subseqiiéncia My de M e um polinémio

Wh—no (¥, w, 2) de grau n — ng tais que

]\1,131010 pn(¢N; w, Z) = Wn—no (lb’ w, Z)pno (1/)7 Z) :

NeM;
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Demonstracao: (i) Pelo Teorema 5.1, temos que
27

i [ o) = [ o) = 3 anw).

N—oo 0

Por outro lado, como a quadratura de Szeg6 é exata para f(z) = 1, temos

2 n
/ dn(e”) =Y Num(ty,w), para todo N .
0 m=1

Isto demonstra a parte (7).

(17) Agora, fazendo m = n — ny no Lema 5.1, temos que, a cada seqiiéncia de niimeros naturais
) . . o o

M, existem uma subseqiiéncia M e uma seqiiéncia de polinémios {U,_n,({M1},2)}52 -1, cada

um com grau n — ng, tais que

i pu(t:2) = Uy (D}, 2)p5 (02) . 12 o, 57)

ke My
onde a convergéncia é localmente uniforme em C.

Lembrando que p, (4, w, 2) = p(¥r, ) + wp (¢, 2), temos que

keMq kEM; keMy

Usando a expressao (5.7), obtemos

%Lrg pn(ﬁ”ﬁ w, Z) = Un—no({M1}7 Z)p;;o (¢7 Z) + wzn_nOUn—no({Ml}v l/z)pno (¢a Z) .

Logo,
i o 102) = pu(0:2) (G (100}, 9225wt (0),5)) . 659

Agora, usando o fato que py,, (¢, 2) = £p;; (¥, 2) (veja (5.3) e para maiores detalhes veja [16]),

temos que

p:;o (w’ Z)
pno <¢7 Z)
onde L=0sey=0eL=1se~y >0e édado na expressao (5.1). Portanto, (5.8) implica

= (-1)",

que

llgg pn(wka w, Z) = Wn*no (w7 w, Z)pno (w’ Z) ’

keM;

onde Wy_po (0, w, 2) = (=1)"Up—n, ({ M1}, 2) + wU;_, ({M:}, 2). m
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Denotemos por &1,&s,...,&, € &nor1(W),&ngra(w), ..., &u(w) as raizes de pp, (¥, 2) e

Wi—no (1, 2), respectivamente. Podemos supor que

A}im Znm(UN,w) =&,y m=1,2,... ng

J}im Znm(Un,w) =En(w), m=nog+1,n9+2,...,n,

onde qualquer das raizes de W,,_,, (1, w, z) pode ou nao coincidir com os pontos de freqiiéncia, ou
seja, com as rafzes de py, (1, z). Os proximos resultados sobre o comportamento de A, (¢, w)

podem ser encontrados em [7].

Teorema 5.4. Sejan > ny. Se a subseqiiéncia {z,m(Yn,w) : N € My} converge para um ponto
diferente de um ponto de freqiiéncia, entdo

Tim Ay (0, w) = 0.

NeM;

Demonstracao: Considerando os polinomios de Szegé ortonormais, de modo analogo ao que foi

descrito para obter (2.13) (ver [21]), obtemos

)\n,m(wNy U)) = (Z \903'(?/% Zn,m(wN> w))P) . (59)

Observando que |@,, (VN Znm(¥n, w))[* é um termo da soma no denominador, e lembrando

que @, (YN, z) é um polindmio de Szegd ortonormal, ou seja, pode ser escrito como

no

~1/2
Png (wNv Z) = (H(l - ’pj(Z/}Nv O)P)) Png (wNa Z) )

=1
~1/2
onde (H?il(l — |p;(¥n, O)|2)> ¢ a norma de py,(¢n, 2), temos

’pno (¢N7 Zn,m(wNa w)) |2

2 _
[no(nr: (v )= e (7] 0By

Note que
|pno(wN7 zn,m(wN7w>)| — ’pn()(w,fm)‘ , N —

que ¢ diferente de zero desde que &, nao seja um ponto de freqiiéncia. Interessante observar que

|pn0(¢N’0)| - 1’
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pois pn, (Y, 0) = £p5; (¥n,0) = £1. Logo, temos que

J\lrljlc}o |90n0(,¢)N7 Zn,m(¢N7 w))|2 = 0.
NeM;

Portanto, de (5.9), temos que Al{im A (YN, w) =0. [ |

NeM;

Consideremos os seguintes polinémios

(z = zn1 (U, w)) - (2 = Zp g1 (Y, w))
(zn (Y, w) = 201 (U, w)) - (2o (U, W) = 201 (U, w))
(Z - Zn,k—i—l(@Z)N, U))) e (Z — zn,n(l/}N? w))

: (Z”vk(djf\“ w) - Zn,k—i—l(wN, w)) . (Zn,k(l/JN, w) — an(qu, w)) ) (5'10)

Utilizando os polinémios T7(z) definidos por

Ly (2) =

T(2) = (2= 2y, ). (2 = 20 (Vv w)(z = 20 (Yy, w)) - .

(2 = Znngtj—1 (VN W) (2 = Znmgrjr1 (N, W) o (2 = 2o (P, w))

para j = 1,2,...,p, podemos escrever
LN<Z) _ (Z — Zn,no+j(1/}N, w))quL(z)
’ (20, (UN, W) = Znnets (Un, W) T (20,5 (0N, W)
e
2z — zn (U, w))Ti (2
()= (2 = 25 (o, W) TH(2) |

(Zn7no+j(¢Na w) — Zn,j(¢N7 w))TTJL(zn,no-i—j (Y, w))
para 7 =1,2,...,p.

Dali, temos que

Ti(2)P;
L) + Lnps2) = HOLIAD) | -
T3 (203 (0 W) T g (0, )
onde
2 = Znn ('l/}N W) .
fitz N -, ’ TTJL Zn,n ¢ , W
z — zn (YN, w) ‘
- 7 Trjz Zn,j ¢ , W
2 (ON, W) = Znng+i (YN, W) (2nj (Y, w))
para j = 1,2,...,p. Note que, para z = z, ;(¢¥y,w), temos

P20, (N, w)) = T3 (2nne 45 (Y, w)) -

Utilizando os resultados acima, podemos demonstrar o seguinte teorema.
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Teorema 5.5. Suponhamos que &pyrm(w) = &n para m = 1,2,....p e que &1,..., &,

Enotpt1 (W), ..., & (w) sejam pontos distintos. Entdo, para N € My,

Hm (A (U, W) + Mg rm (U, W) = Apn(¥), para m=1,2,....p,

N —oo
NeMy

]\lllm )\n,m(wNyw) = Am(w)a para m:p+1>'-'7n07
Ne,

]%im A (Un,w) = 0, para m=nyg+p+1,....n.
NeMy

Em particular, se as raizes de Wy,_p, (0, w0, 2) ppy (¥, 2) sao simples, entdo, para N € My,

lim A (U, w) = Ap(¥), param=1,...,ng,

Ne;

lim Am(Un,w) = 0, param=mno+1,...,n.

NeM,
Demonstracao: Suponhamos que z, ,(¢Yn,w) — &, quando N — oo param = 1,2,...,ng €
m=no+p+1,...,ne, além disso, que z, ,,+; (YN, w) — &;, quando N — oo para j =1,2,...,p
com 1 < p < ng.

Suponhamos, ainda, que & # &, parak =no+p+1,....,nem =1,...,n9 e, também, que

0s pontos &ngipti,---,E&n sejam distintos, ou seja, as raizes de W,_,,, (¢, w, 2)pp, (¥, 2) que s@o

pontos de freqiiéncia tém multiplicidade no maximo 2 e aqueles que nao sao pontos de freqiiéncia
sao simples.

De (5.11), temos que

Ti(2)P.
lim [L;V(z) + Lf:;ﬂ»(z)] — M .
New, (T (&5))
Lembrando que 2, ,,,(Yn, w) — &n param = 1,2, ... ,ngem = ng+p+1,...,n€ 2y nyt; (YN, w) —

& para j=1,2,...,p com 1 <p < ng, obtemos, de (5.10) que

lim LY (2) = mn(2),

N —oco
NeMy

co1m

(2 —=&)% . (2= &)z —&r1) - (2 = &n-1) (2 = &ma1) - (2 — &)
(gm - 51)2 s (gm - 5p)2(€m - §p+1) st (gm - gm—l)(fm - gm—&-l) cee (gm - Sn) '

Observemos, agora, que

Tm(2) =

T3 (&m) P (Em)
(T3 (&m))?

=1, m=1,2,...,p
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e, também, que

T3 (&k) P (&)
(T3 (&m))?

Note, ainda, que m,(§) = 0 para k # m e m,(§,) = 1 para m = p+ 1,...,n9 e

=0, k#m.

m=ng+p+1,... n Dai temos que
8 Do (05,0 ()] = Jin | [ + L2, (2 in(
= DM e = M)
param =1.2,....p. Por outro lado,
i i) =i [N = S0l = Al
param =p+1,....n0 e, por fim,

n

dim AUy, w) =Y Me(@)ma (&) =0

k=1
parak#*mcomm=ng+p+1,....n

Agora, se as raizes de p,(¥y,w, z) sdo todas simples, temos que

LN<Z) _ (Z—Zn,le,w)) (Z—an 1(¢N7 ))

" (Znm (N, w) = 201 (PN, w)) o (2o m (YN, W) = 20m1 (P, w))
)
).

(2 = Znmi1 (N, W) .. (2 = 2p (U, W)
(Zn,m(¢N; w) - Zn,m+1(¢N, ) (Zn mw}N) ) an(l/)Na w))

X

e
g (Z): (2_51)"'(2_£m*1)(2_€m+1)"'(z_€n)
Assim,
A M(by,w) = lim | Ly (2)dn (= ZAk ) (€k) = A (1))
param =1,...,ng e
]\}1_111)0 )\n,m(wNa w) =0

param=mng+1,..., n. [

Uma conseqiiéncia imediata dos teoremas anteriores é dada pelo seguinte resultado (ver [3]).
Teorema 5.6. Seja e > 0 tal que os intervalos Yi(e) = (wj—e,wj+¢e), j = 1,2,...,ng, satisfazem

Yi(e) C(0,2m) e wy ¢ Yj(e)sek+#7.
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Consideremos Y () = [0, 27]\ Uj2, Yi(e). Entdo

lim > Ak(Wn,w) = N@), j=12,...n,

N—oo
O,k (YN, W)EY(€)

lim ) Ak(y,w) = 0.

N—oo ~
On k(YN ,w)EY;

Demonstracao: Note que Yj(e) contém apenas uma freqiiéncia para j = 1,2,...,ng. Observe,

ainda, que }7(8) nao contém valores w; que sejam freqiiéncias. Assim, pelo Teorema 5.4, temos
lim A, (YN, w) =0.
N—o0

Logo,

O,k (VN w)EY;

Utilizando o mesmo argumento para 6, ;(¢¥n, w) € Yi(e), tal que 6, (¢ N, w) # w;, temos pelo
Teorema 5.4, que impy_ o0 Ay x (¥, w) = 0 e, pelo Teorema 5.5, que A, ;(¥n, w) = A;(¢). Assim,
para 5 =1,2,...,ng,

lim D Akt w) = Xj(1) .

N—oo
O,k (YN W) EY(€)
]
Posteriormente, vamos demonstrar o Teorema 5.8 sobre as raizes dos polinomios para-ortogo-
nais, encontrado em [3], que afirma que para cada N, podemos identificar as raizes z, (¥, w),
m = 1,2,...,n9, de p,(¢¥n,w,2) tal que Iimy_ o0 Zpm(Yn,w) = &,. Mas, para sua demon-

stracd@o, precisaremos de um resultado sobre os polinomios definidos em [3] pela seguinte relacao

de recorréncia
Qm(n7 ¢7 w, Z) = ZQm—l(na 77Z)7 w, Z) + ngn—‘rl—mQ:n—l(na 77Z)7 w, Z) , M= ]-a 2a RN

Observe que Q,,(n, v, w, z) é moénico e de grau n. Dessa relagao, podemos obter alguns resulta-
dos. Para simplificar a notacao, nas demonstragdes que envolverem os polinomios @, (n, ¥, w, z)

vamos denotda-los simplesmente por @),,.

Teorema 5.7. (i) Para qualquer z no disco fechado ({z : |z] < 1}),

|Qm (0,1, w, 2) H (1 + |0nr1-) (5.12)
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H — [6011-51) < 1@} (1,90, w, 2) H 1+ 0ns1-50) (5.13)
para m = 1,2,...,n
(i) As m raizes de Q,(n, v, w, z) estao todas no disco unitdrio aberto ({z : |z| < 1}).

(113) pn(V,w, 2) = Qm(n, Y, w, 2) pp—m (¥, 2) + wQE, (n, Y, w, 2)pk_,. (¢, z), para m =1,2,...,n.
Demonstracao: (i) Como
Qm = ZQm—l + ngn-&-l—mQ;{n—l 5

temos que
Q:@ = Q:(nfl + @(Sn—i-l—QO—l .

Por indugao, para m = 1 temos
Q1] = 12Qo + 2wd, Q5| = |2 + 2wdn| = |2]]1 +wdy| < |2|(1+]64]) -

Logo,
1
[CESER | (CERUATE)E

Temos, ainda, que Q} = Qf + W, Qo = 1 + Wb, o que implica que |QF| < 1+ |d,|. Agora,

como |0,| < 1, temos 1 —|d,| > 0, de onde obtemos
0<1—1[0n] <1QI <1+ 1[0n].

Portanto, as afirmagoes em (i) sao vélidas para m = 1. Suponhamos, agora, que valem também

para m — 1, ou seja,
|@m—1] < [2] H (1 + [0n41-51)

-1

H o) < 1Qp ] < JTA + 8ueassl) . m=1,2.....
: ] 1

3

Primeiramente, provemos que (5.12) vale para m. Temos que

|Qm| = |ZQm—1 + zwgn+1—mQ;kn—1| = |Z||Qm—1 + wgn+1—mQ:1_1|
< 2(1@m-1] + [n41-m|| Q1) -
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Logo, pelas hipdteses de inducao,

m—1 m—1
Q| < 2| <|Z| H(l + [0n+1-51) + [Ont1-m| H(l + |5n+1—j|)> ,

J=1 J=1

o que implica em

m—1

’Qm‘ < ’Z’ H 1+|5n+1 J‘)(’Z’+’5n+l m‘ H 1+‘6n+1 —Jj ( +’5n+17m’)'

7j=1

Portanto,

(Quil < 12 [T+ 180s1-41) -
j=1

Agora, provemos que (5.13) é valida para m. Note que

m—1 m 1
Logo,
‘ @ <1+ |0ps1—ml Qm L <1+ [0ng1om] -
Qm—l m 1
Agora, como [0,11-m| < 1, temos que 1 — |0,41-m| > 0 0 que implica que 1 — 6,11 -m| < ‘ iz
m—1

Assim, obtemos

1—- |5n+1 ml < Q < I+ |6n+1 ml
Qm 1
ou seja,
(1 - |5n+1—m‘)|Q;kn—1’ < |Q;kn’ < (1 + |5n+1—m‘)|Q;kn—1’>
e, assim,
H(l - |5n+1 ] S H 1 + |5n+1 J
Jj=1 Jj=1

Para verificar (i) basta mostrar que < 1. De fato, para m = 1, temos

Q@
@] _ 2(1 4+ wd) 1 1+ wd, 1
Q1 1 4 wé, 1+ wd, ’
de onde obtemos
Q1 'Ql‘
=lzl<l=|=—|<1.
Q1 o Q1

Note que, como w = x + iy e 6; = r + is, temos

_ \/ (14 ar+ys)* + (ry — zs)?
(I+ar+ys)?+ ((—1)(ry — xs))?

1 4 wé
‘ +w1 :17 Vx,.y;T?SGR-

1+ wd
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Suponhamos, para m — 1, que < 1. Provemos para m.

m—1

|@m| = Hz_gj H|Z_§j|_‘z §m|H|Z_£J — &l
7=1
1 m—1 1 m 1 m
< g 11 gl = =11 il [[E-&D =1l
=1 I =1 J j=1
ou seja,
|Qm| <17,

Novamente, vamos utilizar indu¢ao para demonstrar a parte (iii). Assim, para m = 1,

Qupn-1(¥, 2) +wQipy_1 (¥, 2) = 2(1 +wdn) pu-1 (¥, 2) + w(l +705,) P 1 (¥, 2)
= 2pn1(1, 2) + 2w 1 (Y, 2) + wph_1 (Y, 2) + 6upiy 1 (1, 2)
= 2P0 1 (¥, 2) + Gupry (¥, 2) + w(200pn1 (1, 2) + pr_y (¥, 2))
= pu(¥,2) + w(200pnr (¥, 2) + pr 1 (¢, 2))
= pa(¥,2) +wp, (¢, 2)

= pn(wa w7 Z)'

Agora, suponhamos que a propriedade seja valida para m — 1, ou seja,

Pn(¢a w, Z) - Qm—lﬂn—m—l—l(d% Z) + wQ:nflp:ﬁerl(wv Z) - pn(¢; Z) + wp;(¢7 Z) .

Vamos, entao, verificar a propriedade para m. Assim,

Qmpr-m (¥, 2) + Q0 (1, 2) = 2Qum-1pn—m(¥, 2) + 2041 - @iy, 1 Pr—m (¥, 2)
FwQr 10— (Vs 2) + - Q105 (¥, 2)
= (2pn-m(¥, 2) + Ont1-mPp_m (¥, 2))Qry
AWt 1-mPrm (P 2) + P (¥, 2)) Qs
= Pnemi1 (¥, 2)Qmy +WQ, 1P i1 (), 2)
= pu(¥,w,2),
o que verifica (i41). [ |

Agora estamos em condi¢oes de demonstrar o seguinte resultado, que pode ser encontrado em

3].
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Teorema 5.8. Seja n > ng fivo. Entdo, para qualquer € > 0, existe um N(g) tal que para todo
N > N(e), cada um dos arcos {z : |z| =1 e |z —&u| <e}, m=1,2,...,n9, contém pelo menos

uma raiz de p,(Yn,w, 2).

Demonstragao: Pelo Teorema 5.7, temos que

‘Pn(?ﬁN, w, Z>| = |Qn—nopno (wNa Z) + wQ;';fngp:Lo (Q/}N? Z>| :

Integrando essa ultima expressao com relacao a diy(z), obtemos

/F (s w0, 2)|di(2)

/ 05,2l @umn + @i 62
= Z/\ |p7‘bo 2b1\77§m)||62n n0+wan n0|7

onde wy, = wpy (U, Em)/ Pry(Un; Em) Param =1,2,... ,ng.

Assim,

[loatin,w,2lavt: <ZA 6no (05 £l (1@l + [0 1@

< ZA V)| Py (U, Em)| <|Z| TT @+ 16015 + lwal T (1+|5n+1—j|)> : (5.14)
j=1 j=1

Note que |wy,| =1 e, dai, (5.14) torna-se
n—ng no
/ |on (P, w, 2)|dip(2) < 2 (H (1+ !5n+1—j\)) A ()| g (Vs Em)| -
r j=1 m=1
Como A}im Pro(UN, 2) = pug (¥, 2) € |6ng1—j| <1 para j =1,2,...,n— ng, obtemos
no

lim A (D) pn (N, &m)| = ZAM< hm lon (U, &m)| = Z)‘ N o (¥, &)
m=1

N—oo
m=1

= ot 2)d(e) = i / [ono i, D] (2) =

pois &, sao raizes de p,,(Yn, z) param =1,2,...,n

Portanto, temos que

0< / (w0, 2)[di(z) <0 ouseja, |pn(tnsw, 2)] = 0.
I

de onde concluimos que existe ao menos uma raiz do polindémio para-ortogonal no arco {z : |z| =
lelz—&nl <e} n

O préximo resultado fornece uma maneira de identificar, dentre as raizes de p, (¥, w, 2),
n > 0, quais sao as raizes “desinteressantes”, ou seja, quais as raizes que nao convergem para

pontos de freqiiéncia.



5.2. Resultados preliminares 70

Teorema 5.9. Seja n > ng firo. Seja M uma sequéncia arbitraria de nimeros naturais. Con-

sideremos Wi, _pn, (¢, w, z) como no Teorema 5.3. Entao,

(i) existe uma subseqiiéncia My de M tal que, para N € My,

1\1f1_1,Tolo Wn—no (¢Na wi, Z) = Wn—no (¢, wy, Z) ’

NeM;

(i1) se wy # we, existe uma subseqiiéncia My de My tal que, para N € M,

]\1[1_1%10 Wi (U, wr, 2) = Wi (¥, w1, 2)

NeMy

]\lrlil(}o anno <¢N7 W3, Z) = anno (dja Wa, Z) .

NeMy

Além disso, Wy _pny (¥, w1, 2) € Wi_pn, (¥, we, z) ndo tem raizes comuns.

Demonstracao: Pelo Teorema 5.3 (ii), temos que existem uma subseqiiéncia M; de uma
seqiiéncia M de numeros naturais e um polinomio W,,_,,, (¥, w, z) de grau n — ny tais que

lim Pn(Unyw, 2) = Whp (U, w, 2) py (¥, 2), para w e C com |w|=1.

NeM;

Dessa forma, para w; e ws considerados em (i) e (i7) temos, do fato acima, a garantia de
existéncia dos polindémios W,,_,,, (¥, wy, z) € Wy_pn, (¥, w2, 2).

Provemos, agora, que W,,_,, (¥, w1, z) e Wy, (w2, z) ndo tém raizes comuns. Suponhamos
que Wi _pno (¥, w1, 2) € Wy_pno (¥, w2, 2) tém uma raiz comum &, que esteja no circulo unitério. O

ponto & pode ser igual a qualquer dos pontos de freqiiéncia ou nao. Escrevemos, entao,

Wi (10,101, 2) = (2 = E) Wy ng_1 (10, w1, 2)

Wiy (9, w3, 2) = (2 — ) Wopg—1 (1, w2, 2)

Assim, usando a definicao de polindmio para-ortogonal, obtemos
(w1 —wa)pn(Un,2) = wipn(Yn, 2) — Wa2pn (Y, 2)

= wi(pn(¥n, w2, 2) — wap,, (YN, 2)) — wapn (PN, w1, 2) — wipy, (YN, 2))

= wipn(Vn, we, 2) — wapp(Uy, w, 2) . (5.15)
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Agora, sejam 2z, ., (Y, w), m = 1,2,...,ng, as raizes de p,(¢¥n,w, z) tais que
A}im Znm(UN,w) =&n, param=1,2,... ng.
Seja
no
Vo (¢N7 w, Z) = H (Z - Zn,m(¢N7 w))
m=1
e escrevemos
pn(¢N>w7Z) = Vn0(¢N7w7z)Wn—no<¢Naw72) . (516)

Usando (5.16) e (5.15), temos

lim (w1 — wz)pn (¢, 2)

= lim wi1pn(n, w2, 2) — wapn (Y, wi, 2)
= glj{}j (W1 Voo (O, w2, 2)Wa g (U, W2, 2) — w2V (W, Wi, 2) Wy (U, w1, 7))
e g (s YW (80102, 2) — g (10,2 Wi (01, 2)
= Wiy (¥, 2)(2 — ) Wasngo1 (10, w2, 2) — Wapny (1, 2) (2 — E)Wo—np—1 (¥, w1, 2)
= (2= &)pno (¥, 2) (Wi Wo—g—1 (10, w3, 2) — oWy g1 (10, w1, 2))

Logo,

1m pn(n, 2) = (2 = €)pno (¥, 2) (@1 Wy 1 (8, 3, 2) = w2 Wiy g1 (8,1, 2)) .

NeMsy
Quando w; # wy, observe que temos que as raizes de p, (1, —z) encontran-se fora ou no
circulo unitério, mas isso é uma contradicao para o fato que n — ng raizes de p,(¢y, z) estao

dentro do disco |z| < K,. u

5.3 Casos especiais de polinémios para-ortogonais e ana-
lise de freqiiéncia

O problema de andlise de freqiiéncia pode, também, ser abordado através do uso dos polinomios
ortogonais oritindos dos polinomios para-ortogonais estudados na Secao 4.4. Nossos estudos nesta

segao estao baseados em [3].

Consideremos as seqiiéncias de polinomios monicos PTEH)(N ,x), k=1,2,n=0,1,2,..., dados
por
PN, 2) = PP (N,x) — afly (NP (N,2), n> 1, (5.17)
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com Pé”)(N, r) =1, Pl(”)(N, T) =z,

n

1 1
oL (V) = Ta - aY) e a® () = 11— aM) ).

com 657 = pu (¥, 0) e Py(e®) definida em (5.4).
Pelo Teorema 4.6, os polindmios PT(LH)(N ,x), kK = 1,2, sdo ortogonais monicos associados a

medida positiva ¢*)(N, x) em [—1,1], onde

dp™M (N, cos(0/2)) = mdd)@)(]\f, cos(0/2)) = —dibn(e”) . (5.18)
Consideremos a medida ¢(x) definida por
do(cos(0/2)) = —dip(e”) (5.19)

onde ¥ (x) é dada pela equagao (5.2). Note que podemos escrever a expressao (5.19) da seguinte

forma

d6(e) = 3 M) — &),

onde &, = cos(wg/2) e Ag(1)) sdo como na expressao (5.2).

Da relagio entre PS™ (2) e R (2), com x = (1/2)(1/2 + 2~1/2), temos

FID(N,2(2)) = (42) "PRO(N, 2) = (42) /2 < % )

PY(N,x(2)) = (42) "*ROD(N, 2) = (42)~"/? ( Put1(¥n, —1,2) ) |

(z = 1)1+ poy1(¥n,0))

Como o Teorema 4.6 fornece informacoes a respeito do comportamento das raizes e dos pesos
das férmulas de quadratura associadas aos polinomios Pr(Ll)(x) e Pr(?) (x), respectivamente, vamos
nos restringir ao estudo apenas dos polinomios P,gl)(x), pois os resultados e demonstracoes para
os polinomios P (x) sdo analogos.

O préximo resultado fornece algumas informacoes sobre o comportamento assintotico da me-

dida ¢ (N, z) e dos polinomios P,gl)(N, x),quando 1 <n <nyge N — oo.

Teorema 5.10. (i)

1

Jim / g(@)ds (V. ) = / g(0)dd(r)  Vge Cl-1,1]. (5.20)

1
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(ii) Para cada n fizo, 1 < n < ng,

lim P\O(N,z) = P,(¢,z), re [-1,1],

N—oo

onde P,(¢,x) sao os polindmios ortogonais com relagao a medida ¢(x). Em particular, temos

o

ngl)op,ggg(zv,x) =P, (¢,2) = 1_[1(:E—§m), re [-1,1],

onde &, = cos(wp,/2).

Demonstragao: (i) Substituindo z = cos(6/2) no lado esquerdo de (5.20) obtemos
1 0
A}im g(z)dpV(N, z) = A}im g(cos(6/2))de™V (N, cos(6/2)) .
Como dpV(N, cos(0/2)) = —dibn(e) e tomando g(cos(6/2)) = f(e?) temos
0 27

lim [ g(cos(9/2))dp™V (N, cos(6/2)) = lim F(e)dpy (e?).

N—oo Jor 0

Pelo Teorema 5.1, a expressao acima torna-se

lim / " () dion () = / " He () = / F(E) (—di(e)

N—o0

e, novamente usando —di(e?) = dp™ (cos(0/2)) e f(e?) = g(cos(6/2)), temos que a expressio

acima torna-se
0

i F(e?) (=di(e?)) = / g(cos(8/2))dep'" (cos(6/2)).

2m
Substituindo x = cos(f/2) na expressao anterior, obtemos
0 1
/ g(cos(6/2))dp™V (cos(0/2)) = / g(z)dpW (Y, ) .
2 —1

Portanto, (5.20) é valida.

(77) Temos, da relagao entre os polinémios P,gl)(x) e Rg)(z), que

lim PY(N,z) = lim (42)""2RV (¢, 2) = (42)~"? lim RW (¢, 2)

N—oo N—oo
_ (42)771/2 lim pn(¢N72)+pZ<¢N72)) )
N—o0 1+pn(wN70>

Pelo Teorema 5.2, obtemos

(42)"2 lim ('0 "wle; f Jj(g@N ’Z)) = (42)"*RV(p,2) = PV (x).

Em particular, para n = ng, a demonstragao é analoga e segue imediatamente. [ ]
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Consideremos, agora, as férmulas de quadratura gaussianas relacionadas a P,g“)(N ,T)

[ﬁ@ﬂ&%ﬂziﬁ%%Nﬁ@%Wﬁ7f€m%h (5.21)

onde ng,)n(N ) sao as raizes de Pé“)(N ,x). Do Teorema 4.8, temos que

2 (N) = co8(0nm (¥, 1)/2)
m=12...,n. (5.22)
W(l) (N) - )\n,m(wNa 1)

n,m
Como as freqiiencias wy, estao ordenadas da forma
O<w <wy <. < Wppo1 < Wy <27,
entao & = cos(wy/2) sdo ordenados como segue
—1 <& <&npo1 < ... <& <& <.
Ordenemos os zeros de P\ (N, z) da seguinte forma

—1 < 2" (N) < 2™

n,n n,n—1

(N) <...<al)(N) <zl)(N) < 1.

n,

Utilizando as relagbes (5.22) e &, = cos(wn,/2), m = 1,2,...,n nos Teoremas 5.6 e¢ 5.8,
obtemos o seguinte resultado que pode ser utilizado para aproximar os pontos de freqiiéncia e os

modulos das amplitudes de um dado sinal através dos nds e dos pesos da féormula de quadratura

(5.21).
Teorema 5.11. Seja n > ng fizo.

(i) Para qualquer € > 0, existe N(e) tal que, para todo N > N(g), cada intervalo da forma

(&m —&,&m+e), m=1,2,...,n9, contém pelo menos uma raiz de PT(LI)(N, x).
(11) Seja € > 0 tal que os intervalos Aj(e) = (& —e,& +¢), 7 =1,2,...,ng, satisfazem
AECLY e GEAL) se k£
Se A(e) = [0,20)\ U2, Aj(e), entdo

im > W) =N@), e lim > W) =0.

N—oo " @
2 €n;(e) () €Ae)
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Observe que a primeira parte deste resultado indica, que para cada N, podemos identificar
uma raiz, 2 (N), m = 1,2,...,ng, de P{"(N,z) tal que a seqiiéncia {935,%)(]\7)}?@:1 tem como
limite o ponto de freqiiéncia &,,, observando se lim ) Wrgllz(N ) # 0. A parte (ii) fornece uma
maneira de encontrar o médulo das amplitudes \;(v)).

No préximo resultado observamos o comportamento de seqiiéncias convergentes de raizes

distintas dos polinomios P,gl)(N ,T).

Teorema 5.12. Seja n > ng firo. Consideremos M uma seqiiéncia de niumeros naturais e, para

cada N € M, sejay(1,n) > y(2,n) > y(3,n) trés raizes distintas de Pél)(N, x) tais que os limites

lim y(j, N) =y(j), =123,
NeM

existem. Entao,
(1) se duas seqiiéncias de raizes tém um limite comum, este limite deve ser igual a um ponto de

frequiéncia, isto é

lim y(1,N) = lim y(2,N) =&, , para algumm=1,2,... ng,
Near Near

(17) as trés seqiéncias acima nao podem ter o mesmo limite.

Demonstragao: Pela definigao dos polinémios P,gl)(N ,x(2)) e PT(?)(N ,x(z)), temos que

pn(thn, 1, 2) )

PI(N, (2)) = (42) ™" (1 T ol 0)

(2 2(2)) = (42 —(n—1)/2 pn(djNa _172)
BN, alz)) = (42) ((z—l)(l—pnwmo») '

Lembrando que
/2 4 ,-1)2

o) =

obtemos, do Teorema 5.3, que existe uma subseqiiéncia M, de M tal que

-n/2 pn(wNa 17 Z)

lim PM(N,z) = lim (4z)

Wn—no(wNv 17 Z) H:Lr?zo(z - Zn,m<wNa 1))

= lim (42)7"/?

_ (4Z>7n/2Wn—no(1/}7 1,2) 1_0[(2 — &),

1 + )On(Q/}N7 0)
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de onde concluimos que

lim PO(N,z) = QY. (z) ﬁ (x — &) .

N—oo
NeMsy m=0

Repetindo o mesmo argumento para Péz_)l(a:), obtemos

. 2 2
lim PPN, 2) = Q2,1 (@) [](x —&w).
NeMy m=0

onde Qg,)no (x) e QS_)RO_I(:E) nao tém raizes comuns.

(i) Suponhamos que y(1) = y(2) = y.

Pelo Teorema 4.7, temos que existe uma raiz g(1, N) de Pﬁ)l(]\f, x) tal que

y(1,N) > g(1,N) > y(2,N).

Logo,
lim y(1,N) = lim ¢(1,N) =y.
Near Near

Assim, como leno (x)e Qf_)no_l () ndo tém raizes comuns, y deve ser um ponto de freqiiéncia.
11) Supondo que y(1) = y(2) = y(3) = y, novamente pelo Teorema 4.7, temos que existem duas
(i) y Y

raizes §(1, N) e §(2, N) de Pﬁ)l(N, x) tais que

y(1,N) > g(1,N) > y(2,N) > 4(2,N) > y(3,N).

Logo,
lim y(1, N) = lim ¢(1, N) = lim y(2,N) = lim g(2,N) =y.
Near Near Near Near

(1)

o 1 . . .
Mas, isto implica que @, () e QSZ_)nO_l(x) tém raizes comuns, o que é um absurdo. u

Desta forma, podemos aproximar a solucao do problema de analise de freqiiéncia, ou seja,
determinar ng, as freqiiéncias w; e o médulo das amplitudes A;(¢) = |y;|, para j = 1,2,..., no.
Conhecidos N valores do sinal trigonométrico x(m) para m = 0,1,2,..., N — 1, construimos a
medida ¢ (z) como em (5.4), os momentos como em (5.5) e calculamos os coeficientes da relagao
de recorréncia dos polindmios ortogonais, por exemplo, P,(Ll) (N, z). Desses coeficientes, utilizando
a matriz de Jacobi (2.10), calculamos as raizes 2 (N) de Pél)(N, x) e de (2.14), calculamos os
pesos Wr(blr)n(N ) da férmula de quadratura associada. Finalmente, observando o comportamento
dos pesos e nés da quadratura e utilizando os Teoremas 5.11 e 5.12, podemos aproximar os pontos

de freqiiéncias e suas respectivas amplitudes.
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Capitulo 6

Consideracoes finais

Com os estudos desenvolvidos nesse trabalho, conhecemos varias propriedades interessantes dos
polinomios de Szegd como, por exemplo, resultados sobre a localizacao de suas raizes e, também,
a maneira como estes estao relacionados a uma fracao continua. Os polinomios de Szegd sao
bastante utilizados na solucao do problema de analise de freqiiéncia. Encontramos resultados e
algoritmos nesse sentido em Jones et al. [12, 13, 15, 16] em Pan e Saff [18].

Com relacao ao estudo dos polinomios para-ortogonais, dados por uma combinacao linear
de um polinomio de Szeg6 e seu reciproco, vimos que possuem suas raizes no circulo unitario
I'={z € C : |z]| = 1}. Essa propriedade permite, por exemplo, a constru¢ao de férmulas de

quadratura no circulo unitario I'. A transformacao
1
z(z) = 5(21/2 + 2712

que trata-se de uma transformacao do circulo unitdrio para o intervalo real [—1, 1], através da
qual pode-se relacionar polinémios ortogonais em [—1, 1] com polindmios para-ortogonais em I,
nos permitiu estudar o problema de anélise de freqiiéncia utilizando polinomios para-ortogonais
e, também, polinomios ortogonais. Baseados no comportamento das raizes e dos pesos das regras
de quadratura associadas aos polinomios para-ortogonais e ortogonais, respectivamente, pode-se
encontrar as freqiiéncias e amplitudes do sinal trigonométrico.

Assim, dados N valores do sinal trigonométrico x(m), para m = 0,1,..., N — 1, construimos
a medida ¥ (z), dada em (5.4), e obtemos varias maneiras de se resolver o problema de andlise
de freqiiéncia, ou seja, de determinar o valor de ny, as freqiiéncias w; e as amplitudes ;.

A primeira delas é construir a seqiiéncia de polinémios de Szeg6 com relagao a ¥y (z) e, como

no Teorema 5.2, obter os pontos de freqiiéncia.
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Outra maneira é calcular a seqiiéncia de polindmios para-ortogonais p,(1y,w, z) para dife-
rentes valores de w e, utilizando os Teoremas 5.6 e 5.8, determinar ny e aproximar os valores
dos pontos de freqiéncia §; = €™, j = 1,2,...,ng e os valores das amplitudes. Finalmente,
como ja dissemos no final do Capitulo 5, podemos calcular as raizes e os pesos da regra de
quadratura associada aos polinomios Pr(bl)(N ,x) e, através dos Teoremas 5.11 e 5.12, determinar
no € aproximar os valores de §; = cos(w;/2), j =1,2,...,np, e do médulo das amplitudes.

Uma proposta para trabalhos futuros é, por exemplo, estudar algoritmos para a obtencao dos
pesos e nos das férmulas de quadratura e tentar encontrar uma maneira de melhorar a velocidade
de convergéncia de tais processos. Outro ponto interessante seria comparar os algoritmos exis-
tentes para a solugao do problema de andlise de freqiiéncia através dos polinomios de Szegé com

algoritmos utilizando polindmios ortogonais. Acreditamos ser possivel obter resultados interes-

santes com o estudo do problema de analise de freqiiéncia via polinomios ortogonais.
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