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Resumo

Neste trabalho discutimos varios aspectos da dinamica relativistica de particulas
na forma frontal (frente de luz) assim como proposta por Dirac hd mais de meio
século.

Introduzimos nossas consideracoes pela transformacao de Lorentz nas coordena-
das da frente de luz, com o objetivo de vislumbrar a possibilidade de sugerir aquelas
transformacoes nessas novas coordenadas. As transformacoes de Lorentz usuais, isto
é, aquelas consideradas padrao no espaco-tempo de Minkowski (2, ') com referen-
ciais inerciais S e S” movendo-se com velocidade relativa ao longo dos eixos z//z" sao
tais que a coordenada tempo ' em S’ é expressa em termos das coordenadas tempo ¢
e espaco z em S; e similarmente, a coordenada espaco 2z’ em S’ é expressa em termos
das coordenadas tempo t e coordenada espaco z em S. Como as coordenadas da
frente de luz sdo construidas pela combinagao linear entre as coordenadas tempo (t)
e coordenada espago (z), espera-se que as transformagoes de Lorentz na frente de luz
se manifestem conectando apenas coordenadas similares, isto é, tempo em S com
tempo em S’ e coordenada espacial em S com coordenada espacial em S’.Essa sus-
peita se confirma em nossa pesquisa e esse resultado é responsavel pela introducao
de profundas modificagbes nas estruturas algébricas das transformacoes. Demons-
tramos assim, novas maneiras, maneiras sui generis de expressar os resultados bem
conhecidos da dilatagao temporal e contracao espacial.

O estudo do espalhamento de particulas sempre se constituiu numa ferramenta
muito poderosa nao somente para descrever as interagoes, mas também para com-
preender os processos fisicos envolvidos em tais espalhamentos. Assim, usando o
formalismo de coordenadas da frente de luz, calculamos a correcao perturbativa de
dois corpos a ordem O(g?) e a ordem O(g*), respectivamente. Este cdlculo primeiro
é feito para o caso de sistemas compostos por dois bésons em interacao e em seguida
para o caso de um sistema composto de dois bésons em interacao com um campo de
fundo. Também generalizamos essas corregoes para ordem O(g?"). Para o caso de
dois bdsons interagindo com um campo de fundo, discutimos o processo de criagao
de par pelo féton no referencial de Drell-Yan. Mostramos, para este caso, que nao
temos contribuicao de modo zero.

Numa perpectiva mais técnica, analisamos também algumas sutilezas envolvendo
as manipulagoes matematicas nas coordenadas da frente de luz, em especial aspectos
ligados ao modo zero e singularidades associadas a esse modo. Na frente de luz, tanto

o propagador do féton, quanto o propagador dos campos de matéria (férmions em
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geral, mas em nosso caso especifico, de elétrons e pésitrons), apresentam termos
considerados “de contato”, ou seja, termos que nao propagam informacao. Nosso
estudo focalizou especialmente em buscar elucidar o significado fisico desses termos.
Para tanto estudamos o tensor de polarizacao do vacuo para o foton a um loop
na frente de luz. Concluimos que no tratamento da sua regularizagao dimensional
temos uma surpresa: usando a regularizacao dimensional, o tensor de polarizagao
do vacuo resulta o mesmo, tanto para o propagador completo dos férmions (com o
termo de contato incluso) quanto para o incompleto (somente o termo propagante).
Usando o tensor de polarizacao, também testamos a identidade de Ward na frente
de luz.

Ainda nessa vertente técnica, consideramos questoes relacionadas com a ordem
das integracoes realizadas no espaco dos momentos para as integrais de Feynman na
frente de luz. O uso de prescrigoes como a de Mandelstam-Leibbrandt exige que se
inicie o calculo pela componente ¢+ dos momentos (que corresponde na convengao
tradicional da frente de luz, & componente longitudinal do momento) para depois
efetuar a integragao na componente ¢~ (que corresponde a energia na frente de luz).
Lembrando que no caso covariante, a integral na energia é que é sempre realizada
em primeiro lugar, muitos tem advogado que assim também na frente de luz de-
vemos iniciar os calculos pela componente energia. Visando clarificar a questao,
calculamos a integral do tipo tadpole na frente de luz, de duas maneiras diferen-
tes: Comecando em primeiro lugar fazendo a integracao na variavel ¢~ para depois
realizar a integracao na variavel ¢* e vice-versa, comecando pela integracao em ¢+
(mas sem usar a prescrigao de Mandelstam-Leibbrandt) para depois realizar a in-
tegracao em ¢~. Demonstramos que mesmo nesse simples exemplo, a mudanca na
ordem das integragoes afeta o resultado final. Essas duas abordagens dao, aparente-
mente, dois resultados distintos e para solucionar esta ambiguidade, apresentamos
uma possivel solucao, considerando a necessidade de incluir no célculo, nao somente
as regioes do espago de Fock com energia positiva (e momento positivo) - regiao
das particulas - como também as regioes do espago de Fock com energia negativa

(momento negativo) - regiao das anti-particulas.

Palavras Chaves: Frente de Luz; Transformagoes de Lorentz; Propagacao de Dois

Bésons; Tensor de Polarizagao do vacuo.

Areas do conhecimento: Teoria de Campos
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Abstract

In this work we discuss several aspects of relativistic particle dynamics in the
front form as proposed by Dirac more than half a century ago.

We introduce our considerations with Lorentz transformations in the light front
coordinates, with the objective of seeing the possibility of expressing those trans-
formations in the new coordinates. Usual Lorentz transformations, that is, those
considered standard in the Minkowski space-time (z°, 7) with inertial reference fra-
mes S and S” moving with relative velocity v along the z//z" direction are such that
the time coordinate ¢’ in S’ is expressed in terms of both time coordinate ¢ and space
coordinate z in S; and similarly, the longitudinal space coordinate 2z’ in S’ is also
expressed in terms of both time coordinate ¢t and space coordinate z in S. Since
light front coordinates are defined as linear combinations of time coordinate (t) and
space coordinate (z), we expect that the Lorentz transformations in the light front
will manifest themselves connecting only similar coordinates, that is, time in S with
time in S’ and space coordinate in S with space coordinate in S’. This suspicion is
confirmed in our research and this result is responsible for the profound modificati-
ons in the algebraic structures of the transformations. We thus show new sui generis

ways of expressing the well-known results of time dilation and space contraction.

The study of particle scattering has always been a very powerful tool not only
to describe the interactions but also to realize the physical processes involved in
such scattering. So, using the light front formalism, we calculate the perturbative
corrections for two body interactions to the order O(g?) and order O(g?) respectively.
This calculation is first done for the case of systems compposed by two interacting
bosons, followed by the case of systems composed by two interacting bosons with a
background field. We also generalize those corrections to general order O(g*"). For
the case of two interacting bosons with a background field, we discuss the process
of pair production by the photon in the Drell-Yan frame. We show that in this
particular case we do not have zero mode contributions.

In a more technical perspective, we also analyse some subtleties associated with
mathematical manipulations in the light front, in special aspects related to zero
modes and singularities associated to them. In the light front, both the photon
propagator and the matter field propagators (fermion propagator in general, but in
our specific case, of electrons and positrons), present what we call “contact terms”,

which do not propagate physical information. Our study focused especially in se-



arching for a clarification as to the physical significance of such terms. For this
purpose we studied the one-loop vacuum polarization tensor for the photon in the
light front. We concluded that in the treatment of the dimensional regularization we
have a surprise: using dimensional regularization, the vacuum polarization tensor
results the same, both for the complete propagator for fermions (with the “contact
term” included) and for the incomplete one (only with propagating term). Using
the vacuum polarization tensor calculation, we also tested the Ward identity in the
light front.

Still in the same technical line we considered questions related to the order of
integrations in momentum space for the Feynman integrals in the light front.The use
of Mandelstam-Leibbrandt prescription demands that one initiates the integration
in the ¢™-component first (which corresponds to the longitudinal momentum in the
traditional light front convention) and then integrate in the ¢~ -component (which
corresponds to the energy in the light front). Remembering that in the covariant
case, the energy integration is the one that is first done, many have advocated that
in the light front we should do the same. In order to clarify the issue here, we calcu-
lated the tadpole type integral in the light front in two different ways: integrating
first in the ¢~ variable and then in the ¢ and vice-versa (but without using the
Mandelstam-Leibbrandt prescription). We show that even in this simple example,
the change in the order of integration affects the outcoming result. These two ap-
proaches apparently give two distinct results and in order to solve this ambiguity,
we present a possible solution considering the need to include in the computation,
not only the regions of positive energy (and momentum) in the Fock space, but also
regions of negative energy (momentum), regions that are associated with particles

and anti-particles respectively.
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Capitulo 1

Introducao

A descricao das interagoes de particulas pela teoria quantica de campos é uma
das conquistas mais importantes da fisica tedrica moderna. Existem pelo menos
duas abordagens equivalentes utilizadas para esse fim: o formalismo lagrangiano
e o formalismo hamiltoniano estendidos e generalizados da compreensao trazida da
mecanica classica newtoniana. Na formulacao lagrangiana, as coordenadas do espaco
e do tempo sao tratadas em pé de igualdade, o que permite nao sé o tratamento
no espaco de Minkowski como também no espaco euclidiano de quatro dimensoes,
por intermédio de uma rotagao de Wick. J& na abordagem hamiltoniana, utiliza-
se um parametro distinto para descrever a evolucao temporal do sistema, o que o
faz diferenciar das outras trés coordenadas espaciais e a métrica de Minkowski esta
sempre subentendida. Entre as formulacoes hamiltonianas, destaca-se a formulacao
usual onde o tempo desempenha o parametro de evolucao do sistema. Entretanto
hé também outras descri¢oes possiveis da formulacao hamiltoniana, escolhendo um
outro parametro para a evolucao temporal do sistema. Aqui, a descricao hamil-
toniana na frente de luz tem atraido a atencao de muitos pesquisadores. Um dos
ingredientes essenciais no estudo da teoria de campos na frente de luz é a descrigao
de sistemas dinamicos que se deslocam com velocidades proximas a velocidade da
luz. A descricao dos fenomenos para esses sistemas dinamicos é feita utilizando-se o
plano tangente ao cone de luz, dai a denominacao frente de luz. Esse plano tangente
¢ a combinacao linear do tempo usual e de uma das coordenadas espaciais.

Em 1949 Dirac [1] propds trés diferentes formas dinamicas para descrever as
particulas relativisticas, dependendo do tipo de hipersuperficie escolhida para a
evolucao temporal do sistema. A dinamica de forma instantanea é a usual, que
consiste em especificar os dados iniciais (a posigao inicial e a velocidade) sobre a
superficie 2° = ¢t = constante; a forma pontual, cuja superficie é especificado pelas
condicoes iniciais em x - x = k? com k constante e 2° > 0, onde os dados sao dados

ao longo de um ramo de um hiperboldide, e a terceira formulacao proposta por



Dirac, a forma frontal, consiste em definir as condigoes iniciais sobre uma superficie
tridimensional no espaco-tempo que é formado por um plano de frente de onda
que avanca com a velocidade da luz. Esta ultima forma também é comumente
referida como frente de luz, definida por 27 = 2° + 23 e 2= = 2° — 23, e a dinamica
neste sistema de coordenadas é chamada dinamica da frente de luz. Na frente
de luz a coordenada z* é geralmente considerada como o parametro de evolucao
temporal para o sistema. Na literatura encontramos trabalhos semelhantes que
foram desenvolvidos de forma independente, e que sao conhecidos como referencial
de momento infinito [2, 3, 4, 5, 6, 7, 44]. Como o nome diz, nesse tipo de abordagem
utiliza-se uma construgao na forma instantanea, mas tomando o limite conveniente
de uma das componentes do momento indo a infinito (normalmente a componente
longitudinal do momento). Mas é importante ressaltar que a dinamica da frente
de luz e a do momento infinito nao sao equivalentes; na frente de luz, o parametro
de evolugao temporal é realizado nao na coordenada usual ¢ mas na coordenada
2", enquanto no referencial do momento infinito, o parametro de evolucao temporal
continua sendo a usual coordenada ¢..

Umas das vantagens de quantizar na frente de luz é que dos dez geradores de
Poincaré [1, 9, 10], sete sdo cinematicos na frente de luz, mas apenas seis na quan-
tizagdo a tempos iguais [1, 9, 10]. Destas dez quantidades fundamentais para o
sistema dinamico, alguns sao simples e outros sdo complicados [1]. Simples no sen-
tido que nao contem interacao que, de fato, deixam essas quantidades invariantes
[1] e as complicadas sdao aquelas que envolvem o Hamiltoniano [1], ou seja, sdo
dinamicos, envolvendo a evolucao do sistema.

Existem razoes para se desejar quantizar as teorias de campos relativisticas na
frente de luz. Uma delas é que o vdcuo é simples [11, 12|, problemas relaciona-
dos com o modo zero. Simples no sentido que o momento longitudinal é posi-
tivo definido, para o espectro das energias positivas. No caso de uma particula
livre com massa (on-shell) a relacao de dispersao na frente de luz é dada por :
p- = (71 + mz) (2p+)71. Como podemos ver a raiz quadrada nao aparece, e a
escolha de p™ > 0 implicard uma energia positiva na frente de luz. Assim a re-
presentacao no espaco de Fock na frente de luz tem uma estrutura mais simples
[11]. Isto contrasta com o caso instantaneo, onde a relacao de dispersao envolve
uma relacao irracional e o espectro de energias positivas nao se correlaciona com o
espectro dos momentos positivos univocamente.

A proposta de Dirac [1] estabeleceu a base para novos desenvolvimentos. Mas,
este formalismo, como toda teoria, apresentam muitas sutilezas que merecem ser
estudadas com muito cuidado. Nesta tese restringiremos nossa abordagem a proble-

mas relacionados com a propagacao de particulas na frente de luz, focalizando nossa



atengao nos processos envolvendo troca de bésons intermediarios.

Problemas de renormalizagao na frente de luz estao associados intimamente com
o processo de regularizacao dos infinitos, sejam de natureza infravermelha, sejam
de natureza ultravioleta. As diversas abordagens para a implementacao da regula-
rizacao usando coordenadas na frente de luz, tem sido fortemente estudadas, como
podemos citar algumas referéncias especificas nesse sentido, por exemplo, Hiller [13]
que faz uso da regularizacao de Pauli-Villars para o cédlculo nao perturbativo de
estados acoplados. Chabysheva e Hiller [14] usam a mesma regularizagao de Pauli-
Villars [15] para os célculos do estado do féton ndo perturbado para uma base de
Fock com um estado de féton nu e estados de par elétron-pésitron. Suzuki et al.
[16] por outro lado, usam a regularizagao dimensional no calculo da auto-energia do
féton ao nivel de um loop.

Este trabaho nasceu com o objetivo de se compreender com maior profundidade
a dinamica relativistica na frente de luz. Com este objetivo, nosso trabalho é or-
ganizado da seguinte forma: No Capitulo 2 apresentamos a forma frente de luz da
dindmica relativistica, proposta por Dirac [1]. Nesta nova forma de dinamica ou
frente de luz, como chamaremos daqui para a frente, definimos o momento canoni-
camente conjugado e o produto escalar de dois vetores, como também apresentamos,
nessas coordenadas, a relagao de dispersao entre energia e momento. Também, neste
capitulo, discutimos as transformacoes de Lorentz. O objetivo de tal discussao tem
em vista a possibilidade de sugerir essas transformacoes de Lorentz na frente de luz.

No Capitulo 3 fazemos uma revisao do propagador de dois bdsons livres em
interacao em ordem g2 e em ordem ¢* da constante de acoplamento. Obtemos todas
as contribuicoes perturbativa ao propagador de dois corpos na frente de luz, em
ordem ¢? e ¢g*

No Capitulo 4, calculamos o propagador de dois bdsons em interacao com um
campo de fundo em ordem ¢? e em ordem ¢* na constante de acoplamento. Parte
deste capitulo nos servira como introducao para o Capitulo 5.

No Capitulo 5 realizamos o cédlculo da corrente eletromagnética para o sistema
composto por dois bésons em um campo de fundo a ordem ¢? da constante de aco-
plamento na frente de luz e derivamos os diagramas de producao de par. Mostramos
que no referencial de Drell-Yan [17], ¢* — 0, o termo de criagdo de par nao sobre-
vive para a corrente J~. Isso é uma indicacao de que nesse particular caso, nao ha
o aparecimento da contribuicao do modo zero.

No Capitulo 6 calculamos o tensor de polarizagao do vacuo para o féton na
frente de luz. Exploramos alguns aspectos, quando fazemos o uso da regularizagao
dimensional no calculo da auto energia do f6ton ao nivel de um loop. No calculo do

propagador do férmion obtemos um resultado que nao esperdvamos, mas achamos



que vale a pena estudar com muito cuidado.
No Capitulo 7 mostramos duas diferentes maneiras de calcular a integral do tipo
tadpole. Nestas duas abordagens obtemos, aparentemente, dois resultados distintos.

Mas apresentaremos uma possivel solucao para esta aparente ambigiliidade.



Capitulo 2

Frente de Luz

Em 1949, Dirac apresenta o seu famoso artigo sobre as Formas de Dinamica Rela-
tivistica [1], onde considera trés tipos de dinamica relativistica dependente do tipo
da hipersuperficie escolhida, isto é, a forma instantanea (ou instante), cuja superficie
é especificada pelas condicoes iniciais em 2° = 0, a forma de pontual, cuja superficie
é uma hipérbole, e sdo especificados pelas condigoes iniciais em z,z"* = k* com k
constante e z° > 0, a forma frontal, cuja superficie é tangente ao cone de luz, que é
definido pelas condicoes iniciais em z° + 23 = 0.

Nesta secao apresentamos, brevemente, as definicoes das coordenadas na frente
de luz e expressamos, nessas novas coordenadas, os momentos canonicamente conju-
gados, o produto escalar de dois quadrivetores e a relacao de dispersao entre energia

e momento.

2.1 Coordenadas na Frente de Luz

As coordenadas na frente de luz sao definidas pela combinagao das coordenadas do
espaco-tempo de Minkowski, isto é, da coordenada espacial, z = 23, com a temporal,

ct = 20, isto é:

rt = \}E(ct—l—z):\}i(xo—ksz:?’),
xT = %(ct—z):\}ﬁ(xo—x?’),
T, = 2\ 7 +:U27. (2.1)

No formalismo da frente de luz ™ é escolhido para ser o parametro de evolucao

temporal e x~ a coordenada espacial longitudinal. As componentes do tensor



métrico, g"”, na frente de luz, podem ser obtidas de [18] (Ver apéndice A)

. _ g()l/ +g3V (22)
V2
onde g% e g3 sao as componentes do tensor métrico no espaco de Minkowski, ou

expressa na forma matricial

+ - 1 2
+/(0 1 0 O
-1 0 0 O
= 2.3
T Talo o0 -1 0 (23)
2\0 0 0 -1
Os momentos canonicamente conjugados, na frente de luz sao definidos por:
o KO+ k?
\/§ )
k,O _ k‘3
k™ = ,
V2
= k5% + kY. (2.4)
O produto escalar de dois quadrivetores, nas coordenadas de frente de luz, tem
a forma
vrw, = viwy +vTwo + vl
= vtw +vwt —viwy, (2.5)

onde v; e w, sao as componentes transversais dos quadrivetores.
No espaco-tempo de Minkowski, a invariabilidade da massa é dada pela relacao
entre o produto escalar do quadrimomento k* e a massa em repouso, k*k, = m?.

Fazendo uso da equagao (2.5) o quadrado do momento se escreve como:

k'k, = kTk™ +k kT — k'K
= 2kTkT — k3. (2.6)
Isso nos leva a relagao de dispersao de energia-momento, istoé.:
k,2 _|_ m2
k=t — 2.7
2k+ (27)

Observamos que a energia k” no espaco de Minkowski tem uma dependéncia
2
quadrética dada por k® = +\/m2c2 + ? . Nas coordenadas da frente de luz, nao

hé mais essa dependéncia quadratica. Vemos que a nova hamiltoniana £~ tem uma
A~ . . —1 . . . . .

dependéncia linear com (k™). Isso significa que podemos evitar energias negativas

simplesmente escolhendo adequadamente os valores para as variaveis dinamicas, tal

como foi previsto por Dirac.



2.2 Transformacao de Lorentz

A relatividade restrita é baseada em dois postulados fundamentais, i.e.: (1) As leis
fisicas sdo as mesmas em quaisquer referenciais inerciais. (2) A velocidade da luz no
vacuo ¢é independente de qualquer referencial inercial. Assim a relatividade especial
impoe que as medidas do intervalo entre eventos nao deve depender do tipo de
equipamento usado para medi-las nem do evento analisado. Porém, uma mudanca
de coordenadas do espaco de Minkoswki para a frente de luz apresenta resultados
que valem a pena considerarmos.

O Principio da relatividade foi primeiramente formulado por Galileo e funciona
muito bem quando estudamos sistemas se movendo com velocidades muito peque-
nas comparadas com a velocidade da luz no vacuo. Entretanto, este principio apre-
senta problemas quando lidamos com sistemas se movendo com velocidades muito
préoximas a velocidade da luz, onde a mecanica Newtoniana € incapaz de ser harmo-
nizada com a experiéncia. Um caso muito conhecido deste problema ¢é a teoria de
Maxwell, cuja interpretacao nao se coaduna com o que era esperado na mecanica
newtoniana.

Este dilema foi resolvido quando se introduziu um fator de correcao, chamado
fator de Lorentz, que depende da velocidade. Na relatividade Galileana, este fator é
igual a um. Deste modo, a relatividade especial nasceu como uma necessidade de en-
tender o comportamento de sistemas dinamicos movendo-se a velocidades proximas
a velocidade da luz.

A generalizacao da relatividade Galileana implicou a generalizacao dos grupos
de transformacao, chamado de transformagoes de Lorentz. Assim, a transformacao
Galileana torna-se um caso particular da transformacao de Lorentz. Mas, a nossa
questao é: Podemos sugerir a transformada de Lorentz na frente de luz? Na seguinte

secao, tentamos responder esta pergunta.

2.2.1 Boost de Lorentz

Consideramos dois referenciais inerciais, um S, com coordenadas espago-temporais
(t,x,y,z) e outro S’, com coordenadas espago-temporais (¢, 2,1/, 2’), se movendo
com velocidade relativa v em relagao a S. Para simplicidade, tomamos v ao longo da
direcao z, de modo que as coordenadas transversais no Boost de Lorentz sao dadas
por ' = x e y = y. Entao, os dois sistemas sao relacionados um ao outro através
da transformacao de Lorentz, a partir de S para S’ e vice-versa

t’:’y( —C%z), t:fy(t’+c%z’>,

, R ) (2.8)
Z—’}/(Z—’Ut), Z_V(Z+Ut)7



, . - oN—1/2 o
onde, 7 é o fator de Lorentz, i.é., v = (1 — %) com = 2.
Por outro lado, nés também podemos expressar a transformacao de Lorentz e
sua inversa em termos das fungdes hiperbdlicas [19] , i.e.:
t' =tcoshw — Zsinhw, t=1coshw + %/sinhw,

2.9
2/ = zcoshw — ¢tsinhw, 2z = 2 coshw + ¢t’ sinhw, (2.9)

de modo que quando fazemos tanhw = % na Eq (2.9), obtemos a expressao (2.8).

Notamos da Eq (2.9) ou (2.8) que as coordenada espacial z é misturada com a
temporal ¢.

2.2.2 Boosts na Frente de Luz

Fazendo uso da expressao (2.9), obtemos:

2t = 2t coshw — 27 sinhw,

'~ = z coshw+ 2" sinhw. (2.10)

A expressao acima foi obtida somando-se as componentes z’ com c¢t’. Note aqui
a peculiaridade: ' agora depende somente de z* e de w, mas nao mais de z~,
a coordenada espacial longitudinal, como acontece na forma instante. De modo
semelhante, '~ agora depende somente de z~ e de w, mas nao mais de =¥, como

acontece na forma instante. Em seguida, com a ajuda das seguintes relacoes hi-

perbolicas, sinhw = %(e“’ —e¥) e coshw = %(e‘*’ +e¥), a Eq. (2.10), torna-se
(a) 2™ =e~¥at, (b)a"” =e"a™, (2.11)
(c)xt =ev2't,  (d)x” =eva'".
Por outro lado, pelo fato de que tanhw = Z:Z:: = <, temos:
1. 1+4+¢%
=-1 < 2.12

onde w, é chamado de fator de escala. Podemos ver da Eq. (2.11) que o boost na

3 nao mistura espaco e tempo da frente de luz, mas sim reescala as coorde-

direcao x
nadas [20]. Podemos observar de (2.11) que " e z~ sao reescaladas inversamente

uma em relagao a outra.

2.2.3 O Fator de Lorentz na Frente de Luz

Tendo como referéncia a transformada de Lorentz (2.8) para a coordenada tempo, e
sendo que em (2.11) o tempo na frente de luz nao se mistura com a componente es-

pacial 27, podemos sugerir a transformada de Lorentz para a frente de luz utilizando

8



o seguinte ansatz

(e)at =7 (2t = ta¥), (N =F (a7 + %),
(g)xt =7 (gp/+ + %x’*) (W2 =7 (Ilf _ %x’*> ’ (2.13)

onde, é claro, ?J_ = 7 L e introduzimos 7 como um fator qualquer que nés de-
sejamos conhecer. Temos aqui em (2.13) uma sutileza; vejamos por exemplo, que
em (2.13e) escrevemos 't =7 (x+ - %1}+) seguindo a sugestao indicativa em (2.8).
Mas a razao aqui é v/c ao invés de ser v/c* como em (2.8). Por que? A resposta
é simples na realidade; é para manter a dimensao da unidade temporal, pois em
(2.11a) s6 temos componente temporal na frente de luz. Desta forma fica justificada
essa nossa escolha da razao v/c e nao v/c* em contraste com a expressio sugestiva
no coeficiente da coordenada z em (2.8).

Por outro lado, comparando (2.11) com (2.13) obtemos uma expressao para 7

(Para mais detalhes ver apéndice A), i.é.:

ew

,"}'/

—
+
le

€0

(r2)” (2.14)
(1-2)

Portanto, a equacao (2.13) pode ser escrita como

,7>
,.Y<

v

ale

't =< <x+ — %l‘+) , T =5 (x_ + %x_) ,

zt = ($/+ + %:l?”r) Ca =A< (:Elf B y:l:”) ‘ (2.15)

Cc

Este resultado é uma surpresa para nds, ja que encontramos uma nova forma
de expressar algebricamente o fator de Lorentz, e que nés simbolizamos daqui para
frente como «~ e y<. Surpresa porque aparentemente temos dois fatores algebrica-
mente diferentes, um para o tempo e outro para a coordenada longitudinal na frente
de luz.

Deste resultado podemos afirmar o seguinte:

e Se um observador estiver no referencial da coordenada z™ em S, ele vai obser-

var que o sistema de referéncia na coordenada em x’'* em S’ é afetado por um
fator v~ = ~<—;
v (1+2)’

e No entanto, se um observador estiver no referéncial da coordenada x~ em S,
ele vai observar que o sistema de referéncia na coordenada em z'~em S’ é
w

afetado por um fator y< = (16:72);

e Também observamos que o produto dos gamas, v~ e v<, é igual ao quadrado

do fator de Lorentz, 72, isto é, v~ - y=< = %



e Por ultimo, os fatores 77, v~ e v = sao, na realidade, equivalentes

-5

(&
numericamente, conforme pode ser visto nos graficos respectivos (ver figuras
2.1, 2.2, 2.3). Os graficos mostram que apesar de os fatores 7~,7< e v serem
aparentemente funcoes matematicamente distintas, seu comportamento em

termos da velocidade é exatamente o mesmo!
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<

Os Graficos Para v, 7< e o gama usual v

Figura 2.1: O Comportamento de 7>, com velocidade variando de 0 a 2.9 x 10%m/s

Figura 2.2: O Comportamento de v<, com velocidade variando de 0 a 2.9 x 108m/s

Figura 2.3: O Comportamento de 7, com velocidade variando de 0 a 2.9 x 108m/s

11



Os graficos 2.1-2.3 indicam que os v~ e < sdo 0s mesmos que os gamas de

Lorentz, isso pode ser verificado quando se usa propriedade dos logaritmos, isto é

w
> €

1+2
1 c\1/2
e n( _%)

(1+2)

- (1 - UQ>_1/2 = . (2.16)

c
Assim, de v~ ou < chegamos ao factor de Lorentz usual. Vemos que temos
outra forma, algébrica, como também formal, de expressar o fator de Lorentz em

termo do fator de escala w

2.2.4 Dilatacao Temporal

A transformacao de Lorentz do referencial S para S’ com velocidade relativa v entre

eles na direcao ao longo dos eixos z e 2’ é dada por

b) 2 = y(z—wt), (2.17)

e sua Inversa

/ v /
c)t = v (t + CQZ> ,
d) z = v(Z+vt). (2.18)

Vamos imaginar que temos dois referenciais S e S’ na configuragao padrao, o que
significa que S’ se move com velocidade v no sentido positivo do eixo z (quando visto
no referencial S), e no instante t = 0 as origens de ambos sistemas coincidem. Vamos
também imaginar que temos em S’ um relégio de luz (onde estamos considerando
que o reldgio de luz estd parado no referencial S”). No referencial S” consideramos
os eventos de emissao de feixe de luz em dire¢ao a um espelho (que estd acima do
relogio de luz) que vai refleti-lo, e um segundo evento de recepgao do feixe de luz de
volta a posicao de onde foi emitido.

Entao, dito de maneira explicita, os eventos que estamos considerando sao:

Emisao do feixe (E) e Recepgao do feixe (R).

Agora vamos escrever quais sao as coordenadas espaco-temporais desses eventos

no referencial 5’ :

12



e No referencial S’ temos um evento de emisao, que acontece na posigao 2y € no

instante t/;.

e O evento de recepg¢ao acontece na posi¢ao 2 e num instante posterior ¢, em o
feixe é recebido de volta. Esta claro, portanto, que nesse referencial, a emisao

e a recepgao ocorrem no mesmo lugar, portanto zp = 2.

A diferenca entre t; e t); é At' =ty — t’; que neste caso é o intervalo de tempo
proprio. Agora vamos usar a transformacgao de Lorentz para saber quem é o intervalo
de tempo, At = tg — tg, que decorre entre esses dois eventos medido por um obser-
vador no referencial S. A transformacao de Lorentz vai relacionar os referenciais S
com S, ou seja, esta transformacao nos relaciona as coordenadas espago-temporais

linha com as coordenadas espaco-temporais sem linha. Isto é:

ty = ~(th+ =2
E = 7\lg 2 %E
/ v /
A expressao (2.19) foi obtida usando (2.18¢). Como nés queremos saber quem
é o intervalo de tempo At = tr — tg entre os dois eventos medido no referencial

S, calculamos a diferenga entre essas duas quantidades dadas em (2.19). Assim

obtemos:

At = tr—tg
(%
— {ta—to) — 5 Gk~ )}
v
- V{At'—(ﬁm'}, (2.20)

onde a segunda parcela de (2.20) se anula devido a fato de que 2}, e zj s@o coinci-

dentes. Entao temos:

At = yAL. (2.21)

Desta forma obtemos o intervalo de tempo medido no referencial .S que é v vezes
o intervalo de tempo préprio; sendo 7 um nimero maior que um. Dito de outra
forma o intervalo de tempo medido no referéncial S serd maior do que o intervalo
de tempo medido no referencial S’, maior por um fator ~.

E interessante observar que aqui temos um outro ingrediente que vale a pena

levar-se em conta.
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e Para este problema usamos desde o inicio a condicao de que os eventos ocorrem
no mesmo lugar em S’, ou seja zj; e 2 sdo coincidentes e portanto, Az’ = 0.
Esta condigao nos leva a outra condicao a mais. Vamos ver que com a ajuda

da equagao (2.17b), obtemos essa outra condigao para a dilatagdo temporal:

Se A2 =0— Az =vAt. (2.22)

A condigao (2.22) foi obtida de (2.17b). Esta condicao sera tutil quando traba-

lharmos nas coordenadas de frente de luz.

2.2.5 Contracao Espacial

Agora suponhamos que estamos no referencial S’ e nesse referencial temos uma régua
com comprimento [’ parada. Se ela estd parada no referencial S’, entao do ponto
de vista de medida de comprimento, S’ é um referencial préprio; o comprimento
da régua nesse referencial é o comprimento préprio, que chamaremos de 5. O
comprimento proprio é a diferenca das posigoes entre as extremidades direita e
esquerda da régua. Ou seja, lp = Az’ = 2, — 2.

Por outro lado, em um referencial S, queremos medir as posigoes zp e zg, que sao
as extremidades direita e esquerda da régua no referéncial S, e no mesmo instante
de tempo. Ja que s6 assim conseguimos medir o comprimento em um referencial
com relagao ao qual o objeto estd em movimento. Isto quer dizer, que em S vamos
medir a posicao zp, no tempo tp e a posicao zr no tempo tg, mas devido a que
temos que medir as duas posicoes no mesmo instante de tempo no referencial S,
temos que tp = tg.

Em seguida, vamos a relacionar as diferencas entre as duas posicoes do referencial
S, com a diferenga entre as duas posi¢oes do referencial S’. Para isso vamos usar a

transformacoes de Lorentz (2.17b) obtendo:

2n = v(zp—vtp)

2 = v(zg—vtg). (2.23)

A diferenga entre esses dois valores fica

A2 = 2 —zp
= 7{(zp —zp) —v(tp —tp)}
lo = v{Az—vAt}. (2.24)
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Entao como mencionamos acima, para medir o comprimento no referencial S, é
necessario medir as posi¢oes no mesmo instante de tempo, portanto At = tp—tg = 0.
Desta forma obtemos de (2.24)

lo = Az
= i, (2.25)
ou
j— b (2.26)
o .

Ou seja, o comprimento medido no referéncial S é igual ao comprimento medido
no referencial S’ dividido por 7. Como v > 1 temos que o comprimento medido em
S serda menor ao comprimento medido em S’. Este é o que chamamos de contracao
do comprimento.

Da mesma forma que acima foi mencionado, aqui também temos um outro in-

grediente importante.

e Para esta situacao, usamos desde o inicio a condicao de que o evento ocorre
no mesmo instante do tempo, ou seja tp e tp sao coincidentes e portanto,
At = tp —tg = 0. Esta condicao nos leva a outra condigao a partir da

equagao (2.18¢). Esta outra condigdo para a contragao de comprimento nos

diz:

Se At=0- At = ——AZ. (2.27)

2
Lembrando que a condicao (2.27) foi obtida de (2.18¢). Esta condicao serd

também 1util quando trabalharmos nas coordenada de frente de luz.

2.2.6 Dilatacao Temporal na Frente de Luz

Considere os mesmos dois sistemas de referencia inerciais, S e S’, com S” movendo-se
a uma velocidade constante v na diregao z//z’, e um evento que ocorre no sistema
S’, nas posigoes inicial e final, zj~ e 27 , e tempos inicial e final ;" e 2}, respec-
tivamente, dados agora nas coordenadas da frente de luz. O mesmo evento é visto
por um observador em S nas posigoes inicial e final ;" e z, entre os tempos inicial

e final, z;" e x}“, respectivamente. Entdo, utilizando a Eq. (2.15), temos que:

15



v v
of —xf = 7 { o+ Cx;?“] - [mf + C;z:ﬁ”

Azt = 7>Ax'+{1+“}. (2.28)
C

Considerando que a medida do tempo no referencial S’ é feita usando relogios
localizados em posicoes definidas, e que estao em repouso em relacao a S’, o intervalo
de tempo correspondente em S, sera dado por

Azt = e Az’ (2.29)

Para o observador em S, portanto, o intervalo de tempo esta dilatado quando
comparado com o mesmo intervalo de tempo medido no referencial S’
Deste resultado podemos obter a dilatagao temporal no espaco de Minkowski.

Reescrevemos a expressao acima na formas:

At + Az = e (cAt' + AZ'). (2.30)

Lembrando que para este caso consideramos os eventos em S’ acontecendo no

mesmo local, i.é, Az’ =0, a equacao (2.30) se torna

cAt + Az = e“cAt. (2.31)

Utilizando agora o fato de que a condigao Az’ = 0, implica a Eq. (2.22), isto é,
Az = vAt, que substituido em (2.31), nos leva a:

cAt + vAt = e*cAt, (2.32)
ou, fatorando o termo comum cAt

cAt (1 + D = “cAY, (2.33)

resulta em

At =—— At (2.34)

ou utilizando nossa notacao para vy~

At =y~ At (2.35)

ew

(1-+2)’
resultado da diltacao temporal, que é conhecido por todos nds, mas agora expressa

em que v~ = é o nosso fator de Lorentz na frente de luz. Ou seja chegamos ao

por um outro coeficiente nao tao familiar!
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2.2.7 Contracao Espacial na Frente de Luz

Sejam z~ e x’f_ as respectivas posigoes inicial e final de uma barra em repouso no
sistema de referencia em movimento S’. Sejam, também z; e 7} as respectivas
posicoes inicial e final da mesma barra, medida no sistema de referéncia em repouso
S. Logo de (2.15), temos:

s = {2 )
Ty T, Y {[xf + CZL‘f T, + sz
Ar'~ = Az {1 + ”} (2.36)
&
o que implica
Ar'™ =e“Axr” = Az~ = e “Ax'". (2.37)

Isso significa que o comprimento da barra medida no sistema de referencia em
repouso esta contraido quando comparado com seu comprimento medido no sistema
em movimento 5.

Reescrevendo a equagao acima, Az~ = e “Ax’~, temos:

cAt — Az = e ¥ (cAt' — AZ') . (2.38)

Para esse particular caso, utilizamos a condicao de que os eventos acontecem no

mesmo instante de tempo em .S, ou seja, At = 0. Portanto

—Az=¢e"Y(cAl' — AZ). (2.39)

Lembrando que a condi¢ao de simultaneidade no instante de medida em S, ou

seja, At = 0 no espago de Minkowski, implica em outra condi¢ao dada pela Eq.

(2.27), ou seja, cAt' = —2Az’; e essa condigao implementada em (2.39) nos leva a
—Az=¢e" <—UA2/ — Az') , (2.40)
c
ou, de maneira equivalente
Az=e" (U + 1) A7, (2.41)
c
o que implica
A !/
Az = ewZ
(1+2)
A /
Ar = =2 (2.42)
fy>



o1 ~ w ’ .
em que utilizamos nossa notagao v~ = (1i”)' Fazendo Az' = [y, que é o compri-
c

mento proprio e Az = [, comprimento medido pelo observador no referencial em S,

temos finalmente:

lo
[l = 7—> (2.43)
Desta forma, conseguimos reproduzir a contracao do comprimento no espaco de

Minkowski, expresso agora por um fator gama que nao é tao comum algebricamente!

2.2.8 Transformadas de Lorentz Proéprias, Improéprias, Orto

e Nao-Ortocronicas

De um modo geral a matriz da transformacao de Lorentz, no espago de Minkowski,

¢ dada pela transformagao linear [21]

ot = LFa®, (2.44)

onde LK ¢é a matriz da transformacao, e as letras gregas p e a denotam as linhas
e colunas respectivamente dessa matriz. Além disso a invariabilidade no espago-

tempo, requer que ela preserve o produto escalar [21], ou seja:

My = %Y. (2.45)

O que implica que as matrizes L preservem a métrica g, ou seja

1295, L = Gay. (2.46)

A relagao (2.46) é obtida substituindo (2.44) em (2.45) e fazendo uso da relagao
x, = guwx”. Por outro lado, a relagdo (2.46) implica que o determinante de uma ma-
triz ortogonal s6 pode assumir certos valores restritos, i.é., s6 pode ter determinante

igual a +1 ou —1. De fato tomando o determinante da expressao (2.46)

(det L) (det g) (det L) = (det L)* (det g) = det g, (2.47)

obtemos

det L = +1 (2.48)

Quando det L = +1 a transformacao se chama prépria ou continua, enquanto que
se det L = —1 ela se chama imprépria ou descontinua [21]. Além dessa classificagao
de L pelo sinal do seu determinante, existe uma outra que envolve o elemento L.

Usando-se o tensor métrico com a seguinte convencao de sinais,
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1 0 0 0

, 0 -1 0 0

9" = g = 00 -1 0 |’ (2.49)
00 0 -1

obtemos de (2.46)
(L) =1+ 23: (L8)", (2.50)
1
o que implica que L] tenha os seguintes valores [21],
Ly > +1, (2.51)

ou
LY < —1. (2.52)

Quando L) > +1, a transformagio se chama ortocronica, pois ela nao inverte
o sinal do tempo. Se L < —1, a transformagao se denomina Nao-Ortocronica ou
heterocronica.

Considerando-se as observagoes acima, podemos ter entao as seguinte classi-
ficacoes para L:

1. L1 (det L =+1e LY > +1): Transformagao de Lorentz Prépria e Ortocronica;

2. L 1] (detL=+1e L§ < —1): Transformagao de Lorentz Prépria e Nao-

Ortocronica;

3. L |1 (det L=—1e Ly > +1): Transformagao de Lorentz Imprépria e Or-

tocronica;

4. L [} (det L =—1e LY < —1): Transformagao de Lorentz Imprépria e Nao-

Ortocronica.

Observa-se que desses 4 tipos de L, apenas o L 11 forma um grupo, conhecido
como grupo de Lorentz. Os demais nao formam um grupo por nao conterem o
elemento unidade. Contudo, pode-se formar grupos com a uniao de L 17 com os

outros tres tipos, da seguinte maneira:

LTULTL; LTTUL e LT UL L. (2.53)

No caso da transformacao de Lorentz representada pela expressao

o't = Abx” (2.54)
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onde

v 00 —py
0 10 0

A = 0 o1 o | (2.55)
—py 0 0 ~

temos que ¢é do tipo L 11 .

2.2.9 Transformadas Préprias, Improéprias, Orto e Nao-Ortocronicas

na Frente de Luz

Vamos proceder de maneira muito similar como visto acima, porém agora na frente

de luz. Entao, fazendo uso da expressao (2.44),

't = Lha®,

nas coordenadas da frente de luz temos:

2
dt =Liz" + Lia™+) Lia/, (2.56)
j=1
2 .
o =Liat +LTam 4+ ) Ljal, (2.57)
j=1
. . . 2 . .
o = Liat +Lla” + ) L. (2.58)
=1

Por outro lado, ¢ dita uma transformacao de Lorentz se é preservada o produto

escalar,
w, ! __ [0}
My, = 1%Ya.

Entao vamos ver como este se comporta na frente de luz. Usando (2.45) o lado

esquerdo pode ser escrito sob a forma

2
ay, =2ty YT+ Tyt Y gy, (2.59)
=1

enquanto o lado direito fica igualmente

2
Yo =gy gyt + D gy (2.60)
j=1

Logo fazendo uso de:
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Ty =gpaT, o =g 4at, @ = ggad, (2.61)

nas equagoes (2.59) e (2.60) encontramos as seguintes identidades, (ver o apéndice

A)

Ligy L=+ Lig LT+ Z LA gy LT = g4 (2.62)
p=1
Li—g-’——L-T— + L:g—-l—L + Z L2 ng =9—+ (263)
p=1
2
Lfgi Ly +Lig-+Lf + > Lig, L} = gi. (2.64)
p=1

Observamos que as equagoes (2.62), (2.63) e (2.64) poderao ser escritas em uma

forma mais compacta, ou seja:
LuguuL = Gap, (265)

onde u, v, o, p =+, —, i, j com (i, j = 1, 2). Vamos, agora, calcular o determinante

da expressao (2.65):

(det L) (det g) (det L) = (detg)
(det L) (—1)(det L) = -—1. (2.66)

Desta maneira obtemos de (2.66)

(det L) =1, (2.67)
o que implica em
(det L) = +1. (2.68)
Em seguida como em (2.50), mas agora, ao invés de fazer « = 0 e p = 0, fazemos
a =+ e p=—narelagdo LLgu L} = gap, Ou seja:
Lh g, LY = g4. (2.69)

Dessa expressao obtemos

L+g+ L +L+g +L +ZL+gu = g+—» (270)
i=1

o que implica em

2
LILT+L7LT =Y L\ L =1, (2.71)
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ou
2
_ i \2 —
LYL= =1+ (L) - LyL*. (2.72)
i=1
Agora, como vamos resolver a expressao (2.72)7, para responder a esta pergunta
usamos a seguinte definigao [18], ou como em (2.2), podemos fazer

I Ly + L%
+ \/5 ’
Ly — LY
= 2= (2.73)

V2

onde L e L5 sdo os elementos de matriz de (2.55). Assim, para LT é dada por

70 I3 70 I3 _ _ 1—
Li: 0+ 0+ 3+ 3:’}/ 57 57+7: (U/Cze—wz]_>0‘ (274)
2 2 1+v/c

Do mesmo modo para L—

L0 — L3 — L9+ L3 1
Lo = 3t 3:7+ﬁ742rﬁv+7:A 1+U§C:ewz1>0. (2.75)
—v/C

Em seguida para L7

Lo—Ly+L5—L§ y+By—Br—v _

L, = 0. 2.76
Do mesmo modo para LT
LO L3 _ LO _ L3 _ _
profotlo— Ly _y=Pr+ by —v (2.77)
2 2
No caso, para L,
Li+Li -0
L = { L(Q)\J/?Lg _ (2.78)
7 = 0.
Finalmente para L
Ly—Ly _ 0
L' = { L(Q)J_QL% 0 (2.79)
7 .
Portanto, para esse caso em particular, LiLj =1,com0 <L Li <lel<L”.

Neste caso, teremos 2 classes, ou seja:
1. L1t (det L=+41,0<Li<lel< L:): Transformagao Prépria e Ortocronica;
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2. L T (det L=-1,0<Lf<lel< L:): Transformagao Imprépria e Or-

tocronica;

Da mesma forma, como acima, podemos representar a matriz da transformagao
(2.55) como:

+ - 1 9
/e 0 0 0
o e 0 0

App = , 2.80

FL™ 91 0 0 1 0 (2:80)
2\ 0 0 0 1

onde Apy, é a matriz da transformacao de Lorentz na frente de luz. Os detalhes

estao no apéndice A. Além disso, a matriz (2.80) satisfaz a seguinte relacao:

v e 0 00 zt
= 0 “ 0 0 -
Tl = ‘ v (2.81)
T 0 0 10 1
!, 0 0 01 To

Esta transformacao é também do tipo L 11 .
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Capitulo 3

O Propagador em Interacao

Em teoria quantica relativista, o propagador é uma ferramenta fundamental na
descrigao do sistema. Ele carrega informacoes de um ponto de espago-tempo para
o outro, de modo que ele é responsavel pela dindmica do sistema. A dinamica
de um sistema relativista é usualmente descrita em termos da evolugao temporal
dos estados, o qual representam particulas propagando-se no espago, avancando no
tempo a partir de um instante inicial de tempo ¢;, até um instante posterior ¢;.

Nas coordenadas da frente de luz o propagador quantico é comumente repre-
sentada pela funcao de Green [22, 23]. Nestas novas coordenadas o parametro de
evolucao ¢ dado por ™ que é o tempo nas coordenadas de frente de luz e é definida
porxt =t+zc=1.

O nosso objetivo neste capitulo é estudar sistemas de dois corpos para a dinamica
definida na frente de luz. Calculamos as correcoes perturbativas de dois corpos a
ordem O(g?) e a ordem O(g*), respectivamente. Este cdlculo primeiro ¢ feito para
o caso de sistemas compostos por dois bésons em interacao e no proximo capitulo
para o caso de um sistema composto de dois bdsons em interagao com um campo
de fundo. Também generalizamos essas corregoes para ordem O(g?").

Para este fim nés usaremos um modelo bosonico para o qual a Lagrangeana de
interacao é definida por [22, 24, 25, 26, 27, 28]

L = goldro + goipso, (3.1)

onde ¢ie ¢ representam os bdsons com massas m; e mo. Para facilitar os nossos
calculos consideramos m, e my iguais a m. O termo o representa o bdson inter-
mediario com massa m,, € g ¢ a constante de acoplamento.

Usando a idéia de Dirac [1] vamos a representar a dinamica do sistema quantico

na frente de luz, no tempo z* =t + 2.
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O propagador Livre

O propagador livre com spin zero, no espago tempo em quatro dimensoes, é repre-

sentado pelo propagador de Feynman na forma [23, 28]

—ikH
ikFx,

S(x 3.2
m2 +ie’ (3:2)
Usando as tranformacoes de coordenadas na frente de luz, isto é
20423 - x0—g3
A \J/% , T =5, T = (11, 29), (3.3)

obtemos o propagador livre na frente de luz, isto é. o propagador com todas suas me-

didas completas [23], com o Jacobiano de transformagao igual a1 (d*k — dk~dkd*k))

—
e—ik;a:*e—ik’;rw*ei/ﬁ L?L

+ - _ / — 4 72 4
S(at,27, T L) G dky dk;i d?key . e P } . (3.4)
L 2k 2k
Em 1+1 dimensoes (3.4) fica [23, 28]
() = g [ 7 —— 33)
€T = —— 1 . .
— k2 +m?2 ic
e [ - S

Com ajuda da transformada de Fourier, S(k~) = [dazte® *"S (z1), passamos
para o espaco dos momentos [23, 28], ou seja,
7
em que fizemos uso da propriedade delta de Dirac, § (k’* — k:f) = (le) Ik da+eil
ki—i—mQ

O termo H = ==

particula livre de massa m. Observe que escolhendo zt > 0 e k™ > 0, temos que

S(k™) =

(3.6)

DN | —

k™ —ky )zt

¢ a hamiltoniana na frente de luz para o sistema de uma

(3.6) representa uma particula propagando-se para frente no tempo na frente de luz.
No caso que zt < 0 e kT < 0, teremos antiparticulas propagando-se no passado do

tempo na frente de luz.

3.1 Propagacao de Dois Corpos com Troca de um

Béson Intermediario em Ordem O(g?)

A propagacao de dois corpos em ordem O(g?) é dada pela troca de um bdson interme-
diario. Esta correcao pertubativa ao propagador é descrita pela seguinte expressao
28]:
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— (ig) /da: dTL S (TH) (1) S (™ — ) Sa(a™ — )8, (TF — 7). (3.7)

A expressao (3.7) é ilustrada, na Fig. (3.1),

L a3
| | |
| : |
| | |
| I a |
| M |
|
| | |
| I |
l 3 | - |
| 3 Ty 4 |
zt= () T =0

Figura 3.1: Propagacao de dois corpos trocando um bdéson intermediario

onde o representa o béson intermedidrio propagando-se no intervalo Z; — T3 , com
os momentos de entrada e de saida dados pelos indices 1, 2 e 3, 4 respectivamente.

Usando a Eq.(3.4) obtemos todos os termos do propagador S(z™),

ik el
Sl(iler) = L
2(2 ki — k2 4m? e |’
(2m) 1 [lﬁ §k+ ﬁ
i [ dky e ik T
52(x+> = 2 = =
2(2 kS [— _ k4m® e |’
(2m) ke — %k; + 2152*_
. i rdky et @D
S3(x ) — 2(271’) k;_ r B k§L+m2 ie 70
kg — 2k T 2k |
. i opdky et
54(1' ) = 2(271‘) k‘i_ —ki k2L+m i 1
4 2k} T 2k} |
i [dk; et @)
S,(z7) = T , 3.8
(..'E ) 2(27T) k.j— k— _ k2L+m ( )
B 2k}

que serdao substituidos na Eq.(3.7). Vemos que a expressao (3.7) tem sete inte-

grais, mas a substituicao de (3.8) em (3.7) produz trés exponenciais, ¢! { (kg —hy +ha >,
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Tt (ke — ke 4k Ciat (kT : . _ . .
¢T3 (ki ko thy ) o oot (s +h, ), que na integracao em Tie em Ty, sao as deltas de Di-

rac, ficando apenas com as integrais em ki, ky, kg, ky, k.

Estas deltas, que
correspondem a conservacao do momento £~ em cada vértice, reduz ainda mais a
expressao (3.7). Escolhemos integrar primeiro em k; e depois em k. Com isto,

reduzimos de cinco para trés as integrais em k™.

St = P (ig)* / dky dky dky e~ (ks +k7) )
25(2mr)3 (k;-+kj-—k;)k;k;kj(ki__k;)
1

X = X
— — = (katka—ko)? +m? ic
_k3 thy = hy 2(kg +hf —ky ) * 2(kg +kf —ky )
1 1
T kQL‘HnQ ie k2l+m2 ie %
— 2 - 3
ky = TS T kg — o T kT
L 2 2 3 3
1 1
X = s . . (3.9)
kT — ki +m + ic :| |:/{Z kT — (ka—ko)] +m?2 + ic :|
4 2%k, 2 | |4 2 2(ki —ky ) 2(kf—k3)

Assim como podemos observar a Eq. (3.9), fica unicamente com as integrais em
ky , k3 ek , e a exponencial e_i"””#(k?T thy ), que sera eliminada quando fazemos uso da
transformada de Fourier, ou dito de outra maneira, quando passamos para o espaco
dos momentos. Como resultado temos uma outra delta de Dirac, que corresponde a
conservacao de k™ total, isto é k= = k; +ky = k3 +k;, ou seja soma dos momentos
de entrada ¢ igual a soma dos momento de saida. Esta é a lei da conservacao da
energia na frente de luz.

Finalmente, fazemos uso da transformada de Fourier na Eq. (3.9) para obter:

5) = i (ig)? / dly dky y
2002m) ) (k= k) ki (bt — k) kf (6§ — k)
1 1
X = : : X
k5 =8 b= haon = gy | |85 — o + 5
1 1
X T ' — X
_k_ - k4_ o (k - k’4)on + 2(1@*1;2')} {k’; - k4OIl + 2:}}
1
X+ : : (3.10)
by = ki + (k= ka)on = 7575
em que
k’i—k’z 2 m2 m2
(k — k2)on = ﬁ, kign = k“g,:?{ ;
k2 4+m? kea—ko)2 +m2
k2on = 251;2 ’ (ks — k2)on = (;l(kf%k})” (3.11)

(ki—kq)? +m?
(k —ky)on = Q(kfiszf)ny
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Vemos que a integral dupla (3.10) fica apenas em funcao de ky e k; . Esta serd
resolvida usando a férmula de integral de Cauchy.

Por outro lado da Eq. (3.10) localizamos os seguintes pdlos

1€
1 : kS =k —(k—k + ——,
’ (b= eJon 2 (k+ — k)
_ 1€
2 k’2 :k‘20n_%’
1€
3 : ko =k, —(ks—k + —. 3.12
2 4 (4 2)011 2(/€I—k;—> ( )

Cada um dos polos pode estar localizado seja na metade inferior ou superior do
plano complexo k~, dependendo dos valores de kT, k3 e kf. Vamos ver que existem

6 possibilidades ou regioes, como mostrada na tabela a seguir.

D0 < ki <kf<kt|4)0<k® <k <kf
2)0 < kf <ky <kT|5)0<kf <kt <ks (3.13)
3)0 < ky <kt <kf|6)0<kt<kf<kf

Como resultado da integracao em k; , usando a férmula de integral de Cauchy, as
regioes 5 e 6, se anulam, isto é, duas regioes levam a contribuicoes que se anulam. Em
seguida, na integragao em £k, , anulam-se as contribuigoes das regioes 3 e 4, ou seja,
mais duas regioes. Portanto apenas duas regioes das seis conduzem a contribuicoes
que sobrevivem, isto ¢, as contribuicoes das regioes 1 e 2. No que se segue damos os
resultados das regides cujas contribui¢oes nao se anulam (para mais detalhes ver o

apéndice B)

e Regido 1: 0 < ki < ki <kt

SN ()} 1
S(k™) = —i 25 ki ki (k:"‘—/{:;) (k+—k4+) (ki—k;) X
X 1 1 y
[ki — koo — (k= k2)on] [k" — ko — (B — k4)0n}
x . (3.14)

|k~ = kaop — (ka — k2)on — (k — ka)on|

O resultado da expressao (3.14) nos diz que os dois corpos, com a particula
intermediaria o, estao viajando para a frente no tempo. Este resultado é ilustrado
na Fig. 3.2
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Figura 3.2: Representacao diagramatica da regiao 1 com uma particula intermediaria

viajando para frente no tempo

o Regiao 2: 0 < kj <k <kt

s lig)® 1
S = Ty ki ki (k= k) (k= k) (k= k) §
X 1 1 X
[l{/‘_ — kQOH — (k’ — k’g)on} [l{?_ — k40n — (l{? — ]{34)011}
" 1 (3.15)

[k~ — kagy — (k2 = ka)on — (k — k2)on]

O resultado da expressao (3.15) nos diz que os dois corpos estao viajando para a
frente no tempo. Mas a particula intermediaria o, estd viajando para tras no tempo.

Este resultado ¢ ilustrado na Fig. 3.3
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Figura 3.3: Representacao diagramatica da regiao 2 com uma particula intermediaria

viajando para tras no tempo

3.2 Propagacao de Dois Corpos com Troca de dois

Bdsons Intermediarios em Ordem (9(94)

De forma semelhante a secao anterior, podemos construir a correcao perturbativa a
propagacao de dois corpos em ordem O(g*) na constante de acoplamento. Esta vem

da troca de dois bdsons intermediarios, sendo descrita pela seguinte expressao [28] :

S@*) = (ig)* [ duldzidnidr} $i(@)Sa(w)So(@t - 7)Su(@) —7F) x

X S5(z" — 75 )S6(z" — )80, (T3 — /)90, (T4 — T3), (3.16)

Nesta ordem teremos oito propagadores como mostrado na Fig. 3.4, sendo que
dois sao propagadores do bdson associado a interacao, identificados como k,, e k,,.

em seguida, a Eq. (3.16) é ilustrada, como mostramos na Fig. 3.4
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2 &z 4T 6
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Figura 3.4: Propagacao de dois corpos trocando dois bdosons intermediarios, o1 e o5

A expressao (e o diagrama correspondente) representa a corre¢ao perturbativa

do propagador em ordem O(g*) com a troca de dois bdésons intermedirios oy e o9

propagando-se entre os intervalos T} — 75 e T3

3 e T{ — T, com momentos iniciais k; e ky,

momentos finais k5 e kg e momentos internos k3 e ky. Usando a Eq.(3.4) obtemos

todos os termos do propagador S(z™),

S

Sa

S3

S

Ss

Se

. _ ik~ at
7 dk; e~k &
22m) ] K [ ot =]
1 2k 2k
. _ k=t
? dky e~ ik 75
22m) ] K [ et =]
2 2k 2k
i rdky e @D
20m ) B [ mee ]
3 2k 2k
i dky e—iky @ -73)
2(2m) ki —k* k3 +m? 4 e ’
4 2k 2k
. - —+
i dk’g e~ ks (zT—73)
202m) ) K [ _ B e ]
5 2k 2k
i pdkg e el
STz WA e
6 2k 2k
i pdky  ete@eal)
2
22m) ) kY [ Rt e |
o1 2kg, 2k4,
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; dk~ —ikg, (TF—TT)
S, = — o & TP , (3.17)
2(2m) J Kk kg, tma, 4 e

o2 21<;+ 2k,

que serao substituidos na Eq.(3.16). Vemos que a expressao (3.16) tem doze inte-
grais, mas a substitucao de (3.17) em (3.16) produzira cinco exponenciais, ™1 7 (ks =y ks 1>,
ezx;(k —ky — k01)7 em;(k —kg +ko. ) 61954 (k7 ky —kg. ) e efm (k +kg )7 que 1ntegrando em
Ty, T9, T3 € T4, representam as deltas de Dirac. Estas reduzem o ntimero total de

integracgoes, restanto as integrais em ky, ks, k3, ki, k5, kg , k; e k_,, ou seja ficamos

o9
com oito integrais. Estas deltas, que correspondem a conservagao do momento k&~
em cada vértice, reduzem ainda mais a expressao (3.16). Escolhemos integrar pri-
meiro em k7, depois em k3, seguido de k, e finalmente em £, . Com isto, reduzimos

de oito para quatro as integrais em £k,

S = & (ig)" / dky diky dks dkg e~ (55 +k) )
20 (k5 + i — 13k (kF + 5 — k) Wk (K — 1) (W — k1)

1 1
X — : — X
kg—i—kg—k;—(/%—i-ke—kz)on*—z(k;ﬁfg_k;)] [k2— _k20n+%
1 1
X = 1
ks + ks — ki — (ks + ke — ka)on + (k++k+k+)] [1{54_ — kg + 22}]
1 1
X — : — X
ks — kson + 226;} {kG— — Foon + 22}]
1
< X
ky —ky — (ks — k2)on + M]
1
X = : (3.18)
ke — ki — (k¢ — ka)on + M]

Podemos observar que a Eq. (3.18) fica unicamente com as integrais em k5 , ky ,
ks, kg , e a exponencial emiat (k5 +kg ), que sera eliminada quando passamos ao espaco
dos momentos. Como resultado temos uma outra delta de Dirac, que corresponde
a conservacao de k~ total, isto é k=~ = k| +ky = kg +k; = ks + kg, que é a lei da
conservacao da energia na frente de luz. Finalmente, ao fazer uso da transformada

de Fourier a Eq. (3.18) ¢ ainda mais reduzida,

/ dky dky dkg .
222m)* (ke — k) kf (b — k) b (k= k) kg (k§ — k) (k§ — k)
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1 1

X = == = X
k= — ]{?2 (k’ k’g)on + W kQ_ — k20n + %
1 1
X = = ‘ X
k- — k?4_ — (k‘ ]{?4)01’1 =+ W ]{34_ — k401’1 —+ %
1 1
X = = = ‘ X
k= — ]{36 (]{7 k’ﬁ)on + W k6_ — k‘(jon + %
1
X = ' X
sz - k; - (k4 - kz)on + m
1
X = : : (3.19)
ka - k; - (kG - k4)0n + Z(kglskz)}

O passo seguinte sera integrar a expressao acima, mas agora temos 24 possiveis

regioes, como mostrada na tabela abaixo.

N0 < ki <kf<ki<kt| 90<ki<kt<kfi<ki|17)0<ki <kt <ki<kf
2)0 < ki <ky <kd <kT|10)0 <kt <ki <kf <kd |18)0 <kt <kd <ki <kj
3)0 < ky < kg <kif <kT|11)0<kf <kt <k <kd|190<kf <kd <k® <k
N0 < kd <ky <kf <kt |12)0<k™ <kf <k <kd|20)0<kd <ki<k®<ky
5)0 < ki < kg <ky <kT | 13)0<ky <kd <kT <kf|20)0<kf <kt <k <ky
) ) )
) ) )
) ) )

6)0 < ki <kf <ky <k™|14)0<ki <ky <kt <kl |22)0<k® <k <ki<ky
0 <ky <kf <kt <ki|15)0<ki <k®<ki<kf|23)0<ki<k®™<kf<ky
8)0 < kf <ky <kt <ki |16)0 <kt <ky <ki <kf|24)0<k®<kd <kf<ky
(3.20)
Quando integramos em k5 , as regioes 11, 12, 19, 20, 21, 22, 23 e 24, conduzem

a contribuicoes que se anulam, i.é, oitos regioes nao contribuem; em seguida, na
integracao em k; , anulam-se as contribuicoes vindas das regioes 13, 14, 15, 16, 17
e 18, ou seja, mais seis regioes nao contribuem; e, por ultimo, quando integramos
em kg, as regioes 7, 8, 9 e 10, também apresentam contribuicoes que se anulam.
Portanto s6, sobrevivem as contribuicoes que vem das 6 regioes restantes, istoé, das
regioes 1, 2, 3,4, 5 e 6.

Por outro lado, quando integramos em k5 , as regioes que sobrevivem se reagru-
pam em dois conjuntos de regioes. Um primeiro conjunto composto pelas regioes
1, 3 e 4 e um segundo conjunto composto pelas regices 2, 5 e 6. Cada conjunto de
regioes é identificado pelos polos como mostram a Fig. B.9 e Fig. B.10 (ver apéndice
B).

A seguir, na integragao em k; , o primeiro conjunto volta a reagrupar-se em mais

dois conjuntos (ou subconjuntos) de regides; um primeiro subconjunto formado pela
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regiao 1, ver Fig. B.11, e um segundo subconjunto formado pela regioces 3 e 4, ver
Fig. B.12.

Por outro lado, na integracao em k;, o segundo conjunto de regides também
volta a reagrupar-se em mais dois subconjuntos de regioes; o primeiro subconjunto
sendo formado pelas regioes 2 e 5, ver Fig. B.13, e o segundo subconjunto formado
pela regiao 6, ver Fig. B.14.

A escolha do pdlo para a integracao pode ficar mais simples ou complexa de
acordo com a escolha do caminho de integracao. No caso de polos duplos como das
regioes 1 (ver Fig. B.11) e 6 (ver Fig. B.14), escolher integrar pelo plano superior
ou inferior nao é a melhor opcao.

Para resolver este problema, usaremos o método das fragoes parciais (B.8) para
poder separar esses poélos.

Para os casos das regioes 1 (ver Fig. B.11) e 6 (ver Fig. B.14) usaremos A como
sendo o polo 1 e B como o polo 2. A combinacao dos polos 1 e 2 nos permitird
continuar com o processo de integracao em k; nas regioes 1 e 6. No caso da regiao
1 vamos a ter dois integrando parciais cujas configuracoes de polos mostramos na
Fig. B.15, e para a regiao 6, as configuragoes ¢ mostrada na Fig. B.16

Finalmente na integracao de kg os polos das regioes 1 e 6 estao ilustrada nas
figuras B.17 e B.20. Para o caso dos conjuntos das regioes 3, 4, a escolha do caminho
de integracao fica mais simples, quando escolhemos o pdlo 2, que esta na metade
inferior do plano complexo (ver Fig. B.18), e para as regioes 2, 5 escolhemos o pélo
1, que esta na metade superior do plano complexo como mostramos na Fig. B.19.

No que se segue damos os resultados das regioes cujas contribui¢oes sobrevivem

(para mais detalhes ver o apéndice B)

o Regido 1: 0 < ky <kj <k <kt

S(k™) = Sy(k™) + Sy(k7), (3.21)
em que
o
SO = e (R R () ()
X ! L X
|k~ = koo — (k= k2)on| [k~ = kagy — (k — ka)on]
X 1 X

{k:— — Kooy — (ks — k2)on — (k6 — ka)on — (k — k‘G)on}
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1

[k'_ — kGOH — (k’ — ]{76)011}
1

X

X

X ) (3.22)
{k_ - k4on — (k6 — ka)on — (k — kG)OH]
e
SQ(k—) _ _Z(Zg)4 1 «
25 (k= k) b (k= k) R (b = k) b (kT — k) (K — k)
1 1
X = X
_k?_ — kgon — (]C — k?g)on} [k?_ — k’40n — (k’ — k’4)0n}
1
X = X
»kﬁ - kzon — (k4 — k2)on — (ks — ka)on — (k — k6)on}
1
X =
_k?_ — kGOH — (k’ — k@)on}
1
X = . (3.23)
»kﬁ - /‘Czon — (ks — k2)on — (k — k4)on}

O processo em (3.22) e em (3.23) nos diz que os dois corpos, com particulas inter-
medidrias o; e 0y, tem propagacao global de trés e quatro corpos e estao avangando
para a frente no tempo, k£ é a energia total do estado inicial, antes e depois da

absorcao, na frente de luz. A sua estrutura é mostrada na Fig. 3.5

Figura 3.5: Representacao diagramética da regiao 1 com duas particulas inter-

mediarias viajando para frente no tempo
o Regiaon 3,4: 0< ky <kd <kf <kTeO<ki<ki<kf <kt

s _ifig)* 1
B 20 (k= k) ki (k= k) R (k= k) R (R = k) (K — k) .

35



1 1

- |k~ = kaop — (k= k2)on] [k~ = kagy — (k — ka)on] *
X ! 1 X
[k_ - k?GOn — (k- ke)on} {k‘_ - k’QOn — (ks — k2)on — (k — k’4)on}
X ! (3.24)

[k_ — koo — (ks — ke)on — (K — k4)on} '

O resultado (3.24) pode ser interpretado com dois corpos, com particulas in-
termediarias o1 e oy viajando para frente e para tras no tempo, respectivamente,
além disso, com propagacao global de dois e trés corpos, avancando para a frente no

tempo como é mostrado na Fig. 3.6

Figura 3.6: Representacao diagramatica das Regides 3 e 4 com as particulas inter-

medidrias, o1 e 0y viajando para frente e para tras no tempo respectivamente

o Regiaon 2,5: 0 < ki <ky <kd <kt eO<kf <ki<ki<kt

g(ki) _ _2(19)4 1 «
20 (k= k) b (k= k) Rl (k= k) R (R = k) (B — kD)

X = ! 1 X
k= — koo, — (k= ka)on| [k~ = kagy — (k — Ka)on|

X = 1 ! X
_k_ - k?ﬁon — (k- k6)0n} {k_ - k40n — (k2 — ka)on — (k — kz)on}

X - ! . (3.25)
k= = kagy, — (ks — ka)on — (k — ke)on]
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O resultado (3.25) é semelhante ao resultado (3.24), com a diferenca que a

particula intermediaria oy, estd viajando para tras no tempo como é mostrado na
Fig. 3.7

Figura 3.7: Representacao diagramatica das Regides 2 e 5 com as particulas inter-

medidrias, oo e 07 viajando para frente e para tras no tempo respectivamente

o Regido 6: 0 < ki < kj <ky < k™.

S(k™) = Sy(k™) + Sy(k™) (3.26)
ooy ilig)! 1
Sl = s (= k3 it (k= — k) b (b — kg i (ki — k) (kE — k7).
1 1
) [k~ — Kooy, — (k = Ka)on] [k~ = kagy — (k — ka)on] g
X ! ! X
[/f_ — k6on — (k — k6)on} [k_ — keon — (ks — kg)on — (K — k4)on}
y 1 (3.27)

{k_ - k’GOn — (ks — kg)on — (k2 — ka)on — (k — k?2)on} .

Sy (k™) i(ig)" ! x
’ 2 (k= k) ks (k= KD R (= k) kg (K — k) (k= k)
1 1
[k~ — kagy — (k = ka)on] [k~ = kagy, — (k = ka)on]

X

X
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1 1
[/f_ — Kooy — (k — k6)0n} {k_ — kagn — (k2 — ka)on — (k — k2)on}
1
{k_ — keop — (ks — ke)on — (k2 — ka)on — (K — kQ)on} .

X

X

X (3.28)

Os processos (3.27) e (3.28) sao semelhantes aos processos (3.22) e (3.23) com
a adiferenca que as particulas intermediarias o; e 0s, estao viajando para tras no

tempo, como ¢ ilustrada na Fig. 3.8

Figura 3.8: Representacao diagramatica da Regiao 8 com duas particulas inter-

medidrias viajando para tras no tempo

3.3 Propagacao de Dois Corpos com Troca de n

Bdsons Intermediarios em Ordem O(gQ")

Aqui apresentamos a estrutura geral do propagador de dois corpos com a troca de

n bosons intermedidrios:

3n+2 n+1 d k2_ n 1
"

23n+2 (2 ”“/H [k — }k};{l B
n+1

< I1 7 .
(ke — kg — (k= ko) + M] [k:% (bar)on + 5%

1

X ﬁ - ] (3.29)

X

S(k7) =
20+1) kgﬂ

1 1
X
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onde

(k — ko) +m?

(k= kar)on =

2 (kt = k)
B (k2(5+1) - k23)2 + mf,s
(k;z(s+1) — kZS)on = 5 (k?;r(sﬂ) _lk;s) (3.30)

A expressao 3.29 representa a correcao perturbativa ao propagador em ordem
O(g*").
Por outro lado, usando a férmula abaixo, podemos saber quantas regioes, IN,,,

possivels existem, isto é

Nep = (np; +2)! (3.31)

onde Nhi é o numero de bosons intermediarios.

e Para nj,; = 1, para o caso de ordem O(g?), temos que Nrp = (1 +2)! =6, ou

seja, temos 6 regides possiveis que podemos analisar.

e para ny; = 2, para o caso de ordem O(g*),temos que Nyp = (2+2)! = 24, isto

é existem 24 regides possiveis.

A esta ordem, teremos também estados intermediarios com ntimeros de particulas

superior a dois.
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Capitulo 4

O Propagador em Interacao em

um Campo de Fundo

Neste capitulo construimos o sistema composto de dois bésons até a ordem O(g*) na
frente de luz. Consideramos o caso dos propagadores globais na frente de luz quando
um campo de fundo eletromagnético atua sobre uma das particulas. Derivamos todos
os diagramas em ordem O(g?) e O(g*). Fazemos também a generalizacio a ordem
O(g™").

A densidade Lagrangiana de interacao é dada por

£ = D, D'gy —mPdidn — mPdin + gdid10 + gdsdao
= 0,010"0;] — m* P11 — M Py — ie A (¢10,07 — $10,¢1)
+e* A' A, 107 + gpi 10 + gdspao. (4.1)

onde os bosons ¢; e ¢, tém massas my e mo, e cargas e e es. O termo o é o boséon
intermediario de massa p. Para facilitar os nossos calculos consideramos m e mo
iguais a m, como também e; e ey iguais a e

No célculo do propagador de uma particula em um campo de fundo, usamos
o Lagrangiano de interacao de um campo escalar e campo electromagnético. A
Lagrangeana (4.1) mostra imediatamente que existem dois tipos de vértices. O
primeiro termo corresponde a um vértice que contém um foéton e duas particulas
escalares. O segundo vértice contém dois fétons e duas particulas escalares.

Com essa estrutura, no préximo capitulo construimos o operador corrente ele-
tromagnética para o sistema composto de dois bosons livres na frente de luz. A
técnica que usamos para deduzir esses operadores é definir os propagadores globais
na frente de luz, quando um campo electromagnético de fundo actua sobre uma das

particulas.
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O gerador funcional normalizado é dado por:

| Doexp[iS +i [ Jodx]
- fD(,b@iS

Z[J] (4.2)

onde § = [ £dx. Assim, podemos encontrar os propagadores, ou fungoes de Green,
em um campo eletromagnético. Nas seguintes se¢oes montamos nosso propagador

em um campo de fundo eletromagnético em ordem O(g?) e em ordem O(g*)

4.1 Propagacao de Dois Corpos Interagindo com

um Campo Eletromagnético em Ordem O(g¢?)

A corregao em O(g?) do propagador de dois corpos, com fonte, na frente de luz, é

dado pela troca de um béson intermediario e se expressa como [29] :

S@*) = elig) [dq P(q") [ dutdutdate 7 8y (a)S:(w) x

_ L 0Ss  0Ss
><S4(:B+ _ :1:;)50@; — l‘i_) [SSM - MS5] . (43)

A expressao acima ¢ ilustrada na Fig. 4.1

"
el
y
TaVavaVa
-]
y
th

Wb - — — - — — —

(A
=

Figura 4.1: Troca de um boéson intermediario em um campo de fundo
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A Fig. 4.1, mostra o diagrama que representa a correcao perturbativa do propa-
gador com fonte em ordem O(g?), isto é. com a troca de um béson intermedisrio. O
béson intermedidrio o propaga-se entre o intervalo T — Ty, e o termo fonte q acopla
com o campo no ponto Zj. Os indices 1, 2, 3, 4 e 5, indicam os momentos iniciais
k1 e ks, 0 momento interno k3 e os momentos finais k4 e k5. Usando a definicao do

propagador obtemos todos os termos do propagador S(x%),

; dks —ik] 7
51($+) = 2(;) k‘i ; m2 R
R
; dk> —iky TS
Solat) = 2(; ) T ; —
" |k 251@; +2:;+_
j dks —iky (75 —7))
6@ = som | T T e =T
T — k3 4m i
ks — 351@; + 21%_
' dky ~iky (a7 ~7)
S = gy W Em T
T - m i
R %kgf + 21:1_
: dk= —iky (at—zd)
56 = g ) W m T
™ — m i€
o |ks — %k;' T 2k |
i rdk;, ek @)
Sy(z) =  _ (4.4)
227 kt |, K2 4m? ie |
(2m) 7 _kc N ék;r +2/§j}
e suas derivadas:
0S5 1 dky  kie s (a¥-73)
orf  202mi) kF [ _mm e ]
89Sy 1 dk;  kye ks @) (45)
oxy  202m)4) ki '

_ k2 +m2 ; ’
_ 31 23
k3 2%y T 2k3+]
que serao substituidos em (4.3). Vemos que a Eq. (4.3) tem dez integrais cor-
respondentes aos momentos, vértices e a fonte ¢, respectivamente, mais uma ex-
. . —ig— 7T .~ ~
ponencial associada ao termo de fonte, e™'? ®s. A substuti¢ao das equagoes (4.4)

e (4.5) em (4.3) nos dard quatro exponenciais, e‘iif(kf_k;_kg), e_ii’;(k;_kf’k;),

it (km—km 1) izt (k—ke . o
e~ (k3 —hs +a ), =i (ki +hs ), que integrando em Ty, Ty e T3, representam as deltas
de Dirac correspondentes a conservacao do momento £~ em cada vértice, ficando

apenas com as integrais em ki, ks, k3, ky, k5, k. Essas deltas vao fazer com que
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a expressao (4.3) seja reduzida ainda mais. Assim, a expressao (4.3) fica com trés

integrais em £k,

Sty _ i (ig)? / dg~F(q)dky dkydk; e~ (kaths) 5
€T =
26(2m)? k3 ki ks b +kd — kf — q7]
2k —q~ 1
“Tr i i + k3+m? 1
_k5 —q } [k4 —k2} ky — 42]61 —i—%
1
X7 _ _ _ _ (katks—ka—q)? +m? ic
_k4 T ks —ky —qm 2(ki +ki —k3 —qT) - 2(kj+k5+—k2+—q+)]
1 1
T — k3 +m? ic — _ (ks—q)7 +m? ic 8
= | e (k7 —a7) *‘2(k:—q+>]
1 1
X —= 2 2 - (k‘4—k2)2+ 5 - ) (46)
- _ 51 2 - _ .- _ 1 TMs 9
_k5 2k - 21@} {k‘l ks 2(kf —k3) T 2(@—@)]

o que significa que (4.6) fica apenas em fungao das integrais em k5, ki, ks, ¢~

S
e a exponencial e (ks +k5 )

Essa exponencial serd eliminada quando passar-

mos para o espaco dos momentos através da transformacao de Fourier, S (ky) =

[date®i® s (1), de forma semelhante como efetuada no

capitulo anterior. Como

um resultado desta operagao temos uma outra delta de Dirac, que corresponde a con-
servacao de ky total, ouseja ky = ky +ky = ki +ky +q~ = ks +ky +q7 =k +q.

Finalmente, depois de fazer uso da transformada de Fourier, a Eq. (4.6) é ainda

mais reduzida,

0o - ie (ig)? / dq~F(q )dky dky [ky + ki — 2k; ] .
! 202m2 ) (k —kf )k (k5 = kE) kT (b — kD) (k7 = &)
X ! X
ky — ki + (ki —k2)on — M} |:k2 — ko, + %
X ! x
ky — ki + (ki — Fa)on — z(iﬁlikj)} ki =k, + %
1
X : X
ky —ky + (ks — k2)on Q(kfik;)]
1
X = - ; (47)
ki = &7 + (by = Fa)on = 555
em que
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ky = k3, +m? (k _ kg) _ (ki—k2)3 +m?
on (2

2]{3;_ 9 on — Q(kj—k‘;r) )
m2 ka—k 2 +mg

R, = btz (ks — K2)on = W (4.8)
L _ (ki7k4)2 +m2 . _ (kf—k4)L+m2
(l{h k4)on - 2(k;"—Lk2') ) (kf k4)on — 72(19?—1@2‘) 5

ficando, o propagador, escrito no espaco dos momentos apenas com as integrais em
q, ky eem ky. O propagador (4.7), na representagao dos espago dos momentos serd
resolvido usando a formula de integral de Cauchy. Cada um dos pélos pode estar
localizado seja na metade inferior ou superior do plano complexo k=, dependendo
dos valores de k3, ki, ki e k;}r Para esse fim temos 24 possibilidades ou regioes onde
o propagador pode existir. Vamos ver que integrando, primeiro, em k; , oito dessas
regioes conduzem a contribui¢oes que se anulam ficando com dezesseis regioes para
continuar analisando. Depois, ao integrar em k; , observa-se que as contribuigoes de
mais seis regioes se anulam, sobrevivendo apenas dez regioes. Em seguida, damos

apenas os resultados finais; os detalhes estao no Apéndice C.

e Regioes 2, 8 e 11:

_ —ie (ig)? dqgF(q™) (k7 + k7 — 2ky,,
Sky) = —ielig) /(ki_kQ) a Flg™) (k7 + )

X
2 Thf (ki — ka) " kf (ky — ka) ¥ (ka — ko)

X = ! X

kz_ — (ki — k2)on — kQO"} {kl_ — (ki = ka)on — /{34071}

1

% — X

_k‘; - (kz - k2)on - k4on - (kQ - k4)0n}

1

o | (4.9)

_kf - k?4on - (kff - k4)on}

Vemos que em (4.9) hé propagagao global de dois e tres corpos avancando para a
frente no tempo, antes e depois da interacao com o campo externo, e com a particula
intermediaria o viajando para trds no tempo, onde k; é a energia total do estado
inicial, antes da absor¢ao, e ky = k; + ¢~ ¢ energia total final, apés da absorgao.

A expressao (4.9) esta ilustrada na Fig. 4.2.

e Regiao 4:

2 —ie(ig)’ dq~F(q7) [ky = k; = 2(ky — ka)on]
Str) = 26 / (ki — ko) " k3 (ki — k)" ki (kp — k)" (ka — ko)™ 8
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Figura 4.2: Representacao diagramatica das regioes 2, 8 e 11

X —= L X
/CJ? — ki — (k2 — ki)on — (kf — Ka)on — (ka — k2)0n}
1
X = — X
ky — ka,,, — (kg — ka)on — (ka — k2)on| [k} — kagyy — (kr — ka)on]
X = L : (4.10)
[k — ki — (ks — koJon — (ky — ka)on]

O processo dado por (4.10) nos diz que héa criacdo de termos pares devido ao

féton, que é dada pelos denominadores [k; — ki — (ks — ki)on — (kf — ka)on — (k4 — k’g)on} -

-1
e [k; — ki — (ks — ki)on — (ky — k4)on} , correspondendo & propagacao no estado
intermediario de particula e antiparticula, compostos pelo estado inicial, a anti-

particula, e a particula produzida pelo féton, como ¢ ilustrada na Fig. 4.3.

Figura 4.3: Representacao diagramatica da regiao 4
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e Regioces 9 e 10:

Stk = ie (ig)Q/ dq~F(q7) [k = ky — 2(ki — ka)on] y
! 20 (ki = ko)™ k3 (ki — ka) " kf (k= ka)™ (ks — k)"

X = 1 X

k= (ki = k2)on — ko, | [k = (ki = Eaon — K,
1

X = X
kjl_ - kQOn - (kz - k4)on - (k4 - k2)on}

X < ! : (4.11)
ki =k = (ki = Ea)on — (ka = Kyp)on]

Neste processo fisico também apresenta producao de pares. Podemos observar
que a partir do resultado (4.11), temos a propagacao no estado intermedidrio de
particula e anti-particula dada pelo quarto denominador. O resultado (4.11) é ilus-
trado na Fig. 4.4.

Figura 4.4: Representacao diagramatica das regioes 9 e 10
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e Regiao 3:

S(ky) =

ie (ig)? / dq~F(q7) [ky =k = 2(ky — ka)on] §
(

26 ki — ko) Tk (ki — k)T kf (kp — k)™ (ks — ko)™
1
|:kz_ - (kz - kQ)OTl - onn:| [k; - kQOn - (kf - k4>0n - (k:4 - k2)0n1|
1
|:k; — kz_ — (k4 - ki)on - (kf - k4)0n:| |:kf_ - k4on - (kf - k4)on:|

Neste outro processo também ocorre producao de pares. Podemos observar a

X

X

. (4.12)

partir do resultado (4.12), a propagacao no estado intermediario de particula e anti-
-1

particula dada pelo terceiro denominador, [k; — ki — (ks — Kki)on — (K — k4)on}

O resultado (4.12) é ilustrada na Fig. 4.5.

Figura 4.5: Representacao diagramética da Regiao 3. O grafico Z

O grafico dessa regiao, representado na Fig. 4.5, e comumentemente chamado
de ”Grafico Z”, é um resultado importante da nossa técnica.
)

o Regices 1 e T:

§<k7) _ ie (Zg>2 / dq_F(q_) x
! 20 (ki — ko)™ k3 (ki = k)" K (kg —Fa) ™ (ka = ko)™
X L X
(ki = kg, — (ki = ko)on| [k7 — ka,, — (ky = Ka)on
1
X X
(k7 = ko — Ui = kaon — (ka = 2)on]
kf + k. — 2ky,, — 2(kg — k2)on}
[kf — ki, = (kg = Fa)on — (ks = a)on]
ki — ki + 20k — ka)on
+ [f o] . (4.13)
(ki — (ki = ka)on — ka,,|
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Vemos que no resultado de (4.13) ha propagacao global de dois e trés corpos
avancando para a frente no tempo, ou seja nao ha producao de pares antes e depois

da interagdo com o campo externo. A interpretacao pictérica de (4.13) estd na Fig.
4.6.

Figura 4.6: Representacao diagramatica das regioes 1 e 7

e Regiao 12:

S ie (ig)” / dq~F(q")
S(ks) =
k7) 2 (ki — ko) T k3 (ki — k)T ki (ky — k)™ (kg — ko)™ x
X 1 X
(67 = (ki = ko)on — ko, | [k = (ki — Ka)on — ki, |
X 1 X

{k}i_ — k]? — (ki = k2)on — (ks — kf)on — (k2 — k4)0n}
k- — ki, —2 kl—k on
y i f ( 4) +
{k; — k7 — (ki = ka)on — (ka — kf)on]

ky + k7 —2k
B TR don , (4.14)
[k; — (k'l — kg)on - k4on - (k2 - k4)on}

Neste tltimo processo obtemos producgao de pares. Podemos ver do resultado
(4.14), que hé propagagao no estado intermedidrio de particula e anti-particula dada
pelo denominadores [k; -k — (ki — k2)on — (ka — kyf)on — (ko — k4)onrl,

(k7 — k7 = (ki = kaJon — (ks = k)on] € [k = (ki = ka)on — Ky — (k2 — Ka)on]
O resultado (4.14) é ilustrado na Fig. 4.7.

-1
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Figura 4.7: Representacao diagramatica da regiao 12

4.2 Propagacao de Dois Corpos Interagindo com

um Campo Eletromagnético em Ordem O(g*)

A correcio em O(g*) do propagador de dois corpos com fonte, na frente de luz, é

dado pela troca de dois bésons intermediarios e é dada por [29] :

S) = e(ig)® / dg~F(q™) / dz} drfdefdefdzie % S, (7)) S, (z5) x
xSy (24 — 21) Su (2] — 35) So (2 = 21) S, (35 — 7)) Soy (2] — 77) %
08 (v* — zf) 05 (24 — 24

X - -
0T+ 0Ts

Ss (75 — #7) >S7 (z*—2f)|, (415)

sendo que a expressao acima é ilustrada na Fig. 4.8.

1 zy 3 73 3 7
1 o
| | Ty
| |
| ! ! |
| o1 o |
¥ ¥
| |
| |
| | | |
| | I |
i - | | - i
2 T, 4 T, 6

Figura 4.8: Troca de dois bdsons intermediarios em um campo de fundo

A Fig. 4.8 mostra o diagrama que representa a correcao perturbativa do propa-
gador com fonte em ordem O(g?), isto é com a troca de dois bésons intermediarios.

Os bésons intermedidrios o, e o, propagam-se entre o intervalo ] — T3, e T3 — T,
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respectivamente e o termo fonte ¢ acopla com o campo no ponto T; Os indices 1,
2,3,4,5,6e 7, indicam os momentos iniciais k; e ko, 0s momentos internos ks, ky4
e ks os momentos finais kg e k7. Usando a definicao do propagador obtemos todos

os termos do propagador S(z™"),

i [ dky e~k
Sl (l‘+) - 2 (27‘(’) ki _ k%L-‘er ie )
! {kl — o tar
i dky e~ika Ty
SQ(.T+) = 2(27]') k; r B k§l+m2 ie 70
R
. i ordky e @D
S3(x ) = 2(27‘{') k}; M k%Lerz ie R
s~ Ty T
. i dky e—iky @ ~7)
S4($ ) = 2(27T) k:;f r B kiJ_+m2 ie 70
s a4
. i ordky et @)
55(55 ) = 2(27]’) kg_ [ ng__Fmg ie 1
s = S tar)
i fdkg e M ETED
S6($+) = 2(27]’) ]{}; T k§L+m2 ie 10
ko = g tar)
. i pdky e M)
Srlet) = 202m) ) kT [- kR m? e ]
b= T toag
S . i dk;, ek, (@5 —T))
o1 («T ) - 2(271’) k;_l o kc2;11_+m2 i ’
o1 2k, 2k,
i dk e~ thay (@5 7))
S, (zt) = o2 , 4.16
(27) 22m) ) kE, [ _ kot 4 e (4.16)
o2 2k, 2k,
e suas derivadas:
aS; 1 pdky kye @)
or: 22 k(= Bm® | i |
Ty ( 7T) 7 [k7 — 73@ + 2];]
— — —iky (TF —7)
8S; 1 [dky  kye s @ 17
A=+ 2(92 + _ k2 4?2 ; ) .
B e

que serao substituidos em (4.15). Vemos aqui que a Eq. (4.15) tem quinze inte-

. . . —ig— st . . .~
grais, mais uma exponencial, e™*? *s  associada ao termo de fonte. A substituicao
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- . o it (ke ks ko
das equagoes (4.16) e (4.17) em (4.15) nos dard seis exponenciais, e” "1 G >,
.4 — — — .+ — _ _ L+ — — — L4 _ — _ . — —

—iZs (ko —k, +k —iZ, (ko —kgo—k —iz, (k, +ko,—k —iZ. (ks —k, —q —iz" (k, +k

e 2(2 4 "1)76 3(3 =P 5),6 4(4 D) 6)7@ 5(5 7 ),6 (4 5)7
que integrando em Ty, T3, T3, T, e T3, aparecem como deltas de Dirac corres-
pondentes a conservacao do momento k- em cada vértice, ficando apenas com as
integrais em ki, ky, k3, ki, ks, kg, k7, k;, e k;,. Essas deltas vao fazer com que a
expressao (4.15) seja reduzida ainda mais. Com isso, reduzimos a expressao (4.15)

para cinco integrais (quatro integrais com respeito a £~ e um com respeito a ¢~ ),

' — 31— L= Jl.— ,—ixT (kg +ks
S(at) = el /dq-F (¢) / dly iy dkg diks e~ (ks 1) )

29 (27T)4 (kg — kg + ki — q+) ky (kg — ki 4k — q*)
o {2/5; — q_} §

ki (k7 = a) ik (ki — k) (k& — k)
X 1 y

= — ks — _ _ (ko—hkotkr—q)] +m? ic

_k’6 ky + k7 —q 2<kg—k;+k;—iq+) + Q(kg—k;-s-k;'_qu)}
X 1 y

-Ig_ — ki + ki —qg — (ke—katkr—q)] +m? n ie

- ! T 2(kg —ky+kf—qt) " 2(kg—kf+ki—qt)

1 1

. -k;— _ K 4m? + e | |k — k2 +m? L e X

I 2 2k 2k 4 kT 2hT

1 1

T - - (k7 —q)7 +m? ie - k2 +m? ic X

_k’? —q — 2<k;'—q+) + Q(k;'—q+):| [kfﬁ - 2k6+ + 21{]

1 1

: _k_ _ kg Am? + e | kT — ko — (ka—k2)% +m2 + ic X

e N I I G

1
T 2 (4.18)
ko — ko — (ke —ka) +m? + ie
6 4 2(kg —k7) 2(kg —H7)

Observamos que além de ¢, a equagao (4.18) fica apenas, em funcao das integrais
em ky, ky, kg, k7 e o exponencial e~iz" (ks +k7) Essa exponencial sera eliminada
quando passarmos para o espaco dos momentos, S k) =1/ drte*r ™" s (). Assim,
de forma semelhante como efetuada nos capitulo anterior, temos uma outra delta
de Dirac, que corresponde a conservacao de k; total, ou seja k; = kg + k7 =
ki +ky +q¢ =ky +ky +q¢ =ks +ks +q¢ =Fk; +q . Finalmente, depois de
fazer uso da transformada de Fourier, a Eq. (4.18) é ainda mais reduzida. Deste

modo obtemos:

ol



e (ig)* o dky dky dkg

S(kr) = ‘W/dq F (g )/(kj_k;)k;(k;j—ki)kz(ki—ké)ké(k?—@)X

(ki + k7 — 2kg]

X X
(k= k) (ke = K7)
1 1
X — — - X
-kl_ - kQ_ - (k’l - kz)on + W- _I{Q_ - k201’l ‘|‘ %
1 1
X — — - X
_ki_ — ki — (ki — k4)op + W _k4_ — kaon + 57
1 1
X = — - X
kiw = kg — (ki = Ko)on + W kg = Keon + g7
1
X = ‘ X
_kf - k6 - (kf - kﬁ)on + 2(k}'zikg')
1 1
XF .
ki — Ky — (ks = Ka)on + (,ﬁ,ﬁ)} {’fa ki — (k6 — ka)on + RG]
em que
k2, +m? ki—ke)2 +m?
kaon = oF (i — Ko)on = (2(5)_?; )
kg +m? _ (k _k')2 +m?
kaon = %k;j ’ (ks — Ke)on = ;(k;jkg) ’
ke +m? (ke—Fka)? +m2
Foon = "5 (ks — ka)on Wa (4.20)
kei—k2)? +m? (ka—k2)3 +m2
(ki — k2)on = ﬁ’ (ks — k2)on W>
ki—ka)? +m?
(ki = ks)on = G Q(k,f)sz) :

Aqui, o propagador, escrito no espaco dos momentos se expressa apenas com
as integrais em k5, k;, ks e a integral correspondente ao termo fonte q. Nova-
mente, como no caso anterior, o propagador (4.19), na representagao dos espago dos
momentos, sera resolvido usando a féormula de integral de Cauchy. Cada um dos
polos pode estar localizado seja a metade inferior ou superior do plano complexo
k~, dependendo dos valores de ki, ki, ki, ki e k;f Neste caso temos 120 regioes
onde o propagador pode existir; destes a integracao em k, resulta em quarenta con-
tribuicoes que se anulam, ficando com oitenta restantes regioes para se continuar
analisando. Ao se integrar em k;, mais trinta regides mostram que tem contri-
buigoes que se anulam e finalmente na integracao em kg, anulam-se mais dezesseis
dessas contribuigoes, sobrevivendo apenas trinta e quatro regides. Abaixo damos os
resultados; os detalhes estao no Apéndice C.
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e Regioes 1, 25

S (ky) =S (kr) + S (k7)) + S5 (kr) + Su (k7)) + S5 (k7 ), (4.21)

onde

Si(ky) =

S (k) =

Z,e(ig)4 / dq~f(q7) {ki_ —ky —2(ki — /fG)on} 0 (k/‘f - k’z_> 4 (k;r - ka) y

(K — k) b (kF = k§) kE

. 0 (k= k)0 (kf — k)0 (ki —kF)0 (ks — k)
(ki = kg ) kg (kf = k) (k= k) (k¢ — k)

1 1

Tk~ kaon — (ki — ka)ont (ki — kaon — (ki — ka)on)

1

X

(4.22)

(ig)* / dq f (q7) {k; + k; — 2keon } 0 (ki — k3 ) 0 (ki — k)
(ki — k3 ) kS (kT — kT) ki

e — ki) 0 (ky — k) 0 (ki — ki) 0 (ki — ki)

k= k) k(= k) (k= k) (kg — k)

X

(4.23)



S () = e (ig)’ / dq~f(q7) {k; = k7 +2(ky — ke)on } 0 (K — Kz ) 0 (K — &%) §
! 29 (K — k) ki (k= ki) kE
N (ki = kg ) 0 (kf = k) 0 (kf — k) 0 (ki — k7))
(ki = kg ) kg (kf = k&) (k= k) (k¢ — KT)
1 1
" {ki = kaon — (ks — ka)on | {ki" — kaon — (ki = ka)on } "
X ! x
{ki_ — kaon — (k4 — k2)0n — (ks — k4)on — (ki — kﬁ)on}
X ! X
{k:]? — koon — (k’4 - k’2)on - (/fﬁ - k4)on - (kf - kﬁ)on}
X 1 X
{k_ — koon — (ks — k2)0 (ki — k4)on}
1
- {k’; - keon - (k’f k’6)on} (4.24)
3 (k‘) . (ig)” / dg= f(q7) {k; + ki —2 (ks — ka)on — 2k4on} 0 (k:r - kfz_) »
H\%r) = 29 (K — k) ks (k= k§) Kkf
xe(k;j—w)e(w k)0 (kf = k) 0 (ki — k) 0 (k§ — ki) y
(kF = k) k¢ (b = k) (k= k) (k¢ — &)
1 1
{k — koon — (k; — k )on} {k — kaon — (ki — k4)on} "
1 X
{k? — kaon — (ks — k2)opn — (ke — ka)op — (ki — kﬁ)on}
1
{k — kaon — (k¢ — ka)op — (ki — k6)on} "
1
{/ﬁf — kaon — (k6 — ka)op — (ky — kG)on} "
1
{k’f - kGOH - kf - k6)on}. (4'25)
i (ty) = ael@! U OO 20 Ron}0 (07 )0 (4 - 4F)

(ki — k) b (k= ki) kf
0 (ki — ki) 0 (kj — k)0 (K — k) 0 (k§ — k)
(ki — k) ki (kf — k) (kE = k) (kg — )
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Os resultados de (4.22) até (4.26) nos dizem que os dois corpos, com particulas
intermediarias o; e 09 estao avangando para a frente no tempo, além disso ha pro-
pagacao global de trés e quatro corpos, onde k; e ky sao as energias totais do estado

inicial e final respectivamente, com ky = k; + ¢~ como ¢ mostrada na Fig. 4.9.

1 1

ki — koon — (ki — k )on} {ki — kson — (ki — k4)on} -
1

X
ki — koon — (k4 — k‘Q)On — (ke — k4)on — (ki — kG)on}

X
ki — kaon — (ks — ka)on — (ke — ka)on — (ky — k6>on}

1

X

|
{ 1
|
|

k7 — kaon — (ko — ka)on — (ky — k6)on }
1

{k; = keon — (ks — ke)on |

Figura 4.9: Representacao diagramatica das regices 1 e 25
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e Regiao 7

onde

Si(ky) =

S (k) =

S (ky) =S (k) + S (k7 ), (4.27)

X

RGN R (b — 0 =20 = h)on} 0 (k5 — k) 0 (k7 — k1)
2 (ki — k) b (ki — k) b
Ok =)0 (kf ki) 0 (Kt — k) 0 (ks — k1)
(ki — k&) b (kf — k&) (ki — k) (kS — k7)
1 1

X X
{Ig; — koon — (ki — kg)on} {k[ — kaon — (ki — /f4)on}

X ! X
{k7 = kaon — (ks = k2)on — (ks — ke)on — (Ko — ka)on |

X ! X
{k’f — koon — (ks — k2)op — (ki — k4)on}

1

>< — —
{k7 =k = (ky = ko)on — (ks — ki)on |

X 1 (4.28)
{k7 = koon — (ks — k6)on |

(ig)* [ dg~f (q7) (kg — k7 = 2(ky — ko) } 0 (K —k5) 0 (K — k)
(K — k3 ) b (k& — k) kE
(k1) (55 — )0 (k5 ~15) 0 (5~ 57)
(k" = k) b (k= i) (b = k) (k" — K)

X

X 1 L X
{kgr—'kéon_—'(kz—‘kb>on} {k;'_‘klon._‘(k “kﬂ)on}

X 1 X
{k‘] — kaon — (ks — k2)on — (kf — ke)on — (ks — k‘4)on}

X 1 X
{k}'—'kqon.—‘<k6'—'k4)on__'(kf _'kﬁ)on}

X _ 1
{kf —k _(kf_l%)on_(kﬁ—k)on}

Y ! (4.29)
{k; = keon — (ks — ko) }



Os resultados de (4.27) e (4.28) nos dizem que os dois corpos, com particulas
intermediarias o1 e 09 estdao avangando para a frente no tempo, temos producao de
pares e temos propagacao global de trés e quatro corpos. Este resultado nos produz

também o grafico Z, como é mostrado na Fig. 4.10.

Figura 4.10: Representagao diagramatica da regiao 7

e Regiao 31, 33, 34

S(ky) =S (k) + S (k7 ), (4.30)
onde
Su(ty) = ol (AL 07 =206 b} (5~ 5)0 (i )
(ki — k) b (k= kT) kf
. 0 (ki — k)0 (kf —kf)0 (ki — k)0 (k — k)
(ki = kg ) kg (b — k&) (k= k) (k¢ — KT)
1 1
{k’l — koon — (ki — kz)on} {k’f — kson — (ki — k4)on} -
1
{kz — kaon — (ks — k2)on — (ki — kG)on — (ke — k4)on} "
1
Tk~ koo — Uit — kaon — (ks — Ea)on}
1
{kz _kf z‘_k6)on_ (kG_kf)on} "
1
{kz oon— (b~ falon] (4.31)
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L (ig)* pda f(a) {ki —ky —2 (ki — ke)on } 0 (K — k) 0 (ki — ki
Sg(k’f) = —ie 259 / { (]];j_k;)k;r(i(sz}_kgjkz 2) ( 4) y
) 0 (k) — k)0 (ki —kf)o (ki —k$)o (ki — k)
(kj - k;g;) K (/g; — k;g) (k;{ — k;) (kg - k;f)
1 1
" {ki = kaon — (ks = ka)on | {ki” — kaon — (ki = ka)on } "
X 1 X
{k; — k2on — <k4 - k2)0n B (kz - kﬁ)on B (kﬁ - k4)0n}
X 1 X
{k’i_ — kaon — (k6 — ka)op — (ki — ke‘)on}
X 1 X
{ki = ky = (ki = ko)on — (k6 — kt)on }
L (4.32)

g {ki_ — keon — (ki — kﬁ)on}‘

Nos resultados de (4.31) e (4.32) temos também duas particulas intermedidrias
o1 e 09 que estao avancando para a frente no tempo, vemos que temos producao
de pares e temos propagacao global de trés e quatro corpos. Este resultado nos
produz graficos de antiparticulas por nao possuirem pernas externas. Apresentamos
esquematicamente isso na Fig. 4.11.

Figura 4.11: Representacao diagramatica das regioes 31, 33 e 34

e Regiao 3, 4, 27, 28, 37, 38, 41

S0 - ie<ig)4 / dq™ £ (q7) {k + k} = 2keon } 0 (K — k3 ) 0 (k) — k) )

29 (K — k) b (K — kf) kf
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O(kE )0 (kf — ki) o (k) - k2)9(k4 k)
(k" =k )k (kf — k) (k= k3) (b —&7)
1 1
{k:l — koon — ]f2)on} {k — kaon — (ki — k4)on} "
1 X
{k:l — kaon — (ks — k2)op — (ki — k4)on}
1
{k‘z — keon — kﬁ)on} "
1
{kl — kﬁon - k - k4) (k4 - kG)On} :
1

(4.33)

) {k; = keon — (ks — ke)on |

Deste resultados em (4.33) podemos observar que as particulas intermediarias o4
e 0, estao avangando para a frente e para tras no tempo, respectivamente. Mas nao

temos producao de pares, Como é mostrada na Fig. 4.12.

Figura 4.12: Representacao diagramatica das regioes 3, 4, 27, 28, 37, 38 e 41

e Regiao 39, 40, 42

S(ky) =S (k) + S (k7 ), (4.34)

onde

G (k) = —ie (ig)* / dq~f(q7) {ky =k +2(ky — ke)on } 0 (K5 — ks ) 0 (k' — k)
! 2 R CICEE
0 (k) — k)0 (ki —kf)o (ki —k$)o (ki — k)
(ki = kg ) kg (b — k&) (k= k) (k¢ — k)

X

X
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1 1

"~ kaon — (i — kadon} (ki — kaon — (ki — kidon}
X 1 X
{k = kaon — (ks = ka)on — (ki — ka)on |
1
" {k = keon — (ki = ks)on | "
X 1 X
{kz_ - k; — (ki — k4)on — (ks — kf)on — (ks — kG)on}
1
4.35
: {k’; - k; — (ki — kg)on — (ke — kf)on} ( )
_ gyt pdaf(a0) (kT — k7 =2 (ki — kaon + 2 (ks — ka)on } 0 (K — ks
S (1) = ity | { f(kﬁ — k) k:; EZ* - k;) /ci4 nlt(25),
Xe(k;j — k)0 (k= k)0 (k —kF) 0 (kf —kF) 0 (ki —ke) §
(6~ KA (F —46) (45— 48) (i€ )
1 1
" {k = kaon — (ki = ka)on | {ki" — kaon — (ki = kaon } "
X 1 X
{k‘i_ — kaon — (ka — k2)op — (ki — k’4)on}
1
g {kf — keon — (ki — kﬁ)on} :
X 1 X
{k'i_ - k; — (ki k4)on — (ke — kf)on — (ks — kG)on}
X ! (4.36)

{ki = koon — (ki — ka)on — (ks — ke)on |

Nos processos (4.35) e (4.36) podemos dizer que as particulas intermedidrias oy e
o9 estao avancando para a frente e para tras no tempo, respectivamente; além disso
vemos que ocorre producao de pares. Este resultado, também produz gréaficos de
antiparticulas como é mostrada na Fig. 4.13.
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Figura 4.13: Representagao diagramatica das regioes 39, 40, e 42

e Regiao 9

(ig)* / dq~f(q7) {ky — k7 —2(ky — ke)op } 0 (K — ks ) 0 (ki — &;')

S(ky) = ey (ki — k) ki (k" — k) kf "
0 (ki —kr) 6 (K — k)6 (ki — k) 6 (ki — k7)
(k= ki ke (k) — k) (K — k) (ke — k)
1
- {k:z_ — kaon — (ki k2)on} "
y 1
{k; — ki — (ky — ko) — (k6 — ka)on — (ks ki)on}
X ! X
{k‘; — kyon — (ky — ke) — (k6 — k4)on}
X ! X
{k; — ki — (ky — ko) o — (k6 — ki)on}
1
: {k‘f — keon — (kg — k6)on} "
y 1 . (4.37)
{k; — kzon — (kf - k6)0n - (kﬁ - k4)on - <k4 - kQ)OIl}

No processo (4.37) podemos observar que as particulas intermediarias o; e o
avangam para a frente no tempo, e apresenta producao de pares. Este resultado

produz um grafico tipo Z, como ¢é mostrada na Fig. 4.14.
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Figura 4.14: Representagao diagramatica da regiao 9

e Regioes 2, 5, 26, 29, 43

S(ky) =S (k) + S (k7 ), (4.38)

onde

g)* “J @) ky TR — 2Raon — — R4)on =k =k
5 (1) - ie(;gg)/dq Fla){ky + ki = 2kaon — 2 (ks — ka)on } 0 (k" — k3 ) 0 (ki — ki)

(ki —k3) K (k7 — ki) ki §
Xe(k;j—k;g)e(k;—kg)e(k;—k:zf)e(ké—ki)
(ki = kg ) kg (b — k) (k= k) (k¢ — k)
1 1
. {kf — koon — (ki — k2>0n} {k; — kson — (ki — k4)on} §
1
) {/ﬁ_ — keon — (ki — kﬁ)on} :
X ! X
{ki — kson — <k2 - k4)on - (k - kQ)OIl}
X ! X
{k}'—'kqon,—'(kG'— ka)on — (ks _'kG)on}
1
- {kA'—'k4on._‘<k6'_'k4)on__'(k _‘k%>on} (4.39)

3, (k;) _ ie(ig>4 / dq~f (¢7) {kf —ky +2 (ks — k:a)on} 0 (k:f — k:;) 0 (kj — kj) y

(K — k) b (k& — kT) kE
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O(kE )0 (kf — ki) o (i - k4)6(k6 —kf)
(k" = k) ki (kf = k) (kT — &) (kS — 43)
1 1
{k‘Z — koon — kQ)OH} {k — kyon — (ki — k4)on} :
1
{kz — kgon — kﬁ)on}
1 X
{k‘l — kson — (k2 — ka)op — (ki — k’2)on}
1
{/ff — kaon — (ko — ka)on — (ky — ke) } "
1

b~ hom — (b — o) ) (4.40)
f 0

Nos processos (4.39) e (4.40) temos também que as particulas intermedidrias
01 e 09 avancando para tras e para frente no tempo, respectivamente, como sao

mostrados na Fig. 4.15.

Figura 4.15: Representacao diagramética das regioes 2, 5, 26, 29, 43

e Regiao 8

S (k) = . (ig)" / dq f (q7) {k; — ki =2 (ks — ke)on } 0 (k5 — k5) 0 (k" — &7 )
A (k¥ — k) k3 (k7 — k) kT
0 (k;j - kg) 0 (/c} - kg) 0 (k'j - k;) 0 (kg - k;{)
(=) ki (k] =) (ki = k) (k6 — )
1 1
{ki = kaon — (ki — k2)op } {ki — kaon — (ki — ka)on |

X

X

X
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1

X
k; — ki — (kf - k6)on — (ke — k@')on}
1
X

k7 — keon — (kg — kﬁ)on}

1

X

ki — kson — (k2 — ka)op — (ki — k2)on}

1

(4.41)

R
K
R
K

ki — kaon — (ky — kg)op — (k6 — k4>on}‘

O processo (4.41), nos diz que temos particulas intermediarias oy e o9 avangando

para tras e para frente no tempo, resepectivamente, além disso temos producao de

pares. Este gréafico é também tipo gréafico Z, como é mostrado na Fig. 4.16.

Figura 4.16: Representagao diagramatica da regiao 8
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e Regides 32, 35, 36, 45, 46

(ig)* / dg=f () {k — k7 =2 (ki — ko)on } 0 (k7 — k3) 0 (ki — k)

S (k;) = e 29 (k;j _ k;) k (k;- - k;;f) ki :
0 (ki — ki) 0 (kj — k&) 0 (k — k1) 0 (k — k)
() (05 ) (45 (i~ 7
1 1
) {k‘{ — kaon — (ki — k2)on} {ki_ — kaon — (ki — k4>on} "
1
. {/ﬂ_ — keon — (ki kﬁ)on}
X ! X
{kz_ — kaon — (k2 — k4)on (ki k2)on}
X ! X
{kz_ — kaon — (ks — k4)on (ki k6)on}
1
: 4.42
" {kz_ - k; — (ki — k6)on — (ke — kf)on} ( |

O processo (4.42), também nos diz que as particulas intermedidrias o; e o9
avancam para tras e para frente no tempo, respectivamente, além disso temos
produgao de pares, mas este resultado, também, produz gréaficos de antiparticulas,
como é mostrado na Fig. 4.17.

Figura 4.17: Representagao diagramatica das regioes 32, 35, 36, 45, 46
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e Regioes 6, 30, 44, 47

S(ky) =S (k) + S (k7)) (4.43)
onde
S1 (kf) = e 29 / { f(k,+ k:+) ki <i+< ka) k‘f) ( ) X
Ok = k)0 (kf — k)0 (ks — ki) 0 (kT — k)
(k" =) e (e — ) (ki — k) (ke — k)
1 1
{k‘ — koon — (ki — k?)on} {ki_ — kson — (ki — k4)on} '
1
{k - kGOH - - kﬁ)on}
1 X
"k~ oon — (ks — hodon — (ks — ka)on — (2 — ki)on)
1
{k; - kGOH - k6)0n} g
1
b = oon — (k1 — Ko)on — (i — kdon} .
S (gt pda [ (@) {ky k= 2keon } 0 (K —ky ) 6 (ki — k)
S (kf) = Ty / (k+ k+> ks (k* k‘Zf) kf %
Ok kS0 (k7 — k) 0 (ks — ki) 0 (kT — k7))
(ki k*)’je (ky = ki) (ki - )(1 k)
{k — kaon — k - k2)on} {ki — kaon — (k - k4)on} g
1
{k —k?ﬁon - k? _k6)on} :
1
{k — kgon — (k4 — ke)on — (ki — k2)on — (k2 — k4)on} :
1
{/ff — keon — kﬁ)on} :
1
> (4.45)

{kf — kson — (k2 — ka)op — (ki — k2)on}.

Nos resultados de (4.44) e (4.45) as particulas intermediarias o; e oy estao

avancando para tras no tempo; nao temos producao de pares, mas temos propagacao
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global de tres e quatro corpos avancando para frente no tempo. Os resultados sao
mostrados na Fig. 4.18.

Figura 4.18: Representagao diagramatica das regioes 6, 30, 44, 47

e Regiao 48

S (ky) =S (ky)+Sa (ky) + S5 (ky) + Su (k7)) + 85 (ky ), (4.46)

onde

(ig)* / dq~f(q7) {ki = ky +2(ky — ke)on } 0 (k" — kz ) 0 (K — k)
2° (K — k) b (K — kT kE

0 (ki — k)0 (ks = kF) 0 (k — k) 0 (kT — k)
(ki =k ) kg (R = ke) (Kt — k3 ) (R — &)

1 1

51 (k’;) = e X

% X
{k‘; — kaon — (ki — kg)on} {ki_ — kson — (ki — k4)on}
X ! X
{k7 = keon — (ki — ke)on |
1
X —— — X
{k’z - kf - (k4 - kG)Ol’l - (kz - k?)on - (kQ - k4)0n - (kﬁ - kf>on}
X —— — ! X
{kl - kf - <k6 - kf)on - (k4 - kﬁ)on - (kz - k4)0n}
NN 1 (4.47)
{k?z - kf - (kG - kf)on (kz - kG)on}
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X

(ig)* / dqf (q7) {ki + k7 — 2keon } 0 (k7 — k3 ) 0 (K — k7
2 RIS CE
0 (ki — k)0 (ke —kF) 0 (k — &) 0 (kf — k)
(k7 =) b (8 46 (K — 49) (8 )
1 1

§2 (k’;) = e

" {ki = kaon — (ks — ka)on | {ki" — kaon — (ki = ka)on } "
1
* {/f_ — keon — (ki — kﬁ)on} -
X ! X
{k’_ - k; — (ks = ke)on — (ki — k2)on — (k2 — ka)on — (k6 — kf)on}
1

" {ki" = koon — (ks — ko)on — (ki = k1)on | "

1
- {k’_ — keon — (ks — k6)on — (ki — k2)op — (k2 — k4)0n} (48)

§,() = —aeli@)! UL Zd 20~ Rdon 2~ h)on}

(K — k) b (kF = ki) kE
0 (ki —k3) 0 (k7 — k)0 (k7 — k) 0 (k —kF) 0 (k5 — kT) 0 (kT — k)

(k7 k) k(v —b5) (67 =) (ki 47)
1 1

X X

y X
{k‘; — koon — (kl — kg)on} {k; — kson — (k’L - k4)on}
1
X
{/f_ — keon — (ki — kﬁ)on}
1
X _ X
{ki - kf - (k4 - k6)on - (kz - k2)on - (k’2 - k4>0n - (kﬁ - kf)on}
X ! X
{]{Z_ — kgon — (k4 - kG)on - (k - k4)on}
N 1 (4.49)
{k = k7 = (ks = ho)on — (b — Eo)on — (hs — ky)on

Si(k) = ie(i299>4 / dq~f(q) {k; = k7 +2(ky — ke)on } 0 (K — Kz ) 0 (k' — k) )

(K — k) b (R — kT kf
0 (k) — k)0 (ki —kf)o (ki —kf)o (ki — k)
(v =) ki (7 k) (85— 45) (5 0
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1 1

% X
{k‘; — koon — (kl — kg)on} {k; — kgon — (k’L - k4)on}
X ! X
{/ﬁi_ — keon — (ki — kﬁ)on}
1
X —— — X
{ki - kf - (k4 - k6)on - (kz - k2)on - (k’2 - k4>0n - (kﬁ - kf)on}
X ! X
{/@_ — kaon — (k2 — ka), (ki — k2)0n}
N 1 (4.50)
{kz — kf - (kz - kﬁ) - (kG kf)on}
~ (ig)* rdq f(q7) {ki_ —ky +2(ks — ka)on + 2 (ke — ka)on — 2 (ki — k2)on}
55(@) = —e—g / ) ot (B — k) et 8
. (kF —k3) K (k= ki) K

0 (ki —kz) 0 (k7 — k)0 (k7 — k) 0 (k§ —kF) 0 (k5 — kT) 0 (kT — k)

) (ki =k ) kg (b — kg ) (kT — k) (R — KY) ’

1 1
{kl - kzon — (ki — kz)on} {k; - k40n - (kz - k4)on} :

1
{k‘l — keon — (ki kﬁ)on} "

1 X
{kl - kf k4)0n (k4 - kﬁ)on - <kz - k2)0n - (kﬁ - kf>on}
1 X

{k‘z — kaon — kz k4)0n - (k'z - k2)0n}

1
{k; — koon — (k2 = ka)on — (ks — ke)on — (ki — kQ)On}'

x (4.51)

Nos resultados de (4.47) a (4.51), temos particulas intermedidrias o e o9 avan¢ando
para tras no tempo e temos producao de pares. Estes resultados produzem graficos

de antiparticulas e sao mostrados na Fig. 4.19.
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Figura 4.19: Representacao diagraméatica da regiao 48

e Regiao 10

(ig)’ / dq~f(q7) {k7 +2(kp = ke)on } 0 (K — k) 0 (ki — &) )

S(ky) = ie 29 (ki — k) b (k5 — ki) kf
0 (kg — k)0 (kf —kd)0 (ki — k)0 (k — k)
(k7 — k) kit (k= k) (kr =) (k& — &7)
1

X

{k7 =k = (ky = ko)on — (ks = kaon — (ks = k2)on — (k2 = ki)on |
y 1

{k7 = kaon — (ks — ko)on — (k6 — ka)on — (k1 — k2)op |
X — — 1 X

{kf — ki = (ks = k6)0n — (ks — ka)on — (ks — ki)on}
X ! X

{k7 = kaon — (ks — ke)on — (k6 — ka)on |

1

>< — —

{k7 = k7 = (ky = ko)on — (ks — ki)on |



1
{kf — keon — (kf - k6)on}'

Finalmente do resultado de (4.52), obtemos, também particulas intermedidrias

X (4.52)

o1 e 09 que estao avancando para frente no tempo e temos producgao de pares; além

disso, este resultado produz gréfico de antiparticula como mostramos na Fig. 4.20.

Figura 4.20: Representacao diagraméatica da regiao 10

4.3 Propagacao de Dois Corpos Interagindo com

um Campo Eletromagnético em Ordem O(g*")

A Generalizacao do propagador sob um campo de fundo para N particulas em qual-

quer ordem no acoplamento é dado por

S(k) = e U g (g /H““ R ULl T
! 250+ ”*1 kz;} A [
1
x| ——— %
g — K]
1 1
x 1" - X
ki — ko — (ki = kar), + (;ﬁ;ﬁ)} {kzr Faron + 55
1
xII_| = X
kyiorqy — Koy — (ko) — Kas ——E
e (Fatrn o )°"+ 2<k§<5+1>k§s)]
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1

kf -k

onde

(k2(5+1) — k2s) .

(ky = katur),,

2(n+1)

(kl - kz?")on

i€

[k’f - kz(n+1)]0n + Q(HT

f 2(n+1))

k%’rL + m2
2k,

(k)z — l{fgr)i + m2
2 (k* - kf,)

(k2(s+1) - k25>i + m?,s

2 (k;(sﬂ) N kg;)

(kg = kauan) +m?

2 (kf = ki)

2(n+1)

(4.53)

(4.54)

A expressao 4.53 representa a correcao perturbativa ao propagador em ordem

O(g*").

Por outro lado, usando a férmula abaixo, podemos saber quantas regioes, N,,,

possiveis existem

= (ny; + ng + 2)!, (4.55)
onde ny; € o nimero de bésons intermedidrios e n, é o nimero de fontes.
e Para ny; = 1, n, = 0, para o caso de ordem O(g?), temos que N,, =

(1+ 04 2)! =6, ou seja, temos 6 regides possiveis que podemos analisar;

e parany = 1,n, = 1, para o caso de ordem O(g?),temos que N,,, = (1 + 1+ 2)! =

24, isto é existe 24 regioes possiveis;

e parany = 2,n, = 1, para o caso de ordem O(g*),temos que N,,, = (2+ 1+ 2)! =

120, isto é existe 120 regioes possiveis.
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Capitulo 5

Corrente Eletromagnética

Neste capitulo realizamos o calculo da corrente eletromagnética para o sistema com-
posto de dois bésons em um campo de fundo a ordem O(g?) na frente de luz e
derivamos os diagramas de producao de par. A técnica utilizada é baseada na ref.
[29]. A corrente eletromagnética para um sistema ligado com vértice constante é
construido no referencial de Drell-Yan [17] no limite do momento transferido do
foton gt = % — 0. Vamos mostrar que neste limite, o termo de criacao de pares
nao sobrevive para a corrente J . Este resultado é uma surpresa para nos, ja que
foi mostrado em outros trabalhos que o termo J~, responsavel pela a covariancia da
corrente [29, 30], sobrevive neste modelo.

Geralmente a corrente electromagnética de sistemas ligados na frente de luz
é construida no referencial Drell-Yan [17], no limite onde o momento transferido
desaparece, g* = ¢~ — 0. Nesse limite, o termo criacao de par sobrevive e é
responsavel pela covariancia da corrente [30]. Na descrigao da corrente electro-
magnética na frente de luz, temos também o conceito de componente de corrente
“bom” e “ruim”[30, 31, 32]. A corrente electromagnética na frente de luz pode ser
construida a partir do diagrama triangular de Feynman covariante [33, 34].

Sawicki [33, 34] considerou o diagrama de triangulo para o modelo ¢*, mostrando
que no limite ¢ — 0, a componente J* da corrente electromagnética, apds a in-
tegracao na componente £~ nao tem nenhuma contribuicao de producao de pares.
Como consequéncia deste fato, ele conclui que o obtido é idéntico ao covariante.

Por outro lado, trabalho semelhantes tem sido feitos. Por exemplo, de Melo et
al. [30], mostraram que a componente de corrente J~ da corrente de um estado
de dois bosons ligados tem contribuicao de um termo a mais na corrente no limite
gt = ¢ — 0, o que é necessario para manter as propriedades de covariancia da
corrente. Sales et al. [29], derivaram esse mesmo efeito, da corrente eletromagnética,
apartir do diagrama de dois bésons nao interagentes. Eles mostraram, de fato, que

o termo a mais vem da criagao de pares, particulas e antiparticulas na frente de luz.
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Para as componentes J* e J; nao h4 contribuicao no limite ¢ — 0. Neste artigo
fica claro que mesmo escolhendo momento ¢t > 0, para a corrente eletromagnética,
h4 nessesidade da contribuicao de g* < 0 para manter a covariancia rotacional da
corrente J¥.

O célculo da corrente em primeira ordem tem sido obtido em [29]. Neste trabalho
nos ocuparemos com o cdlculo em ordem O(g?), com a inclusao de uma troca de

boéson. A situacao estd ilustrada na Fig. 4.1.

5.1 Calculo da Corrente para o Propagador de

Dois Corpos em um Campo de Fundo a Or-
dem O (¢?)

A descricao do operador corrente eletromagnética, de um sistema composto por
dois bosons, é dada pelo processo no qual dois bdsons de massa m propagam-se
para frente no tempo, e em um dado instante do tempo x*, um dos béson interage
com um campo eletromagnético de fundo. As componentes desse operador corrente
eletromagnética sao obtidas da interacao de um dos bdsons com o campo eletro-
magnético de fundo. Na frente de luz este operador de corrente eletromagnética,
J#, é dada por [29]

<~
0 oB 0A
A—B=A——-—B 5.1
oxH orr oz’ (5.1)
onde o indice grego, u, indica as componentes —, + e L.
Entao o propagador de dois corpos em um campo de fundo a ordem O (g°?) na

frente de luz é reescrito como:

Sty = (ig) /dq F(q {/dxfdx;dx e Sy (7)) Ss(T5 ) %
xSy(xt — TS, (T — 7)) | S5 05 %55 (5.2)
a Xy 8.1’3

onde S5 (T;{ — Tf) ¢ o propagador do bdson antes da a interacao com o campo de

fundo e S5 (TJF — ff{) apos da interacao, como mostrada na Fig. 4.1. A funcao

F(q™) é a transformada de Fourier do campo externo e é definida como [29] :

/ dg F (g )e ™ (5.3)

A componente do operador de corrente J* é obtida a partir do operador O* que

estd representado pelo colchete na Eq.(5.2), portanto [29]:
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~

or —

X S4(I+

- @USU(T; — T

oxh

(ig)? [ drfdmsduge s+ 5,715, (75) x

0S5

0S5
>[sga %

55] . (5.4)

Entao usando a definicao do propagador e deixando explicita a integracao e a

dependéncia em k~, k* e k|, temos que

_>
— i mt e
dk’l dkfdzkli e ik T e ik T el k 11

-
TS

+y : / _
Si(x™) 2(2m)" kT . kg’;m +2”;—? )
? Ky — +%_
S = i /dkgdk{d%ueikg(x?meiki(:cgmez?u.(?s?m,
e is - 55 + 5]
Sty = 2 /dk;dk{d%u e=iki <w+x§>eik2(w-w2>€z?u<??2u’
e CREE
Ss(z*) = 2(22)4/ — d];:d%ﬂ et (xfs)d? i ?S)L,
’ [k5 N 5§k+m ]
la) = gy [ M B S T
g g {k; N Ugi;m zlﬁ}
e suas derivadas:
e Com respeito a 75
0S5 Lk dk PR ke e G e e i K o (T T
) -]
08, 1 /dkgdk:;d?ku kg—e—iks(ng—xbe—ik;(x?,—xnez‘?u.(?a—?l% .
ory  2(2m) ki {k; B k%,:}mz +2;%} (0.

e Com respeito a T3
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- =
dSs 1 /ﬂdkgdk;d2k&Lk;e—“%Kx*—$§h54k§@—$5%9k3w<3?—ﬂfﬂL

oz _2 27r)4 kT k2 am2 ; )
T3 ( 7T) 5 |:k5 _ Sjg_k;r +2]€€;r:|
- = =
0953 _ 1 / dks dki d?ks | kgre—ik;(ig—i‘f)e—ik;(ig—El_)ei ks (T3-7 1)75 7
0%5 2(2m)* ks — k3 Am? '
T3 ( 71—) 3 |:k3 _ 3J2_k; +2’€5;:|
e Com respeito a T3,
- =
0S5 1 dks_dk;'dzl%l ks e~ s (@77 g—ikd (a7 —T3) o k M(?_ Ts)1
0zs, 22 4/ ki —_Bym ’
31 ( 7T) 5 k5 _ ogk; + %
- = =
0853 _ 1 / dk; dkd d?ks, gy etk @ —TF) pmikf (@5~ i ks (Ts—T z)5L8>
o7 2(27)4 kJr _ K2 tm? ; 5
T3l ( 7T) 3 |:k,3 _ 3§k; +2k£§L:|

Substituindo (5.5) e suas correspondentes derivadas em (5.2), e integrando em
dz dT3 dT3 em seguida, fazer a transformada de Fourier S (ky) =/ date*re" g (),

com ajuda das seguintes relagoes de conservagao de momento:

k; = momento inicial k; = momento final £, = k4 — ko;
ke = ki — ks; ky=ki+q; q = ks — ks; (5.9)
ks = ki — ka; ki = k1 + ko; ky = ky+ ks,
o propagador final podera ser escrito entao em funcao de apenas dois dos momentos,

e neste caso escolhemos particulas ”espectadoras”em relacao a corrente, a 2 e a 4:

S(ky) = — (o) / dg~F(q) / p s ) "
j 25(2m)? (ks — k)™ k5 (s — k)™ K (= k)™ (ks — o)
1
X ) 1
[k; — ki + (ki — k2)on — m} [k’z — koo + %
1
X ) <1
[k; — ki + (ki — ka)on — m} {k&i— — Kagp + 22}}
1
X _ — i€ x
[kQ —ky + (ks — k2)on — m}
1
) | (5.10)
lk4 — k7 + (kf — ka)on — W]
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onde

kg +m? (ki—k2)? +m? (ki—ka)? +m?
kQOH = ;k;’ ; (kl — k‘z)on = W, (kz - k4)OIl = Wv (5 11)
k2 m? (ky—ka)? +m? (ka—k2)3 +m3 '
kaon = %T; (ks — ka)on = g(kfijki)’ (ks = k2)on = 2(’64*27723)

Comecamos nossa discussao com um exemplo ilustrativo, onde um termo par
aparece. Para esta finalidade usamos o “Gréfico Z”, isto é a regidao 3, 0 < kj <
kF < kf < k; Neste exemplo mostramos que a componente J~, deste exemplo,
nao tem contribui¢do do termo par no referéncial de Drell-Yan [17], isto é no limite
¢t =q =0.

Vamos a procurar as componentes do operador de corrente J*, que como acima
se referiu, serd obtida a partir do operador or que estda representado pelo colchete
na Eq.(5.10), portanto

o i ai(genow)
3 2002m)2 (ki — ko) T kg (ks — ka) T ki (ke — ka)™ (kg — ko)™
X — . : 1"
]{’2_ — kz_ + (kz - k?)on - m} |:k2— - k20" + ;Iczr:|
1
X — : 1
ki — ki + (ki = kg)on — W} [’@1 ~ Faon T 37
1
X _ _ i€ X
_k2 —ky + (ks — k2)on — m}
1
" . (5.12)
ky —ky + (ks — ka)on — W]

onde k' e k:? sao os quadri-momentos iniciais e finais do sistema e m é a massa do
béson. A integracao na Eq. (5.12), usando a féormula de integral de Cauchy sobre k5
e k; , tem dez contribuigoes diferentes de zero para o célculo de residuo, mas para o
nosso exemplo vamos concentrar nossa atencao em uma regiao ou seja no intervalo
0 < ky <k < ki <k, que corresponde ao Grafico Z ou regiao 3. A integral, para

a componente O foi feita no capitulo anterior. Assim que s6 damos a sua solugao.

SN2 + 7t + + _ .+ + + 3t + 7
5 _ ilig) 0 (k" — k)0 (k)0 (ki — k)0 (k)0 (kf — k)0 (ki — k) )
’ 2° (ki — ko)™ kit (ki — k)" Kif (ky — k)" (ks — ko))"
_ _ (kp—kq)2 +m?
kf — ki - f(k:,a)
X k_ . (k}i—k‘g)i-‘er o ng_"er
i 2(k} —ky) 2k
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1

X =
k_ N ng_erQ _ (k:f—k:4)2l+’m2 _ (k4—k2)i+mg
f 2k 2(kf —ky) 2(kf —k3)
" 1
[ _ — (ki—k)24m?  (kp—ka)2 +m?
_kf — ki + 27 —k) 20k k)
1
X = . 5.13
kT — k2 +m?  (kp—ka)3 +m? ( )
! 2k 2(k} k7))

O processo fisico representado pela equagao (5.13) é a criacao de par devido ao
~1
(k:i—k:4)i+m2 o (k:f—k4)i+m2
2k —k7) 2(k} —ky)
pagacao no estado intermediario de particula e antiparticula, composto pelo estado

corresponde a pro-

féton. O denominador [k:f —k; +

ligado inicial, a antiparticula e a particula produzido pelo féton. Os denominado-

—1 —1
)2 2 2 2 B2 m2 B2 2
res kz_ (ki k—f)ltm k3. +’ 2 ’ l{; kQL—:—”L (kg ]jjl)L_‘_m (ka kf)L +mo' e
2(k7 —k3) 2k} 2k; ok —ky) 2(k] —kJ)

-1
— K2 +m? kp—ka)2 +m? ~ . - R ;

ky — A= — (ky - )L+ sao os estados intermediarios de duas e trés particulas
f 2k 2(ky —k))

propagado-se para frente no tempo.

Do mesmo modo obtemos para as componentes OF e O3 que é dada por

5 i(ig)?0 (K — k) 0 (k) 0 (ki — k1) 0 (ki) 0 (kf — )6(kj—k;)x
3 - - .
26 (kF — k) b (k5 — k) kE (K — kL) (k= k)
B B B
(k7 + & — 2k]]
X T X
kT — (ki—k2)? +m? _ k2 +m?
| 2k —k3) 2k]
1
X =
o _ MButm?  (ky—kad m? (ka—k)} +m3
I 2ky 2(k]—k]) 2(ky —kJ)
y 1
(1 _ e Gkl tm?  (kka)? b2
N 2k k) 2(ky —ky)
1
X7 2 ; , (5.14)
]{/‘_ N k‘4J_+m2 . (k‘f—k‘4)L+m2
f 2k 2(k] —kj)

onde f = +, L. A diferenca entre os operadores (55 e @§ estd no numerador de

(5.13) e (5.14), que tém componentes + e L no lugar da componente —.

5.2 Contribuicao de Modo Zero em Ordem O(g?)

Para calcular a corrente eletromagnética gerada pelas diversas configuracoes, deve-
mos ter os elementos da matriz J =t = (I' |O=T4| '), onde T" é o vértice cons-

tante e O~ 1 sdao os operadores da corrente, que podemos obter diretamente da
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soma dos resultados finais de cada regiao. Introduzindo a resolucao da unidade em
J= L = (|0~ T), ou seja [29]

(IO ) = fauge, i B (4 T
Ol / Ak KR ) (KR D)
= T [l dhy di K, (kR | O K ) T
I

_ T / dikF dPky, AR PE, Sk — K — sy, — K — 7))

I
<k+ Ji’o " i JL>
_ / dk ks, dif d?ky, O~ (5.15)
entao, continuando com o exemplo da Fig. 4.1, a corrente electromagnética, J; ’+’L,
da regido 3, 0 < k3 < ki < ki <k, , é dada por [29]
Jy = (T|0oy ) =1 / dk$ d?ky dkf dPhy O3 (5.16)
onde O3 6 dada pela expressao (5.13),
_ i (ig)2 0 (k7 — k) 0 (k) 0 (ki — k) 0 (k1) 0 (kf — kE) 0 (ki — k)
O3 = 6 T o+ ¥ T X
2 (ki — ko) " kg (ki — ka) " ki (kp — ka) ™ (ka — k2)
_ — (kf—k4)2 +m?
[kf — k- =)
8 o _ (hiho) em? k3, 4m?
| 2(k} —ky) 2kg
1
X =
ko — ng_erQ . (kf—k4)2l+m2 . (k4—k2)i+mg
f 2k 2(kf —ky) 2(kf —k3)
1
XT _ _ (k¢7k4)i+m2 (kf7k4)i+m2
ky — ki + 2k7—k) 20k k)
1
X = )
ko — k2 +m? - (kf—ka)? +m?
f 2k} 2(k} k)

e as componente + e L é dada por (5.14),

i (ig)* 0 (K —k3) 6 (k) 6 (ki — &)
26 (ki — k3 ) kS (K5 — k)

X

o - - (K
4

(k

)e(k;r _ k;f) 0 (k:;f — k;)
Jr
f

— ki) (ki — k7))

0
k
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K+ kD — 2k]]

XT 2 2 2 2 X
k’-_ . (klfkf)Lim o kQJ_*:—m
i 2k —ky) 2k
1
X =
ko — k2, +m? . (kf—ka)? +m? . (ka—k2)2 +m2
f 2k 2(k§ —ky) 2(kf —k3)
1
X =
kT — k= + (ki—ka)3 +m2  (kj—ka)3 +m?
f i 2k —k7) 2(k} —ky)
1
X = .
B kji+m2 (ky—ka)? +m?
f 2k 2(kf —kf)

O passo seguinte serd efetuar o limite de ¢t — 0 [29], para logo integrar em
ky e ki, mas antes fazemos duas mudancas de varidveis, que facilitardo a nossa

integracao,

K — kit
q+
kT —kf

Por outro lado, usando (5.9) obtemos as seguinte relagao

kT = aq*

ki = (yw—1)q"

k= yqt

kf = (z—y+1)q". (5.18)

e Corrente J;

Substituindo (5.17) e (5.18) nas equagoes, (5.13), (5.14) e (5.16) obtemos:

J; = (r|og|T) =T1* / dic d*key, dkt 2y, O~
_ / &ky dPhy, {(q+)2 / da;dy@g}, (5.19)
onde a contribuigao (’35 toma a forma, como sendo

o _ 190 (k= k)0 (k) 0 (K — k)0 (kT) 0 (kf — kL) 0 (ki —K7)
T2 agr (K —aet) - Vgt (B —vet)vgt (e —y+ 1) gt

X
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k’; . kz_ . (k:f—k4)3_+m2

X v X
'kf  (ki—ko)24m2 K3 4w
| 2zq™ 2<k;r—acq+)
" 1
_kz_ B ki +m? _ (kp=ka)2 +m?>  (ka—k2)? +m2
2 (kf —agt) 2yq™ 2(z—y+1)g"
1
T — (ki—k)24m?  (kp—ka)2 +m?
ky — ki + 2(y—1)gt 2yqt
1
X = .2
e _ kij_+m2  (kp—ka)? +m2 ? (5 0)
U 2(kf —yat) 2yq ™t
ou escrita de uma forma mais conveniente
5 _ ilig) ( 1 ) 0 (ki — k)0 (k)0 (ki — k)0 (k)0 (k7 — k)0 (ki — k) }
s = il
20 \q* x (ki* - mﬁ) (y—1) (/ff+ - yq*) y(r—y+1)
_ _ kr—ks)2 +m?
[(kf —&)q*—%
_ X
kgt — (ki=ka)3 +m? k3 +m? qt
|’ 2z Q(k:'—xq*)
1
XT k2 +m?2 2 2 2 2
k-gt — — 2L m +  (ky—ka)d +m?  (ka—ko)] +m2
59T Sk ) ! 2y 2(z—y+1)
1
T N\ o ki—k)i4m2 (kp—ka)? +m? x
_(kf —k)ar+ S - }
1
X = . 21
k=gt — K tm® L (kp—ka)d 4m? (5.21)
T 0 ) 2

Observamos que a substituigao de (5.21) em (5.19), implicard que o elemento

de matriz de J; é proporcional a ¢*. Entdo no referéncial de Drell-Yan [17], ¢* =

g~ — 0, a corrente J; nao tem contribucao.
e Corrente J;

De uma forma semelhante para a componente J;, temos:

7 = (r|og|r) =1 / dlf ks, dit kg, OF
= T [ dhy dhy, {(q+)2 / dg;dy@;},
onde a contribuicao @5“ sera expressa como
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o _ 0 =)0 ()0 (i1 — )0 ()0 (7~ 12) 0 (7~ )

- X

z (K —aqt) (v = 1) (kf —ya*)y (e —y+1)

XT : 2< - ) 12 3 X
kgt — (ki—k2)2 +m?> k3 +m
| i q 2x 2<k’;r—xq+)q

X 1
_k* + _ M + (kg—k4)? +m? _ (ka—k2)2 +m2
" 1 2(k —aq) 2y 2(z—y+1)

% 1
(1~ - (ki—ka)% +m?2 (kf—k4)2 +m?2
(1 — k) + ™ = g

1

T 5.23
krqt — MQJF _ Uyy—ka)3+m?]” (5.23)
e 2(kf—yqt) 2y

onde usamos (5.17) e (5.18) e encontramos que {k:;f + ki — ZkI] =q" (2y — 1). Ob-
servamos que na substitucdo de (5.23) em (5.22) a corrente Ji é proporcional a (g*+)*.

Entao no referencial de Drell-Yan, a corrente J*, também nao hé contribuicao.
e Corrente J;

Do mesmo modo para J3-

7+ = (r|of|r) =1 / dl ks, dk kg, O
o {(q+)2 / dxdy@;}, (5.24)

onde a contribuigao Oy tem a seguinte forma

N2 + + + + _ .+ + et
or _ g0 (R k)6 (k)0 (] ’%) (ki) 0 (k7 — ki) 6 (ki —KF)
2° (ki —a2q") (y—1) (K —ya" )y (@ —y +1)
|kt + ki — 2k]
X —k_ N (k:ifktz)i*FmQ kgL—l-m? X
I i 47— 2z - 2(k-;r_gcq+)q
1
*T k3 | +m? (kp—ka)2 +m?  (ka—ko)? +m2
k,—q+_ 21 q+_ fTR4)| _ \BamR2)) o
| ! 2<k:;r—:vq+) 2y 2(z—y+1)
y 1
[/, _ _ (ki—ks)2 +m2  (kp—ks)2 +m2
(k7 = k) o + St = ey
1
_ . 2
: gt — L (kpk)? 4 (5.25)
) 2y
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Observamos que na substituicao de (5.25) em (5.24) a corrente J; é proporci-
onal a (q+)2. Entao no referéncial de Drell-Yan, a corrente J;-, também nao hd
contribuigao.

Desta forma, mostramos que para as componentes das correntes J; , Ji e J3",
apenas a contribuicao para o residuo correspondente ao sistema composto sobre-
vive na integracao pelo metodo da férmula de Cauchy sobre k~. Contudo, estas
componentes nao tem contribuicao a producao de pares no limite g7 — 0.

De uma forma geral, para este exemplo, contaremos os termos em ¢ para uma

andlise rdpida do resultado no referencial g+ — 0:

/ dkfdki = (q%)" / dzdy
1 N 1
(ki — ko) " hed (ks — ka) T e (kp — k)™ (ks — ko)™ 7 (gH)*

1 = (q+)4

{pernas do tipo a + Cq% + eq% + }
0
Numerador do tipo (a + k3,,) ou (a+ ky,,) = (q*) =1

Numerador do tipo (a + k;

Jon

1
) comj#2,4:>q—+, (5.26)

onde a sao os k;, ky, ky — k;, etc e os b, d, etc sao os ks, ks, ou k;j,,. Percebemos

o
entao, ao multiplicar esses fatores, que sempre sobrara ao menos (q+)1, e no limite
gt — 0, a corrente para todas as regices se anula. O que se conclui desse resultado,
é que ter introduzido um bdson virtual em comparagao a configuragao de [29], nao
altera a corrente, visto que os fatores da segunda e terceira linhas de (5.26) se
cancelam. O fator importante é o vértice com féton, visto que o mesmo aumenta
a ordem do numerador, e apenas com fatores corretos de q%r consegue-se cancelar o
fator da mudanca de variavel. Os cédlculos das outras regioes estao no apéndice D.

5.3 Observacao

Neste Capitulo fazemos os calculos de corrente na frente de luz o resultado completo

para se comparar a frente de luz com o resultado covariante é a soma de (4.9), (4.10),

(4.11), (4.12), (4.13) e (4.14). No referencial de Drell-Yan [17] ndo ha contribuigao

para a corrente em ordem (O(g?). Para outras ordens, nao adianta introduzir mais

bésons, visto que as ordens em ¢* dadas pela segunda e terceira linhas de (5.26)

sempre se cancelarao. Quem faz a diferenca é o numerador, o qual vem justamente
985 _ 953

do vértice eletromagnético |:Sgax+ — W;S%] que faz cair da exponencial um termo
3 3

k~, o que modificard a ordem da tultima linha em (5.26). Entdo, suspeitamos que,
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no referencial de Drell-Yan [17], o préximo grafico que contribuiria, além da ordem
O(g?), seria uma mesma situagao da Fig. 4.1, mas com um segundo féton compondo

o campo de fundo. Na seguinte se¢ao generalizamos para n ordems

5.4 Para n bdésons intermediarios e um Campo

externo

De um modo geral podemos contar os termos em ¢t para n bdésons intermedidrios :

/ kg = (¢0)" / H”dej
1 1 1
Im7_ I
Ok — k) ks (kzﬁg k3;) (kf = ko) = )P
1 N ( +)2n+2
{pernas do tipo a + cq% + eq% + } I

Numerador do tipo (a + ko,,) ou (a+ ky,,) = (q+)0 =1

1
Numerador do tipo (a +kj,,) com j #2,4,...2n +2 = — (5.27)
q

onde n : Numero de bdsons intermediarios e os a sao os k;, k¢, ky — k;, etc e os
b, d, etc sao os ky,,, ks, ou k; . Novamente percebemos que ao multiplicar esses
fatores sempre sobrard um termo que é proporcional a (¢%)", e no limite g+ — 0,
a corrente para todas as regioes se anula. Portanto, nao adianta introduzir mais
bésons, visto que as ordens em ¢* dadas pela segunda e terceira linhas de (5.27)

sempre se cancelarao.
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Capitulo 6

Tensor de Polarizacao do Vacuo

A teoria quantica de campos é uma consequéncia da uniao da mecanica quantica com
a relatividade restrita. Esta teoria baseia-se na teoria de perturbagao. Portanto,
as quantidades de interesse fisico, como as func¢oes de Green, sao construidas por
meio de séries perturbativas. Contudo, a teoria quantica de campos tem enormes
problemas de divergéncias em todos seus aspectos perturbativos. Como exemplo,

podemos citar o seguinte propagador de Feynman [35].

/d‘*ql (6.1)

(2m)* ¢ — m?

Este propagador é uma quantidade divergente, o qual modifica o propagador
livre e contribui para a auto-energia. Para fazer com que quantidades semelhantes a
estas tenham um significado fisico (seja finita), é necessario introduzir um parametro
auxiliar chamado de parametro regulador. Este parametro é introduzido a fim de se-
parar as singularidades existentes no propagador e logo, usando-se uma prescricao de
renormalizacao, ajustar os parametros da teoria, eliminamos as divergéncias isoladas
e restabelecemos a teoria original com a eliminagao do parametro regulador. O va-
lor renormalizado é aquele ao qual atribuimos significado fisico. Na literatura existe
uma variedade de técnicas ou métodos de regularizacao, como podemos citar al-
gumas: regularizacao dimensional, regularizacao de Pauli-Villars [15], regularizagao
analitica [36, 37|, cut-off, etc. Mas, o critério para escolher uma boa regularizacao,
vai ser aquele que preserva a maior quantidade de simetrias fisicas originais quanto
possivel [38].

O uso das coordenadas da frente de luz na teoria quantica de campos sempre
trouxe algumas controvérsias e problemas. Neste trabalho exploramos aspectos do
formalismo com respeito ao uso da regularizacao dimensional na auto-energia do
féton e como o propagador fermionico tem um participacao importante nos resulta-

dos.
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Comecamos a calcular, como um exemplo de aplicacao, a regularizacao dimen-
sional da funcao de 4 pontos a ordem O (g?) do modelo escalar ¢, no formalismo
das coordenadas de frente de luz [1]. Nossa motivagdo em estudar esse modelo
estd no fato de que o calculo serve para se estudar as corregoes de um loop nas
auto-interagoes dos campos nao abelianos de gauge (campos de gluons).

Em seguida estudamos o tensor de polariza¢ao do vacuo (TPV) para o féton,
numa primeira correcao ao propagador desta particula. O loop é composto de um
férmion e um anti-férmion, e por isso temos uma situacao ideal para testar a ne-
cessidade ou nao do termo instantaneo e de suas consequéncias naturais, sendo que
uma delas é a importancia do modo zero. O vacuo na frente de luz pode nao ser tao
trivial assim, sendo necessario considerar a divisao entre particula e anti-particula
dada pela condicao de momento nulo. Usando o tensor de polarizacao é possivel
testar também a identidade de Ward nessa ordem de expansao. Em um resultado
anterior, usando outros meios mais diretos [39], foi mostrado que o propagador in-
completo é insuficiente para que a identidade de Ward seja obedecida, como podia
ser esperado. Porém, veremos que no tratamento da sua regularizacao dimensional

temos uma surpresa.

6.1 A Funcgao de 4 Pontos em Ordem O (¢?)

Como exemplo de aplicagio calculamos a fungao de 4 pontos a ordem O (g?) [35].
Nosso objetivo nesta se¢ao é mostrar (com um exemplo), a técnica de regularizacao

dimensional, na frente de luz

Figura 6.1: Diagrama da Funcao 4 pontos

Definimos a Lagrangiana em D dimensoes [35]

4—-D

1 m?
L= 50,00"6 = T-¢* = Emg' (6.2)

onde i é um parametro de massa arbitraria. A integral de loop é dada por
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onde

P = (q— k)", (6.4)

Agora expressamos (6.3) na frente de luz

I 2( 2)241/ dg*d’qy [ dg” 1

=9 2 d/ 2 . 2
2 2 . m?2 i _ m?2 i
(2m) Gm)* S @) g (g — i 4 5 ) (- — S+ =

e integramos em ¢, com a aplicagdo do método do residuo de Cauchy. Estes pdlos

sao localizados em

- q2 +m2 e .
(W) a™ =57 2 (6.6)
_ — m i€
(2) ¢ =k +pL2p+ T 2gT—kT)"
E facil mostrar que apenas na regiao 0 < ¢© < kT, temos resultado nao nulo.
2 2
Assim escolhemos o polo 2, 1.é., ¢ =k~ + %. Entao a expressao (6.5) fica
' 2—d (K" dgt [ d? 1
1= (1) /0 (2q7r) / z q)Ld - (6.7)
T dgtp* (k" T T T )

Para facilitar as contas expressamos (6.7) na seguinte forma

2-d
e A 1 (6.8)
Akt o m) ] 2m) (@ 6 - 2quky 4+ 2p ko] 4 m?)
onde
l{;i = k;.k;, (6.9)
qi-ki = qi ki,

logo fazendo uso do seguinte shift ¢, =1, + (Z—i) ki, o denominador de (6.8) fica

—d
I 292 (MQ)Q /k+ dq+ / dle_ 1 (6 10)
akt Joo (2m) ) (em)? (I3 +A) '

A= {(Z:) <Zi> M?* + m2} : (6.11)

onde



com

M? =2kYk™ — k3. (6.12)

Agora usando a integral do apéndice E, obtemos:

(42)> /k+ dg* { 1 I(1-9)

4+ 2m) | (amyz  T(1)

I =ig? (6.13)

7/ N\
B[~
N——
T
Nl
——

e fazendo um pouco de algebra obtemos

I =ig? (iﬁ:d /Ok+ (d;; {<417T)r (1 - ‘zl) } ()2 (i)lg . (6.14)

Por outro lado temos na regularizagao dimensional do espago bidimensional

transverso,
d=2—2—-d=c¢, (6.15)
de (6.15), obtemos
d ¢
1— - == 1
C=c (6.16)
ou seja
d € 2
Mf1—=|=IT(=)=°- : 1
( 2> (5)=Z-v+0@ (6.17)

Substituindo (6.17) em (6.14), obtemos
e Kt dgt (1 /2 .
_[ — . 2 lu / 1 - ( _ ) EAff
Y awk Jo (2m) { (4m) \e THOLE)) pua

@'927N6 /k+ dg™ —ig? i /k+ dqg™ + O (¢)
1672kt Jo 32m2k* Jo

N OOr T S Uh Lo S Lo A o Loy }ua
- {Zg Torzzir )y 9 g 1], +06) VA
g
A

—
/
Sk

—

N Y ! no\
- A 1
{Zg Tom2e 9 gon2 1O )} <\/_> (6.18)

Portanto

: 92 & 13
g 2 } L
1= - — — | . 6.19
3277 {5 i <\/A> (6.19)
Por outro lado, usando a seguinte serie em nossas contas

a=1+¢elna+ .., (6.20)
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temos que <ﬁ)€, é

(&) —l+4eln <\7K> + o (6.21)

Substituindo (6.21) em (6.19), obtemos
F 12 ,,€
g 2 } 7
I = - — 1 In|—=
39,2 {5 gl { +e n( Z)—i— }

< 2, €
g 2 1 Iz

= -4+ 2In| —=| —v—eyIn| —=
39,2 {8—1— n( A) v — €y n( Z)—i— }

e finalmente

[ _ igzﬂg
1672¢e

Este resultado estd em concordancia com o resultado de [35]. Mostramos desta

+ finito. (6.22)

forma nossa técnica de regularizacao dimensional na frente de luz. Na proxima
secao estudamos o TPV para o féton, numa primeira corregao ao propagador desta

particula.

6.2 Correcao a um loop

A correcao a um loop é a contribuicao de segunda ordem do operador de espalha-
mento para a auto-interacao do campo de radiacao, conhecida como auto-energia
do féton. Uma maneira de escrevermos o espalhamento de particulas é pelo uso
da representacao de interacao da mecanica quantica. Nessa representagao temos
a transigdo de um estado inicial |a) para um estado final (b|, ou seja, o efeito da

interacao, é descrito pelo operador de espalhamento ou matriz S, tal que

(final| inicial) = (b| S |a) . (6.23)

A matriz S, nos fornece todas as formas pelas quais o estado |a) é levado ao
estado final |b). Na representacdo de interagoes isso pode ser feito iterativamente

através de uma expansao em série de potencias da carga elétrica, ou seja

S=1+4+Y5,, (6.24)
1
onde

S, = W/d4x1/d4x2.../d4x(”)T {HI (961) Hy (962) .Hy (iﬁ(n))} (6.25)

n!
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O stmbolo T {HI (z) Hy (2?)...H; (x(”))} significa que os H, (x(i)> estao ordena-
dos no tempo de forma que ele é crescente da direita para esquerda, é chamado or-
denamento temporal. Na eletrodinamica quantica a interacao entre fétons e elétrons

¢ dada pela densidade hamiltoniana de interacao

Hi(z) = —ie: A, () ¥ (2) "V () :, (6.26)

onde os operadores de criacao e aniquilacao de fétons e elétrons estao ordenados.
Substituindo (6.26) em (6.25) o produto cronolégico pode ser reduzido ao produto
ordenado normal envolvendo todos os possiveis conjuntos de contragoes. As que nao

se anulam sao

(01T [Ay (z) Ay (2] 0) = =6 S (z — 2') (6.27)
(OIT [Wa () W (2)]|0) = iDap (x — 2) (6.28)
onde
N 1 . eikm
Dioton (x — ') = ll_I)I(l) W /d ka i (6.29)

¢é o propagador do féton no gauge de Feynman, enquanto que

L il
[ atqen A (6.30)

s — ) =i
(v =) = lig @ +m? +ie

eletron £50 (27?)4

¢ o propagador do elétron.

Interessa-nos neste estudo abordar somente o termo da matriz S que indica a
auto-energia do féton, ou a polarizacao do vacuo. Portanto, para ordens superiores
do desenvolvimento de S, o termo de auto-energia pode parecer como correcao de
uma linha interna ou externa do diagrama. Podemos dizer que todo diagrama que,
por si ou por parte de um diagrama mais complexo, tenha duas pernas externas
de fétons e nenhuma de elétron é diagrama de auto-energia do foton. Nesse caso,

podemos escrever

D" (k) = g"' D (k) + D (k) P* (k*) D (k) (6.31)

onde o primeiro termo da correcao do lado direito representa o propagador do foton
sem corregao, D" (k) é o propagador corrigido até a segunda ordem e P*” é o tensor
de polarizagao.

Por conveniéncia, vamos reescrever o tensor de polarizagao, como
PrY = qI1* (6.32)

90



Figura 6.2: Loop da auto-energia do féton

Sendo &* o momento do féton e ¢* e p* = (¢ — k)" os momentos internos dos

férmions, a primeira correcao para a auto-energia do féton é dada por:

4

i =~ (=i [ ST S @75 ), (6.33)

onde S (¢) é o propagador do férmion no espa¢o dos momentos. O sinal negativo tem

origem na matriz S, pela propriedade de anti-comutagao dos férmions. Dividiremos
o propagador fermionico na sua parte principal, aqui chamada de “incompleta”e na

parte instantanea que é comumente descartada:

iyt

Sclq) = Sr+ e (6.34)
i (flon +m)
Sr = , 6.35
! 2q+ (q_ - QOn) ( )
onde
B m? + qi
Gon =~
fon = ¢V 4 qony"™ + ¢7", Indice latino = 1,2. (6.36)
Substituindo (6.34) em (6.33), teremos
. . . d*qdq—dgq* . [4"S1(g9) 7 iv"
1Y =I5 — (—te 2/ Tr + 6.37
C I ( ) (271')4 2p+ ( )
ity Si (g = k) | ATyt
: 6.38
" 2q+ T T ’ (6:38)
onde
Tr (N}
A = — ¢ ) / d*qdq*dg™ d ( i) (6.39)
4(27) ¢t (0 = don + 25) (P — Pon + 25)
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com

N7¥ =" (don +m) 7 (Pon +m)

6.2.1 O Caso Incompleto

Comegando entao com o caso incompleto, teremos de (6.33) e (6.35) o seguinte termo

dentro do traco no numerador:

NI = 9" (flon +m) " (Pon +m). (6.40)

Temos que calcular o trago deste termo e devemos entao usar varias propriedades
das matrizes gama na frente de luz, além de conferir se as propriedades do caso
covariante também valem aqui. A propriedade de que o traco de um nimero impar
de matrizes gama é nulo ¢ verificada usando-se 7° na notacao covariante, junto com

2

suas propriedades {v*,7°} = 0 e (7°)” = I. Teremos que descobrir o que é 7° na

Frente de Luz e determinar se ele também obedece essas propriedades. Esta conta
estd feita no Apéndice E, e felizmente poderemos também usar que o traco de um
nimero impar de matrizes gama ¢ nulo, eliminando varios termos. Usando entao
(6.36) temos:

N =g 0™ "y Y + ¢ oYY+ donbon Y YTV YT+
HonD YTV + ¢ A YT+ ap Ty Y YT+
oDV YV Y+ Gpon VYV YT+ Gp VY'Y + mPyr. (6.41)

Tracos

Como também partimos da propriedade fundamental {y*,7"} = 2¢g"” na frente de
luz, podemos usar a seguinte propriedade na qual se chega usando apenas {v*,~7"} =
2gM:

Tr (Y97 7P97) = 4 (9" 9" — 9" 9" + "7 g"") . (6.42)
Devemos agora fazer o trago deste numerador escolhendo as componentes uma

a uma. Devemos lembrar as propriedades listadas no Apéndice E (principalmente a

métrica na frente de luz) e a ciclicidade do trago, além da simetria do tensor:
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Tr (N;r+) =8q¢*p™;
Te (N ) = Tr (N/7) =4 (m? + ¢/ - pl);
) =Tr (Nf7) =4 (gD +q'ph);
Tr (N7 ™) = 8onPon:
Te (N77) = Tr (N;7) = 4 (gonp” + ¢"Pon)
)

(6.43)
Integracao em ¢~
De (6.33), e (6.35) temos
2 Tr (N}
i = ——— /ququrdq_ v —, (6.44)
4 (27) ¢t (47 = don + 55 ) [P = Pon + 57|

e a integral em dg~ é igual para todos, independentemente do numerador. Temos

dois polos para a integral complexa:

L ¢~ =don — 5057
2 =K 4 pon— 55
Considerando apenas o setor positivo (particula), temos duas regides possiveis

para integral complexa, 0 < q7 < kT e 0 < kT < ¢ . Na Fig. 6.3 vemos que

apenas para a primeira regiao temos um resultado nao-nulo. Tomando como pdélo

q~ = k™ + pon, ficaremos com
2 Tr (NH* O (kt — gt
= - [apga P RIOW a0 g )
4 (271') q+p+ [k_ — Gon +pon]
ou
2 ket Tr (NI
H?V:_eig/ dq—’_/dQC]L . r( I ) )
2 (27) kit o @+ () (% —2q0 - by +2p%k) + m2)
(6.46)
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Figura 6.3: Distribuicao dos pdlos no plano complexo 0 < ¢© <kt e 0 < kt < g™

Regularizacao Dimensional

O método de regularizacao dimensional, que consiste em introduzir o parametro
regularizador na dimensao do espago-tempo, foi introduzido por Bollini e Giambiagi
40, 41], 't Hooft e Veltman [42], Ashmore [43] entre outros. A idéia do método é
generalizar o nimero de dimensoes no espago-tempo para 2w dimensoes ( o fator 2 é
mera conveniéncia nas manipulagoes algébricas). Pode-se questionar sobre o signi-
ficado fisico dessa generalizacao, ja que 2w é qualquer complexo. Podemos afirmar
que os métodos de regularizagao sao artificios matematicos para obter resultados
finitos de integrais divergentes. Nesse sentido nao ha nenhum problema. Porém de-
vemos ressaltar que a idéia de passar de uma descricao usando parametros discretos
para uma descrigao na qual usamos parametros continuos é comum na Fisica.
Faremos em seguida o célculo da integral em d?q; na Eq.(6.46). Para tanto,
usaremos a regularizacao dimensional para um espaco Euclidiano, e no nosso caso
D = 2. Para usar as férmulas do Apéndice E.3, precisamos fazer, também, uma

mudanca de variaveis, dada por ¢, =1, + (;%) k1. O denominador ficara

¢l + (Zi) (K —2q0 -k +2p"h7) +m? = (11 +4), (6.47)

onde

CcOo1
M? = kPk, = 2kV k™ + &2

A expressao (6.46) serd entao escrita como
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kT

2-D 2 /d [, Tr (N} (6.48)

w e ")
HI__47rk:+/o (2m)P (3 A)

lembrando que também devemos fazer a mudanca ¢, =1, + (qj) k| no numerador.

Integragao em ¢

Usando os resultados (6.43), e também (E.14 — E.17), teremos

2 2
o € 22 dmps\
;" = 1972 _k ] {5 —l—ln( A ) 74—...}
2 2
—+ _ C a2 T
It = o [k M}{Eﬂn( ) »y+...}
HTJr _ 62 -krk+] g +1 7T/~L2 — o~
= | _+n v AF o
e | 2 o i Kik; 2 il
I -\ _ vy v - —
07 = (k; )" —3m% (kﬂQ] {5 +1n< ) ’y—i—...}
e? kil (2 A7y
;" = " 1 —
I 27 | kk—i—i’)m k+]{5+n<A> v+ }
2 2
rs o __ € (1718 s 2 2 2 471—/1’
Iy = 1972 kR —yg (M +3m )] {6+ln< A ) —’y—i—...} (6.49)

Por uma questao de conveniéncia, usaremos somente os primeiros termos dos

resultados de (6.49), ou seja

2

++ _ _€ +]2.
™ = 6m2e [k } ’
2
-+ _ 47— 2] .
It = [k k- — M }
Hr+ — 62 [krkJr} .
! 6m2e ’
@ [, o o, ki
- - o iy v .
I, - = o (k: ) 3m-g (k:*)Q] :
o T
—-r € —r 2 ri kl .
H] = 67T2g k k +3m qg k"‘"‘|’
2
rs __ € [177.8 sr 2 2
= L (M2 +3m?)] . (6.50)

A Identidade de Ward

A invariancia por transformagoes de gauge é um aspecto importante da teoria e, por
consistencia, nao deve ser perdida, ou seja, a invariancia de gauge deve ser um guia

para definir integrais divergentes que sao indeterminadas. Essa é a importancia da
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identidade de Ward, que afirma: o momento do féton é transversal ao seu tensor de
polarizacao.
Com os resultados (6.50), poderemos testar se a Identidade de Ward é obedecida

para o caso do propagador incompleto, ou seja,

k1M (k) = 0. (6.51)

Na frente de luz, esta identidade se tornara

EOIY 4 kI 4 kLT = 0. (6.52)

Devemos checar a identidade (6.52) escolhendo todas as componentes para o

indice v. Teremos entao:

E-ILH + KO0 + K, 00T =0,
E~I0S + kY1 + k00 =0, (6.53)
KT + EFIL T + kG ITp = 0,

Surpreendendemente, o propagador incompleto obedece a identidade de Ward.
Nao esperarfamos isso, ja que em [39], através de um outro caminho, foi mostrado
que é necessario o propagador completo do férmion para chegarmos corretamente na
identidade de Ward em primeira ordem através do vértice. Talvez esse fato aponte
para apenas uma coincidéncia, o que permitiu que em trabalhos anteriores fosse

usado o propagador incompleto sem que se percebesse a necessidade do modo zero.

Trago do Tensor de Polarizagao

Além da identidade de Ward, temos outra propriedade do tensor de polarizagao que
deveria ser obedecida, TI% (M 2 =0) = 0. Aqui na verdade nao é claro para nés se a
condicao é k*k, = 0 ou k = 0, ja que em bibliografias diferentes essas duas condi¢oes
sao colocadas. Na frente de luz, essa propriedade daria, tomando o trago do tensor

incompleto (usando a métrica dada no Apéndice A.1):

(HI)Z = Hl;l/gw/
= I g4 + 1794 + 117 g,

= 21_[[** + 17 g,

62

= o (M? +2m?) (6.54)

o que implica em
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e?m?

e (M? =0) = - (6.55)

w2

No caso covariante esta conta também nao se anula, e o termo que sobra é
justamente o que se subtrai do tensor de polarizacao no comego das contas para
eliminar os infinitos. No caso da frente de luz, ainda nao esta claro para nés qual
seria o papel deste termo. A presenca de m? talvez indique o mesmo problema
das componentes 1I; 7, II;" e II}*. Uma andlise do caso completo pode apontar a

solucao.

6.2.2 O Caso Completo

Apesar de haver uma diferenca entre o tensor completo e o incompleto, mostraremos
a seguir que os termos a mais se anulam na regularizacao dimensional. Devido ao
fato de s6 aparecer um polo imaginario nestes casos, é preciso tomar cuidado com
a integral complexa no contorno, pois ela dard uma contribuicao.Os dois primeiros

termos sao semelhantes, diferindo apenas por um shift no momento. Analisando o

segundo termo de (6.37), terfamos em dg~ uma integral do tipo [ [q_fk_il‘g;mfkm)]:
R — dfiRe®
1i (/ d ‘/ : =0
RI—I)I;O { —R f(Z) et 0 [iRele —k - <QOn - kon)] }
) dq_ -7
+ dfi =0
/—oo [q_ — k= — (QOn - kOﬂ)] 0
0o dq_
/_oo lg7 — k= — (gon — kon)] 020

o que daria

d*qdq~dg+ iyt S (g — k Padg* . [ty
/qq4qTT7wv 1(q—F) :Z.W/ adq” [
(2) 2q* (2) g™
L Pty
4qtp*
Py
+4q+p+} (6.57)

O préximo passo seria resolver a integral em d?q, mas nenhum denominador

Amv
(¢®+A)"

depende de ¢* e portando nao podemos reescrever tudo como Usaremos

.. 2+A , . . .
o truque de multiplicar tudo por %. O mesmo sera feito com o primeiro e

o dltimo termo de (6.37). De acordo com o numerador, terfamos termos do tipo
dPq (2°+4) I dPq Gon(a°+A) I dPq pon(4°+4) [ dPq ai(7*+4)
( ( (

J en? @A) ) enP @A) 0 ) @nP @A) ; o ultimo termo ¢

2m)P (¢244)
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imediato ver que se anula por ser um integrando impar num intervalo simétrico. Os

outros também se anularao:

aP ( 2 A) dP 2 A
/(27T)qD (ZQJJ:A) B /(27r)qD [(quA)+(q2+A)]

= 0 (6.58)

/ d°q gon (@ +2) _ 1 / dPq (m*> —¢*) (¢ + A)
2m)?” (¢ +A4) 2¢t ) (2m)" (¢* +4)
1 / dPq [mQ (> + A) _q2 (qz—l—A)]
2¢vJ 2m)P | (#+A) (¢ +A)
o1 dPq ¢* + A
0 2q+ / 2m)” (¢ +A)

-z | () +2 (50

=0 (6.59)
/ ¢ pnlg +2) _ L / - [_q4+2q2(q-k’)+q2(m2—k2—A)+
(2m)” (¢*+A) 2pt ) (2m)P (¢ + A)
L28(q-k) + A (m? — )
(¢*+A)
_ / dPq [—¢' + ¢ (m* — k> = A) + A (m? — k?)]
2t (2m)? (2 + A)
_ ]' A2 2 2 ) 2 2
- 4W€p+( A% — Am? + AK? + A? + Am? — AK?)
=0 (6.60)

Teremos entao I = IIf” e conseqlientemente k, I (k) = kI (k) = 0 e

(Ie)), = —(I;), = e:;’f. Temos um resultado bastante inusitado por um lado,
mas justificavel por outro. Na regularizacao dimensional o tensor de polarizacao
do vacuo é o mesmo tanto para o propagador completo do férmion quanto para
o incompleto. Esperariamos ver uma diferenca entre eles, ja que alegamos que o
modo zero (presente na parte instantanea do propagador completo) nao pode ser
esquecido. Ora, acabamos de mostrar que todos os termos em que o modo zero
se pronunciaria foram cancelados na regularizacao dimensional devido ao truque de

transformar um volume infinito numa integral de valor nulo. Chegamos na igualdade
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1% = TI” mas deixamos para tras vérios problemas, como os termos de massa nas
€2m2

—— -r rs 3 P e
componentes II; 7, II;" e II}® e a interpretacao do traco (Hj)“ ==

Como nao hé distincao entre os casos completos e incompletos, calculamos o
TPV e comparamos com os resultados conhecidos, por exemplo, de Brodsky et al
[44]. Uma vez que a identidade de Ward-Takahashi é mantida, a estrutura do tensor
para o TPV do féton é

e (k?) = (K"K — g"'k*) 11 (k?) | (6.61)

onde II (k%) é obtida com a ajuda de (6.46). Depois de fazer uma mudanga de

o o + N .
varidvel na Eq. (6.46), isto é z = I+, usamos a regularizagao dimensional. Obtemos

2 47t
2— (1—x)q=+1 — 7+ .. .62
k /dacx ${8—|—H<A> v+ }, (6.62)
e2

com o = £ e o parametro de massa 1% decorre do procedimento de regularizacao.

A renormalizacao é realizada através da subtracao da contribuicdo de k% = 0, ou

seja,

Myen (K?) =11 (k?) =TI (k* = 0) , (6.63)

produzindo

.. (k) = / drz (1 — z) {111 (1 - W) } . (6.64)

Este é exatamente o resultado reportado em [44]. Se analisarmos o primeiro

termo de (6.62), isto é, o termo divergente, temos

2a0 1 2

6e
2
e
= _ 6.65
6m2e (6.65)
Com isso obtemos as partes divergentes:
Hdw(k2> = (k#k” - gNVk2> Hdiv <k2)
2
— v V1.2 €
= (kK - g"k?) - (6.66)

Este resultado nos mostra que:
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e As componentes IT}.} e T} sao exatamente aos nossos resultados (ver Eq.
6.49);

— r—

s [44 79 ~ : :
e As componentes Il -, II' e II7  “Aparentemente’nao coincidem com os
nossos calculos. No entanto, este pode ser facilmente resolvido e justificado

Brodsky et al. usa um referencial cinemaético especifico em que k = (P +
k‘2
2P
zero. Se considerarmos as componentes transversais igual a zero em nossos

0, P) de modo que em sua escolha, as componentes transversais k; e ks sao

resultados, obtemos exatamente o resultado de [44].

Nosso proximo passo € tomar um outro caminho, escolhendo um outro método,
como a regularizagao de Pauli-Villars [15] e ver se os termos da parte instantaneas
decorrentes do propagador completo contribuem para o resultado global. Isso é para
um outro trabalho, ainda a ser feito.
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Capitulo 7

Integral de Tadpole na Frente de

Luz

Em gauge covariantes regularizados com regularizacao dimensional é um proce-
dimento padrao definir todos os diagramas de tadpole das integrais de Feynman
para zero, porém, explicitamente, eles divergem quadraticamente como o volume do
espagco-tempo.

Por outro lado, é notoriamente sutil que no gauge na frente de luz algumas
integrais divergentes sao ditas serem nao nulas, isto é, nao podem ser zero, como no
caso dos gauges covariantes. Neste capitulo vamos analisar as razoes por tras destes
resultados aparentemente ambiguos.

O estudo de campos de gauge no formalismo de frente luz apresenta varias carac-
teristicas vantajosas, tais como desacoplamento de fantasmas, relacao de dispersao
linear entre a energia e momento, para citar apenas alguns deles. No entanto, o
formalismo é cercado por singularidades que sao mais dificeis de lidar do que no for-
malismo covariante, s6 para citar uma das caracteristicas problematicas da mesma.
Isto pode ser melhor visto no fato de que a incorretamente chamada singularidade
"nao fisica”é muito fisico, estragando a rotacao Wick, violando causalidade e assim
por diante.

A singularidade se manifesta com o fator (¢.n)"" = (¢*)”" no integrando da
integrais de Feynman. O primeiro obstdculo que enfrentamos é que o produto das
coordenadas ¢ e ¢~, coordenadas na frente luz, sao acoplados em conjunto por um
vinculo, de modo que pode-se desconfiar de considera-las como variaveis indepen-
dentes para a integracao.

Em segundo lugar, ela define um pdlo real no plano complexo g que tem de ser
tratado como tal, isto é, como um polo colocado sobre todo o contorno de integracgao.
Em terceiro lugar, o emprego de prescricoes, tais como a de Mandelstam-Leibbrandt

para o tratamento de tais pélos obriga executar as integracoes do momento a partir
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primeiro da varidvel ¢*, impedindo a integrar primeiramente em ¢~ .
Para tornar a questao mais transparente, quando se avalia o tensor polarizacao
do vacuo a um loop para campos de glions, encontram-se varias integrais para se

lidar, e uma das mais simples tem a forma

] _/ qurdqfdQWquL
20 =¢) 0 —a)——a)] +icfq*

Este tipo de integral é referida como tadpole ou integral tipo tadpole. O apare-

(7.1)

cimento do factor ¢* no denominador da integrais de Feynman é caracteristica do
gauge do cone de luz. Ele apresenta uma peculiar singularidade que exige tratamento
cuidadoso.

Varios trabalhos demonstram a equivaléncia entre a formulacao covariante e a da
frente luz para campos quanticos; essa equivaléncia tem sido considerada antes [45].
Em todos eles, a integracao do momento é realizada seguindo a consideracao de que
a variavel de energia ¢~ é realizada em primeiro lugar na avaliacao das integrais. No
entanto, para o gauge no cone de luz especificamente, onde se tem que lidar com as
poténcias isoladas de ¢* no denominador das integrais de Feynman, o emprego da
prescri¢ao de Mandelstam-Leibbbrandt para lidar com tais polos se opoe a integracao
prévia na variavel ¢—, devido a natureza do modo pelo qual a prescrigao ¢ definida.

A prescricao ML consiste em substituir

% — (7.2)
q qtq +ic
enquanto todos os propagadores covariantes sao exponenciados via parametrizacao
de Schwinger. Assim, deixando de lado a prescricao ML e integrando em primeiro
lugar na varidvel ¢ e comparando com o resultado obtido, via integracao primeiro
com a variavel ¢, pode nos dar indicacoes de alguns problemas inesperados que
poderiam ter sido esquecidos antes.

Para este fim, calculamos a integral (7.1) de duas maneiras diferentes: comegando
em primeiro lugar fazendo integragao em ¢~, ou comecando com a integragao em
g" através da integral de contorno em seu correspondente plano complexo. Desta
forma, evita-se o problema da utilizagao da prescricao de Mandelstam-Leibbrandt,
que como dissemos antes, obriga a comecar a integrar em primeiro lugar na variavel
qgt. Estas duas abordagens dao dois resultados distintos, uma indicacao de que a
integracao no plano complexo ingenuamente realizada nas componentes na frente de
luz q* e ¢~ é enganosa. Nesta segao apresentamos uma possivel cura para a aparente

ambigiiidade.
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7.1 Integracao em ¢~

No formalismo da frente de luz, é uma suposicao implicita e padrao de que a inte-
gragao em ¢~ representa a integracao da energia, correspondendo a integragao em
q° do caso covariante. Assim, a hipétese é que como tal, tem que ser executada em

primeiro lugar. Assim, na linguagem de coordenadas da frente de luz,

I = dgtd*q, /+°° dq~
2T at) e {p — 0 — s + 2<p+iiq+>}
_ [ g g /*°° dq  73)
R e

Uma vez que o sinal da parte imdginaria depende do sinal da diferenga (p* — ¢™)
segue-se que ha duas possibilidades para a regiao de integragao na varidvel gt a qual
¢ definida tomando todas as componentes mais do momento como positivas, g™ > 0,
pt >0, (pT —¢") > 0 ou todas as componente mais do momento como negativas,

gt <0,pt <0, (p™ —¢") < 0. Estes podem ser resumidos como se segue:
e 1) Regiao 0 < g™ < p*

Para este caso o polo simples estd localizado na metade superior do plano com-

2
plexo ¢~. Dependendo do valor de p~ — 2((5 ;f)qﬁ), o polo simples ¢~ pode estar

localizado tanto no primeiro ou no segundo quadrantes. Mas escolhemos uma si-

tuacao especifica, onde o pélo estd localizado no primeiro quadrante (ver Fig. 7.1),

Figura 7.1: Pélo no plano complexo ¢~ para (p* —¢") > 0 e localizado no primeiro

quadrante.

e 2) Regiao p™ <¢" <0
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Neste caso ele estd localizado na metade inferior e dependendo do valor de p~ —
(r—a)%
2(p*t—q¢T)’
quadrantes. Mas, aqui também, escolhemos uma situacao especifica, onde o pélo

o polo simples ¢~ pode estar localizado tanto no terceiro ou no quarto

estd localizado no quarto quadrante, como mostramos na Fig. 7.2.

Figura 7.2: Pélo no plano complexo ¢, para (p™ — ¢*) < 0 e localizado no quarto

quadrante.

Para avaliar (7.3) em primeiro lugar, realizamos a integracao ¢~. Olhando a
Figura 7.1 podemos ser tentados a descarta-lo de imediato como sendo zero, visto
que nao ha pélo no interior do contorno. Nao ter pdlo significa nenhum residuo e do
teorema do residuo de Cauchy, ele deve ser zero. Observe que o contorno fechado
de integracao é zero, mas devido ao fato de que existe uma contribui¢cao nao nula
proveniente do semi-circulo cg, a integral real em ¢~ de menos infinito a mais infinito
nao é zero. A partir do contorno escolhido, o intervalo de integracao ¢ torna-se
restringido para 0 < ¢© < p'. Vamos ver explicitamente o cdlculo: em primeiro

lugar, pelo teorema de residuo,

e e R

T =P T 3prgn G0

que pode ser reescrito como:

) +qui— L B |
RLmo{/R {q—q2}+/cR {q_q2}} 0, (75)

onde

2 .
= — (p Q)J_ 4+ e (7.6)
o que implica
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/+OO L = — lim L
—oo {q‘ - q;} 00 Jer {q‘ - q;}

No integrando do lado direito de (7.7), fazemos uma mudanga de varidveis, isto

(7.7)

é ¢~ = Re, o que implica

- e
lim {/ dq:iR/ 96} (7.8)
R—00 CR {q* — Qy } 0 Re" — (75

de modo que

/- _de (7.9)

—° {q* —q5}

Logo, substituindo (7.9) em (7.3) obtemos

- [ ddtd /+°° dq”
T T(pt—q") J-x -9 ic
2 (o7~ ) {p‘ - - 2((5+3)qi) T 2(p+q+)}
dq* / w—2_ [
- Y[z in] 7.10
/2q+(p+—q+) : | ], (7.10)

Log. divergente Vol. divergente

Portanto (7.3), quando integradas em primeiro lugar ¢~ leva a um resultado
muito divergente proporcional ao volume de espago bidimensional vezes lon 0. No
entanto, no esquema de regularizagdo dimensional (DR) destas diferengas de volume
pode ser definida igual a zero. Uma verificacao de consisténcia pode ser realizada
multiplicando ao integrando por 1 = wz%qi e avaliar as integrais que se seguiram.
Estes irao adicionar-se a zero de forma consistente, como veremos em seguida:

Da equagao (7.1), temos

I = / dzwq , (7.11)
{p—a? +ic}qr
agora multiplicando ao integrando por 1 = %E%qi,
(0 —a)* +ic] g* ¢’ ’
o que implica
I=1 —1I, (7.13)

onde
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d2wq qi

L = 2 / . . (7.14)
(q* + ie) {(p —q)’+ za]
d2w 2
I — / A (7.15)
(¢ +ie) [(p— q)° +ig] ¢*
A primeira integral de (7.13) ¢ direta. Usando a integral base,
d* qq" p w2l 2—-w) Tl (w—-1)T(w—-1
[ e S R UE L ICEE
(¢ +ie) [(p—q)* +ie] 2 T'(2w-2)
5 a primeira integral de (7.13) ¢é
d*q q~ w22 -—w) ' (w—1T(w—-1
]1:2/ L E— 2P2-w)lw=-Dlw-1)
(¢° +ie) |(p— q)* + e (2w = 2)
(7.17)
a segunda integral serd
d2w 2
h= [ — (7.18)
(¢* +ie) {(p —q)" + zs} qt
ou expressa em coordenadas na frente de luz
dg™*
I, = _/ /dmfqu 2 %
4(¢*)* (0* — q*) )
+o0 dg~
x / . q - . (7.19)
o (q_ o 2% + 2?*) {q_ —p 2(;)*3;*) o 2(p+ziq+)

Agora, primeiramente vamos integrar ¢~ , entao os pélos sao localizados no ter-

ceiro termo de (7.19), i. é,

| - g d_ iE
-4 C2¢t 2¢7
2 .
R Y o k. S (7.20)

2(pt —q*)  2(pT —q")

Dependendo dos valores de gTe p* estes pélos podem estar localizados na metade
superior ou inferior no plano complexo de ¢~. Para o caso 0 < g7 < p*, temos suas

configuragoes (ver Fig. 7.3)
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Figura 7.3: Polo no plano complexo k~

O pdlo que escolhemos é o pdlo 1, isto é g~ = %. Assim (7.19) fica

+ 2w—2 2
I, = 27Ti/ qu / d L o > T
4(gt)* (p+ —q*) [ (-0 }

2(% Pt 2(pt—qt)

ou arrumando, a Eq.(7.21), de uma forma mais conveniente temos

2 g

I, =2ri [ il /
9 = 4T
20°0" T gt + 5 (R =200t —aF)p — 2p1q0)]

)

usando o seguinte shift ¢, =1, + (}%) p1 na equacao (7.22) obtemos

2
dq* d*2q |13 + (Z%) pt +2lip1 (Z:)}
I = 2ni / / ,
20 p* 3 + A
onde
+ (gt — ot
AP

(p+)”

com p* = 2ptp~ —pi.

(7.21)

(7.22)

(7.23)

(7.24)

Por outro lado, usando as integrais dimensionais e lembrando que integrais com

uma poteéncia impar de [ no numerador se anulam, entao a Eq.(7.23) resulta:

o nwe2l'2—w)lM(w—-1)T(w—-1
I =p 7 (") T (2w —2) L=,

Substituindo (7.17) e (7.25) na Eq. (7.13), obtemos

=0
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Em resumo, podemos dizer que (7.1) quando integrada em primeiro lugar em
¢~ conduz a um resultado consistente com a regulariza¢ao dimensional (DR) para
tadpoles, isto é, pode ser consistentemente definida para ser igual a zero.

7.2 Integracao em ¢*

Se comegarmos pela integragao primeiro em ¢+, temos:

- dq—dQW—QqL 400 dq+
Igv = 2(p~ —q) / (r—a)7 ;
— — o - i€
{p+ T ) T ) } q
2(p7 —q7) J- _ (= ’ '
¢r—prt 2(p*fq{) 2(17*:1*) ar
onde de (7.27) localizamos o pélo, no intervalo 0 < ¢* < p*
+ T (p - Q)i + i€ (7 28)
¢ = p" - :
2(0m—q7)  2(p" —q*)
gt = e, (7.29)

onde ¢ — 0. Isto significa que agora temos um poélo adicional real sobre o contorno
de integragao, ¢© = 0. Temos, assim, que dobrar o contorno para evita-lo. Veja a

Figura 7.4.

Figura 7.4: Pélo no plano complexo ¢*, para (p~ — ¢~) > 0, localizado no primeiro
quadrante. Com pdlo real em ¢t =

Calculos explicitos para este caso sao, em seguida, como se segue:
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e “femo o

+ _ ot
q pr 2(p~—q7) 2(p+—q+)}

que em termos de contornos diversos pode ser reescrita como

PR {/ +/ / /R} 3 =0. (7.31)

No limite para R — oo, r — 0 a primeira e a terceira integrais da expressao

acima levam para a integral desejada, o que, pelo teorema de residuo é igual a:

“+oo
/ $=— lim {/ +/ }% (7.32)
—co R—00, r—0 cr CR

Para semi-circulo ¢, em torno de zero define ¢ = rexpif, —m < 6 < 0 e para
o semi-circulo cg define ¢© = Rexpi® , 0 < © < —7. Entao, para o semi-circulo

menor temos

/%
Cr

/ o
o Lt —pt+ -9 e ot
2(p~—q7)  2(pT—gqT)
0 df
= — lim 7 / =

r—0 Jox | 4+ (r—q)’
[p o) T (p+—q+)]

™

(a3
p 2(p‘fql) - (p+ q+)]

, (7.33)

enquanto que para o semi-circulo maior temos

/% = / dq*
CR CR { (p*q)i i€ )}q+

+ _ ot _
q p +2(p*—q’) 2(pt—q*

= lim = / T d6e® = 0, (7.34)
0

R— 00

Em seguida, a partir de (7.33), temos

—00 —00 + (p— Q) i€ +
{q Pt 2(p~—q7) 2(p+—q+)}q

- n (7.35)
(r—a)7 _ i€

+ _
p 2(p~—q7) 2(p+—q+)}

onde € — 0.
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Substituindo (7.35) em (7.27), obtemos

d - d2w72
a 2(p~ —q) (-9 ]

+
)

. 7 d?o.JquL
= i [ d . )
/ q /[(p—q)i—2(p——q—)p+] (7.36)

A partir deste resultado nao nulo, podemos realizar a integracao em ¢, usando
regularizacad dimensional, mas antes vamos usar o seguinte shift ¢, = 1, + pJ,
ficando (7.36)

d?w 2
—ir / o [ A A] (7.37)

onde A =2 (¢~ — p~) pt, em seguida usando as integrais dimensionais (ver apéndice
E) obtemos

I7=i(m) ' T (2 -w) /Op dq~ [2 (q‘ —p‘)p+]w_2, (7.38)

e, finalmente, na integracao em ¢~ obtemos

R 2-w) (7.39)

I =ip (=) (o)

Note que o resultado (7.39) é valido somente para a regiao positiva pt > 0. Como
é costume, é preciso considerar apenas o setor de momentos positivos (“o setor de
particulas”) para a dinamica de particulas na frente de luz. Assim, de acordo com
esta visao, este é o resultado global para a integral de tadpole (7.1).

Em primeiro lugar, é evidente que o resultado acima nao é igual ao resultado
obtido através da integracao primeiramente em ¢~. Em segundo lugar, quando se
compara este resultado com o obtido usando a prescricao de Mandelstam-Leibbrandt
46, 36, 37] para o pdlo na frente de luz, existe uma diferen¢a de um fator 1/2.

Por isso, é uma coisa curiosa a ser observada aqui. Comparagao de (7.39) com o
célculo da prescricao Mandelstam-Leibbrandt [46, 36, 37] mostra que nosso resultado
¢ a metade do seu resultado. Noés suspeitamos que a parametrizacao empregada em
seu procedimento impede que eles vejam a faixa vélida de integracao em ambas
componentes ¢t ou ¢~, levando a resultados errados, neste caso, o dobro do valor
“correto” para o “setor de particulas”.

Lembrando e considerando que hda um outro setor, com momentos negativos,
pt < 0, (“O setor antiparticula”), uma analise semelhante pode ser realizada e o

resultado que temos é:
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w-2T(2 —w)

I5 = ip~ (=m)” (2p"p") -

Agora, se somarmos esta contribui¢ao com o resultado obtido em (7.39), o resul-

(7.40)

tado geral é:

]q+ = Iq>+—|—fq<+
= 0. (7.41)

Que ¢ vélido para todo pt # 0. Esta ultima condicao é uma reminiscéncia do
problema do modo zero na frente de luz que esta relacionada com a divergencia no
ponto p* = 0. Portanto, nosso resultado (7.41) é agora consistente com o resultado
da regularizacao dimensional para tadpoles.

Note-se que em (7.41) o resultado para o “setor de palrtl'<:111as”[q>+ > 0, vem
multiplicado pela fungao de Heaviside H (pT), enquanto o resultado para o “setor

antiparticula” 5 vem multiplicado por H (—p™), onde

H(*)— 1 para p™ > 0; (7.42)
P)= 0 para pt <O. '

Embora a partir das propriedades da funcao de Heaviside temos:

H(p")+H(-p") =1, (7.43)

aqui, ao contrario do que se pode ingenuamente saltar para uma conclusao precipi-
tada que o resultado global para (7.41) deve ser o mesmo como em (7.39), contudo
nao é. A razao é como se segue:

Vamos enfatizar que em (7.41) o “setor de particulas” Iq>+ ¢ multiplicado nao s6
pela func¢ao de Heaviside H (p™), mas também com H (p~), enquanto o “sector an-
tipartl'cula”fqi, é multiplicado por H (—p™) H (—p~). Isto é devido a caracteristica
inerente da relagao de dispersao na frente de luz 2p™p~ — p2 = m?, que liga o sinal
de p* com a de p~ e vice-versa. E uma vez que ambos Iq>+ e ]q<+ sa0 proporcionais

a p~, seus resultados na soma resulta em zero:
p f(w) {H (p*) H (pf) +H (—p*) H (—p’)} = 0. (7.44)

7.3 Observacoes

Os resultados obtidos nos dizem que:
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A ordem de integracao nas integrais na frente de luz afeta o resultado, se

considerarmos apenas o “setor de particulas”;

Se seguirmos a ordem padrao de integragao, ou seja se integramos em primeiro
lugar em ¢, a varidvel de energia na frente de luz, entao pode-se assumir que o
resultado é zero, resultado padrao na regularizacao dimensional para a integral
de tadpole, embora a integral de volume é divergente, que pode ser ajustado

para zero, de forma consistente;

Se a ordem de integracao é mudada e usamos primeiramente a variavel ¢,
entao o resultado nao é nulo, se considerarmos apenas o “setor de particulas”e
a divergéncia nao ¢ de tipo “volume”divergente, e portanto, nao é consistente
com a suposicao de que as contribuigoes dos tadpoles sao zero na regularizacao

dimensional.

E curioso notar que o resultado para o “setor de particulas”(7.39) é exatamente
a metade do que o obtido usando a prescricao de Mandelstam-Leibbrandt
para o poélo (q*)_l. O mesmo resultado pode ser encontrado na Ref.[47]
calculado via prescricao do valor principal causal, para calcular a integral
basica a um [oop na frente de luz, onde uma regiao de integracao teve de
ser definida cuidadosamente, a fim de evitar que a causalidade seja quebrada.
L4, foi identificado que o resultado difere do que o obtido pela prescrigao de
Mandelstam-Leibbrandt por um fator geral 1/2. Uma vez que a prescrigao de
Mandelstam-Leibbrandt ¢ implementada em conjunto com a exponenciagao
do propagador covariante via parametrizagao de Schwinger, seu procedimento
esconde as regioes relevantes de integracao ligadas entre a energia na frente de

luz e as coordenadas do momento transverso.

Se a presenca de uma singularidade de modo zero (q*)f1 = 0 no integrando
de (7.1) é interpretado como significando que temos que adicionar (7.39) e
(7.40), entao é possivel recuperar o resultado I+ = 0, uma vez que (7.39)
e (7.40) tém sinais opostos. Esta adigao representa fisicamente a soma dos
setores de particula e anti-particula do espaco de Fock. Isso nos mostra que a
manipulagao ingenua das integrais de Feynman na frente de luz pode levar a
resultados errados. Frente de luz é muito mais sutil do que nés esperavamos.
Muito mais esforco deve ser direcionado para entender o que realmente esta

acontecendo quando fizermos os calculos nesta forma frontal.
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Capitulo 8
Conclusao

Nesta tese tratamos alguns aspectos da teoria de campos, como ¢é o caso dos propaga-
dores de um sistema composto por duas particulas, a identidade de Ward-Takahashi
e integrais do tipo tadpole na abordagem desenvolvida por Dirac, isto é na frente de
luz.

Com o fim de entender a relatividade restrita na frente de luz estudamos, no
segundo capitulo, a transformacao de Lorentz entre dois sistemas que estao nas
coordenadas do cone de luz e obtemos dois fatores gama, v~ e <, presentes na
transformacao de coordenadas, isto é, para ™ e 7, que tem a mesma funcao no
espaco de Minkowski. E muito interessante e ao mesmo tempo inesperado que
haja dois fatores aparentemente distintos na transformacao de Lorentz na frente
de luz; no entanto, apesar destas expressoes serem algebricamente diferentes, elas
sao numericamente iguais ao fator de Lorentz no espaco de Minkowski. E mais,
¢é inusitado que trés funcoes de velocidade expressas de maneiras completamente
distintas apresentem o mesmo comportamento em funcao da mesma velocidade.

Em seguida no capitulo 3 estudamos, a titulo de revisao, a propagacao de um
sistema composto por dois bésons interagentes. Neste sistema, também chamado de
propagador quantico, mostramos como projetar o propagador covariante na frente
de luz. Este propagador carrega informacoes de um ponto do espaco-tempo para
outro, isto é propaga a funcao onda de x+ = 0 até ™ > 0. Nas coordenadas de frente
de luz x™ é escolhido para ser o parametro de evolucao temporal. Neste capitulo
comecamos a calcular a correcao de ordens mais altas na constante de acoplamento
ao sistema composto por dois bésons interagentes; primeiro na ordem dois (O(g?)) e
depois a ordem quatro (O(g?)). Neste tiltimo caso, de quarta ordem na constante de
acoplamento, foi necessario usar a técnica de separacao de polos por fragoes parciais.
Esta técnica nos permitiu desmembrar aquelas integrais que contem polos duplos em
suas configuracoes e nos levou, apos a integracao nas componentes k=~ dos momentos

(de fato, energia na frente de luz), a obter propagagao global de quatro corpos, como
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mostrado na equagoes (3.22) e (3.23).

No capitulo 4 estudamos a propagacao de um sistema composto por dois bésons
interagentes em um campo de fundo. Este resultado é também mostrado em [24],
usando-se uma técnica diferente. Mas nao mostram todas as possibilidades de con-
figuragdes. Ndés obtemos mais graficos que os mostrados em [24]. Neste capitulo
encontramos graficos que chamamos de “graficos de antiparticulas”por nao possui-
rem pernas externas, e que nao podem ser vistos no trabalho [24] devido ao tipo de
montagem que fazem, excluindo desde o comeco a producgao de par na frente de luz.
Este capitulo também nos serviu como uma introducao para o capitulo 5. Nesse
capitulo calculamos a corrente eletromagnética para dois bdsons em um campo de
fundo, nas coordenadas da frente de luz em ordem O(g?), ou seja com uma troca de
boéson. Como nos referimos anteriormente, em nossos calculos encontramos graficos
que chamamos de “graficos de antiparticulas”por nao possuirem pernas externas,
e esse ponto é especialmente importante, ja que a producao de par particula-anti-
particula esta ligada ao “modo zero’na frente de luz, o qual foi discutido também
na Ref. [39]. Contudo mostramos que nao ha contribugao para a corrente a ordem
O(g?) no limite g+ — 0. Mas suspeitamos que uma situagao da Fig. 4.1 com um
segundo féton compondo o campo de fundo poderia contribuir, nesse limite, para a
corrente a ordem O(g?). Algo que reservamos para investigacoes futuras.

No capitulo 6 exploramos alguns aspectos com relacao ao emprego da regula-
rizacao dimensional no célculo da auto energia do féton ao nivel um loop e vimos
como o propagador do férmions tem um papel importante nos resultados. O uso do
propagador fermionico completo e incompleto mostrou-nos um resultado curioso.

Embora exista uma diferenca entre os tensores completo e incompleto, mostramos
que na abordagem da regularizacao dimensional, todos os termos que aparecem no
caso completo estao ausentes no incompleto. Esperariamos ver uma diferenca entre
eles, ja que alegamos que o modo zero (presente na parte instantanea do propagador
completo) nao pode ser esquecido. Mas mostramos que todos os termos em que o
modo zero se pronunciaria foram cancelados na regularizagao dimensional devido ao
truque de transformar um volume infinito numa integral de valor nulo.

Surpreendentemente, o propagador do férmions incompleto é suficiente para cal-
cular o tensor de polarizagdo do vdcuo. No entanto, na Ref.[39] foi demonstrado que
o propagador completo é necessario para obter a identidade de Ward corretamente
na ordem mais baixa. Talvez este resultado aponte para uma mera coincidéncia, o
que permitiu, para algums autores (por exemplo [48]), obterem resultados coerentes
sem nunca ter a necessidade da parte de modo zero. Um caminho que propomos
como projeto futuro é a utilizagao da regularizagao de Pauli-Villars [15], que a nosso

entender nao descartara os termos do modo zero e achamos apontara uma diferenca
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entre o tensor completo e o incompleto. Entretanto, isso no momento é apenas uma
especulacao que necessitamos confirmar ou desmentir refazendo os devidos calculos
de maneira cuidadosa utilizando um método de regularizacao diferente.
Finalmente no capitulo 7 calculamos a integral do tipo tadpole, primeiro se-
guindo o procedimento padrao, isto é, realizando a integracao primeiramente na
variavel energia da frente de luz, ou seja, ¢—. No entanto, para o gauge do cone
de luz, especificamente onde se tem que lidar com o termo ¢ no denominador das
integrais de Feynman, o emprego da prescricao de Mandelstam-Leibbbrandt, para
lidar com tais polos, se opoe a integracao prévia na variavel ¢—, devido a natureza
do modo pelo qual a prescricao é definida. Assim, deixando de lado a prescricao de
Mandelstam-Leibbbrandt comecamos, em primeiro lugar, fazendo a integracao em
g~ e em seguida ¢T, através da integral de contorno em seu correspondente plano
complexo. Em seguida, realizamos o mesmo calculo, desta vez utilizando a compo-
nente longitudinal do momento, ¢*, como primeira varidvel de integracao, utilizando
a integral de contorno no seu correspondente plano complexo, ao invés de utilizar
a prescricao de Mandelstam-Leibbrandt. Estas duas abordagens dao dois resulta-
dos distintos, uma indicagao de que a integragao realizada em ordens diferentes nas
componentes g7 e ¢~ na frente de luz nao conduzem ao mesmo resultado, de modo
que devemos exercer extremo cuidado na realizacao de qualquer cédlculo na frente de
luz. Essa discrepancia esta relacionada com o fato de que nessas duas abordagens
esta implicito que trabalhamos considerando somente o setor de particulas, isto é,
com energia e momento positivos. Uma possivel solucao para esta aparente am-
bigiiidade ¢ considerar o setor de anti-particulas no espaco de Fock, ou seja, aqueles
com momentos negativos. A soma desses dois setores da um resultado nulo. Por-
tanto este resultado é consistente com o resultado de regularizacao dimensional para
tadpoles. Isso nos mostra que a manipulacao das integrais de Feynman na frente de

luz, ingenuamente, pode nos levar a resultados erroneos.
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Apeéendice A

Apéndice do Capitulo

A.1 Propriedades na Frente de Luz

As coordenadas do espago-tempo quadridimensional na frente de luz sao dadas por

S\

5 (e
( ')

@m\

%
J s (A.1)
de modo que o produto escalar entre dois quadrivetores é dado por
ab, = (ab” +a b") +ab’. (A.2)

Nessas coordenadas, a métrica do espaco de Minkowski se escreve em termos da

seguinte matriz:

01 0 0 +

100 0 |-
B = Gy = A3
STl 00 -1 0 |1 (4-3)

00 0 -1/ 2

que por conseguinte nos permite escrever as componentes covariantes em termos
das contravariantes e vice-versa, a* = a, al = —a;, i=1,2.

Além disso, ¢ conveniente introduzir os vetores n, e 7, com componentes

(1,0,0,1)

n, =

(1,0,0, —1) (A4)

- S-Sl
g O
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de modo que

B — q+

q (A.5)

3
I

q
q .
onde ¢* = (¢°, ¢", ¢*, ¢*) e n, = (ng, n1,n2,n3).

A.2 Elemento do Tensor Métrico na Frente de

Luz
Aqui vamos mostrar que a partir da Eq. (2.2) [18§]

tv 90V+g3u (A6)
V2
obtemos as componentes do tensor métrico na frente de luz. Os elementos g% e

¢ sao as compenentes do tensor métrico no espaco de Minkowski. O que implica

9T T A 2 2 0
g+_ _ go_+g3_:goo—g03—|—g30—g33:1—0—0—(—1):1
V2 2 2
g*+ _ g+’ —1
g7 = —6;;(i=1,27j=1,2). (A7)

A.3 Fator de Lorentz na Frente de Luz

Nesta parte do apéndice vamos mostrar a expressao (2.14). Vimos que agao do boost

na frente de luz é:

(a) 't =e vzt (b) 2/~ =e“2™,

(c) F =e2’,  (d) z= =e¥a'",

(A.8)
e as transformacoes de Lorentz, expressa nas novas coordenadas, sao dadas por:

() a* =7 (a* —ta*), (f) @~ =7(a~ + %),
(9) ot =7 (2" + 2*), (h) 2= =7 (2" — ')

Dessas duas relagoes observamos o seguinte:

(A.9)

No referencial S’
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Para 2/t

Vemos, que ao fazer uso das expressoes (A.8a) e (A.9¢)

ZE'H_ — ,7 <$+ — UI"') = e_wx+7 (A]_O)
C

obtemos

5= . (A.11)

Para 2/~

De igual maneira, quando fazemos uso de (A.8b) e (A.9f)

T =7 (x_ + UI_> =z, (A.12)
c

vemos que 7, tem a seguinte forma

5= . (A.13)

No referencial S
Para z*
Das expressoes (A.8¢) e (A.9¢),

c
obtemos
S (A.15)
(1+2)
Para =z~

Das expressoes (A.8d) e (A.9h)

c
encontramos
S ——— (A.17)

==

Desta maneira obtemos a expressao (2.14), e que daqui para a frente, iremos

N—

chama-los de
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(A.18)

v = e (A.19)

A.4 Transformada de Lorentz na Frente de Luz

Nesta parte do apéndice vamos mostrar as expressoes (2.62), (2.63) e (2.64). Para

isso, partimos da seguinte transformacao linear

ot = LFa®, (A.20)
onde p = 4+, —, 7. Isso implica o siguiente:
bt = Lia®=Lia"+ Lta™ + L2
7 = Lyx®=Lia"+ L a” + Ll
o = Lia®=Lix"+ L« + L. (A.21)

Além disso de z,, = g,,2", obtemos:
p v

Ty =gpaT, o =goqat, x= gyl (A.22)

O tensor métrico na frente de luz é dado pela matriz:

+ - 1 2

+/0 1 0 0

-1 0 0 O
H = A.23
T 100 0 -1 o0 (4.23)

2\0 0 0 -1

de tal modo que o seu determinante é

detg=—1 (A.24)

Como a transformacao de Lorentz por definicao preserva o produto escalar,

Myl = 1%y, (A.25)
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O lado esquerdo da Eq. (A.25) toma a forma

2
gy, =Ty 42Ty ) Py (A.26)
p=1

Em seguida, fazemos uso de (A.22) na expressao (A.26) e obtemos:

2
My, = 2Ty T ATy Y 2y

p=1
— [ II+ 111, (A.27)
onde
I = 2""g, 4",
I = 2~g 4",
2
I = > 2g,.y". (A.28)
p=1

Logo usando (A.21) em (A.28), temos

2 2
I = (Li;ﬁ + LTz + > LZI’“) gy <L+yJr + Ly + > Lsys> ;
k=1 s=1
2 2
I = <L+;z:Jr + Lz + Z kak> g—+ <Liy+ + LTy~ + Z Lj?f) )
k=1 s=1

k=1 s=1

2 2 2
Ir = > (Lix* + L+ ) LW) Gpr (ngﬁ + LTy + ) L;y8>(A.29)
p=1

que arrumamos de uma forma mais conveniente, i.é,

2 2
I = Liztg, Ly +Lta g, Lyt + > Lia*g. > LIy +
k=1 s=1

2 2
+LTatg, <L+y+ +> L3y3> +Ltx g, (Ly +> Lsy3> +

s=1 s=1

2
+> Liatg, (Liy™+L7y), (A.30)
k=1

2 2
II = Liztg LYy + L a g (LTy"+ Y Lyatg_ .Y Ly’
k=1 s=1
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2
+Lixtg <L+y+ + ZL+ ) +LZxTg (Lfy‘ + ZL§95> +

s=1

"‘ZkaQ +(L+Z/ —|—Lfy’>7
k=1

2

s=1

(A.31)

2

2 2 2
I = Y Lot LTy + Y Lla g Lly" + 3% Liabg, > L1y +
p=1

p=1 p=1k=1

2 2 2
+> LiaTg, (Ll?ﬁ + L2y8> Z 2 Gpr (
p=1 p=1

s=1

2 2
+3°3 Lty (Liyt + L7y 7).

p=1k=1

Ao somarmos I, II e I, temos que

aty, = (Lig+—L +Lig LY +ZL+ng

p=1

+ (L+g+_L; +L7g LT+

p=1

s=1

Ly+ZLTS>
s=1

(A.32)

) Ty +

2
> L‘ingLi) Tyt +

2 2
+ZZ<Lkg+_L +Log Lt +ZL ngLT> 4

k=1s=1 p=1

+> (Ligi Ly +Lig+ L} +ZL 9pr LT
p=1

2
+> (Lfgy Ly +LTg LT +) L’g,. L]
p=1

Ligs Ly +Lig- +L++ZL gpr L,
p=1

b
Il
—

+
WS

Lfgy LT+ Lig 4 LY +ZL gor LT
p=1

£
Il
—

_|_

p=1

+

p=1

N~

2
Ltgy L=+ L-g LT+ L’ingLT_) Ty

x Tyt +

Y+
k +

'yt +

x’“y— +

L+9+—L+ + Lig- +L+ + Z L ngL:-) Tyt +

(A.33)

Por outro lado, vimos que, devido a invariancia do espago-tempo, ela tem que

preservar o produto escalar, i.é:
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2
ahy, = a%ya=atys+aTy-+ ) 2y,
k=1

2
= gty +gqaTyt 4> gadty’ (A.34)

k=1
Assim, comparando cada termo da Eq. (A.34) com cada termos da eq. (A.33),

temos:

(L+g+_L + Lig-4LT + Z L ngLT) =g_ay, (A.35)

p=1

o que implica

Ligi LZ+Lig LT+ ZL+ng =g+ (A.36)

p=1

Da mesma forma para o segundo termo

2
(LJrng_Ljr +LZg LT+ L’ingLfr) r Yyt =g_,ay", (A.37)
p=1
obtemos
2
Ltgy Ly +L-g LT +> Llg,L, =g .. (A.38)
p=1

E para o terceiro termo, temos:

2 2 2
Z Z (Lk g+ L, +Lyg LT+ Z L ngLT) 'yt =Y gaatys (A.39)

p=1 k=1

E facil mostrar que os unicos termos que sobrevivem, na identidade (A.39), tem

a forma

p=1

(L+g+_L + L g Lt + Z L? g, L7, ) 2"y = gmmx" Y™, (A.40)
e isso nos forncera a seguinte identidade:
Ltg. L+ L. g L%+ Z LY gpr L], = Gmm.- (A.41)

Uma maneira mais geral, podemos escrever (A.41) como
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2
Lig L7 + Lyg_ LT+ Lig, LT = gij, (A.42)

p=1
onde i = 1,2 e j = 1,2, os termos restantes serdao nulos, pela identidade (A.34).

Desta forma mostramos que:

2
Ling,L: + L197+Lf + Z LingLz = g+
p=1

2
Ltg.,._L_T_ + L:g_+LI + Z Lp—ngL:_ = 9-+
p=1

2
Ligy Ly +Lyg +Lf + Zl L9 L] = g
p:

A.5 Matriz da Transformacao na Frente de Luz

Nesta seca mostramos obteremos as componentes do tensor de tranformacao da Eq.
(2.80). A matriz usual da transformagao de Lorentz para velocidade relativa entre

referenciais ao longo da diregao z é:

o O = O
O = O O
)

Usando a rela¢ao dada por [18], temos

a) Af =2 p) A =20k o) AL (A.43)
onde i = 1,2. Entao comegamos a avaliar o caso a)
e Para v = +, temos:
AT = AL+ AL AGHAS+H AT+ A
+ \/§ 9
= v(1=-p8)=¢e", (A.44)
onde consideramos v = y< = fj;

e Parav = —
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A* =
M NG 5

e Parav=jonde j=1,2

0 3
! V2
De forma semelhante para o caso b), temos:

AO — A3

e Parav =+

e Parav = —

ew

onde, para este caso, consideramos v =y~ =

e -
e parav =j
NN
Ay = v 0
Finalmente para o caso c)
e Parav =+
AL A
N, ="0"3 =y,

e Parav =

=g bo=a
’ 0 i#J

Desta forma obtemos todas as componente do tensor (2.80).
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Apeéendice B

Apéndice do Capitulo 3

B.1 Para Ordem O(g¢?)

Neste Apéndice vamos mostrar alguns passos com maiores detalhes para se obter os
resultados do capitulo 3. Comegamos pela ordem O(g?).

O propagador na respresentagao do espago dos momentos, é dado por (3.10),

S0y = P (ig)? / dky dky y
- 25(2m)? b Y it (e — 2t ot (et
bt — k) kT (bt — kD) K (ki — k3
1 1
X = ' . X
iy — k= + (k= ka)om — M} [kg ~ kg + 55
1 1
X = ' 4 X
_k‘ —ky — (k—Fka)on + 2(k+lik4+)} {/@1 — kg + 3T
1
X = : :
by — k4 (ks — ka)on — 2(”—’#)}

em que esta dupla integral serd resolvida usando a férmula de integral de Cauchy.
Integracao em k5

Primeiramente vamos integrar em k; . Para este fim vamos determinar a localizacao

dos pélos, com ajuda de (3.10)

1€
1 : ks =k —(k—k + ——
’ (b= feJon 2 (b — k)
_ 1€
2 kQZk’gon—%
3 ky =k; — (ks — ko) +i—5
. 2 4 4 2)0n 2<kI—k;>
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Cada um dos poélos vai estar localizado seja na metade inferior ou superior do plano

complexo k~, dependendo dos valores de k*, ki e kf. Estes polos sao analizadas

nas seguintes regioes,

10 < ki <kf <kt

40 < kT < ky < ki

2)0 < kff <ki <k*

5)0 < kf <k < ks

3)0 < ky <kt <kf

6)0 < kT < kf < ks

(B.1)

Vemos que existe 6 possibilidades o regides onde esse propagador pode existir. Ve-

remos que estes 6 regides serao divididas em 4 grupos de regides. Abaixo ilustramos

a localizagao desses polos.

e Regioes 1 e 3: Nesta regido os pélos (B.1), tem a seguinte configuracao

ilustrada na Fig. B.1.

Im(k )

—

Rei

Figura B.1: Regioes 1 e 3

e Regiao 2: Nesta outra regiao os polos de (B.1) s@o ilustrada na Fig. B.2.

Im(k

Figura B.2:

Re(k_j

Regiao 2
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e Regiao 4: Para esta regiao, os pdlos tem a seguinte configuracao (ver Fig.
B.3.)

Im(k )

Re(k )

Figura B.3: Regiao 4

e Regioes 5 e 6: Os podlos desta ultimas regioes estao ilustradas na Fig. B.4

Im(K )

Re(k )

Figura B.4: Regioces 5 e 6

Como podemos observar, as regioes 5 e 6 nao contribuem. Em seguida, vamos fazer
a integracao em k, , de acordo com as configuragoes mostradas nas figuras B.1, B.2,
B.3eB.4

e Para a regides 1 e 3, o pdlo escolhido é o pdlo 2 (ver Fig. B.1)

coo (ig) 2y
S(l{? ) = 25(27T) / (k,+ _ké") ]{;;' (k+ —ki) k’i- (kif _k’;> X
1
% X

[k~ — kagy + (k = k2)on]
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1 1

X X
= (= don = g | [k Faon + 5
1
X : : (B.2)
ky — k20n — (ks — k2)on + 2(,@{;;)}
e Para a regiao 2, o pdlo escolhido é o pélo 1 (ver Fig. B.2)
. 2 _
~ dk
§k) = -9 / ! x
202m) ) (bt = k) kS (b — k) ki (K — k)
1
X — X
_k’_ — k?gon —+ (k’ — k’g)on}
1 1
X — : — X
k7 = k= + (k= ko — 5y | [k = huon + 55
1
X — : . (B.3)
ki — b (k= EaJon — (ka — koo + 5
e Para a regiao 4, o pdlo escolhido é o pélo 3 (ver Fig. B.3)
. 2 _
~ dk
S0y = 9 / d x
2202m) ) (k= k) ks (k= k) R (kS — k)
1
X = : X
k'4_ — k= — (k4 — kg)on + (kf — kZ)Ol'l — W
1
X = — X
kT — (ks — kaJon — kagy + W]
1 1
X - : —. (B4)
ki — k= + (k — ka)on — M] [k4 ~ hagy + W]

e Para a regido 5 e 6 vemos que nao ha contribuigao (ver Fig. B.4), ou seja, as

contribuigoes sao nulas. O passo seguinte sera integrar em k;

Integracao em £k,

e Da integral (B.2), localizamos os seguintes pélos, tanto para a regiao de 1
como para a regiao 3

128



1€
1k =k —(k—Fk +—
! (b= o 2 (k* — ki)
1€
2k =kyy — ——
4 don 2k
1€

3 ky =ke o+ (ki—ko)on — —————
4 2011 ( 4 2)On 2 (kz_ . k;)

Como mencionado acima, cada um dos pélos vai estar localizado seja na metade
inferior ou na superior do plano complexo k~, dependendo dos valores de k™, k3 e

k. As configuracoes desses pélos sao mostradas nas figuras abaixo.

Ik )

Re(17 )

2 3

Figura B.5: Regiao 1

Im(k )

Ee( )

Figura B.6: Regiao 3

e Do mesmo modo, para a integral (B.3), localizamos os seguintes pélos, ou seja,
para a regiao 2 temos:
1€
1 @ ky=k —(k—Fkyon+ —"——
! ( 2 (k+ — kf)
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e
2k
3 ¢ ky =k™ —(k—ka)on + (ks — ka)on —

2 l{?4_ = k’40n —
1€

2 (ki — ki)

e a configuracao, desses polos é dada na Fig. B.7.

Im(k )

Ee(17 )

Figura B.7: Regiao 2
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e Também para a integral (B.4), localizamos os seguintes p6los

_ _ 1€
Lk =k +<k4_k2)0n_(l€_k2)on+2(k}‘*‘—k§')
_ 1€
2 . ]{}4 = (]{I4 — k’g)on + ]CQOD — 2]{;7_‘_
2
1€
3 . ki =k —-(k—-k& + ——
! b= aon (k+ — k)
_ 1€
4 . ]{Z4 = k40n — %

e ilustramos sua configuracao, mostrada na Fig. B.8. Como podemos ver, na inte-

ImiK

Ee(t )

12 3 4

Figura B.8: Regiao 4

gracao em k; , as regioes 3 e 4 sao canceladas. Assim ficamos s6 com as regioes 1 e
2. Deste modo, escolhendo o polo 1 para regiao 1 (ver Fig. B.5) e o p6lo2 para a

regiao 2 (ver Fig. B.7), obtemos os resultados (3.14) e (3.15), respectivamente.

B.2 Para Ordem O(g%)

Nesta parte do Apéndice, o procedimento é semelhante ao do caso para ordem O(g?)
Integracao em k5

Vamos integrar a Eq. (3.19) sobre k5 por residuos

500y = (ig)* / dky dky dkg y
222m)* (ke = kf ) kf (b — k) R (k= k) kg (K — k) (k§ — k)
1 1
X X

k2_k+(k_k2)on_2(k+lik;):| |:k2—k20n+2ik€;_
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1 1

X = X
b = ki (k= Ron + 5| |87 bon + 5
X = 1 1 X
_k_ — k6_ — (k‘ — k’ﬁ)on + 2(k+likg'):| l:k?6_ — k6on -+ 2%;
1
X = X
fg_k5+%*_@%n_ﬂﬁiﬂ
1
X —= .
i~ k5 = G Raon + 55

onde os polos estao localizados em

1€
1 : kS =k —(k—-k + ——
2 ( 2)011 2<k+—k;)
1€
2 0 ky =ky — —r
2 7 Mon - gpt
3 ks = kugy — (ka— ka)op + ——
. 2 4on 4 2)on 2(]{1—]{3)

Cada um dos polos pode estar localizado seja na metade inferior ou na superior
do plano complexo k~, dependendo dos valores de k*, ki e kf. Estes pdlos sdo
analizados nas regides 1, 2, 3, 4, 5 e 6 (ver tabela 3.20). Em seguida, vamos ver
que estes conjunto de regides, quando sao analisadas, vai formar mais dois conjunto
de regioes, um primeiro conjunto composta pelas regices 1, 3 e 4, e um segundo

conjunto composto pelas regices 2, 5 e 6. Como vamos ver na siguinte segao.
e Primeiro conjuntos de Regioes

Logo ao se analisar as seis regioes, vemos que um primeiro conjunto estaraformado

pelas regioes 1, 3 e 4. Estes polos estao localizados como ilustrado na Fig. B.9
e Segundo Conjuntos de Regioes

Neste, outro segundo grupos formada pelas regioes 2, 5 e 6, os polos estao localizados
como ilustrado na Fig. B.10 Assim, depois de localizar os polos de cada grupo de
regioes, aplicamos o teorema de residuos de Cauchy. Vemos que para as regioes 1, 3
e 4 o integrando torna-se mais facil se escolhemos o polo 2, da mesma maneira para
as regioes 2, 5 e 6 é muito mais simple integrar em k, se escolhemos o pélo 1. O

passo siguinte serd integrar em k; . Como veremos na proxima se¢ao

e Integrando nas Regioes: 1, 3 e 4
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Imix

Re(f )

Figura B.9: Regices 1, 3 e 4

Im(k

Re(f )

Figura B.10: Regioes 2, 5 ¢ 6

Depois de integrar em k5 a expressao (B.5) fica

S0 - - i (ig)* / dky dkg v
28(27r)2 (k+ _ k;) ki (;{;+ _ kj) ki (k+ — kér) k& (k:;f — k;) (kér — kif)
1 1
X * 8
[k— — koo, — (B — kz)on} {k; —k=+ (k—ks)on — Q(kﬁkz)]
1 1
X — : ) X
ky — kagpy + 22}] [k— — kg — (k — ke)on + Q(,Cfiikgr)
1 1
X : ‘ X
kﬁ_ - kﬁon + ;]%r] |:k4_ - kzon - (k4 - kQ)OH + Q(kfik‘;)
. 1 | (B.6)
ky — ks + (k¢ — ka)on — W

e Integrando nas Regioes: 2, 5 e 6
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Logo de integrar em k, , isto é depois de escolher o polo 1 e aplicar o teorema do

residuo a Eq. (B.5), este outro grupo de regioes, fica expresso como

(B.7)

) - i (ig)* / dk; dkg %
28(27)2 (k+ _ k;) Ky (k:+ _ k:;f) ki <k+ - k;) kg (k’jf — k;) (k‘ér - k}f)
1 1
S TE— k2)on| [k -1
| 20n 2)on {k‘4 — k=4 (k—ky)on — 2 k7)
1 1
X : . X
ki — kagy + 2;}] [k:— — kg — (k — ke)on + W
1 1
X : . X
ks — keop + 22]%] [k:4 — k™ + (k — k2)on — (ks — ka)on + m
1
X .
ky — ks + (k¢ — ka)on — m

Integracao em £k,

e Regiodes 1, 3 e 4: Da expressao (B.6) localizamos os siguinte pélos, isto é

1€
1 ky=k —(k—ky)gp + —F——~
4 ( 4)on 2(k+—kff)
-~ 1€
2 . k?4 :k40n—%
8 ¢ ke = ha o+ (e h)oy — —
. 4 2on 4 2)on 2(1{;2_—]{:;_)
4 0 ky = kg — (kg — ka) P
. 4 60n 6 4)on 2(]{;8_—]{31_)

Quando os pdlos sao analisados nas regioes 1, 3 e 4, vamos ver que, nestas trées
regioes, voltam a dividir-se em mais dois grupos de regioes. No caso da regiao 1,
teremos dois pélos, como ilustrados na Fig. B.11, e no caso das regioes 3 e 4 teremos

um unico pélo como mostrado na Fig. B.12.

e Regioes 2, 5 e 6: Do mesmo modo, da integral (B.7), localizamos os siguinte

polos
1€
1 : k =k —(k—k + —
4 ( 4)011 2(k+—ki_>

1€

2 : k4—2k40n_ﬁ
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Ik )

Figura B.11: Regiao 1

Im(K 1

Ee(i )

Figura B.12: Regioes 3 e 4

1€
3 k4_:k_—(k—k2)0n+(k4_k2)on_—
2 (kf — kf)

1€

4 kg :k60n_(k6_k4>on+2(k+_k+)a
6 f

que depois de analisar nas regioes 2, 5 e 6, obtemos outros dois subconjuntos de
regices. Um primeiro formado pelas regioes 2 e 5, como mostrado na Fig. B.13, e

outro formado pela regiao 6, que é ilustrado na Fig. B.14
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Imik )

Ee(17 )

Figura B.13: Regioes 2 e 5

Im(k )

EFel )

Figura B.14: Regiao 6

Vemos mais uma vez que neste grupo de regides aparece uma regiao (regiao 6)
com dois pdlos (ver Fig. B.14.), tanto na parte de cima como na debaixo. Mas nao
devemos procupar-nos, ja que vamos fazer o mesmo raciocionio que foi discutido

acima.
e Integracao na regiao 1

No que se segue, comecamos por integrar na regiao 1 com respeito a k; . Mas ober-
vamos de que nesta regiao temos dois pélos, o que aparentemente torna o nosso
integrando complicado, mas este dilema podera ser resolvido usando a siguinte in-
dentidade por fracoes parciais:
1 1
(- @-B)@-C)@-D) ~ (A-B)@-C)-D)
1 1
X G-A) =-B)| (B.8)

onde A, B, C' e D sao os polos de integracao. Esta identidade vai desmembrar

o integrando (B.6) em duas partes, como veremos abaixo.
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Voltando ao nosso problema: Dissemos que a regiao 1, tem dois pdlos, dificul-

tando o processo de integracao. Assim, escolher integrar na metade superior ou

inferior do plano complexo £~ nao ameniza em nada a dificuldade.

tornara facil se usarmos a identidade (B.8). Deste modo escolhemos A como sendo

o polo 1 e B como sendo o pélo 2 (ver Fig. B.11), i.é. A =k~ — (k—ka)op ©

B = kyy, . Assim o integrando (B.6) fica

z i (ig)*

dky dkg

Mas isto se

Sy = -

1

28(2m)? / (k+ = k) kf (k= k) b

(k+ ~ k;g) ki (kj - k;) (kg - kz) .
1

1

- X
_k‘_ — k?gon — (k’ — kg)on} [k‘_ — k401’1 — (k? — k?4)0n}

1

1

ky — kaop —

(ks — ka)on + Q(k;ik;)
1

ki — kg + (k¢ — ka)on — m

X

1

b= g = (b= ho)on + g | [ hoon + 55

X

1

X

Da anélise do integrando (B.9), localizamos os siguintes pélos para a primeira fragao

parcial:
1 k,
2 ky
3 kg

e da segunda parte da fracao do integrando temos

1 ky
2 ky
3 ¢ kg

Estes polos estao ilustrados nas siguiente figuras
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Imik )

Imi¥ )

- Re(k ) 4 Re(k )

Figura B.15: Configuracao de polos na regiao 1

Vemos assim, de que com o uso da identidade (B.8), a expressao (B.6) é des-
membrada em duas partes como podemos obervar na Eq. (B.9). Isso fard com que
os dois pélos que tinhamos no principio, sejam agora também desmebrados em duas
partes, como ilustradas na Fig. B.15. A escolha desses pdlos separados faciltard
nossas contas no momento de integrar em k; . Em seguida da Fig. B.15, escolhemos
o contorno que fecha na metade inferior (p6lo 1) num caso e o contorno que fecha
na metade superior (pdlo 2) no outro caso e integramos em k; . Usando a férmula

de integral de Cauchy obtemos

222m) S (k= ki ) by (b — ki) ki (b — k) ke (B — k) (k= k)
1 1

X = X

_k_ - k?QOn - (k? - kz)on} {k_ - k40n - (/f - k4)on}

1 1

X — — X

ki — k= + (k — kg)on — (M*)} {/% Foon + 2

1

X = X

ks — kaon — (ks — k2)on — (k6 — ka)on + m

1
[k?(;_ — kagy — (k6 — ka)on + 2,{34

1
: [k_ — Kooy — (ka — k2)on — (k — k4)on} } ’ (B.10)

e Integracao nas regiao 3 e 4

X

+

Para estas regiao escolhemos o polo 1 ver Fig. B.12 e aplicamos o teorema do residuo
em k; a Eq (B.6). Obtendo
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222m) S (k= k) by (b = k) by (b — k) b (B — k) (k= k)
X ! 1 X
[k~ — kagn — (k — ka)on] [k~ — Kagy — (k — ka)on]
X 1 1 X
[kg — k= + (k—ke)on — Q(chik(‘;)} {k’g — koon + 221%}
X 1 X
[k_ — koop — (ks — k2)on — (k — /{:4)011}
" 1 (B.11)

|:k6 — k- -+ (k? — k4>on — <k6 — k4)0n + Q(kgekz)]
e Integracao nas Regiao 2 e 5

Nestas regides, a integragao é simples; o pdlo escolhido é o pélo 2 (ver Fig. B.13),

isto é, k; = kson. Aplicamos a férmula de Cauchy na Eq (B.7) temos

g(ki) - _ (Zg>4 / de_ >

262m) ) (bt — k) ks (bt — k) kf (k= k) kg (ki — k) (kg — k)

X = L L X
_k_ - k2on — (k- k‘2)0n} [k‘_ - k4on — (k- k4)on}

X — ! ! X
i =k = bolon = 5] [ — ko + 3]

X — ! X
_kﬁ — kygy + (ks — k2)on — (k — kz)on}

< ! | (B.12)
_kg — kagn — (k6 — ka)on + 2(1@6*1:@{)}

e Integracao na regiao 6

Como mencionado acima, novamente, nesta regiao, lidamos com dois pélos (ver Fig.
B.14). Entao como discutido acima fazemos uso da identidade B.8 e escolhemos A
como sendo o polo 1 e B como sendo o polo 2, i.6. A=k~ —(k —ky)op e B = kygy,.

Assim, o integrado (B.7) torna-se:

S0y = - i(ig)* / dky dkg y
222m)* ) (bt — kg ) kg (b — k) b (b — k) k¢ (R — k) (k= k)
1 1
X

[k’ — koo — (k= k2)0n} [ki = Fagp — (k= k4)on} )
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1 1

X = X

k_ - k6_ - (k - kG)OH + 2(,;368-)} |:k6_ - kﬁon + ;]:ér:|

1

X = ' X

k4_ — k- + (k? — k2)on - <k4 - k2)0n + Z(kfik;)

1

X = ‘ X

ky — kg + (k¢ — ka)on — 2(k6+l+k4+)
% ! ! , (B.13)

ki — k= + (k—ky)on — Q(Iffikir)} [k4— - k4on + 22}}

de modo que analisando o integrando de (B.13) localizamos os siguintes pélos para

a primeira fragao parcial:

_ _ 1€
1 . k4 :k _(k_k2)0n+(k4_k2)0n_2(k+k+)
4 — Ry
2t hy =k — (ko — k)og + ——
PRy = Rg — (Re — Rq T o\
Mo (k- k)
3 hy=h (kg +
: 4 4)on 2(/{;""—]{1)’
e da outra segunda parte da fracao parcial:
_ _ 1€
1 . k4 :k’ —(k’—k2>on+<k4—k2)on—2<k+k+)
4 — Ry
2t hy =k — (ke — ka)gy 4+ ——
. 4 6 6 4/on 2(/@?—1@)
_ 1€
3 . k4:k’40n—%.

As configuragoes desses polos sao ilustrada na Fig. B.16
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Im(k )

Imi(% )

1
- Re(f ) + Re(1 )

Figura B.16: Configuracao de pélos na regiao 6

Assim, a Eq (B.13), expressa nessa forma torna-se mais facil quando se aplica
o teorema de residuo, devido ao fato de que nao temos mais dois pélos no mesmo
hemisfério. Agora como o integrando foi desmembrado, em duas integrais, fica facil
de se integrar; escolhemos para o primeiro integrando o polo 2, ou seja o caminho
de integracao é por baixo e para o segundo integrando o polo 1, isto é o caminho de

integragao é por cima (ver Fig. B.16). Integracao em k; para a regiao 6 resulta em

222m) S (k= ki ) ks (k= k5 ) ki (b — k) ke (kT — k) (k§ — k)
1 1

X = X

_/f_ - kQOn - (k - ]fQ)on} {k_ - k4on - (k - k4)on]

1 1

X = : — X

ke — k= + (k — kg)on — 2(“'#)} [k:g — Foon + 27

1

X = : X

ks — k= — (k¢ — ks)on + (kK — k2)on — (ks — k2)on + m

1 +
[k?a_ — k= — (k¢ — ka)on + (k — kg)on — 2(k+zs):|

+
7]{)4

1
) [k_ — kagn — (k —k2)on + (ks — /{;Q)On} } (B.14)

Resta agora a integracao em kg .

Integrando em kg

e Regiao 1: Seguindo o mesmo raciocinio, como elaborado acima, da Eq. (B.10)
localizamos, de cada parte do integrando, os siguintes pélos para a primeira
parte da fracao parcial
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1€
1 @ kg =k —(k—Fson +

2 (kt = ki)
. 1€
2 kﬁ - kGOn - %
1€
3 ¢ kg = ko + (ks — k + (k¢ — k -
6 20n ( 4 2)011 ( 6 4)on 9 (kz‘f _k;)
_ 1€
4 1 kg =kagy + (ks — ka)on — 577
2k,
e da segunda parte da fracao parcial
1€
1 ¢ kg =k —(k—F +
6 ( 6)0n 9 (k+ B k:g)
_ 1€
2 kG = kﬁon — %
3 0 kg = ko 4 (ky — K)oy + (ks — ki) ig
- g 2on 4 2/on 6 4/on Q(krgr—k;f)
Estes pdlos sao ilustradas nas figuras abaixo
Imik ) Imik )
_ ! Ee(17 ) + ! Re( )
2 3 4 ; 3

Figura B.17: Configuracao de polos na regiao 1

Deste modo, podemos observar, da Fig. B.17, que a integragao se tornara mais
simples quando escolhemos os pélos que estao localizados na metade superior do
plano complexo k7, ou dito de outra maneira, escolhemos os pélos 1. A escolha
desse caminho de integragao produzird o resultado (3.22) e (3.23). No que se segue,

vamos fazer procedimento semelhante para as outras regioes.
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e Regioes 3 e 4: Da da Eq. (B.11) localizamos os pdlos

1€

1 : k; =k —(k—k + —

6 ( 6)011 2(]{;*—16;)

B i€
2 . ]{?6 :kﬁon_%

B . 1€
3 1 kg =k —(k‘—k’4)on+(k6—k4)on_M’

6 — Vg

que estao ilustrados na figura de abaixo

Im(¥ )

Ee(i )

Figura B.18: Configuracao de pélos nas regioes 3 e 4

E facil ver, da Fig. B.18, que a escolha do pélo 2 é a mais conveniente e resultard
na Eq. (3.24)

e Regioes 2 e 5: Os polos sao obtido de B.12, como sendo

1€
1 : ki =k —(k—-k +
6 ( 6)0n 2</€+—k§)
_ 1€
27 he = heon ~ opr
3 : k. =k +(l<:—l<:) —i—g
. 6 don 6 4/on Z(k’g—kif)

e sao representados no siguinte grafico
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Ik )

Re(17 )

2 3

Figura B.19: Configuracao de pélos nas regioes 2 e 5

Da Fig. B.19, vemos que a escolha do pélo 1 é mais conveniente e que nos dara
o resultado (3.25)

e Regiao 6: Finalmente, de (B.14) localizamos os siguinte polos da primeira
parte da fracao parcial

1€

1 kg =k —(k—F + —

6 ( 6)011 2(16*—]{3)

_ 1€
2 . kIG :kGOD_%

1€
3 ki =k + (k¢ — ka)op — (k= ka)op + (ks — k2)op — ————
on on on Q(kj—k;)
1€

4 + kg =k + (ke — k —(k—k +

6 (6 4)011 ( 4)on 2<k+—/{2_>

e da segunda parte da fracao parcial
1€

1 kg=k —(k—he)op + ————

6 ( 6)0n 2<k+—l€§L)

_ 1€
2 kZG :k6on_%

_ _ 1€
31 kg =k +(k6_k4)on_(k_k2)on+(k4_k2)on_2(k+ k:+)

6 — 4

cujas configuragoes sao mostrada na Fig. B.20
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Im (k) Im(k )

1 3 3 _
- Re(K) 4 Re(1)

Figura B.20: Configuracao de pélos na regiao 6

Novamente é facil, ver da Fig. B.20, que a escolha dos dois polos 2 (metade

inferior do plano complexo k~) é a mais conveniente e fornecerd os resultados de
(3.27) e (3.28)
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Apéndice C

Apéndice do Capitulo 4

C.1 Para Ordem O(g?) com Fonte

Integracao em k5

O propagador na representagao dos momentos é dado por (4.7),

O | dg~F(q)dky dky [k7 + k; — 2k7] )
5= -
202m)* ) (Kt — k) ki (k7 — k) kT (K — k) (K — k)
X ! X
1
X = : 1 X
ki — k7 + (ki — ka)on — 2(#%;)} ki = Fay, + 5
1
X = ' X
ky —ky + (ks — k2)on — Q(kfikg)
1
X = - )
ki = k7 + (b = Kdon = 575577
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Para continuarmos os calculos, devemos escolher regioes de integracao que relacio-

nem esses momentos. Abaixo estao enumeradas todas as possibilidades:

D0 <ky <ki <kf<kj| 90<ky <kj<ki <kl |17)0<ki <kf<ki <kj
2)0 < ki <ky <k <kj|10)0 <kj <ky <ki <k |18)0 <kj <k <ky <kf
3)0 < ky <k <ki <kj|11)0 <kl <kj <k <k |190 <k <k <kj <ks
40 <k <ky <ki <kj |12)0 <kf <ki <ky <k |20)0 <k <ki <kj <ky
50 < ki <k <ki <kj|13)0<hky <kl <kf <kj |20)0<ki <kf <kl <kj
6)0 < k" < ki <ki <kj|14)0 <k <ky <kf <ky |22)0<kj <ki <kf <ki
70 < ky <ki <kf<kf|15)0 <k <kf <k <ky|23)0<ki <kf<ki<ks
8)0 < ki <ky <kf <kf|16)0<kj <ky <k <kj |24)0<kj <k <ki <ks
(C.1)
Integrando primeiro em k5, temos 3 polos imaginarios:
1€
1 ky =k — (ki — ko)on + ——
2 ) ( 2) Q(kz—k2)+
1€
2 ky =ky — ——
2 20n 2]{:;-
1€
3 ky =k; — (ks —ka)on + ————. C.2
2 4 (4 2) 2(k4—k2)+ ( )

Dependendo da regiao escolhida esses poélos ficarao na metade inferior ou superior

do plano complexo em k~. A Fig. C.1 mostra essas configuragoes.

Im(k )

Im(k )

1
Be(K )

1 2
14,17 e 18

s

Regities

(K )

1 3

Re(i)

Re ()

Regifles 1,3,7,9, 13,15 e 16

N

| 2
Regities 2,8, 11 12

Im(K)

Re(k )

R
Regites 5,6, 19,20, 21, 22, 23 ¢ 24

Figura C.1: polos em k, para as 24 regioes e as respectivas escolha de caminho de

integracgao

Como se pode ver, oito regioes conduzem a contribuigoes que se anulam, isto é:
5, 6,19, 20, 21, 22, 23 e 24 (ver Fig. C.1). Fazendo a integracao em k, de acordo

com a Fig. C.1, teremos:

e Regices 1, 3, 7,9, 10, 13, 15 e

16:
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~ —i(ig)? (—27i dq~ F(q )dky (k7 +k; — 2k
S(k;) = (9)<2)/(k_k2)q (a7 )k (k7 + )

X
26(2m)?2 Tl (ki — ka) T (kp — ka)™ (kg — ko)™
X ! X
|:kz_ - kQOn - (kz - kZ)on:|
1
X X
{k; — ki + (ki — ka)on — (kik} [k4 ka,, + 21#
1
X - X
{1@1 — ka,, — (ks — k2)on + m}
1
X : (C.3)
it 4 = 0|

e Regioes 2, 8, 11 e 12:

500 _ig?(2ri) / dq~F(q )dky (k; +k; — 2k7) )
d 26(2m)2 ) (ki — ko) " ks (ki — ka) " g (kp — k)™ (ka — ko)™

X 1 X

(ki = (ki = k2)on — k2, |

1

X X

{k; — k7 + (ki — k4)on W} {/@1 kg, + 5

1

X _ _ i€ X

(ki = ki + (ki = ka)on — (ks — ka)on + G|

1

X . (C4)

e Regioes 4, 14, 17 e 18:

- iGia)? (2mi dqF(q )dky (k7 + ki — 2k,
Sty = 9 (2 )/(k_k&)q (a7)dk7 (k7 + )

X
26(2r)? TRy (ki = ka) TR (k= ka) " (ks — ko)
1

X — i x

_k4 — kz + (kl — k2)on - (k4 - k2)0n - M}

1

X — : X

ky — ko, — (Bs — k2)on + 211:;-]

' 1
X — . r x

ki = ki (ki = ka)on — gy | R — Faoe + 5

1

. _ (C.5)

kr — k7 + (kr — ka)on — 2y
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Integracao em £k

O proximo passo é a integragao em kj , mas esta é bastante trabalhosa em alguns
casos devido ao grande ntimero de pélos. Faremos tudo em partes para deixar claro
0 que acontece em cada regidao. A seguir listamos os polos, e nas Figuras C.2, C.3 e

C.4 ilustramos as configuracoes.

e Regides 1, 3,7, 9, 10, 13, 15 ¢ 16

1€
1 : k‘izki— kz_k on+
4 [ ( 4) 2 (k’l - k4)+
1€
2 1 ky =ky, — ——
4 4on 2]@2_
1€
3k =ki —(kf—Ekg)on +
4 f ( f 4) 9 (kf — k4)
1€
4 : ky =ko, + (ks — ko)on — C.6
R e (€0)
Im( ) Im (K )
- 3 Re(¥ ) . j 3 Ee (K )
o, n(¥)
Figura C.2: pdlos em k; para o primeiro grupo de regioes
e Regioes 2, 8, 11 e 12:
i€
1 ky =k — (ki —ky)on +
4 1 ( 4) 2 (kl o k4)+
1€
2 k, =k —
4 4on 2]{:2-
1€
3 ky =k —(ky —ky)on +
1€
4 ky =k, — (ki —ko)on + (ks — k2)on — C.7
R L (€7
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Im (K ) Im(k )

I 3 4 poyy I 4 ey

Regites 2,8ell Regiin 12

Figura C.3: pdlos em k; para o segundo grupo de regioes

e Regioes 4, 14, 17 ¢ 18:

1€
1 : k =k — k’l—k on+ ky —k on+7
R T
_ 1€
2 . k4 = k20n+(k4—k2)on—%
1€
3 ki=k —(ki—ki)on + ——————
4 (3 ( 4) 2(k1—k4)+
1€
4 0 ky =ky,, — —
4 4on 2]{2—

5 ¢ ki = — (ky— ko (C.8)
: 4 — vy f 4 )on 2(k‘f-l€4)+ .
Imi(K ) Imck )

3 _ _
Re(¥ ) Ee(k )
1 2 3 4 1 23 4 35
Regiio 4 Regifies 14, 17 e 12

Figura C.4: pdlos em k; para o terceiro grupo de regioes

Vemos que mais 6 regioes resultam em contribuicoes que se anulam, isto é 13,
15, 16, 14, 17, e 18 (ver quarta e segunda configurag ao das figuras, C.2 e C.4), e do

150



total inicial de 24, sobram apenas 10. Discutiremos mais tarde o caso das regioes
em que nao € possivel escolher um caminho com apenas um polo, por isso deixamos
estes caminhos sem indicac¢ao na primeira configuracao da Fig. C.2 (regices 1 e 7), e
a segunda configuracao da Fig. C.3 (regiao 12). Para as regides em que é possivel tal
escolha (conforme mostrado nas Figuras C.2, C.3 e C.4), os resultados da integragao

em k, , sao muito simples de serem obtidos.

e Regides 2, 8 e 11: Podemos observar da primeira configuracao da Fig. C.3 que

a escolha do pédlo 2 é a mais conveniente e nos conduz ao resultado (4.9),

ST S U] B
! 26 (ki — k2)+ ky (ki — k4)+ ki (ky — l€4)+ (ky — ]€2)+

X = L X

ki — (ki — k2)on — k%n} [’fz_ — (ki — ka)on — k4on]
1

X = X

kz_ — (kz - k2)on - k4on + <k4 - kQ)O”]
1

X — ) (C.9)

_kif — k?4on - (k?f - k4)on]

e Regiao 4: De forma semelhante, na primeira configuracao da Fig. C.4 a escolha

do pdlo 5 ¢é mais conveniente e conduzird ao resultado (4.10),

S0) = —i (ig)? / dg~F(q™) [kf,? — ki —2(ky — k4)on} y
! 26 (ki — ko)™ ks (ks — ka) " (kp = k)™ (ks — ko)™
1

X = X

»k; - k; + (kz - k2>on - (kf - k4)on - (k4 - kZ)on]
1

X — X

_kf - k%n - (kf - k4)on - (k4 - k2)on} [kf - k4on - (kf - k‘4)on}
1

S P— . (C.10)

ki — ki + (ki — ka)on — (ky — k4)on}

e Regides 9 e 10: Nestas regides a escolha do pélo 1 (ver terceira configuracao
da Fig. C.2) implicara o resultado (4.11)

S0y = i(z’g)2/ dq~F(q7) [k =k — 2(ki — ka)on] y
! 20 S (ki = ko) k3 (ki = k)" K (R — ka) " (k= ko)
1
X = X
by = (ki = k2)on — ko, | [k = (ki = Ka)on — K, |
1
X = X
kz_ - kQOn - (kz - k4)0n - (k4 - k?)an}
1
S e — . (C.11)
ki — Ky — (ki — ka)on + (k7 — Et)on)
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e Regiao 3: para esta regiao escolhemos o pdlo 3 (ver segunda configuracao da

Fig. C.2) o que nos fornece a expressao (4.12)

o ilig) dg™F(q7) [k7 — ki — 2(ks — K)o
) = Ty / (ki — ko) g (ki — k) I (ky — bea)* (ki — k)™
X ! X
(ki — (ki = ka)on — ko, | [k7 = ko — Uiy = Ka)on — (ks — k2)on]
1 (C.12)

[k; — ki + (ki — ka)on — (kf - k4)on} [k; — k4, — (kf - k4)on}

Para os termos com dois polos, a integracao pode ficar mais simples ou com-
plexa de acordo com a escolha do caminho. No caso das regides 1 e 7, escolher
simplesmente integrar pelo plano superior ou inferior nao é a melhor opcao. Vemos
que a combinagao dos pélos 3 com 2, para o caso das regides 1 e 7 (ver primeira
configuracao da Fig. C.2) ou a combinagao dos pdlos 3 com 4 para a regiao 12
(ver segunda configuracao da Fig. C.3) permitem-nos resolver este problema. Para

poder separar esses pélos usaremos o método das fracoes parciais,

1 1
(r—A)(r—B)(x—C)(z—D) - (A= B)(z—C)(x— D) X

Aemwm) ©

sendo que escolheremos os polos convenientemente, como mostrado a seguir.

e Regioes 1 e 7: Como acima se referiu, escolhemos A como o polo 3 e B como
o polo 2 ( ver primeira configuragao da Fig. C.2), e substituimos em (C.13).

Entao a expressao (C.3) fica

sy (ig)? (—2ri) / dq™F(q)dky (k7 +k; — 2ky) .
! 26(27)2 (ki — ko) T kg (ki — ko) ki (b — ko)™ (by — ko)™
X = L X
_kz_ - k2on - (kl - kQ)on:| |:k; - k4on - (kf - k4)0n:|
1
T — — i€ X
_k4 - kl + (kz - k4)on - 2(ki*k4)+:|
1
XF _ i€ X
_k4 — ko, — (ks — k2)on + 72(/@—1@)*}
X L - ! ] 7(C'14)
k; — k;' -+ (kf — k4)on - Q(k‘fl—ek4) ] |:k4 - k4‘m + ka



e de (C.14) localizamos os seguintes polos na primeira parcela da fragao parcial

1€
1 : k’_:k’_—kz_k on+
4 [ ( 4) 2 (kl - k4)+
2 ky =ko, + (ks — ko) e
: 4 — N2 4 2)on 2(k4 _ k2)+
3 . ky =k; —(kf —Fkg)on + e
. 4 — Ivf f 4 )on 2<kf—/{34)+
e da segunda parcela da fragao parcial obtemos
1€
1 : k’_:k’_—kz_k on+
4 7 ( 4) 2 (]CZ - k4)+
2 ky =ko, + (ks —ko)on — e
. 4 — N2,p 4 2)on 2(k’4 _ k‘2)+
1€
ok =ky — ——.
3 4 4on 2]{1—
Na Fig. C.5 ilustramos as configuragoes.
Im(k )
Imik )
_ L7 ey b Ry
2 2 3

Figura C.5: Configuragoes final das regioes 1 e 7

E facil ver de que a escolha do pdlo 2 e o pdlo 1 respectivamente para as parcelas

primeira e segunda sao as mais convenientes e produzem o seguinte resultado

_ i(ig)” dg F(q™)
S(ky) =
1) 20 / (ki = k)" ks (ki — ka) Tk (k= ka) ™ (ks — ko)™ :
X ! X
(67— by — (ki = k2)on] [K7 = kg — (ki — Ka)on|
. 1

[/f; — ko, — (ki — ka)on — (k4 — k2)on} )
y { [k; + ki — 2k, — 2(ky — k’z)on]
(k7 = Koy, = (kg = kidon — (ks = Ka)on
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(k5 — ki 4 20k — ka)on] }. (C.15)

+ —_—
(ki — (ki = ka)on — Fa |
Este resultado esta apresentado em (4.13)

e Regiao 12: Novamente nao é possivel obter um resultado direto com os polos
1 e4ou2e 3 (Ver segunda configuragao da Fig. C.3). Neste caso, novamente,
vamos usar a identidade (C.13), com A = 3 e B = 4. Deste modo a expressao
(C.4) fica

i (ig)? (2ri) / dq~F(q)dky (ky + ki — 2k7)
(ki — k2)

S(ky) =
( f) 26(27)2 + ]g;r (ki — k:4)+ k‘zr (k}f — k4)+ (kg — k2>+
X : 8
[k = ki — k2o — Koy ] [k = K5 — (ki — k)om + (kg — Fi)on + (ks — K)o
1
X , 1
[k’4_ — k:z_ + (kz - k4)0n - m} {kﬁl— - k40" + 22}:|
1
v +
[k‘; —ky + (ky — ka)on — M]
1
- _ ' (C.16)
|:k4 — k)l + (k‘z - k2>on - (k4 - kQ)‘m + 2(k4lfk2)+]

e os polos da primeira fracao parcial sao localizados em

1€
1 ¢ ky =k —(ki—ki)on+ —————
1€
2 ¢k =k, —
k4 k4on 2]{;;[
3 1k =k — (kg — aon - ——
: 4 = Ny f 4)on 2(l€f—k’4>+

enquanto dos polos da segunda fracao parcial sao localizados em

1€
1 s ky =k — (ki — kon + ——
4 (3 ( 4) 2 (kl o k4)+
1€
2 ki =k —
4 4on 2k2—
3 1k =k — (ki — ka)on 4+ (ka — kn)ow — ——
. 4 — hy 7 2)on 4 2)on 2<k4—k2)+
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Im(k )

Im(

4
Re(x 1 _ Ee(k )

Figura C.6: Configuragao final da regiao 12

Estes pdlos sao ilustradas na Fig. C.6.

Finalmente a escolha do pélo 1 e o pdlo 2 produzem o seguinte resultado

5oy _ —ilig)” dg"F(q")
Sthy) = % / (ki — ko) " kg (ky — ka) T ki (ki — ka)™ (kg — ko)™ *
1
"k = (ks — Rodon — ko] b — (ki — Radon — ]
1

X

X
[kz_ — ]{3; — (l{iz — k?g)on + (kf - k4)on + (k4 - kQ)On}

ki — ki — 2(ki — k1)on
X
(ki =k = (ki = Ea)on + (kg — ka)on

ky +k; —2k
—— r £ h = S, . (C.17)
(7 = (ki = )on — ki, + (ks = K)on]

Este resultado é o mesmo que o resultado (4.14)

C.2 Para Ordem O(g*) com Fonte

Os célculos para ordem O(g?) sdao semelhantes aos da ordem O(g?), porém, vamos
a mostrar em detalhe os procedimento para se obter os resultados apresentado no
capitulo 4. O propagador a ordem O(g*), na representacio dos momentos, ¢ dada
por (4.19),

sy lig) / o / dky dk; dkg
S(kr) = 29 (27)° () (kF — k) b (k5 — k) B (65 — k) kg (kf — k) :
(ki + Ky — 2kg]
X X
CRSICETY
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1 1

" __ — X
X = ! 1T : 1>
_k{ — ki — (ki — ka)on + ﬁ _k4— — aon + %
X = ! 1T : 1>
i =k = (k= he)on + 57| |Ko — hoon + 55|
1
o X
/ff — kg — (kr = ke)on + 2(1#7:%*)
X — ! : ‘
ki = k5 = (k= Radon + sy | (K6 = T — (b = bdow + 55y

Para continuarmos os calculos, devemos escolher regioes de integracao que rela-
cionem esses momentos. Neste caso teremos 120 possibilidades ou regides que serao

analizadas, como mostramos nas tabelas seguintes:
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<k <kf |31)0<ki <ki <kj<ki<kf

1

<k <kf|32)0<ki <ky <kj<ki <k

7

<k <kf|33)0<ky <kj<ki<ki<kS

7

7

<k <kj|34)0<kj <ky <ki <ki<kS

<k <kj|350<ki <kj<ky <ki <k

7

<k <k} |36)0 <kf <ki <ky <ki <k

7

"< ki <kP|37)0 <ky <ki <kf<kf<ki

7

" <ki <ki|38)0<ky <ky <kf<kf<ki

7

<kg <k |39)0<ki <kj<ki<ki<kf

2

< kg <k |40)0 <k} <ky <k§ <ki <k
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Integracao em ks,

O procedimento é analogo ao que ja fizemos anteriormente. Precisamos localizar
os polos no plano complexo em k~, analisar as diferentes configuragoes possiveis
e escolher o caminho de integracao mais conveniente de modo que a integragao
seja a mais simples possivel. Assim, comegando com a integracao em k; temos da

expressao (4.19) os seguintes polos

1€

2 ( 2>on Q(kf—k;')
1€
2 ko, =k - —
2 201N 2]{;

3 ¢ kg =y — (ks — o)y +

. 2 — g — (M = M2)on
2 (ki — k)

Cada um dos poélos pode estar localizado na metade inferior ou superior do plano
complexo em k~, dependendo dos valores de k3, kj e k. A seguir mostramos as

configuragoes formada em cada grupo de regioes.

e [) Primeiro grupo de regices: 1, 3, 4, 7, 9, 13, 14, 15, 25, 27, 28, 31, 33, 34,
37, 38, 39, 40, 41, 42, 49, 51, 55, 57, 58, 61, 63, 64, 73, 74, 79, 80, 81, 82, 83,
84, 85, 87, 88.

Im(¥ )

Ee(i )

Figura C.7: Primeiro grupo de regioes
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e II) Segundo grupo de regides: 2, 5, 6, 8, 26, 29, 30, 32, 35, 36, 43, 44, 45, 46,
47, 48, 50, 56, 59, 60, 75.

ImiK

Re(f )

Figura C.8: Segundo grupo de regioes

e III) Terceiro grupo de regices: 10, 16, 17, 18, 52, 62, 65, 66, 76, 77, 78, 86, 89,
90, 91, 92, 93, 94, 95, 96.

Im(k )

Re(k 1

Figura C.9: Terceiro grupo de regioes

e 1V) Quarto grupo de regices: 11, 12, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 53, 54, 67, 68, 69,
70, 71, 72, 97, 98, 99, 100, 101, 102, 103, 104, 105, 106, 107, 108, 109, 110,
111, 112, 113, 114, 115, 116, 117, 118, 119, 120.
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Ik )

Ee(t )

Figura C.10: Quarto grupo de regioes

Como podemos ver, neste quarto grupo, quarenta regides tem contribuicoes que
se anulam (ver Fig. C.10), e do total inicial de 120, sobram apenas 80 para continuar
analisando. O passo seguinte serd escolher o caminho que torna facil a integracao.

Entao comecamos a integragao em k; , de acordo com a Figuras C.7, C.8 e C.9.

e [) Para o primeiro grupo de regides, o pdlo escolhido é o pdlo 2 (ver Fig. C.7
). usando a férmula integral de Cauchy a equagao (4.19) fica:

N\ ilig) o dkydkg [k; + k} — 2k |
(k) = 29 (27)° /dq Fr) / (kF — k) b (kT — k) kT (65 — k) kg (kf — k) :

1 1
x X
(ki —k3) (kg = k) [k = kaon — (ki — k2)op]
1 1
X — 4 — X
7 =k + (ki = kadon — 557y | |7 — kaon + 75
. 1 | 1 .
ki — kaon — (ks — k2)op + Q(kfik;)} {k&i— — kg + (ke — ka)on — m
1 1
X — : — X
ke — ki + (ki —ke)opn — 2<k,+zikgr)} |:k6_ — kgon + 22}}
X — ! : : (C.18)
k‘ﬁ_ — k?; + (k?f — k6)on - Q(k}-zikg->:|

e II) Para o segundo grupo de regides o pélo escolhido é pdlo 1 (ver Fig. C.8).
Assim, a integral (4.19) torna-se
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i (ig) - dkydkg [k + k} — 2k |
29 (21r)? /dq Fo) / (k= k) b (k" = k) k(BT — k) ke (kf = k) .

1 1
% X
(ki —k3) (kg = k) [k = kaon — (ki — k2)op]
1 1
X = ‘ — X
ky — ki 4 (ki — ka)on — 2<k+ziki>} {k; — kson + %
1
X = - X
_k4_ — ki + (ki — k) — (ks — k2)op + Q(kfik;)
1
X = : X
]{?Z — k‘g + (1{36 - k4>on - 2(k£iki)
X 1 1 X
kg - k; + (kz - k6)0n - Q(k;riskér):| |:k6 - kGOIl + 227}
X = L : : (C.19)

e III) Para o terceiro grupo de regides o pdlo escolhido é o pélo 3 (ver Fig. C.9).

Assim, o uso da férmula integral de Cauchy, na equagao (4.19), nos fornece

S(k) =

~i(ig) / - / dkydks |k + k7 — 2k |
29 (27)? A F(0) (kF — k) b (k5 — k) kE (65 = k) kg (kf — k) *

X + 1 + + 1 ‘ .
(k4 — ks ) (kﬁ - k4) {k; — ki + (ki — ko) — (ks — k2)on - Q(kJrZik;)]
1
X = — X
I . .
X = 4 — X
5 = k4 (ki = adon = 55y | |5 — kaon + 25
1 1
X = 4 — X
ks — ki + (ki —ke)on — 2@&@)} {ke_ — keon + 22}}
1 1
= A : .(C.20)
ki — kg + (ke — k’4)on - z(kﬁfikz)} {kfi_ - k; + (ks — kG)on o z(kfik;;)
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Integracao em £k,

Do mesmo modo como no caso acima, agora vamos integrar em k, . Aqui também é
bastante trabalhosa, em algums caso, devido ao grande nimero de pélos. A seguir

vamos localizar os polos e ilustramos suas configuragoes.

e I) Da expressao (C.18), localizamos os pdlos, para o primeiro grupo de regides:

1€
1 2 ky =k —(ki—k T
4 ( 4>on 2(/fi+—kir)
1€
2 k= - —
ky kson 2]{2
_ 1€
3 . k4 :k20n+(k4—k2)on—2<k+ k+>
4 — Rg
4ok =y — (kg — ka)gy + ——
- hy = hg = k6 = M)on
2 (k§ — ki)

Observe, que estamos novamente etiquetando com I), para indicar que estamos
trabalhando com primeiro grupo, para o segundo sera II) e para o terceiro grupo
serd I1I).

De modo semelhante como acima, cada um dos pdlos pode estar localizado na
metade inferior ou superior do plano complexo em k~, dependendo dos valores de
ki, ki, k&, k7. Veremos que os grupos serao novamente divididos em novos grupos
de regioes. No caso do primeiro grupo de regioes, eles vao ser divididos em quatro
grupos. A localizacao destes polos estd ilustradas nas figuras C.11, C.12, C.13 e

C.14. A seguir mostramos as configuracoes desses novos grupos de regioes.
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o 1.1) Regides: 1, 7, 25, 31, 33, 34, 49, 55, 57, 58.

Imik )

Figura C.11: Configuracao de polos das regioes 1, 7, 25, 31, 33, 34, 49, 55, 57, 58

e 1.2) Regides 3, 4, 27, 28, 37, 38, 39, 40, 41.

Im(K 1

Ee(i )

Figura C.12: Configuracao de polos das regioes 3, 4, 27, 28, 37, 38, 39, 40, 41

164



e 1.3) Regioes: 9, 51, 61, 63, 64.

Im(k )

Figura C.13: Configuracao de polos das regioces 9, 51, 61, 63, 64

e 1.4) Regioes: 13, 14, 15, 73, 74, 79, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 87, 88.

ImK 1

Rert )

123 4

Figura C.14: Configuragao de polos das regioes 13, 14, 15, 73, 74, 79, 80, 81, 82, 83,
84, 85, 87, 88
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Como podemos ver, neste grupo, catorze regioes sao canceladas (ver Fig. C.14),

ficando s6 66 regioes.

e II) Do mesmo modo como acima, da expressao (C.19) localizamos os pdlos

para o segundo grupo de regioes.

1€
1 @ ky =k —(ki—k .
4 ( 4)011 Q(kf—kj)
1€
2 . k= —
_ _ 1€
3 ¢ ky =k —(/ci—/lc2)+(/~c4—/~c2)0n—Q(k+ k+)
4 — Ra
4 ky =ky — (ke — ks) P
: 4 6 6 4)on 2(]6;_]{2)

De forma semelhante ao primeiro grupo, neste grupo também vao ser divididos
em outros trés grupos. Para este segundo grupo de regioes, a localizagao destes pélos
estd ilustradas nas figuras C.15, C.16 e C.17. Abaixo mostramos as configuragoes

desses novos grupos de regioes.

e I1.1) Regioes: 2, 5, 8, 26, 29, 32, 35, 36, 43, 45, 46, 50, 56, 59, 60.

Figura C.15: Configuragao de pélos das regioes 2, 5, 8, 26, 29, 32, 35, 36, 43, 45, 46,
50, 56, 59, 60
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e 11.2) Regioes: 6, 30, 44, 47, 48.

Imik )

Figura C.16: Configuracao de polos das regioes 6, 30, 44, 47, 48

e I11.3) Regiao: 75

ImK 1

Rert )

123 4

Figura C.17: Configuracao de polo da regiao 75

Vemos aqui, mais uma regiao se anulam (ver Fig. C.17) ficando s6 65 regides.

e III) Agora, da expressao (C.20), localizamos os pélos para o terceiro grupos

de regioes:

1€
1o ky =k —(ki—ke)+ (ks —ko)op + —F——~
4 ( 2) (4 2)0n 2(1@?—1{:3)
_ 1€
2 . ]{34 :l{?gon—i‘(k@—k}g)on—i
2k
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1€

3t ky =k —(ki—k e
4 ( 4)on Q(kj—kif)
1€
4 : k; =k -
4 401 2
5 ¢ k= ke — (kg — k) + —— O
. 4 — hg — 6 — M)on 7. N
2 (ki — ki)

De maneira semelhante, também aqui, cada um dos pélos pode estar localizado
na metade inferior ou superior do plano complexo em k£~, que dependera dos valores,
ki, ki, k§ e k. Veremos que os grupos, também aqui, serdo divididos em dois
outros grupos. A localizacao destes pdlos estao ilustradas nas figuras C.18 e C.19.

Abaixo mostramos as configuragoes desses novos grupos de regioes.

e II1.1) Regioes: 10, 52, 62, 65, 66.

Im(K 1

Ee(i )

123 4

Figura C.18: Configuracao de polos das regices 10, 52, 62, 65, 66
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e 1I1.2) Regides: 16, 17, 18, 76, 77, 78, 86, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96.

Im(k )

Ee(t )
123435

Figura C.19: Configuracao de pdlos das regioes 16, 17, 18, 76, 77, 78, 86, 89, 90, 91,
92, 93, 94, 95, 96

Como se pode ver, mais quinze regioes resultam em contribuicoes que se anulam
(ver Fig. C.19), ou seja temos 50 regides que ainda sobrevivem.

O passo seguinte sera escolher o caminho de integracao de acordo com as confi-
guragoes dada pelas figuras C.11, C.12, C.13, C.14, C.15, C.16, C.17, C.18 e C.19.

A seguir vamos dar os resultados das integragoes em kj .
Para o grupo de regioes composto por I

e Para o conjunto de regides composto por (I.1), vemos, que nesta regiao nao
podemos escolher diretamente um caminho de integracao, devido a presenca
de dois pdlos em cada hemisfério (ver Fig. C.11). Assim, para poder resolver
este problema vamos a desmembrar a integral (C.18) com ajuda da técnica

das fragoes parciais (C.13),

1 1
(r—A)(r—B)(x—C)(z—D) - (A—B)(x—C’)(ac—D)><
1 1

(x—A) (z-DB)|’

X

Para esta finalidade, escolhemos A, como o pélo 1 e B como o pélo 2 (ver Fig.

C.11), ou seja

A = ki__(ki_k4)on
B — ]f40n.
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Assim, usando frages parciais, a integral (C.18) é expressa de outra forma equi-

valente:

dkydkg [k; + k} — 2k |

S\ i(ig) _ _
() = g [P (@) [ (i — k) ks (ki — kYo (6 — ) (K — 1)

1 1
v X
(kj — k;) (kér — k;f) {k{ — koon — (ki — k2)on}
1 1
X .
ki — kaon — (ki — k4)on} [k; — kaon — (ks — k2)op + Q(kfik;)}
1
X = A X
k’4_ — k6_ + (k’ﬁ - k’4)on - 2(kg-lik2-)}
X ! !
ke — ki + (ki — k6)on — M} |:k6_ — kgon + ;,fg}
1
X = : X
1 1
y _

)

b = k7 + (= ko — 5y | K — kuon + 5%

e desta nova expressao (C.21), localizamos os seguintes pélos da primeira fracao

parcial

1€
1 : k; = kgon —|— (k4 — k’g)on — W
4 — Rg
2 k*—k*—(k —k) +i—g
: 4 6 6 4/on 9 </<:ér _ ]@f)
3 k*—k*—(k-—k) +i—6
: 4 i i 4/on 9 (/{;j _ ki)
e da segunda fragao parcial de (C.21) obtemos
_ 1€
1 . k4 = kQOn + (k4 — kz)on — m
4 — Rg
2 /{:_—k:_—(k: —k) +i—5
: 4 6 6 4/on 9 (kz{f B k;f)
1€
ok =k - —
3 4 401 2]{;2_7
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onde, como antes, cada um dos pdlos pode estar localizado na metade inferior
ou superior do plano complexo em k~, que dependendo dos valores de k3, ki, ki e
k;t. Esses polos estdo ilustrados na Fig. C.20

ImiE )

Im(¥ )

2 z -
- ! Re(k ) _ Be(k )

Figura C.20: Desmembrando as regioes 1, 7, 25, 31, 33, 34, 49, 55, 57, e 58

Vemos da Fig. C.20 que agora fica facil escolher o caminho de integracao. Esco-
lhendo o pdlo 1 que estd na metade inferior do plano inferior (figura esquerda) e o

pélo 2 que estd na metade superior do plano (figura direita) a equagao (C.21) fica

S(ky) =S (k) + S (k7 ), (C.22)
onde
o dky [ki + k7 — 2k; | y
$07) = g /()] (ki =t ) b (= e e (k" = k) ks (k7 — k)
1

i

1
X X
(ki —k$) (kg = k) [k = kaon — (ki — k2)op]
1 1
X — )
ki — kaon — (ki — k4)0n} [kﬁ_ — Faon — (ks — k2)on — (Ko — Ka)on + 2(k;;ik4+)}
1
X —— X
ki — koon — (ks — k2)op — (ki — k4)on}
1 1
X = : )
kg —k; + (]{?Z - k‘@)on - M} |:k(; — keon + 2;:2—}
1
. — (C.23)
kg — Ky + (kg — Ko )on — Q(kfikg)]

o dkg [ki + k7 — 2k; | y
S(5) = g rl)] (k= ket ) oot (k= e e (k" = k) (k7 — k)

7
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1 1

X X
(kj - k;) (kg - kz) [k; — kaon — (ki — k:z)on]
1 1
X — 4
_ki — kaon — (k; — k4)0n} [k6 — koon — (ks — k2)on — (ke — ka)op + 2(k£ik;)
1
X = — X
/fg - k40n - (kG - k4)0n + %
) 1 1
X .
]{56_ — kz_ + (kz - kﬁ)on - 2(k+zsk+):| |:]€6_ - k?GOH + 2%kt
1
% = ' . (C.24)
kg — /{J; + (]Cf — k6>0n - 2(kj[l€k:{)]

e Para o conjunto de regides composto por (I1.2), escolhemos o pdlo 1 (ver Fig.
C.12). Aplicando a férmula de integral de Cauchy, na Eq. (C.18), obtemos:

et dks [k +ky —2k; |
5@0‘—wuﬂ/@F@)/@rmnﬁ@ﬁwﬂw@rww%@wwwx
1

1 1
X X
(ki = k$) (kg = k§) [k = kaon — (ki — ka)on| [k = Kaon — (ki = ka)on]
X - ! X
ki = (ki = ka)on — kaon — (ks — k2)op]
1 1
X = ‘ X
kg — ki + (ki — k)on — z(k.fw)} {kﬁ_ — Koon + 5,7
1
X =
kﬁ_ - ki_ + (kz - k4)0n - (kﬁ k4)on + 2(k+w ki)}
1
X = : : (C.25)
_kG - kf + (kf - kﬁ)on - 2(k}ﬁkéf):|

e Para o conjunto de regides composto por (1.3), o pélo escolhido é o pélo 4 (ver
Fig. C.13), entao (C.18) fica

o - dkg [k; +k; — 2k |
(k) = w@m/@F@)/@rww@@rwww@ﬁwwﬁ@%wwx
1 1

- (kjf — k;’) (k;{ — k;f) [ki_ — kaon — (ki — k2)on}

X
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X = X
ks — ki + (ki = ka)on — (k¢ — ka)on — Q(kf:ik;"‘)]
1
X = — X
kﬁ_ — (kfﬁ - k4)0n - k40n + %
i . .
X = X
ks — ki + (ki = ke)on — (lﬁkz*)} [kﬁ — Foon + 5%
1
X = : X
kg — (ke — ka)opn — K2on — (ks — k2)op + Q(kfik;)}
1
- A _ (C.26)
_ke —ky + (ks — ke)on — z(k}:ik;r)}

e Para o conjunto de regides composto por (1.4), vemos que nao ha contribucao

para a integral em k; (ver Fig. C.14), sendo nulo.

Para o grupo de regioes composto por II

e Para o conjunto de regides composto por (II.1), o pdlo escolhido é o pdlo
2, ou seja, o caminho do circuito passa por baixo no hemisfério inferior da
configuracao mostrada na Fig. C.15. Assim logo pelo teorema de residuo a

expressao (C.19) fica:

dkg [k; + kj — 2k |
/ (k= k) b (k= k) k(BT — k) ke (kf = k) -

S (k) =

1

y X

(ki —k3) (kg = k) [k = kaon — (ki — k2)op]

1

X X

[kf — kyon — (ki — k4)on}

1 1

X = X

kg — k; -+ (kl — k6)0n — 2(/€+k+):| |:k6 - k6OIl +

1

X = X

_/Ci_ — kyon — (ki — k2)on + (ks — k2)on}

1

x X

ke — (ke — k:4)0 — kgon + (k+ 59
1

by = k5 + (b = Ke)on = 5755

F %6

(C.27)
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e Para o conjunto de regides composto por (I1.2), vemos novamente, nao pode-
mos escolher diretamente um caminho de integracao, uma vez que temos dois
pélos em cada hemisfério do plano complexo (ver Fig. C.16). Assim, nova-
mente usaremos a técnica das fragoes parciais (C.13). Desta maneira, da Fig.

C.14, escolhemos A, como o pélo 1 e B como o pélo 2, ou seja

A = kz‘__(ki_k4)on
B = kon.

Assim a integral (C.19) é expressa de outra forma equivalente:

dkydks |k +k} — 2k |

~ i(ig) / _ -
S(ky) = dq~ F (q / x
(7) 29 (217)?2 (") (K — k) ks (k= ki) kE (67— k) b (K — &)
X ! ! X
(ki —k3) (kg = k) [k = kaon — (ki — k2)o]
" 1
_ki_ — kson — (ki — k4)on}
X ! ! X
kﬁ_ — k'z_ + (kl — kf@)on <k+k+>:| |:k6 - kGOn + :|
1
X —=
_k4_ —k; + (ki — k‘Q)on — (ks — k2)on + Q(]CZ‘Z;;‘)}
1
X = : X
k4_ — /{?6_ + (k6 - k4)on - Q(kg'zikz)}
1
X = : X
ko =y (ky = Ko)on ~ 507 5y
1 1
X , (C.28)

ky — ki + (ki = ka)on — M] [l‘% — kaon + 2k+

Da expressao (C.28), localizamos os seguintes pélos para a parte da primeira

fragao parcial



1€

2 (k" = k)

7

3 ¢ ky =k —(ki—kaop+

7

e da segunda parte da fracao parcial

_ _ 1€
Lok =k _(ki_k2)on+(k4_k2>on_2<k+ k:+)
4 T R
2 ¢ ki =k — (ks — ka)gy + —
- g =g — (6 T Md)on
2 (kg — ki)
1€
Dk =k —
3 4 40n+2k1

onde, cada um dos pélos pode estar localizado na metade inferior ou superior do
plano complexo em k™, dependendo dos valores de k5, k', k¢ e k. Em seguida, os

polos estao localizados conforme ilustrado na Fig. C.21
Im(¥ )

Im(% )

- ! Re(k ) _ Re(K )

Figura C.21: Desmembrando as regioes 6, 30, 44, 47 e 48

Vemos da Fig. C.21 que agora podemos escolher o caminho de integragao de uma
maneira mais simples. Escolhendo o pdlo 2 que esta na metade do plano complexo

(figura esquerda) e o pdlo 1 que esta na metade do plano complexo (figura direita)

a equagao (C.28) fica:

S (ky) =S (k) + S (ky ), (C.29)

onde

o (i) o dkg k7 +k; — 2k |
$097) = gom /aF)] (= k) b (= o) b (R = ) g (k)
1 1
- (k;f - k;) (k:{ — k}f) [/@-_ — kaon — (ki — k2)on}

X
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{k; — (ki = k2)on + (ks — k2)on — /{:4011} |

e Para a regido de (IL.3), isto é regiao 75, Fig. C.17, nao ha contribugdo. Sendo

nula.
Para o grupo de regioes composto por III

e Para o conjunto de regides composto por (II1.1), o pélo escolhido é o pdlo 5.
Isto é, o caminho que fecha o contorno por cima da configuragao mostrada na
Fig. C.18. Assim, ao aplicar a férmula integral de Cauchy, a expressao (C.20)

fica:
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X = X
ke — ki + (ki — ke)on — 2(1&2E kg)} {kﬁ — Foon + ;’:ér}
1
X —=
ki — (ki — ka)op — k40n}
1
X = , X
ke — ki — (ke — k4)on + (ki k2)on — (ks — k2>on T o
2(kf —ky )
1
X = : X
kﬁ - k; + (kf - kﬁ)on - Q(k}’likg)
1
y ’ 7 (C.30)
ke — ki — (ks — ka)on + (ki — k1) on Q(k;ikz)]
o (ig)? o dkg [k;+k;—2k€]
SQ(kf)__Q qu(q) + (1t _ ) et + T
29 (27) (k= k) b (k5 — k) kE (65 — k) kg (kf — k)
X 1 1 X
(k;f — k;) (k:{ — k}f) [/@-_ — koon — (ki — k2)on}
1 1
X : — X
{kﬁ_ — k‘i_ + (kz - kG)On - Q(k;ikgr)} {kﬁ_ — kgon + 2:}}
1
X
|:k'; — (kz - k4)on - k40ni|
1
X : X
/{;g — /{Z; — (kﬁ — k4)0n + (k?z - k2)on - (k4 - k2>on + %
2(kg —ky )
1
X : X
kg — k; + (/i)f — kG)On - Q(kfs—kg)
1
X (C.31)



o i) - dkg [ki + Ky — 2kg]|
S(ky) = 29 (27) /dq F(q )/ (ki — k3 )k (k5 — k) kY (K — k) k¢ (kf — k) :
1

)

“d =) (k- k)

X = L : X

]{?6_ - kz_ - (kﬁ - k4)on - (k?4 - kQ)OD + (kz - k2)on - Q(kfzik;r)

1

X = : X

ke — (kb‘ - k4)0n - (k4 - k2)0n — kzon + %

1

X = : X

ko = ki — (ke = ka)on + (ki — ka)on — 2(kz?“zik2')]

1

X = : X

L . )
X — 4 — X

by = ki =+ (ki = ka)on = 57577 | |45 — hoon + 75

1

W — : . (C.32)

_kG - kf + (kf — kﬁ)on - Q(k}_l—kjg_):|

e Para as regides de (II1.2) vemos, novamente, que nao ha contribucao (ver Fig.

C.19), o que implica que é nula
Integracao em kg
Para o grupo de regioes composto por I

Agora, como ultimo passo, vamos integrar em kg . Aqui também é trabalhoso,
devido ao grande nimero de podlos. A seguir vamos localizar os pélos e ilustramos

suas configuragoes.

e 1.1) Da integral (C.22), que é a soma de (C.23) e (C.24), localizamos os se-

guintes polos da primeira fragao parcial

B 1€
L : kg = koon + (ks — k2)opn + (k6 — ka)on — m
1€

*—ké)

2 kg:k;—(ki—k6)0n+2(k
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1€

o kg = keon — =
3 6 60N o
1€
4 1 kg =k —(ky —ke)op + ———— (C.33)
M2 (kf - k)
e da segunda fragao parcial
_ 1€
1 : ]{76 = /{72011 + (k’4 — k’z)on + (/{36 — /{34)0n - —2 (k;+ ]{;"‘)
4 — Ra
_ 1€
2 1 kg = kson + (ke — Kka)on — BYh
4
1€
3 ¢ kg =k — (ki —F +
6 ( 6)on 9 (k’j’ B ké”)
1€
4 : kg =keon — =
6 6011 2]4?3—
1€
5 1 kg =k; — (kf —ke)op + —F—— (C.34)
M2 (kf - k)

Note-se, que (C.33) e (C.34), foram obtida de (C.23) e (C.24), respectivamente.
Agora, dependendo dos valores de ky, ki, kg, ki e k}, esses pélos ficardo na
metade inferior ou superior do plano complexo em k~. Veremos, aqui também,
que os grupos serao novamente divididos em novos grupos de regioes. No caso das
regides composta por (I.1), eles vao ser divididos em mais quatro grupos. A seguir

mostramos as configuracoes conforme mostradas nas figura C.22, C.23, C.24 e C.25.

e 1.1.1) Regioes: 1, 25.

Im(K ) Im(k)

Figura C.22: Configuracao de polos das regices 1 e 25
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e 1.1.2) Regido: 7.

Im(k )

- Ee(y )

+

Figura C.23: Configuracao de polo da regiao 7

e 1.1.3) Regioes 31, 33, 34.

Im(K 1

- Be(i)

+

Imik )
5 -
Ee(1 )
123 4
Im(x
3 Ee(17 )
12 435

Figura C.24: Configuracao de polos das regioes 31, 33 e 34
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e 1.1.4) Regioes 49, 55, 57, 58.

Im(K ) Im (K )

Re(¥ ) Re( )
12 3 4 12345

Figura C.25: Configuracao de polos das regioes 49, 55, 57 e 58

Como podemos ver a partir da Fig. C.25, mais quatro regioes apresentam con-

tribuicoes nulas, ou seja, ainda sobram 46 regioes.

e 1.2) Por outro lado, de (C.25) localizamos os seguintes pdlos

1€
1 0 kg =k —(ki—k 4+ —
6 ( 6)on 2(1{,‘;—@)
1€
2 k. =k - —
6 6011 2]{:3_
B _ 1€
3 ¢ kg = ki — (ki —ka)op + (k6 — ka)op — 2<k+ k:+)
6 — R4
4 : kg =k — (ky—ke) +i—€
: 6 f f 6/on 2(/{?—1{:3)

Neste grupo regioes serao divididos em mais dois grupos. Abaixo mostramos as

configuragoes conforme mostradas nas figuras C.26 e C.27.
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e 1.2.1) Regioes 3, 4, 27, 28, 37, 38, 41.

Figura C.26: Configuracao de polos das regioes 3, 4, 27, 28, 37, 38 e 41

e 1.2.2) Regioes 39, 40, 42.

ImK 1

Figura C.27: Configuracao de polos das regices 39, 40 e 42

e [.3) Da mesma maneira, de (C.26), localizamos os seguintes polos

1€
1t kg =k —(ki—ko)op + (ks —ka)op + —F———
6 ( 4)011 (6 4)on 2(k;r—k4+)
_ 1€
2 kﬁ :(/{6—]{4)0n+k40n—2k7+
4.
1€
3 0 kg =k —(ki—keg)op+ —F——
6 ( 6)011 2(/@*—/{:5{)
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1€

4 kg = keon — ==
1€
5 ¢ kg = (ke — ka)op + koon + (ks — k2)op — — 7
2 (kf — k)
6 : kg =k; — (kf—ke) +i—€
- Mg f ! 6/on 9 (k’}_ . k;)

Neste grupo regioes serao divididos em mais dois grupos. Abaixo mostramos as

configuragoes conforme mostradas nas figuras C.28 e C.29.

e 1.3.1) Regiao 9.

Ik )

Re(x )

123 45

Figura C.28: Configuracao de pélo da regiao 9

e 1.3.2) Regioes 51, 61, 63, 64.

Imy

Eer )
123454

Figura C.29: Configuracao de pdlos das regioes 51, 61, 63 e 64

Note-se que no grupo composto por [.3.2, mais quatro regioes apresentam con-

tribui¢oes nulas (ver Fig. C.28). Ficamos agora com 42 regides restantes.
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Para o grupo de regioes composto por 11

e II.1) Da integral (C.27), localizamos os seguintes p6los

1€
1 kg =k —(ki—k +
6 ( 6)on 2(1@*—1@;)
_ 1€
2 . kGZkGOn_%
3 0 ko= (ke — ka)gp + Kk e
: 6 — 6 — M)on on — 7 N\
2 (k§ — ki)
4 k;_—k:_—(k —k) +i—€
: 6 f ! 6/on 2(]{7}_—]{53—)

Neste grupo, novamente serao divididos em mais quatro grupos. Em seguida

mostramos as configuracoes conforme mostradas nas figuras C.30, C.31, C.32 e C.33

e II.1.1) Regides: 2, 5, 26, 29, 43.

ImiK

Figura C.30: Configuracao de pdlos das regioes 2, 5, 26, 29 e 43
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e 11.1.2) Regido: 8.

Im(k )

Figura C.31: Configuracao de polo da regiao 8

e 11.1.3) Regioes: 32, 35, 36, 45, 46.

Im(K 1

Ee(i )

Figura C.32: Configuracao de polos das regices 32, 35, 36, 45 e 46
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e 11.1.4) Regides: 50, 56, 59, 60.

ImiK

Ee(t7 )

123 4

Figura C.33: Configuracao de pdlos das regioes 50, 56, 59 e 60

No grupo composto por II.1.4, mais quatro regioes apresentam contribuicoes

nulas. Ficamos agora com 38 regioes remanescentes.

e 11.2) Agora de (C.29) que é a soma de (C.30) e (C.31), localizamos os seguintes

polos da primeira fragao parcial

1€
1 kg =k —(ki—k 4
6 ( 6)0n 9 (l{:f _ k:é")
_ 1€
2 . kG = kGOIl — ﬁ |
1€
3 1 kg =k + (ke — k4)0n — (ki — k2)0n + (ks — k2>on -
1€
4 ki =k —(kfr—k + —
6 f (f 6)on Q(k}"—kg_)
_ _ 1€
5 . ]{76 = /{31 + (k?ﬁ — k?4)0n — (k)z — k4)0n -+ m
i T Ry
e da segunda fracao parcial
1€
6 ( 6)011 9 (k;“ _ k;g)
- 1€
2 k6 == k@on - % |
1€
3 1 kg =k + (ke — k4)0n — (ki — k2)0n + (kg — k2)on - 9 (
Lok =k — (B — kg 4 S
Pokg =Ry — (ky— Ko P EE——
M2 (kf - k)
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2 (k= k)

(C.35)

k§ — k)

(C.36)



onde (C.35) e (C.36) foram obtidas de (C.30) e (C.31), respectivamente. Neste
grupo os polos sao também divididos em mais dois grupos. A seguir ilustramos as

configuragoes nas figuras C.34 e C.35

e I1.2.1) Regides: 6, 30, 44, 47.

Im(¥ ) Im(K )

i, 1343 Regy) L 3 4 Regy)

Figura C.34: Configuracao de pdlos das regioes 6, 30, 44 e 47

e 11.2.2) Regido: 48.

Imi ) Im(k )

i 13 5 meqrs

Figura C.35: Configuracao de polo da regiao 48

Para o grupo de regioes composto por III

e III.1) Da integral (C.32), localizamos os seguintes pélos
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i — N
1€
2 kg:<k6_k4)0n+(k4_k2>0n+k20n_2k7+
2
1€
3 ¢ ki =k + (ke —ka)opy — (ki — ka)opy + —————
6 (6 4>on ( 4)on 2(/€¢+—k1)
_ 1€
4 : k6 :k4011+(k6_k4>0n_7+
2k
1€
5 0 ki =k — (ki —k¢)op +
6 ( 6)011 2(1{{"—/@;)
_ 1€
6 . k6 :k60n—%
T ke =k — (b — k) +
: 6 f ! 6/on 2(]{?_]{:;)

A seguir mostramos as configuracoes conforme mostradas nas figuras abaixo

e II1.1.1) Regiao: 10

Imik 1

7 Ee(17 )

123454

Figura C.36: Configuracao de polo da regiao 10
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o 111.1.2) Regides: 52, 62, 65, 66.

Imik )

Ee(k
12345687

Figura C.37: Configuracao de polos das regioes 52, 62, 65 e 66

Note-se que nesta regiao os polos também foram dividida em mais dois grupos.
Além disso, no grupo composto por III.1.2, mais quatro regides apresentam contri-
buigoes nulas (ver Fig. C.37). Desta forma, finalmente sobram 34 regides. O passo
final sera escolher o caminho de integracao de acordo com as configuragoes mostrada

acima. Finalmente damos os resultados das integracoes em kg

Para o grupo de regioes composto por I

e Regiodes 1, 25 : Para o conjunto de regides composto por (I.1.1), vemos, que
nesta regiao nao podemos escolher diretamente um caminho de integracao mais
facil, uma vez que apresenta dois pdlos em cada hemisfério (ver Fig. C.22).
Como antes, para poder resolver este dilema vamos a desmembrar a integral
(C.22), que ¢ a soma de (C.23) e (C.24), com ajuda da tecnica das fragoes
parciais. Vemos que a Fig. (C.22, tem soma de dois configuracoes, uma de
4 pélos e outra de 5 polos, respectivamente. Para a configuracoes de 4 polos

usaremos (C.13),

1 1
(r—A)(z—-B)(z—C)(x—D)  (A-B)(x—C)(z— D)

e para o caso de 5 polos usamos a expressao abaixo
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1 1
-AN@-B) z—-C)(z-D)z—E) _ (A-B)(C-D)(z—E) "
1 1

x{@—Aﬂx—cy_@—Aﬂx—Dﬁ‘

1 1 ~
m—BMx—0>*@—BMx—5%“

Agora, do lado esquerdo da Fig. C.22, escolhemos A como o pélo 2 e B como o

polo 1, para a figura da esquerda, isto é:

A = ki = (ki —ke)on

(2

B = kson + (k4 - k2)on + (k6 - k4)on

Entao a integral (C.22) é expressa de outra forma equivalente

o i) - dkg [k; + kj — 2k |
Si(ky) = 5 2) /dq F(a )/ (k= ks )k (8 — kD) kE (6 — k) b (K — &) :
1

)

1
% X
(k;f - k:;) (k:g — k}f) [k{ — kaon — (ki — k’2)on}
1 1
v X
{k’; — k4on — (kz - k4)on} {k; - k2OH - <k4 - kQ)OIl o (kZ - k4>on}
X ! X
{k; — (k‘, — kG)On — k20n - (k4 - k2)on - (kG - k4)on]
1 1
X : : X
{k‘g — kgon + 22}} |:k6_ — /{?]7 + (k‘f — kG)on - Z(k}kzikg-)]
% [Fl + FQ], (038)
onde
1
F = :
K5 = K+ (k ~ Ke)on — g5
1
F2 - -

|:k6_ — koon — (k4 - kQ)OIl - (kﬁ o k4>0n + z(l%ﬁiikj)

Agora de Eq. (C.38), localizamos os seguintes p6los da primeira fragao parcial
1€

1+ kg =keon — ==

6 6011 Qkér
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1€
2 (k:;? - kg)

1€
3 i ke =k — (ki — ke)oy +

)

2 kg =k; — (ky—ke)on +

e da segunda fragao parcial

1€
1 ki =kson — ——
6 6011 2k(_)|_
2 ke =k — (hy — k) 4
G f f 6/on 2(1{:;{—14:;“)
1€
3 kG_ = /{?gon + (l{?4 - kQ)On + (1{36 — k4)on —
2 (kf — k)
Em seguida ilustramos esses pélos na Fig. C.38
Im ()
Im( K )
- 2 3 Relk ) 4 2 Ee(17 )

Figura C.38: Desmembrando a primeira configuracao das regices 1 e 25

Agora, do lado direito da Fig. C.22 escolhemos A como o pdlo 3, B como o pdlo

1, C' como o pélo 5 e D como o podlo 4, isto é:

A = k:i_ - (kz - kG)on
B = kaon + (ks — ka)op + (k6 — ka)on
C = k; — (kf — k6)0n

D = kGOn

Entao a integral (C.22) é expressa como segue

(i dkg [k + ky — 2k |

)

P (/) S S y
() = & (27T)/ i F (o >/ (k' — k) b (k5 — k) kY (K — k) k¢ (kf — k)
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1 1

(ki = k) (kg = ki) [k = kaon — (ki — k2)op]
1

X

X

X
[ki_ — kaon — (ki — k4)on}
y 1
[k;; — (ki — k6)op — (k6 — k1) o — k20on — (k4 — k2)on}
1
>< —
[kf - (kf - kﬁ)on - k‘ﬁon}
1
X — X
|:k6_ — kson — (ke — k4)0n 22}]
X[F1+F2+F3+F4]7 (ng)
onde
1
F1 == . X
ks — ki_ + (kz - k6)on - W
1
X = - ’
k6_ — k’; + (kff - kG)on - Q(k}-zakg')}
1
F2 — T , X
kg - k; + (kz - kG)on - Q(kas_kg)
1
X —= - )
ks — keon + ﬁ
F - ! x
3 == i .
ke — (k6 — ka)on — kaon — (ks — k2)on + 2(1@{6@)]
1
X —= - )
b = k5 + (hy — Ro)on — 555
F. ! x
4 = .
{k‘g — (k@ — k4)on — kaon — (k4 - kQ)on + Q(kfik;)}
" 1 (C.40)

[k = hoom + 5

A seguir localizamos os pélos, para cada parte do integrando de C.39

1€
1 : ki = (ke —k +k - —
6 (6 4)011 40n 2kZ
2 kg =k — (ki — ko) S
. 6 i 1 6/on 2(7@-*—166*)
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3¢ ks = kg = (ks = F)on +

(k+ k+)
_ 1€
Lt kg :(/fﬁ—k4>on+k4on—2kf+
4
2 ke = ke — (ks — )y +
: 6 i i 6/on Z(kf—kré")
_ 1€
3 . kG :kGOn_ﬁ

1€
1 : kﬁ —(kﬁ—k4)on+k40n 2]{}4
1€
2 ki =(k¢—k + koon + (ks — k _
6 = (k6 — ka)on + kaon + (ks — k2)op Q(kj—k;)
3 kg =k; — (ky—ke) —l—i—g
- hg f f 6/on 2(1@—/@;)
_ 1€
1 kg = (ke — ka)on + kaon — 571
2k,
1€

2 1 kg = (ke — ka)op + k2on + (ks — k2)op — —<k: k+>
4
1€

3 . kﬁ_:kﬁon_%i
6

e ilustramos suas configuracoes na Fig. C.39

Im(k )

(k) m
QR(“ o

Im
Im(K )
+C Re(k ) + R(k)

Figura C.39: Desmembrando a segunda configuracao das regices 1 e 25

Como passo final, temos que escolher o caminho que torna facil a integracao.

Vemos da Fig. C.38 que o pdlo escolhido é o pdélo 1 para o contorno no hemisfério
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inferior e o polo 2 para o contorno no hemisfério superior. Da Fig. C.39 temos: o
polo 1 para o caminho que contorna por baixo, 2, para o caminho que contorna por
cima e o pélo 3, para o caminho que contorna por cima. Substituindo, esses polos,
em (C.38) e em (C.39) implicard o resultado (4.21)

e Regiao 7 : Nesta regido composto por (I.1.2), é direto; o pélo escolhido é o
polo 4 e o pélo 5 (Ver Fig. C.23). Substituindo em (C.22) nos dara (4.27)

e Regioes 31,33, 34 : Para o conjunto de regides composto por (I.1.3), também
é direto, o polo escolhido é o pdlo 2 e o pdlo 3 (Ver Fig. C.24). Substituindo
em (C.22) nos dara (4.30)

e Regioes 49, 55, 57, 58 : Para o conjunto de regides composto por (I1.1.4),

nao temos contribuigao (Ver fig. C.25), ou seja é nula.

e Regioes 3, 4, 27, 28, 37, 38, 41: Para o conjunto de regioes composto por
(I.2.1), vemos, que podemos escolher diretamente um caminho de integragao.
O pdlo escolhido é o pdlos 2 (ver Fig. C.26). Usando a férmula de integral de
Cauchy na integral (C.25) obtemos o resultado (4.33)

e Regioes 39, 40, 42 : Para o conjunto de regides composto por (1.2.2), vemos,
que nao podemos escolher diretamente um caminho de integracao, devido ao
fato de que nesta regiao temos dois pélos em cada hemisfério (ver Fig. C.27).
Como antes, para poder resolver temos que desmembrar a integral (C.25) com
ajuda da técnica das fragoes parciais. O procedimento ¢ semelhante ao caso das
regioes 1, 25, portanto achamos que ja nao é necessario mostrar em detalhes.

Assim que apdés um pouco de élgebra, obtemos o resultado (4.34)

e Regiao 9 : Para o caso da regiao composto por (1.3.1), vemos, que podemos
escolher diretamente um caminho de integracao. O pélo escolhido é o pélos 6
(ver Fig. C.28). Usando a férmula de integral de Cauchy na integral (C.26)
obtemos o resultado (4.37)

e Regiodes 51, 61, 63, 64 : Para o conjunto de regides composto por (1.3.2),

nao tem contribuigao (Ver Fig. C.29), ou seja a contribuigao é nula.
Para o grupo de regioes composto por 11

e Regioes 2, 5, 26, 29, 43 : Para o conjunto de regides composto por (11.1.1),
vemos, também que nao podemos escolher diretamente um caminho de inte-
gragao, devido ao fato de termos dois p6los em cada hemisfério (ver Fig. C.30).

Como antes, vamos a desmembrar a integral (C.27) com ajuda da tecnica das
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fragoes parciais. A tecnica foi mostrada acima, para o caso das regioes 1, 25.

Assim, com esse procedimento chegamos ao resulado (4.38)

Regiao 8 : Esta regiao que forma parte de (I1.1.2), também podemos escolher
diretamente um caminho de integracao. O pélo escolhido é o pélos 4 (ver Fig.
C.31). Usando a férmula de integral de Cauchy na integral (C.27) obtemos o
resultado (4.41)

Regioes 32, 35, 36, 45, 46 : Para o conjunto de regidoes composto por
(I1.1.3), também podemos escolher diretamente um caminho de integragao. O
pdlo escolhido é o pélos 1 (ver Fig. C.32). Usando a férmula de integral de
Cauchy na integral (C.27) obtemos o resultado (4.42)

Regioces 50, 56, 59, 66 : Para o conjunto de regides composta por (11.1.4),

nao temos contribuicao (Ver fig. C.33), ou seja é nula

Regices 6, 30, 44, 47 : Para o conjunto de regides composto por (11.2.1),
vemos também a escolha ¢é simples, ja que podemos escolher diretamente um
caminho de integragao. Os pdlos escolhidos sao os pdlos 2, o caminho que
passa por baixo no plano complexo, e o outro polo 2, que é o outro polo que
estd na metade inferior do plano complexo (ver Fig. C.31). Usando a férmula
de integral de Cauchy na integral (C.29) obtemos o resultado (4.43)

Regiao 48 : Para esta regiao que é dada por (I1.2.2), vemos também que nao
podemos escolher diretamente um caminho de integracao, devido ao fato de
que nesta regiao também temos dois (ou trés) pélos em cada hemisfério (ver
Fig. C.35). Desmembramos a integral (C.29) com ajuda da tecnica das fragoes

parciais. Isso nos levara ao resultado (4.46)
Para o grupo de regioes composto por III

Regiao 10 : Nesta tltima regiao dada por (III1.1.1), vemos, que a escolha do
caminho de integracao é direta. Assim o pélo escolhido é o pdlo 7 (ver Fig.
C.36). Usando a férmula de integral de Cauchy na integral (C.29) obtemos o
resultado (4.52)

Regioes 52, 62, 65, 66 : Para o conjunto de regides composto por (I11.1.2),

nao temos contribuigao (Ver Fig. C.37), ou seja é nula
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Apeéendice D

Apéndice do Capitulo 5

D.1 Componentes do Operador Corrente

Neste Apéndice vamos dar os resultados restantes sobre o cédlculo de correntes. A

expressao geral em termos de componentes é dada por

J- = (r|o~*tHr) =1 / dkf ks, dkf d?ky, O~ "
2 ~
_ / dzkgld2k4l{<q+) / dxdy@vﬂ}, (D.1)
Regioes 2, 8 e 11
e Corrente J~

Para estas regides, o resultado final para a componente O~ é

5 _Z-(Z-g)w(kj—k;)e(k*—k4)0(k;f ki) 0 (ks - k;+)
2 (i = k) R (k=) (e — ) (- 1)

_ _ ki +m
{7 + i — 25

. k; _ (ki—k2)3 +m? ki +m?
I 2(kf—k7) 2k;
1
. k; _ (ki—kq)d +m? ki +m?
I 2(kf—k]) 2k}
1
x -]{7; - (ki—kf)itmz - kthmQ (k4—kf)i—:mg
| 2k —kJ) 2k} 2(ky —ky)
1
X —k_ B kZL+m2 B (k.f—k4)i+m2} ) (D.Z)
|f 2k 2(kf —k)
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Vemos que em (D.2) ha propagagao global de dois e trés corpos avancando para
a frente no tempo, antes e depois da interagao com o campo externo, onde k; é a

energia total do estado inicial, antes da absorcao, e k; = k; + ¢~ ¢ energia total

final, apdés da absorcao, na frente de luz.

e Corrente J* e J* é dada por

5 _ _i(ig)w(kj—kJ)@(k*—kQ@(@ ki) 6 (ks - k;4)
2 (k= k) b (6~ k) k(b k) (6= 8
{7 + K7 — 2k}

% B (ki—k2)% +m? B kgL—&—mQ
‘ 2(k; —k3) 2k
1
[k. _ (ki—ka)?m2 ki Am?
i 2(kf—k} ) 2k,
1
|:]€ _ (ki—k2)3 +m? kZL'*‘mQ (ka—kz2)?% +m2
i 2k —k3) 2k 2(ky —k3)
1
X |:k_ - kZL+m2 - (kf—k4)i+m2 . (Dg)
f 2k 2(kf —k)

De forma semelhante, vemos que em (D.3) hé propagagao global de dois e trés

corpos avancando para a frente no tempo. A tnica diferenca entre o operadores O

e OF esté no numerador de (D.2) e (D.3), que tém componentes + ¢ L no lugar da

componente —.

Regiao 4

e Corrente J~

Para este caso, o resultado final de O ¢

- i(ig)* 0 (s — k) 0 (k3 ) 0 (ki — k") 0 (ki) 0 (kf — ki) 0 (ki — k)

0O = —
26 (ki — k+) ki (K - k;4)k;f (kf — k) (ki — k5)
_ k;f k)2
{kf k k.+ k+ }
T e 4 bkaliem®  (yhalemt (ki) mg
f 7 2(k:r—k;r) 2(k‘+ k+) Q(k’zr—k’;r)
1
X — —
Lo — k314+m2  (kp—ka)T+m?  (ka—k2)? +ml
R 2kF k) 20 )
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1

x B kil+m2 . (kf—k:4)i+m2
f 2k, 2(kf —k1)
1
X . D.4
e e g Bkt em (k) fme (D-4)
f i 2k —k3) 2(kj[7kj)

O processo fisico representado pela equagao (D.4) é a criagao de pares devido ao
féton. Esta é dada pelo primeiro e quarto denominador de (D.4) que corresponde
a propagacao no estado intermediario de particula e antiparticula, compostos pelo
estado ligado inicial, a antiparticula, e a particula produzidas pelo féton.

Em seguida, usando as mudanga de variavel dada por (5.17) e (5.18) obtemos

o _ _itig) 1 O(k — k)0 (kF)0 (k — k)0 (ki) 0 (kf — kD)0 (i k)
20 gt v(kf —2g) (y—1) (kf —ygt)y(@—y+1)
- - (kf—ka)3 +m?
{(kf_ki)q+_ yL }
X =
- - (ki—k2)2 +m?  (ky—ka)2+m?  (ka—k2)? +mZ

(k7 — k) - gt — et - Bl
y 1

_k:_ 4 kam? L (kp—ka)i+m? (ka—k2)T +m3

AT (S 2y 2—y+D)
y 1

[ - k2 | +m2 (ky—ka)? +m?

1

xT7 k— k‘i 4 (kz—k4)i+m2 (kf_k4)i+m2 ’ (D5)

(kr = k) gt + S5y = s

Substituindo (D.5) em (D.1), vemos que é proporcional a ¢*; entao nao contribui

no limite, g* — 0.
e Corrente Jt e J+
Do mesmo modo, o resultado final para estas regioes, as componentes OF sao
o a0 (k)0 (850 (k)0 (k)0 (k7 )0 (k7 — k)
-2 (K — k) k3 (K7 — k) kT (kF — k) (ki — &)
(k] + k] — 2k}

X

X
k:_ . ]{7~_ + (ki—kg)i+m2 . (k‘f—k4)i+m2 o (k:4—k:2)i+mg
f i 2(kF —k3) 2(k} —ky) 2k —k1)
1
X 2 2
L= k2| +m? . (kg—Fka)7 +m? - (ka—k2)3 +m?2
f 2k 2(kf —ky) 2(kf —k3)
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1

g Lo _ Kagm?  (ky—hka)] m?
! 2k ] 20k} —k7)
1

>< .

P O e B D e

o 2k —ky) 2(k] —k})
para f = +, temos
o il 0k k)6 (k)0 (K — k)0 (k)6 (kf — k1) 0 (K —KE)
z v (K —aqt) (4= 1) (Hf —ya*)y (e —y+1)

X g {2y —1}

(- - (ki—k2)2 +m2  (kp—ka)2 +m?  (ka—k2)? +m2

(7 — k) e 4 b’ _ bt _ Gkt

1

X

krqt — kZi4m2 L (ky—ka)i+m2  (ka—k2)3 +m2

7 1 2(kf —eqt) 2y 2z—y+1)

1

T -+ k4¢+m2 + (kf_k4)i+m2

kf q - 2(k+7yq+) - 2y

1

T - - + (ki—k4)i+m2 (kf_k4)i+m2 ' (D6)

_(kf —ki >q BT R 2y

Substituindo (D.6) em (D.1), vemos que .J* é proporcional a (¢*)°, entdo néo
contribui no limite, g* — 0. De forma semelhante para a corrente J+ se mostra

facilmente que é proporcional a (q+)3; entao também nao contribui no limite, g™ — 0.
Regioes 9 e 10
e Corrente J~

Para a componente O~ obteve-se o seguinte resultado

e e e s e,
o = 6 T N T N T N S X
2 (ki — k) ki (K — k) Kt (kF — k) (kT — k)

(i 1y — gttt
% kT — (ki*k2)2L+m2 i k%L—l-mZ
‘ 2k —ky) 2k3
1
X
B (ki—ka)d +m2 k3 +m?
: 2(k; —k) 2k
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1

X

{k;.— _ Madm?  (kicka)l4m? (’M-’Q)i-ﬁ-m%}
i 2% 2k —k]) 2(kf —kJ)
1
. k- — k7 — (k;—k4)? +m? I (kf—ka)% +m? : (D?)
i ! 2k —ky) 2(k] —k})

Neste processo fisico, representado pela Eq. (D.7), também temos a producao

de pares. Podemos observar que (D.7), tem propagacao no estado intermédiario de

(ki—k4)2 +m? (ky—k4)? +m? -1
+

2k —k) 2(k}r—k;r)

particula e anti-particula dada pelo denominador |k; — k; —
e este é responsavel pela criacao de par devido ao féton.

Em seguida de forma andloga como acima, usamos as mudanga de variavel dada

por (5.17) e (5.18) obtendo

o i (ig)* 10 (k3 — k)0 (k)0 (kf — k)0 (k)0 (kf — k1) 0 (ki — k) )
26 ¢t x(k:j—;qur) (y—1) (k:f—qur)y(m—erl)
- - (ki—k4)3 +m?
-y - 35
x _kf_ + (ki—k2)2 +m? _ k2i4m?
] 7 q 2x Q(kj_—$q+)
1
X =
kgt — (ki—ka)? +m? _ Kji4m?
L’ 9 2(y—1) 2(kf —yat)
1
X =
k=gt — kiitm? (ki—Fka)? +m? . (ka—k2)? +m2
i 4 2(ki+f:cq+)q 2(y—1) 2z—yt1)
1
T - — + (ki*k4)i+m2 (kf*k4)i+m2 ’ (D8>
(kl - kf) 7S ) %

Substituindo (D.8) em (D.1), vemos que é proporcional a ¢*, portanto nao con-

tribui no limite, ¢+ — 0.
e Corrente J* e J*

Do mesmo modo como acima, as correntes J* e J* serdo obtidas de

o — _ilig)” K7 + = &l y
B 20 (bt — k) kf (k= k) ki (K — kD) (kT - k)
1
% k- — (ki—k2)3 +m2 k2 4m?
i 2k —k3) 2k
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1

T X
k- — (ki—ka)2 +m? k2, +m?
L 2k —k7) 2k]

% 1
—/{7 _ kudm?  (kimka)f4m? (ka—k2)T +m
i 2k} 2(k) ~ky) 2k k)

1

T 2 2 2 277 (DQ)
b — e kik)i4m? (kg —ha)? 4m
i ! 2(kF —k) 2(kf k)

onde f = 4, L. Depois de usar as mudanga de varidveis dada por (5.17) e

, , . 3 ~ .. .
(5.18), vemos que J* também é proporcional a (¢7)”; entao, no limite de interesse,
nao contribui. De forma semelhante para a corrente J*, se mostra de uma forma
. /7 . 2 . ’ ’ . .
simples que é proporcional a (¢*)”. Vemos aqui também que a tnica diferenga entre

os operadores O~ e OF est4 no numerador de (D.8) e (D.9).
Regioes 1 e 7
e Corrente J~

Para a componente O~ temos o seguinte resultado

o _ il 0 (i k)0 (K)o (k5 — k1) 0 (k)0 (kf — kD)0 (ki i)
P )k (k) (k) (k)
1
T X
E — (ki—k2)? +m? k31 +m?2
L 2k —k3) 2k
1
X =
kT — kij_+m2 B (kf—k4)2l+m2:|
L 2ky 2(kf —k7)
1
X =
k- — k3. +m? _ (ki—ka)? +m? . (’M-’Q)i-ﬁ-m%}
K 2%k 2(k] —k) 2(kf —k3)

— — k‘ZL-i-mz (k4—k2)2 +m§
[kf thi =27 200

. Lo _ Katm?  (ky—ka)i4m? (ka—k2)] md
A 2(kF 7)) 20k} =)
- — (k:i—k:4)2 +m2
7 k2
+ (k'—k; 2 2 2 2 (DlO)
A G 4)1+m?  kii4m
i 2k —k) 2k,

Vemos que em (D.10) hé propagagao global de dois e trés corpos avancando para
a frente no tempo, ou seja nao ha producao de pares antes e depois da interagao

com o campo externo,
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e Corrente Jt e J+

Também para J* e J+ sé hd propagacao global de dois e trés corpos como

mostrado abaixo

oo _ ii9)” (67 + K — 2kf]
96 + .\t (1t Nt (1 et +_+X
ki =Ry ) by (K= k) By by — k) (Ba — k2
1
X7 X
k- — (ki—k2)2 +m? k3. +m?2
| 2(k] —k7) ok
1
X =
Lo _ Kagm?  (ky—ka)] tm?
f ij{ g(k}r,kz)
% 1
_k‘_ _ Mudm? (ki—ka)? +m? . (ks—k2)? +m2
K 2% 2(k; —k7) 2(kF —kJ)
1
X
oo _ Batm? (k)i dm?  (hake)? +md
! 2k; 2(k} —k) 2kf—kT)
i 1 (D.11)
Em — (ki—ka)2 +m?> k3, +m?2 .
4 2k —k) 2%

A tnica diferenca entre o operadores O~ e OF estd no numerador de (D.10) e
(D.11)

Regiao 12
e Corrente J~

Nestas regiao a componente O~ tem o seguinte resultado final

5 = il f Uk k)0 (kD)0 (K —kT) o (k)6 (ki —k7) 6 (kS —kF)
o6 e R W +
(K — k) b (k5 — k) kE (K — kT) (k= k)
1
% _k‘_ _ (ki—k2)3 +m? K3, 4m?
B 2k —k3) 2k
1
x o _ (ki) +m? kR dm?
| 2(k —ky) 2k
1
o b S S
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— - (ki—Fka)2 +m?
ki =k —2

X
(ki =k = (ki = Ea)on + (kg = Ka)on
— _ k2 +m2
- _ okl
B ki +k; T D)
kT — (ki—k2)3 +m? _ kFi4m? (ka—k2)? +m?2 ’ :
: 2(k; —kJ) 2% 2(k k)
e usando as mudangas de varidveis dada por (5.17) e (5.18) obtemos
o + ot + + _ - + gt + gt
5 iig)* 0 (W = kE) 0 (k) 0 (k= k¥) 0 (ki) 0 (kT — k7) 0 (K5 — k) )
2 v (k= 2qt) (y—1) (kf —ya*)y(@—y +1)
1
XT X
gt — Fizk)i4m?  kidm?
B q 2z 2(ki+—rq+)
1
X X
prgt — Gickoidm? o kiam? o
|’ 9 2(y—1) 2(k—ya™)
% 1
(ke — ks (ki—k2)? +m? | (ky—ka)3+m? | (ka—k2)3 +m3
_(kl - kf) q+ o 22zL + ! ;yL 42(J:iyl+1)
X [fi+ fa] - (D.13)
onde
(k7 — k7) g — 2tk on?
o= L i ~ k)4 20y 1)
+ _ — (ki—ka)2 +m?2 (kp—k4)? +m?2
o7 ) e
- — k2 +m?
L R G
2 = k?~_q+ . (ki—kQ)i—&—mQ _ kiL—i-mz n (k:4—k‘2)i+m(27 )
i 2z 2(kf—yqt) 2(z—y+1)

Podemos ver que (D.13) tem dois termo associado a f; e fo. O primeiro termo
associado a f1, quando substituido em (D.1) é proporcional a g% e o segundo termo
associado a fy é proporcional a (q*)z, no limite ¢* — 0 a componete J~ é nula.

Portanto nenhum dos dois termos contribui naquele limite.

e Corrente Jt e J*

o ilig? O (K —kT) 0 (kF) 0 (K —kT) 6 (k)6 (ki —kF) O (ki — k)

O” y
2 (ki =03 ) b (k7 — k) K (Kf —kF) (k5 — &5)
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K+ kD — 2k]]

XF 2 2 2 2 X
k‘,_ _ (klfkf)Lim _ kQJ_tm
| 2(kiF —k3) 2k
1
X =
L — (ki—kﬁ)i—:mQ _ kthmQ
| 2(k; —kf) 2k
1
X =
k-_ . k_ . (ki—kz)i+m2 + (k‘f—k4)i+m2 —I— (k‘4—k‘2)i+m§.
i f 2k —k3) 2(kf —ky) 20k —k3)
1
X
k'f _ ki . (k¢7k4)i+m2 (kf7k4)i+m2
i ! 2(k—k}) 2(k§ —k)
+ . ! . , (D.14)
]C»_ . (ki_k2)l+m2 . kiL+m2 + (k‘4—k’2)L+m(2,
i 2k —k) 2k, 20k —k1)

onde 8 = +, L. Finalmente usando as mudangas de varidveis (5.17) e (5.18)
em (D.14), vemos que JT também é proporcional a (q*)g; entao nao contribui no
limite gt — 0. De forma semelhante para a corrente J* se mostra facilmente que é

proporcional a (q*)2 e também nao contribui no limite ¢g* — 0.
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Apeéndice E

Apéndice do Capitulo 6

E.1 Propriedades das Matrizes de Dirac v na Frente
de Luz

Listamos a seguir inimeras propriedades das matrizes de Dirac na frente de luz:

vt = 4y =0 AlyEN2 L A2aENl =
At = 2yt AFAEL2 L2 ENT = 912
Yyt =2y {(vip'), 7"} =0
Yyt =o* {r'yr=2
Py =t (vip")v* (vip') = —pip'y*
{v 4"} =0 {(vip") ;72 = —2p1 2
YEYE =0 YT (vip') + (') v Ty =2 (ap')
YAt =Py =1 YEYR2 (up') + (') v = =29 s
,.y:i:,.yl,.YQ + ,}/2,}/17:|: — 0 ,.y+,yl,2,.y— + 7—71,274- — _2,.}/1,2
{"' 2?1 =0 (vip") v (3ip') = £ (1)° 72 F (2)* 72 + 2p1p2y™!

(E.1)
Todas essas propriedades foram derivadas de {y*,+*} = 2¢"”. A partir desta

propriedade também podemos achar os tragos de duas matrizes gama:

{fy*,”y*} =21
Tr ({VJF, ~~ > =2Tr (7+7_) = 2Tr (1)
Tr (7+7_ = 4,

da mesma forma, encontramos
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Tr (fyi’yi) =Tr (’yifyi) =0 (E.2)
Tr (viwj) = 4¢" = —46Y . (E.3)

E.2 Matriz v° na Frente de Luz

12,3

Vamos usar a definicao covariante v° = iv%y!'4?~3 e transformar para a Frente de

o o
Luzusandovoz%evg’:'y\@'Y :

5_ 1
2
Usando as propriedades de anti-comutacao e do quadrado das matrizes gama do

gl (YT =y Y =) (E4)

Apéndice E.1, chegamos em

P =i(y"? =) (E.5)
Para checar {7*,~°} = 0, devemos fazer as contas para cada componente p da
Frente de Luz:

(v} = i{yt =ittt}
= i [%Wv* — ' (1) = 27 (v+)2]
=0 (E.6)

{v"} = il -t
= i[2y" T =Py
= i[2 + 29
= 0 (E.7)

R S R
=1 [—72 — Ayl g2yt 7172717+7_}
= 4 [_,)/2 AL s 7171727+7,}

= 0 (E.8)
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(R} = it} st
= i [PV = VYT = Y]

= 0. (E.9)

2 . .

No caso de (v°)” = I, devemos escolher uma representacio e testar a propriedade,
que acaba se confirmando. Utilizando entao essas duas propriedades e {v* "} =
2gH¥ é possivel mostrar que o traco de um nimero impar de matrizes gama é nulo

também na Frente de Luz.

E.3 Integrais Dimensionais

A seguir estao listadas as integrais dimensionais para um espago Fuclidiano. In-
tegrais com uma poténcia impar de [ no numerador se anulam pois teriamos uma

integral impar num intervalo simétrico.

I = p* P / (;i:)lD (1 +1 N (:;)j/z F(nr_(nl))/Q) (i)“m (E.10)
b=y | <§:>ZD G fm" N (f;;)hlz)r(n _Fl()n/)Q_ : @D/ (B11)
o S 5 R

E.12
L=p" | <§:>ZD @ TVM B (f;j/zggyr(n _r@/)? - @D/ (E.13)

Sera necessario expandir cada uma dessas integrais em torno de D = 2. Para
tanto, fazemos € = 2 — D e usamos n = 1. Nos interessarao apenas os termos do

tipo 1/e, que explicitam a divergéncia:

I = pf (4m) 2T (e/2) (i)em — (A;) [i +1n (‘”f) ~7+0 (e, )1
(E.14)
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b= e () (5)
1

= e (5)

- (;?) E +1n (47TAM2> —v+0 (e, 62,...)] (E.15)

e () (Fre-om ()
peam o (2 e eppy ()

1 (4m) 2T (¢)2) (i>—2—e/2

() o] e

= ;‘?Z;? li—{—ln (47TA'U > —’y—l—O(e, 62,...)] (E.17)
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