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Resumo

Esta tese estd relacionada ao estudo de bifurcagoes de campos de vetores
descontinuos bidimensionais e a compreensao da dinamica de uma classe de sistemas
diferenciais polinomiais tridimensionais. Primeiramente, o trabalho concentra-se
no estudo de algumas bifurcacoes de codimensao um e dois que ocorrem em
certas familias de campos de vetores descontinuos planares, aplicando o método
de regularizacao introduzido por Sotomayor e Teixeira. A técnica de regularizacao
foi utilizada para obter resultados que comparam, através dos resultados da teoria
classica suave, as bifurcacoes que ocorrem nas familias de campos regularizados
associadas. Posteriormente, foi feito um estudo de uma classe especifica de sistemas
de Lotka-Volterra tridimensionais que dependem de dois parametros reais, conhecida
como sistemas de May-Leonard. E apresentada uma classificacao dos retratos de
fase através da descricao da dinamica global na compactificacao do octante positivo

do espago tridimensional.

Palavras-chave: Campos de vetores descontinuos. Bifurcagoes. Regularizacao.

Sistemas de Lotka-Volterra.



Abstract

This thesis s related to the study of bifurcations of two-dimensional
discontinuous vector fields and the understanding of the dynamics of a class of
three-dimensional polynomial differential systems. First, the work focuses on the
study of some codimension one and two bifurcations that occur in certain families
of planar discontinuous vector fields, applying the regularization method introduced
by Sotomayor and Teizxeira. The reqularization technique was used to obtain results
that compare, through the results of classical smooth theory, the bifurcations that
occur in families of associated reqularized vector fields. Later, a study was made for
a specific class of three-dimensional Lotka-Volterra systems that depend on two real
parameters, known as May-Leonard systems. A classification of the phase portraits
is presented by describing the global dynamics in the compactification of the positive

octant of the three-dimensional space.

Keywords: Discontinuous vector fields. Bifurcations. Regularization. Lotka-

Volterra systems.
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Introducao

A Teoria dos Sistemas Dinamicos é fruto de um longo desenvolvimento cientifico, e
encontra-se em constante amadurecimento e transformacgao. Podemos identificar rudimentos
desta Teoria ainda no século XVI, nos trabalhos de mecanica celeste do astronomo alemao
Johannes Kepler e na formalizacao da mecanica classica do fisico e matematico Isaac Newton.
Porém, foi apenas no fim do século XVIII e inicio do século XIX que os fundamentos da
Analise Matematica passaram por uma grande reformulagdo e permitiram um maior rigor
em conceitos como limites e derivadas. Nao por acaso, a Teoria das Equagoes Diferenciais
consolidou-se numa das principais ferramentas para a pesquisa cientifica. Considerados os
fundadores da teoria moderna dos sistemas dinamicos, os mateméaticos Aleksandr Lyapunov e
Henri Poincaré fundamentaram, simultaneamente, varios conceitos da analise qualitativa das
equagoes diferenciais, tais como estabilidade de solugdes e comportamento assintético. Estava
configurada, assim, a base da Teoria Qualitativa das Equacoes Diferenciais Ordindrias.

Um campo vetorial em R™ de classe C", » > 1, é uma aplicacao X : D C R" — R" de
classe C" definida em um subconjunto aberto D do espago euclideano R™. A seguinte equacao

diferencial ordindria esta associada ao campo vetorial X
&= X(z), (1)

onde x € D C R". As solugoes desta equacao, também chamadas orbitas ou trajetorias de X,

sao curvas diferenciaveis ¢ : I C R — D satisfazendo

%t = X(p(1),

para todo t € I. A Teoria Qualitativa das Equagoes Diferenciais Ordindarias consiste de um

12
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estudo qualitativo das érbitas do campo vetorial X associado a equagao diferencial ordinéria (1).
A relevancia desta Teoria se deve ao fato de nao precisarmos resolver explicitamente a equacao
diferencial ordinaria para obter resultados precisos sobre o comportamento da equagao.

A Teoria dos Sistemas Dinamicos, que é desenvolvida tendo como ponto de partida a Teoria
Qualitativa das Equagoes Diferenciais Ordinarias, abrange o estudo de uma grande variedade
de sistemas diferenciais e de campos vetoriais: lineares, suaves (ou continuos), planares e
nao-planares, polinomiais, suaves por partes (ou descontinuos), etc. Uma das razdes para
este interesse na comunidade matematica é que tais sistemas podem ser usados para modelar
problemas aplicados como circuitos eletronicos, sistemas biologicos, dispositivos mecanicos, etc;
veja por exemplo o livro [2]. No entanto, outro incentivo para este estudo, tao importante quanto
as aplicacoes, ¢ o interesse puramente matematico de analisar e compreender tais sistemas, sendo
este o principal motivador deste trabalho.

A teoria classica dos sistemas dinamicos para campos vetoriais suaves no plano e nas
superficies estd muito bem estabelecida. As teorias de estabilidade para tais sistemas foram
feitas principalmente por Andronov—Pontryagin [1] e Peixoto [18]. Um campo vetorial é
dito estruturalmente estdvel se seu retrato de fase nao mudar sob pequenas perturbagoes.
Andronov—Pontryagin—Peixoto forneceram condigoes necessarias e suficientes para que um
campo de vetores suave seja estruturalmente estavel. Em contraste com o estudo da estabilidade
estrutural, temos o conceito de bifurcagoes. Uma bifurcacao ocorre em uma familia de campos
vetoriais quando observamos uma mudanga abrupta no retrato de fase dos elementos da familia
quando o parametro que governa a familia cruza um certo valor, chamado ponto de bifurcagao.
A grosso modo, o nimero minimo de parametros em uma familia que explica o comportamento
de todos os campos vetoriais em uma vizinhanca de um elemento fixado da familia é chamado
de codimensdo do elemento.

O estudo de campos vetoriais suaves por partes planares é mais recente, e a teoria de sistemas
dindmicos descontinuos tem avanc¢ado desde os primeiros trabalhos de Andronov [1] e Filippov
8]. Dizemos que uma aplicagao Z : D C R* — R? é um campo vetorial descontinuo, ou um
campo suave por partes, quando o conjunto aberto D for dividido em duas regices, X1 e X7,
por uma curva regular ¥, chamada conjunto de descontinuidade. O campo vetorial descontinuo
é denotado por Z = (X,Y), onde X = Z|g+ e Y = Z|g- sdo campos de vetores suaves.

Na subvariedade ¥ existem trés regioes genéricas: Costura, Escape e Deslize. Para as



14

definigoes ver Secao 1.1. Nas regioes de Escape e Deslize podemos definir um campo de vetores
através das Convengoes de Filippov (veja [8]) que é denotado por F(Z). As érbitas do campo
vetorial descontinuo Z = (X, Y') serdo formadas pela concatenagao de érbitas de X, de Y e de
F(Z). Para mais detalhes ver secao 1.1.

Na teoria classica a equivaléncia dos retratos de fase é dada pelo conceito de equivaléncia
topoldgica, isto é, dois campos de vetores suaves X e Y sao topologicamente equivalentes
quando existe um homeomorfismo que leva 6rbita de X em orbita de Y preservando orientacao.
De maneira natural este conceito é estendido para o espago dos sistemas suaves por partes,
isto é, dois campos de vetores descontinuos Z; = (X1,Y]) e Zy = (Xs, Ys) sdo topologicamente
equivalentes quando existe um homeomorfismo que envia trajetérias de Z; em trajetérias de Z,
preservando orientacao e o conjunto de descontinuidade ..

O espago dos campos vetoriais descontinuos, X" (D), é munido da topologia produto. O
conceito de estabilidade estrutural em X"(D) é dado de forma natural, isto é, um campo
descontinuo Zy = (X, Yy) é estruturalmente estével se existe uma vizinhanga W de Z; em
X7(D) tal que todo campo Z = (X,Y) € W é topologicamente equivalente a Zy = (X, Yp).
Dizemos que um campo vetorial descontinuo estd no conjunto de bifurcacao quando ele nao é
estruturalmente estavel.

No mesmo espirito da teoria classica, podemos classificar os pontos de bifurcacao Z, =
(Xo,Yo) pela sua codimensao, isto é, pelo nimero minimo de parametros em uma famila
que explica o comportamento dos campos vetoriais descontinuos em uma vizinhanca de
Zo = (Xo, Y0).

Kuznetsov, Rinaldi e Gragnani, por exemplo, listaram as bifurcacoes locais da codimensao
um e algumas bifurcagoes globais de campos de vetores descontinuos no plano. Tal estudo pode
ser conferido no trabalho [12]. Posteriormente, Guardia, Seara e Teixeira complementaram este
estudo fornecendo uma classificagao e caracterizacao de singularidades de codimensao dois para
sistemas de Filippov planares. Consulte [9)].

No artigo [23] publicado na década de 1990, Sotomayor e Teixeira descrevem
matematicamente um método para regularizar campos de vetores descontinuos. A importancia
deste método esta no fato de que podemos interpretar a dinamica dos campos de vetores
descontinuos através da teoria ja existente para campos de vetores regulares. De forma resumida

apresentamos o método de regularizagao de Sotomayor e Teixeira.
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Seja D C R? um aberto. Supomos, sem perda de generalidade, que existe uma funcao
suave f : D C R? — R tal que 0 é valor regular de f e ¥ = f~!(0). Vamos supor que a
subvariedade Y divide o conjunto aberto D em duas regides Xt = {x € D : f(z) > 0} e
Y~ ={x € D: f(z) < 0}. Dessa forma, se Z = (X,Y) é um campo vetorial descontinuo
definido em D entdao X estd definido em X% e Y em ¥~. O método de regularizagao consiste
em considerar uma combinacao convexa dos campos de vetores X e Y utilizando fungoes de
transicdo. Uma funcao C* ¢ : R — R é dita uma func¢do de transicio quando p(x) = 0 se
< -1, px)=1sex>1e¢(r) >0sex e (—1,1). Dado ¢ > 0, uma regulariza¢io do
campo de vetores descontinuo Z é a familia a um parametro de campos de vetores suaves, ou

regulares, Z., definida por

onde ¢.(z) = p(z/e).

O valor ¢ é dito parametro de regulariza¢ao. Além disso, o conjunto ¥ x (—¢,¢) é chamado
faiza de regqularizagao. No exterior da faixa de regularizacao o campo de vetores regularizado
Z. reduz-se ao campo Y ou ao campo X, conforme a funcao de transicao ¢ assuma valor zero
ou um, respectivamente.

A estabilidade estrutural de campos vetoriais descontinuos planares pode ser estudada
através do método de regularizacao introduzido por Sotomayor-Teixeira, veja [22]. Este método
foi utilizado por Maciel em [16] para explicar as bifurcagoes locais de codimensao um listadas por
Kuznetsov [12], através de comparacao com as bifurcagoes das respectivas familias regularizadas.
Precisamente, considere Z, = (X,,Y,) uma familia a um parametro de campos de vetores
descontinuos com conjunto de descontinuidade ¥ uma reta. Em cada semiplano determinado
por ¥ estd definido um campo, X, ou Y). Os casos considerados em [16] consistem em tomar
> como o eixo-z, o campo de vetores Y, constante e transversal a X, e X, um campo de
vetores com um ponto de equilibrio hiperbédlico (foco, sela, nd), que ainda podem ser visiveis
ou invisiveis. Para cada tipo de equilibrio hiperbdlico de X existem bifurcagoes para o campo
vetorial descontinuo 7y, resultantes da colisao desses pontos de equilibrio com o conjunto de

descontinuidade 2, sob a variagao do parametro real A. A fungao de classe C*>
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foi utilizada em [16] para obter a familia de campos de vetores regularizados e concluir que
as bifurcacgoes dos campos de vetores descontinuos Z, sao completamente conhecidos através
das bifurcacoes obtidas por suas familias regularizadas. No entanto, existem outras bifurcagoes
locais de codimensao um classificadas em [12] que precisam ser explicadas do ponto de vista da
regularizacao. Precisamente, estudaremos via regularizacao as bifurcacoes de codimensao um
descritas em [12] que nascem apds a colisao de pseudo-equilibrios ou de pontos de tangéncia
quadratica, principalmente. Veja as Figuras 1 e 2.

Para estes casos e subcasos, os resultados que obtemos estao reunidos no seguinte teorema.

Teorema A: Sejam Z, = (X),Y)) uma familia a um parametro de campos de vetores

descontinuos, e Zr a respectiva familia de campos reqularizados. Entao:

a) Se Zy apresenta colisao de pseudo-equilibrios no conjunto de descontinuidade e pertence ao

caso PE, entdo Zr admite a bifurcagao sela-nd cldssica para campos de vetores requlares.

A<O0 A=0 A>0

X X X

A<O

X5

A<O

X

Y

Figura 1: Colisao de pseudo-equilibrios (PE). Colisao de duas tangéncias de um mesmo campo de
vetores (DT). Colisao de duas tangéncias visiveis (VV)



17

b) Se Z, apresenta colisoes de pontos de tangéncia quadrdtica mno conjunto de

descontinuidade Y2, entao:

b1) O campo de vetores reqularizado Zy € estruturalmente estavel quando Z, pertence
aos casos DT, VV e VII.

b2) Se Z, pertence ao caso VI2, entio Zyr admite uma bifurca¢ao do tipo sela-nd.

b3) Se Zy pertence ao caso VI3, entao Zg admite uma bifurcagcio de Hopf de codimensao

dois.

(VI3) A<0 A=0 x>0

Figura 2: Colisoes de tangéncias visivel e invisivel (VI). Subcasos VI1, VI2 e VI3.

Além das bifurcagoes locais de codimensao um listadas acima, as bifurcagoes locais para
singularidades de codimensao dois classificadas em [9] podem ser explicadas do ponto de vista
da regularizacao. Assim, voltamos nossa atencao a estudar a singularidade Sela-Dobra descrita
em [9]. Se Z = (X,Y) é um campo vetorial descontinuo, onde os campos de vetores X e Y
tém, respectivamente, uma sela hiperbdlica e uma tangeéncia quadratica em um mesmo ponto

p € %, dizemos que p é uma singularidade Sela-Dobra. Dado a > 0, consideramos a seguinte
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forma normal para a singularidade Sela-Dobra

X(z,y)=(x+y,dz+y) se y>0
Z(z,y) = ;
Y(z,y) = (o, x) se y<0
para a qual o desdobramento da posigao relativa entre os pontos de sela e de dobra (tangéncia
quadrética) em uma vizinhanga do conjunto de descontinuidade é descrito por uma familia de
campos descontinuos 7, = (X, Y)) a dois parametros yu, A € R. Nossa abordagem consiste
novamente em aplicar o método da regularizacao a familia Z) , e trabalhar com a familia de

campos regularizados associada. O resultado principal que obtemos é o seguinte.

Teorema B: Seja Z,, = (X,,Y)\) uma familia a dois parametros de campos de vetores
descontinuos associada ao desdobramento da singularidade Sela-Dobra. FEntao, a respectiva

familia de campos reqularizados, Zw, admite uma bifurcagao cldssica de Bogdanov-Takens.

Com o objetivo de simplificar as demonstragoes dos Teoremas A e B, tornando-as mais
concretas, optamos por fazé-las considerando inicialmente uma regularizacao do tipo transicao
dada pela fungao (2), a qual foi utilizada no trabalho [16]. Além disso, dedicamos um capitulo
deste trabalho para responder a questao: Os resultados alcancados para as bifurcagoes estudadas
continuam validos ao considerar a regularizagao Sotomayor-Teixeira, dada por uma funcao
de transicao arbitraria? Essa questao estd respondida positivamente na tese. Ou seja, os
resultados apresentados nos Teoremas A e B sao verdadeiros independente da regularizacao do
tipo transicao tomada para regularizar os campos de vetores descontinuos, e estao organizados
de maneira esquematica na Tabela 1.

Esta tese estd organizada em duas partes. A primeira parte trata da regularizacao de
algumas familias de campos de vetores descontinuos planares a um ou dois parametros, cujos
resultados principais estao descritos nos Teoremas A e B. J4 a segunda parte desta tese trata
dos sistemas diferenciais ordinarios polinomiais, em que estudamos uma categoria de sistemas
Lotka-Volterra tridimensional conhecida como modelo de May-Leonard.

Os sistemas diferenciais ordinarios polinomiais também sao frequentemente utilizados em
varios ramos da matematica aplicada, fisica, quimica, engenharia, etc. Modelos que estudam

a interacao entre espécies do tipo predador-presa tém sido extensivamente analisados, como os
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Caso Descricao Codim Explicacao via Codim
Filippov (CVD) Regularizagao (CVR)
PE 11 S:;? die F]i ﬁ;pppoiv 1 Bifurcagao sela-no 1
2 tangeéncias de Y), ,
DT1 e DT2 ., o, 1 Estruturalmente Estavel 0
(1 visivel e 1 invisivel)
1 tangéncia visivel de X, Deslocamento
VV1e VV2 | 1 tangéncia visivel de X 1 de 0
sela de Filippov (p/ VV2) selas
VI1 L tangAen(?la'ws'lv,el de Xy 1 Estruturalmente Estavel 0
1 tangeéncia invisivel de Y),
1 tangeéncia visivel de X
VI2 1 tangéncia invisivel de Y 1 Bifurcacao sela-né 1
sela de Filippov
1 tangéncia visivel de X, Bifurcacao
VI3 1 tangéncia invisivel de Y 1 de Hopf 2
n6 de Filippov degenerada
Sela-Dobra 1 tangeéncia invisivel 9 Bifurcacao de 9
de Y, Bogdanov-Takens

Tabela 1: Tabela dos resultados obtidos nos Teoremas A e B, comparando a codimensao (Codim)
das bifurcacoes dos campos de vetores descontinuos (CVD) com a codimensao das bifurcagoes das
respectivas familias de campos de vetores regularizados (CVR).

classicos sistemas Lotka-Volterra. Para mais informagoes sobre os sistemas Lotka-Volterra veja
por exemplo [15] e as referéncias 14 citadas. Em particular, um destes modelos de competicao
entre trés espécies dentro da classe dos sistemas Lotka-Volterra tridimensionais é o modelo de

May-Leonard dado pelo sistema diferencial polinomial em R?

t=x(l —z—ay— bz),
y=y(l —br—y—ax2), (3)
Z=2z(1—azx—by—2),

onde a e b sao parametros reais e as derivadas sao calculadas em relagao ao tempo ¢t. Veja mais
detalhes sobre sistemas de May-Leonard nos artigos [17] e [4].

Em [4], o sistema (3) foi estudado para @ > 0,b > 0, com a +b = 2 ou a = b. Nesta tese
descrevemos sua dinamica global em funcao dos parametros a e b quando a+b = —1. O sistema
(3) estd definido em R3. De modo a estudar a dinAmica de suas 6rbitas no infinito estenderemos
analiticamente seu fluxo usando a compactificacio de Poincaré de R?. A regido de interesse em

nosso estudo ¢ o octante positivo de R3, isto é, onde x > 0,y > 0,z > 0. Assim, estudaremos
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o fluxo da compactificacao de Poincaré na regiao
R={(z,y,2) eR®: 2 +y* + 2> < 1,2 > 0,y > 0,2 > 0}

da bola de Poincaré.
Observamos que a dinamica global do sistema May-Leonard (3) com a + b = —1 pode ser
estudado porque este sistema diferencial tem um invariante de Darboux. Os resultados obtidos

estao descritos nos Teoremas C e D.

Teorema C. Para o sistema diferencial de May-Leonard (3) no octante R as sequintes

afirmacoes sao vdlidas quando a +b = —1.

a) O retrato de fase da compactificagio de Poincaré p(X) do sistema (3) nas fronteiras
x=0,y=0ez=0 deR € topologicamente equivalente ao descrito na Figura 3(a) se

a<-=2oua>1,ena Figura 3(c) se =2 < a < 1.

b) O retrato de fase da compactificacao de Poincaré p(X) do sistema (3) em R>® = ORN{x*+
y?+22 =1} (i.e. o retrato de fase no infinito do octante positivo de R3) € topologicamente
equivalente ao descrito na Figura 3(b) sea < —2 oua > 1, Figura 3(d) se =2 < a < —1/2,
Figura 3(e) se a = —1/2, e Figura 3(f) se =1/2 < a < 1.

¢) Quando a = —1/2 os planos x = y, © = z e y = z sdo invariantes pelo fluzo do
sistema (3), e os retratos de fase da compactificagio de Poincaré p(X) do sistema (3) em
Rn{x =y}, RN{x =z} e RN{y = z} sdo topologicamente equivalentes aos descritos
em (g), (h) e (i) da Figura 3, respectivamente.

Teorema D. Seja v uma orbita do sistema (3) com a +b = —1 tal que p() estd contido no

interior de R. Entao, para qualquer valor a € R as sequintes afirmagoes sao vdlidas.
a) O conjunto a-limite de p(7y) € a origem de R3.

b) O conjunto w-limite de p(v) € o ponto singular no infinito {(%, %, %)} € R>.

A tese esta organizada da seguinte forma.

No Capitulo 1 apresentamos conceitos preliminares que serao utilizados no decorrer da tese;

entre eles, um método de regularizacao de campos de vetores descontinuos.
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Figura 3: A dinamica na fronteira de R para a+b = —1 incluindo R, eem RN{z =y}, RN{x = z}
e RN{y ==z} quandoa =b=—1/2.

No Capitulo 2 estudamos uma bifurcacao de codimensao um que nasce da colisao de dois
pseudo-equilibrios, conhecida como bifurcagao pseudo-sela-nd, e provamos o item a) do Teorema
A.

No Capitulo 3 continuamos o estudo das bifurcacoes de codimensao um, mas que apresentam
agora colisoes de pontos de tangéncia quadratica no conjunto de descontinuidade, e completamos
a prova do Teorema A.

No Capitulo 4 estudamos a singularidade Sela-Dobra para campos de vetores descontinuos.
O resultado provado neste capitulo esta descrito no Teorema B.

O Capitulo 5 estd concentrado em provar os Teoremas A e B para o caso em que a

regularizacao é do tipo Sotomayor-Teixeira, considerando uma funcao de transigao arbitraria.
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Por fim, no Capitulo 6 estudamos uma classe particular de sistemas Lotka-Volterra
tridimensional, conhecida domo sistemas May-Leonard, de modo a descrever a dinamica global
de tais sistemas no octante positivo de R?, incluindo seu infinito. Neste capitulo constam as

provas dos Teoremas C e D.



CAPITULO

Preliminares

Neste capitulo apresentamos conceitos preliminares que serao utilizados no decorrer da tese.
Entre eles, alguns resultados da teoria qualitativa das equagoes diferenciais ordinarias e campos
de vetores suaves, e uma breve introducao aos campos de vetores descontinuos. Além disso,
apresentamos, com mais detalhes, o método de regularizagao Sotomayor-Teixeira e discutimos
sobre a escolha da funcdo ¢(x) =1/24 x/(2v/2? + 1) como boa aproximagcao para uma funcao

de transicao.

1.1 Campos de vetores continuos e descontinuos

Um campo de vetores continuo, ou, um campo vetorial X suave de classe C", r > 1, é
uma aplicacdo X : D C R? — R? de classe C" definida em um subconjunto aberto D do plano

R2. A seguinte equacao diferencial ordindria estd associada ao campo vetorial X

= X(z), (1.1)

ondexz €D CR%eci = fl—f. As solugoes desta equacao, também chamadas drbitas ou trajetorias

de X, s@o curvas diferencidveis ¢ : I C R — D satisfazendo ¢'(t) = X (¢(t)) para todo t € I.
O intervalo aberto da reta I é chamado intervalo mdximo de solucao. O retrato de fase do
campo de vetores X é o conjunto de todas as trajetérias de X em D C R2. E bem conhecido

o Teorema da Existéncia e Unicidade de Solugoes para campos de vetores de classe C", r > 1.

23
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Assim, para cada x € D, existe um intervalo maximo [, onde esta bem definida uma solucao
tinica ¢, de (1.1) tal que p,(to) = 2. A aplicacio de classe C", v : D x I, — R? definida por
o(z,t) = @.(t) é chamada fluzo gerado por X.

Um ponto p € D é dito um ponto singular, ou uma singularidade, ou ainda um ponto
de equilibrio do campo de vetores X quando X(p) = 0. Um ponto de equilibrio é chamado
hiperbélico se todos os autovalores da matriz Jacobiana DX (p) tém parte real nao nula. Caso
X(p) # 0, p é dito ponto regular, ou ndao singular, do campo vetorial X.

Vamos denotar por "(D) o conjunto dos campos vetoriais X : D C R? — R? de classe C”
definidos em D, onde D é um subconjunto aberto de R?. Dizemos que dois campos de vetores
X,Y € Q'(D) sao topologicamente equivalentes se existe um homeomorfismo h : D — D que
leva as érbitas do campo X nas orbitas do campo Y, preservando a orientagao das trajetérias.

Quando o homeomorfismo h também tem a propriedade

o(x,t) = h '((h(x),t)), x€D,tcl,

onde p(x,t) e (y,t) sdo os fluxos gerados pelos campos X e Y respectivamente, dizemos que X
e Y sao campos de vetores topologicamente conjugados. Neste caso, I, = Ij,) para cada x € D,
e o homeomorfismo h recebe o nome de conjugagao topologica. Observe que uma conjugagao
topoldgica entre dois campos de vetores preserva o tempo de percurso das trajetérias. Ainda,
se a conjugacao topoldgica h é um difeormorfismo de classe C", dizemos que os campos X e Y
sao C"-conjugados.

Enunciaremos a seguir dois resultados classicos da teoria qualitativa das equacoes diferenciais
ordinarias que envolvem conjugacgao topoldgica. O primeiro diz que, localmente, em uma
vizinhanga de um ponto regular, todo campo de vetores “se comporta” como um campo vetorial
constante. Para enuncié-lo precisamos estabelecer o conceito de secao transversal local. Uma
aplicagao diferencidvel s : A C R — ¥ = s(A) de classe C" é uma secao transversal local de

X € Q"(D) quando, para todo a € A, Ds(a)(R) e X(s(a)) geram o espago R?.

Teorema 1.1 (Fluxo tubular) Sejam p um ponto reqular de X € Q" (D), es: ACR — X
uma se¢ao transversal local de X de classe C" com s(0) = p. Entao, existe uma vizinhan¢a V
de p em D e um difeomorfismo h : V — (—€,€) X B de classe C", onde ¢ > 0 e B € uma bola

aberta em R centrada na origem 0 = s~(p) tal que
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a) h(3NV) ={0} x B
b) h é uma C"-conjugagdo entre X|y e o campo constante Y : (—e, ) x B — R Y = (1,0).

O segundo resultado garante que, localmente, em uma vizinhanca de um ponto de equilibrio
hiperbdlico, o comportamento de um campo de vetores é sempre modelado pelo comportamento

de sua parte linear.

Teorema 1.2 (Grobman-Hartman) Sejap € D um ponto de equilibrio hiperbdlico do campo
de vetores X : D — R? de classe C'. Entdo, existem vizinhancas V de p em D e W de 0 € R?

tais que X|y € topologicamente conjugado a DX (p)|w.

As demonstragoes dos dois teoremas anteriores constam em [21] para campos de vetores
em R”. Como ja temos alguns resultados bésicos da teoria qualitativa de equagoes diferenciais
ordinarias e campos de vetores planares, apresentaremos agora os conceitos e alguns resultados

bésicos da teoria de campos de vetores descontinuos no plano.

Seja f : D C R? — R uma funcao diferencidvel de classe C", com r > 1. Considere o
conjunto ¥ = f71(0) = {x € D : f(x) = 0}. Vamos assumir que 0 é valor regular da fungao f,
isto é, o vetor gradiente de f é nao-nulo em todos os pontos de . Neste caso, a subvariedade X
¢ uma curva regular em D. Vamos supor também que o conjunto D ¢é simplesmente conexo, e
que a curva X = f~1(0) divide o conjunto aberto D em duas regices X" = {z € D : f(x) > 0}

eX” ={xeD: f(xr) <0} Assim, podemos definir um campo de vetores descontinuo.

Definicao 1.1 Sejam X,Y € Q"(D) e f: D C R?> = R uma funcgdo diferencidvel de classe C"
tal que 0 € seu valor reqular. Um campo vetorial descontinuo, ou um campo suave por partes,
7 = (X,Y), definido em D, é uma aplica¢ao dada por
X(z), se zeXt
Z(x) = (@) (1.2)
Y(z), se ze€X .
O conjunto ¥ é chamado conjunto de descontinuidade. O conjunto dos campos vetoriais
descontinuos Z = (X, Y) definidos em D serd denotado por X"(D). Sem perda de generalidade,

a Forma Local das Imersoes permite considerar, sempre que necessario, a fronteira de
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descontinuidade como o eixo-r numa vizinhanga da origem, isto é, ¥ = {(2,0) € D : x € R}
com f(z.y) = y.

Observamos que a Definicao 1.1 nao especifica como a dinamica de um campo vetorial
descontinuo Z = (X,Y) evolui ao atingir o conjunto de descontinuidade ¥. Isto depende
basicamente de como as orbitas dos campos de vetores X e Y se comportam numa vizinhanca
de X. Dessa forma, para descrever a transi¢ao das érbitas de um campo de vetores descontinuo
entre as regioes X1 e X7, intersectando o conjunto de descontinuidade, utilizamos as convencoes
de Filippov [8], cujas regras estao definidas a seguir.

Vamos denotar por X f(p) o seguinte objeto matematico

Xfp)=(Vfp),X®),

onde { , ) é o produto interno usual do R?. Assim, X f(p) significa a derivada direcional de f

na diregao X (p). Podemos identificar as seguintes regides genéricas em X

1. Regiao de Costura: . ={p € X: Xf(p)Y f(p) > 0}.

Figura 1.1: Regioes de Costura ..

2. Regiao de Deslize: X3 ={p€ ¥ : X f(p) <0,Y f(p) > 0}.

3. Regiao de Escape: ¥, = {pe€ X : X f(p) >0,Yf(p) <0}

Figura 1.2: (a) Regiao de Deslize ¥4, (b) Regiao de Escape X..
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Nas regioes de deslize e escape, a convencao de Filippov fornece um campo de vetores deslizante
F(Z) associado ao campo vetorial descontinuo Z = (X,Y'), chamado campo de Filippov. O
campo de Filippov em ¥ consiste de uma combinac¢ao convexa dos campos de vetores X e Y.
Precisamente, dado um ponto p € ¥,UX., considere a reta r que liga p+ X (p) a p+ Y (p). Seja
¢ o unico ponto de intersecao da reta r com o hiperplano tangente a > em p. Entao o campo
de Filippov é definido como F(Z)(p) = pg. Em outras palavras, F'(Z)(p) denota o tinico vetor
tangente a ¥ contido no cone gerado por X (p) e Y(p).

Figura 1.3: Campo de Filippov.

Definicao 1.2 Sejam Z = (X,Y) € X"(D) com conjunto de descontinuidade 3, e p € X um
ponto de deslize ou de escape. O campo de Filippov no ponto p, associado ao campo de vetores

descontinuo Z, € definido por

F(Z)(p) = (1 -=1)Y(p) +1X(p), (1.3)

onde 1 =Y f(p)/(Y f(p) — X f(p)).

Escrevendo X (p) = (fi(p), 91(p)) e Y(p) = (f2(p), 92(p)) denotamos

det[X, V](p) = det | TP OO} _ g ) — B )

f2(p)  g2(p)

Podemos entao definir os pontos regulares e os pontos criticos de um campo de Filippov.
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Definigao 1.3 Um ponto p € ¥ € um ponto reqular de F(Z) se
1) p € de costura (i.e, X f(p)Y f(p) >0), ou

2) p € de deslize ou escape (X f(p)Y f(p) < 0) e det[X,Y](p) # 0, isto €, os vetores X (p) e

Y (p) sao linearmente independentes.

Definigao 1.4 Um ponto p € ¥ € um ponto critico do campo de Filippov F(Z) se
Xf)Yflp)<0 e det[X,Y](p) =0.

Note que em um ponto critico p de F'(Z) os vetores X (p) e Y (p) sao linearmente dependentes.
Além disso, dizemos que um ponto critico p é hiperbdlico se %(det (X, Y]|E)(p) % 0. Um ponto
critico hiperbdlico do campo de Filippov F'(Z) tambem é comumente chamado na literatura de
pseudo-equilibrio do campo vetorial descontinuo Z = (X,Y'). Existe uma classifica¢do para os

pontos criticos hiperbdlicos de F(Z).

Definicao 1.5 Seja p um ponto critico hiperbélico de F(Z). Dizemos que
1) p é uma sela de Filippov, ou uma pseudo-sela de Z = (X,Y), se

l.a) p € ¥y € um ponto critico repulsor para F(Z), ou seja, %(det[X, Y]‘E)(p) > 0.

VAN
N1/

Figura 1.4: Sela de Filippov.

1.b) p € B € um ponto critico atrator para F(Z), ou seja, & (det[X,Y])(p) < 0.

2) p € um nd de Filippov, ou um pseudo-nd de Z = (X,Y), se
2.a) p € X4 € um ponto critico atrator para F(Z), ou seja, %(det[X, Y]|E)(p) < 0. Neste

caso p € um no atrator de F(Z) (ou pseudo-nd atrator de Z ).

2.b) p € ¥, € um ponto critico repulsor para F(Z), ou seja, % (det[X, Y]‘E)(p) > 0. Neste

caso p € um no repulsor de F(Z) (ou pseudo-né repulsor de Z ).
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7
A\

Figura 1.5: Sela de Filippov.

AN
VAR

Figura 1.6: N6 atrator de Filippov.
X \

Figura 1.7: N6 repulsor de Filippov.

RN

by

Outra caracterizacao de pontos em X sao as tangéncias de trajetérias dos campos X ou
Y com o conjunto de descontinuidade. Neste trabalho trataremos apenas das tangéncias
quadraticas no conjunto de descontinuidade. Por simplicidade muitas vezes escreveremos apenas

a palavra “dobra” quando nao houver perigo de confusao. Denotamos X2f(p) = X (X f)(p) =
(VX [)(p), X ().

Definicao 1.6 Um ponto p € ¥ é dito um ponto de dobra de Z em ¥ se p é um ponto de
contato quadrdtico do campo X com X, ou do campo Y com . Dizemos que uma dobra de Z

é

i) uma dobra visivel se p for um ponto de tangéncia quadrdtica interna do campo X com X,

ou seja se X f(p) =0, Yf(p)#0 e X%2f(p) > 0.

ii) uma dobra invisivel se p for um ponto de tangéncia quadrdtica externa do campo X com

Y, ou seja se X f(p) =0, Yf(p)#0 e X2f(p) <O.

Analogamente definimos dobra visivel e dobra invisivel de Z para contato quadratico do
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Figura 1.9: Dobra invisivel.

campo Y com o conjunto ¥, isto é, Y f(p) = 0, X f(p) #0, e Y2f(p) # 0. Além disso, se p € &
é um ponto de tangéncia (quadratica) invisivel tanto para X quanto para Y, entao p é chamado
um ponto de tangéncia singular. Por outro lado, p é um ponto de tangéncia regular se nao for
singular. Reunindo todos esses conceitos definimos uma singularidade de um campo de vetores

descontinuo como segue.

Definicao 1.7 Um ponto p € D € uma singularidade de um campo de vetores descontinuo

Z =(X,Y) se
i) p € XTUXT € um ponto de equilibrio do campo X ou do campo Y'; ou
i) p € XgUX, € um pseudo-equilibrio (isto €, um ponto critico hiperbdlico de F(Z)); ou

i1) p € X é um ponto de dobra de Z.

Assim como ocorre para campos de vetores suaves, também devemos definir o que vem a

ser uma orbita de um campo de vetores descontinuo.

Definicao 1.8 A drbita (ou trajetoria local) de um campo de vetores descontinuo da forma

(1.2) passando por um ponto p € definida como seque:

i) Parap € X"\ X ep € X7\ X a trajetoria € dada por pz(p,t) = px(p,t) e pz(p,t) =

vy (p, t) respectivamente, onde t € I,.

ii) Para p € 3, tal que X f(p),Y f(p) > 0 e tomando a origem do tempo em p, a trajetoria

¢ definida como @z(p,t) = oy(p,t) parat € L, N {t < 0} e pz(p.t) = ¢x(p,t) para
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t € I, n{t > 0}. Para o caso X f(p),Y f(p) < 0 a defini¢cao é a mesma revertendo o

tempo.

i) Para p € XqU X, tal que F(Z)(p) # 0, ¢z(p.t) = ©rz)(p,t) parat € I,, onde F(Z) € o
campo de Filippov dado em (1.3).

i) Para p um ponto de tangéncia reqular e tomando a origem do tempo em p, a trajetdria

¢ definida como pz(p,t) = p1(p,t) para t € I, N{t < 0} e pz(p,t) = pa2(p,t) para
te l,Nn{t >0}, onde cada 1,2 € px 0U Py OU Pp(z).

v) Para p um ponto de tangéncia singular, pz(p,t) = p para todo t € R.

Observamos que se p € ¥, U X, é uma tangéncia regular, a trajetéria ¢, passando através
de p pode ser escolhida de diversas maneiras distintas. Além disso, a definicao de trajetoria
local para campos vetoriais descontinuos também pode ser encontrada em [9]. Encerrando esta

secao, damos a definicao de equivaléncia topolédgica pra campos de vetores descontinuos.

Definicao 1.9 Dois campos de vetores descontinuos Z e Z definidos em conjuntos abertos D
e D e com fronteiras de descontinuidade ¥ e S sio topologicamente equivalentes se existe um
homeomorfismo h : D — D que leva as orbitas do primeiro sistema nas orbitas do sequndo

preservando a orientacao das trajetdrias, e a fronteira de descontinuidade, isto €, h(¥) = 3.

1.2 Regularizacao de campos de vetores descontinuos

Nesta secao apresentamos a definicao geral de regularizacao de um campo de vetores
descontinuo e também definimos quando a regularizacao é do tipo transicao. Dentre
os exemplos, destacamos uma regularizacao do tipo transicao bem conhecida, a saber, a
regularizacao Sotomayor-Teixeira. Destacamos também alguns resultados ja estabelecidos para

a regularizacao de campos de vetores descontinuos.

Definicao 1.10 Seja Z = (X,Y) € X" (D) um campo de vetores descontinuo, com conjunto de
descontinuidade Y. Uma regularizacao de Z ¢ uma familia a um parametro Z. de campos de

vetores suaves satisfazendo a propriedade de que Z. converge para Z simplesmente em D\ .
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Definigao 1.11 Seja Z = (X,Y) € X7(D) um campo de vetores descontinuo, onde ¥ = f~1(0)
¢ definida pela funcao diferencidvel f : D C R? — R. Dadose > 0 e ¢ : R — R uma funcdio

mondotona de classe C™ tal que

lim ¢(x)=0 e lim ¢(z) =1,

T——00 r—r—+00

dizemos que

Z(p) = (1= 0(f(p)Y (p) + ¢=(f(p) X (p), (1.4)

¢ uma regularizacao do tipo transi¢ao, onde p.(z) = w(z/e). O valor € € dito parametro de

regularizacao.

Exemplo 1.1 Considere Z = (X,Y) um campo de vetores descontinuo, ¥ = f~1(0) com

f(z,y) =y, e p a fungio de classe C*

Assim, dado € > 0, a reqularizacao

(1 Yy 1 Yy
Z(x,y) = (5 - W)Y(%y) + (5 + m)X(%y%

¢ uma regularizacao do tipo transicao.

Exemplo 1.2 (Regularizagao Sotomayor-Teixeira) Considere uma fun¢io C* ¢ : R — R

satisfazendo as propriedades p(z) =0 sex < =1, p(z)=1sexz >1e¢'(zr) >0sex € (—1,1).

A
1

v
i

—1 1 T

\

Figura 1.10: Funcao de transicao na regularizacao Sotomayor-Teixeira.



1.2 Regularizacao de campos de vetores descontinuos 33

Neste caso, a regularizagcdo do tipo transi¢ao (1.4) é chamada regularizacao Sotomayor-
Teixeira, e a funcao ¢ satisfazendo as propriedades acima é dita uma funcao de transigao.
Em [23] Sotomayor e Teixeira descrevem com detalhes um método para regularizar campos de
vetores descontinuos. Dado um campo de vetores descontinuo Z = (X,Y), o método consiste
em considerar a combina¢ao convexa dos campos de vetores X e Y descrita em (1.4) utilizando

funcoes de transicao.

Figura 1.11: Faixa de regularizacao.

Na regularizagao Sotomayor-Teixeira, o conjunto ¥ X (—e,e) € chamado faixa de
regularizacao. No exterior da faiza de regqularizagao o campo de vetores reqularizado Z. reduz-se
ao campo Y ou ao campo X, conforme a funcao de transicdio @ assuma valor zero ou um,

respectivamente. Em particular, quando ¥ = f~1(0) e f(z,y) =y, temos

X(p) se y=>e¢
Z:p) =9 (1=¢(1)Y@) +o (Y Xp) se ye(-ce) - (L.5)
Y(p) se y<e

Ja estao estabelecidos alguns resultados para a regularizacao Sotomayor-Teixeira de campos
de vetores descontinuos em vizinhangas de pseudo-equilibrios, pontos regulares de F(Z) e
dobras de Z em . Assim, enunciaremos tais resultados indicando as referéncias para suas

demonstragoes.

Proposicao 1.1 Dado Z = (X,Y) € X"(D), seja p € X um ponto critico hiperbélico de
F(Z). Entao, dada uma fungao de transi¢ao @, existem uma vizinhanga V de p em D e gy > 0
tats que para 0 < ¢ < g9 o campo de vetores reqularizado Z. tem uma unica singularidade p.

em V, a qual € uma sela hiperbdlica ou um nd hiperbdlico, conforme p o for para F(Z).

Demonstragao. Veja [22]. O
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Proposicao 1.2 Sejam Z = (X,Y) € X"(D) e p € ¥ um ponto reqular de F(Z). Entao,
dada uma funcgao de transicao p, existem uma vizinhangca V de p em D e €9 > 0 tais que para

0 < e <ey o campo de vetores reqularizado Z. nao tem singularidades em V.
Demonstragao. Veja [22]. O

Proposicao 1.3 Seja p € ¥ um ponto de dobra de Z = (X,Y) € X"(D). Entao, dada uma
fungao de transicao ¢, existem uma vizinhanca V) de p em D e ey > 0 tais que para 0 < € < g

o campo de vetores reqularizado Z. nao possui singularidades em V.

Demonstragao. Veja [22]. O

A Proposicao 1.1 também pode ser provada usando a teoria das perturbacgoes singulares da
seguinte maneira. Considere a familia a um parametro Z. de campos de vetores suaves dada
pela regularizacao do tipo transi¢ao (1.4).

Suponha, sem perda de generalidade, que f(z,y) = y. Assim, as trajetorias de (1.4) s@o as

solugoes do sistema de equagoes

i=fr+ey/e)fi— fo)
U= g2+ oy/e) (g1 — g2)

, (1.6)

onde X = (f1,01), Y = (f2,92) e ¥ ={y = 0}.
Buzzi, da Silva e Teixeira [3] aplicaram técnicas da Teoria Geométrica das Perturbagoes

Singulares para estudar a familia (1.6). Considere a seguinte mudanga de coordenadas

Assim, o sistema (1.6) se escreve da seguinte forma

= fo+o@)(fL — f2)

| (17)
ey = ga + @(U)(g1 — 92)

onde fi, f2,91 € go sao calculados em (Z, €y).
O sistema (1.7) é o que chamamos de um problema de perturba¢ao singular com parametro

e > 0. Para mais detalhes sobre esta teoria veja [7]. Ao problema de perturbacao singular (1.7)
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esta associado o seguinte sistema

foto@)(fL = f2) ’ (1.8)

0= g2+ ¢¥) (91— g2)

chamado de problema reduzido. O conjunto S definido implicitamente por

g2+ @) (g1 —g2) =0

¢ conhecido como wvariedade lenta. Em [14] os autores provaram que a regido Xz U X
¢ homeomorfa a variedade lenta S e, além disso, que o sistema reduzido tem dinamica
topologicamente equivalente a dinamica do campo de Filippov F(Z).

Considere entao p um ponto critico hiberbdlico de F(Z7), isto é, p € ¥4 U .. Logo, h(p)
também é um ponto critico hiberbdlico na variedade lenta S, onde h : Y, U X, — S é o
homeomorfismo que leva as érbitas de F'(Z) em 3, U X, nas 6rbitas do sistema reduzido em
S. Além disso, a regularizagao do tipo transicao leva a problemas de perturbagao singular
onde todos os pontos da variedade lenta S sdao normalmente hiperbélicos. Assim, a teoria de
Fenichel [7] pode ser aplicada para garantir a existéncia da singularidade hiberbélica p. de Z.
tal que p. — p. De maneira anadloga, pode-se provar as Proposicoes 1.2 e 1.3 usando a teoria

de perturbacoes singulares.

Nos Capitulos 2, 3 e 4 vamos utilizar a seguinte fungao para o calculo das regularizacoes do

tipo transicao de campos de vetores descontinuos

1 T

Assim, dado € > 0, a regularizacao de um campo de vetores descontinuo sera descrita através

da familia de funcoes
x

2va? + 2

Esta funcgao, apresentada no Exemplo 1.1, nao é uma funcao de transicao de acordo com a

pela) = pla/e) = 5 +

definicao de Sotomayor e Teixeira; ver Exemplo 1.2. No entanto, existem algumas justificativas

para considerarmos a fungao (1.9) nas regularizagdes dos campos descontinuos.
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Esta funcao ja foi utilizada anteriormente em [16] para obter a regularizagao de certas
familias de campos de vetores descontinuos Z, = (X,,Y)) que apresentavam bifurcacoes de
codimensao um provenientes da colisao de um ponto de equilibrio hiperbdlico de um dos
campos X, ou Y, com a fronteira de descontinuidade Y. Na verdade, um dos nossos objetivos
é, inspirados na abordagem realizada em [16], complementar os resultados 14 alcancados,
mas considerando familias de campos descontinuos a um ou dois parametros que apresentam
bifurcacoes oriundas de colisoes de tangéncias quadraticas, pseudo-equilibrios e também do
desdobramento de uma singularidade sela-dobra.

A escolha da fungao (1.9) utilizada em [16] mostrou ser acertada. Primeiro, a funcao (1.9)
esta tao proxima de uma funcao de transicao qualquer quanto quisermos, bastando tomarmos

valores positivos de € cada vez menores na familia de fungoes . correspondente; Figura 1.12.

. .
4 2 2 4

Figura 1.12: Gréficos de ¢., paraec =0.5 e e =0.2.

O segundo motivo estd na simplicidade da expressao de (1.9), a qual possibilita maior
facilidade na manipulagao algébrica e calculo das regularizagoes. Por fim, a func¢ao (1.9) mantém
as propriedades essenciais e ja estabelecidas da teoria das regularizagoes dadas pelas Proposigoes

1.1, 1.2 e 1.3. As demonstragoes deste fato podem ser encontradas em [16].



CAPITULO

Colisoes de Pseudo-Equilibrios via Regularizacao

Neste capitulo estudaremos a bifurcacao que ocorre na regularizacao da familia de campos
descontinuos que apresenta colisdes de pseudo-equilibrios, descrita na se¢ao 3.3 de [12]. Na
secao 3.3 do artigo citado essa bifurcagao recebe o nome de bifurca¢ao pseudo-sela-no. Trata-se
de uma bifurcacao de codimensao um, a qual ocorre quando dois pseudo-equilibrios colidem e

desaparecem sob a variacao do parametro de bifurcacao.

2.1 Bifurcacao Pseudo-Sela-Né

Como estabelecido no capitulo anterior, vamos considerar que f(z,y) = y é a funcdo que
define os conjuntos ¥, Xt e X7 na vizinhanca D da origem. Dessa forma, o conjunto de
descontinuidade, ¥, é o eixo-z. Seja Z, = (X,,Y)) uma familia a um parametro, A, de campos
vetoriais descontinuos definida em D. Sob a variacao do parametro A dois pseudo-equilibrios
da familia Z, podem colidir e em seguida desaparecer, dando origem a uma bifurcacao de
codimensao um. Para compreender melhor essa bifurcacao suponha que a familia de campos
vetoriais X, é C"-conjugada ao campo X(x,y) = (0,—1), e que para valores negativos e
pequenos do parametro as oOrbitas da familia Y, atingem a reta de descontinuidade dando
origem a dois pseudo-equilibrios, um pseudo-né atrator e uma pseudo-sela com variedade
instavel contida em X, ambos pertencentes a regiao de deslize >; = . A Figura 2.1 ilustra
esta bifurcacao, e invertendo o sentido das flechas obtém-se um retrato de fase topologicamente

equivalente, com pseudo-né repulsor, pseudo-sela com variedade estavel contida em X, e 3. = 3.

37
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Para uma definigao formal de retratos de fase topologicamente equivalentes veja [6].

A<O0 A=0 A>0

XA XX XX

>
PN Pg Po
A \ \
Yy Yy Yy

Figura 2.1: Colisoes pseudo-equilibrios. Bifurcacao pseudo-sela-no.

Uma forma normal topoldgica para esta bifurcacao descrita em [12] é dada por Z, =
(X)\7Y)\)7
X)\(«T,y) = (07 —Oé) se y > 0

Z)\(l’,y) = ’ (21)
a(z,y) = (A+a2%a) se y<0

com « > 0. O campo de Filippov, F/(Z)), associado ao campo descontinuo Z,, é dado por

F(Z))(x,0) = IXx(2,0) + (1 — )Yx(,0)

= %()\+x2,0)

onde
N0 1
(YA — XA)f(l’, O) 2

Os pontos criticos do campo de Filippov, isto é, os pseudo-equilibrios de Zy, sao os pontos Py =
(—v—=X,0) e Ps = (v/=\,0), pseudo-né atrator e pseudo-sela respectivamente. Observe que
esses pseudo-equilibrios estao definidos e coexistem apenas para valores negativos do parametro
A, e a medida que A\ se aproxima de zero, os pontos Py e Pg se aproximam e colidem em um
mesmo ponto Py = (0,0), quando A = 0. O ponto Fy é chamado pseudo-sela-né, dando origem

ao nome da bifurca¢ao em [12].
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2.2 Regularizacao da Bifurcacao Pseudo-Sela-N¢

Nesta secao vamos analisar a bifurcacao que ocorre na regularizacao do campo de vetores

descontinuo Z, dado em (2.1) no caso em que a regularizagao do tipo transigao é dada por

1 T

onde p(2) = @.(x), com € > 0. Assim, se Z) = (X}, Y)) é uma familia de campos descontinuos

a um parametro, a familia de campos regularizados é dada por

Zne(w,y) = (1 — 0 (y)Ya(x, y) + e (y) X (7, y),

onde estamos considerando que a func¢ao que define o conjunto de descontinuidade X é f(x,y) =

y. Portanto, se Z, = (X,,Y)) é a familia de campos descontinuos onde

XNz y) = (0, -a),

Va(z,y) = (A+2%a),

a familia de campos regularizados associada é dada por

)(A +22), —\/%) (2.3)

Note que em (2.3) temos uma familia de campos vetoriais regulares a dois parametros.

Z _ (! 4
A,a(l“,y)— 5 W

Assim, vamos efetuar a seguinte mudanca de variaveis e reescalonamento de parametros

na familia de campos regularizados Z,. dada em (2.3). Este procedimento é bastante til
pois permite desconsiderar o parametro € no célculo das bifurcacoes da familia de campos
regularizados, simplificando sua expressao. Uma vez efetuados esses célculos, podemos retornar
as variaveis e parametros iniciais, analisando e interpretando os resultados alcancados.

Assim, efetuando a mudanga de variaveis e reescalonamento de parametros indicados acima

na familia de campos regularizados (2.3), e por simplicidade voltando a denotar (Z, 7, A, @) por
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(x,y,\, &), obtemos o campo de vetores regularizado Zr

Znlz,y) = ((% _ M%H) (A +22), —\/%) (2.4)

O resultado a seguir prova o item a) do Teorema A, no caso em que a regularizagao do tipo

transicao é dada pela funcao p(z) = 1/2 + z/(2vx? 4+ 1).

Proposicao 2.1 Seja Z, = (X,,Y)) uma familia de campos descontinuos dada por (2.1).
Entao, a familia de campos reqularizados associada Zy, dada por (2.4), admite uma bifurcacao

do tipo sela-nd no ponto de equilibrio Py = (0,0) para o valor de bifurcagio \g = 0.

Para provar a Proposicao 2.1 utilizaremos o teorema a seguir, devido a Sotomayor. Para
mais detalhes veja [10], [19] e [20]. Em [10] o teorema estd descrito para campos de vetores em

R™, mas vamos enuncia-lo para o caso bidimensional.

Teorema 2.1 (Sotomayor) Seja @ = F(x,\) uma familia a um parametro de um sistema
diferencial em R?. Quando X = )\, suponha que exista uma singularidade py = (o, yo) para a

qual as sequintes hipoteses sao satisfeitas:

(SN1) A matriz Jacobiana D, F(pg, \o) tem um autovalor simples dg = 0 com autovetor a

direita U e autovetor a esquerda .

(SNy) Vale a desigualdade
_ OF
<w> a(pOa )‘0)> 7é O>
onde { , ) denota o produto interno usual de R

(SN3) Vale a sequinte desigualdade
(0, D2F (po, M) (¥, 7)) # 0.

Entao existe uma curva suave de singularidades em R?* x R passando por (pg, \o), tangente ao
hiperplano R? x {\o}. Dependendo dos sinais das expressoes em (SNo) e (SN3), nao existem
singularidades prozimas a (po, Ao) quando A < Ao (A > X\o) e duas singularidades prozimas a
(po, Ao) para cada valor do parametro A > Ay (A < Xg). As duas singularidades de & = F(x, \)

prozimas a (po, \g) sao hiperbdlicas.
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Segue entao a prova da Proposicao 2.1.

Demonstragao. Seja Z, = (X,,Y,) a familia de campos descontinuos dada por (2.1), com
respectiva familia de campos regularizados Zr indicada em (2.4). Os pontos de equilibrio de

Zg sao dados por Zg(x,y) = (0,0). Como o > 0 e para todo y € R

1 Yy )
- ¥ 0,
(2 2/y2 +1 7

entdao as singularidades da familia de campos regularizados Zg sao da forma (£v/—X\,0). Os
valores do parametro A sao considerados em uma vizinhancga de zero. Assim, existem valores de
parametros para os quais a familia de campos regularizados, Zg, possui uma, duas ou nenhuma
singularidade. Denote por A = (a;;), 1 < 1,7 < 2, a matriz Jacobiana DZg(x,\) de Zg, cujos

elementos sao

xy 2 4+ A
=T — ——— g = —————=
az1 =0, Q22 = _W'
0 O ) )
Em Py = (0,0) com Ay = 0 temos DZgr(FPy, \o) = . Logo, a matriz Jacobiana
0 —«

DZg A\(Py, A\o) tem um tnico autovalor dp nulo. Vamos determinar os autovetores a direita e a
esquerda associados ao autovalor &y, de acordo com (SN;). Um autovetor a direita é o vetor

nao-nulo v = (vq, vy) satisfazendo a igualdade
A(Po, >\0)’(7 == 5017 = O

Analogamente, o autovetor a esquerda, associado ao autovalor §y = 0, é a solu¢ao nao-nula de
W A(Py, o) = 0. Assim, ¥ = @ = (1,0). Isso completa a verificacao da hipétese (SN;) do

Teorema 2.1. Vejamos as outras hipéteses. Devemos verificar que o seguinte produto escalar é

L 07
<w, a—)\R(PQ, >\0)> .

nao-nulo
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Inicialmente, temos que

%(Z',y, )‘) - <1 -

Y
—,0),
O 2 22 +1 )

de modo que aZR = (Po, Ao) = (2, 0). Multiplicando escalarmente por , resulta em

YA 1
< O\ (PO’A°>> 2’

o que prova a hipétese (SNy). Agora, resta verificar que o seguinte produto escalar é nao-nulo
<U_jv DizR(P(]a )‘0)(177 17)> :

Para calcular D?Zg(z,y, \)(¥,¥) vamos utilizar a seguinte notagao (x,y) = (z1,12), ou seja

Z Z
D2ZR(SC y7 v,V ( E aa Rl xﬂx.]? U]Uu § aa R2 S(,’Z,LL’j,A)UjUZ-),
ZE', xz

7] 1 ,] 1

A primeira componente da derivada segunda em relacao a z € R? da familia de campos

regularizados Zg = (Zg,, Zr,) é

0?7
R1 (ZL’Z',LU]‘, >\)Uj’UZ' =1 y

ZJZZI 81’181’] A /y2 —+ 1’

e a segunda componente da derivada segunda é nula. Assim, avaliando em (P, \g) temos

D2ZR(Py, \o)(V,7) = (1,0). Agora, multiplicando escalarmente pelo autovetor @ obtemos
<’LU D2ZR(P0, )\0)( )> =1.

Isto prova a hipdtese (SN3) e a proposicao. a



CAPITULO

3

Colisoes de Pontos de Tangencia via

Regularizacao

Neste capitulo vamos estudar, usando o método da regularizacao, as bifurcacoes de familias
de campos de vetores descontinuos que apresentam colisoes de pontos de tangéncia quadradica
no conjunto de descontinuidade, descritos na segao 3.2 de [12]. A segdo 3.2 do artigo citado
apresenta quatro casos principais, cada um dividido em subcasos. Analisaremos trés casos
principais com os respectivos subcasos, todos de codimensao um. Observamos que ao regularizar
tais familias de campos descontinuos pode ocorrer uma mudanca na codimensao da bifurcacao
das respectivas familias de campos regularizados. Destacamos o subcaso VI3 descrito na
subsegao 3.2.3 de [12], cuja familia de campos regularizados apresenta uma bifurcagao de

codimensao dois.

3.1 Colisao de Tangencias Quadraticas

Vamos considerar a familia a um parametro Z, = (X,,Y)) de campos de vetores
descontinuos definida na vizinhanca D da origem de R? e vamos supor que o conjunto de
descontinuidade > em D é dado por {y = 0}. A presenga de um tnico ponto de tangéncia
quadrética de X, ou Y) com X nao acarreta em bifurcagoes locais de codimensao um para
familia de campos descontinuos Z,. Mas, é verdade que se um dos campos de vetores, X,

ou Y,, tem uma tangéncia quadréatica no conjunto de descontinuidade > em um ponto T},

43
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entao, sob a variacao do parametro A, este ponto pode se mover. Dessa forma, se o campo
de vetores descontinuo 7, apresentar dois pontos de tangéncia quadratica em X, entao essas
duas tangeéncias podem colidir. Ressaltamos que se as duas tangéncias em ¥ sao de um mesmo
campo de vetores (X, ou Y)) entao elas nao podem colidir se ambas forem visiveis ou invisiveis;
por outro lado, se as duas tangéncias em X sao de campos de vetores distintos, entao elas
colidem, nao importando sua natureza.

A definicao a seguir categoriza os casos possiveis para colisbes de pontos de tangéncia
quadrética em uma familia de campos descontinuos de modo que apresentem bifurcacoes locais

de codimensao um, como consta em [12].

Definigao 3.1 Seja Z, = (X,,Y)) uma familia de campos descontinuos definida em uma

vizinhanca D da origem de R* com ¥ = f~1(0) onde f(x,y) =y. Dizemos que

a) Zy pertence ao caso DT (de double tangency ou tangéncia dupla) quando ocorre a colisao

de uma tangéncia visivel com uma tangéncia inuvisivel, ambas do mesmo campo de vetores

(X)\ ou Y)\)

b) Zy pertence ao caso V'V quando ocorre a colisao de uma tangéncia visivel de X, com uma

tangéncia wisivel de Y.

c) Zy pertence ao caso VI quando ocorre a colisio de uma tangéncia visivel (invisivel) de

X, com uma tangéncia invisivel (visivel) de Y.

d) Zy pertence ao caso II quando ocorre a colisdo de uma tangéncia invisivel de X, com uma

tangéncia invisivel de Y.

Trataremos nesta tese apenas dos casos DT, VV e VI e seus respectivos subcasos. Cada um
desses casos principais serd estudado em uma secao distinta deste capitulo. De modo a investigar
as bifurcacoes locais que podem surgir nas respectivas familias regularizadas, procederemos
como no capitulo anterior, utilizando o método de regularizacao de campos descontinuos de

Sotomayor e Teixeira.

3.2 Regularizacao de Tangencia Dupla

Vamos tratar nesta se¢ao do caso DT, ou tangéncia dupla, descrito em [12]. Tomando

Zy, = (X,,Y,) a familia de campos descontinuos, podemos supor sem perda de generalidade
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que para A < 0 o campo de vetores Y, tem dois pontos de tangéncia quadratica com >, um
visivel e outro invisivel. Essas duas tangéncias colidem em A = 0 formando um ponto de
tangencia dupla Ty. O ponto Ty é um ponto de inflexao cibica para a orbita de Y, em A = 0.
Quando A > 0 nao ha pontos de tangéncia de Y) e entao podemos assumir que Y, é localmente
transversal a > para A > 0. Também podemos assumir que o campo de vetores X ¢é localmente
transversal a X em T} para todo A pequeno. Podemos supor ainda que X e ortogonal a X, isto
é, que X, é C"-conjugado ao campo X(x,y) =(0,—1).

Com essas hipdteses existem dois subcasos criticos, DT1 e DT2, que se distinguem pelas

inflexoes opostas da orbita de Y) passando por Ty. Veja a Figura 3.4.2.

(DTQ) A<0 A=0 A>0

X X

e

Figura 3.1: Tangéncia Dupla. Subcasos DT1 e DT2.

No subcaso DT2 observamos que, para A < 0, a regiao de deslize ¥; é formada por duas
componentes desconexas, enquanto que em DT1 tem-se »; uma regiao simples. Além disso,
para A > 0, temos que X = . em DT1 e ¥ = ¥; em DT2. Invertendo o sentido das flechas
obtém-se retratos de fase topologicamente equivalentes aos casos DT1 e DT2, com as regioes
de deslize em X sendo substituidas por regioes de escape. O mesmo ocorre caso escolhéssemos
X, C"-conjugado ao campo X(a:, y)=(0,1).

Uma forma normal topoldgica para as bifurcagoes descritas em [12] DT1 e DT2 é dada por
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Zy = (X),Y)), onde

Za(x,y) = (:9) = (0, ~e) =l (3.1)
7 Yi(z,y) = (a,£(A+ B2?)) se y <0 7

7 7

onde o, 3 > 0. Aqui DT1 corresponde ao sinal “ —"” e DT2 corresponde ao sinal “ + 7 na

expressao (3.1). O campo de Filippov F(Z)), associado ao campo descontinuo Z,, é dado por

F(Zy)(x,0) = (a - (;‘i 7 ,o).

Note que neste caso nao existem singularidades para o campo de Filippov associado, pois
F(Z))(x,0) = (0,0) apenas quando « se anula, e estamos supondo a > 0. Além disso,
as tangéncias do campo Y) sao os pontos (—v/—A/3,0) e (v/—A/B,0). Observe que essas
tangeéncias estao bem definidas e coexistem apenas para A < 0, e a medida que A se aproxima
de zero elas colidem no ponto Ty = (0,0). Vamos prosseguir a anélise considerando o subcaso

DT2. A familia de campos regularizados é dada por

Ine(m,y) = (1= o (y) Ya(z,y) + ¢ (v) Xa(z, v),

onde estamos considerando que a fungao que define ¥ é f(z,y) =y, e

1 Y

(Y =5+ .

Assim, se Z, = (X,,Y)) é a familia de campos descontinuos onde

Xz, y) = (0, -a),

Ya(z,y) = (o, A+ B2?),

a respectiva familia de campos regularizados é dada por

I y) = 1 Y A+B2°—a) (A+p2*+a)y
e = (37 ) ==
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Efetuando a seguinte mudanca de varidveis e reescalonamento dos parametros,

na familia de campos regularizados Z, ., a qual denotaremos por Zg = (Zg,, Zr,), obtemos

(A + B2 —a) (5\+Bx2+a)y>. (32)

o 1 y

A= ((5 ) Qm)o" 2 /Pl

Note que a familia de campos regularizados, Zr, nao possui singularidades, independen-
temente dos valores do parametro A, uma vez que a coordenada Zr, nunca se anula. Assim,
em cada um de seus pontos regulares, e qualquer que seja o valor do parametro A\, o campo
Zgr é C"-conjugado ao campo constante W (z,y) = (1,0) numa vizinhanga de T, = (0,0).
Analogamente, obtemos a mesma conclusao considerando o caso DT1. Dessa forma concluimos
que, do ponto de vista da regularizacao de campos descontinuos, os casos de dupla tangéncia
DT1 e DT2 nao apresentam bifurcacoes. Portanto, obtemos o seguinte resultado, que prova

o item bl) do Teorema A para o caso DT e regularizagao do tipo transicao dada pela funcao

—1/2+2/2V2 +

LS W

Figura 3.2: Retratos de fase da familia regularizada Zy associada ao subcaso DT1.

Proposicao 3.1 O campo de vetores reqularizado Zwr dado em (3.2) € estruturalmente estdvel.

3.3 Regularizacao de Duas Tangencias Visiveis

Nesta secao analisamos o caso VV, onde ocorre a colisao de duas tangéncias quadraticas
visivies, como consta na subse¢ao 3.2.2 de [12].

Dada a familia de campos de vetores descontinuos Z, = (X),,Y)), vamos supor que X,
tem um ponto de tangéncia quadratica visivel T5* € ¥ e que Yy tem um ponto de tangéncia

quadrética visivel TY € Y. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que para A < 0



3.3 Regularizacao de Duas Tangéncias Visiveis 48

o ponto T5X estd localizado & esquerda de 7Y . Em A = 0 essas duas tangéncias colidem em
um ponto de tangéncia dupla Tp, e invertem suas posigoes iniciais quando A > 0, isto é, T3X
localiza-se a direita de TY para valores positivos e pequenos do parametro X. Sob essas hipéteses
existem dois subcasos criticos, VV1 e VV2, que correspondem aos vetores X(7p) e Yo (7o) serem
colineares ou anti-colineares. A Figura 3.2 mostra o desdobramento dessas singularidades para

os dois subcasos.

(VVI1) A<o A=0 A>0
X X
"
= = To

Y Y

(VV2) A<O0 A=0 A>0

Figura 3.3: Colisao de duas tangéncias visiveis. Subcasos VV1 e VV2.

No subcaso VV1 temos que para A\ = 0 a regiao de deslize ¥; = Y contém o ponto Ty,
enquanto que no subcaso VV2 nao ha regiao de deslize e ¥ = ¥\ {7y} para A = 0. Além disso,
quando A # 0, no subcaso VV1 a regiao de deslize ¥, é constituida por duas componentes
desconexas e nao existem pseudo-equilibrios. Ja no subcaso VV2 a regiao de deslize é formada
por uma tinica componente conexa delimitada pelas tangéncias 75 e Ty ; neste caso também
ha o surgimento de singularidades para o campo de Filippov, precisamente uma pseudo-sela Py
com variedade estavel contida em X para A < 0 e variedade instavel contida em > para A > 0.
Retratos de fase topologicamente equivalentes aos subcasos VV1 e VV2 sao obtidos ao inverter
o sentido das flechas na Figura 3.2.

Uma forma normal topoldgica para as bifurcagoes VV1 e VV2 descritas em [12] é dada por

Zy = (X),Y)), onde

Z(ry) = Xa(z,y) = (o — x,x) se y>0 (3.3)
’ Vi(z,y) = (£, F(A+12)) se y<O0 7
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com « > 0. O campo de vetores Yy (z,y) = (o, —(A+x)) corresponde ao caso VV1, e Yy(z,y) =
(—a, A + x) corresponde ao caso VV2. Em ambos os casos, as tangéncias dos campos X, e Y),
sao T5X = (0,0) e TY = (=), 0), respectivamente. Note que, sob a variagdo do parametro ), a
tangéncia do campo X, esta fixa na origem, enquanto que a tangéncia de Y, altera sua posicao
em relagao ao ponto T5. O campo de Filippov, F(Z,), associado ao campo descontinuo Zy

para o subcaso VV1, é dado por

—2% + (20— Nz + A\ 0)

R

Nao existem pseudo-equilibrios neste caso uma vez que as solugoes reais do polinémio quadratico
—2? + (2a — A\)x + Aa ndo pertencem ao conjunto X4 U X, onde o campo de Filippov F(Zy)

estd definido. Por outro lado, no subcaso VV2 o campo de Filippov F/(Z)) associado a Z, é

F(Z3)(2.0) = <—x2+(2a>\— )\):L"—I—)\a’O)’ A£0,

o qual possui como singularidade a pseudo-sela Py = %((2@ —A) — Va2 + N2 0). Neste caso,
se A < 0entdo Ps € ¥, = (0,—A), ese A > 0 tem-se Ps € X3 = (=), 0).

Considerando o subcaso VV1, obtemos a seguinte familia de campos regularizados

1 y
A= (34 o)

A A+ 2
Zi,e(zay):__+ ( - x)y

A NOE

Efetuando a mudanca de varidveis e reescalonamento dos parametros,

e voltando a denotar (Z, ¥, A\, @) por (x,y, A, a), obtemos o campo de vetores regularizado Z; =
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(ZR17 ZRz)

1 Yy
7 x, =a— |+ ——F——= |7,

A A+ 2z
Zeal,y) = —2 + 2 E 2

2 2 2+ 1

As singularidades de Z, = (Zg,, Zr,) sdo os pontos (z,y) € R? satisfazendo

(3.4)

200/y? + 1
= " vd \ = day/y? + 1. 3.5
! y+yr+1 ¢ VY (3:5)

Seja A = (a;j) = DZg(z, ), 1 <i,j <2, a matriz Jacobiana da familia de campos regulares

(3.4), cujos elementos sao

au:{h#) P

2" 2,2 1) 2(y2 + 1377
Yy 2+ A

=TT RTINS V)

O determinante da matriz Jacobiana da familia (3.4) é dado por

det(A) — 20/ + 14+ (y+ 2+ 1A
et(A) = — 2+ 17 .

Para investigar a ocorréncia de bifurcagoes na familia de campos regularizados (3.4) vamos
considerar no plano (y, \) a curva A(y) dada pela segunda equacdo em (3.5), e também a curva
dets(A)(y) dada pela substituigao dos valores de x e A na expressao do determinante de A, isto
é

a(2y? +1)

RSV

No plano (y, \) verifica-se que a curva A(y) é o grafico de uma fungao estritamente crescente,

dets(A)(y) =

uma vez que

dx 4a(2y* + 1)
dy VyE+1

para todo y € R. Isto estabelece uma correspondéncia biunivoca entre as singularidades da

> 0,

familia de campos regularizados (3.4) e os valores do parametro A. Em outras palavras, cada

valor do parametro \ esta associado a uma, e apenas uma, singularidade da familia de campos
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regulares (3.4). Assim, observando que

a(2y® +1)

dets(A)(y) = N

<0, paratodo ye€ R,

podemos afirmar que a cada parametro A tomado arbitrariamente pequeno, a singularidade da
familia (3.4) é um ponto do tipo sela. Portanto, observamos que no caso VV1 hé o surgimento
de pontos de equilibrio (selas) para a familia de campos regularizados associada Z;. Por outro
lado, a familia Z; nao apresenta bifurcacao sob a variacao do parametro A. O que ocorre neste
caso ¢ apenas o deslocamento de uma sela. Procedendo de maneira analoga, para o subcaso

VV2 temos

d\ a2+ 1)

dy 1

para todo y € R, de onde notamos a mesma conclusao do subcaso VV1. Isto prova o item

a(2y* +1)

<0 e dets(A)(y):_W

< 0,

bl) do Teorema A para o caso VV e regularizacao do tipo transicao dada pela funcao p(z) =

1/2+ 2/(2V7% +

I PG

Figura 3.4: Retratos de fase da familia regularizada Zg associada ao subcaso VV2.

3.4  Tangencia Visivel versus Tangencia Invisivel

Estudaremos agora o caso VI, descrito na subsecao 3.2.3 em [12], quando ocorre a colisdo de
uma tangéncia visivel com uma tangéncia invisivel, cada uma de um campo de vetores distinto.

De maneira semelhante ao caso VV da segao anterior, dada a familia Z, = (X,,Y)), vamos
supor que para A < 0 a tangéncia quadratica T do campo de vetores X, é visivel e estd
localizada & esquerda de TY, tangéncia invisivel de Yy. O deslocamento desses pontos de
tangencia sob a variacao do parametro também é analogo ao caso anterior, isto é, em A =0 os
pontos Ty e TY colidem em um mesmo ponto T, e invertem sua posi¢ao inicial para A > 0.
Agora existem trés subcasos criticos, VI1, VI2 e VI3. Veja Figura 3.3.

No subcaso VI1 os vetores Xo(7p) e Yo(Tp) sdo colineares em A = 0, enquanto que nos



3.4 Tangéncia Visivel versus Tangéncia Invisivel 52

A>0

(VIS) A<0 A=0 x>0

Figura 3.5: Colisoes de tangéncias visivel e invisivel. Subcasos VI1, VI2 e VI3.

subcasos VI2 e VI3 eles sao anti-colineares. A regiao de deslize ¥4, para o subcaso VII, estd
definida apenas quando A # 0 e é formada por uma tnica componente conexa delimitada pelas
tangéncias T3 e Ty . Nao existem pseudo-equilibrios neste subcaso, e em A = 0 todas as 6rbitas
que encontram X3, exceto uma, cruzam o conjunto de descontinuidade, ou seja, . = X\ {Tp}.

Nos subcasos VI2 e VI3, quando A\ = 0, nao ha regiao de costura no conjunto de
descontinuidade . Além disso, para A # 0 a regiao onde esta definido o campo de Filippov,
Y4 U2, é formada por duas componentes desconexas, e existem pseudo-equilibrios em ambos
os subcasos: pseudo-sela Ps em VI2, e pseudo-né Py em VI3. Sob a variagao do parametro A
a variedade da pseudo-sela Pg contida em Y inverte sua estabilidade. O mesmo ocorre com o
pseudo-né Py do caso VI3, que de repulsor para A < 0 passa a ser atrator para A\ > 0.

Ainda, os subcasos VI2 e VI3 se distinguem ao observar o comportamento das orbitas
no ponto de tangéncia dupla Tj. Genericamente, as érbitas de Xy e Yy por T e Ty,
respectivamente, nao possuem a mesma curvatura nesses pontos. No subcaso VI2, quando A = 0
e T5X =Ty = Ty, pode-se observar que a érbita de X, passando por Ty tem curvatura maior
do que a curvatura da orbita de Y) no mesmo ponto; e o contrario ocorre no subcaso VI3. Isto

acarreta em regioes de deslize e escape com direcoes opostas nesses dois subcasos. Invertendo
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o sentido das flechas na Figura 3.3 obtém-se retratos de fase topologicamente equivalentes.

3.4.1 Bifurcacao VI1 via Regularizacao

Uma forma normal topoldgica para a bifurcacdo VI1 descrita em [12] é dada por Z, =

(X, Y3), onde

Xa(z,y) = (a—x,2x) se y>0
Z)\(xvy) = ) (36)
Yi(z,y) =(a—2,A+2) se y<0

com o > 0. As tangéncias quadrdticas de Xy e Yy em ¥ sao 75X = (0,0) e TY = (=\,0),
respectivamente. Além disso, a regiao de deslize ;3 = {(z,0) : =\ < x < 0} estd definida
apenas para A > 0, e a regiao de escape ¥, = {(z,0) : 0 < z < —\} apenas para A < 0. Nessas

regioes define-se o campo de Filippov, F'(Z,), associado ao campo descontinuo Z,,

F(Z))(2,0) = (2* — (a + N)x + a),0).

Neste caso, nao existem singularidades para o campo de Filippov associado, pois F'(Zy)(z,0) =
(0,0) se, e somente se, o ponto (x,0) é tal que x = @ ou x = A. No entanto, («,0),(A,0) ¢
Y U 2.

Seja Z\ = (X, Y)) a familia de campos descontinuos onde

Xa(zyy) = (a—z,22),

Yi(z,y) = (a—x,A+2x).

Assim, considerando a fungao de transicao ¢ dada por (2.2), temos a regularizagao

Zn(wy) = [a—a OE3D @2 Ny )
2 2 y2+€2

Ao efetuar a seguinte mudanca de variaveis e reescalonar parametros,

e voltando a denotar (Z,7, A\, @) por (z,y, A, a), obtemos a familia de campos regularizados a
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um parametro

A+3z)  (z— Ny ) 57)

Zr(z,y) = a—=x, —
r(7,Y) ( 9 2/ + 1

As singularidades da familia de campos regularizados em (3.7) sao dadas pelas solugdes do

sistema
a—x =

0
A+3z) (z—-Ny 0

Y

2 PN
Substituindo z = « na segunda equagao obtemos as expressoes que dao os valores da coordenada

y para os pontos de equilibrio de (3.7), ou seja

—(Ba+ A)?

RNy

Como «a > 0 esta fixado e o parametro A é tomado suficientemente pequeno numa vizinhanca

de zero, a coordenada y assume apenas valores complexos. Assim, a familia de campos
regularizados, Zr, nao possui singularidades. Logo, em cada um de seus pontos regulares,
e qualquer que seja o valor do parametro A, o campo Zgr é C"-conjugado ao campo constante
W(z,y) = (1,0). Dessa forma concluimos que, do ponto de vista da regularizagao de
campos descontinuos, a colisao de uma tangéncia visivel com uma invisivel para o caso VI1
nao apresenta bifurcacoes. Assim, obtemos a seguinte proposicao, que completa a prova do

item b1) do Teorema A para o caso VI1 e regularizacao do tipo transigao dada pela funcao

plx) =1/24+x/(2vV2? +1).

Proposicao 3.2 O campo de vetores reqularizado Zy dado em (3.7) é estruturalmente estdvel.

3.4.2 Bifurcacao VI2 via Regularizacao

Uma forma normal topoldgica para a bifurcacdo VI2 descrita em [12] é dada por Z, =

(X, Ya), onde

Zu(ry) = Xa(z,y) = (o — x,2x) se y>0 (3.8)
’ Ya(z,y) = (—(a@+2),—~(A+2)) se y<0

com « > 0. Os pontos de tangeéncia quadratica dos campos de vetores X, e Yy em X também

sao TXX = (0,0) e TY = (=X, 0), respectivamente. Nas regides ¥y U X, estd bem definido o
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campo de Filippov F(Zy)(x,0) = (322 + (o + \)z — @), 0).

Se Z) = (X, Y)) é a familia de campos descontinuos onde

Xa(z,y) = (a—uxz,27),

Yj\(jvg) = (—(O& + SL’), _<)‘ + SL’)),

entao a familia de campos regularizados associada é dada por

Z)\g(l’,y):<—x—|— i (LL’—)\)+ (31’+)\)y>

/y2+52’ 2 2\/y2 + €2

Assim, efetuando a seguinte mudanga de variaveis e reescalonamento dos parametros,

na familia de campos regularizados Z,., e voltando a denotar (z,7,A,a) por (z,y, A, a),

Zﬂmy%:<—x+ oy (I_AW+@x+AM>. (3.9)

Vyz+1lo 2 212 + 1

Lema 3.1 Seja Z, = (X, Y)) uma familia a um parametro de campos de vetores descontinuos

obtemos

dada por (3.8). Ezistem valores de parametro \ para os quais a respectiva familia de campos

reqularizados Zy, dada por (3.9), possui duas, uma ou nenhuma singularidade.

Demonstracao. As seguintes expressoes fornecem os valores de z e A das singularidades da
familia de campos regularizados (3.9)

wy) = e (3.10)

ViE+1
ay(l+4y(y +/y? + 1))‘
ViZ+1

No plano (y, A) a curva A(y) é uma curva regular satisfazendo

My) =

A=v/2/4) = 0 = X\0).

Assim, o Teorema de Rolle garante a existéncia um ponto y* no intervalo aberto (—+/2/4,0)
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onde %(y*) = 0. A derivada de A em fungao de y é dada por

d\  (T+1202 + 8y +8(y + ¥°) V2 + 1)a
dy (y? +1)3/2 '

Portanto, é tinico o ponto critico

y = —/ @ ~ —0, 156586.

Além disso, o limite de A(y) quando y vai a infinito é +00, e quando y tende a —oo o parametro

A tende a o > 0. A segunda derivada de A em funcao de y é dada por

ED) < y(21 + 2092 + 8y*)
1)

Como %(y*) = %(9 —5v/3)a ~ 4,831943a > 0, concluimos que y* é um ponto de minimo, e
existe um unico valor critico do parametro, A* = A(y*), obtido pela substituigao de y por y* na

expressao de A dada em (3.10). Ver Figura 3.6. O

Seja A = DZg(x,\) a matriz Jacobiana da familia de campos regularizados (3.9). Para o
proximo resultado vamos considerar as curvas trg(A)(y) e detg(A)(y) dadas pela substitui¢ao
dos valores de x e A indicados em (3.10) na expressdo do trago e do determinante de A,

respectivamente. Ou seja,

trs(A)(y) = -1+ 2ay§§2++ 1)yf”2/2+ 1)> (3.11)

Ca(Ty+4y° + VR + 101+ 49%))
2(v/y? + 1)? ’

Lema 3.2 Seja Z), = (X, Y)) uma familia a um parametro de campos vetoriais descontinuos

dada por (3.8). Entao,

dets(A)(y) =

(3.12)

a) o determinante Jacobiano (3.12) da familia de campos regqularizados se anula em y*, é
positivo quando y < y*, e para valores estritamente maiores que y* as singularidades sdao

selas.

b) existe uma vizinhanca V* de y* em que a funcao D(y) = (trs(A)(y))2 — 4ddetg(A)(y) €
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estritamente positiva.

¢) na regiao V* N{y < y*} as singularidades da familia de campos reqularizados sao nds

atratores.

Demonstragao. Ao calcular os zeros reais da fungao dets(A)(y) dada em (3.12) concluimos que
o determinante Jacobiano se anula exatamente no ponto critico y*, o qual ja vimos ser inico no
lema anterior. O limite do determinante Jacobiano quando y tende a +o00 vale zero. Além disso,
a derivada de detg(A)(y) no ponto y* é negativa. Logo, como é tinica a raiz y* do determinante
Jacobiano, se y < y* o determinante é positivo, e para y > y* o determinante serd negativo, o
que prova o item a).

A funcao continua D(y) é o discriminante do polinémio caracteristico da matriz Jacobiana
A, aplicado na curva de singularidades. Calculando o discriminante e avaliando no ponto critico
y* vemos que D(y*) > 0. Logo, pelo Teorema da Permanéncia de Sinal para fung¢oes continuas
podemos obter uma vizinhanga V* = (y*—4d,y*+4), d > 0, tal que D(y) é estritamente positivo
em V*. O item b) estd provado.

Considere agora o intervalo aberto I = (—v/2/4,0) utilizado no lema anterior, em que os
pontos extremos sao as raizes de A(y). Avaliando o trago dado em (3.11) nesses extremos
obtemos trg(A)(0) = —1 e trg(A)(—v2/4) = —(1 + %) < —1. Além disso, como a derivada
de trg(A)(y) é positiva no intervalo I, a funcado trago trg(A)(y) é estritamente crescente em 1,
e assume, portanto, apenas valores negativos nesse intervalo. Assim, pelos itens anteriores, é
facil ver que as singularidades da familia de campos regularizados sao nés atratores na regiao

V*N{y < y*}, bastando diminuir V* se necessario. O

Na figura abaixo fornecemos o esquema grafico que sintetiza os dois lemas anteriores.

Os dois lemas anteriores mostram que existe uma alteracdo na natureza dos pontos de
equilibrio da familia de campos regularizados Zy, sob a variacao do parametro A\. Em outras
palavras, a familia Z; exibe uma curva de singularidades sela-n6. Assim, é natural esperar que
a familia 7, admita uma bifurcagao do tipo sela-né em (z*, y*) quando A = \*, onde z* é obtido
pela substitui¢ao de y por y* na expressao de x dada em (3.10). Isso serd provado no préximo

resultado. Novamente iremos utilizar o Teorema (2.1) devido a Sotomayor; veja [20], [10] e [18].

Proposicao 3.3 Seja Z, = (X),Y)\) a familia de campos vetoriais descontinuos dada por
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Figura 3.6: Grafico da curva A(y).

(3.8). Entao a familia de campos reqularizados associada, Zy, admite uma bifurcagdo do tipo

sela-no.

Demonstracao. Seja Z, = (X,,Y)) a familia de campos descontinuos dada por (3.8), com
respectiva familia de campos regularizados Zr indicada em (3.9).

Denotamos por A = (a;;), 1 <1,j <2, a matriz Jacobiana DZg(z,y), cujos elementos sao

o
ap = —1, a1 = W’
3y 324+ A
a1 = 5 +

2 a/pal T 2

Considere z* = z(y*) e \* = A(y*), que s@o obtidos pela substituigao do valor y* nas expressoes

dadas em (3.10). Os autovalores da matriz A(z*, y*, \*) = D(Zgr)(x*,y*, \*) sao dados por

1 3
=0 e  b=——(9+16a /—> )
0 ! 9( “ 71+41\/§>

Logo, a matriz Jacobiana A(z*, y*, \*) tem um tnico autovalor dy nulo. Vamos determinar os
autovetores a direita e a esquerda associados ao autovalor nulo &y, de acordo com (SN;) do

Teorema (2.1). Um autovetor a direita ¢ o vetor nao-nulo ¥ = (vy, v2) satisfazendo a igualdade
A(x™, y", ") = 0p¥ = 0.

E um autovetor a esquerda, associado ao autovalor 9 = 0, é a solucdo nao-nula de
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wl A(z*, y*, A*) = 0. Assim,

( 3\/§<1+¢§>3/2> < 2 )
0= |1, e w= 11, .
16a 1 —/3(7 — 4v/3)

Devemos agora verificar que o seguinte produto escalar é nao-nulo

—»aZR * k%
<wuﬁ(l‘ Y 7)‘ )>

Inicialmente, temos que

0Zg 1 Y
N =02+ —F—
ax &Y A) ( 515 yQH),

de modo que 8ZR( LY AT) = (0, —%) Multiplicando escalarmente por @, resulta em

N Y 2
<““ o | ,y,A>> ﬂ(l—\/mﬁ%a

o que mostra a hipétese (SNy) do Teorema (2.1).

Agora, resta verificar que o seguinte produto escalar é nao-nulo
<u7, D2 Zg(z*, y*, \*)(¥, 17)> :

Para calcular D?Zg(z*, y*, \*) (v, ) utilizamos a notacao (z,y) = (1, 2), ou seja

0 7, Py,
D?:ZR(zla T2, )\)(,Ua U) = < Z O al; Ty, x]? ,U]UM Z a[lf R xlazj? )\),Ujvi) .
—1 i ; i

Logo, a primeira componente da derivada segunda em relacao a x € R? da familia de campos

regularizados Zgr = (Zg,, Zgr,) €

5 P00 (g Ay = - S0 VB
R 512a(y? + 1)5/2
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e a segunda componente da derivada segunda é

9(32%(1 + VB2 + 1)a — 9(1 + v3)Py(3z + )\))
102402 (y? + 1)572

2\ 927y,
—1 81’1835]

(Zlfi, [L’j, )\)Uj'UZ‘ =

27.]

Assim, avaliando em (z*,y*) para A = \* obtemos

C3(VB-3) 3(-1+ 5\/§)>
Sav Sa '

D2 Zg (2", y*, \*) (¥, ¥) = (
Agora, multiplicando escalarmente pelo autovetor o

Isto prova a hipétese (SN3). Portanto, temos uma bifurcacao do tipo sela-né no ponto critico

nao-hiperbdlico (z*,y*) para o valor do parametro \*. a

Figura 3.7: Diagrama de bifurcacao da familia regularizada Zg associada ao subcaso VI2.

A proposicao anterior prova o Teorema A, item b2), quando consideramos a regularizac¢ao

do tipo transigao dada pela funcao ¢(z) =1/2 + z/(2vVx% + 1).

3.4.3 Bifurcacao VI3 via Regularizacao

Uma forma normal topolégica para a bifurcacao VI3 descrita em [12] é dada por

Zy(y) = Xi(z,y) = (o — x,2) se y>0 | (3.13)
Yi(z,y) =(—a+z,—(A+2z)) se y<0

com « > 0. Nos pontos T5* = (0,0) e TY = (—=)/2,0) ocorre o contato quadratico dos campos
de vetores X, e Y\ com X, respectivamente.

Considerando uma regularizacao do tipo transi¢do em que a funcao ¢ é dada por (2.2), a
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familia de campos regularizados associada se escreve como

(e—xy @A), Brt Ny
Zxa(zv,y)—(\/m’ 2 +2 y2+s2>.

Através da seguinte mudanca de variaveis e reescalonamento de parametros

obtemos

Vi +1 2 212+ 1

onde voltamos a denotar (Z,¥, \, @) por (z,y, \, a).

Tz, y) = <<a_x)y ECRE (3I+A>y), (3.14)

As singularidades da familia de campos regularizados em (3.14) sdo dadas por

a—+ A
— (=)0 — 0 —2"2 )
po=(=A0 e <a2 a(2a+)\)>

Como a > 0 esta fixado, o ponto de equilibrio ¢y é um ponto de sela qualquer que seja o valor
de A numa vizinhanga de zero. Além disso, nosso estudo é local. Portanto, vamos analisar
apenas o comportamento da singularidade py sob a varia¢do do parametro A. Seja A = (a;),

1 <4,j <2, a matriz Jacobiana DZg(z,y). Avaliando na singularidade py obtemos

0 a+A
A(po) = 1
)
Logo, existe um unico valor do parametro, A = 0, onde tr(A(py)) = 0 e det(A(pg)) > 0. E, neste
caso, pp = (0,0). Seja Ay = A(po) a matriz Jacobiana da familia de campos de vetores (3.14)
avaliada em py para A = 0. Seus autovalores sao imaginarios puros i—i\/g. Os autovetores

associados sdo ¥ e v, onde
17: (_Z v 2@, 1) = (07 1) + Z(_ \% 205, 0) - 171 ‘l‘ 'l.l_)'g,

e v é o vetor conjugado a v. Portanto, denotando por M a matriz cujas colunas sao v e Us,

acarreta que M.Ag. M~ estd na forma de Jordan.
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Assim, ao efetuar a mudanca de varidveis W = Mz, z = M~'w, onde z = (z,y) e W =

(z1,y1), a familia de campos regularizados (3.14) se escreve

W = MAM W+ O(|w]?) (3.15)

0 «
= 2w+ O(lw]).

No que segue mostraremos que o sistema (3.15) tem um foco de multiplicidade dois na origem.

Fazendo a mudanca para coordenadas polares zq = r cosf, y; = rsin 6, o sistema (3.15) torna-se

7= P(r,0)
. (3.16)
0 =Q(r,0),
onde
1 )
P(r,0) = I (r 008981n«9(\/5(32\/§a5/2 (3.17)
+96ra? cos 6 — 2413 cos® 6 + 9r° cos® 9)
+\/§(32a2 — 8r®acos® 0 + 3r cos” 0) (—a + rsin 6’))) ,
e
1 )
Q(Ty 9) - W ( — \/&Sln2 9 (\/&(32\/5045/2 (318)

+96ra” cos 0 — 24r°a cos® 6 + 9r° cos” §)
+v/2 cos? 0(320* — 8r’a cos®§ + 3r* cos® 0) (—a + rsin 9))) :

Tomando 6 como a nova variavel independente, o retrato de fase de (3.16) é composto pelos

graficos de r = g,(#) com g,(0) = p, solucdes do sistema diferencial

— = = R(r,0) = Ri(0)r + Ry(0)r* + - - + Ri(O)r* + ... (3.19)

onde Ry(0) = %%ﬁf(r, 9)} o~ A expansdo em série de Taylor de 7 = g,(f) em torno de py = 0

r—=

¢é dada por
r=g,(0) = ui(0)p + uz(0)p* +u3(0)p* + ... (3.20)



3.4 Tangéncia Visivel versus Tangéncia Invisivel 63

cuja derivada em relacao a 6 é

dr

0= uy (0)p + ub(0)p® + uy(0)p* . .. (3.21)

Por outro lado, substituindo r = ¢,(¢) dada em (3.20) na expressao (3.19), obtemos

% = Ry (0) (ur(0)p + us(0)p® + ... ) + Ro(0) (ur (0)p + us(0)p® + ... )" + ... (3.22)

Assim, comparando (3.21) e (3.22) termo a termo, pode-se determinar as funcoes u(f) em

(3.20) através das equagdes diferenciais lineares

uy(0) = Ri(0)ui(0) (3.23)
uy(0) = Ry(0)us(6) + Ro(0)uy(6)?
uz(0) = Ry(0)us(0) + 2R (0)u1(0)uz(9) + R3(0)ui(0)?

Uma vez que g,(0) = p, a expressao em (3.20) fornece as condigoes iniciais
u1(0) =1, wus(0) =uz(0) =--- =uk(0) = 0. (3.24)

Portanto, usando as condigbes iniciais (3.24), pode-se determinar as fungdes u(6) resolvendo
por integracao as equagoes diferenciais lineares dadas em (3.23).
Considerando entao as solugoes r = g, = u1p + ugp® + ... do sistema diferencial (3.19), a

aplicacao de primeiro retorno IT : Rt — R ¢ definida por

I(p) = go(27) — p.

Observe que

(p) = (u1(2m) = 1)p + ua(2m)p? + ug(2m)p” + ...

onde as fungoes u(6) sdo obtidas pelas solugdes de (3.23). Os nimeros de Lyapunov sao dados

por
H(k)(O)
Kl
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Como consta em [1], se existir n € N tal que

IT'0) =1"(0) = --- =TI Y(0) =0, e II"(0)#0,

n—1

5— ¢ a multiplicidade do foco. Se

entao n é um numero impar. Neste caso, dizemos que m =
m = 0, entdo o foco é chamado de foco simples. Por outro lado, se II'(0) = 0, ou seja V; = 0,
entao o sistema (3.15) terd um foco multiplo ou centro na origem. O sinal do primeiro nimero
de Lyapunov nao nulo define a estabilidade do foco. Mais precisamente, se V;, < 0 temos um
foco atrator na origem, e se Vi, > 0 temos um foco repulsor na origem.

O teorema a seguir, enunciado conforme consta em [1], sera utilizado para provar que a

familia de campos regularizados (3.14) admite uma bifurcacao de Hopf de codimensao 2.

Teorema 3.1 (Bifurcagao de Ciclos Limites de um Foco Muiltiplo) Considere um campo

de vetores em R? que tenha a sequinte forma candnica em uma vizinhanca da singularidade (0, 0)

&= Py +p(z,y)
y - —BSL’ + q(x,y)

(3.25)

onde B > 0 e p, q sao funcgoes analiticas que se anulam no ponto (0,0) juntamente com suas
derivadas parciais de primeira ordem. Se (0,0) € um foco maltiplo de multiplicidade k (k > 1)

de (3.25), entdo

a) existem eg > 0 e (o > 0 tais que qualquer sistema (y-proximo ao sistema (3.25) tem no

mdzimo k ciclos limites em uma €y-vizinhanca de (0,0).

b) para quaisquer € < €y e < (o, existe um sistema analitico que é (-prozimo a (3.25) e

tem exatamente k ciclos limites em uma e-vizinhanga de (0,0).

Para calcular os numeros de Lyapunov do sistema (3.15) vamos expandir R(r, ) = gg:’gg

em série de Taylor em uma vizinhanca de r = 0 até ordem cinco, com P(r,0) e Q(r,0) dados

por (3.17) e (3.18). Assim, R(r,0) = R1(0)r + Ra(0)r? + R3(0)r® + Ry(0)r* + Rs5(0)r° + ...,
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onde
Ri(#) = 0
sin(26)(3v2a cos @ + 2sin 6
«

2 .

R3(0) = % ((7a —2) cos b + (2 — 9a) cos(36) + 6v2a( sin 6 — sin(39))>
30 ain2

Ry(0) = _cos fsin"6 (\/5(2 + 900) — 32v2a cos(260) + (27a — 2)V/2 cos(46)

16v/2a3

—6v/a(2 — Ta+ (9 — 6) cos(20)) sin(29))

4 .

R5(0) = % <a2 cos” 0 + a(ba — 8) cos® Asin® 6 — 10102 cos® Asin § +

48v2a(3 — 13a) cos? Osin” § + a(543c — 416) cos 0 sin® 6 + 192v2a3 sin” §
+(55a — 4) sin §sin®(36) + 3v2a(a — 1) csc 6 sin4(29)).

Substituindo essas fungoes nas equacoes diferenciais lineares (3.23) e utilizando um software
para calculos extensos, como o MATHEMATICA, podemos obter os numeros de Lyapunov

CcOmo segue

ul = Exp[Integrate[R1, {6,0, O}]];

V1 = Simplify[ul-1 /. {6 — 2Pi}];

u2 = Integrate[R2, {6,0,0}];

V2 = Simplify[u2 /. {© — 2Pi}];

u3 = Integrate[2R2u2+R3, {0,0,©}];

V3 = Simplify[u3 /. {© — 2Pi}];

ud = Integrate[R2(2u3+(u2) " 2)+3R3u2+R4, {0,0,0};

V4 = Simplify[ud /. {© — 2Pi}];

ub = Integrate[R2(2u2u3+ud)+R3(3u3+3(u2) “2)+4R4u2+R5, {6,0,0}];
V5 = Simplify[ub /. {© — 2Pi}];

Com esses comandos obtemos

_ w(17a —4)

Vi=Va=Va=V,=0, e V5= .
1 2 3 4 5 128v/307/2

Provamos, assim, o seguinte teorema. Consequentemente, também estda provado o item

b3) do Teorema A ao considerar a regularizagao do tipo transicao dada pela fun¢ao ¢(x) =
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1/24+z/(2v2? 4+ 1).

Teorema 3.2 Seja Z, = (X,,Y)\) uma familia de campos vetoriais descontinuos dada por

(3.13), com a # 11‘7. Entao, a respectiva familia de campos reqularizados Zr admite uma

bifurcagao de Hopf de codimensao dois. Existem dois ciclos limites (o interior estd atraindo e o
4

exterior estd repelindo) para 0 < o < =, € existem dois ciclos limites (o interior estd repelindo

¢ o exterior estd atraindo) para oo > 5%



CAPITULO

4

Singularidade Sela-Dobra via Regularizacao

Este capitulo trata da singularidade Sela-Dobra, que é uma singularidade de codimensao dois
para campos de vetores descontinuos planares. A abordagem consiste novamente em aplicar o
método da regularizacao ao desdobramento da singularidade Sela-Dobra para obter uma familia
a dois parametros de campos vetoriais regulares. Provaremos que a familia regularizada admite

uma bifurcacao classica de Bogdanov-Takens.

4.1 A singularidade Sela-Dobra

A singularidade Sela-Dobra é uma das singularidades de codimensao dois para campos de
vetores descontinuos que estao classificadas em [9]. Considere um campo de vetores descontinuo
planar Z = (X,Y). Quando os campos de vetores planares X e Y tém, respectivamente, uma
sela hiperbdlica (com variedades invariantes transversais a ) e uma tangéncia quadrética (ou
dobra) no mesmo ponto p € X, dizemos que p é uma singularidade Sela-Dobra.

Existem dois tipos de singularidade Sela-Dobra, que se distinguem por p € 9%, (fronteira
de ¥.) ou p € 0X,;N0%,. Em [9] sdo fornecidas condi¢oes genéricas sobre um campo de vetores
descontinuo de modo a se obter uma singularidade sela-dobra p € 9%, de codimensao dois.

Tomamos a singularidade sela-dobra p = (0,0) com a forma normal

X(z,y)=(x+ydr+y) se y>0
Z(x,y) = ; (4.1)
Yz, y) = (a,2) se y<0

67
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onde o« > 0 é uma constante fixada.

Figura 4.1: Singularidade Sela-Dobra.

A forma normal (4.1) foi adaptada da forma normal descrita em [9] através de uma rotagao
no sistema que transforma a fronteira de descontinuidade {(x,y) : f(z,y) = v+ y = 0} na reta
y = 0 e de modo que as condigbes genéricas estabelecidas em [9] continuam vélidas, isto é, os
autovalores (em mddulo) da matriz Jacobiana no ponto de sela sao distintos, e as variedades
invariantes da sela sdo transversais a 3. Além disso, p € 0¥, = ¥\ {(0,0)}.

O desdobramento da posigao relativa entre os pontos de sela e de dobra (tangéncia
quadrética) em uma vizinhanga do conjunto de descontinuidade é descrito pela seguinte familia

a dois parametros de campos de vetores descontinuos Z, , = (X,,Y))

X, (z,y)=(r+y— p, 4z + se y>0
Ziplay) = o m eyl e =0 (42
Yi(z,y) = (o, z — ) se y<0

com « > 0 fixado e pu, A € R. Os retratos de fase de (4.2) podem ser vistos na Figura 4.2.

Assim, o ponto de sela S, = (—p/3,4p/3) do campo de vetores X, é visivel (u > 0), invisivel
(1 < 0), ou esta sobre a fronteira 3 (u = 0), dependendo do sinal de u. E o pardmetro A no
sistema (4.2) age movendo a dobra (tangéncia quadratica) do campo de vetores Y, mudando
sua posicao em relacao a dobra do campo de vetores X, quando esta existe. Para valores p1 > 0
temos o nascimento de uma érbita periddica para A < 0, a qual é repulsora e persiste ao longo
da regiao 2 do espago de parametros (A, u). Esta orbita periédica quebra quando atinge as
variedades invariantes da sela (curva n = {(\, u); p = —3\/2} na Figura 4.2), tornando-se um

laco homoclinico.
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4.2  Bifurcacao de Bogdanov-Takens

Figura 4.2: Diagrama de Bifurcacao: desdobramento da singularidade Sela-Dobra.

Apresentamos agora o classico Teorema de Bogdanov-Takens, que estd demonstrado em

11].
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Teorema 4.1 (Bogdanov-Takens) Suponha que um sistema planar
X=F(x,p), xcR’® BcR?

tem uma singularidade Xo = (0,0) onde a parte linear tem um autovalor zero duplo em [y =
(0,0). Assuma que as sequintes condigoes genéricas sao satisfeitas:

(BT.0) a matriz Jacobiana Ay = JF(Xg, 5y) # 0

(BT.1) ag(Bo) + bui(Bo) # 0
(BT.2) by (o) # 0
(BT.3) a aplicagdao

(X, 8) <F(X, B), tr(JF(X, 5)) , det(JF(X, 5)))

¢ reqular em (Xo, fo). Entao, o sistema planar admite uma bifurcagdo de Bogdanov-Takens em

(X0, Bo)-

0o

Figura 4.3: Bifurcacao de Bogdanov-Takens.
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Observacao 4.1 No teorema acima,

92
ax(f) = 92 (F'(y1v0 + y2v1, B), wo) )
yl x=0
2
bao () = e (F(y1v0 + yav1, B),w1) |
Y1 x=0
82
bii(B) = 900 (F(y1v0 4 yov1, B), wn) ;
Y10Y2 x=0

onde y1,ys € R e vy, vy (respectivamente wy, w1 ) sdo os autovetores e autovetores generalizados

de Aqy (respectivamente, de AL),
Agog =0,  Agvy =vo, Afwy =0, Afwe = wy,

satisfazendo (vy, wo) = (v, w1) =1 e (v, wg) = (v, w1) = 0.

4.3 Regularizacao

Queremos reduzir o estudo da familia de campos de vetores descontinuos a dois parametros
dada pelo desdobramento (4.2) para o caso continuo, isto é, transferir a andlise para campos
de vetores planares sem conjuntos de descontinuidade. Para regularizar a familia de campos de
vetores descontinuos (4.2) vamos considerar a regularizagao do tipo transigao dada pela funcao

(2.2). Assim, a familia de campos de vetores regularizados é

Znge(@,y) = (1= 0e(1)) Valz,y) + ¢ (y) X (2, ),

1 Yy

com W) =5t

Denote por Z . = (Z)l\,,u,t" Z3

). Entao
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Através da seguinte mudanga de variaveis e reescalonamento de parametros: © = €2,y = €y, @ =

£a, A = e\, ju = €]i, obtemos a familia de campos de vetores regularizados Zg = (Z1, Z)

2w = (3= st ot (4 s ) o+
(4.3)

Zo(z,y) = (%— 2\/321)(:5—A)+ (%+2\/§m)(4x+y),

onde voltamos a usar a notacdo (r,y, A, i1, @) no lugar de (Z, 7, \, i, @).

Nosso principal objetivo é encontrar condigoes sobre a para que o sistema Zr admita uma
bifurcacao de Bogdanov-Takens, em algum valor especifico de parametros A\ = A\g e = .
Sera visto na prova do Teorema 4.2 que isso é possivel se a nao é uma raiz de um dos trés

polinomios Ry, Ry e R3, dados a seguir:

Ri(t) = —32768t1(9 + 512¢2)(245 + 16¢2(199 + 688¢2 + 256t1))
(—1125 + 16t2(—130 + 1279¢2 + 14656t* + 256%)),

Ry(t) = 2592t°(361 + 12907412 + 7793725t* + 19110297615)
(—33768075 — 194462570t + 77220109734+
113346222160t° + 537224695680¢% + 883362299904t 0+ (4.4)
1542413352962 4 14495514624¢14),

Rs(t) = 3241516 + 58162 + 393649t + 88473601°)
(2178000 + 134918002 + 26866125t* 4 3201998415+
682112t3).

Defina o conjunto S = 57 U Sy U S3, onde Sy = {t : Ri(t) = 0} para k = 1,2, 3. Provaremos

0 seguinte teorema.

Teorema 4.2 Seja Z, » uma familia de campos de vetores descontinuos a dois parametros dada
por (4.2), com o > 0 e o ¢ S. Entao existem parametros X = X\g € |1 = o para oS quais a

respectiva familia de campos reqularizados Zy admite uma bifurcacao de Bogdanov-Takens em

()\07 Mo)-
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O primeiro passo para provar o Teorema 4.2 é a validade da seguinte Proposicao.

Proposicao 4.1 Eziste um ponto de equilibrio Xg = (xq,yo) do sistema (4.3) e pardametros
Bo = (Ao, po) para os quais trs(A)(Xo, fo) = dets(A)(Xo, fo) = 0, onde trg(A) e detg(A) sdo o

traco e o determinante da matriz Jacobiana de (4.3) em (Xo, Bo).

Antes de iniciarmos a prova da Proposicao 4.1, observamos o seguinte. Determinar as
singularidades do sistema (4.3) é o primeiro passo para detectar possiveis bifurcagoes locais de
campos de vetores continuos a um ou mais parametros. Entao, é natural que os pontos de
equilibrio dependam dos parametros, isto é, x(A, u) e y(A, ). No entanto, devido a expressao
V42 + 1 em (4.3), determinar as singularidades do sistema resolvendo (Z;, Z;) = (0,0) para = e
y é impraticavel. De modo a provar a Proposicao 4.1, usaremos o fato de que +y+ \/ﬁ #0

para todo y € R, para expressar os valores dos parametros A e p em termos de = e y.

Demonstragdo. Para cada (x,y) € R? o sistema (4.3) tem um ponto de equilibrio para os

seguintes valores de parametros

y(y+ 2+ 1) + 23y + 512 + 1)
)\: )
—y+Vy*+1
P Hr+ V) (VR L) +ayr+ 1
8 y+yr+1 '

Denotando a matriz Jacobiana DZg(z,y) = A = (a;;), 1 <14,j < 2, temos

1 y v+ 2y +y° + (Y + 1) — (a+p)
) = 5+ —F——=, 12 = 3 372 )
2 22+ 1 22+ 1)
5 3y 3v+2y+ 9> + (y2 +1)%2 + A
a1 = 5+ —F——=, a22 = 3 375 ;
2 2yyr+1 2(y? +1)3/

para a qual
3(z+y) +20° + 2y + 1)32 + A
2(y? + 1)%2 ’
p(y) + 9q(z,y)
A) =
det(A) EESIER

onde p(y) = —6y* — 12y% + Ba + A+ 3u)y — 4, q(x,y) = —6y> — 10y — 22 + 5o + 5+ A, e

tr(A) =

7 = +/y? + 1. Investigamos a existéncia de bifurcacoes locais de codimensao 2 sob a variacao

dos parametros (A, ) considerando no plano-zy as superficies A(z,y) e u(x,y) dadas pelas
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expressoes em (4.5), além das superficies detg(A)(x,y) e trg(A)(z,y) dadas pela substituicao

de (4.5) nas expressoes do trago e determinante da matriz Jacobiana, isto é

1+9%+ (4o +9)9
(v + 12 (=y +9)’

_r(@y) +9s(z,y)
dets(A)($, )_ 2(y2+ 1)3/2 ’

trg(A)(z,y) =

onde 7(x,y) = —y3 + 8xy? + 2ay® + 4z — 2y + Ha, e s(x,y) = —y* + 8xy — 2ay — 2.
A equagao trg(A)(z,y) = 0 nos dd z = —i(y + \/y>+1). Substituindo na equagao
detg(A)(x,y) = 0, obtemos

=5y = 3y/1+ 42 + 5a + 2 (=51 + y> + 20) —y(5+ 2¢/1 + y?a) 0

21+ y2)72

Simplificando o numerador temos

—5y — 5y + 5o + 2y + /1 + y2(—3 — 5y* — 2ya) = 0,

ou equivalentemente —5y — 5y +5a+2y?a = —/1 + y2(—3—5y? —2ya). Ao aplicar quadrados

em ambos os lados obtemos a equacao polinomial
40ay® + 5y* + 1020y + (14 — 16a?)y? + 62ay + (9 — 25a%) = 0.

Para cada « fixado, P(y, a) = 40ay® + 5y* + 102ay® + (14 — 16a?)y® + 62ay + (9 — 25a2) é

um polinomio de grau 5 na variavel y. Portanto, a solugao do sistema nao-linear

trs(A)(z,y) =0
detg(A)(x,y) =0

é dada pelo par ordenado (z,y) satisfazendo P(y,a) =0e x = —i(y ++vy?>+1),onde P éo
polindmio com coeficientes reais P(t) = 40at® 4 5t* +102at® + (14 — 1602)t* + 62at + (9 — 2502).

Como a > 0 e P tem grau impar entao existe yp € R tal que P(yy) = 0. A prova segue ao

considerar zg = —1(yo + Vy2 + 1) e (o, o) dados por g = (o, o), po = (o, Yo). .

Provaremos agora que as condi¢oes genéricas do Teorema 4.1 sao satisfeitas para o sistema

dado pela familia de campos de vetores regularizados (4.3). Primeiro, a Proposicao 4.1 garante
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que no ponto de equilibrio Xg = (¢, yo), 0 sistema X = Zg(X, ) tem, em [y = (Ao, o), matriz
Jacobiana Ay = DZg(Xo, fp) com duplo autovalor nulo. Além disso, a matriz Ay é nao nula
pois

1
ar1(Xo, o) = 2 + - # 0.

2y + 1
Assim, resta verificar as condigoes genéricas (BT.1), (BT.2) and (BT.3). A validade desses

itens ¢ garantida pelos lemas a seguir.

Lema 4.1 Considere Zg a familia de campos de vetores reqularizados dada por (4.3) onde
a > 0 nao € raiz do polinomio Ry, com Ry dado em (4.4). Entdo, a condigio genérica de

Bogdanov-Takens (BT.1) € satisfeita em \g = Ao, Yo), po = (o, Yo)-

a b
Demonstragao. Denote Ay = DZg(Xo, o) simplesmente por . Como tr(4y) =
c d
a b
det(Ap) = 0 podemos reescrever A, = , . O célculo dos autovetores e
—a*/b —a

autovetores generalizados fornece

170 = (1, —a/b), _»1 = (O, 1/b), 1170 = (1,0), 1171 = (CL, b)

Portanto, considerando o deslocamento de eixos

T — T — Xo, Yy—=Y—"Y
para o sistema (4.3), obtemos
52
a(Bo) = =5 (Zr(y1to + Y21, Bo), Wo)
ayl X0

(Yo + 90)*(3yo + 3y + 290 + 3y3do)
(o(1 + 3y + 25 + 2yo0o + 2yao — 29or))?’

9? . . .
bi(Bo) = 911005 (Zr (1100 + Y211, Bo), Wh)

X0

By + 90 B>
Go(1 + 3u¢ + 2y8 + 2yoYo + 2y5To — 2goc)?’
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onde o = /1 + 42, Xo = (x0,%0) €

By = —15y2 — 75yg — 108yS — 48y§ — Tyoa + byga + 12y5a + 602,

By = —3yo — 39ys — 84y5 — 48y — ba — yaa + 12y4av.

Assim, obtemos a condi¢do genérica de Bogdanov-Takens (BT.1)

Ny + N,
(—402 +8a (Y2 + D yo+ 12+ 1)

as0(Bo) + b11(Bo) = _B(yg N 1)3/2

onde
Ny = Golyo + ys + a + 8yda + 8yga),

Ny = y?+ys + Sysa + 8y + 2a°.
Suponha que Ny + Ny = 0. Entao, Ny = —Ns, e aplicando quadrados em ambos os lados

obtemos a equacao polinomial G(yo, @) = 0, sendo G o polinomio de grau 8 na varidvel y:

Gly,a) = y*+2y* + 5 + 2ya + 20y3a + 34y°a + 16y
+a? + 13y%a® + 92y*a? + 144y%a? + 640>

—32y3a3 — 32y5a3 — 4a*.

Assim, juntamente com o polinémio P(y,a) = 40ay® + 5y* + 102ay® + (14 — 16a?)y? +
62ay + (9 — 25a?) da Proposicao 4.1, o sistema

tem solugao. Como 7y ¢é raiz simultanea dos polinomios P e G, entao a resultante
Res(G, P)y, () = —32768a'(94-51202)(245+1602(199+ 68802 +2560*) ) (—1125+160*(— 130+
12790%+14656*+2560°)) é nula. Mas, Res(G, P),,(a) = Ri(«), dada por (4.4), contradizendo

a hipétese inicial. Isto conclui-se a prova do Lema 4.1. O
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Lema 4.2 Considere Zg a familia de campos de vetores reqularizados dada por (4.3) onde
a > 0 nao € raiz do polinomio Ry, com Ry dado em (4.4). Entdo, a condigio genérica de

Bogdanov-Takens (BT.2) é satisfeita em Ao = Ao, Yo), tto = +(To,Yo)-

Demonstracdo. Analogamente ao Lema 4.1, calculamos

82 — — —
boo(Bo) = a2 (Zr (100 + yat1, Bo), Wh)
i

Xo

My + Mijo + Mays
200(1 4 3yg + 2y5 + 2y Yo + 243 Y — 2Yoa)?

onde Jo = /1 + 92, Xo = (70,%0) €

My = yo(—2 — 3y + 43y + 92y5 + 48y5 + 21yoar + Yysa — 12y5a — 12a2),
My = —2—8y2 + 58y; + 160yS + 96y + 33y + 24yda — 24yia — 1202,

My = —byg + 15y5 + 68y + 48y, + 12 + 15y2a — 12y; .

Supondo My + M4 + Magz = 0 e manipulando essa equagao, obtemos H (yo, @) = 0, onde

H é o polinomio:
H(y,a) = 4—13y* — 38y* — 219° + 36ya — 252y%a — 612y°
—324y"ar — 9602 + 9y%a? — 951y a? — 2208y%a? — 1152802

—504ya? — 216y + 288y°a® + 1440*
Portanto, Res(H, P)y,(c) = —2592a'0(361+1200740+ 77937250+ 19110297605) (—33768075—
19446257002 + 7722010973a* + 113346222160a° + 5372246956800° + 8833622999040 +
1542413352962 + 14495514624&14) =0.

Mas, Res(H, P),,(«) = Rs(a), dado por (4.4), contradizando a hipdtese inicial. Portanto,
bgo(ﬁo) 7é 0. O
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Lema 4.3 Considere Zg a familia de campos de vetores reqularizados dada por (4.3) onde
a > 0 nao € raiz do polinomio Rs, com Rs dado em (4.4). Entdo, a condigio genérica de

Bogdanov-Takens (BT.3) é satisfeita em Ao = Ao, Yo), to = +(To,Yo)-

Demonstracao. De fato, a aplicacdo em R*

T(x7y7)‘7:u) = (T17T27T37T4)

= (Zl(Xa 6)> Z2(X> 5)? tr(DZR(X> 5))> det(DZR(X> 5)))

tem matriz Jacobiana

ory 01Ty J0Iy 0Th
or Oy O\ Ou
al, 0T, JTy 0T,
or Oy O\ Ou
ory 0Tz 0Ty 0Tz |’
or Oy O\ Ou
ory 01T, 0T, 0T,
or Oy O\ Ou

DT (x,y, A\, pt) =

cujo determinante é

5Yp + 2 9+ 9y2 + IyoYy + 11 13,
det (JT'(Xo, £0)) _ (or2atun@s yo(g‘yg?;o o+ Lyocr + 18%00))
0

Assim, T é regular em (Xq,[) se o determinante da parte linear é nao nulo. Supondo

det (J T (Xo, 50)) = 0 e manipulando essa equagao, obtemos K (yo, «) = 0, onde K é o polindémio
K(y,a) = 25 4 34y* + 9y* 4 94ya + 130y°a + 36y°a — 4a? + 125y%a® + 48y*a?.

Logo, Res(K, P),,(c) = 32405(16 + 581602 + 3936490 + 8847360a°) (2178000 + 1349180002 +
268661250* + 3201998408 + 6821120°%) = 0. Mas, Res(K, P),,(a) = Rs(a), dado em (4.4),

contradizendo a hipdtese inicial. Portanto, T'(z,y, A, i) é regular em (Xo, fo). 0

Os lemas anteriores nao sao uma grande restrigao para que o campo de vetores (4.3) satisfaga
os itens (BT.1), (BT.2) e (BT.3) do Teorema 4.1, pois todos os campos de vetores (4.3) tais

que o > 0 e a ¢ S admitem uma bifurcagao de Bogdanov-Takens, onde S = S; U Sy U S; e
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Sy = {t : Ri(t) = 0} para k = 1,2,3. Observe que S é um subconjunto finito de R. Esta
provado, assim, o Teorema 4.2 e, portanto, o Teorema B no caso em que a regularizacao do

tipo transigao é dada pela funcao p(z) =1/2 4+ z/(2v/x? + 1).



CAPITULO

Estudo de Singularidades via Regularizacao

Sotomayor-Teixeira

Nos Capitulos 2, 3 e 4 utilizamos uma regularizacao do tipo transicao generalizada, dada
pela funcdo ¢(z) = 1/242/(2v/22 + 1). Neste capitulo nos dedicamos a dar uma demonstracio
dos Teoremas A e B para o caso em que a regularizacao é do tipo Sotomayor-Teixeira, dada por
uma funcao de transicao ¢ arbitraria. Naturalmente a demonstracao segue as mesmas ideias
usadas nos Capitulos 2, 3 e 4. Por esse motivo faremos as demonstragdes apenas apontando

eventuais diferencas.

5.1 Colisoes de Pseudo-Equilibrios

Seja Z) = (X,,Y)) a forma normal topolégica para a bifurca¢io pseudo-sela-nd (2.1)
introduzida no Capitulo 2, isto é, X, = (0, —a) e Yy = (A+22, ), com a > 0. Considere £ > 0
e o(-/e) = ¢:(-) uma funcao de transigao arbitrdria. Assim, a familia de campos regularizados

associada é dada por

Zye(w,y) = (1= (y) (A +2%), (1 — 20:(1)))- (5.1)

Podemos considerar a familia de campos regularizados (5.1) e em seguida efetuar a mudanca

de varidveis e reescalonamento de parametros x = z, y = €y, A = A\, a = & para eliminar o

80
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parametro € da expressao e obter

Zr(x,y) = (1= @)X+ 2%), a1 = 20(y))). (5.2)

A proxima proposigao prova o item a) do Teorema A para ¢ uma fungao de transicao

arbitraria.

Proposicao 5.1 Seja Z) = (X, Y)\) uma familia de campos vetoriais descontinuos dada por
(2.1). Entao, dada uma fun¢ao de transicao o, a familia de campos reqularizados associada
(5.2) admite uma bifurcagao do tipo sela-né no ponto de equilibrio py = (0,0~ (1/2)) para o

valor de bifurcacao \g = 0.

Demonstracao. Seja Z, = (X,,Y)) a familia de campos descontinuos dada por (2.1), com
respectiva familia de campos regularizados Zg indicada em (5.2). Sabemos que ¢'(y) > 0 no
intervalo (—1,1). Logo, pelo Teorema da Funcao Inversa, ¢ possui inversa ¢! em (—1,1).
Observamos que se (z,y) é um ponto de equilibrio de Zg entao y € (—1,1). Os pontos de
equilibrio de Zg sao dados por Zg(z,y) = (0,0). Como o > 0 e p(y) # 1 para todoy € (—1,1)
entao as singularidades da familia de campos regularizados Zr sao da forma (=X, 0 71(1/2)).
Os valores do parametro A sdo considerados em uma vizinhanca de zero. Assim, existem valores
de parametros para os quais a familia de campos regularizados, Zg, possui uma, duas ou

nenhuma singularidade. Seja A = DZr a matriz Jacobiana de Zy,

(I=w)2z —(2*+N¢'(y)
0 —2a¢'(y)

A:

Comoa > 0e¢'(y) > 0em (—1,1) entao, em py = (0,0 "1(1/2)) com Ay = 0, a matriz Jacobiana
A(po, Ag) tem um tnico autovalor nulo com autovetores a direita e a esquerda v = @ = (1,0).

Além disso,

W(l’>y> )‘) = (1 - (p(y)ao)a

de modo que aa%(po, Xo) = (%, 0). Multiplicando escalarmente por w, resulta em

L 0Z 1
<w7a—;(p07)\0)> - 5
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Agora, resta verificar que o produto escalar (w0, D?Zg(po, \o)(¥, 7)) é nao-nulo, onde
, 2\ 927y 2\ 0% Zy
— = 1 2
D;Zg(z,y, ) (¥, 0) = 21 m(%,%‘a A)vjvi, 21 W(%%‘a Avjvi |

com (z,y) = (x1,22). Efetuando os célculos obtemos D2Zg(z,y,\)(7,7) = (2(1 — ¢(y)),0).
Logo,
(@, D3Zr(po, M) (,7)) = ((1,0), (2(1 — (¢ 7'(1/2))),0)) = 1.

Assim, as hip6teses (SNy), (SNz) e (SN3) do Teorema 2.1 estao verificadas. O

5.2 Colisoes de Pontos de Tangencia Quadratica

5.2.1 Tangeéencia Dupla

Considere agora a forma normal topoldgica Z, = (X,,Y)) para o subcaso DT1 da colisdo
de tangéncia dupla (3.1) listada na Secdo 3.2, isto é, X\ = (0,—a) e Yy = (a, —(\ + Bz?)),
com «, > 0. Dados ¢ > 0 e ¢(-/e) = p.(-) uma fungdo de transi¢do arbitraria, podemos
prosseguir com o procedimento padrao de efetuar a mudanca de variaveis e reescalonamento de
pardmetros = 7, y = £jJ, A = eA a = £@, 3 = (/e na familia de campos regularizados Dxes

para trabalhar com a familia de campos regularizados

Zr(z,y) = (a(l = @(y)), A+ B2*)(p(y) — 1) — asp(y)). (5.3)

E facil ver que a familia de campos regularizados (5.3) nao possui pontos de equilibrio, uma vez
que Zgr, = a(l—¢(y)) > 0 para todo y € (—1,1). Assim, em cada um de seus pontos regulares,
e qualquer que seja o valor do parametro A, o campo Zgr é C"-conjugado ao campo constante
W(z,y) = (1,0). Analogamente, obtemos a mesma conclusao considerando o subcaso DT2.
Assim, obtemos o seguinte resultado que prova o item b1) do Teorema A para o caso DT, em

que ¢ é uma funcao de transicao arbitraria.

Proposicao 5.2 Seja Z), = (X, Y)\) uma familia de campos vetoriais descontinuos dada por
(3.1). Entao, dada uma fungdo de transicdo @, o campo de vetores reqularizado associado (5.3)

¢ estruturalmente estdvel.
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5.2.2 Duas Tangéncias Visiveis

Voltemos a forma normal topolégica Z, = (X, Y)) para a bifurcacado VV1 correspondente
a colisao de duas tangéncias visiveis (3.3) indicada na Segao 3.3, isto é, X, = (o« — z,x) e
Yy = (o, —(A+1x)), com o > 0. Dado € > 0 e considerando uma fungao de transi¢do arbitraria
© obtemos, apds efetuar a mudanga de variaveis e reescalonamento de parametros ¥ = ex,

y=c¢ey, A =¢e\, @ =ca, o campo de vetores regularizado

Zy(z,y) = (a0 —zo(y), —(z + X) + (22 4+ N)p(y)). (5.4)

As singularidades do campo vetorial regularizado Zg sao os pontos (z,y) € R? comy € (—1,1),

satisfazendo o par de equagoes

e @y A2e(y) 1)

©(y) ey) (1 —o(y))

(5.5)

Note que as expressoes (5.5) estao bem definidas para y no intervalo (—1,1). Considere no
plano (y,A\) a curva A = A\(y) dada pela segunda equagao em (5.5), e também considere a curva
dets(DZg)(y) dada pela substitui¢io dos valores de x e A na expressao do determinante da

matriz Jacobiana de Zg, isto é

g (y) (1 — 2¢(y) + 2¢(y)?)

dets(DZr)0) = = 3ol = 1)

Sabemos que a > 0 e ¢'(y) > 0 para y € (—1,1). Além disso, como 0 < ¢(y) < 1, temos
também 1 — 2¢(y) + 2¢(y)* > 0 e ¢(y) — 1 < 0 para y € (—1,1). Portanto,

dets(DZg)(y) <0

para todo y € (—1,1). No plano (y,\) a curva A(y) é o grafico de uma fungao estritamente

crescente, uma vez que

dX _ detg(DZg)(y)
dy — o(y)(ely) — 1)

para todo y € (—1,1). Logo, cada valor do parametro A estd associado a uma, e apenas

> 0,

uma, singularidade do campo vetorial regularizado (5.5). Dessa forma, observamos que no

caso VV1 ha o nascimento de pontos de equilibrio (do tipo sela) para a familia de campos
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regularizados Zgr. No entanto, nao ocorre bifurcacao na familia Zg sob a variacao do parametro
A. Novamente, o que ocorre é apenas o deslocamento de um ponto de sela. Procedendo de
maneira analoga, obtemos a mesma conclusao para o subcaso VV2. Isto prova a seguinte
proposigao e, consequentemente, o item b1) do Teorema A para o caso VV, em que ¢ é uma

funcao de transicao arbitraria.

Proposicao 5.3 Seja Z) = (X, Y)) uma familia de campos vetoriais descontinuos dada por
(3.3). Entao, dada uma fung¢dao de transi¢io ¢, a familia de campos regularizados associada

(5.4) € estruturalmente estdvel.

5.2.3 Tangeéncia Visivel versus Tangéncia Invisivel

Bifurcacao VI1

Seja Z) = (X, Y)) a forma normal topolégica para bifurcacao VI1 correspondente a colisao
de tangéncia visivel com tangéncia invisivel (3.6) indicada na Segao 3.4, isto é, X = (o« —x, 2x)
eYy=(a—a,A+x), com a > 0. Dados ¢ > 0 e ¢(-/¢) = () uma funcdo de transicao
arbitrdria, a familia de campos regularizados é dada por Z) - (z,y) = (a—z, z+A+(z—X)p:(y)),

a qual se escreve como
Zr(z,y) = (@ — 2,2+ X+ (2 = Nep(y)), (5.6)

apos efetuar a mudanca de variaveis e reescalonamento de parametros: © = €x, y = €y, A = €\,
a = ea. As singularidades da familia de campos regularizados (5.6) sdo os pares ordenados

(z,y) € R?, com y € (—1,1), dados pelas solugoes do sistema

a—z = 0,

THAH(@ = Np(y) = 0,

Suponha (Zg, o) um ponto de equilibrio de (5.6). Substituindo Zy = @ na segunda equagao do

sistema acima obtemos
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Como a > 0 estd fixado e o parametro A é tomado numa vizinhanga da origem, entao (o) = —1
para A suficientemente pequeno. Uma contradigao por ¢ ser funcao de transi¢do. Assim, a
familia de campos regularizados, Zr, nao possui singularidades. Logo, em cada um de seus
pontos regulares, e qualquer que seja o valor do parametro A\, o campo Zr é C"-conjugado ao

campo constante W (x,y) = (1,0). Estd provado, portanto, o seguinte resultado.

Proposicao 5.4 Seja Z) = (X, Y)\) uma familia de campos vetoriais descontinuos dada por
(3.6). Entao, dada uma fung¢ao de transi¢io ¢, a familia de campos regularizados associada

(5.6) € estruturalmente estdvel.

A proposigao anterior conclui a prova do item b1) do Teorema A.
Bifurcacao VI2

Considere agora a forma normal topolégica para a bifurcacao VI2 correspondente a colisao
de tangéncia visivel com tangéncia invisivel (3.8) da Segao 3.4 dada por Z) = (X, Y)), com
X)=(a—z,22),Y\=(—(a+2),—(A+2)) e @ > 0. Dada uma funcao de transi¢ao arbitraria
¢ e considerando as mesmas mudancas de variaveis e reescalonamento de parametros utilizados

no subcaso VI1, obtemos o campo de vetores regularizado
Zr(z,y) = (= (a+2) +2a9(y), —(A + 2) + Bz + Nep(y))- (5.7)

Provaremos a seguir que a familia de campos regularizados (5.7) admite uma bifurcacao do
tipo sela-né. A estrutura das demonstracoes é semelhante aquela utilizada na Secao 3.4, onde
provamos este mesmo resultado mas para uma fun¢ao de transicao particular. Dessa forma,

precisamos primeiro do seguinte lema.

Lema 5.1 Ezistem valores de parametro A para os quais a familia de campos reqularizados Zy

dada em (5.7) possui duas, uma ou nenhuma singularidade.

Demonstracao. As seguintes expressoes fornecem os valores de x e A das singularidades da

familia de campos regularizados Zg
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No plano (y, ) a curva regular A(y) satisfaz

Mo (1/3)) = 0= A" (1/2)).

Assim, o Teorema de Rolle garante a existéncia de um ponto y* no intervalo
(071(1/3),971(1/2)) onde X (y*) = 0. A derivada de A(y) em fungao de y é dada por
20:(2 — 6p(y) + 30(y)*) ' (y)

S 7

que estd bem definida no intervalo (—1,1). Como o > 0, ¢'(y) > 0 e 0 < ¢(y) < 1, entdo é

unico o ponto critico
1
y' = (g(?’ - \/ﬁ))
Note que p~1(1/3) < y* < p~1(1/2). Além disso,
lim A\(y) = +o0 e lim A(y) =a > 0.

y—1 y——1
A segunda derivada de A(y) é dada por

—4a'(y)* + 2a(2 + @(y) (=8 = 3(=3 + v(¥))e()))¢" (v)
(o(y) — 1) '

N'(y) =

Como N'(y*) = 12v/3a¢’(y*)? > 0, concluimos que 3* é um ponto de minimo global, e existe

um unico valor critico do parametro A, definido por A* = A(y*). O

Considere z* = x(y*) = a(1 — 2/4/3) dado pela substituicdo de y por y* na expressao de
x dada por (5.8). A proxima proposigao prova o item b2) do Teorema A para uma funcao de

transicao arbitraria .

Proposicao 5.5 Seja Z) = (X, Y)) uma familia de campos vetoriais descontinuos dada por
(3.8). Entao, dada uma fungdao de transi¢io ¢, a familia de campos regularizados associada

(5.7) admite uma bifurcagdo do tipo sela-nd em (z*,y*) para A = \*.

Demonstra¢do. Denotando por A = (a;;), 1 < 4,57 < 2, a matriz Jacobiana DZg do campo
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vetorial descontinuo (5.7), os autovalores da matriz A* = DZg(z*, y*, \*) sdo dados por
d=0 e 0 = —14+2(=2+V3)ay (v~ (y")).

Logo, a matriz Jacobiana A* tem um tunico autovalor d; nulo. Os autovetores a direita e a

esquerda associados ao autovalor dg sao

U= ! e W= L
(osmtn) o)

Isto completa a verificagao da hipétese (SNy) do Teorema 2.1. Para as hipdteses (SNs) e (SN3)

temos
(@, 5 (2", 7, X)) = \/g(\/%_z) #0,
. D2 z(a )57 = 2D g
respectivamente, que finaliza a demonstracao. O
Bifurcacao VI3
Seja Z, = (X,,Y)) a forma normal topoldgica para a bifurcacao VI3 correspondente a

colisao de tangéncia visivel com tangéncia invisivel (3.13) da Secao 3.4, isto é, X = (o —z, x),
Yy = (—a+x, —(A+2z)), com o > 0. Dada uma funcao de transicao arbitraria ¢ e considerando
as mesmas mudancas de variaveis e reescalonamento de parametros utilizados nos subcasos VI1

e VI2, obtemos o campo de vetores regularizado

Zr(x,y) = (@ = 2)(20(y) — 1), =2z + 1) + (32 + Ao (y)). (5.9)

Como ¢ é uma funcao inversivel em (—1,1), estdao bem definidas as singularidades da familia

de campos regularizados (5.9)

m=(Ae 1) e a=(av(223))

Como a > 0 estd fixado e nosso estudo é local vamos avaliar apenas o comportamento da

singularidade py sob a variacdo do parametro A. Seja A = (a;;), 1 < 4,5 < 2, a matriz
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Jacobiana DZg(x,y), que no ponto py se escreve

0 2+ A)¢'(97'(1/2))

A(Po) =
—20¢'(p71(1/2))

N[

Logo, existe um unico valor do parametro, A = 0, onde tr(A(py)) = 0 e det(A(pg)) > 0. E, neste

caso, po = (0,07 1(1/2)). Seja Ay = A(py) a matriz Jacobiana da familia de campos de vetores

(5.9) avaliada em py para A = 0. Seus autovalores sdao imaginarios puros +i\/ap/(¢=1(1/2)).

Os autovetores associados sao v e v, onde

7= (=2iv/ay'(p1(1/2)),1) = (—2v/a@' (p=1(1/2)),0) = T, + ith,

e v é o vetor conjugado a v. Portanto, denotando por M a matriz cujas colunas sao v, e Uy,
acarreta que M.Ay.M ™! estd na forma de Jordan. Assim, ao efetuar a mudanca de varidveis

W = Pz, onde z = (z,y) e W = (z1,¥1), a familia de campos regularizados (5.9) se escreve

W o= MAM W+ O(|w]?) (5.10)

_ 0 \/ozgp —1 1/ ) W+O(|W|2)

—Vay'(071(1/2)) 0

O préximo resultado prova o item b3) do Teorema A sem a necessidade de tomar ¢ a fungao

de transicao particular utilizada nos Capitulos 2, 3 e 4.

Teorema 5.1 Sejam Z, = (X,,Y)) uma familia de campos vetoriais descontinuos dada por
3.13, com a # 2, e ¢ : R — R uma fungdo de transicio. Se p(0) = ¢'(0) =1/2 e p*(0) =0
para k > 2, entao a respectiva familia de campos reqularizados Zgr admite uma bifurcagao de

Hopf de codimensao dois.

Demonstracdao. A prova segue a mesma estrutura utilizada na Secao 3.4 para o subcaso VI3, ou
seja, inicialmente fazemos uma mudanga para coordenadas polares x1 = rcos#, y; = rsinf no
sistema (5.10), e o escrevemos de forma equivalente (7, 0) = (P(r,6),Q(r,6)). Posteriormente,

consideramos uma expansao em série do sistema diferencial

= R(r,0) = Ri(0)r + Ry(0)r* + - - + Ri(0)r* + ...
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para poder obter determinar os coeficientes de Lyapunov V,. Veja o procedimento com mais

detalhes na Secao 3.4. Utilizando os seguintes comandos em um software para calculos extensos,

como o MATHEMATICA

ul = Exp[Integrate[R1, {6,0,0}]];

V1 = Simplify[ul-1 /. {6 — 2Pi}];

u2 = Integrate[R2, {60,0, ©}];

V2 = Simplify[u2 /. {© — 2Pi};

u3 = Integrate[2R2u2+R3, {0,0,©}];

V3 = Simplify[u3 /. {© — 2Pi}];

ud = Integrate[R2(2u3+(u2) " 2)+3R3u2+R4, {0,0,0}];

V4 = Simplify[ud /. {© — 2Pi}];

ub = Integrate[R2(2u2u3+ud)+R3(3u3+3(u2) “2)+4R4u2+R5, {6,0,0}];
V5 = Simplify[ub /. {© — 2Pi}];

e considerando a hipétese adicional ¢(0) = ¢'(0) = 1/2 e p*)(0) =0, k > 2, obtemos

(9 — 2)

Vi=Vo=V=V,=0, e Voi=— )
1 2 3 4 5 64\/?0(7/2

Logo, o sistema (5.10) tem um foco de multiplicidade dois na origem. A prova segue utilizando

o Teorema 3.25. O

5.3 Singularidade Sela-Dobra

Seja Zy, = (X),Y,) a familia a dois parametros de campos vetoriais descontinuos
correspondente ao desdobramento da singularidade sela-dobra dado por (4.2) no Capitulo 4,
isto é, X, = (x+y—p,4x+y) e Yy = (a,z—\), onde o > 0 é uma constante fixada e p1, A € R.
Dados € > 0 e ¢. uma funcao de transicao, podemos efetuar a seguinte mudanca de variaveis
e reescalonamento de parametros © = €%,y = €7, @ = €@, A = €\, jt = £]i, para obter o campo

de vetores regularizado

Zr(z,y) = (L—p)a+ o) (@+y —p), (1 — o)z —X) + ey) (4 +y)). (5.11)

Vamos provar que o campo de vetores regularizado (5.11) com uma funcao de transicao

arbitraria também admite uma bifurcagao de Bogdanov-Takens. Mas antes, precisaremos do
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lema a seguir, que mostra o comportamento de uma funcao de transi¢ao (y) numa vizinhanga

do ponto y = —1.

Lema 5.2 Se ¢ : R — R, ¢(y), € uma funcao de transi¢ao, entdo lim = 4o00.
y=—1% 9(y)

Demonstracdo. Suponha que exista k > 0 tal que

<k, paratodo ye€ (—1,—1+¢,

onde € > 0 ¢ dado arbitrariamente. Como ¢(y) > 0 em (—1, —1 + €], segue que ¢'(y) < kp(y).

Assim, para cada y € (—1, —1 + €] temos

/y ¢(t)dt <k /y o(t)dt.

-1 -1

y
Como ¢(—1) = 0, aplicando Teorema Fundamental do Calculo temos ¢(y) < k / o(t)dt.

—1
Agora, como ¢ é uma funcao continua, entao pelo Teorema do Valor Médio para Integrais,
existe y € (—1,y) tal que

/ " ()t = o)y +1).

-1
Logo, ¢(y) < kp(y)(y + 1), para todo y € (—1,—1 + ¢]. Assim, tomando y, suficientemente
proximo de —1 para que k(y, + 1) < 1, pode-se obter y, € (—1,y,) tal que

o(Yp) < ko) (yp + 1) < () = 0(Yp) < ©(Up),

o que contradiz o fato de ¢ ser crescente no intervalo (—1,1). O

Proposicao 5.6 Ezxistem um ponto de equilibrio Xo = (xo,y0) do campo de vetores
reqularizado (5.11) e parametros By = (Ao, o) para os quais trs(A)(Xo, fo) = dets(A)(Xo, Bo) =
0, onde trg(A) e dets(A) sao o trago e o determinante da matriz Jacobiana de (5.11) em

(X0, Bo)-

Demonstragdo. Um ponto (x,y) € R? é um ponto de equilibrio do campo de vetores regularizado

(5.11) se satisfazer o par de equagoes

(1 —o)a+ey)(z+y—p) =0,
(1—=oy)(r—A)+oy)(4z +y) = 0.
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ou ainda, se valer que
! . A-x
a—x—y+p 3x+y+A

ply) = (5.12)

Além disso, y deve pertencer ao intervalo (—1,1).

Denotando a matriz Jacobiana DZr = A = (a;;), 1 <,7 < 2, temos

ann = ¢(y), a2 = oy) + ¢ y)(x+y—a—p),
agr = 1+30(y), ax=¢y)+ ¢ Y)Bzr+y+A),
para a qual
tr(A) =2¢(y) + ' (y)Br +y + A),

det(A) = p(y) (@' (y) Bz +y + A) + ¢(y)) — (1 +30W)(p(y) + ¢ (Y)(x +y — a —p)).

Das igualdades em (5.12) obtemos as expressoes

=y ) = “PW) — D+ oW —y)
o(y)

e(y) (1 —o(y)) ’

que estao bem definidas para y € (—1,1). Substituindo x = z(y, u) e A = A(y, 1) na expressao

do traco da matriz Jacobiana de Zp temos

2(e(y) = De)® + ' () (= 4ale(y) — 1) + o) (—4u — o(y) + y(3 + ©(y)))) .

trs(A)(y, u) = oy)(ply) — 1)

A equagao trg(A)(y, u) = 0 permite obter o parametro p em fungao de y

— ly) = 2(p(y) — Dp(y)* + ' () (= 4ale(y) = 1) + o) B+ ¢v) — ¢(¥)))
e 4o(y)¢'(y) '

Assim, substituindo = = z(y, 1), A = A(y, p) e depois p = pu(y) na expressao do determinante
da matriz Jacobiana de Zi vem
' () (a1 +30() + ¢)* (@ +y(1 = (y) + )

dets(A)(y) = o) —o(y) (14+20(y) +2¢(y)?).

Como (1) = 1e ¢'(1) = 0 segue que detg(A)(1) = —5 < 0. Além disso, quando y tende a —1, a
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/
funcao de transicao ¢(y) tende a zero. Consequentemente, lim detg(A)(y) = o lim d (y)
y——11 y——11 (p(y)
Como « é positivo, pelo Lema 5.2 obtemos entao linri+ dets(A)(y) = +oo. Portanto, pelo
y——

Teorema de Bolzano, existe yo € (—1, 1) tal que detg(A)(yo) = 0. A prova segue ao considerar

Ho = M(?JO)a Ty = x(y07 Mo) e\ = )\<y07/~l’0)’ O

Tomando yy € (—1, 1) obtido na proposigao anterior e ¢ uma funcao de transigao arbitréria,

defina o seguinte conjunto de pontos

s_{_ & 20000 _ #8(QuEtvRo)  wf(1 +8p0)ep
(1=wo)en” 3o — 1)(w0)*" 12(95)*(w0 — 1)*" wo(1 4+ 30)eg — (v5)* |

onde, por simplicidade, utilizamos a notac¢ao ¢ = ©(vo), ¥y = ¢ (Vo). 6 = ¢"(yo), €

Qo = 12(0 — 1)(0))* + @o(2¢0 — 1)},

Ro = 48(0 — 1)2())* + 24000 — 1) ()0l + w2 (1 — 200) ().

O proximo teorema € a versao completa do Teorema B, no caso em que consideramos ¢ uma

funcao de transicao arbitraria.

Teorema 5.2 Seja Z) , uma familia de campos de vetores descontinuos a dois parametros dada
por (4.2), com a > 0 e o ¢ S. FEntao, dada ¢ uma funcao de transi¢ao, o campo de vetores

reqularizado (5.11) admite uma bifurcagcao de Bogdanov-Takens.

Demonstracao. Provaremos que as condigoes genéricas do Teorema 4.1 sao satisfeitas para o
campo de vetores regularizado (5.11). Primeiro, a Proposicao 5.6 garante que no ponto de
equilibrio Xo = (xg, ¥o), a matriz Jacobiana Ay = DZg(Xo, o) tem duplo autovalor nulo. Além
disso, como yy € (—1,1), a matriz Ay é nao nula pois a1 = ¢(yo) > 0. Assim, resta verificar
que as condigoes genéricas (BT.1), (BT.2) e (BT.3) também sao satisfeitas.

Como tr(Ag) = det(Ay) = 0 podemos escrever

a b
—a’/b —a

Ay =
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Os autovetores e autovetores generalizados associados ao duplo autovalor nulo sao
170:(1,—a/b), _»1:(071/[)), u70:(1,0), 1171 :(a,b).

Assim, considerando o deslocamento de eixos
T = T — Zo, Y=Yy —Y

para o campo de vetores regularizado (5.11), obtemos a seguinte expressao, definida pela

condigao genérica de Bogdanov-Takens (BT.1),

_ 3a(po — 1)(¢0)* + 2¢8¢5
o) +bual) = =2 oo — )

Analogamente, para a condi¢ao genérica de Bogdanov-Takens (BT.2), calculamos

0? . . -
boo(Bo) = 92 (Zw(y10o + yat1, Bo), Wh)
1

Xo

wo (Mo + Mgy + Ma())? + Ms(05)® + Ma(p)")
2
o (5 + alpo — 1)¢p)

Y

onde
My = 2p35,
My = agi(2p0 — 1)#f,
My = 4,
Mz = 12a93(po — 1),
My= 60*(po—1)%
Note que o numerador de by () é um polindomio quadrético em «. Agora, definindo a aplicacao

em R*

T(ZL’, Y, )\a ”) - (ZR(X> 5)? tr(DZR(X> 5))> det (DZR(Xa 6))))

a condigao genérica de Bogdanov-Takens (BT.3) pode ser verificada pelo sinal do determinante
Jacobiano
4 (88 + alph)® — apops + wilyh — 3a¢p))

det (DT(X(), 50)) = 20 .
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Assim, como o conjunto S ¢ finito, tomando « ¢ S, as condiges genéricas (BT.1), (BT.2) e

(BT.3) se verificam. O



CAPITULO

Sistemas de Lotka-Volterra Tridimensional

Neste capitulo estudamos uma classe particular de sistemas de Lotka-Volterra tridimensi-
onais chamados sistemas May-Leonard. FEsta classe de sistemas depende de dois parametros
reais a e b, satisfazendo a + b = —1. Para esses valores dos parametros, descreveremos sua

dindmica global na compactificacao do octante positivo de R? incluindo seu infinito.

6.1 Sistemas de May-Leonard

Os sistemas diferenciais ordinarios polinomiais sao frequentemente utilizados em véarios
ramos da matematica aplicada, fisica, quimica, engenharia, etc. Modelos que estudam a
interacao entre espécies do tipo predador-presa tém sido extensivamente analisados, como os
classicos sistemas de Lotka-Volterra. Para mais informacoes sobre os sistemas de Lotka-Volterra
veja por exemplo [15] e as referéncias ld citadas. Em particular, um destes modelos de
competicao entre trés espécies dentro da classe dos sistemas de Lotka-Volterra tridimensionais

¢ o modelo de May-Leonard dado pelo sistema diferencial polinomial em R?

t=z(1 -2 —ay—bz),
g=y(l—br—y—az), (6.1)
Z2=2z(1—azx—by—2),

onde a e b sao parametros reais e as derivadas sao calculadas em relagao ao tempo ¢t. Veja mais

detalhes sobre sistemas de May-Leonard nos artigos [17] e [4].

95
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Os sistemas de Lotka-Volterra em R? tém a propriedade de que os trés planos de coordenadas
sao invariantes pelo fluxo desses sistemas. Além disso, nos pontos da reta x = y = z o sistema
(6.1) se escreve & = x, y = y, 2 = z. Portanto, a bissetriz do octante positivo é uma reta
invariante para este sistema diferencial.

O sistema (6.1) ja foi estudado no artigo [4] para a > 0,b > 0, com a+b = 2 ou a = b. Neste
capitulo descrevemos a dinamica global do sistema (6.1) em func¢ao dos parametros a e b quando
a+b=—1eabeR. O sistema (6.1) estd definido em R3. De modo a estudar a dinamica
de suas érbitas no infinito extenderemos analiticamente seu fluxo usando a compactificacao de
Poincaré de R3. A regido de interesse em nosso estudo é o octante positivo de R?, isto é, onde

x>0,y >0,z > 0. Assim estudaremos o fluxo da compactificacao de Poincaré na regiao
R={(z,y,2) eR®: 2> +¢y* + 2> < 1,2 >0,y > 0,2 > 0}

da bola de Poincaré.

Observamos que a dinamica global do sistema de May-Leonard (6.1) com a + b = —1 pode
ser estudado porque este sistema diferencial tem um invariante de Darboux. Aqui com este
modelo nos ilustramos como se pode usar um invariante de Darboux para obter a dinamica
global de um sistema diferencial.

O sistema diferencial (6.1) foi amplamente estudado para compreender a interagao entre
espécies e tentar prever uma possivel extincao ou superpopulagao, por exemplo. No entanto
nosso interesse é puramente matematico, e queremos ilustrar como um invariante de Darboux
pode ser usado para descrever a dinamica global de um sistema diferencial. Observe que
estamos interessados no estudo do sistema (6.1) para todos os valores reais dos parametros
a e b satisfazendo a + b = —1, e nao apenas por seus valores positivos. Consequentemente,
nossa analise nao tem significado biolégico. Este estudo pode ser feito de maneira semelhante

nos outros octantes de R3.

6.2 A Compactificaciao de Poincaré em R3

Em R? consideramos o sistema diferencial polinomial

i’:Pl(LU,y,Z>, y:P2(x7y72)7 Z:P3(x7y72>7
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ou equivalentemente seu campo de vetores polinomial associado X = (Py, P, P3). O grau n de
X é definido como n = max{deg(P;) : i = 1,2,3}.

Seja S = {y = (y1,¥2,y3,y4) € RY: |ly|]| = 1} a esfera unitdria em R?, e sejam
Hy ={ycS*:y,>0} e H_={yecS:y <0}

os hemisférios norte e sul, respectivamente. O espaco tangente a S® no ponto y é denotado por

T,S?. Assim, identificamos o hiperplano tangente
T(o,o,o,l)SS = {(21,22,23,1) € R* : (21,29, 23) € Rg}

com R3.

Consideramos as projecoes centrais
fo R =TS = Hy e fo:R=Tg00nS* = H_,

definidas por

1 1
fr(x) = A—x(%,xmfb’?ﬂ 1) € f-(r) = _A—x(351,$273€37 1),

onde Az = (14 327 2?)Y/2. Através dessas projecoes centrais o R? é identificado com os
hemisférios norte e sul, respectivamente. O equador da esfera S* ¢ S* = {y € S* : y; = 0}.
Claramente S? pode ser identificado com o infinito de R3.

Os difeomorfismos f, e f_ definem duas cépias de X, uma D f, o X no hemisfério norte e
outra D f_ o X no hemisfério sul. Denote por X o campo de vetores em S* \ §? = H, UHL_ tal
que restrito a H, coincide com Df, o X, e restrito a H_ coincide com Df_ o X. Estendemos
analiticamente o campo de vetores polinomial X ao equador de S?, i.e. ao infinito de R?, de

maneira que o fluxo sobre a fronteira é invariante. Isso é feito definindo o campo vetorial

p(X)(y) = yi ' X(y),

para todo y € S3. Este campo de vetores estendido p(X) é chamado a compactificacio de

Poincaré de X na esfera de Poincaré S°.
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No que segue trabalharemos com a projegao ortogonal do hemisfério fechado norte a y, = 0.
Observe que essa projecao é uma bola fechada B de raio um, cujo o interior é difeomorfo a R? e
cjua fronteira S? corresponde ao infinito de R3. O campo de vetores projetado em B é chamado
a compactificagao de Poincaré na bola de Poincaré B.

Como S? é uma variedade diferencidvel, para calcular a expressao para p(X) podemos
considerar as oito cartas locais (U;, F;), (V;,G;) onde U; = {y € S* : y; > 0} e V; = {y €
S :y; < 0} para i = 1,2, 3,4; os difeomorfismos F; : U; — R3 e G, : V; — R? parai = 1,2, 3,4,
sdo os inversos das projecoes centrais da origem aos planos tangentes nos pontos (£1,0,0,0),
(0,£1,0,0), (0,0,41,0) e (0,0,0, 1), respectivamente. A expressao de p(X) na carta local U;
é

zgl(—zlpl -+ PQ, —ZgPl —+ Pg, —ZgPl),

onde P, = P;(1/z3, 21/ 23, 20/ 23), e as expressoes de p(X) em U, é
23 (=21 Py + P, —29 P + P3, —23P),

onde P, = P;(21/23,1/23,29/23) in Uy, e em Us é

Zn
W(—les + P, =23 + Py, —23P3),

onde P; = Pi(21/23, 22/ 23,1/ 23) em Us.

A expressao para p(X) em U, é 251H(Py, Py, P3) onde a componente P; = Pj(zy, 22, 23).

A expressdo para p(X) na carta local V; é a mesma que em U; multiplicada por (—1)""'.
Observamos que todos os pontos sobre a esfera no infinito, em coordenadas de qualquer carta

local tem 23 = 0. Para mais detalhes sobre a compactificagao de Poincaré em R? veja [5].

6.3 Retratos de Fase do Sistema de May-Leonard

Denotamos por X o campo de vetores polinomial associado ao sistema diferencial (6.1),
e por p(X) a compactificagdo de Poincaré de X. O fluxo do sistema (6.1) na regido R estéd

descrito no seguinte teorema.

Teorema 6.1 Para o sistema diferencial de May-Leonard (6.1) no octante R as sequintes

afirmacoes sao vdlidas quando a +b = —1.
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(@)

O retrato de fase da compactificacao de Poincaré p(X) do sistema (6.1) nas fronteiras
x=0,y=0¢ez=0 de R € topologicamente equivalente ao descrito na Figura 6.1(a) se

a<—-2oua>1, ena Figura 6.2(a) se =2 < a < 1.

O retrato de fase da compactificacio de Poincaré p(X) do sistema (6.1) em R™ =
ORN{x? +y* + 22 = 1} (i.e. o retrato de fase no infinito do octante positivo de R?)
¢ topologicamente equivalente ao descrito na Figura 6.1(b) se a < —2 ou a > 1, Figura

6.2(b) se a = —1/2, Figura 6.2(c) se =2 < a < —1/2, e Figura 6.2(d) se —1/2 < a < 1.

Quando a = —1/2 os planos x =y, x = z e y = z sao invariantes pelo fluro do sistema
(6.1), e os retratos de fase da compactificacao de Poincaré p(X) do sistema (6.1) em
Rn{zx =y}, RN{x =2} e RN{y = z} sdo topologicamente equivalentes aos descritos

em (a), (b) e (¢) da Figura 6.3 respectivamente.

(a) (b)

Figura 6.1: A dinamica global na fronteira de R para a +b = —1 e a < —2. (a) A dindmica em
zyz = 0. (b) A dindmica em R>. Invertendo o sentido de todas as drbitas, temos a dinamica na
fronteira de R paraa+b=—-1ea > 1.

Demonstragao. Os pontos singulares finitos do sistema diferencial (6.1) com a + b = —1 sao as

solugoes do sistema

isto é

Pi(z,y,z) =x(1—x+ z+a(—y + 2))

Y

0
0,
0

Py(z,y,2) =y(l+ 2z —y+a(—2+z))
Py(z,y,2)=2z(1+y—z+a(—z+y))

Y

Po = (07070)7 pl:(17070)7 p2:<07170)7 p3:<07071)7

B Ol—a 24a B 2+a01—a _[(1-a 2+a0
Pa = ) A7 A ) Ps = A77 A ) Pe = A’ A’ )
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Z A

rh )nfg N
s

Figura 6.2: A dindmica na fronteira de R paraa+b=—1e -2 < a < 1. (a) A dindmica em zyz = 0.
A dinamica em R* para a = —1/2 em (b), para a € (—2,—1/2) em (c), e para a € (—1/2,1) em (d).
onde A=1+a+ a’

Como A > 0 para a € R e a regiao de interesse é R, temos:

(i) Se a < =2 ou a > 1, o sistema (6.1) tem apenas quatro pontos de equilibrio finitos: py,

D1, P2 € P3.

(ii) Se —2 < a < 1 osistema (6.1) tem os sete pontos de equilibrio finitos p; para j = 0,1...,6.

Todos esses pontos de equilibrio finitos sao hiperbdlicos se a # —2, 1, e consequentemente
seu retrato de fase local é topologicamente equivalente ao retrato de fase de sua parte linear
pelo Teorema de Hartman—Grobman.

Observamos que quando a € (—2,1) e a — 1 temos que py — ps, Pps — P1 € Pg — P2;
enquanto se a — —2 temos que py — p2, P5 — P3 € Ppg — p1. Esse comportamento desses
equilibrios permite determinar por continuidade o retrato de fase local na fronteira de R dos
pontos de equilibrio nao-hiperbdlicos pi1, ps e p3 quando a = —2 e a = 1 dos retratos de fase

globais da fronteira de R quando a € (—2,1).
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Também observamos que quando a € (—2,1) e a — 1 temos que p32 — o ponto extremo
positivo do eixo-z, Py> — 0 ponto extremo positivo do eixo-z, e Pay — O ponto extremo positivo
do eixo-y; enquanto se a — —2 temos que pJ; — o ponto extremo positivo do eixo-z, Py —
o ponto extremo positivo do eixo-y, e pgy — o0 ponto extremo positivo do eixo-z. Assim, o
comportamento desses equilibrios permite determinar por continuidade os retratos de fase locais
na fronteira de R dos equilibrios nao-hiperbdlicos que estao nos pontos extremos positivos dos
eixos de coordenadas quando a = —2 e a = 1 dos retratos de fase globais da fronteira de R
quando a € (—2,1). Portanto, no que segue, provamos o Teorema 6.1 apenas para os valores
a€R\{-21}.

A parte linear do sistema (6.1) no equilibrio py é a matriz identidade. Portanto py é um
equilibrio repulsor.

Os autovalores da parte linear nos pontos de equilibrio p;, ps e p3 sao —1, 1 —a, 2 +
a. Portanto, quando a < —2 ou a > 1 estes equilibrios possuem uma variedade estavel 2-
dimensional e uma instavel 1-dimensional; e para —2 < a < 1 estes equilibrios tém uma
variedade instavel 2-dimensional e uma estavel 1-dimensional.

Quando —2 < a < 1 os autovalores da parte linear nos pontos de equilibrio p4, ps € pg sao 3,
—le(—2+a+a?*)/A. Como —2+a+a* <0 para —2 < a < 1 entao estes equilibrios tem uma
variedade estavel 2-dimensional e uma instavel 1-dimensional. Além disso, py (respectivamente
D5 € pg) € um atrator restrito a fronteira invariante x = 0 (respectivamente y = 0 e z = 0).

Agora vamos estudar os pontos de equilibrio infinitos. Para o estudo da dinamica no infinito
R> de R vamos usar a compactificagdo de Poincaré do sistema diferencial (6.1). Assim, o

sistema diferencial (6.1) na carta local U; torna-se

71 =2z +az — 28 +az? — 2129 — 2a21 29,
Zy = 29 — Q29 + 2129 + 202129 — 222 — az3, (6.2)

23 = 23 + Q2123 — 2923 — Q2923 — Zg.

Entéao, o sistema (6.1) tem dois pontos de equilibrio no infinito: (0,0,0) e (1,1,0). A parte
linear no equilibrio (0,0,0) tem os autovalores 1 —a e 2 + a no infinito e autovalor 1 em sua
direcao finita. Portanto, no infinito (0,0, 0) é uma sela tal que sua separatriz estével esté contida
no eixo-z; quando a < —2 (respectivamente eixo-z» quando a > 1).

Os autovalores da parte linear no equilibrio (1, 1,0) sdo (—3=4iv/3(142a))/2 e —1. Portanto,
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no infinito (1, 1,0) é um foco estavel girando no sentido horério se a < —2 (respectivamente no
sentido anti-horério se a > 1).

Agora o sistema (6.1) na carta local Uy escreve

21 =ZzZ1 —az — 22% — CLZ% + 2129 + 2CL2122,
Zy = 220 + a2y — 2129 — 202120 — 23 + az3, (6.3)

Z3 = 23 — 2123 — A2123 + Q2923 — 25.

Como a carta local U, cobre a parte final do plano = 0 no infinito do octante positivo de R3,
estamos interessados somente nos pontos de equilibrio que estao em z; = 0 e z3 = 0. Neste
caso, existe um ponto de equilibrio no infinito: (0,0,0). Os autovalores da parte linear no
equilibrio (0,0,0) sdo 1 —a e 2+ a no infinito e autovalor 1 em sua diregao finita. Portanto, no
infinito (0,0, 0) é uma sela tal que sua separatriz estavel estd contida no eixo-z; quando a < —2
(respectivamente eixo-z; quando a > 1).

Agora para a < —2 ou a > 1 s6 precisamos estudar o ponto de equilibrio no ponto extremo
do semi-eixo positivo z, i.e. o ponto de equilibrio na origem da carta local Us. Na carta local

Us; o sistema (6.1) torna-se

21 = 221 + azy — Z% + CLZ% — 2129 — 2CL2122,
Zy = 29 — Q29 + 2129 + 202129 — 222 — az3,

Z3 = 23+ a2123 — 2223 — Q2923 — 25.

A parte linear no ponto de equilibrio (0,0, 0) tem autovalores 1 —a e 24 a no infinito e autovalor
1 em sua diregao finita. Portanto, a origem da carta local Us é uma sela tal que sua separatriz
estavel estd contida no eixo-z; quando a < —2 (respectivamente eixo-z, quando a > 1).

Resta estudar os pontos de equilibrio infinitos do sistema (6.1) no caso —2 < a < 1. Na carta
local U; o sistema (6.2) tem quatro pontos de equilibrio no infinito: (0, 0,0), ((2+a)/(1—a),0,0),
(0,(1—a)/(24a),0) e (1,1,0). Os autovalores da parte linear no equilibrio (0,0,0) sdo 1 —a e
2 + a no infinito e autovalor 1 em sua direcao finita. Entao este equilibrio é um né instavel. A
parte linear no equilibrio ((2+ a)/(1 —a),0,0) (respectivamente (0, (1 —a)/(2+ a),0)) tem os
autovalores —(24a), A/(1—a) e 3A/(a—1) (respectivamente (a —1), A/(2+a) e 34/(2+a)).
Portanto, os equilibrios ((2 + a)/(1 —a),0,0) e (0,(1 —a)/(2 + a),0) sao selas tais que suas

separatrizes estaveis estao contidas no eixo-z; e eixo-zs, respectivamente. Os autovalores da
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parte linear no equilibrio (1,1, 0) sdo (—3 4 iv/3(1+2a))/2 e —1. Portanto, no infinito (1,1, 0)
é um foco estdvel girando no sentido horario se —2 < a < —1/2 (respectivamente no sentido
anti-horario se —1/2 < a < 1). Quando a = —1/2 no infinito (1,1,0) é nd estavel.

Agora, uma vez que estamos interessados apenas nos pontos de equilibrio que estao em
z1 = 0 e z3 = 0, na carta local U, o sistema (6.3) tem dois pontos de equilibrio: (0,0,0) e
(0,(24a)/(1 —a),0). Os autovalores da parte linear no equilibrio (0,0,0) sdo 1 —a e 2+ a no
infinito e autovalor 1 em sua direcao finita. Entao, no infinito este equilibrio é um né instavel.
A parte linear no equilibrio (0, (2 4+ a)/(1 — a),0) tem os autovalores —(2 4+ a), A/(1 —a) ¢
3A/(1 — a) no infinito. Portanto, no infinito (0, (2 4+ a)/(1 — a),0) é uma sela tal que sua
separatriz estavel esta contida no eixo-zs.

Na carta local Uz s6 precisamos estudar o ponto de equilibrio (0,0,0). Os autovalores da
parte linear neste equilibrio sao 1 — a e 2 4+ a no infinito e autovalor 1 em sua dire¢ao finita.
Entao, no infinito esse equilibrio é um no instével. Assim, a prova das afirmagoes (a) e (b) do
Teorema 6.1 esta completa.

z z

(c)

Figura 6.3: A dindmica em RN {z = y}, RN {zx = 2z} e RN {y = z} respectivamente, quando
a=b=-1/2.

Agora, como a bissetriz x = y = z é uma reta invariante para o sistema, é facil verificar
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para a = —1/2 que o retrato de fase global nos planos invariantes R N {z = y}, RN {z = z}
e RN {y = z} sdo topologicamente equivalentes aos descritos em (a), (b) e (c) da Figura 3

respectivamente. Isso completa a prova do Teorema 6.1. O

Esta provado, portanto, o Teorema C.

Vamos introduzir agora algumas nocgoes basicas da Teoria de Integrabilidade de Darbouu.

Seja f € Rz, y, 2], f ndo identicamente nula, onde R[z, y, z] denota o anel de polindomios nas
variaveis x, y, z com coeficientes em R. Dizemos que a superficie algébrica f(z,y,z) =0 é uma
superficie algébrica invariante do campo de vetores X se existe um polinomio K € R[z,y, 2|
tal que Xf = Kf, onde Xf = (X,Vf). O polinomio K = K(z,y,z) é chamado cofator de
f. E facil ver que se o campo de vetores polinomial X tem grau n, entao qualquer cofator tem
grau no maximo n — 1. Portanto, como o campo de vetores associado ao sistema May-Leonard
(6.1) tem grau dois, os cofatores terdo grau no maximo um.

Observamos que nos pontos da superficie algébrica f = 0, o gradiente V f de f é ortogonal
ao campo vetorial X, uma vez que X f = Kf. Consequentemente, o campo vetorial X é
tangente a superficie f = 0. Portanto, quando uma orbita do campo de vetores X tem um
ponto na superficie f = 0, toda a orbita estd contida na superficie f = 0.

Dizemos que uma funcao I(z,y, z,t) de classe C' é um invariante do sistema diferencial
polinomial (6.1) se I(x(t),y(t), 2(t),t) é constante, para todos valores de t para os quais a
solucao (z(t),y(t), z(t)) de (6.1) estd definida. Quando a fungao I é independente do tempo,
entao entao ela é chamada uma integral primeira do sistema diferencial (6.1). Também, se um

invariante I(x,vy, z,t) é da forma f(z,y, z)e*, entao ele é chamado um invariante de Darbous.

Proposigao 6.1 O sistema (6.1) tem o invariante de Darboux I = I(t,x,y, z) = wyze 3.

Demonstracao. E imediato verificar que

dl 0l . QI 09I 9l

a—ﬁxx—i-&—yy—i-@sza—O,

onde &, ¢ e z sdo dados em (6.1). Portanto [ é um invariante de Darboux do sistema (6.1). O

Para obter o invariante de Darboux dado na Proposi¢ao 6.1 utilizamos a afirmacao (vi) do

Teorema 8.7 de [6]. L4 a teoria estd descrita para campos de vetores polinomiais em R?, mas
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os resultados e as provas estendem-se a R?®. Precisamente, usamos o seguinte teorema.

Teorema 6.2 Suponha que um campo de vetores polinomial X definido em R3 admite p

superficies algébricas invariantes f; =0 com cofatores K; para i =1,...,p. Se existem \; € R
p

nao todos nulos tais que Z MK = —s para algum s € R\ {0}, entao a fungao

i=1

A1 A st
e fore

€ um tnvariante do campo de vetores X .

Demonstragao. Veja [6]. O
Como ja comentamos anteriormente, os trés planos coordenados sao invariantes pelo fluxo

do sistema May-Leonard. Assim, temos trés planos invariantes f; = 0 com cofatores K;, a saber

fi=z, Ki=1—x—ay—>bz
fo=y, Ky=1-br—y—az
fa=2z K3y=1—axr—by—z.
3
Como Z)‘iKi =3 para \; = Ay = A3 =1ea+ b= —1, obtemos o invariante de Darboux
i=1
indicado na Proposicao 6.1.
Proposicao 6.2 Seja I(x,y,z,t) = f(x,y,2)es um invariante de Darboux do sistema (6.1).

Seja p € R? e @,(t) a solugio do sistema (6.1) tal que ¢,(0) = p. Entdo

a(p),w(p) C{f(r,y,2) =0} US.

Aqui a(p) e w(p) denotam os conjuntos a-limite e w-limite de p respectivamente, e S* denota

a fronteira da bola de Poincaré, isto é, o infinito de R3.

Para uma prova da Proposi¢ao 6.2 veja [13]. Seja p(v) denotando a érbita v do campo
de vetores X associado ao sistema (6.1) na compactificacdo de Poincaré p(X). O préximo

resultado é o Teorema D.

Teorema 6.3 Seja v uma orbita do sistema (6.1) com a+b = —1 tal que p(7y) estd contido no

interior de R. Entao, para qualquer valor a € R, as sequintes afirmacoes sao vdlidas.



6.3 Retratos de Fase do Sistema de May-Leonard 106

(a) O conjunto a-limite de p(7y) € a origem de R3.
(b) O congunto w-limite de p(y) é o ponto singular no infinito {(%, %, %)} € R>.

Demonstragao. Seja p(y) = {¢p(t) = (x(t),y(t),2(t)) : t € R} a d6rbita da compactificacao
de Poincaré do sistema (6.1) com a + b = —1 tal que ¢,(0) = p com p no interior de R.
Lembramos que todas as 6rbitas de um sistema diferencial definidas em um conjunto compacto
estao definidas para todo ¢t € R. Pelas Proposigoes 6.1 e 6.2 os conjuntos a- e w-limite de p(7)
estdao contidos na fronteira de R, i.e. em {(z,y,2) € R : xyz = 0} US?. Além disso, pela

Proposicao 6.1, I(t,z(t),y(t), 2(t)) = k constante com k > 0. Assim
r(t)y(t)z(t) = ke*, (6.4)
para todo ¢t. Tomando limite em (6.4) quando ¢ — —o0, obtemos

lim 2(t)y(t)z(t) = 0.

t——o00

Assuma que tl}r_noosc(t) = 0. Se tEI_nooy(t) = 0 ou tEl;noo z(t) = 0 a prova é completamente
analoga. Entao os pontos do conjunto a-limite de p(vy) tem coordenada x = 0. Distinguimos
dois casos.
Caso 1. Suponha que a < —2 ou a > 1. Portanto, pelo Teorema 6.1(a) e Figura 6.1(a) temos
que o conjunto a-limite de p(7) pode ser apenas os pontos de equilibrio po, p2, ps, p;° (o ponto
extremo positivo do eixo-y) ou p2° (o ponto extremo positivo do eixo-z). Exceto a origem py,
os pontos de equilibrio restantes sao do tipo sela com a separatriz instavel de cada uma delas
contida em um dos planos coordenados invariantes. Assim, como p(7) estd no interior de R,
entdo o conjunto a-limite de p(v) é a origem de R3.
Caso 2. Assuma que —2 < a < 1. Pelo Teorema 6.1(a) e Figura 6.2(a) temos que o conjunto
a-limite de p(v) pode ser apenas um dos pontos de equilibrio pg, p2, p3, P4, Py, DT ou pps.
Novamente py é o inico desses pontos de equilibrio que nao ¢é do tipo sela.

Em resumo, o conjunto a-limite de p(7) é a origem de R? para qualquer valor a € R. Assim
a afirmagao (a) estd provada.

Agora estudamos o conjunto w-limite de p(7y). De uma forma semelhante tomando o limite
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em (6.4) quando t — +00 obtemos

lim z(t)y(t)z(t) = +oo.

t——+o0

Suponha que tEeroo x(t) = 4+o00. Os casos tEerooy(t) = 400 ou tEeroo z(t) = 400 sao provados de
maneira andloga. Assim pela Proposi¢ao 6.2 concluimos que o conjunto w-limite de p(7y) esta
contido em R*°. Novamente, distinguimos dois casos.
Caso 1. Assuma que a < —2 ou a > 1. Pelo Teorema 6.1(b) e Figura 6.1(b) o conjunto a-limite
de p(y) pode ser apenas o ponto extremo positivo p2° do eixo-z, ou o ponto extremo pp° da
bissetriz invariante. No entanto, o ponto de equilibrio infinito p° é do tipo sela com separatriz
estavel contida em R N {z = 0} e a dérbita p(y) estd no interior de R. Portanto o conjunto
w-limite de p(7) é o ponto singular infinito py° = {(%, %, %)}
Caso 2. Suponha que —2 < a < 1. Pelo Teorema 6.1(b) e Figuras 6.2(b)(c)(d) temos que o
conjunto w-limite de P(7) pode ser apenas os pontos de equilibrio p3°, p2o, pss ou p;°. Neste
caso, o ponto singular infinito p2° ¢ um repulsor, e pg7, pgS sao do tipo sela com separatrizes
estaveis contidas em R*N{z = 0} e RN {y = 0} respectivamente. Assim o conjunto w-limite
de p(7y) é p° porque a orbita p(7) estd no interior de R.

Em resumo, o conjunto w-limite de p(7y) é o ponto singular infinito {(%, %, %)} € R>

qualquer que seja o valor de a € R. Portanto a afirmacao (b) do Teorema 6.3 estd provada. O
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