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RESUMO

Neste trabalho desenvolvemos alguns conceitos e resultados da Teoria de semigrupos de ope-
radores lineares limitados para entdo, aplicd-los no estudo de existéncia de solucdo para uma
classe de equagdes diferenciais funcionais do tipo neutro, com retardo finito, que podem ser

escritas na seguinte forma abstrata

di;[x(t) + F(t,x;)] = Ax(t) + G(t,x;), t € [0, a),

onde A € o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico de operadores lineares limitados
em um espaco de Banach, o retardo x, € C([-r,0], X) e as fungdes F e G satistazem condigoes

apropriadas.

Palavras—chave: Semigrupos analiticos. Equagdes diferenciais neutras. Existéncia de solugao.



ABSTRACT

In this work we developed some concepts and results from the Theory of Semigroups of bounded
linear operators and we applied them in the study of existence of solutions for a class of neutral
functional differential equations witer bounded delay that can be described in an abstract form
by

di;c[x(t) + F(t,x;)] = Ax(t) + G(t,x;), t € [0, a),
where A is the infinitesimal generator of an analytic semigroup of bounded linear operators in
a Banach space, the history x;, € C([-r, 0], X) and the functions F and G satisfy appropriate

conditions.

Keywords: Analytic semigroups. Neutral differential equations. Existence of solutions.
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1 INTRODUCAO

Os primeiros resultados da teoria de semigrupos de operadores lineares limitados surgiram
na primeira metade do século passado no estudo de equacdes diferenciais, tendo como ponto
central o Teorema de geracdo de Hille-Yosida, publicado em 1948, que caracteriza o gerador
infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo de contra¢des. Este resultado foi obtido
simultaneamente por Hille e Yosida, cada um construindo o semigrupo a partir de um dado
operador A de maneira distinta. Este teorema marcou o avanc¢o da teoria de semigrupos e tem
sido seu foco desde entdo.

Posteriormente, podemos dizer que esta teoria assumiu seu primeiro dpice com a edicdo
de 1957 do livro "Semigroups and functional analysis"de E. Hille e R. S. Phillips, estando ja
bem consolidada nos anos 70 e 80, gracas aos esfor¢os de muitas escolas diferentes e de nomes
como Davis, Goldstein, Pazy, entre outros.

Hoje a situacdo € caracterizada por multiplas aplicagdes desta teoria ndo apenas as dreas
tradicionais, como equagdes diferenciais parciais ou processos estocdsticos, mas se tornou
uma importante ferramenta para as equagdes integro-diferenciais e as equacdes diferenciais
funcionais, na mecénica quantica ou na teoria de controle infinito-dimensional. A teoria de
semigrupos também € aplicada com grande sucesso as equacdes concretas, como por exemplo,
em dindmica de populacdes ou teoria do transporte.

Nosso objetivo neste trabalho é desenvolver parte da teoria de semigrupos de operadores
lineares limitados em espagos de Banach para entio, usi-la com ferramenta no estudo de
existéncia de solucdes fracas para equagdes diferenciais funcionais abstratas do tipo neutro com
retardo finito.

A escolha de uma equacdo do tipo neutro se deve ao grande niimero de trabalhos existentes
na literatura sobre o assunto, como por exemplo, (1), (2), (3) e (4) que tratam de equacgdes
diferenciais ordindrias do tipo neutro, cujas aplicacdes chegam na Biologia e em processos de
Engenharia, e (5), (6), (7), (8), (9), (10) e (11) para equagdes diferenciais parciais e equagdes
diferenciais funcionais abstratas.

Além disso, se comparado ao problema de Cauchy, o problema neutro requer muito mais
cuidado e atenc¢do, incluindo o uso de outras ferramentas, como por exemplo, as poténcias fra-
ciondrias, e o aparecimento de um operador linear, ndo necessariamente limitado, na expressao
que define a solucgao fraca do problema.

Ja o fato de considerarmos que a equacao possui retardo nos permite tratar de uma classe
de equagdes abstratas que podem modelar, por exemplo, a equacdo do calor em espagos com
memoria.

Desse modo, dividimos este texto em trés capitulos: sendo este o primeiro, o segundo
dedicado a teoria de semigrupos de operadores lineares limitados e baseado nos livros (12),
(13) e (14). O terceiro, baseado no artigo (15), referente ao estudo de existéncia de solugao

fraca para uma classe de equacdes diferenciais do tipo neutro, com retardo finito, que podem
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ser descritas na forma

dii[x(t) + F(t,x;)] = Ax(t) + G(t,x;), t € [0,a), (1.1)
x(0) = p € Q, (1.2)

onde A € o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico de operadores lineares limitados
em um espaco de Banach, Q c C([-r,0], X) € um aberto, o retardo x, € C([-r,0], X) e as
funcdes F e G satisfazem condicOes apropriadas.

O Capitulo 2 estd dividido em seis se¢des. Na primeira se¢do introduzimos o conceito
de semigrupos de operadores lineares limitados e consideramos, em particular, os semigrupos
uniformemente continuos, bem como um resultado que relaciona um semigrupo deste tipo com
o fato de seu gerador infinitesimal ser um operador linear limitado. Na Secao 2.2, descrevemos
as propriedades dos semigrupos fortemente continuos, muitas das quais serdo utilizadas no
Capitulo 3. Ja na secdo seguinte, apresentamos o cldssico Teorema de Hille-Yosida, que
caracteriza o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo. A Secdo 2.4 trata
brevemente de duas classes especiais de semigrupos: os semigrupos compactos € 0s semigrupos
diferencidveis. Na sequéncia, temos uma sec¢do dedicada aos semigrupos analiticos, que fardo
parte das hipéoteses assumidas para a equacdo neutra. Por fim, na Secdo 2.6 definimos e
analisamos as principais propriedades das poténcias fraciondrias de um operador linear fechado
e densamente definido. Esta ferramenta serd fortemente usada no préximo capitulo.

O terceiro capitulo € dedicado ao estudo de existéncia de solucdo fraca para a equacdo
diferencial funcional do tipo neutro (1.1) — (1.2). Nesta parte do trabalho, apresentamos os
conceitos de solugao cldssica e fraca para (1.1) — (1.2) e provamos trés resultados que garantem
a existéncia de uma solugdo fraca para esta equacao.

O primeiro deles é demonstrado usando o Teorema do ponto fixo de Sadovskii e garante
apenas a existéncia de uma solu¢do. O segundo resultado € um coroldrio do primeiro onde
trocamos uma hipétese de compacidade pelo fato do semigrupo ser compacto. J4 no dltimo
teorema, usamos o Teorema do ponto fixo de Banach para garantir a existéncia e a unicidade
de solugdo para (1.1) — (1.2). Este trabalho conta ainda com apéndice onde enunciamos os

principais resultados que sdo utilizados no decorrer dos capitulos.
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2 SEMIGRUPOS DE OPERADORES LINEARES LIMITADOS

Neste capitulo, vamos introduzir o conceito de semigrupo de operadores lineares limitados
e apresentar algumas de suas propriedades. Essa teoria serd utilizada para estudar a existéncia
de solugdo para uma classe de equacdes diferenciais funcionais neutras com retardo.

Ao longo deste capitulo iremos considerar que X é um espago de Banach com a norma || - ||
e L(X,Y) é o espago das transformagdes lineares limitadas de X em Y, no caso em que X =Y

usaremos a notagao L (X).

2.1 Semigrupos uniformemente continuos

Nessa sec¢ao, introduziremos o conceito de semigrupo uniformemente continuo, apresenta-

remos sua relacdo com seu gerador infinitesimal e algumas de suas propriedades.

Definicao 2.1. Uma familia a um parametro (T (t));>0 de operadores lineares limitados em

L(X) é um semigrupo se:
(i) T(0) =1, onde I é o operador identidade em X;
(it) T(t+s) =T(t)T(s), para todo t,s € [0, +c0).

Definicao 2.2. Dizemos que um semigrupo (T (t));>o de operadores lineares limitados em L (X)

é uniformemente continuo se
lim ||T(¢) = I|| =0,
lim 17) 1]

isto é, a fungdo t v~ T(t) é continua em t = 0.

Observacio 2.3. Seja (7'(t));>0 um semigrupo uniformemente continuo, a propriedade (ii) da

Defini¢do 2.1 nos garante que a funcdo ¢ +— T'(¢) é continua a direita em [0, +o0).

De fato, dados 7 € [0, +c0) e & > 0, temos

Jim \IT(t+h) =TI = lm |IT()T(h) - Tl

= lim |7()(T(h) = D)

< TN tim |7 (h) = 1] = 0.

A continuidade a esquerda da fugdo ¢ +— T'(¢) também € valida, fato que provaremos mais

adiante.

Definicao 2.4. O operador A : D(A) C X — X definido por

T(t)x —
Ax = lim LWxX=x
—0* t
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onde x € D(A) = {x € X; lir(r)l
t—0*

semigrupo (T (t));>0 de operadores lineares limitados.

T(t)x —

# existe}, ¢ chamado de gerador infinitesimal do
A seguir observamos algumas propriedades que o conjunto D (A) satisfaz.

(1) O conjunto D(A) ndo € vazio, pois 0 € D(A).

(2) D(A) é um subespaco vetorial de X.

(3) Fixado x € D(A), considere a funcdo f : [0, +00) — X dada por f(¢) = T(¢)x. Entdo,

Ax = tim LD X w = £(0),

t—0* t t—0*

onde f; representa a derivada de f a direita, ou seja,

d
Ax = —T(t)x| ,VYx e D(A).
dt =0

O teorema a seguir nos fornece uma condicao necessaria e suficiente para que um operador

linar A seja gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente continuo.

Teorema 2.5. Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente

continuo se, e somente se, A é um operador limitado.

Demostracao: Seja A um operador limitado em X e considere a familia (7(¢)),;>0 dada por

00 242
A

T(1) = e :E —I+tA+—+--~,paratodot>O.
per L 2!

Mostremos que (7'(¢));>0 € um semigrupo de operadores lineares limitados uniformemente
continuo, com gerador infinitesimal igual a A.
Primeiramente, observe que 7 (¢) estd bem definido para todo ¢ € [0, +c0).

De fato, para t € [0, +c0) temos

(tA)’ IItAIIJ A o PIAI
: < — =c , Vn > 0.
; JZ:A) Z j! Z 7!

j= ' j=0

Portanto,

< el < foo,

n—)OO

i (tA)"
b n!
Agora, observe também que 7'(¢) € L(X), para todo t € [0, +00).

k
t"A" t"
Para tanto, consideremos s; = Z ,com k € N. Assim, como — € Re A € L(X),
n!
n=0
segue que sx € L(X), para todo k € N.
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Além disso, dados m, k € N, com k < m, temos

2 MAN
2

A"
<y Al
n!

llsm = skl =
n=k+1 n=k+1
S ALY a -
Desse modo, como Z ——— =e ", temos que para & > 0 dado, existe ng € N tal que

ol

[o0]

Z || All"

—<e
n!
n=ng+1

Logo, para k,m > ng,
o Al 1" IAII"
lsm — skl < Z n—\ Z &,
n=k+1 n=ng+1

0 que nos garante que (sx)xen € uma sequéncia de Cauchy em £(X).
Mais ainda, como X é um espaco de Banach, segue que £(X) também € um espago de

Banach, e assim, a sequéncia (sy)xen € convergente e

lim s, = i (’:,)n —T(1) € £L(X).

k—o0 — !

Vejamos também que (7'(7));>0 € um semigrupo uniformemente continuo.

Para isso, observe que:
(i) T(0) =1,

(ii) Dados t,s € [0, +0),
T(t+5)= ) (t+ s)”ﬁ—:l
; n! k k| A"
(Z ARSI )n!
n lk n—k
(Zkv(n_k)v) ]

kAksn kAn k
Z k! (n—k)!)

| S

Il
11s 1M 1M T

n=0 " k=0
:( - (rA)”)( (sA)k)
£ k!
=T()T(s),

o que garante que (7(¢));>0 € um semigrupo.
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(iii) Dado t > 0, segue que

IT(2) -1l =

b (t[ﬁ)n_l
e
n—1 n—1
r||A||(Zt i
(3

n=0
= |l

 (tA)"
2

e entdo,
lim ||T(r) - 1]] < lim 7]|A[leMA1 = 0,
1—0* t—0t

implicando que (7'(t));>0 € uniformemente continuo.
Para finalizarmos, basta mostrar que A € o gerador infinitesimal de (7'(¢));>0.

Para tanto, note que, para todo ¢ > 0,

n=0 n=1
Desse modo,
T(1) -1 o A"
H — - ”A”(Z ,
n=1
3 o 1Al
- ”All(ZT-l
n=0
= [|A[l(eMT - 1),
€ assim,
T(t)-1
fim [T =1 _ 4 < lim JJAl|(eM4T = 1) =0
t—0*t t—0t
Consequentemente,
T(t) -1
lim () =A,
t—0* t

isto é, A € o gerador infinitesimal de (7(¢));>0.
Reciprocamente, suponhamos que A € o gerador infinitesimal de um semigrupo uniforme-

mente continuo € mostremos que A € um operador linear limitado.



15

Para isso, como (7'(t));>0 ¢ um semigrupo uniformemente continuo, dado & > 0, existe
de > 0tal que, para todo 0 < t < ., temos

IT() =1l < e.

Assim, para 0 < t < J, segue que

1 [ 1 [ 1 [
H—/ T(s)ds—IH:H—/ T(s)ds——/ lds
rJo rJo tJo

Em particular, para € < 1, existe 61 > 0 tal que

1 [P
‘— / T(t)ds —1
P Jo

para algum p fixo, com 0 < p < ¢;.

1 t
< —/ |T(s) —I||ds < e.
rJo

<1,

(g 1 [ B
Pelo Corolério A.14, segueque—/ T(s)dséinversivele(—/ T(s)ds) e L(X).
P Jo P Jo
-1

P
Mais ainda, como p € R, (/ T(s)ds) e L(X).
0
Desse modo, para mostrar que A € limitado, basta provarmos que

1 [° -
A= (T(p) —I)(/—)/O T(s)ds) .

Para tanto, observe que, para0 < & < p,

e[ i
0 0 0

p+hT J pT d
/h (s) s—/o (s) S)

/p+h T(s)ds—/ohT(s)ds).
o

h) — e p+h h
Logo, hli_)r{)h (%)(/0 T(s)ds) = hli_)rgh %(/p T(s)ds _/0 T(s)ds).

A seguir, iremos calcular os limites acima separadamente.

S —- = =

R
i) hll)r&Z/O T(s)ds=1.

De fato, temos que

1 [h 1 [t 1 [t 1 [h
— T(s)ds = 1I|| =||— T(s)ds — — lds|| < — T — I||ds.
tho (s)ds H Hh/O (s)ds h/O ) h/O IT(s) - Illds

Agora, como (7(2));>0 é um semigrupo uniformemente continuo, dado & > 0, existe
s > 0, tal que para 0 < h < dg,
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1t 1 rh
< - T(s)-1I|| <+ =g,
P -n<g [Ce=e

1 h
H— / T(s)ds -1
h Jo

1 h
ja, lim — T(s)ds =1.
ou seja, lim, h/o (s)ds

1 p+h
(ii) hll)r{)l+ 7 /p T(s)ds =T(p).

Com efeito, usando o limite em (7), obtemos

1 p+h 1 h
lim — T(s)ds = lim —/ T(p)T(s)ds
h—0* h Jy

h—0*h J,
h
= T(p)(tli)r(%%/o T(s)ds)
=T(p).

Logo, por (i) e (ii) temos que

_ P
hli_)n& (%)(/0 T(s)ds) =T(p) -1,

p T =1 [P _
A(./o T(s)ds) = hlin()l+T(/0 T(s)ds) =T(p)—1.

P -1
Portanto, A = (T (p) — I)(/ T(s)ds) € L(X), ou seja, A é limitado.
0

e assim,

Proposicao 2.6. Se (T(t));>0 € um semigrupo uniformemente continuo, entdo a funcdot v— T(t)

¢ continua em [0, +00).

Demonstracao: Pela Observagdo 2.3 a fungdo ¢ +— T'(¢) € continua a direita em [0, +o0).
Mostremos entio a continuidade a esquerda.

Para tanto, observe inicialmente que ||7'(s)|| é limitado em [0, ¢ + 1] para todo ¢ > 0.

De fato, como (7'(¢));>0 € um semigrupo uniformemente continuo, dado & = 1 existe § > 0
tal que, para todo s € [0, 6], ||T(s) = I]| < 1.

Desse modo,

ITHI < ITCs) =20+ N1l < 2.

Agora, seja n, o primeiro nimero natural tal que 7 + 1 < nd.
Assim, dado s € [0,7 + 1], pelo Algoritmo da divisao euclidiana, existem k € N, k <ne

r € [0,0) tais que s = kd +r, e entdo

IT (I = IT KT ()l < IT@OIFIT (P < 252 < 2,
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ou seja, ||T(s)|| < 2"*! para todo s € [0, + 1].
Agora, dado i > O tal que # — h > 0, observe que

IT(t—h) =TI =T(t—h)-T(t~h+h)
< T (=M -T(h)|
< 2N 1 (h) - 1]

Cor lsequentemente,
li T(t—h)-T®| < Ll 2"+1Th—1 =0,

garantindo que a funcdo ¢ — T'(¢) é continua a esquerda para todo ¢ > 0.
Portanto, a fungéo ¢ — T'(¢) € continua em [0, +00).

Sabemos pelo Teorema 2.5 que um operador linear limitado A gera um semigrupo unifor-

memente continuo. O resultado a seguir nos garante que esse semigrupo € inico.

Teorema 2.7. Sejam (T(t));>0 e (S(2))i>0 sSemigrupos uniformementes continuos com o mesmo
gerador A. Entdo, T(t) = S(t), para todo t > 0.

Demonstracao: Mostremos, primeiramente, que para 7 > 0,
T(t)=S(t), Ytel0r].

De fato, pela Proposigdo 2.6, as fungdes ¢ — T(t) e t — S(¢) sdo continuas em [0, +o0).
Logo, as fungdes 1 +— ||T(¢)|| e t — ||S(2)]| também sdo continuas em [0, +c0).

Assim, visto que [0, 7] é compacto, existem constantes positivas k| e k3, tais que
IT(t)|| < k1 e||S(2)|| < ky, paratodot € [0, 7].
Além disso, como A € gerador infinitesimal de (7'(¢));>0 € (S(2));>0, Segue que

T(t) -1
limL:A:lim

t—0t t t—0t

S(t) -1

Desse modo, para k = k1k;, dado € > 0, existem 6; > 0 e d, > 0 tais que:

T(t)-1 e
i —All<—,VO0<t<6y;
(l)' p H 2kt !
S(t) -1
(i) H (1) —AH<i,v0<z<52.

t 2kt



Tomando 6 = min{d;,d2} e 0 <t < ¢, temos
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'T(t) S(¢) _H T(t) I A Sty 1 AH
| (T_?_ )_(T___ )

o et N

t t
E &

< 2kt T ke

_ £

kT

ou seja,

t
IT(1) = S@)|| < ]f—T para todo 0 < 7 < 6.

t
Dado r € [0, 7], tomemos n € N tal que — < §. Dessa forma, obtemos que
n

t
n_
n

IT() - S()] = HT(n%) - S(
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Portanto, temos ||7(t) — S(¢)|| < &, para todo ¢t € [0, 7]. Assim, fazendo € — 0 e, posterior-

mente, T — oo, concluimos que 7'(¢) = S(¢) para todo ¢ > 0.

Corolario 2.8. Seja (T (t))i>0 um semigrupo uniformemente continuo, entio:

(i) Existe um tinico operador linear limitado A tal que T(t) = ¢4,V t > 0.



19

(ii) O operador A é o gerador infinitesimal de (T (t));>0.
(iii) Existe w > 0 tal que ||T(t)|| < "', V1t > 0.

(iv) A fungdo t — T(t) é diferencidvel em norma e
d
ET(I) =AT(t)=T(t)A, ¥Vt > 0.

Demostracao:
(i) O Teorema 2.5 nos garante que o gerador infinitesimal A do semigrupo uniformente
continuo (7(¢));>0 € limitado.

Além disso, o mesmo teorema nos garante que este gerador infinitesimal A gera um

semigrupo uniformente continuo (S(t)),>0, com S(¢) = e'4, Vt > 0.

Assim, como A € o gerador dos semigrupos uniformente continuos (7°(¢));>0 € (S(2)):>0,

o Teorema 2.7 nos garante que 7(t) = S(¢),Vt > 0.

Mais ainda, visto que o gerador infinitesimal de um semigrupo € tnico, obtemos que o

operador linear A é o tnico tal que 7(7) = ¢/4,V ¢ > 0.

(ii) Esta propriedade é consequéncia direta do item (i) e dos resultados obtidos na demons-

tracdo do Teorema 2.5.

iii) Do item (i) sabemos que T(t) = e'4,V ¢ > 0. Assim
(iii) () que T'(7) ; :
IT@) = lle]| < el = e, v 1 >0,

onde w = ||A]| > 0.

(iv) Sejamt > 0e h > 0. Observe que

T(t+h) - T(?) T(h) -
e N -A)U
<TG )||HT”‘) H
T =1 H
h
T(h) -1

Como A € o gerador infinitesimal de (7'(¢));>0, segue que

Y - AH — 0 quando

h — 0%, ou seja,

T(t+h) - T(1)

li
1m h

h—0*

- T(t)AH =0
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d+
Desse modo, a fungdo 7 +— T'(t) € diferencidavel a direita de t, sendo ETU) =T(t)A.

Por outro lado, sabemos que a fun¢do ¢ +— T'(¢) € continua, mais ainda, como A € limitado,
a funcdo t +— T(1) A também € continua. Assim, o Lema de Dini (Lema A.3) nos garante que a
funcdo ¢ — T(¢) é diferencidvel, com

+

d d

—T(t)=—T()=T(t)A.

1) = =-T(0) = T(1)
Do mesmo modo, temos

HT(t +h) —T(1) T(h) -1

T(h) -1
- - -~

h

—AT(1)| < Alle.

h

AHIIT(t)II <

Logo, pelo mesmo argumento acima, segue que

+

d d

—T(t)=—T()=AT(t),Vt>0.

S T(0) = = T(1) = AT(1)
Portanto,

AT(t) = %T(t) =T()A, V1t > 0.

2.2 Semigrupos formemente continuos

Nesta secao vamos introduzir o conceito de semigrupos fortemente continuos e apresentar

algumas de suas propriedades.

Definicao 2.9. Um semigrupo (T (t));>0 de operadores lineares limitados em L(X) é um

semigrupo fortemente continuo se
lir(r)l T(t)x=x,YxeX.
t—0*
Observacao 2.10. (1) A fungdo ¢t +— T(t)x € continua em ¢ = 0 para todo x € X.

(2) Chamamos um semigrupo fortemente continuo de Cyp-semigrupo, ou semigrupo de classe
Co.

Teorema 2.11. Seja (T(t));>0 um Co-semigrupo. Entdo, existem constantes M > 1 ew > 0

tais que
IT()|| < Me*', ¥Vt > 0.
Demonstracao: Primeiramente, observe que existemn > 0 e M > 1 tais que

IT(¢)|| < M, paratodo ¢ € [0, n].
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De fato, suponha por absurdo que, para todon > 0 e M > 1 dados, existe t, y € [0,7] de
modo que ||T (¢, m)|| > M.

1
Em particular, tomandon = —e M =n,sendon € Nen > 1, existe t, € [0, %] tal que
n
T (t)]l > n.

Logo, variando n € N, obtemos uma sequéncia (7,),cn que converge para zero, quando n — oo,
com ||T(t,)|| > n, paratodo n € N.
Desse modo,

sup{[|T (z,) ||} = +oo,
neN

e assim, pelo Principio da limitacao uniforme, existe xo € X tal que

sup{ |7 (zx)xol[} = +oo,
neN

ou seja, existe uma subsequéncia (#,, )xen de (#,)nery de modo que (||7 (2, )xo || )ken € ilimitada.

Por outro lado, como (7'(t));>0 € um Cy-semigrupo, temos que tl_i)r& T(t)xo = xo. Em
particular, n1—1>r-|I-loo T(ty)xo = xg, pois t,, = 0, quando n — oo.

Logo, a sequéncia (7' (t,)x0)sen € convegernte em X, ou seja, (7'(¢,)xo)uen € limitada, o que
€ uma contradi¢ao.

Portanto, existemnn > 0 e M > 1 tais que ||T(¢)|| < M, paratodo t € [0, 7].

Agora, sejat > 0 qualquer, pelo Algoritmo da divisdo euclidiana, existemn € Ne ¢ € [0, 7]

de modo que t = np + §. Assim,

1T = [T (nn +6)|l
< IT@IIT )]

<M'"M
<SMTM
:Mewl
InM
onde w = > 0.
n

Portanto, existem w > 0 e M > 1 tais que ||T(¢)|| < Me"", para todo r > 0.
|

Corolario 2.12. Se (T(t));>0 € um Cy-semigrupo entdo, para cada x € X, a funcdot — T(t)x

¢ continua de [0, +c0) em X.

Demonstracao: Seja (7(t));>o um Cp-semigrupo, assim, dados x € X, > 0 fixoe € > 0,

existe & > O tal que ||T'(h)x — x|| < ﬁ, paratodo 0 < h < 6.
e
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Logo, para 0 < h < ¢ segue que

IT(z + h)x =T (O)x|| < ITOINT (h)x - x|]
&

< wit
< Me MeWt

&,

garantindo que a funcdo ¢ +— T(¢)x € continua a direita.

Agora, para mostrarmos a continuidade a esquerda, consideremos que 0 < & <t < ¢, assim

IT(t = h)x — T()x|| = |T(t — h)x — T(t — h+ h)x]|

< T (2 = W)llx =T (h)x]|
&

< wt
< Me MeW!

=g,

garantindo que a fungéo ¢ — T'(¢)x é continua a esquerda.

Portanto, ¢ + T(¢)x € continua de [0, +o0) em X, para todo x € X fixo.

Teorema 2.13. Sejam (T (t));>0 um Co-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Entdo:

(i) Paratodox € X etodot > 0,

t+h

1
lim — T(s)xds = T(t)x;,

h—0* h t

t
(ii) Paratodox € X etodot > 0, segue que / T(s)xds € D(A) e
0

t
A(/ T(s)xds) =T(t)x — x;
0
(iii) Paratodox € D(A) etodot > 0, temos T(t)x € D(A) e
d
ET(Z)X = AT (t)x =T(t)Ax;

(iv) Paratodox € D(A)et,s >0,

T(t)x —T(s)x = /tT(T)AxdT = /tAT(T)xdT.

N S
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Demonstracao:

(i) Sejam x € X, t > 0 e a > O fixo, com t < a. Logo, pelo Cordlario 2.12 a fungio
t — T(t)x é continua em [0, a], mais ainda, como [0, a] € compacto, segue que t +— T'(1)x
€ uniformemente continua em [0, a]. Assim, para & > 0 dado, existe § > 0 tal que, para

todot,s € [0,a] com |t — s| < §, temos

T (t)x = T(s)x]|| < e.

Seja0 < h < d,comt+h € [0,a], entdo

1 t+h 1 t+h
Hz/z T(s)xds — %/t T(t)xds

1

t+h
7 / ||T(s)x - T(t)x” ds

1

t+h
”Z [ T(s)xds—T(t)x

N

N

> =
i
t

™

>y

I
®

t+h
Portanto, hlin(} / T(s)xds =T(t)x.
—0* J;

t
(ii) SejamxeX,t>O,h>Oey:/ T(s)xds.
0

Desse modo, usando o item (i), obtemos

- T(hy-y . 1] ' [
lim = lim gT(h)(/o T(s)xds) /OT(s)xds]

h—0+ h h—0* h
1 [ t t
= hli_)r8+ 7 »‘/0 T(s+h)xds— /0 T(s)x ds]

1 [ t+h t
= hli_)n(}r 7 /h T(s)xds — /0 T(s)x a’s]

1 t+h 1 h
= hli_)nol+ 7 t T(s)xds — hli_)n& 7 /0 T(s)xds
=T(t)x —T(0)x
=T(t)x — x.

t
Logo, como o limite acima existe, concluimos que y = / T(s)xds € D(A) e
0

A(/OIT(s)x ds) =T(t)x — x.

(iii) Dados x € X et > 0, mostremos, primeiramente, que 7(t)x € D(A).



Para isso, observe que

. T(WT(t)x—-T(t)x . T(h+t)x-T(t)x
lim = lim

h—0* h h—0+ h
_ T[T (h)x - x]
= lim
h—0* h
T(h)x —
_7() tim LT ZE o ax
h—0*
Dessa forma, T (t)x € D(A) e A(T(t)x) =T(t) Ax.
Por outro lado, note que
d* T(t+h)x—-T(t)x
— = li =T(1)Ax.
ar | (x = lim, I (DAx
Mais ainda, " ( )
d- T(t)x—-T(t—-h)x
Z T(Hx = li )
ar | (x = lim, I
Logo, para h > 0, com ¢t — h > 0, temos
Tt)x—-T(t—-h T(h)x —
H (0)x h(t x _ T(t)AxH - HT(t —h) [% _ Ax + Ax| - T(1)Ax
(h)x —x
< T (r - h)IIH - Ax
+||T(t — h)Ax — T (t) Ax]||
< M ovi-n|TUx —x _AxH
h
+||T(t — h)Ax — T(t)Ax]||.
Assim,
T(t)x—-T(t—-h T(h)x —
lim (Ox =T = h)x _ T(1)Ax| < lim (M "0 Thx = x Ax
h—0* h h—0* h

+||T(t — h)Ax — T(t)Ax||)

=Me""0+0=0.

d” d*
Portanto, concluimos que ET(t)x =T(t)Ax = ET(t)x, ou seja,

%T(t)x = T(1)Ax = AT (1)x.

24
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(iv) Dado x € D(A), pelo item (iii), T(t)x € D(A) e %T(r)x = AT (t)x =T(t)Ax.

Desse modo, pelo Teorema fundamental do calculo temos
t d t t
T(t)x-TO0)x = / —T(s)xds = / AT (s)xds = / T(s)Axds.
0 ds 0 0

Corolario 2.14. Se A ¢é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo (T (t));>0, entdo D(A) é

denso em X, isto é, D(A) = X, e A é um operador fechado.

Demonstracao: Primeiramente, mostremos que D(A) = X.
Sabemos que D(A) c X. Logo, nos resta mostrar que X € D(A).

Para tanto, consideremos x € X, assim, pelo item (i) do Teorema 2.13 temos que

t
/ T(s)xds € D(A), mais ainda, como D(A) é um espaco vetorial, para t > 0,
0

%/tT(s)xds € D(A).

0

Além disso, do item (i) do Teorema 2.13, segue que

t—0+ 1

1 t
lim — T(s)xds =T(0)x = x.
0

1
Logo, fazendo t = —, com n € N, obtemos uma sequéncia (x,),en, definida por
n

—

Xy = n/n T(s)xds,
0

onde:

(i) x, € D(A), paratodon € N;

(i) lim n/n T(s)xds = lim x, = x.
n—oo 0 n—oo

Desse modo, x € D(A) e portanto, X C D(A).

Agora, mostremos que A € um operador fechado.

De fato, seja (x, ), uma sequéncia em 9D (A) de modo que x, — x,comx € X, e Ax, — y,
para algum y € X.

Observe que, pelo item (iv) do Teorema 2.13 temos

T(t)x, — x, :/ T(t)Ax,dt, 2.1)
0

paratodon e Net > 0.



Além disso, como x, — x e T(t) € L(X), segue que T(t)x, — T(t)x.

Mais ainda,

t t t
/ T(r) Axpdr — / T(r)ydr] < / 1Tl A%y — ylldr
0 0 0
t
</ Me*'||Ax, — y|ldt
0

1
< MeW’/ |Ax, — yl||dT.
0
t

Logo, como Ax,, — y quando n — oo, temos que / T(t)Ax,dt — / T(t)ydr.

Assim, tomando o limite quando n — oo em (2.1), obtemos

T(t)x —x= /ZT(T)yd‘r.
0

Portanto, pelo item (i) do Teorema 2.13, temos

T(t)x — 1 [
tim 22 i L v @yae = 10y = o,
t—0* t =0t t Jo
T(t)x —x (
ouseja, x € D(A) e Ax = hr(r)l — = y, 0 que garante que A € um operador fechado.
t—0*
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Teorema 2.15. Sejam (T (t))i=0 € (S(1));>0 dois Cy-semigrupos com geradores infinitesimais A

e B respectivamente. Se A = B, entdo T (t) = S(t) para todo t > 0.

Demonstracao: Suponha que A = Besejax € D(A) = D(B).

Assim, pelo item (ii7) do Teorema 2.13 obtemos que:

(1) %T(t)x = AT(t)x =T(1)Ax;

(ii) %S(I)x = BS(t)x = S(t)Bx.

Observe que, se t = 0, entdo S(0) =1 = T(0).

Agora, para t > 0, defina , : [0,¢] — X por ¢,(s) = T(t — s)S(s)x. Assim, visto que

A = B temos

Yi(s) = —T(t —5)S(s)x
=T(t - s)[ d S(s)x| + —(T(t —5))S(s)x

=T(t—s)BS(s)x — AT (t — 5)S(s)x
=T(t—s5)BS(s)x —T(t—s5)AS(s)x =0
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Portanto, i;(s) = 0, para todo s € [0, ¢], e desse modo, i, é constante em [0, 7].

Em particular, consideranto s = 0 temos
T()x =T(t=0)S(0)x =¢(0) =y (1) =T(r = 1)S(1)x = S(1)x,

ou seja, T'(t)x = S(t)x, paratodot > O e todo x € D(A) = D(B).

Por outro lado, consideremos x € X. Assim, como M = X, existe uma sequéncia
(Xn)nenw em D(A) = D(B) tal que lim x, = x.

Desse modo, T'(1)x, = S(t)x,, Sa;:ftodo n € N e prtanto,

T(t)x = lim T(t)x, = lim S(t)x, = S(t)x,Vt > 0.
n—oo n—o0

Exemplo 2.16. Seja X = {f : R — R; f € limitada e uniformemente continua} com a
norma ||f|lx = sup|f(x)|. Paracadar > O, definaT(¢) : X —» X porT(t)f : R — R,
com (T(2)f)(s) xin(t +5). Assim, (T())>0 é um Cp-semigrupo em L(X) e seu gerador
infinitesimal A é dado por Af = f/,com D(A) = {f € X; f' existee ' € X}.

Ofatode T(t)f € X, paratodo f € X et > 0,T(t) € L(X), paratodot > 0, T(0) = I,
T(t+s) =T(t)T(s), para todo t,s € [0,+0), € tl_i)r(r)1+ T(t)f = f, para todo f € X, segue
diretamente da defini¢do de X e de T'(¢).

Analisemos, entdo, seu gerador infinitesimal.

Para isso, observe que

r(nf-r
t

Z)(A):{feX, li%l existe}:{feX;f’existeef’eX}.
t—0*

De fato, considere f € X tal que f” existee f’ € X.

Assim, se t > 0, temos

[L01=1 _ ) [ CODO 10 _
seER
= sup f(t+S)t_f(S) _f/(s)
SER
1 S+t , 1 S+t ,
- sup ;/S f(T)dT—;/S f/(s)dz

<swplt [T - roar).

seR

Logo, como f’ € X, f’ € uniformemente continua, ¢ assim, dado & > 0, existe § > 0 tal que,

paratodo &, € R, com |[£ — | < 6,

1) = f(m] <&



Desse modo, fazendo ¢t < ¢, segue que

T(I)f _f ’
[

ouseja, f € D(A)com Af = f’. Assim, D(A) Cc {f € X; f' existee [’ € X}.
Por outro lado, considere f € D(A), e mostremos que f’ existe e f’ € X.
T(t)f —
Como f € D(A), segue que lirgl W
1—0*

Assim, visto que

T(f)f(st)_f(s) —g(9)| < T(t)#—g',paratodOSERG
lim of=r_ gH =0,
t—0* t

concluimos que

T()f(s) = f(5)

t

lim
t—0*

g(s)' =0, para todo s € R.

Logo,

o LU= f() _ L TWF) = () _

t—0* t t—0* t

g(s),

existe e digamos que esse limite € g € X.
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ou seja, f; existe e f(s) = g(s), mais ainda, como g € X, g € uniformemente continua, e

assim, o Lema de Dine nos garante que f” existe e f'(s) = f/(s) = g(s), para todo s € R, ou

seja, {f € X; flexistee f' € X} € D(A).
Portanto, D(A) = {f € X; f'existee [ € X} e Af = f.

2.3 O Teorema de Hille-Yosida

Nesta Secdo vamos estudar o Teorema de Hille-Yosida que nos fornece uma condicdo

necessdria e suficiente para que um operador linear A seja o gerador infinitesimal de um

Co-semigrupo.

Sabemos pelo Teorema 2.11 que dado um Cy-semigrupo, existem constantes M > lew > 0

tais que ||7(¢)|| < Me"’, para todo ¢ > 0. No decorrer desta se¢io as constamtes w e M serdo

usadas como notacao.
Definicao 2.17. Um Cy-semigrupo é chamado uniformemente limitado quando

IT(t)|| < M, para todo t > 0.
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Definicao 2.18. Um Cy-semigrupo é chamado semigrupo de contracdes quando
|IT(¢)|| <1, para todo t > 0.

Definicao 2.19. Seja A : D(A) € X — X um operador linear. O conjunto resolvente de A é

dado por
p(A) = {1 € C; (Al = A)~'é um operador limitado em X}.

O espectro de A é o complementar do conjunto resolvente, isto é, o(A) = p(A)°.

Definicao 2.20. A familia R(A : A) = (AI—A)~!, para A € p(A), é chamada familia resolvente

de A e o operador R(A : A), operador resolvente.

Lema 2.21. Seja A : D(A) € X — X linear e fechado com D(A) = X. Suponha que
1
(0,+00) C p(A) e ||R(A: A)| < T VA > 0. Entdo /llim AR(A: A)x =x, Vx € X.

Demostracao: Sejax € D(A). Paratodo 4 > 0, observe que

[[AR(A : A)x — Ix|| = |[AR(A : A)x — R(A : A)(Al — A)x||

= ||R(A : A)Ax]|
1
< —||Ax]||.
~llAx]
Logo,
A
lim [|[AR(A: A)x — Ix|| < lim Al =0,
A—+0 A—+0 A

isto é, Alim AR(A: A)x = x, paratodo x € D(A).

—+00

Agora, seja x € X. Como D(A) = X, existe uma sequéncia (x,),eny em D(A) tal que

lim x, = x, ou seja, para € > 0 dado, existe ny € N tal que, para todo n > ny,

n—+oo
&
[0 =l < 5

2

Por outro lado, observe que para todo n € N temos

IAR(A : A)x — Ix|| < [[AR(A : A)(x — xp)|| + |AR(A : A)xy — x4 + [|x5 — x|
< 2||lx = xu|| + [|[AR(A : A)xy,, — x4]|.

Logo, fixando n = ny, para todo A4 > 0 obtemos
[AR(A = A)x — Ix|| < 2|x = xno || + |[AR(A 2 A)xpg — Xl < &+ |[AR(A  A)xy — Xy |-
Desse modo, visto que x,, € D(A), segue que

/llim [[AR(A : A)x — x|| < Alim (e+||AR(A : A)xpy — xn,ll) = €.
—+00 —+00
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Por fim, fazendo & — 0, concluimos que /llim [[AR(A: A)x — x| = 0.
[ ]

Definicao 2.22. Suponha que (0,+00) C p(A) com A : D(A) C X — X um operador linear.

Para cada A > 0, definimos a aproximacgdo de Yosida de A por
Ay =AAR(A: A) = 2’R(1: A) - Al

Observacao 2.23. No contexto das definicdes anteriores, temos:
(i) O operador linear A, é limitado, pois A?R(A : A) e Al sdo operadores limitados em X

(i) A igualdade AAR(A : A) = A>R(A : A) — Al ocorre pois, como I = (1] — A)R(A :
A) = AR(A : A) — AR(A : A), temos Al = A>R(1 : A) — 1AR(1 : A), e portanto
AAR(A: A) = A>R(1: A) — Al

(iii) R(1: A) e A comutam, para todo A € p(A).
De fato, sabemos que I = (4] — A)R(1: A), ou seja, AR(1: A) =AR(A1: A) — 1.

Por outro lado, I = R(1 : A)(Al — A) = AR(1: A) — R(1: A)A, isto €, R(1 : A)A =
AR(A: A) - I.

Portanto, AR(A1: A) = R(1: A)A.

(iv) R(1:A)e R(u: A) comutam, para todo A, u € p(A).

Isso ocorre pois, como

I=R(: AR : A)(ul — A)(Al - A),

entao,
R(A1:A)=R(A:A)R(u:A)(ul —A).

Assim, pela observagdo anterior segue que

R(A:A) = (ul — A)R(L: A)R(u : A).

Portanto,
R(u:A)R(A:A)=R(A:A)R(u: A).

(v) Aye A, comutam, para todo A, u € p(A).

Com efeito,

AyA, = (AAR(X : A))(uAR(i : A)) = (AR(i : A))(AAR(A : A)) = A A,
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(vi) A; e et comutam, paratodot > 0,e 1 € p(A).

De fato,

Ae = [1AR(1 : A)] (Z (MAR;/} : A))n)
n=0 '

o0

_ Z "(AAR(A : A))"!
=0

n!

_ (i (“AR(A, : A))n) [LAR(1: A)]
pr n.
= €IA’1A/1.

A

(vii) A, e e’ comutam, paratodot > 0e A, u € p(A).

Com efeito,

Ae = JAR(1 : A) (i (pAR G : A))”)

|
=0 n.

oo

5 U AR (u A)”)

= 1AR(A : A)( —

n=0

_ i (tpAR(u : A))"
B o n!

= etA”A/l.

(AAR(A : A))

Lema 2.24. Seja A : D(A) € X — X um operador linear fechado com D(A) = X. Suponha
1

que (0,+00) C p(A) e ||R(A: A)]| < - para todo A > 0. Se A, é a aproximagdo de Yosida de

A, entdo Alim A x = Ax, para todo x € D(A).

Demonstracao: Sejax € D(A). Vistoque AR(A: A) = R(4: A)A, segue pelo Lema 2.21
que
lim Ayx = /llim AAR(A: A)x = Alim AR(A: A)Ax = Ax.

A—00

Lema 2.25. Seja A : D(A) C X — X um operador linear fechado com D(A) = X. Suponha
que (0,4+00) C p(A) e R(1: A) < /11 para todo A > 0. Se A, é a aproximacdo de Yosida de
A, entdo A, é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragcdo uniformemente continuo
(T)(1))r>0, onde Ty (1) = et t > 0. Além disso, para todo x € X e para todo A, u € (0, +c0),
temos

ITa(0)x = Tu (x| = [le?t = eM'|| < 1]l Aax — Ayx]l.
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Demonstracao: Sabemos que, para todo A > 0, A, € um operador linear limitado.
Dessa forma, pelo Teorema 2.5, segue que A, gera um semigrupo uniformemente continuo
(T)(1))r>0, dado por

— (1A))"
Tﬂ(z):eAﬂf:Z( f) , Vi >0.
n'
n=0

A seguir mostraremos que (7(¢)),>0 ¢ um semigrupo de contragao.

Para tanto, note que, parat > 0, temos

2p1.AY_
ITa ()] = lle]] = [ T REA=D)

2 .
IMCRAA =1t

N

21y, _
< e = 1

]

© (It)" < "
pois el'x = 3 () x= ) —x=c¢'x,paratodotr € Retodox € X.

n=0 n! n=0 n!

Mostremos agora que ||T;(¢)x — Ty, (£)x|| = |leA" — eAw!|| < t]|Apx — Aux].

De fato, pela Observacgao 2.23 segue que

oAy olAuy = (elsA,zet(l—s)Aﬂx)

_ (etsA,lez(l—s)A,,x)

s=1

ld
— / o (etsA/lel(l—s)A”x) ds
0 ds

1
:/ (tAAel‘SA,lel‘(l—S)A'ux+elSA,1 (_tA’u) et(l_s)AH.X') ds
0

s=0

1
= / e5A1t(1=9) Ay [tAwx — tA,x] ds.
0
Portanto,

e (1=9) A ||t (Aax - Aﬂx)” ds

1
e Ry
0

1
< / (A - A ds
0

=t ||A,1x - Alux” .

O resultado a seguir é o mais importante desta secdo, ele nos fornece uma condi¢ao neces-

saria e suficiente para que um operador linear A gere um Cp-semigrupo.

Teorema 2.26. (Teorema de Hille-Yosida) Um operador linear A : D(A) c X — X é o

gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracdo (T (t));>0 se, e somente se,

(i) A éfechado e D(A) = X;
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1
(ii) (0,400) C p(A) e ||R(A: A)| < 7 para todo A > 0.

Demonstracao: Seja A : D(A) C X — X o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo de
contragdo (7T'(¢))i>0-

Assim, pelo Corolério 2.14 temos que A é fechadoe D(A) = X.
Agora, considere A > 0 e defina

R(A)x = / e YT (1)xdt, para todo x € X.
0
Desse modo, observe que:

(I) R(A)x estd bem definida.

De fato, paratodo ¢ > 0,4 > 0 e x € X temos

/ e T (f)xdt
0

< /O T (@) 1l

[ee]
< ||x||/ et
0
2t

.e e
= Il [35?0 = m]

(II) R(A) : X — X é um operador linear, pois 7(¢) € L(X), para todo ¢ > 0.

(III) R(A) € L(X) vistoque, parat > 0e A > 0, temos

1
< /—l||x||, paratodo x € X.

IR()x|| = H /O " T (1) xdr

(IV) R(A)x € D(A), para todo x € X.

Para tanto, considere x € X e observe que

T(hR(A)x - R()x _ 1

VT(h)/OOOe_/UT(t)xdt—/Oooe_/”T(t)xdt]

h
1 [ e} e}

=— / e_’”T(h+t)xdt—/ e YT (t)xdt
h 1Jo 0
1 [ e e}
— / e_’l(s_h)T(s)xds—/ e YT (t)xdt
hlJn 0

/ e Y eV (s)xds
0

0
1
= z/h e Y eV (s)xds + 7

—/Ooe_’”T(s)xds]
0

e/lh h

e — 1 0
=—— e BT (s)xds + / e YT (s)xds.
hJo h 0
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Desse modo,
T(h)R(A)x — R(A Ah -k
lim (MR(A)x ~ R()x _ lim _e_/ e BT (s)xds
h—0* h h—0*  h Jo

|
li R
" hgg+ ( h ) ()

O+h
= (hli_)rg+ eﬂh) (— hli_)rg+ 7 ; e"lsT(s)xds)

+AR()x
= —e 0T (0)x + AR(D)x
= AR(A)x — Ix.

Portanto, R(1)x € D(A) e AR()x = AR(A)x — Ix.

(V) R(1) =R(A: A)comA € p(A).
Com efeito, visto que AR(A)x = AR(A)x — Ix, Vx € X, temos [ = (1 — A)R(A)

Agora, sejax € D(A), entdo

R()(AI = A)x = AR(1)x — R(1) Ax

= AR()x — / e YT (1) Axdt
0

_ _A Y d
AR(A)x (/0 e "'T(t)x t)
= (Al = A)R(D)x
=X,
ou seja, R(A) é ainversade (A — A), com R(1) € L(X).
Logo, 1 € p(A)e R(1: A) = R(A).

Consequentemente, como isso € valido para todo A € (0, +o0) segue que

(0,+00) € p(A) e |R(1: A = IR < =, YA > 0.

|-

Resiprocamente, sejam A um operador linear que satisfaz as condicdes (i) e (i7) do enunciado
do Teorema e seja A, sua aproximacdo de Yosida.

Assim, pelo Lema 2.25 temos que A, € o gerador infinitesimal do semigrupo de contracdo
(T1(2))i>0, com Ty(t) = ¢4, e também,

ITa()x = T, (0)x|| < 1]l Aax = Apx|l,

paratodox € X,t > 0e A, u € (0, +00).
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Além disso, pelo Lema 2.24 sabemos que Alim A x = Ax, paratodo x € D(A).
—+00
Logo, considerando x € D(A) et € [0,a], com a > 0, para € > 0 dado, existe n € N tal
que ||Ax — Ax|| < L e |Ax — Ax|| < i, para todo A, u > n.
2a 2a

Desse modo, para todo A, u > N et € [0,a], temos

ITa(2)x — T, ()x|| < tl|Apx — Aux||
< a(||Aix — Ax|| + [|Ax — Ax|)
<a(y+a)
a — —
2a  2a

=g,

ou seja, (T)(7))1>0 € uma sequéncia de Cauchy em X, alids, como X € um espago de Banach,
essa sequéncia é convergente.

Defina T'(t)x = /ll—iB:loo T)(t)x,parat € [0,a] ex € D(A).

Observe que, o limite acima existe para todo ¢ > 0, mas a convergéncia € uniforme apenas
para t em intervalos limitados de [0, +c0).

Agora, visto que D(A) = X, para x € X dado, existe uma sequéncia (x,),cny em D(A) com

lim x, = x.

n—+0o

Mais ainda, para A > 0 fixo, T (¢) € L(X), e assim, nl_IHIOO T)(t)x, = Ty(t)x.

Note que, para A e u suficientemente grandes e x,, fixo de modo que ||x,, — x|| é pequeno,

ITa(1)x = T (x| < I Ta()x = Ta(@)xpll + 1 Ta () xn = Ty ()xnll + [T ()% = T (0)x]|
< NTa@Hlxn = X[ + 1T () xn = T (Oxnll + [T (O[] l1xn = x]]

< 2l — x|l + 1T () xn = T () x|

A

E.

Desse modo, /llim T, (1)x existe, para todo x € X.
—+400
DefinaT(t) : X — X,t > 0,por T(t)x = Alim T (t)x.
—400
Mostremos que (7'(t));>0 € um Cp-semigrupo de contracdo com gerador A.

Para isso, observe que:
1. T(t)x é um operador linear, para todo ¢ > 0.
De fato, sejam x,y € X e @ € K, assim
T(ax+y) = lim T;(t)(ax +y)
= lim T3(1)(ax) + lim Ty(1)(y)

=al(x)+T(y).

2. T(t) € L(X), paratodot > 0.
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Com efeito, dado x € X, temos

1T ()] = '

lim T,(t)x

A—+c0

< lim ([T (@) [l
A—+00

= ]l

. |IT(#)|| < 1, paratodo ¢t > 0.

Neste caso, usando a desigualdade do item anterior, obtemos que

IT (@)l = sup {{IT()x[[} < sup {[}x[[} = 1.

llxll<1 llxlI<1

. T(0) = I, pois como (T)(t));>0 € um semigrupo, T(0)x = /llim T)(0)x = Alim X =x,
—+00

—+00

para todo x € X.
. T(t+s)=T()T(s), paratodo s,t > 0.

De fato, sejam x € X e t,s € [0, +00). Note primeiramente que

T(s+1)x = /llim T)(t+s)x = /llim T)(H)Ta(s)x.
—+00 —+00

Por outro lado,

T2 (T2 (s)x =T (T (s)x[| < [Ta(0)Ta(s)x = Ta(O)T (s)x]|
+ [ Ta()T (s)x = T ()T (s)x||
< T ITa(s)x = T (s)xll + [[Ta(r)y = T (),

sendo y = T'(s)x.

Assim, como ([|T1()||||[Ta(s)x — T(s)x|| + ||[Ta(t)y — T(¢)y|]]) — 0, quando 4 — +oo,
segue que /llim T2 () Ty(s)x — T ()T (s)x|| = 0.
—+00

Portanto, T (t + s) = T(¢)T (s), para todo s, > 0.

. (T(1))i0 € um Cy-semigrupo.

Isso ocorre pois, parax € X, ¢ > 0e A > 0, temos
T ()x — x| < [|T()x = Ta()x|| + 1T ()x — x|l

com T)(t)x — T(t)x, quando A — +co, uniformemente em intervalos limitados de

[0,+0) e t > T,()x continuaem ¢ = 0.
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7. Por fim, mostremos que A é o gerador infinitesimal de (7°(¢));o.
Seja B : D(B) c X — X o gerador infinitesimal de (7(¢));>0.

Observe que, se x € D(A), entdo

ITa(s)Aax = T(s)Ax|| < [Ta(s)Aax = Ta(s)Ax|| + [|Ta(s)Ax — T (s) Ax||
< TN Awx — Axl + [[Ta(s)y = T(s)yll,

onde y = Ax.

Assim, como a expressao a direita da desigualdade acima tende a zero quando 4 — +oo,

com essa convergencia sendo uniforme para s em intervalos limitados de [0, +c0), obtemos

que
T(hyx-x 1] . )
T A AR T I a0
1 [ h
= E»Al—lgloo A T/l(s)A,zxds]
1 [ h
=— / T(s)Axds|.
hiJo
Desso modo,
lim LX=x ] /hT( )Axds| = T(0)Ax = A
e h = 0 S AxXas) = T A
T(h)x —
Logo, D(4) ¢ D(B) e Bx = lim Thx=x _ 4

Por outro lado, pela primeira parte desta demonstragdo, sabemos que (0, +c0) C p(B).
Em particular, 1 € p(B). Sabemos também, por hipdtese, que 1 € p(A) e assim,
R(1:B)=(I-B)'eR(1:A)=(I-A)"!existem e pertencem a £L(X, D(A)).
Logo, (I — A)D(A) = X, pois (I — A) é bijetora.

Agora, visto que D(A) € D(B) e A = Bem D(A), segue que X = (I — A)D(A) =
(I-B)D(A).

Portanto, D(A) = (I - B)™'(I1 - B)D(A) = (I — B)"'X = D(B), e consequentemente,
A=B.

Com isso, segue que A é o gerador infinitesimal de (7'() );>0, 0 que conclui a demonstragio

do teorema.
]

Corolario 2.27. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracdo (T (t))>0.

1
Entdo, {1 € C,Re(1) >0} Cc p(A) e ||[R(1: A)| < R—(/l)para todo A € C, com Re(A) > 0.
e
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Demonstracao: Seja A € C tal que Re(A1) > 0 e considere o operador
+00
R()x = / e YT (t)xdt, com x € X.
0
Observe que:

(i) R(A) estd bem definido.

De fato, note que

/ e~ MT(t)xdt

0

,
< /0 e IT () xllde
,
< / e ReC|x|\dt, Vr > 0.
0
Logo,

/ e MT(t)xdt
0

tim [ e o el

a
<||x||( lim/ e‘Reu)tdt)
a—+o0 J

_e—Re(/l)tU/
= lim [—— ||Ix||
a—+00 Re(/l) 0
l|x]]
Re(A)

Desse modo, procedendo analogamente ao que foi feito na demonstracdo do Teorema de

Hille-Yosida, podemos garantir que:
(i) R(4) € L(X);

(iii) R(1) = A —A)"'=R(A: A).

Portanto, {1 € C,Re(1) > 0} C p(A) e [|[R(A : A)|| <
Re(A) > 0.

Re(D) para todo 4 € C com

Corolario 2.28. Um operador linear A : D(A) ¢ X — X é o gerador infinitesimal de um

Co-semigrupo (T (1));s0, com ||T(2)|| < ", paratodot > 0 e algum w > 0, se e somente se,
(i) A é fechado e D(A) = X;

1
(ii) (w,+00) C p(A) e||R(A: A)| < T para todo 1 > w.
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Demonstracao: Seja A o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo (7(¢)),>0, com ||T(¢)|| <
e"!, paratodoz > 0 e algum w > 0.

Desse modo, o Corolério 2.14 nos garante que A € fechado e m = X.

Agora, considere (S(1)),50 0 Cp-semigrupo de contragdo, dado por S(1) = e ™'T(1),t > 0.

Como o gerador de (S(¢));s0 € B = A — wl, pelo Teorema de Hille-Yosida temos que
(0,400) C p(B) e ||R(A: B)|| < /11 para todo A > 0.

Consideremos u € (w, +00), assim, como u > w, existe 8 > 0 de modo que y = w + 3.

Logo,

ul—A=(w+pB)I—-A=pBI-(A-wl) =pIl-B.

Mais ainda, como 8 > 0, 8 € p(B) e BI — B possui inversa limitada. Assim, ul/ — A possui
inversa limitada, e portanto, u € p(A).

Além disso, para i > w temos

an:Am:HWI—m*H=Mm=Brw:an:mn<%=;§—.

w
Reciprocamente, suponha que as hipéteses (i) e (ii) do enunciado acima sejam vdlidas.
Mostremos que A gera um Cy-semigrupo (7'(t))<o, com ||T(7)]| < €', para todo ¢ > 0.

De fato, seja B = A — wl, assim, para 4 > 0, temos
Al —=B=A-A+wl=(1+w)l - A.

Além disso, como A +w > w, por (ii) segue que ((A +w)I — A)~! existe e é limitada, ou seja,
(AI — B)~! existe e é limitada, e portanto, 1 € p(B). Mais ainda,
1
RA:B)| =AU -B)7 = [(A+w)[ - Al = |[RA+w: A)|| < ——-— = —.

IR B = U = B) | = (4 w)] = All = [RG+w: A € s =
Agora, visto que B = A — wl, com D(B) = D(A), D(A) = X e A é fechado, temos que B é
fechado.

Portanto, para o operador B as hipéteses do Teorema de Hille-Yosida sdo satisfeitas, nos
garantindo que B € o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo de contragao (S(¢));>o0.

Assim, tomando T'(¢) = "'S(¢), t > 0, concluimos o resultado.

2.4 Semigrupos compactos e diferenciaveis

Além dos semigrupos apresentados nas se¢Oes anteriores, existem vdrias outras classes de
semigrupos, como por exemplo, os semigrupos compactos e os semigrupos diferencidveis, os
quais apresentaremos brevemente nesta secdo pois ndo sdo o foco deste trabalho mas, serdo

uteis para alguns resultados futuros.
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Definicao 2.29. Um Cy-semigrupo (T (t));>0 é chamado compacto para t > to se T(t) é um
operador compacto para todo t > ty. Se tg =0, (T(1));>0 é chamado Cy-semigrupo compacto.

Observe que quando 7(¢) é compacto para t = 0, como 7T(0) = I € L(X), segue que o

espaco X tem dimensao finita.

Definicao 2.30. Um Cy-semigrupo é chamado diferenciavel para t > t( se, para todo x € X,
a fungcdo t — T(t)x é diferenciavel parat > to. Caso ty = 0, dizemos apenas que (T (t))so é

diferenciavel.

A seguir, vamos ver alguns resultados sobre semigrupos diferencidveis que serdo necessarios

na proxima se¢ao.

Proposicao 2.31. Seja (T (t))so um Cy-semigrupo diferencidavel parat > tq e seja A seu gerador

infinitesimal. Entdo:

(i) Parat > nto, n = 1,2,--- ,T(t) : X — D(A") e T"(t) = AT (t) é um operador linear

limitado;
(ii) Parat > nto,n=1,2,---, t — T V(¢ é continua na topologia do operador uniforme.
Demonstracao:

(i) Dados t > tg e xo € X, consideremos primeiramente o caso em que n = 1.

Como s — T (s)x € diferencidvel em s = ¢, temos que

(T(h})l - I)T(t)x _ lim T(t+h)x—-T(t)x

[—+00 h

lim =T'(1)x,
t—+00

o que garante que 7(t)x € D(A) e AT (t)x =T’ (t)x.

Além disso, do Corolério 2.14 temos que A € fechado e entdo, como 7' (¢) € L(X), AT (¢)
€ um operador fechado. Logo, como AT (¢) esta definido em todo X quando t > 79, o
Teorema do grafico fechado nos permite concluir que AT (¢) € L(X), para todo ¢t > t.
Isso completa a prova do item (i) no caso em que n = 1.

Suponha agora que a propriedade é vdlida para n > 1 e tomemos ¢t > (n + 1)ty. Seja

s > ntg tal que t — s > 1. Entao
T (1)x = A"T(t)x = T(1 — s)A"T(s)x, x € X.

Note que o lado direito da igualdade acima ¢ diferencidvel em z, pois ¢t — s > 7, ou seja,

t — T(t)x é (n+1)-vezes diferencidvel e, paratodox € X et > (n + 1)ty, temos

T ()x = AT (¢ - 5)A™T(s)x,
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isto é, T(t — s)A"T (s)x = A"T(t)x € D(A) e assim, T(1)(X) € D(A™) e TV (1)x =
A™IT(t)x paratodo x € X etodo t > (n+ 1)t.

Procedendo como no caso em que n = 1, obtemos que A" T(¢) é um operador fechado

com dominio X. Portanto A™*!T(¢) é limitado para todo ¢ > (n + 1)to.

(ii) Por conta do Teorema 2.11, podemos assumir que existe M > 0 tal que ||T(1)|| < M para
todot € [0,1]. Dado n € N, sejam 1,1, € R tais que nty < t; < t, < t; + 1. Entlo, de
(i), segue que, para s € [t],11+ 1] ex € X,

T (s)x = AT (s)x = T(s — t;)A"T (1))x,

garantindo que a fungio s — T (s)x é continua em [¢1, 7,]. Desse modo, segue que

ds
%)
/ T (s)xds

13

7D () = TV (21)x]) = ‘

5]
< / IT(s — 1) AT (1) x]lds

131

n
/ iT(”_l) (s)xds
5]

< MIIA"T (1) (12 = 1) |Ix]].

Note que, fazendo 1y =t e t, =t + h, para algum 0 < & < 1 a desigualdade acima nos
garante a continuidade 2 direita da funcdo s — TV (s) no ponto ¢ > nty e isso, com

relacdo a norma da topologia uniforme.

Analogamente, obtem-se a continuidade a esquerda.
[ ]

Proposicao 2.32. Seja (T(t))so um Cy-semigrupo diferencidvel e A seu gerador infinitesimal.

e o g e

Demonstracao: O caso em que n = 1 segue do item (i) da Proposicdo 2.31. Suponhamos

Entdo

que a propriedade € vdlida para n > 1 e tomemos ¢ > s.

- ool

Derivando a igualdade acima com relacdo a ¢ segue que

Assim,

T+ (1) = AT (1 — s)(AT(%))n.
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. nt
Fazendo, em particular, s = T obtemos que
n

T("“)(r):AT(r—nm )[AT(I n )

+1 nn+l
t
n+1

AT( ! )
n+1

o que conclui a demonstragao do resultado.

n

n

1t
AT
(n+1)

n+1

2.5 Semigrupos analiticos

Nesta secdo iremos estudar a Teoria de Semigrupos Analiticos, que € uma generalizagdo do
Co-semigrupo a um setor do plano complexo. Para isso, vamos considerar 0 < @ < & e definir

0 seguinte setor no plano complexo
Aa) ={z € C;larg(z)| < @,z # 0}.

Definicdo 2.33. Uma familia (T (z)).eA(a)uioy de operadores lineares limitados, com 0 < a <

g, ¢ um semigrupo analitico em A (@) se:

(i) T(0)=1I;

(i) T(z1 +22) =T(21)T(22), V21,22 € A(a);
(iii) }1_1‘)1(1) T(z)x = x, para todo x € X, z € A(a);
(iv) z > T(z) é uma fungdo analitica em A ().

Proposicao 2.34. Se (T(2));en(a)uio) € um semigrupo analitico, com0 < a < —, entdo existem

M > 1ew > 0 tais que, para todo 7 € A(a) U {0},

/4
2

IT(2)]| < MeRe.

Demonstracao: (14, Theorem 2.2.6, p. 31).

Observe que um semigrupo analitico restrito ao conjunto [0,+o00) C A(a) U {0} é um
Co-semigrupo.

A seguir apresentaremos um resultado que nos fornece uma condi¢io necessaria e suficiente
para que um Cy-semigrupo admita uma extensdo analitica em A (@) para algum «a tal que

T
O<a<-—
¢S3
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Teorema 2.35. Para que um Cy-semigrupo (T (t));>0 admita uma extensdo analitica em A (),
7T z . . . . . .,
paraalgum a tal que 0 < @ < > é necessario e suficiente que esse semigrupo seja diferenciavel

e exista uma constante N > 1 tal que
|[tAT(t)|| < N, 0 <t < 1. (2.2)

Demonstracao: Suponha que (7(¢));>0 admite uma extensao analitica no setor A (@) e que
A seja o seu gerador infinitesimal.
Assim, parat > 0 dado e r = rsen(¢), com 0 < ¢ < « fixo, temos que o circulo de centro

em ¢ e raio r estd totalmente contido na regidao A («), como podemos ver na Figura 2.1.

Figura 2.1 — Regido onde (7'(z));ea (a)uqoy € analitico.

Fonte: elaborado pelo autor.

Desse modo, pela Féormula integral de Cauchy temos

AT (1) = iT(r)_ ! / @ 4.

2mi |z—t|=t sen ¢ (Z_t)z

Além disso, pela Proposicao 2.34, existem M > 1 e w > 0 tais que, para todo z € A(a) U {0},
IT()I < MeRel@.

Logo, se 0 <t < 1, entdo

IAT ()] = H @ H

2mi |z—t|=t sen(¢p) (Z _t)z

1 T(t+tsen(p)e’?) . 0
= ||=— . t sen “do
27ri/ (t sen(¢p)e?)? sen(p)ie

v i0
< 1 T(t+tsen(gg)e ) 40
27 tsen(g)e’?
1 /2” ||T(t+tsen(g0)e’9)|| 40
2 tsen(yp)
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M 2w
< / pwi(lssen(p)cos(6)) 7
2nt sen(p) Jo

MeZwt 2
L ——m do
27t sen(yp)
MeZwl
~ tsen(p)’
2w
Desse modo, tomando N = ,para0 <t < 1, obtemos que
sen()
tMe?v
l2AT (1)|| < =
tsen(yp)

Reciprocamente, suponha que (7(¢));>0 € um Cp-semigrupo diferencidvel, com geredor
infinitesimal A e ||tAT (¢)|| < N, paratodo0 <t < 1,ealgum N > 1.

Dessa forma, como ¢ +— T'(¢) é diferencidvel, pelas Proposi¢oes 2.31 e 2.32 segue que

T () = A"T(1) e
ot

< 1, temos

paratodot >0en=1,2,---
t
Além disso, parat > 0en € N taisque 0 < —
n

b AR

) n
ou seja, < N?.

ot

Desse modo, segue que

t\]" t\|I" N
IA"T (1) || = IT™ (1)|| = H[AT(—)] < AT(—) <=T
n n m
€ assim,
A n! "
_4n R }
< uN( n—.)
t 1!
i=0
_z—1|"
= t—nNnen
_l‘ n
:(lzt |). (2.3)
Ne
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r |z—t
Logo, para |z — t| < —, | - |
Ne Ne

e n=0

t

(o] n
s » lz—t]\" . .
< 1, e entdo, a série E ( ) ¢ convergente, mais
Ne

|z —t|"

o0
ainda, a série Z ' A"T(t) é convergente para z no circulo de raio +~
n.
n=0

Ne

€ centro em t.

Agora, seja € o angulo formados pela reta que passa na origem e € tangente ao circulo de

convergéncia da série, como na Figura 2.2.

Figura 2.2 — Circulo de convergéncia da série.

Fonte: elaborado pelo autor.

Observe que, z pertencerd a regido setorial acima quando sen(|arg(z)|) < sen(6) = i,
isto é, |arg(z)| < arcsen(ﬁ).

Considere a = arcsen(ﬁ) eA(a) = {z € C;Re(z) > 0,|arg(z)| < arcsen(ﬁ)}.

Sejam z € A(a), 1 areta passando pela origem e por z, e r, a reta perpendicular a reta ry
e passando por z.

Tomemos também ¢ como sendo o ponto de interse¢ao da reta r, e o eixo positivo.

Desse modo, temos

|z]

r= m € |Z—t| =tsen(arg(z)).

(o]
. . .t . . z—t" .
Assim, z pertence ao circulo de centro t e raio N—, ou seja, a série Z | ' | A'T(1) é
e n!
n=0

convergente.

Agora, defina o operador T(z) : X — X por
— 2 (z =)
T(z) = Z uA”T(t), para z € A(a),
o n!

e, para z = 0 defina T(0) = 1.
A seguir, mostraremos que (T(z))zeA(a)U{o} € um semigrupo analitico que estende (7'(¢));>0.

De fato, por defini¢do temos que T(0) = I = T(0). J4 para z € (0, +o0), segue que

. |z] _ T _
~ cos(arg(z))  cos(0) ¢
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Logo,
(1 - t)”

T(z) =T(1) + Z A"T(t) = T(¢), para todo z > 0.

Portanto, (T(z))zeA(a)U{O} é uma extensao de (7'(t));>o.

Além disso, observe que T(z) € L£L(X) pois, pela Proposi¢do 2.31, T (1) = A"T (1) €
L(X), paratodon € N e cadar > 0. Assim, f(z), com z € A(a), é limite uniforme de uma
sequéncia de elementos em £L(X), logo, visto que L(X) é um espago de Banach, concluimos
que T(2) € £L(X), para todo z € A(a) U {0}.

Observe ainda que:

) z+— 7~"(z) ¢ analitica em A («), pois T(z) é uma série de poténcias.

(ii) T(z1 +22) = T(21)T(22), V21,22 € A(@).
|z1] B |22

De fato, sejam z1,z2 € A(a). Tomemos t; e ty, 1] = ————— eth) = —————,
cos(arg(z1)) cos(arg(z2))
t
como na construgdo anterior. Assim, temos |z; — 71| < L e |70 — 2] < 2.
Ne Ne
Desse modo,
t1 %) l‘] + 1

Z1t)—- W +h)|<|z1—t|+ |22t + — ,
|(z1+22) = (1 + )| < |z —t|+ ]2 —12] < Vet Ne ™ Ne

. , , . hh+1h
isto €, z; + zp pertence ao circulo de centro ¢| + f; e raio ,

0 que nos garante a

convergéncia da série para z; + z».

Mais ainda, como

[(z1+22) = (11 +2)]" Z (z1 —1)" (22 - 1)’

n! i'(n—1i)! ’

temos

T(Z] + Zz) — i [(Zl + Zz) - (t1 -;fz)]nAnT(tl + 1‘2)

=0
. (z1—1)" (22— 0)"\ .,

- 23|(3 = o)
&0 (Z —t )n—iAn—[ (Z —t )iAi

PRI

:( (21 — 11)"A"T( ))(Z(Zz 1) A lT( ))
T(ZI)T(ZZ)

(iii) liII(l) T(2)x =x, paratodox € X e z € A(a).
77—



ou seja,

Com efeito, como z — T(z) € analitica em A (a), obtemos que

lim 7(z) = T(z), para todo zp € A(a).
/20

Em particular, para todo ¢t > 0, lirr(l) T(z+1) =T =T(1).
7>

Assim,

lim T()T(¢) = lim T(z+1) =T(t), paratodo ¢ > 0.
i— —

Logo, paratodox € X et > 0,

lim T(2)T(t)x = T()x.

Agora, seja X = U T(t)X. Assim, segue que lirr(l) T(z)y = y, para todo y € Xp.
—

0<r<1

Mostraremos a seguir que podemos estender o limite lin(l) T(z) y=y,paratodoy € X.
>
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Para tanto, provaremos que Xy € denso em X e que z — 7(z) € limitada em uma regido

2(v) c Ala).

Dado, x € X, como (T(¢));>0 € um Cy-semigrupo sabemos que liI(I)l T(t)x = x.
t—0*

Em particular, lim T(%)x = X, ou seja, x € o limite da sequéncia (T(%))neN em Xy, e assim,
n—oo

X c X,.

Logo, como Xy C X temos que X = YO.

Analisemos ainda a limitacdo de z — 7(z) no conjunto

(Ne)? —v?

2(v) = {z € C;0 < Re(z) < No)?

. 1
Para isso, note que, como a = arcsen (m), temos X(v) C A(a).
Dado z € A(a), da contrugao inicial, segue que

po Il |z 1|
cos(arg(z))

=sen(arg(z)).

%
Em particular, se z € X(v), entdo |arg(z)| < arcsen (N_) € assim,
e

|z — 1] v %
<sen|arcsen|— || = —,
t Ne Ne

z—1
| |Ne<v.

,larg(z)| < arcsen (L),O <v< 1}.
Ne

2.4)



Por outro lado, como sen(arg(z)) < NL temos que [sen(arg(z))]? <
e

V2

, ou ainda,
(Ne)?

1 — [cos(arg(2))]? <

v2 3 (Ne')2 _—
(Ne)>  (Ne)?

[cos(arg(2))]* > 1 -

Além disso, como Re(z) = |z| cos(arg(z)) = t[cos(arg(z))]?, temos

B Re(z) - Re(z)
~ cos*(arg(z))  (Ne)* =2
(Ne)?

< 1.

Desse modo, por (3.3) e (3.4), obtemos que

IT@I= |, =

2 z _yt)nA”T (1)
n=0 '

(z

<irn+ Y | S arr
n=1 )

< sup ||T<s>||+2(w)

0<s<l t

<C1+Zvn

n=1

n=1

onde, C; = sup ||T(s)|| <0eCy=Ci+ '
0<s<1 l-v

Portanto, z — T(z) € limitada em Z(v).
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2

\%
—, € entao,
(Ne)?

Por fim, dado x € X, como X, = X, existe uma sequéncia (x,),exy em Xy de modo que

lim x, = x. Assim, dado € > 0, existe ny € N tal que

n—oo

llx, — x| < , para todo n > ny.

&
Cr+2

Fixando n; € N, n; > ng, sabemos que, para z € A(«a), ling) T(z)xn, = x,,. Logo, existe
7>

0 > 0tal que, se z € A(a) e |z] < ¢, entdo

g

T (2)xn, =X, Il < Gi2

Consequentemente, se z € X(v) e |z| < v, temos
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I (2)x = x[l < (1T (2)x = T(2)tm, || + 1T (2)n, = X, | + [, = ]

~ £ £
< ||T - + +
IT@Ilx =5l + &5+ &3
& 2e
<C +
20 +2 G 42
=g,

garantindo que liII(l) T(z)x = x, para todo x € X.
7

Portanto, concluimos que (T(z))ZeA(Q)U{o} € um semigrupo analitico.
[ |

Vamos agora determinar condi¢des para que um operador A seja o gerador infinitesimal de
um semigrupo analitico de classe Cy, para isso, precisaremos de algumas defini¢des e resultados

preliminares.

Definicao 2.36. Seja A : D(A) € X — X um operador linear. Dizemos que A é de classe
(6, M), onde g <O <meM >0, eescrevemos A € (6, M), se:

(i) A é fechado e seu dominio é denso em X;
(i) A(0) ={z € C;larg(z)| < 0} C p(A);

M
(iii) ||R(A : A)|| < m, para todo A € A(0).

Sejam A € (6, M) e € > 0 de modo que 0 < 2¢ < 0 — % Consideremos I' como sendo a

curva no plano complexo composta pelas semiretas
7e'(t=¢) Fe=i(0-¢) onde 1 < 7 < +00,

e pelos segmentos que ligam os pontos ¢! (?=2) ¢ ¢7(?=¢) a0 ponto z = 1, orientada de —coe’(?~%)

para +ocoe!(?=¢) como ilustrado na figura a seguir.

Figura 2.3 — Curva .

X
N
L
N
5
>
’
,
’
P

Np-B

Fonte: elaborado pelo autor.
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Agora, sejaa =60 — g —2¢&. Assim, 0 < a < % < 7 e entao
Ala) ={z€C,0 < |arg(z)| < a} c A(0) C p(A).
Consideremos também a curva I', = {1 € I';|1| < r}, com r > 1, e observe que
I cI'cA() c p(A).

Mais ainda, as fungdes A — e, comz e A(a),ed — R(A: A) sdo continuas parad € [,

sendo que a continuidade da segunda funcdo ocorre pois, como
R(A:A)—R(u:A)=(u-DR(A:A)R(u: A), YA, u € p(A),
dados 4, u € I';,, obtemos

[R(A:A) = R(p: Al < lp = AR ARk - A)l
2

|l

< [u =4

Assim,
2

lim ||R(A:A)—R(u:A)| <lim|u—-A4 0,
im IR 4) = R(u: A < lim = Al

garantindo a continuidade de A +— R(A : A), para A € T,.

Desse modo, paracadar > 1 e z € A(a) podemos definir a familia 7,(z) : X — X por
T,(2)x = / e R(A: A)xdA.
I,

Note que, 7,(z) € um operador linear para todo z € A ().

Mostremos que 7,(z) € L(X), paratodo z € A(«a), isto €, existe C > 0 tal que
|7, (z)x|| < C||x||, para todo x € X.
Para tanto, observe inicialmente que:

(i) Paratodo z € A(a) e A € A(6) temos

M
le*R(A: Al = leFIIR(A: Al < e'Wz)m;

(ii) Paratodo z, A € C, Az = |1]|z|e/@&D+ar8(2) ¢ majs,

Re(Az) = |Az|cos(arg(A) +arg(z)) < |A|lz].
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Agora, para analisarmos ||7,-(z)|| vamos dividir a curva I', em quatro partes: vy, y2, ¥3 € ¥4,

de modo que

1
T (2)x =— / e¥R(A: A)xda + / e¥R(A: A)xdd + / e¥R(A: A)xdd
2ri Y1 Y2

Y3
+ / e“R(A : A)xd/l).
Y4

(D) Seja 1 : [1,r] — T, definida por 7i(7) = te”'9=¢) E considere y; como sendo ¥,

percorrida no sentido contrario, como ilustrado na figura abaixo.

Figura 2.4 — Curva .

re—i(e-s)

Fonte: elaborado pelo autor.

Entao,

/r e(tefi(efg))ZR(te_"(g_s) : A)xe 08 gy
1

/ e*ZR(A:A)xdaﬂzu— /~ e“R(A: A)xdd
Y1 Y1

r O—s ) )
</ e D2 R (270 : A)||lxll]e 0|t
1

r eRe(te’i(e’s)z)M X
< / . llx]] Jr
1 [te~i(0=2)]|

P oltllzl gy

</ e IIxIIdt
|t]

M||x||/ el gy

ezl — el
e

= Cilixl,
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rlzl _ Lzl
onde C| = M(u).

|z]

(I) Seja v, a curva dada pelo segmento de extremos e ~“(?~¢) e 1, orientada de ¢~(~%) para
jay p g P

1, como na figura abaixo.

Figura 2.5 — Curva ;.

Fonte: elaborado pelo autor.

—i(0-¢) )

Seja h a altura do tridngulo de vértices (0,0), (1,0) e e Note que 0 < h < 1.

Além disso, para A € y;, temos i < |A] < 1.

Assim,

/ e R(A: A)xdd
Y2

< / le*R(A : A)x||d|A|
Y2

Re(/lz)M
. / M
Y2 |/l|

el
< Ml / d|
Y2

<Mllxl| [ ——d|4]
Y2
_ Mel|x]]

=——— [ d|1
- a

= G|,

Mel|y,|

onde C; = A

e |y2| € o comprimento da curva y;.

(III) Seja y3 o segmento de extremo 1 e ¢/“#) orientado de 1 para ¢'“=#), como ilustrado na
Figura 2.6.

Desse modo, tomando /i como a altura do triangulo de vértices (0,0), (1,0) e PUCEDN

tem0s0<ﬁ<1e,para/ley3,ﬁ< 1] < 1.
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Figura 2.6 — Curva vys.

Fonte: elaborado pelo autor.

Mais ainda,

onde C3 =

Melllys)

/ e“R(A: A)xdA
Y3

</ le*R(A : A)x||d|A|
Y3
/ eRe(/lz)M”x”
< -
73 1]
< Mlx| /
Y3

_ M|
B h

= G,

d|A|

p e |y3| € o comprimento da curva 3.

(IV) Sejays : [1,r] — I a curva definida por y4(¢) = re!?=¢), como ilustrado na Figura 2.7.

Figura 2.7 — Curva 74.

Fonte: elaborado pelo autor.



Assim,

r i(0—g . .
/ e/lZR(/l : A)xd/lH = H/ e(le‘(g ))ZR(tel(H—s) . A)xel(ﬁ—s)dt
Y4 1

r 7 —-& . .
</1 1D |[R (1109 A) | |1x][]€"0) |t

r eRe(tei(afs)Z)M X
</ | 11
1 |tel(9—8)|

r oltllzl gy

</ e IIxIIdt
|1]

M||x||/ el gy

ezl — el
e

= Cilx]l.

C .
Portanto, tomando C = 4 max {2—] j=12, 3} temos, para todo x € X, que
n

A0/
2ri -

/ e R(A : A)xdA|| +
V3

17, (z)x|| < e R(A: A)xdA|| +

/ e“R(A : A)xd/l”
Y2

/ e“R(A : A)xd/lH)
Y4

1
< 5 (Cullxll + Collxfl + sl + Cuflxl)

+

< Clixll,

ou seja, T (z) € L(X), paratodo z € A(a).
Agora, considere T'(z) : X — X definida por

1
T(z)x = o / e¥R(A: A)xdA, paraz € A(a),e T(0) = 1.
r
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Note que, T(z) = lim T,(z), para todo z € A(a). Mais ainda, como 7,(z) € L(X), e a
r—00

convergéncia acima é uniforme, obtemos que 7(z) € L(X), paratodo z € A(a).

A seguir, apresentaremos alguns resultados que serdo utilizados posteriormente quando

formos provar que (7'(z));ea (a)u{o} € um semigrupo analitico.

Lema 2.37. Sejam z € A(a), A € (6, M) e I" como descrita anteriormente, entdo:

Az
(i) / /l,e ﬂd/l = 0, para todo A" situado a direita de T';
A -

/lz
(ii) —a’/l 2mi;
r
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(iii) / edd = 0;
r

(iv) /Md/lzo;
r A

7 1 An 1
(v) e—R(— : A)d/l = /e—R(— ; A)d/l, onde n = iy
e 1zl \lzl rlzl \lz] 7|

Demonstracao:

(i) Para provarmos o primeiro item do enunciado, dado r > 1, consideremos I', = {1 €
L] <r}, A, =ref@78) A, = rei(0-2) ¢

C, ={n € C,|n| =r, comn aesquerda de I', e com extremos A, e A,},

como na Figura 2.8.

Figura 2.8 — Curva I, U C,.

Fonte: elaborado pelo autor.

Seja A’ € C a direita de I". Observe que

Az Az
/ ¢ _di= lim ¢
rA — r—+co Jp r— A

Az

Além disso, como a aplicagdo A — ¢ analitica sobre I', e na regido a esquerda de

I',, pelo Teorema de Cauchy, temos

e/lz
[
ruc, ' — 4

e ez
ou seja, / dd = —/ dAa.
r,A’—A4 c, ' =4
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Desse modo,

e/lz exlz
/ dl=— lim da.
I“/l’—/l r—+oo Cr/l’—/l

Por outro lado, observe que, como z € A(a), —a < arg(z) < a, e mais, para A € C,,

temos A = re'¥,onde § — & < ¢ < 2 — (6 — &).

Assim, como arg(Az) = arg(Ad) +arg(z) = ¢ +arg(z), obtemos que
0-—ec—-—a<p+arg(z) <2n—-0+¢e+a,
e entdo, vistoque @ = 0 — g — 2¢&, concluimos que

—+¢e< + ()<_3 —
Ex ptrar N E.
2 gz 2

Logo,

cos(p +arg(z)) < cos (g + 8) = cos (g) cos(g) — sen (g) sen(g) = —sen(g),

onde —sen(&) < 0 pois, da escolha de €, temos 0 < & < %

Mais ainda, se A = re'¥, entdo |e¥?| = eRe(re™2) o como
Re(re'¥z) = r|z| cos(¢ +arg(z)) < —r|z| sen(e),

segue que
|e/lz| — |erei"”z| < e—r|z|sen(s).

Agora, defina m, = inf |4 — A’|. Assim,
AeCy

de

2n—(6-¢) e(re“p)zrieinp
/9 ret —
2(0-2) | re )z |||
< .
\.A;g |(ret¢ = )|

27—(0-¢) re—rlzlsen(s)
< / —dy
O-¢ my

_2r(n—(0-¢))
- mrer|z| sen(g)

—&

Entao,

< lim 2r(n— (6 —¢)) _ 0,

r—+0o mrer|z| sen(g)

Az
'/ S
o A-1




(ii)

(iii)
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- - 2r(m—(6-2))
pois, lim — = lim =
r—+00 1M, r—+o0 er|Z| sen(e)

0.

Az
/ ¢ _d1=o.
L=

Seja Ry aregido limitada por I', U C,.. Como a aplicacdo A +— e

Portanto,

1z & analitica em Ry, pela

Férmula integral de Cauchy temos

isto €,

N |-

Por outro lado, observe que, como r > 1,

Az
/tiﬂﬂz
¢ 4

2n—(0—¢) ;
< / rle<%|dg
0

—&

2n—(0—¢)
< / re—rlzl sen(g)d(p
7]

—-&

< 1, e assim

—(9—- ip . g
2n—(0-¢) e(re )Zrleup
O—¢ rei‘F’

dgo‘

= re RIS 27 — (0 - &) - (0 - &)]

_2r(m—(0-¢))
- er|z| sen(e)
e/lz
Desse modo, / Td/l — 0, quando r — +oo.
ol

Entao,
e/lz e/lz e/lz
/—a’/l: lim —dA = lim 2711'—/ —dA| =2ni.
r 4 r—+eo Jp A r—+00 C, A

Seja R; aregido considerada no item anterior. Assim, como a aplicacdo A > e

¢ analitica

em Rj, pelo Teorema de Cauchy temos que

/ eBd1 =0,
I,UC,

/e’lzdxlz—/ eda.
I r

e entao,
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Além disso, procedendo como nos itens anteriores, obtemos que

2n—(6-¢) .
/e’lzd/l':/ e rie? dp
C, %

—&

2n—(6-¢) ;
< / r|e(re ‘*’)Zld‘p
6

(= (6 — &)

e’lzlsen(e)

Desse modo, / edil — 0, quando r — +o0.
c

Portanto,

(iv) Seja R, a regido delimitada pelo arco D,, que percorre a circunferéncia de centro na

origem e raio r do ponto A, até A, e por I',, como ilustrado na figura abaixo.

Figura 2.9 — Regido R,

Dr

Fonte: elaborado pelo autor.

Observe que a aplicacdo A — ¢ analitica em R;.

R(A:A)
A
De fato, como A € (6, M), A satisfaz as condi¢cdes do Teorema de Hille-Yosida, e assim
R(1: A)x = / e YT (t)xdt, para todo x € X,
0

onde (7'(t));>0 € o Cp-semigrupo gerado por A.
R(1:A)

Desse modo, temos que A — R(A : A) é n-vezes diferenciavel, e portanto, A +— 2

¢ analitica em R;.

Logo, pelo Teorema de Cauchy, segue que

R(1: A
/ RA:4) h o,
p,ur, A
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€ assim,
/ R(/I.A)d/l:_‘/ R(/I'A)d/l.
r, A p, A

Além disso, note que

‘/ MCMHZ
p, A4

2n—(6-¢) )
< / IR(re : A)lllilde
9

—&

2n—(0—¢) M
< / —d¢
0 |re?|

—&

= 2—M(7r - (6-2¢)).
r

‘/"9_"5 R(ré' : A)rie'¥ H
. do
2n—(0—¢) re'¢

Desse modo, como lim — (7 — (6 — €)) = 0, temos que
r—4+00 r

R(A1: A
/ %dﬂ — 0, quando r — +oo.
D,

Portanto,

/Mcm: lim/ R(A:4) hoo
1 D,

T r—+o0o A_
(v) Considere z € A(a) de modo que |z| > 1. Assim, a curva |z|I" é a unido da curva |z|I],

Ccujos extremos s3o0 0s pontos A|;| = |z]e!(=) e Az = |zl ?=#) com as duas semirretas

obtidas de I" \ I'|;, como representado na figura a seguir.

Figura 2.10 — Curva |z|T.

Fonte: elaborado pelo autor.

Note que, I'|;) U |z|["]” € um contorno fechado simples, onde |z|I' representa a curva |z|I)

percorrida no sentido contrério.
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An

N e 7 z ..

Desse modo, a aplicagdo A — WR(H : A), onde np = H, ¢ analitica sobre o contorno
Z Z Z

e no interior de I'; U ||}

Logo, pelo Teorema de Cauchy, temos

An 1
/ E—R(— : A)d/l =0,
1—‘|Z‘U|Z|1—T |Z| |Z|

ou seja,

An An An
/ e—R(i:A)daz—/ e—R(i:A)dA:/ e—R(i:A)da.
. 1zl \lzl oy 1zl Azl oy 1zl Azl

Iz

Por outro lado,
An An 7 pl
/ e—R(i:A)cm:/ e—R(i:A)dM/ e—R(—:A)d/l
o Izl \lzl 1zl \zl nry, 1zl \lz]
An An
:/ e—R(i:A)dm/ e—R(i:A)d/l
r Izl \lzl nry, 1zl \lzl
An
:/e—R(i:A)d/l.
r |zl \lz]

Para o caso em que |z| < 1 o resultado segue de modo andlogo ao que foi feito no caso

anterior, porém, a curva |z|I" estard a esquerda de I', e quando |z| = 1 o resultado é trivial.
|

Lema 2.38. Dado 6 > 0, seja I a curva no plano complexo definida por
I"={1eCA=2+6,1€T},

com a orientacdo induzida por I'. Entdo, para todo z € A(«), temos:

(i) / e“R(A: A)dA = / e“R(A: A)dA;
1" ’
A’z

oA =

dl’ = 2nie’*., para todo A situado a esquerda de T”.

(ii)

Demonstracao: Para provarmos esses itens usaremos as notagdes estabelecidas na demons-

tracdo do Lema 2.37.

(i) Parar > 1 dado, considere a curva I'. contida em I’ cujos extremos sdo A, + d € A, + 0,

onde A, = re'®=2) e A, = re”1(0-2),

Consideremos também os segmentos de retas L, e L, cujos extremos sao A, € 4, +J € A,

€ ﬁ, + 0, respectivamente.
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Seja J, a curva formada por I', U L, U F;‘ U L,, onde F;‘ ¢ a curva I') percorrida no

sentido contrdrio, como ilustrado na figura a seguir.

Figura 2.11 — Curvas I',T" e J,.

I¥

///1-}-8

Fonte: elaborado pelo autor.

Note que a aplicagdo A +— e**R(1 : A) é analitica em J,, e assim, pelo Teorema de

Cauchy, / e“R(1: A)dd = 0.
Jr

Desse modo,
/e/lZR(/l:A)d/l+/ eAZR(/l:A)d/l:—/ e¥R(A: A)da
L, T, L,
—/ e“R(A: A)dA.
T

Observe também que, para r suficientemente grande, Re(A, +6) < 0, || > |4, +J]| e
0 —2e<arg(l) <O—¢g,paratodod € L,.

Logo,comoaz@—g—2860—8<7r,segueque

3 3
% <arg(d)+arg(z) =arg(1z) < g —e< jﬂ,

para todo A € L,, com r sufientemente grande.

Assim, visto que o comprimento de L, € igual a §, obtemos que

/ e“R(A: A)dA

L

< /L IR : A1l
<‘/' eRe(/lz)%dM'
L, | 4]

</ PMlieleostargen M40,
L, |4 + 6]
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M

< / d|4|

|/lr + (5| L,

Mo
T

pois, cos(arg(4z)) < 0, paratodo A € L,.

. MS
Entdo, visto que A, = ret0=¢)  lim
r—+oo A, + 0|

= ( e portanto,

lim e“R(A: A)da = 0.

r—+eo Jr

De maneira andloga, mostra-se que lim e “R(1 : A)dA = 0, e assim, concluimos
r—+oo |7
L

que

/eMR(/l:A)d/l:/e“R(/l:A)d/l.

r

(ii) Consideremos A situado a esquerda de I e tomemos » > 0 suficientemente grande para
que A esteja no interior da curva fechada J, = I, U L, UC, U L,, onde C, € o arco da
circunferéncia de centro na origem e raio r que vai de A, até 4,, L, e L, sdo 0s segmentos

descritos no item anterior, como na figura a seguir.

Figura 2.12 — Regido delimitada pela curva J,..

A Lr e

Cr

Fonte: elaborado pelo autor.

Observe que a aplicaciio A’ — e!'? é analitica no inteior da curva J,.
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Assim, pela Férmula integral de Cauchy, temos

etz
/ dV = 2rie.
7 A=A

1

Agora, tomando m, = inf{|A’ — A|; " € L,}, segue que — >
m, | =2

,paratodo A’ € L,,

e desse modo, procedendo como em (i),

eRe(/l'z)
< | ——=d|A]
L 1 =4

< L/ eRe(/l'Z)dl/lll
m; L,

< — d||
m; L,
06
=
) 0
Logo, como lim — = 0 segue que

r—+00 1M,

Az
lim dil’ =0.

oo J; A= 1

Az
dl =0.

De modo andlogo, mostra-se que lim
ro+oo JT A=A

Além disso, usando uma argumentacdo semelhante ao que foi feito no item (i) do Lema
Az
dl’ — 0, quando r — +oo.

2.37, podemos afirmar que /
c, ' =4

Portanto,

Az
2miet” = lim ( / ¢ cm')
ro+oo \ J7 A=A
A'z Az Az Az
= lim / ¢ d/l’+/ ¢ dxl’+/ ¢ d/l’+/ ¢
r—+o00 Cr/l’_/l Zr/l/_/l l_r,/l/_/l Lr/l,_/l

Az
:/e ax,
LU —2

Az
ou seja, / ; ﬂdﬂ’ = 2mie’?, para todo A’ situado a esquerda de I'.
A=

O resultado a seguir € o mais importante desta sec¢do, e nos fornece uma condi¢c@o necessaria

para que um operador A seja o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico.
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Teorema 2.39. Seja A € (0, M). Entdo, para cada € > 0 tal que 2e < 0 — 5 A ¢ o gerador

infinitesimal de um semigrupo analitico no setor A(6 — 5 — 2¢).

Demonstrac¢do: Mostraremos que a familia (7(z));ea (o)uto} dada por

T(0) = 1,

T(z) = % /r ¢“R(A: A)dA, z € A(a), 2

onde @ = 6 — 5 —2g e I' € a curva descrita como anteriormente, € um semigrupo analitico e A
¢ seu gerador infinitesimal.
Como visto anteriormente, 7(z) € L(X), para todo z € A(a) U {0}.

Agora, mostremos que (7'(z)).ea(o)ufo) satisfaz as propriedades de semigrupo, isto é:
(i) T(0) =1, o que ocorre pela defini¢do.

(i) T(z+n) =T(z2)T(n), paratodo z,n € A(a).

Para mostrarmos este fato, usaremos os resultados e as notagdes dos dois lemas anteriores.

Seja p € A(a), do item (i) do Lema 2.38, obtemos que

1 1 :
T(p) = —./eﬂpR(ﬁ tA)dl = — [ e'PR(X : A)dX.
2ni Jp 2ni Jr

Desse modo, para z,17 € A(«@) e todo x € X, temos

1 1 /
T()T(n)x = —./eﬂZR(/l tA) —/ VTR (X A) xd' | dA
2ni Jr 27 Jr

Az A ’ ’
= R(1: AR (X : A) xdVdA
(2m,)2///e (A: A)e IR (X : A)x

= G [ (B 3 S ravan
Az
(2m>2/ R@: A)/

1 ,
- / eVTR (X : A) / xdAdA'.
(2ni)? Jr rd -4
Além disso, como A € T', A estd a esquerda de I e assim, pelo item (ii) do Lema 2.38,

el
segue que / dl’ = 2mie™
oA =2

Mais ainda, pelo item (i) do Lema 2.37 e pelo fato de A’ estar a direita de I'", temos que

Az
e
dA = 0, consequentemente
rd -4

xd/l’d/l

T(2)T (n)x =

1
2 ‘)Z/eAZR(/l . A)(2mie')xdA
Tl r



65

= L e EMR(A: A)xdd
2ni Jr
=T(z+n)x,

para todo x € X.

A seguir, mostraremos que (7'(z));ea (a)ufo} € uniformemente limitado em A (a).
Para tanto, observe que, fazendo a mudanca de varidvel u = |z|4, com z € A(a), em (1.3),

a curva I serd transformada na curva |z|I", e assim, pelo item (v) do Lema 2.37, temos

1 HI 1 ui
T(Z):—./ e—R(ﬁZA)d,u=—, e—R(ﬁ:A)d/J,
27i Jigr 1zl \z] 27i Jr 1z \lz

onde n = |Z_| = e a2(2)
<
Por outro lado, A € (6, M), o que garante que

|z] H
e entao,
L[ |et"] %
1T < 5= 'R (— DAl ldpl
27 Jr |zl |z
1 Re(un) pr
2r Jr 2zl ul
M eRe(un) M eRe(un)
_M |d,u|+—/ .
2r Jr,  ul 2 Jovr, lul

onde I'y € acurva I, com r = 1, apresentada no inicio da demonstracdo do Lema 2.37.

Agora, observe que, para u € I'1, |u| < 1, e desse modo,

Re(um) = |plln| cos(arg(un)) < 1.

Logo, tomando ro = inf{|1|; A € I'1}, temos

M eRe(un) M e! Me
M dul < 5 [ Sl = 5= mil, 2.6)
2 Jr,  |ul 2r Jr, ro 21rg

sendo |I'| o comprimento da curva I'y.
Mais ainda, a curva I'\I'; € formada pelas semiretas o e 0%, onde o (r) = re'?=¢) com

l<r<oeopéacurvaoy(r) = re =€) com1 < r < o, percorrida no sentido contrario.

eRe(un) eRe(umn) eRe(un)
/ i =/ Tl +/ gl

Logo,
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eRe(un) eRe(un)
/ | - / Tl
gl ) |/~l |

o R i(0-¢) o R —i(0-¢)
— / M ‘ei(f)—s) dr — / M )e—i(e—s) dr
1 r 1 r
00 Re(re"(g_‘q)n) oo Re(re"—(g_‘q)n)
= / s - / Ay
1 r 1 r
A seguir iremos analisar separadamente as integrais acima.
Para a primeira integral, observe que
Re (rei(e_‘g)n) = rei(e_s)lln‘ cos((0 — &) +arg(n))
=rcos((0 — &) +arg(z)).
Além disso, como —a < arg(z) <@ ea =6 - 7 —2¢,com 5 < 6§ < 7, obtemos
3 3
g+s<6—s+arg(z) 260 — 3¢ — g §—3s < jﬂ—s,
e portanto, Re (rei(g_s)n) < rcos (5 +¢),comcos (5+¢) <0.
1
Mais ainda, como — < 1 temos que
r
0o Re(re'?=#p) =~ . cos(Z+¢)
/ e—dr < / erCOS(7+£)dr — _L'
1 r 1 cos (5 +¢)
Agora, para a segunda integral, segue que
Re (re_’m_‘g)n) =rcos((—0 + &) + arg(z),
com, ; 3
—7ﬂ+s < —7”+3s < —29+3s+g < —0+¢e+arg(z) < —g—
1
Desse modo, como —— < 0 < 1,
r
o _Re(rei(0-¢y 0 )
_/ € ( )a’r </ ercos(—%—s)d’, :/ ercos(%ﬂ:)dn
1 r 1 1
Logo,
Re(un) 2 COS(%+8)
e e
/ —du| < ———, (2.7)
nr ol cos (5 +¢)
0 que nos permite concluir que
Mecos(%)hs

IT () < 5— |F1|

= My, para todo z € A(a).
m(—cos(5 +¢))
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Nosso préximo passo € mostrar que (7°(z));ea (a)u0}» 2 € A(@), € fortemente continuo, isto
€, lim T(z)x = x, para todo x € X.
z—0

Para tanto, observe inicialmente que, para 1 € p(A),

RA:AAU-A) =1 AR(A:A) -RA:AA=1
S ARA:A) —-1=R(1:A)A
R(1:A)A
©RA:A)-A""= (ﬂ—) (2.8)
Assim, para z € A(a), com |z] < 1, ex € D(A), usando o item (ii) do Lema 2.37, ¢ a
igualdade (2.8), obtemos

1 e/lZ
T(z)x — x——/ e“R(A: A)xdd — — | —xdAd
2ni Jr A
- AZ(R(/I A) - A_ll)xd/l
2711
1 /IZ
— —R A A)AxdA.
2711 A ( )Ax
Por outro lado,
Az . Az Re(Az)
e“R(A: A) |€ | e
—Ax |R(A : A)l||Ax|| < —II x|l < IIAXII
1 ST T AP

M
com a fungdo A — - ||Ax|| integravel sobre a curva I'.

Assim, pelo Teorema da convergéncia dominada e pelo item (iv) do Lema 2.37, segue que

1 e“R(1: A
lim (T (2)x - %) = lim / CRAA) )
z—>0 27l A

R(1: A)

= — Axdd =0,
27Ti r A o

ou seja, hr% T(z)x = x, paratodo x € D(A).
—

Agora, dado y € X, como D(A) = X, existe uma sequéncia (y,),eny €em X, com y, — y,

quando n — oo. Desse modo, para € > 0 dado, existe ng € N tal que, para todo n > ny,

€

Além disso, paran; € N, com n; > ng, temos que y,, € D(A), e entdo, ling) T(2)Yn, = Yn,»
>

ou ainda, existe 6 > 0 tal que, para 0 < |z]| < &,

€
”T(Z)ym _ym” < 5
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Portanto, para 0 < |z| < &, temos

IT@)y =y < ITO|y =yl + IT @y = | + [y = ¥

<M € +6+ €
ST M+ 1) T2 2 (Mo + 1)

€,

isto é, ling) T(z)x = x, paratodo x € X.
—
Mostremos também que z — T'(z) é uma fungio analitica em A ().
De fato, consideranto novamente a mudanga de variavel u = |z|4 em (2.5), com z € A (@),

Z
tomando n = H e r > 1, usando novamente o item (v) do Lema 2.37, obtemos
Z

1
T(z) = —_/e’lzR(/l : A)dA
2ri Jr

1 M7

LL Zef
2ni Jigr lzl o\ Izl
1 n

=5 “R(E Aldu
27i Jr |z Izl

1 pn 1 mn
— e—R(ﬁ;A)d;H—, e—R(ﬁ:A)dy.
" 2ni r, |zl \lzl 2ni Jrvr, 1zl Azl
Procedendo de modo similar ao que ja fizemos anteriormente podemos escrever a curva ['\I',

como sendo a unido das curvas '}, o e 0, onde o1 (p) = pei((’_"’), comr < p < +0o0,e 0 €

a curva o2 (p) = pe 978 com r < p < +oo, percorrida no sentido contrario. Dessa forma,

et
—R Ald
2mi Izl \lz| 2mi / 4 (|Z| ) ,u”

(/H:R(G ) A |z|R(|lz1| )d"”)

) i(6-¢) (09—
r |z] |z]

segue que

oz ), T )l

1
< |—
2mi

B 1
Y
00 —i(0-¢) _-(9_ )
_/ ePe ”R(Pe no-e :A) 109 gy,
r |z |z

1 0 eRe(pei(g—E)n) M|Z| o) eRe(pe—i(g—n’E)n) Mlzl

< — / dp+/ dp
2 \J, 2] p r 2| p
M| [ o ® _

< — epcos( s+argz)dp + epcos( 9+s+argz)dp
2n | Jr r

< % / epcos(%hs)dp +/ epcos(—%—s)dp
2n | Jr r
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:%/ epcos(%+8)dp
T Jr

M ercos(%+£)
ﬂ[ COS ]
Me™ rqen(s)

" 1 sen(e) sen(g)

Assim, tomando limite na desigualde acima, quando r — 400, obtemos que
1 un Me™ sen(g)
T(z)——/e—R oAl = im 2~
2ni Jr, |z |Z| r—+o0 71 sen(g)

1
Dou seja, i / e¥R(A : A)dA converge uniformemente para 7'(z), para todo z € A (a).
Tl T,

lim

r—+00

Por outro lado, como a fungdo A — eR(A : A) é analitica em A(6) e I', é uma curva
simples de classe C! por partes, temos que a funcdo z % e “R(A : A)dA é analitica em
A(a), paratodor > 1 ;

Portanto, z — T(z) é o limite uniforme de uma funcdo analitica, e assim, z — T(z) é
analitica em A (@), o que prova que a familia (7'(2));ea (o)ufo} € um semigrupo analitico.

Finalmente, basta mostrarmos que A € o gerador infinitesimal de (7'(z));ea (a)u{o; quando
restringimos o semigrupo ao semi-eixo positivo.

Para tanto, usando a igualdade (2.8) e o item (iii) do Lema 2.37, para todo x € D(A) temos

d d[ 1
—T =— |— [ e®R(1: A)xda
= (2)x 7 [Zm'/re ( )x ]

1 d ([ 1

- R(1: A )d/l
27ri dz ( ( )x

=— [ e¥AR(A: A)xd
2mi

1
= —_/eﬂZ(R(A : A)A + DxdA
2ri Jr

1 1
=— [ e“R(A: A)Axdl+ — | e¥xdA
2ni Jr 2ni Jr

=T(z)Ax.
d .
Desse modo, d—T(z)x =T(z)Ax, paratodox € D(A) e z € A(a). Assim, para h > 0,
Z

h _T(h)x-x
0 h .

h
1 / (1) Axds = L% 2.9)
0

h h

Além disso, visto que (7'(z));ea (a)ufo}» restrito ao intervalo [0, +c0), € um Cp-semigrupo,
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denotaremos por B : D(B) ¢ X — X seu gerador infinitesimal e mostraremos que B = A.

De fato, tomando o limite quando # — 0% em (2.9), concluimos que

1 [t T(h)x —
Ax = lim — / T(t)Axdt = lim L5 =% _ gy
h—0* h Jo h—0* X

para todo x € D(A).

Portanto, D(A) c D(B)e A=Bem D(A).

Por outro lado, como p(A) N p(B) # 0, existe 1 € p(A) N p(B), e assim, considerando que
x€D(B)ey= (A —A)~(A - B)x, segue que, y € D(A) e

(Al — A)y = (Al — B)x,
0 que nos garante que
0=l —-A)y— (A —B)x = (Al - B)(y —x).
Consequentemente, pelo fato de (1 — B) ser injetor, obtemos que x = y. Portanto,
D(B) c D(A)e A=B.
|

Corolario 2.40. Seja A € (6, M). O semigrupo analitico (T (z));ea(a)u{o} 0btido no teorema

anterior e gerado por A, com a = 0 — 5 — 2g, satifaz as seguintes condigdes:
(i) Paratodon > 1, T(z)x € D(A"), para todo x € X e todo z € A(a),

(i) Para todo n > 1 existe uma constante M, (&), que s6 depende &, tal que

My (&)

|z]"

A"T ()| <

para todo 7 € A(a).

Demonstracao:
(i) Sejamx € X,z € A(a) e h € (0,+c0). Assim,

T(h) -1

_T(h+2)x=T(z)x
h - '

h

T(z)x
Mais ainda, fazendov = h + z e h — 0F, temos que

T(2)x = lim L)X = T@x

v—7z V—2

lim % (2.10)

h—0*

Logo, visto que z — T'(z) € analitica em A(a), o limite acima existe, e entdo, T(z)x €
PD(A), paratodo x € X etodo z € A(a).

Além disso, para todo n > 1 vale que
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A"T(2) = A'T (Z + Z o+ 2) = A [T (%)]n = [AT (2)]}1

e consequentemente, 7 (z)x € D(A"), paratodox € X,z € A(a)en > 1.

(i) Da demonstracdo do teorema anterior sabemos que, para z € A (),

1 pn
T(z):—_/e—R(ﬂ:A du,
2ni Jr lz| - \lz

Z
com, n = m

Mais ainda, usando (2.8) e o fato de A ser um operador linear fechado, paratodo z € A(a),

obtemos que

1 et u 1 et | u u ]
AT(z)=— | —AR|=:Aldu=— | — |=R|Z=: A|-1|du.
(2) 27ri/p |z (|Z| ) M= oni r |zl [|Z| (|Z| ) g

Desse modo, para todo z € A(a), segue que

1 Re(un)
AT < = / ¢ [M R(ﬂ:A) 1| du
2r Jr 7] |z] |z]
1 Re(un) M
<L [e [M Mz dlul
0 SR A

(M+1) [ eRelum)
- / dlul
2m r |zl

_ (M+1) / eRe(;u])d“Jl +/ eRe(/ﬂ])dlﬂl]
I F\1_‘1

27|z
M+ Qe sen(e)
sen(g)

2r|z|
_ M, (&)
|z

e|F1|+

)

(M+1)
T
Agora, consideremos n > 1 qualquer. Usando o item (i), para todo z € A(a), temos que

onde M (&) = e ||+

e~ sen(e)
sen(&) ]

weran = @] <l
3 (Ml(e))n _n"My ()"
- H |z|"
_Mn(g)
I

onde M,, = n"M,(g).
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2.6 Poténcias fracionarias de operadores lineares fechados

Nesta sec@o, vamos introduzir o conceito de poténcias fraciondrias de operadores lineares
fechados e densamente definidos, bem como estudar algumas de suas propriedades quando este
operador for o gerador infinitesimal de um semigrupo. Para tanto, iremos considerar a seguinte

condicdo:
Condicao 2.41. Seja A um operador linear fechado e densamente definido, ou seja, D(A) = X,

para o qual

M
TruUV cp(A)e|R(A:A) < o para todo A € X,

onde T} ={1 € C;0 <w < |arg(Q)| < n} e V é uma vizinhaga de zero.
Observacao 2.42. Seja A um operador que satisfaz a Condicdo 2.41.

(i) Suponhaque M =lew = g Entdo —A € o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo.

De fato,como M = lew = g, = {/l € C;g < larg(1)| < 71} C p(A). Assim, se
A€ XF entdo (AT — A)~! existe e € um operador linear limitado.

Além disso, para u = —A temos
(U =A) 7 = ((-D(A=-aD)™ = ~(ul - (-A)7",

ou seja, se 4 € p(A), entdo u € p(—A).
Desse modo, como (—0,0) c £% C p(A) segue que (0,+00 C p(—A), além disso, visto
2

que R(1: A) =—-R(u: —A),

11
IR(p: =A)|| =|R(A: A)|| < — =—, Yu>0.
Al u

Assim, como D(—A) = D(A) e —A € fechado, o Teorema de Hille-Yosida nos permite
concluir que —A € o gerador infinitesimal de um Cyp-semigrupo.

(i) Fixando 0 < w < g, segue que —A € o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico.
Com efeito, tome 6§ = m — w e considere o setor A(0) = {z € C; |arg(z)| < 6}.
Desse modo, para A € X, temos 0 < |arg(—1)| < 7 —w, e assim, -1 € A(6).

Por outro lado, como X}, ¢ p(A) e (AI — A)™! = —(ul — (=A))~!, paratodo A € =}, com
u = -2, concluimos que u € p(—A) e desse modo, A(0) C p(—A).

Além disso, para todo u € A(6) temos

IR : ~A)| = [R(A: A)]| < %
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Portanto, —A € (6, M) e pelo Teorema 2.39, para £ > 0 dado, com 2& < 6 — g -Aéo

gerador infinitesimal de um semigrupo analitico no setor A (9 - g — 28) =A (g -w- 28).

Agora, consideremos A um operador satisfazendo a Condicao 2.41 e tomemos a > 0.
Defina o operador A™* por

1

A= —
2mi C

A"%(A - AD7lda,

onde C € o caminho contido no conjunto resolvente de A e dado por C = y; Uy, U y3, onde
y1 é acurvay,(p) = pe™, 1 < p < oo, percorrida no sentido contrario, y»(¢) = €'¥, com
-y <o <Y, eyz(p)=pe¥, 1< p<oo,com0 <y <6feb=n—w,como descrita na figura
a seguir.

Figura 2.13 — Caminho C.

Fonte: elaborado pelo autor.

Na sequéncia mostraremos que, para @ > 0, a integral que define A~ € uniformemente
convergente e portanto, A~ € um operador linear limitado.

Para tanto, tomemos r > 1 e consideremos o caminho C, formado pela parte da curva C
que vai de re™"¥ até re'? .

Desse modo,

1 1
A=— [ 27A-aD""dr+ — A7%(A - D7 ldaa.
27Tl C, 27Tl C\C,

Logo, denotando por y; - € y2 - as curvas yy (o) = pe ™ e pys,(p) = ¥, parar < p < oo,
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obtemos

1
HA“’ -— [ A - /U)‘ld/lH =

1
—/ /l_"(A—/U)_ld/lH
27Tl C\C,

27Ti C,
1 —a -1 1 —a -1
=||— A YNA=-A)" " dl+ — AY(A-AI)""dA
2mi Vi 2mi Yor
1 o L 1 o S
<or [ e A= pe D dp o [l A - pe ) ap
2 ), 2 J,
1 e . M e . M
< — - Re(zazﬁ)_d +— - Re(—lmﬁ)_d
2r J, poe 1+pp 21 J, poe 1+pp
M 0 1 M e 1
=— _“eOL—dp + — p_”eOL—
2n l+pp 2r J, l+pp
M [®p @
< —/ p—dp
S P
M1
o oar®
1
Assim, [|[A™ — — [ A7Y(A- /U)_ld/lH — 0, quando r — +oo.
2ni Je,

Mais ainda, como Tl . A™%(A = AI)~'dA é um operador linear limitado, para todo r > 1

e a convergéncia acima € uniforme, podemos afirmar que A~* € um operador limitado.
Vejamos, em particular, o que ocorre quando @ = n. Neste caso, visto que A satisfaz a

Condiciio 2.41, temos que fun¢do A — (A — AI)~! = R(A : A) é analitica em uma viznhanca

de zero. Além disso, paratodo 4, u € p(A),
R(A:A)—R(u:A)=(u—-A)R(A:AR(u:A).

Desse modo, por um processo indutivo, podemos garantir que

d}'l
d/I”R(/l :A) = (=1)"n!R(A: A)"!, paratodo n € N.
Consequentemente, a série de Taylor de A — (A — AI)~! = R(—=1 : —A) em torno de zero é
dada por
1o (EDRKIR(0 : —A)FH! kL NO L 1kel ok
(A - A _Z x (=1 - 0) —Z(A Yo+l gk
k=0 k=0
Assim,

/l_n(A _ /11)—1 — Z(A_l)k-'—l/lk_n
k=0

_@ath @
An An-1 A

+ (A—l)ﬂ+1 + (A_l)n+2/l' o
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é a série de Laurent da funcdo A — A7"(A — AI)~'. Note que o coeficiente do indice —1 é
(A~1)" e afungio A — A" (A — AI)~! é analitica em B, (0) — {0} = {z € C;0 < |z| < r}, para
algum r > 0, com A = 0 sendo a unica singularidade desta funcao neste conjunto. Dessa forma

aplicando o Teorema dos Residuos para qualquer curva fechada A em B, (0) — {0} temos que
//l‘”(A —AD7'dA = 2niRes(AT(A — AD7Y = 2mi(A™H™
A
Mais ainda, como a integral sobre a curva C pode ser transformada em uma integral de uma

curva fechada em torno da origem, podemos concluir que

1
A= — [ A"A-aD'da= (ATH" (2.11)
2ri Jo
Portanto, para @ = n,comn € N, A™" € a n-ésima iterada de AL

Outro caso particular ocorre quando 0 < @ < 1. Nessas condi¢des, pela definicdo de A™*

temos que
- 1 - -1 1 - -1
A = — AYA-A)"dl+ — AY(A=-A)"dA
2ni Jy,, 21 Jy,,
+— A"%(A -7 lda, (2.12)
27mi

Y3.r

onde y1, € acurvay;,(p) = pe ™. r < p < +oo, percorrida no sentido contrério, ya,(¢) =
re', com -y < ¢ <Y, ey3,(p) =pe¥,r <p<+oo,er > 1.

A seguir vamos analisar cada uma dessas integrais separadamente.

(i) Observe que
/ A YA-a)""da = —/ (pe ™) (A -pe ™D e Vdp
Yi.r r
= —/ p %A - pe ) e ™V dp.
-
Além disso, note que em=—1le Y — m, quando w — 0, pois 0 < ¥ < m —w. Entdo,
p—aeiwcx(A _ pe—iwl)e—iw _ p—aeina/(A _ pe—inl)e—in — _p—aeina'(A +p1)—1,

quando w — 0.

Por outro lado,

lp~ e (A = pe™)e™ || < |~ |[I(A ~ pe™)|

<p“ =g(p).

1+p



(ii)

(iii)
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+00
Assim, como g(p) é integravel em (r,+oc0) pois, / g(p)dp < M/ 17 dp =
P
MB(1 — a, @), onde B(1 — a, @) representa a fun¢do Betacomx = 1 —a e y = @, ambos
positivos ja que estamos com 0 < @ < 1. Logo, pelo Teorema da convergéncia dominada,

obtemos que

lirr{) (0™ %) (A - pe ™) e Wap = / —p "% (A + pI) dp.
w— r

r

Para analisarmos a segunda integral em (2.12), note inicialmente, que

v . .
/ A YA-A)7"da = / (re'?) (A — re')"'rie’?dyp
Y2,r _l/’

1(re™)™* (A = re) ' rie || < Ir=lle™#|[(A = re) " |lIr[lille™|
M

-
1+r
M
1+r

<r

l-a

Assim, tomando o limite em / A7%(A - AI)"'da, quando w — 0 obtemos que
Y2,r

v . .
lim / A7%(A - AD)7'da = lim (re') (A - re") riedy
w—0 va w—0 -y

Ve
:/ (re'®) (A — re")riede.
=TT

Além disso, fazendo r — 0 e usando o Teorema da convergéncia dominada, concluimos

que

T
lim/ (re'¥) (A - re") riedy = 0.
r—0 J_,
Para a ultima integral, observe que
/ YA =AD" = / p e VYA = pe ) eV dp,
Y3.r r

p—ae—id/a(A _ peid/[)—leiw N _p—ae—ina/(A +pI)_l,

quandow — 0, e

cq i -1 i o M
lp™ ™ (A = pe') Ll < p™" s — = g(p).
+p

Assim, como g(p) é integravel em (r,+o00), pelo Teorema da convergéncia dominada,
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temos
[o¢]

lim p—(xe—iwa(A _ peiw)—leiwdp — / _p—ae—ina/(A +p1)_1dp.

w—0 /.,

Desse modo, por (i), (i) e (iii), fazendo w — 0 em (2.12) obtemos que

1 (o) . 1 Ve . . .
ATY =— - —p %™ (A + pl)ldp + 3 / (re'¥) (A — re") riede
1 [o¢]

— —p %A+ pD)7Vdp.
2ni J,

Agora, fazendo r — 0, concluimos que

A= — p %™ (A + pl)Vdp + — / —p %™ (A + pD)dp
2ni Jo 2ni Jo
= (%)/ p YA+ pD7ldp
g 0
_ sen(ﬂa)/ p_“(A+pI)_1dp, (213)
T 0
ou seja,
g = Sen(re) / p~“(A+pD)'dp, para0 < a < 1. (2.14)
n 0

Na sequéncia, assumiremos que 0 < w < f_ Desse modo, se A satisfaz a Condigao 2.41,
entdo —A gera um semigrupo analitico (7'(z));ea(s)uf0}» cOm € = 7 — w, conforme o item (if)
da Observacao 2.42.

Mais ainda, da teoria de perturbacdo de geradores infinitesimais de semigrupos analiticos,
sabemos que existe uma constante 6 > 0 tal que —A + 6/ € o gerador infinitesimal de um
semigrupo analitico (S(z));ea (9)ufo}» com S(z) = T(t)e®,Vt > 0, ver capitulo 3 de (12).

Logo, pelo Coroléario 2.40 temos, para ¢t > 0, que

IT(Il < Me™, (2.15)
NAT (0)|| < Myt~ 'e™, (2.16)
AT (1)|| < M,t™"e™". (2.17)
Assim, a desigualdade (2.15) nos garante que
R(p:—A)=(pl+A)! = / e P T(s)ds (2.18)
0

converge uniformemente na topologia do operador uniforme para p > 0.
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Logo, se 0 < a < 1, voltando a (2.14) e usando o Teorema de Fubini, obtemos que

A = sen(ma) / p—a'(/ e_psT(s)ds)dp
T 0 0
= sen(na)/ T(s)/ p Ye PP dopds
0 0

s

_ sen;ﬂa) /OOOT(s)(/Ooo(us‘l)‘o‘e_us_ld”)ds
_ Sel’lfrﬂa’) /Omsa—lT(S)(Amu_ae_udu)dS
= el ( [T,

Como / u e Mdu =T(1—-a)e
0

funcdo gama, concluimos que

_o _ sen(ra) n 1 “ 0l J
ATY = ( )-/0 s T (s)ds

n sen(ra) I'(@)

= I'(a)T'(1 — @), onde I'(z) representa a
sen(ma)

1 /°° 1
- s T (s)ds, 0 <a < 1. (2.19)
I'(a) Jo (5)

Observe também que

< / 15 I (s) s
0

o
< / Sa/—lMe—(Ssds
0

o] u a—1
< M/ (—) e "5 'du
0 0

:Mé_“/ u® e du
0

/ s T (s)ds
0

= M6 T (a), (2.20)

para qualquer que seja @ > 0, isto é, / s* 1T (s)ds converge na topologia do operador
0

uniforme para todo a > 0.
Portanto, quando —A € o gerador de um semigrupo analitico, a igualdade (2.19) e a limitacdo

em (2.20) nos motivam a definir as poténcias fracionarias de A da seguinte forma:

Lo
_— e-17(s)ds, @ >0,
A = F(a/)/o ST (s)ds, (2.21)
I, a=0.

Proposiciio 2.43. Se o, 8 > 0, entdo A™(@*F) = A= A8,
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Demonstracao: Sejam «, 5 > 0, entdao

1 o0
A AP = —— / T AP dr
(@) Jo

- mfowﬂ—‘(/tm(u—z)ﬁ—lT(u)du)dt
_ m/j (/Outa_l(u —z)ﬂ—ldz)T(u)du
_ m /0 B ( /0 e (1 —v)ﬁ-ludv)T(u)du

_ 1 : a-1 B-1 . a+p-1
_—F(a)F(ﬁ)(/o v (1 =) dv)/o u T(u)du.

I'(a)(B)
I'(a+p)

1
Além disso, visto que / yel (1- v)ﬂ_ldv = , concluimos que
0

aoapo 1 / B u BT (w)du = AP,
[(a+p) Jo

Proposicao 2.44. Se 0 < a < 1, entdo existe uma constante C > 0 tal que
A~ < C.

Demonstracao: Se @ =0, entdo A~ =1, e assim, [|[A~Y|| = ||I|| < 1.

Para o caso em que @ = 1, observe que, como 0 € p(A), A~' é um operador linear limitado
e entdo, existe uma constante C; > 0 tal que ||A™!|| < C;.

Por fim, consideremos que 0 < @ < 1. Assim, de (2.13), temos

1 )
1A=|| = Sen;”“)[/ t_a(tI+A)_1dt+/ t_“(tI+A)_1dt]
0 1

1 00
< Senfr”"‘) / t‘“ll(rl+A)‘1||dt+M/ N (el + A) |\de
0 1
1 0
< sen(ra) / T M dt + sen(ra) / t“’—M dt
e 0 1+1¢ e 1 1+1
sen(ma) ( b ® a1
< M / t "dt+/ = a’t)
T 0 1
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+_
Vs l-a «

_ M[l sen(ma)| . |sen(7roz)|]'

n(l —a) na

B M| sen(ma)| [ 1 1

Além disso, como sen(7(1 — @)) = sen(7a), segue que

1(=A) || < M[l sen(m(1 — a))| . |sen(7ra)|].

(1l —a) na

sen(t)
t

Desse modo, visto que a fungao ¢ — ¢ limitada em (0, ), existe uma constante C > 0,

|sen(?)]

C = max {1,C1,2M su

}, tal que
te(0,7)

|[A™¥|| < C paratodo 0 < a < 1.
[ |

Observacao 2.45. . Usando as Proposic¢oes 2.43 e 2.43, podemos estender a limitagao de A~

para qualquer que seja @ > 0. Porém, neste caso, a constante de limitacao ird depender de «.
De fato, dado @ > 0, tomemos n € N de modo que O < @ —n < 1. Assim, pela igualdade
(2.11) temos

A7) = JA" A7 < A=A < CC" = G,

Portanto, concluimos que A™* é um operador linear limitado para todo a > 0.
Proposicao 2.46. O operador A~ é injetor para todo a > 0.

Demonstraciio: Temos que 0 € p(A), logo A~! existe e assim é injetor.
Agora, para cada n € N, temos que A" = (A~!)" e entdio, A" é injetor.
Sejama >0, x € XeneNtaisque A~ “x=0en > a.
Logo,

A—nx — A—n+(l’—(l’x — A—n+(1A—(1’x — A—n+a0 — 0

Assim, x = 0, e portanto A™* € injetor para todo @ > 0.
|

Definicao 2.47. Seja A um operador linear que satisfaz a Condicdo 2.41 com w < g Para
todo a > 0, cosidere A” : D(A*) C X — X definido por

(2.22)

AT = (A7l a#0,
1, a =0,

com D(AY) = R(A™?Y), onde R(A™%) denota a imagem de A™.
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A préxima proposicdo apresenta algumas propriedades deA“.

Proposicao 2.48. Cosidere A” como definido acima. Entdo:

(a) A% é um operador linear fechado,

(b) Sea > 8> 0, entdo D(AY) c D(AP);

(c) Se a,B € R, entdo A%Px = AYAPx, para todo x € D(AY), com y = max{a, B8, a + B}.
Demonstracao:

(a) Quando a < 0 temos @ = —f, com 8 > 0, e assim, pela Observacao 2.45, segue que A“ é

um operador linear limitado e assim, fechado.
Agora, se @ > 0, pela Definicdo 2.47, A* é inversivel e (A"‘)_1 =A"% com A% limitado.

Desse modo, dados (uy,),en em D(AY) e u,v € X tais que u,, — u e A%, — v, observe

que, se w, = A%u,, entdo A" *w, = u,, e assim

n—oo n—oo n—oo

u=limu, = lim A %w,, = A“’( lim wn) =A%,

ou seja, u € R(A™) = D(A?) e, além disso,

A% =AY(A"%) = v,
pois A% = (A=)~ L,
Portanto, A* € um operador linear fechado.

(b) Sejam @ > S > 0. Temos, pelo Lema 2.43, que

ATY = A—a+,8—,8 — A—,B’A—(a—beta).

Portanto, R(A™?) c R(A7P) e assim, D(A?Y) c D(AP).
(c) Para provarmos este item, iremos analisar alguns casos separadamente:

(i) Sea <0e B <0, oresultado segue da Proposi¢cao 2.43 para qualquer que sejax € X.

(ii) Para o caso em que @ > 0 e 8 > 0, consideremos inicialmente que x € D(AYAP), e
entdo, x € D(AP) e APx € D(A9).

Agora, tomando y = A?APx, temos

ABx =A% ex=APA 2y = A"(@h)y,
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Logo, x € R(A™(@*B)) = D(A**F) e A% Fx = y = A%APx.
Portanto, D(A%AP) ¢ D(A**B).

Por outro lado, se x € D(A**P) e z = A%*Px, entdo
x=A"@B) ;= A=Bra) , _ p=Ba, _ p=B A,

ou seja, APx = A=?z, o que implica que A?APx = z.

Desse modo, A%Px = z = A%APx, isto é, x € D(AYAP), e assim D(AF) c
D(AYAP).

Consequentemente, D(A*™P) = D(AYAP) e A**Px = AYAPx, para todo x €
D(AB),

(iii) Sejama <0e B > 0.

Se a + B > 0, entdo, pelo item (i) temos que
AYAYBy = A+ @+B) y = APX para todo x € D (AP).

Logo, se y = A%*Bx para algum x € D(AP), temos que A~%y = APx, e assim,
APx € R(A™) = D(AY).

Desse modo,
AYAPx = A"A™% = y = A%*Fx, para todo x € D(AP).
Agora, se a + 8 < 0 temos, pelo item (i), que
APABy = ACP+(etf)x = A%k paratodox € X.

Assim, se z = A”*Bx, entdo APz = A%, o que implica que A% € R(A7F) = D(AP).

Desse modo, obtemos que
APAY% = APAP7 = 7 = A%*Bx, para todo x € X.

Portanto, tomando y = max{a, B, @ + 8}, segue que D(A”) esta contido em D(A%),
D(AP) e D(AYP), e além disso, as igualdades em (i), (i7) e (iii) sdo satisfeitas para
todo x € D(AY).

Teorema 2.49. Seja —A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo analitico

(T(2))zen(0)ui0y, para algum 0 < 6 < g Se 0 € p(A), entdo:
(a) T(t) : X > D(AY) paratodot >0ea > 0;

(b) T(t)A%x = A*T (t)x, para a > 0 e todo x € D(A%);
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(c) paratodo a > 0 et > 0, o operador A*T (t) é limitado e

AT (1) < Mot~ ™";

(d) sejam 0 < a <1ex e D(A?Y), entdo

IT(0)x — x|| < Cat™[|A%]|.

Demonstracao:

(a) Como —A é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico, a fungdo ¢t +— T(r) é
diferencidvel para ¢ > 0, e assim, da Proposicao 2.31, temos T(¢) : X — D(A"), para todo
n € N.

Desse modo, dado @ > 0, existe n € N tal que n > a, e assim, pelo item (b) do Teorema
2.48, segue que D(A") C D(AY).

Portanto, (1) : X — D(AY) paratodor >0e a > 0.

(b) Sejam @ > 0ex € D(AY). Pelo fato de D(A*) = R(A™?), temos que x = A~%y para
algum y € X.

Logo,
T(t)x=T(t)A %y

1 +00
= T(t)(—/ s"_lT(s)yds)
I'(a) Jo
o [T
= S R) yas
I'(a) Jo
= AT (1)y
= AT (1)A%,
e assim, A?T(t)x = T(t)A%x, para todo x € D(A%), a > 0.

(¢c) Como T(t) € L(X),paratodot > 0,e A” é fechado, segue que A*T(¢) é fechado.

Dessa forma, visto que, pelo item (a), A*T(¢) estd definido em todo X, o Teorema do

grafico fechado, nos permite concluir que A*7T'(¢) € limitado.

Mais ainda, para @ > 0 dado, considere n € N tal que n — 1 < @ < n, e entdo, usando
(2.17) temos

AT (1)]| = [[A“T" AT (1) |

:Hm /0 ST () AMT () dis
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1 [se]
<— n—a—1 AT (1 d
rm | AT las

1 e o
< m/ sSTOML (1 + 5) e 00 g

/ (1)~ Myt ™" (1 + 1) e rdu

F(n - a)

= —F(n — ) /0 t_"e'_(”Mnu”_“_1 (1+ u)_”e_&“du

-0t M [e3)
< e_—n/ W+ w) " du
t* T'(n-a) Jy

< Myt %™

M © M,
onde M, = —— W (1 +u) ™ du = —B(n @, @) é uma constante que
(=) Jy L(n-a) ¥

independe de t e B(n — a, @) representa a funcdo Betacomx =n—-aey = a.

Portanto, ||A®T (1)|| < M,t=%e%, para todo t > 0.

(d) Sejam 0 <a < lex e D(AY). Assim, pelo Teorema 2.13, temos

t t t
T(t)x —x= / AT (s)xds = / Alm T ()xds = / A7T (5)A%ds.
0 0 0

Desse modo, pelo item (c¢),

t
I7(2)x — x| </0 AT (s)II1|A%x||ds
t
</ Mi_os“ e A% || ds
0

t
<M1_a||A"x||/ s ds
0

M
—2 e A% ||
o

= Cot*[|A%x],

Mi_
onde C, = —=%.
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3 EXISTENCIA DE SOLUCOES PARA EQUACOES DIFERENCIAIS NEUTRAS
COM RETARDO

Neste capitulo, usando a teoria de semigrupos analiticos desenvolvida no Capitulo 2, estu-
daremos a existéncia de solugdes para uma classe de equacdes diferenciais funcionais neutras

abstratas com retardo finito, descritas na forma

% (x(t) + F (t,x;)) = Ax(t) + G (t,x;) ,t € [0, a), (3.1)

X, =peQcC, (3.2)

ondea >0,0 <0 <a, A: D(A) c X — X é o gerador infinitesimal de um semigrupo
analitico T (2);ea (a)ufoy €m L(X), (X, || - ||) € um espaco de Banach, Q C C € um aberto, em
que C = C([-r,0], X) denota o espaco das fun¢des continuas de [—r,0] em X munido da

norma ||z]lc = sup ||z(?)|], x; € C paratodo t € [0,a), com x,(0) = x(t +6),0 € [-r,0], e
te[-r,0]
as fungoes F, G : [0, a] x Q — X sdo fungdes continuas.

Para facilitar os cdlculos vamos supor que o = 0. Além disso, assumiremos que 0 € p(A),
desse modo podemos utilizar o conceito de poténcias fraciondrias do operador A e assim,
considerar o operador linear fechado (—A)?, para 0 < 8 < 1, cujo dominio D ((—A)#), com a
norma ||x||s = ||(—A)Px|| é um espago de Banach.

Além disso, como vimos no capitulo anterior, existem constantes M > 1 e w > 0 tais
que ||T(r)|| < Me", para todo ¢ > 0. Em particular, consideremos M > 1 de modo que
IT ()| < M, para todo t € [0, a].

Agora, a fim de definirmos o conceito de solugdo para o problema neutro (3.1) — (3.2),

faremos uma compara¢@o com o problema de Cauchy abstrato.

x'(t) = Ax(t) + f(1),t € (0,a), (3.3)
x(0)=x" € X, (3.4)

cujas definicoes de solucdo cldssica e fraca estdo enunciadas a seguir.

Definicao 3.1. Uma funcdo x : [0,a) — X é uma solugdo classica de (3.3) — (3.4) em [0, a) se
x é continua em [0, a), continuamente diferencidvel em (0, a), x(t) € D(A) paratodot € (0, a)

e as equacoes (3.3) e (3.4) sdo satisfeitas.

Indiquemos por L' ([0, a], X) o conjunto das classes de equivaléncia, segundo a relacio

f ~ g,emque f = g quase sempre em [0, a], das funcdes integraveis em [0, a].

Proposicio 3.2. Se f € L'([0,a], X), entdo para todo x° € X, o sistema (3.3) — (3.4) tem no

mdximo uma solugdo classica. Além disso, essa solucdo, quando existe, é dada por

x(t) =T(0)x" + / tT(t - 5)f(s)ds,t € [0,a). (3.5)
0
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Demonstracao: Suponhamos que o problema (3.3) — (3.4) tem uma solugao cléssica, que
denotaremos por x.
Para t € [0, a) fixo, considere a fungdo g : [0,7] — X dada por g(s) =T (¢t — s5)x(s).

Assim, g € diferencidvel em (0, a), com

§5) = ST = 9)lx(s) + T( = ) (5)
=—AT(t - s)x(s) +T(t — s)[Ax(s) + f(s5)]
=T(t—5)f(s).

Logo, como f € L'([0,a], X), temos que a funco s — T(t — s) f(s) é integrdvel e entdo,

do Teorema fundamental do calculo, obtemos

gm—mmaﬁgww=lToﬂvmw

ou seja,

x(1) =T(6)x" + / tT(t— s) f(s)ds, para todo ¢ € [0, a).
0

A expressao integral (3.5) motiva a seguinte defini¢do, que enfraquece o conceito de solu¢io

para o problema (3.3) — (3.4) pois ndo requer a diferénciabilidade da funcao.

Definicao 3.3. A funcdo x € C([0, a), X) dada por

x(t) =T(t)x(0) + /t T(t—s)f(s)ds, parat € [0, a),

0
¢ chamada solugao fraca de (3.3) — (3.4) em [0, a).

Na sequéncia, consideremos a equacao neutra em sua forma simplificada, isto €,

%(x(t) + f(t,x(t)) = Ax(t) + g(¢),t € (0,a), (3.6)
x(0)=x"e X (3.7)

Definicao 3.4. Uma funcdo x : [0,a) — X é uma solugdo classica de (3.6) — (3.7) em [0, a)
se x é continua em [0,a), continuamente diferenciavel em (0,a), x(t) € D(A) para todo
t € (0,a), afuncdo s — AT (t—s) f(s,x(s))ds, com s € [0,t], é integravel e as equagées (3.6)

e (3.7) sdo satisfeitas.

Desse modo, assumindo que x é uma solugdo classica de (3.6) — (3.7) e que as fungdes
g, f: [0,a) — X, com f(t) = f(¢,x(t)), sdo diferencidveis, podemos reescrever a equacio
neutra na forma
V(1) = Ax(1) +8(0) = 5 F(1,x(0).
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~ d
Agora, considerando g(z) = g(t) — = f(t,x(t)), obtemos a equagao diferencial
X' () = Ax(t) + g(1). (3.8)

Assim, baseado na solugao fraca do problema de Cauchy, a solu¢io da equagdo (3.6) — (3.7)

tem a forma

x(1) =T(6)x° + / lT(t — 5)2(s)ds.
0

Além disso, note que

x() = T(1)x0 + /O T(1 - 5)[g(s) - ' (s)]ds
= T(t)x0+/tT(t—s)g(s)ds —/tT(t—s)f’(s)ds
0 0

t

=T()x" + /IT(t —5)g(s)ds =T (t —s) f(s,x(s))
0

0

+/Ot (%T(t—s))f(s,X(S))dS

=T(1)x" + /t T(t = 5)g(s)ds — f(1,x(1)) + T (1) f(0,x")
0

_ /OZ[AT(r—s)]f(s,x(S))dS-

Dessa forma, € natural considerarmos a seguinte definicao de solucdo fraca para a equacdo

neutra com retardo.

Definicao 3.5. Uma funcdo x : [-r,a) — X é uma solugdo fraca de (3.1) — (3.2) se x é
continua em [0, a), para cada t € (0,a) a fungdo s — AT(t — s)F(s,x;), com s € [0,1), é

integravel, xo = ¢ e, parat € [0, a), a equacdo integral abaixo é satisfeita

x(t) =T({)[¢(0)+ F(0,p)] — F(t,x;) — /Ot AT (t — s)F (s,x5)ds + /Ot T(t—5)G(s,x5)ds.

Apresentaremos alguns resultados de existéncia de solugdo fraca para (3.1) — (3.2), usando
como ferramenta a Teoria de semigrupos analiticos desenvolvida no Capitulo 1, as condi¢des

jé estabelecidas na introdugao deste capitulo e um Teorema de ponto fixo.
Teorema 3.6. Seja ¢ € Q e assuma que valem as seguintes condigoes:

(i) Existem constantes § € (0,1) e L > O tais que a fungdo F assume valores em Xg =
(D(=A), |- llg), LI(=A) Pl < 1e

(=AY F(1,41) = (=A)PF (s, ¢2) Il < LIt = 5| + 1 = ¢alle),
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paratodot,s € [0,a) ey, € Q.

(ii) Existem constantes 0 < b, < a e r(¢) > 0 tais que, para cada t € [0,b,), existe um
conjunto compacto U; C X tal que T(t)G(s,¢) € Uy, para todo € B, (,)[¢] = {¢ €
C.lly-ollc <r(p)}etodos € [0,b,].

Entdo, existe uma solugdo fraca para o problema (3.1) — (3.2) definida em [—r, b], para algum
0<b<a.

Demonstracao: Primeiramente, vamos definir algumas estimativas.

Sejam ¢ € [0, b,] e ¥ € B, (,)[¢], observe que

I(—APF ()| < I(~APF(t,¢) = (~A)PF (by, o) || + |(~AF (by. 0) ||

L(|t = by| + |ly = ¢llc) + |(=A)PF (b, )|l

L(by +r(9)) + (AP F (b, ¢)||

C, (3.9)

<
<

onde, Ci = L(by +7(¢)) + [[(=A)PF (by, ¢) |-

Além disso, da condicdo (ii), temos que existe um compacto Uy C X, de modo que
G(s,y¥) € Uy, paratodo s € [0,b,] e ¥ € B, (y)[¢], assim, visto que Uy € limitado, existe uma
constante C, > 0 tal que

IG(t,¥)|l < Cy paratodo t € [0, b,] e toda y € By(s)[e]. (3.10)

Sejay : [-r,a] — X afuncdo dada por

@(1), -r<t<0,
y(1) =
T(t)e(0), 0<t<a.
Desse modo, para 6 € [—-r, 0], temos
p(t+6), -r<t+6<0,

yi(0) = y(t+6) = { T(t+0)p(0), 0<t+0<a,

0 que nos permite concluir que a fungio ¢ — y, € continua em [-r, a].

De fato, como ¢ € Q c C e [-r, 0] é compacto, ¢ € uniformemente continua em [—r, 0],
além disso, como (7'(t));>0 € um Cp-semigrupo, a fungdo t +— T(7)¢(0) é uniformemente
continua em [0,a]. Mais ainda, como y € continua em ¢ = 0, podemos concluir que y é
uniformemente continua em [-r, a].

Assim, dado £ > 0, existe 6 > O tal que, para todo t € [-r,a] e 0 < |h] < ¢ com

t+h € [-r,a], temos
ly(z+h) —y@)| <

(SR
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Logo,set € [0,a]l e0 < |h| < §,comt+ h € [0,a], entdo

yeen = yelle = sup {l|yen(6) = y:(O)|I}

fe[-r,0]
= sup {llyt+h+6)-y(+0)} <e,
fe[-r,0]
garantindo que ¢ — y,; é continua.
Em particular, esta funcdo € continua em ¢t = 0. Consequentemente, dado & = @, existe
01 > 0 tal que
a r(p)
1ye = ¢llc = Iy = yolle < —=, paratodo 0 <7< 1. (3.11)
p r(¢)
ara simplificar a notacdo chamaremos — =P

Na sequéncia, vamos determinar um intervalo onde se verificam certas desigualdades. Para

tanto, fixemos 1 > 0 suficientemente pequeno, de modo que a desigualdade

—I(=A)IL
5 :

_ 1
(1+ (=AML < (3.12)

seja vélida.
Dessa forma, visto que a fun¢do ¢ — y, € continua, existe d, > 0 tal que

llv: — ¢llc <n, paratodo t € [0,d].

Além disso, como F também € continua o conjunto W = {F(¢t,y;);t € [0,52]} é um
subconjunto compacto do espaco de Banach X, e entdo, W € totalmente limitado. Logo,
existem F(t1,y:,), F(t2,y1,), -+, F(ty, y:,) € W tais que

Wc UB 1 (F(t 1)),

7 em X.
2(M+1)

Mals alnda visto que a funcéo ¢ — T(t)F(t;, y;) é uniformemente continua em [0, a], para

onde B 1 (F (i, y:;)) denota a bola aberta de centro em F'(#;, y;,) e raio
2(M+

todoi=1,2,---,n, existem ¢;, > 0, tais que, para todo 0 < ¢ < ¢,
n
Tomando 0 < 63 < min{a,d;,i = 1,2,--- ,n}, parat € [0,d3], sabemos que existe j €

{1,---,n} tal que F(t, y,)eB 1 (F(t,,yt )) € entdo,
2(M+

1T @) F(t,y) = F(t, y)ll < IT@)F (2, y:) =T @) F (15, y)
+IT O F (7, y:;) = F(tj, yi )l + |1F (2, yi,) = F (2, y1) |
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«M—L 1,1
2IM+1) 2 2M+1)
=n7.

' My_gC
Considere ainda a funcdo H(t) = / ﬁds, ondet € [0, a], C; foi definida no inicio
0 -8
desta demonstracdo e M;_g € a constante que aparece no Teorema 2.49. Note que esta funcdo
1= LI(=A)~"|
4

é continua, assim, dado ¢; = ( ) o > 0, pela hipétese (i), existe 5’; > ( tal que,

paratodo 0 <t < 3:;, temos

_ _ AP
|H<r>—H(0>|<(1 He ”)p.

Por outro lado, observe também que

! My_gC, Ml_ﬁcltﬁ
|H(t)—H(0)|:'/ 1_ﬁa’s‘: .
o (t—s) B
04 -
Desse modo, para 64 = ER temos 0 < 84 < 04 e assim,
Mi-pCidy (1= LI(-A)F|
B 4 P
t 1-8
Analogamente, considere a fucdo H;(t) = ———ds, t € [0,a]. Pelo fato desta

o (1 :S)l_ﬁ _
fungdo ser continua, dado &> = 1 — L||(-=A) ||, existe 65 > 0 tal que, para todo ¢ € [0, 5],

LM, _
/ Mg
0o (t—s)18

S -
Logo, para d5 = ?5, segue que 0 < 05 < J5 € entdo,

LMl_ﬁl"B

; = |Hi(1) - H1(0)] < 1 = L||(-A)77]|,

s
L@@AYQHJQ;%)<L

Da mesma forma, considerando a funcido Hj(t) = M(|[(=A)P||IL + Cy)t,t € [0,a], com C,
l—lﬂ(—AYﬁH)p

definida em (3.10), segue da continuidade desta funcdo que, para &, = ( 4

existe 6 > 0 tal que, para0 <t < 56,

~ - —A) B
|Hz<r)—Hz(o)|=|M(||(—A)-ﬁ||L+c2)t|<(1 HeED ”)p.
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5 —
Logo, para d¢ = ?6, temos 0 < 0¢ < d¢ 0 que implica em

— _ —_ A\ B
M(n(—ArﬁnL+cz)56<(1 Li=A) ”)p.

4

Finalmente, tomando b = min{b,, 61, 02, 93, 04, 05,06}, usando as estimativas anteriores € a
desigualdade (3.12), segue que, para todo ¢ € [0, b],

ly: = ell <7, (3.13)
IT(6)F (1, y:) = F(t, y)ll < n, (3.14)
_ _ CiM,_zb"
M(||(=A)P|IL+C)b + (1 +|[(-A)F| ML)y + —L—
. (1 - L||<—A)-ﬁ||)p . (1 - L||<—A)—ﬂ||)p . (1 - L||(—A)—ﬁ||)p (3.15)
4 2 4
= (1= L||(=A)#|)p,
B
L(||(—A>—ff||+M1 ;j” )< L (3.16)

Consideremos agora o conjunto

S ={u € C([0,b], X);u(0) = 0; lu(r)|| < p;Vt € [0,b]},

munido da norma ||u||c = sup |[|u(?)]|.
te[0,b]
Observe que:

(a) S é limitado, com ||u|lc < p, paratodou € S
(b) § é fechado, pois sua norma € a norma da convergéncia uniforme.

(c) S é convexo.

De fato, dados u,v € S, 1 € [0,1] ez = (1 = D)u + Av, temos z € C(]0, b], X), z(0) =
(1 =D)u(0) + Av(0) =0e, paratodo r € [0, b],

Izl = [[(1 = Du+ vl < (A =Dlu@®] + vl < (1 -Dp+2p =p,

0 que garante que z € S e portanto, S € convexo.

Além disso, para u € S dado, vamos considerar a extensdo u de u para o intervalo [—r, b],
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dada da seguinte forma
t <0,
u(t), 0<t<b

(r) = { 0 _ri

Desse modo, para 6 € [—r, 0] temos

— — 0, -r<t+0<0,
u;(0) =u(t+6) =
u(t+6), 0<t+6<b.

Observe que ¢t — u, € continua em [—r, b], pois, como u € C([0,b], X), temos que
t — u(t) é uniformemente continua no compacto [0, ], além disso, visto que a funcio nula é
uniformente continua em [—r, 0] e u é continua em ¢ = 0, concluimos que u é uniformemente
continua em [—r, b].

Logo, para € > 0 dado, existe 6 > 0 tal que, paratodo r € [-r,b] ¢ 0 < |h| < § com
t+h e [-r,b], temos

it + ) — @(1)|| < g

Assim, set € [0,b] e 0 < |h| < 6,comt+ h € [0, b], entdo

tren —uille = sup {llurn(6) —u ()1}
0e[-r,0]

= sup {||lu(t+h+0)—u(t+0)|}
0e[-r,0]

&
<§<8,

0 que garante que ¢ — u; € continua.
Note ainda que, parau € S, u; +y; € B,(y)[¢] paratodo t € [0, b].
Com efeito, como ﬁ][_r,()] =0e ﬁ][o,b] = u, com u(0) = 0, u € continua em [—r, b], e pelo

fato de u € S obtemos que

luille = sup {llu;(6)]}

0e[-r,0]

= sup {|lu(r+0)[[}

0e[-r,0]

< sup lu(7)l
T€[-r,b]
= sup |lu(s)l
s€[0,b]

<P,

paratodoz € [0, b].
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Desse modo, de (3.11)

lu: +yi = elle < lludlle + 1y — ¢lic

Portanto, u; + y; € B,(,)[¢] paratodot € [0, b].

Agora, definal" : S — C([0, b], X) por

Fu(t) = T(I)F(()’ ‘P) - F(t’ ﬁ[ +yl‘) - /tAT(t - S)F(S, is +y5)ds
0
+ /IT(t —5)G(s,us + ys)ds, Vt € [0, b].
0

A seguir, a fim de usarmos o Teorema do ponto fixo de Sadovskii (Teorema A.11), o qual

nos fornecera uma solugdo fraca para (3.1) — (3.2), mostraremos que

(I) afungdo I' estd bem definida;
In r(s) cs;
(IIT) I' € um operador condensante (Defini¢do A.9).

(I) Para garantirmos que I" estd bem definida, precisamos provar que as integrais que definem

I'u existem e que ['u € C([0, b], X) para toda u € S. Faremos isso em 4 etapas:
Etapa I.1: Mostremos que 7 — T (¢) F(0, ¢) é continua em [0, b].

Isso ocorre pois F (0, ¢) € X e (T(t));>0 € um Cy-semigrupo, ver Coroldrio 2.12.
Etapa 1.2: Analisemos a continuidade da fungédo ¢ — F(z,u; + y,;) em [0, b].

Neste caso, a continuidade segue do fato de F : [0,a] X Q — X et +— u; + y, para

t € [0, b], serem continuas.

Etapa 1.3.(a): Mostremos que a fun¢do s — AT (¢ — s)F(s,u; + ys) € integravel em
[0,7], para todo t € (0, b].

De fato, como (7T'(z));ea (a)u{o} € um semigrupo analitico, temos da Proposicdo 2.31 que
a fungdo s — AT (¢ — s) € continua em [0, 7), na topologia do operador uniforme. Desse
modo,

s> AT(t — s)F (s, ug + ys),

¢é continua em [0, ¢), e entdo é mensuravel.



94

Por outro lado, pelo Teorema 2.49 e por (3.9) temos

IAT (1 = ) F (s, 15 + yo) |l < [(=A) PT (1 = ) (AP F (s, 15 + y,)

My_gC
 ——.
(t—s)1-F
Logo,
/tllATu VE(s.i+yllds < [ 1<
- F(s,ug + s < —ds
A s 0 (1—s)P
B

= Ml_ﬁclz < 409,

e portanto, do Teorema de Bochner (Teorema A.16) concluimos que s +— AT(t —
S)F(s,ug + ys) € integravel.
t
Etapa 1.3.(b): Provemos agora a continuidade da fungdo ¢ — / AT (t — s)F (s, ug +
0
vs)ds em [0, b].

Dadot € [0,b],sejah > Otal que r+ h € [0, b]. Usando novamente o Teorema 2.49 e a
desigualdade (3.9), segue que

t+h t
/ AT(t+h —s)F(s,iS+ys)ds—/ AT (t — s)F (s,us + y5)ds
0 0

t t+h
/ AT(t+ h—s)F(s, ﬁs+ys)ds+/ AT(t+ h — s)F(s,us+ ys)ds
0 t

t
- / AT (t — s)F (s, uz + yg)ds
0

<

(T(h)-1) /Ol AT (t — s)F (s, ug + yg)ds

t+h
+ / 1A BT+ h = ) (AP F (5, T, + ) Ids

< (T(h)—l)/lAT(t—s)F(s iy + ys)ds +/t+h _ Mgl
X 0 s s y_sv [ (t+h_s)1_’3
t ~ M1_,3C1hﬁ
= (T(h)—[)/ AT (t — s)F(s,us + ys)ds +T’
0
Assim,

t+h p
Pt / AT(t+h = )F (s, + y)ds - / AT(1 = $)F (5., + y5)ds
—0* 0 0

M,_3CihP
+L):0,

< hli_)n& (H(T(h) -1 /0[ AT (t — s)F(s,us + yg)ds 3




95

t
pois, tomando v = / AT (t — 5)F (s, us + ys)ds € X, usamos o fato de

0
t — T(t)v ser continua para ¢ > 0.
t
Portanto, ¢ / AT (t — s)F (s, us + yg)ds € continua a direita.
0

Para mostrarmos a continuidade a esquerda, considere ¢t € (0,b] e £ > 0.

Tome &, de modo que 0 < &£ < min {t, # i .
4M1—,BC1

t—¢&
Observe que a funcio 7 — T(1) AT (t — s — &)F (s, ug + yg)ds € uniformemente

0
continua em [0, b], isto é, existe 6; > 0 tal que paratodo 7,& € [0,b],com 0 < |7 -¢]| <

01, temos

g
< =.
2

H[T(T) _T(&)] /Ol_g AT(t = 5 — 8)F (5.1, + y;)ds

Logo, tomando 6 = min{d,e} e 0 < h < §, obtemos que

t t—h
/ AT (t — s)F(s,us+ yg)ds — / AT(t — h—s)F(s,us+ yg)ds
0 0

t—¢ t—h
/ AT(t — s)F(s,us + yg)ds + / AT (t — s)F (s, us + yg)ds
0

t—&

t &
+ / AT (t — s)F(s,us+ yg)ds — / AT (t — h—s)F(s,us+ yg)ds
t—h 0

t—h
—/ AT(t — h — s)F(s,ug + yg)ds
t

—&

<

[T(e) =T(e - h)] /Of—8 AT (t —s —&)F(s,us + y5)ds

t—h
+ / =AY BT — ) I (=AVPF (5.7, + ) s

t—h
¥ / 1(=A)"PT(t = h = )| (~A)PF (s, i@y + y,) | ds
_E, (—<f_—S>ﬁ
B
t—h
i
& M]

- t—h t
—(l — S)'B
2 t—s) * ( ,8 t—h)]
—(t—h—s)P
B B

+M1_5C1 [(

g
==+ M_3C
5 1-5C1
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= B
E &
< = +2M_3C1—
5 l,Blﬁ
<§+5 _

—_ _:8,
2 2

garantindo a continuidade a esquerda.

Etapa 1.4.(a): Mostremos que a fungdo s — T(t —s)G (s, us+y;) € integravel em [0, 7],
para todo t € (0, b].

De fato, como G : [0,a] xQ — X et + u;+y, sdo fun¢des continuas e (7(z))ea (a)u{0}

¢ um semigrupo analitico, a fungdo
st T(t—5)G(s,us+ yy)

€ continua em [0, ¢] e entdo, é mensuravel.

Além disso, como ug + ys € B, (¢)[¢] paratodo ¢ € [0, b], de (3.10) segue que
IT(t = )G (s, s+ y)ll < MCa,
paratodo s € [0,f] et € [0, b]. Logo,

t t
/ IT(t —5)G(s,us+ ys)|lds < / MCyds = MCat < +00,
0 0

e portanto, do Teorema de Bochner, s +— T(t — 5)G (s, ug + y,) € integravel em [0, 7].

t
Etapa 1.4.(b): Mostremos a continuidade da funcio ¢ — / T(t —s)G(s,us+ ys)ds
0
em [0, b].
Para isso, dado ¢ € [0, b],sejah > Otal quez + h € [0, b]. Assim

t+h t
/ T(t+h-s)G(s,us+ys)ds —/ T(t—s5)G(s,us+ ys)ds
0 0

t t+h
/ T(h)T(t—s)G(s,us+yg)ds + / T(t+h-s5)G(s,us+ys)ds
0 t

_ / (6= )G (s, T + v5)ds

0

<

(T'(h)-1) ‘/Ot T(t—s5)G(s,us+ys)ds

t+h _
. / T+ = )G (s, 7, + ys)llds
t
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t+h
< + / MCsds
t

+ MC>h.

(T(h)-1) /Ot T(t—s)G(s,ug+ yg)ds

) H(T(h) -1 /OIT(I = 8)G(s,us +y;5)ds

Desse modo,

lim

t+h t
Jim / T(t+h—s5)G(s,us+ys)ds — / T(t—s5)G(s,us+ys)ds
—0 [ Jo 0

+MCyh =0,

(T(h)-1) ‘/Ot T(t—s5)G(s,us+ys)ds

< lim
h—0*

t
pois, tomando v = / T(t—s)G(s,ugz+ yg)ds € X, usamos o fato de
0

t — T(t)v ser continua.
t
Portanto, ¢ / T(t — s)G(s,ug+ yg)ds é continua a direita.
0

Para provarmos a continuidade a esquerda, considere ¢t € (0,b]eh > 0,comt—h € (0, b].

Desse modo, temos

t t—h
H / T(t—s5)G(s,us+ys)ds — / T(t—h-s)G(s,us+ys)ds
0 0

t—h

< / IT( = 5) = T(t = h = )]G (5.7, + ys) | ds
0

+ [_h IT( = NG (s, + vo)llds

t—h
:/' N[T(t=s)=T(t—h—2s)]G(s, 0+ ys)|lds + MCah.
0

Pelo fato de (s, us+y;) € [0, b] X B,(y)[¢] paratodo s € [0,b] eu € S, pela hipétese (ii)
existe um compacto Uy tal que G (s, us + y;) € Uy, paratodo s € [0,¢], com ¢ € (0, b].

Assim, como X € um espaco de Banach, segue que Uy € totalmente limitado, ou seja,

£
dado € > 0 qualquer, tomando r = ——, existem x, x2, - - - , x, € U tais que
M
n
Uy C U B#(x;).
i=1

Além disso, sabemos que para todo x € X a funcdo # +— T (¢)x € uniformemente continua
em [0,b]. Em particular para cada i € {1,2,---,n}, t — T(t)x; € uniformemente
continuaem [0, b], logo, existe §; > Otal que, paratodo &, 7 € [0, b] comO < |£—7| < 6,
£

T (&)xi = T(7)xi]| < e
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Mais ainda, para x € U, existe x; € Uy de modo que x € Bz(x;), e assim, tomando
6 =min{&;,i = 1,2---,n}, temos, para todo &, 7 € [0, b] com 0 < |£ — 7| < 6, que

IT(&)x =T (0)xll < IT(E)x = T(E)xll + 1T (€)x; = T(7)x)]|
+ [T (7)x; = T(7)x|]

—~ £ —~
<M||x—xj||+E+M||xj—x||

ou seja, dado x € Up, e &, 7 € [0,h],com0 < |€ — 7| < 6~, temos

&

I7(€)x —T(r)xll < 5.

Agora, considere 6 = min {6~, ,,L}, desse modo, como G (s, u; + y,;) € Uy para todo
2

s €[0,2],se 0 < h < 8, entdo

&

IT(z=s)=T(t—h=$)]G(s,us+ys)ll < B

Assim,

t t—h
H/ T(t—-s5)G(s, ifs+ys)ds—/ T(t—h-s)G(s,us+ys)ds
0 0

t—h
< / [[T(t—s)—=T(t—h-15)]G(s,us+ys)||ds+ MCrh
0

2b

For ~
<b—+MCh
2b 2

8 —_—
< =+ MGy
> 2

=h _
</ —ds+ MCyh
0

E ~ E
< -+ MCy— =g,
2 2MCy

0 que garante a continuidade a esquerda da func@o.

Portanto, pelas etapas 1.1, 1.2, 1.3.(a), 1.3.(b), 1.4.(a) e 1.4.(b), concluimos que a fung¢io
I" estd bem definida e I'u € C([0, b], X) paratodo u € S.

Nosso préximo passo serd mostrar o item (/7), isto €, que I'(S) C S. Para isso, vamos
reescrever I' como a soma de duas aplicagdes: I'; e [, onde I'1, I, : S — C([0, b], X)

sdo definidas por



(Tu)(t) =T()F(0,¢) — F(t,u; +y;) — ./Ot AT (t — s)F (s, ug + yg)ds, t € [0, D],

(Tou)(t) = /Ot T(t—s5)G(s,us+ys)ds, t €[0,b].

an r(s) c s

Dado u € S, ja provamos que ['u € C([0, b], X).

Além disso, note que

(I'u)(0) = (I'1u) (0) + (T2u) (0) = F(0, ¢)

Desse modo, basta mostrarmos que ||[T'u(¢)|| < p, para todo ¢ € [0, b].
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- F(0,up+yo) = F(0,9) = F(0,0+¢) =0

Seja t € [0, b], observe, inicialmente, que, pela hipotese (i), as desigualdades (3.13) e
(3.14), e o Teorema 2.49,

I[(C1) (D] <

IT(D)F(0, ) =T F(t, y)ll + |IT()F (2, y) — F(2, y)l
/t AT (t — s)F (s, us + y5)ds
0

= [(=A)PT (1 [(-A)PF(0,¢) = (AP F (1, y)]ll
+[|(T(t) = DF (2, y)|
+ 1 (A PLU=APF (1, y,) = (AP F (.1 + y)] I+

t
+ / IABBT( = $)F (1, + yo) | ds
0

<N(=A)PUML0 = 1] + [lp = yilic) +7

+||F(t,y) = F(t,u; + y,)|| +

My_pC
A PIL(e = o]+ ly, - (u,+yf)||c>+/ T
(t=s)1-F
B
<NV PIML(B + 1) + 0+ (-4 FLp + FﬂTclb.

Também, usando a desigualdade (3.10), para ¢ € [0, b] obtemos

t t
[[(Tou) (D] < /0 IT(t = )G (s, us + ys)llds < /0 MCads < MCb.

Desse modo, por (3.15) concluimos que

ITu )]l

C\bB

B\ i - Mi-p i
< [(A)PIIML(b +n) +n + [[(-A) ||LP+T+MC219

Y, ~ CiM,_zbP
= (M(H(—A)-ﬂnucz)b +(1+][(-A)PIML)y + i)

B

+ L||(-A)P|Ip



< (1= N1=ADPIL)p +I1(=A)PlLp
= p,

para todo t € [0, b].

Portanto, ['u € S, para todo u € S.

(IIT) Por fim, mostremos que I" € um operador condensante.
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Para isso, provaremos que I'; € uma contra¢do e que I é completamente continua.

Faremos isso em 3 etapas.
Etapa III.1: I'; é uma contracao.

Sejamu,v € Set € [0,b]. Como i[l[_ 0]

lur = vellc = sup [u(r+6) —v(z+0)|l
0e[-r,0]

< sup [lu(s) —v(s)ll
s€[0,b]
= [l = V|le-

Desse modo,
|(Tu) (1) = (Twv) (@) = HT(I)F(O, @) — F(t,u; +y;)
- /t AT (t — s)F(s,us+ ys)ds — T(t)F(0, )
0

t
+ F(t,vi+y;) + / AT (t — s)F (s, vs + ys)ds
0

<A PNNAPF (@ + yi) = (APF (8,7, +y)|

t
+ / |AYPT (1 — ) APF (5,7, + y5) = F(s, i + y5)]|lds
< [[(-A) ﬁ||L||ut—vt||c+/ - )1 ﬁLnus Vlleds

<L(||( A) ﬁ||+/ l)fﬂds)nu—vnm
M

=
B
<L(||(—A>—ﬁ||+ 1}5” )nu—vnm.

M;_pbP
Assim, tomando K = L(||(—A)‘ﬁ|| M ), por (3.16) segue que 0 < K < 1.

v [r0] = 0, ;[I[O,b] =u eT/'| [0.p] = V- temos

Logo, [|[Tu-T1v|lw = sup ||[(Tu)(t)—(I'1v)(2)]| < K||lu—v||w, paraquaisqueru,v € S,

te[0,b]
ou seja, ['; € uma contragao.

Etapa II1.2: Mostremos que [, € continua em S.
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Para tanto, sejam (u,),cy uma sequénciaem S e u € S tal que ||u, — |l — 0 quando

n — oo. Queremos mostrar que ||T'u,, — 'u|lcc — 0, quando n — oo.

Observe que o conjunto {u,,u;n € N} é sequencialmente compacto, e assim compacto.

Além disso, considerando as extensdes de u, e u em [—r, 0], obtemos que o conjunto
Wi ={(s,us + y5), (s, (n)s + ys);n € N, s € [0, b]}

também é compacto.

Desse modo, como G € continua no compacto Wi, G é uniformemente continua em
W1, assim, para & > 0 dado, existe 6 > O tal que, para todo (s, ¢1), (s,¢2) € W}, com
|(s, ¢1) = (s, $2)|| < 6, temos

g

G (s, - G(s,
1G (s, 41) = G (s, h)l < i

Agora, como (u,),en converge para u, existe ng € N tal que, para todo n > ng e todo
s € [0,b],

(s, (n)s +ys) = (8, us + Y )|l = | (Un)s + ys — s = Yslle < llup — ullo < 6.

Logo, parat € [0, b] e n > ng, segue que

[ (Toun) (1) = (T2u) ()] < /0 17t = )G (s, (un)s + ys) + G (s, 15 + ys) llds

b _ ¢ e
</M —ds = —.
0 2Mb 2

Portanto, para todo n > ng, concluimos que

IT2un — Toulle = sup [[(Toup) (1) — (Iou) (1)[] < €,
te[0,b]

garantindo a continuidade de I';.
Etapa II1.3: Provemos que I; € um operador compacto.

Observe inicialmente que, como I>(S) c C([0, b], X) e S é limitado, basta mostrarmos
que I'; satisfaz as hipdteses do Teorema de Arzeld-Ascoli, ou seja, [2(S) = {Thu;u € S}
€ equicontinuo e I>(S)(¢) = {(Tou)(¢);u € S} é relativamente compacto em X, para
todo ¢ € [0, b].

Etapa I11.3.(a): Provemos que I;(S) € equicontinuo.
Para isso, sejam ¢t € (0,b], h > 0ee > 0com¢t+h € (0,b]. Tomemos 0 < & <

min {7, %}, temos
b+3MC,
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[(Tou) (2 + h) — (Tau) ()| =

t+h t
= ‘ / T(t+h—5)G(s,us+ys)ds — / T(t—s5)G(s,us+ys)ds
0 0

t—& 1-¢
< / T(t+h—s)G(s,L7s+ys)ds—/ T(t—s)G(s,ug+ yg)ds
0 0
t+h t
+ / T(t+h—15)G(s,us+ys)ds|| + / T(t—s)G(s,ug+ yg)ds
—& t—&
' t—¢&
< / T(t+h—-s+e—¢e)G(s,ug+ yg)ds
0

-
—/ T(t—s+e—e)G(s,ugy+ ys)ds
0

t

t+h
+ / Tt + = )G (s, T, + ys)llds + / IT(t = )G (5.7, + vo) s
t

—& t—¢&

t—¢&
< / [T(t+h—-s—¢e)-T(t—s5-¢)]|T(e)G(s,us+ ys)ds
0
t+h r_
+ MC»ds +/ MC»ds
t—¢& t—¢&

< / IT(+h—s— &) ~T(t - s - )IT()G(s, Ty + y,)llds
0

+MCy(h+¢&)+ MCse.

Observe agora que, como (s, us +y;) € [0,b] X B,(,)[¢] paratodo s € [0,b] eu € S,
pela hipétese (ii) existe um compacto U, tal que T(&)G(s,uy + ys) € U, para todo
s € [0, b].

— &
Assim, como X é um espago de Banach, U, € totalmente limitado, ou seja, dado r = i
M
existem x,xp, -+ ,x, € Ug tais que

U: C LnJ B;(x,-).
i=1

Além disso, sabemos que para todo x € X a funcdo ¢ — T'(¢)x € uniformemente continua
em [0,b]. Em particular, para cada i € {1,2,---,n}, t — T(t)x; € uniformemente

continuaem [0, b], logo, existe §; > Otal que, paratodoé, 7 € [0, b] comO < |£—7| < 6,

IT@)x = T(D)xll < 5.

Mais ainda, para x € U,, existe x; € X de modo que x € B7(x;), e assim, tomando
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6 =min{6;;i =1,2--- ,n}, paratodo &, 7 € [0,b] com 0 < |¢€ — 7| < &, temos que

I7()x = T(0)xll < IT(E)x = T(E)xjll + 1T (€)x; —T(7)x/]|
+ 1T (7)x; = T(7)x|]

~ &£ ~
< M||x — x| +§+M||xj —x||

isto ¢, dado x € U,, para todo &, 7 € [0,b] com 0 < |& — 7| < 8, |T(&)x — T(7)x]| < &.

Em particular, como T'(&)G (s, ug+ys) € Ug paratodo s € [0,¢],dado0 < h < min{s, &}

concluimos que

I[T(t+h—s—€)—T(t—-s—¢&)]T(e)G(s,us+yys)| < e.

Portanto,

I(Tou) (t + 1) — (Tou) (1) |

< /OH IT(t+h=s5-e) =T(t—s-e)]T(e)G(s,us +ys)llds
+MCy(h+&) + MCse

< /Ot_a eds+MCy(h+¢) + MCae

=g(t—&)+MCy(h+¢&)+ MCre
<é&b +3MC28

= (b+3MGCy)e

< (b+3MCy)—2——
b+3MC2

:g,

garantindo que I';(S) € equicontinuo a direita de t.

Mostremos agora que I';(S) € equicontinuo a esqueda de t.

Para tanto, sejam ¢ € (0, b], e £ > 0 dados e consideremos 0 < & < min {t, %}
b+3MC,
Assim,parah e RtalqueO0 < h <t—¢cet—h € (0,b], temos

(o) () = (Do) (1 = h)|| =

t t—h
=‘ / Tt - )G (s, T, + ys)ds — / Tt = h = $)G (s, T + y5)ds
0 0
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t

t—h—¢
/ T(t—e—5)T(e)G(s,us+ys)ds + / T(t—s)G(s,ug+ yg)ds
0 t—h—¢&

t—h—&
- / T(t—e—h—-5)T(e)G(s,us+ys)ds
0

—h
—/ T(t—h—-s)G(s,us+ys)ds
t—h—¢&

t—h—¢
</ IT(t—e—s)—T({t—e—h—-3s)]T(e)G(s,us+ yy)|ds
0
t t—h
+ / IT(t = )G (5., + ) | ds + / 1T = = )G (.7, + o) s

~h t—h—¢&

—&
t—h—¢
< / TG =& —8) = T(t — & — h— $)|T()G (5.7, + y,) | ds
0
t t-h
+ MCyds + MC»ds.

t—h—¢ t—h—-¢&

Ja vimos que, para ¢ > 0, T(e)G(s,u; + ys) € Ug, onde U, é um conjunto compacto.
Além disso, existe 5 > 0 tal que para todo &,7 € [0,h], com 0 < | — 7| < g,
IT(OIT ()G (s,us +ys)] = T(D[T(£)G(s,us + yo)lll < e.

Logo,se 0 < h < min{a £}, entdo
WT(t—e=s)=T(t-e—-h-95)]T(e)G(s,us +y5)ll <&
e portanto,

([ (o) () = (Tou) (2 = B)|| <

t—h—¢
</ I[T(t—e—-s)—T(t—e—h—1s5)]T(e)G(s,us+yy)|ds
0
—h —h
+ MCods + MCsds

t—h—¢

—h—¢
</ eds+MCr(h+¢e)+ MChe
0

—e(t—h—g)+MCy(h+&)+ MCae
<eb+ A7IC2(8+5) +A71C25

= (b+3MGCy)e

< (b +3MC)—2—
b-F3A4(b

=z,

garantindo que I';(S) € equicontinuo a esquerda de t.

Por fim, como o dominio das fun¢des em I';(S) € compacto [0, b], podemos concluir que
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I>(S) € equicontinuo. (ver Teorema A.17)

Etapa II1.3.(b): Mostremos que I>(S)(z) € relativamente compacto em X para todo
t €[0,b].

Dadost>0eu € S,seja0 < e < t.

Assim,

(Tou) (1) = /Ot T(t—s)G(s,us +ys)ds
= /t_8 T(t—e—5)T(e)G(s,ug+ yg)ds
0

t
+ / T(t—s5)G(s,us+ ys)ds.
t

—&

Pela hipétese (if), existe um conjunto U, C X compacto tal que T(&)G (s, us + y;) € U,
paratodou € Set € [0, b]. Mais ainda, como a funcio s — T(s)x € continua para todo

x € X fixo, concluimos que o conjunto
Ve ={T(s)w;s € [0,t —&g],w € Ug}

€ sequencialmente compacto e entdo, compacto.

Consideremos agora a envoltéria convexa de V., denotada por co(Vg). Como V. é

compacto, co(V,) também é compacto. Mais ainda, (f — €)co(V,) é compacto.

Além disso, pelo Teorema do valor médio para integrais, temos

/H T(t—&-9)T(e)G(s,us+ys)ds = (1 —&)T(t —& =T ()G (&, ug + ye),
0

para algum & € [0, — €].

Logo, segue que

/I—g T(t—e—-5)T(e)G(s,us+ys)ds € (t —€g)co(Vy),
0

paratodou € S.

Por outro lado, para todo u € S,

Assim, podemos afirmar que, para & suficientemente pequeno,

t
< / 1Tz = )G (s, us + ys)llds
t

—&

t
/ T(t—s)G(s,ugz+ yg)ds
t

—&

< MCzs.



106

(Tou) (1) = /t T(1 = 5)G(s,us +ys)ds € (t = &)co(Ve),
0
paratodou € S.

Dessa forma, a compacidade de (¢t — £)co(V,) nos garante que I'>(S)(z) é relativamente
compacto em X, para todo ¢ € [0, b].

Portanto, pelas etapas III13.(a) e III3.(b) e pelo Teorema de Arzeld-Ascoli, concluimos

que I'2(S) é relativamente compacto. Logo, I'; € compacta.

Assim, das etapas (/1) e (I11) obtemos que I'; é completamente continua e portanto,
I' =Ty + I'; é um operador condensante em S. Por fim, usando o Teorema do ponto fixo de
Sadovskii, existe v € S tal que v € o ponto fixo de I'.

Desse modo, definindo x : [-r, b] — X por x(¢) = v(¢) + y(¢), temos:
(i) x é continua em [0, b];

(i) x; =v; + y;, paratodo t € [0, b], e, em particular, xo = vo+ yo =0+ ¢ = ¢;
(iii) As fungdes s — AT (t — s)F(s,x5) e s — T(t — s)G(s,x,) sdo integraveis;
(iv) Parat € [0, b],

x(t) =v(t) + (1)

=v(0) +y(1)
= (TV)(1) + T (1) (0)

=T()F(0,¢) — F(1,v+y1) — /l AT (1 = 5)F(s,vs + ys)ds
0
+ /[ T(1=5)G(s,vs +ys)ds + T(1)¢(0)
0
=T()[e0)+ F(0,p)] - F(t,x;) — / AT(t — s)F(s,x,)ds
0

+./0 T(t—s5)G(s,xy)ds.

Portanto, x é uma solugao fraca para o problema (3.1) — (3.2) em [-r, b].

O resultado a seguir é uma variacdo do teorema anterior, onde, a hipétese (i7) é trocada

pelo fato de (7'(¢)),>0 ser um semigrupo compacto para t > 0 e a funcdo G levar um conjunto
limitado em um conjunto limitado.

Corolario 3.7. Seja ¢ € Q e assuma que a condicdo (i) do teorema anterior seja satisfeita. Se

o semigrupo (T (t));>0 é compacto parat > 0 e a funcdo G leva um conjunto limitado em um
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conjunto limitado, entdo existe uma solugdo fraca para o problema (3.1) — (3.2) em [-r, b],

para algum 0 < b < a.

Demonstracdo: Sejam b, € (0,a) e r(¢) > 0.

Assim, como o conjunto [0, by] X B,y [¢] € um conjunto limitado, segue por hipétese, que

{G(S’ ‘//);S € [0’ bgo] € '70 € Br(tp) [QD]}

também € limitado.

Além disso, como (7'(1));0 € um semigrupo compacto, o conjunto

{T(1)G(s,¢);5 € [0,by] ey € Br(y)l o]}

¢ relativamente compacto, para todo ¢ > 0.

Logo, para cada t € (0, b,], existe um compacto U, C X tal que T(¢)G(s,y) € U;, para
todo ¢ € B, [p] es € [0,b,].

Desse modo, obtemos as hipéteses do Teorema 3.6, com excecdo de G(s,y) pertencer
a um compacto Uy, quando s € [0,b,] € ¥ € B,,[¢]. Porém, se procedermos como
na demonstracdo do Teorema 3.6, veremos que para obter a estimativa (3.10) basta que
{G(s,¥); (s,¢) € [0,b,] X By)le]} seja limitado, o que ocorre pelo fato de G levar
conjunto limitado em conjunto limitado. Além disso, como s — G(s,uy + y) é continua
{G(s,us+ys);s € [0,b,]} é compacto e assim, as estimativas feitas no Teorema 3.6 continuam
vélidas.

Portanto, o Teorema 3.6 nos garante que existe uma solugao fraca para o problema (3.1) —
(3.2) definidaem [—-r,b] com 0 < b < a.

A seguir apresentaremos outro resultado de existéncia de solugdo fraca para (3.1) — (3.2),

usando o Teorema do ponto fixo de Banach.

Teorema 3.8. Assuma que a condicdo (i) do Teorema 3.6 é satisfeita. Se G é continua e existe
N > 0 tal que

1G(2,¢) =G, )|l < Nll¢p = ¥llc,

paratodo 0 <t < ae ¢,y € C, entdo, para cada ¢ € Q, existe uma uma unica solugdo fraca

do problema (3.1) — (3.2) em [-r, b], para algum b > 0.

Demonstracao: Primeiramente, vamos definir algumas limitacdes.
Sejam b, € (0,a) e r(¢) = b,. Procedendo como na demonstragdo do Teorema 3.6 temos

que existe uma constante C; > 0 tal que
I(=APF(t,p)|l < Ci,

paratodoz € [0,b,] e todo ¥ € By, [¢].
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Além disso, como a fungdo ¢t — G (¢, ¢) € continua no compacto [0, b,], segue que G (-, ¢)

¢ limitada em [0, b,] e assim,
G, VI < IG(1,¢) = G, )| + G (2, )|
SNy —elle + max [[G(z, ¢)
te[0,b,]
< Nb, + G(t,
ot max GG
= (C, (3.17)

paratodot € [0,b,] e todo ¥ € By, [¢], onde C; = Nb, + r[r(l)ag(] |G (2, p)]I.
t€[0,by
Sejay : [-r,a] — X afuncdo dada por

_ QD(I), - <
Y= { T(H)e(0), 0<1

t <0,
< a.
Desse modo, a fungdo ¢t — y, € uniformemente continua em [0, a], como visto na demons-

tracdo do Teorema 3.6.

b
Assim, para & = 750 > 0, existe 6; > 0 tal que, parat € [0, ],

b
ly: = ¢llc < 7‘0

b
Para facilitar a nota¢do, chamaremos p = .
Agora, procedendo de maneira semelhante ao que foi feito no inicio da demonstracdo do
Teorema 3.6, para > 0 suficientemente pequeno, existe 0 < b < by, tal que, parat € [0, b] as

desigualdes a seguir sdo satisfeitas:

IT (@) F(t,y:) = F(&, yo)ll <, (3.18)

My_gbP

~ _ R~ C _
M(I(-A)PIIL+ Co)b + (1 + |[(-A) P|ML)n + — — < (-4 FIL)p, (3.19)

_ My_gLbP  _
|(-A) ﬁ||L+T+MNb < 1. (3.20)
Consideremos o conjunto
§={ueC([0,b],X);u(0) =0, lu(®)|l < p,t € [0,b]},

munido danorma |u||e = sup;e(q p; [l(2)]|. Temos que S C X € um espago de Banach, limitado,
fechado e convexo.

Além disso, para u € S dado, consideremos a extensdo u de u para o intervalo [—r, b], dada
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da seguinte forma

0, —r < 0,
i(t) = { :
t

<
u(t), 0<t<b

Desse modo, como ja visto anteriormente, a fungéo ¢ — u; é continua em [—r, b].
Definal' : § — C([O0, b], X) por

Tu(t) =T(t)F(0,¢) — F(t,u; +y;) — /Ot AT (t — s)F (s, ug + yg)ds

t
+/ T(t—5)G(s,us+ys)ds, 0 <t <b.
0

Observe que I' =I'; +I';, com I'; e I'; definidas na demonstragao do Teorema 3.6.

Desse modo, podemos afirmar que:

(i) Seu € S, entdo u; +y; € B,(,)[¢] paratodot € [0, b].

(ii) A funcdo I' estd bem definida.

De fato, como as hipéteses sobre a fun¢do F continuam as mesmas que no Teorema 3.6,

I'; esta bem definida.
Mostremos, entdo, que I estd bem definida.

Primeiramente, note que a continuidade das funcdes G e t — u; + y;, bem como o fato
de (T'(z));eA (a)u{oy S€r um semigrupo analitico, garantem que s — T'(t — 5)G (s, Uy + y;)
é continua em [0, 7] e entdo, mensurdvel. Além disso, visto que u; + y; € B,(,)[¢] para
todo r € [0, b], de (3.17), concluimos que

t t
/ IT(t = s)G(s,us+ ys)|lds < / MCyds = MCyt < MCob < +00,
0 0
ou seja, pelo Teorema de Bochner, s — T'(t — 5)G (s, ug + y,) € integravel em [0, z], para
todo r € [0, b].

t
Observe ainda que a fungéo ¢ — / T(t - 5s)G(s,us+ ys)ds é continua em [0, b].
0

Com efeito, dado 7 € [0, b], sejah > O tal que t + h € [0, b], assim

t

t+h
/ T(t+h-1s5)G(s, ﬁs+ys)ds—/ T(t—s5)G(s,us+ys)ds
0 0

t t+h
/ TNT(t = )G (s, 7, + y5)ds + / T(t+h = $)G (s, Ty + y,)ds
0 t

t
_ / Tt - )G (s, Ty +v,)ds
0
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<

(T(h)-1) /Ot T(t—s)G(s,ug+ yg)ds

t+h
+/‘|W0+h—ﬂWG@ﬁﬁWQWS
t

<

t+h
+ / MCzdS
t

+MC2h.

(T(h)-1) /Ot T(t—s)G(s,ug+ yg)ds

=WTm)—D[TTU—@G@J%+mﬁh

Desse modo,

lim

t+h t
Jim / T(t+h-s)G(s, itvs+ys)ds—/ T(t—s)G(s,ug+ yg)ds
—0% [ Jo 0

+MCyh =0,

t
<P%(NM—D/7W—9G@%+hMS
—0* 0

t
pois, tomando v = / T(t—s)G(s,us +ys)ds € X, usamos o fato da fucdo r — T(t)v
0

ser continua.
t
Portanto, ¢ + / T(t —s)G(s,ug+ yg)ds é continua a direita.
0

Para mostrarmos a continuidade a esquerda, considere ¢t € (0,b] e € > 0.

—_~ t—&
Tomemos ¢ tal que 0 < & < min {t, f } Desse modo, a fung¢do 7 +— T(7) / T(t—
0

4MC,
s —&)G(s,s + ys)ds € uniformemente continua em [0, b], isto é, existe 6; > O tal que,

paratodo 7,& € [0,b] com 0 < |t — &| < 61, temos

g
< =.
2

H[T(T) —T(g)]/o U T(t=s—8)G(s.5+y,)ds

Logo, parah € Rtalquet —h € (0,b] e 0 < h < §, onde 6 = min{d1, £}, obtemos

t t—h
H/ T(t—s)G(s,i[s+ys)ds—/ T(t—h—-2s)G(s,ug+ yg)ds
0 0

t—& t—h
= H/ T(t-s)G(s, st+ys)ds+/ T(t—s)G(s,ug+ yg)ds
0 t

—&

t t—¢&
+/ T(t—s)G(s,ﬁs+ys)ds—/ T(t—h—-s)G(s,us+ys)ds
t—h 0

t—h
—/ T(t—h—-s)G(s,us+ys)ds
t

—&

<

[T(e) —T(e - h)] /Ot_‘9 T(t—s—e)G(s,s+y5)ds

t

t—h
+/ nnwwwmmﬂﬁ%Mﬁ+/'mw—wmea+hm&
t

-& t—h
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1T (2 = h = )G (s, s + ys) | ds
MCz(s - h) + MCzh
+ MCy(2& — h)

2MC28 +

-

+
Nlmzwlmmlmsl\
® T
L

Nlmz
R M)
I

garantindo a continuidade a esquerda.

Portanto, I'; estd bem definida e entdo, I" estd bem definida.

(iii) T'(S) c S, da mesma forma como visto na demonstra¢do do Teorema 3.6.

Por fim, para usarmos o Teorema do ponto fixo de Banach, mostremos que I" ¢ uma contragao.

Para tanto, sejam u,v € Set € [0, b]. Entdo, como
lur —villc = sup |lu(z+6) —v(z+0)
6e[-r,0]

< [lu = vlleo, V2 € [0, D],

obtemos,

() (1) = (Tv) ()] = HT(t)F(O, @) — F(t,ur +y;) - /O AT (1 = $)F (s, us + y;)ds

+ /[ T(t—5)G(s,us+ys)ds —T(t)F(0,¢) + F(t,v; + y;)
0

t t
+/ AT(t—s)F(s,Vs+ys)ds—/ T(t—s5)G(s,Vs+ ys)ds
0 0

<NF(tu+y) = F(6, v+ 1)l
t

AT (t — s)[F(s,us+ys) — F(s,vs+ ys)]ds
0

t

T(t—s)[G(s,us+ys) — G(s,vs +yg)]ds
0

< N=A)PNNAPF (i + y0) = (APF (8,7, + )|

+ /0 1(=A) Tt = ) [(~AVPF (5., + y5) = (AP (.7, + y5)] |ds
+ / IT( = $)[G (5.7 + v) — G 5.7 + yo)]l1ds
<A PILIE - Tlo+ [ L~ Tleds

+ / MN||its - Vs||cds
0
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B L Mg r_
< {1(=4) ||L+/ —1—,6Lds+/ MNds |||u = v]|eo
o (t—s) 0

g, MigLbP
<AV PUL + ——5—+ MNb |l = V|

My_gLbP  _
Assim, tomando K = [||(=A)7B||L + T + MNb], por (3.20) segue que 0 < K < 1.

Logo, |[Tu —Tv|lw = sup ||[(Tu)(z) — (I'v)(#)|| < K||lu —v||~, paratodo u,v € S, isto é, I’
t€[0,b]
€ uma contra¢ao em S.

Assim, o Teorema do ponto fixo de Banach nos garante que, existe um tnico u € S tal que
I'u = u.

Portanto, se tomarmos x : [—r, b] — X definida por x(z) = u(t) + y(¢) e procedermos como
no final da demonstragdo do Teorema 3.6, podemos garantir que x é uma solucao fraca para o

problema (3.1) — (3.2). Além disso, a unicidade do ponto fixo u garante a unicidade de x.
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APENDICE A - Resultados auxiliares

Teorema A.l. (Teorema do ponto fixo de Banach). Sejam X um espaco métrico completo e

T : X — X um contra¢do em X. Entdo T tem um unico ponto fixo.
Demonstracao. (16, Theorem 5.1-2, p. 300).

Teorema A.2. (Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue). Seja ( f,,),en uma sequén-
cia de fungoes integrdveis convergindo, em quase todo ponto, para uma fungdo real mensuravel

f- Se existir uma fungdo g tal que | f,| < g para todo n, entdo f é integravel e
[ rau=jim [ fudu
n—oo

Demonstracao. (17, Theorem 5.6, p. 44).

Lema A.3. (Lema de Dini). Se f : (a,b) — X é continua em (a, b) e admite uma derivada a

direita, f|, continua em (a, b), entdo f é continuamente diferencidvel em (a, b).
Demonstracao. (13, Lema A.3.2, p. 149).
Consideremos que R seja uma regiao do plano complexo C.

Teorema A.4. (Teorema de Cauchy). Seja y uma curva fechada e retificavel em R, a qual é

homotopica a uma curva constante. Se f é uma fungdo analitica em R, entdo
/ f()da=0.
Y

Demonstracao. (18, Theorem 4.9, p. 85).

Teorema A.S. (Formula integral de Cauchy). Se f : R — C é uma funcdo analitica em R e
v € uma curva fechada retificavel em R tal que y é homotopica a uma curva constante entdo,

para Ay no interior de R, temos

[
F0) = 5 /7 L2

Demonstracao. (18, Theorem 6.1, p. 91).

Teorema A.6. Sejam f : R — C uma fungdo analitica em R e y uma curva fechada retificdvel
em R tal que 'y é homotopica a uma curva constante entdo, para Ay no interior de R, temos

oW

P (0) = 5=
27i Jy, (A = Ag)™H!

dA, paran € N.

Demonstracao. (18, Theorem 6.2, p. 92).
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Teorema A.7. (Teorema dos residuos). Sejam f : R — C analitica em R exceto pelas
singularidades isoladas ay, a», - - - ,a, e y uma curva a qual ndo passa por qualquer uma das
singularidades a;, i = 1,--- ,n. Se y é uma curva fechada e retificavel em R, e é homotopica a

uma curva constante, entdo

1 n
— A)dA = R L a;),
st | 7(0d =) Res(f < a)
=1
onde Res(f : a;) denota o residuo de f em a; (que é o coeficiente da poténcia —1 na expansdo
em série de Laurent de f em torno de a;).
Demonstracao. (18, Theorem 2.2, p. 108).

Definicao A.8. Denotamos por Q() o conjunto de todos os & para os quais o conjunto €

possui e-rede finita. A medida de ndo compacidade do conjunto € é o valor

X (Q) =inf O(Q).

Definicao A.9. Sejam E e E| espacos de Banach. Dizemos que o operadorT : E — E| é um
operador condensante se T é continuo e para todo conjunto limitado e ndo compacto Q C E

a desigualdade abaixo é satisfeita

X[T(Q)] < x(€).

Observacao A.10. Operadores completamente continuos, contragdes e também a soma desses

operadores sao operadores condensantes (ver (19)).

Teorema A.11. (Teorema do ponto fixo de Sadovskii). Sejam T um operador condensante e
B um subconjunto convexo, fechado e limitado de X. Se T(B) C B entdo existe pelo menos um

ponto fixo de T.
Demonstracao. (19).

Teorema A.12. (Arzela-Ascoli). Sejam Y um espaco métrico, X um espago qualquer e F C

C(X,Y). Assuma que as seguintes condicdes sdo satisfeitas:
(i) F é equicontinuo em Y.

(it) {f(y); f € F} é compacto paratodoy €Y.
Entdo F é compacto.

Demonstragdo. (20, Theorem 6.4, p. 267).

Proposicao A.13. Seja X um espaco de Banach. Se A € L(X) e ||A|| < 1 entdo I — A é

inversivel.
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(o)

7z

Demonstracao: Como f(A) = Z A" é um operador linear limitado em X e A comuta

n=0
com suas poténcias, obtemos pela série de poténcias que

(I-A)f(A) =fAU-A) =1,
Portanto, (I — A) é inversivel e f(A) = (I — A)~\.
|

Corolario A.14. Sejam X um espaco de Banach e G € L(X), com ||G|| < 1. Entdo, I — G tem
inversa limitada, isto é, (I — G) e L(X).

Demonstracao: Esse resultado é um caso particular da Proposicao A.13.
|

Definicao A.15. Sejam x,y € C, cujas partes reais sdo positivamos. A fung¢do Beta é a funcdo
definida pela integral

0 Sx—l
B = -
) /0 T

Teorema A.16. (Teorema de Bochner) Uma condicdo necessdria e suficiente para que x(o) €

U C X seja integravel é que x (o) seja fortemente mensuravel e | ||x(o)||dm < oo.
U

Demonstracao: (21, Theorem 3.4.7, p. 80).

Teorema A.17. Equicontinuidade pontual implica em equicontinuidade uniforme se X é com-

pacto.

Demonstracao: (22, Theorem 4.36, p. 261).



