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RESUMO

Neste trabalho desenvolvemos alguns conceitos e resultados da Teoria de semigrupos de ope-
radores lineares limitados para então, aplicá-los no estudo de existência de solução para uma
classe de equações diferenciais funcionais do tipo neutro, com retardo finito, que podem ser
escritas na seguinte forma abstrata

3

3G
[G(C) + � (C, GC)] = �G(C) + � (C, GC), C ∈ [0, 0),

onde � é o gerador infinitesimal de um semigrupo analítico de operadores lineares limitados
em um espaço de Banach, o retardo GC ∈ � ( [−A, 0], -) e as funções � e� satisfazem condições
apropriadas.

Palavras−chave: Semigrupos analíticos. Equações diferenciais neutras. Existência de solução.



ABSTRACT

In this workwe developed some concepts and results from the Theory of Semigroups of bounded
linear operators and we applied them in the study of existence of solutions for a class of neutral
functional differential equations witer bounded delay that can be described in an abstract form
by

3

3G
[G(C) + � (C, GC)] = �G(C) + � (C, GC), C ∈ [0, 0),

where � is the infinitesimal generator of an analytic semigroup of bounded linear operators in
a Banach space, the history GC ∈ � ( [−A, 0], -) and the functions � and � satisfy appropriate
conditions.

Keywords: Analytic semigroups. Neutral differential equations. Existence of solutions.
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1 INTRODUÇÃO

Os primeiros resultados da teoria de semigrupos de operadores lineares limitados surgiram
na primeira metade do século passado no estudo de equações diferenciais, tendo como ponto
central o Teorema de geração de Hille-Yosida, publicado em 1948, que caracteriza o gerador
infinitesimal de um semigrupo fortemente contínuo de contrações. Este resultado foi obtido
simultaneamente por Hille e Yosida, cada um construindo o semigrupo a partir de um dado
operador � de maneira distinta. Este teorema marcou o avanço da teoria de semigrupos e tem
sido seu foco desde então.

Posteriormente, podemos dizer que esta teoria assumiu seu primeiro ápice com a edição
de 1957 do livro "Semigroups and functional analysis"de E. Hille e R. S. Phillips, estando já
bem consolidada nos anos 70 e 80, graças aos esforços de muitas escolas diferentes e de nomes
como Davis, Goldstein, Pazy, entre outros.

Hoje a situação é caracterizada por múltiplas aplicações desta teoria não apenas às áreas
tradicionais, como equações diferenciais parciais ou processos estocásticos, mas se tornou
uma importante ferramenta para as equações integro-diferenciais e as equações diferenciais
funcionais, na mecânica quântica ou na teoria de controle infinito-dimensional. A teoria de
semigrupos também é aplicada com grande sucesso às equações concretas, como por exemplo,
em dinâmica de populações ou teoria do transporte.

Nosso objetivo neste trabalho é desenvolver parte da teoria de semigrupos de operadores
lineares limitados em espaços de Banach para então, usá-la com ferramenta no estudo de
existência de soluções fracas para equações diferenciais funcionais abstratas do tipo neutro com
retardo finito.

A escolha de uma equação do tipo neutro se deve ao grande número de trabalhos existentes
na literatura sobre o assunto, como por exemplo, (1), (2), (3) e (4) que tratam de equações
diferenciais ordinárias do tipo neutro, cujas aplicações chegam na Biologia e em processos de
Engenharia, e (5), (6), (7), (8), (9), (10) e (11) para equações diferenciais parciais e equações
diferenciais funcionais abstratas.

Além disso, se comparado ao problema de Cauchy, o problema neutro requer muito mais
cuidado e atenção, incluindo o uso de outras ferramentas, como por exemplo, as potências fra-
cionárias, e o aparecimento de um operador linear, não necessariamente limitado, na expressão
que define a solução fraca do problema.

Já o fato de considerarmos que a equação possui retardo nos permite tratar de uma classe
de equações abstratas que podem modelar, por exemplo, a equação do calor em espaços com
memória.

Desse modo, dividimos este texto em três capítulos: sendo este o primeiro, o segundo
dedicado à teoria de semigrupos de operadores lineares limitados e baseado nos livros (12),
(13) e (14). O terceiro, baseado no artigo (15), referente ao estudo de existência de solução
fraca para uma classe de equações diferenciais do tipo neutro, com retardo finito, que podem
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ser descritas na forma

3

3G
[G(C) + � (C, GC)] = �G(C) + � (C, GC), C ∈ [0, 0), (1.1)

G(0) = i ∈ Ω, (1.2)

onde � é o gerador infinitesimal de um semigrupo analítico de operadores lineares limitados
em um espaço de Banach, Ω ⊂ � ( [−A, 0], -) é um aberto, o retardo GC ∈ � ( [−A, 0], -) e as
funções � e � satisfazem condições apropriadas.

O Capítulo 2 está dividido em seis seções. Na primeira seção introduzimos o conceito
de semigrupos de operadores lineares limitados e consideramos, em particular, os semigrupos
uniformemente contínuos, bem como um resultado que relaciona um semigrupo deste tipo com
o fato de seu gerador infinitesimal ser um operador linear limitado. Na Seção 2.2, descrevemos
as propriedades dos semigrupos fortemente contínuos, muitas das quais serão utilizadas no
Capítulo 3. Já na seção seguinte, apresentamos o clássico Teorema de Hille-Yosida, que
caracteriza o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente contínuo. A Seção 2.4 trata
brevemente de duas classes especiais de semigrupos: os semigrupos compactos e os semigrupos
diferenciáveis. Na sequência, temos uma seção dedicada aos semigrupos analíticos, que farão
parte das hipóteses assumidas para a equação neutra. Por fim, na Seção 2.6 definimos e
analisamos as principais propriedades das potências fracionárias de um operador linear fechado
e densamente definido. Esta ferramenta será fortemente usada no próximo capítulo.

O terceiro capítulo é dedicado ao estudo de existência de solução fraca para a equação
diferencial funcional do tipo neutro (1.1) − (1.2). Nesta parte do trabalho, apresentamos os
conceitos de solução clássica e fraca para (1.1) − (1.2) e provamos três resultados que garantem
a existência de uma solução fraca para esta equação.

O primeiro deles é demonstrado usando o Teorema do ponto fixo de Sadovskii e garante
apenas a existência de uma solução. O segundo resultado é um corolário do primeiro onde
trocamos uma hipótese de compacidade pelo fato do semigrupo ser compacto. Já no último
teorema, usamos o Teorema do ponto fixo de Banach para garantir a existência e a unicidade
de solução para (1.1) − (1.2). Este trabalho conta ainda com apêndice onde enunciamos os
principais resultados que são utilizados no decorrer dos capítulos.
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2 SEMIGRUPOS DE OPERADORES LINEARES LIMITADOS

Neste capítulo, vamos introduzir o conceito de semigrupo de operadores lineares limitados
e apresentar algumas de suas propriedades. Essa teoria será utilizada para estudar a existência
de solução para uma classe de equações diferenciais funcionais neutras com retardo.

Ao longo deste capítulo iremos considerar que X é um espaço de Banach com a norma ‖ · ‖
e L(-,. ) é o espaço das transformações lineares limitadas de X em Y, no caso em que - = .
usaremos a notação L(-).

2.1 Semigrupos uniformemente contínuos

Nessa seção, introduziremos o conceito de semigrupo uniformemente contínuo, apresenta-
remos sua relação com seu gerador infinitesimal e algumas de suas propriedades.

Definição 2.1. Uma família a um parâmetro () (C))C>0 de operadores lineares limitados em
L(-) é um semigrupo se:

(i) ) (0) = �, onde I é o operador identidade em X;

(ii) ) (C + B) = ) (C)) (B), para todo C, B ∈ [0, +∞).

Definição 2.2. Dizemos que um semigrupo () (C))C>0 de operadores lineares limitados emL(-)
é uniformemente contínuo se

lim
C→0+
‖) (C) − � ‖ = 0,

isto é, a função C ↦→ ) (C) é contínua em C = 0.

Observação 2.3. Seja () (C))C>0 um semigrupo uniformemente contínuo, a propriedade (88) da
Definição 2.1 nos garante que a função C ↦→ ) (C) é contínua à direita em [0, +∞).

De fato, dados C ∈ [0, +∞) e ℎ > 0, temos

lim
ℎ→0+

‖) (C + ℎ) − ) (C)‖ = lim
ℎ→0+

‖) (C)) (ℎ) − ) (C)‖

= lim
ℎ→0+

‖) (C) () (ℎ) − �)‖

6 ‖) (C)‖ lim
ℎ→0+

‖) (ℎ) − � ‖ = 0.

A continuidade à esquerda da fução C ↦→ ) (C) também é valida, fato que provaremos mais
adiante.

Definição 2.4. O operador � : D(�) ⊂ - → - definido por

�G = lim
C→0+

) (C)G − G
C

,



12

onde G ∈ D(�) =
{
G ∈ -; lim

C→0+
) (C)G − G

C
existe

}
, é chamado de gerador infinitesimal do

semigrupo () (C))C>0 de operadores lineares limitados.

A seguir observamos algumas propriedades que o conjunto D(�) satisfaz.

(1) O conjunto D(�) não é vazio, pois 0 ∈ D(�).

(2) D(�) é um subespaço vetorial de X.

(3) Fixado G ∈ D(�), considere a função 5 : [0, +∞) → - dada por 5 (C) = ) (C)G. Então,

�G = lim
C→0+

) (C)G − G
C

= lim
C→0+

5 (C) − 5 (0)
C

= 5 ′+(0),

onde 5 ′+ representa a derivada de 5 à direita, ou seja,

�G =
3

3C
) (C)G

����
C=0
,∀G ∈ D(�).

O teorema a seguir nos fornece uma condição necessaria e suficiente para que um operador
linar � seja gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente contínuo.

Teorema 2.5. Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente
contínuo se, e somente se, A é um operador limitado.

Demostração: Seja A um operador limitado em X e considere a família () (C))C>0 dada por

) (C) = 4C� =
∞∑
==0

(C�)=
=!

= � + C� + C
2�2

2!
+ · · · , para todo C > 0.

Mostremos que () (C))C>0 é um semigrupo de operadores lineares limitados uniformemente
contínuo, com gerador infinitesimal igual a A.

Primeiramente, observe que ) (C) está bem definido para todo C ∈ [0, +∞).
De fato, para C ∈ [0, +∞) temos



 =∑

9=0

(C�) 9
9!





 6 =∑
9=0

‖C�‖ 9
9!

=

=∑
9=0

C 9 ‖� 9 ‖
9!
6
∞∑
9=0

C 9 ‖�‖ 9
9!

= 4C‖�‖ , ∀= > 0.

Portanto, 



 ∞∑
==0

(C�)=
=!





 = 



 lim
=→∞

=∑
9=0

(C�) 9
9!





 6 4C‖�‖ < +∞.
Agora, observe também que ) (C) ∈ L(-), para todo C ∈ [0, +∞).

Para tanto, consideremos B: =
:∑
==0

C=�=

=!
, com : ∈ N. Assim, como

C=

=!
∈ R e � ∈ L(-),

segue que B: ∈ L(-), para todo : ∈ N.
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Além disso, dados <, : ∈ N, com : 6 <, temos

‖B< − B: ‖ =




 <∑
==:+1

C=�=

=!





 6 <∑
==:+1

C=‖�‖=
=!

.

Desse modo, como
∞∑
==0

C=‖�‖=
=!

= 4C‖�‖ , temos que para Y > 0 dado, existe =0 ∈ N tal que

∞∑
===0+1

C=‖�‖=
=!

< Y.

Logo, para :, < > =0,

‖B< − B: ‖ 6
∞∑

==:+1

C=‖�‖=
=!

6
∞∑

===0+1

C=‖�‖=
=!

< Y,

o que nos garante que (B: ):∈N é uma sequência de Cauchy em L(-).
Mais ainda, como X é um espaço de Banach, segue que L(-) também é um espaço de

Banach, e assim, a sequência (B: ):∈N é convergente e

lim
:→∞

B: =

∞∑
==0

(C�)=
=!

= ) (C) ∈ L(-).

Vejamos também que () (C))C>0 é um semigrupo uniformemente contínuo.
Para isso, observe que:

(i) ) (0) = �;

(ii) Dados C, B ∈ [0, +∞),

) (C + B) =
∞∑
==0
(C + B)= �

=

=!

=

∞∑
==0

[( =∑
:=0

=!
:!(= − :)! C

: B=−:
)
�=

=!

]
=

∞∑
==0

[( =∑
:=0

C: B=−:

:!(= − :)!

)
�=

]
=

∞∑
==0

( =∑
:=0

C:�:

:!
B=−:�=−:

(= − :)!

)
=

( ∞∑
==0

(C�)=
=!

) ( ∞∑
:=0

(B�):
:!

)
= ) (C)) (B),

o que garante que () (C))C>0 é um semigrupo.
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(iii) Dado C > 0, segue que

‖) (C) − � ‖ =




 ∞∑
==1

(C�)=
=!





 = 



C� ∞∑
==1

(C�)=−1

=!






6 C‖�‖

( ∞∑
==1

C=−1‖�‖=−1

(= − 1)!

)
= C‖�‖

( ∞∑
==0

C=‖�‖=
=!

)
= C‖�‖4C‖�‖

e então,

lim
C→0+
‖) (C) − � ‖ 6 lim

C→0+
C‖�‖4C‖�‖ = 0,

implicando que () (C))C>0 é uniformemente contínuo.
Para finalizarmos, basta mostrar que A é o gerador infinitesimal de () (C))C>0.
Para tanto, note que, para todo C > 0,

) (C) − �
C

− � = 1
C

( ∞∑
==1

C=�=

=!

)
− � = �

( ∞∑
==1

C=−1�=−1

=!

)
− �

= �

[( ∞∑
==0

C=�=

(= + 1)!

)
− �

]
= �

( ∞∑
==1

C=�=

(= + 1)!

)
.

Desse modo, 



) (C) − �C
− �





 6 ‖�‖ ( ∞∑
==1

C=‖�‖=
=!

)
= ‖�‖

( ∞∑
==0

C=‖�‖=
=!

− 1
)

= ‖�‖(4C‖�‖ − 1),

e assim,

lim
C→0+





) (C) − �C
− �





 6 lim
C→0+
‖�‖(4C‖�‖ − 1) = 0.

Consequentemente,

lim
C→0+

) (C) − �
C

= �,

isto é, A é o gerador infinitesimal de () (C))C>0.
Reciprocamente, suponhamos que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo uniforme-

mente contínuo e mostremos que A é um operador linear limitado.
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Para isso, como () (C))C>0 é um semigrupo uniformemente contínuo, dado Y > 0, existe
XY > 0 tal que, para todo 0 < C < XY, temos

‖) (C) − � ‖ < Y.

Assim, para 0 < C < XY segue que



1
C

∫ C

0
) (B)3B − �





 = 



1
C

∫ C

0
) (B)3B − 1

C

∫ C

0
�3B





 6 1
C

∫ C

0
‖) (B) − � ‖3B 6 Y.

Em particular, para Y < 1, existe X1 > 0 tal que



1
d

∫ d

0
) (C)3B − �





 < 1,

para algum d fixo, com 0 < d < X1.

Pelo Corolário �.14, segue que
1
d

∫ d

0
) (B)3B é inversível e

(
1
d

∫ d

0
) (B)3B

)−1
∈ L(-).

Mais ainda, como d ∈ R,
( ∫ d

0
) (B)3B

)−1
∈ L(-).

Desse modo, para mostrar que A é limitado, basta provarmos que

� = () (d) − �)
(
1
d

∫ d

0
) (B)3B

)−1
.

Para tanto, observe que, para 0 < ℎ < d,(
) (ℎ) − �

ℎ

) ( ∫ d

0
) (B)3B

)
=

1
ℎ

( ∫ d

0
) (ℎ + B)3B −

∫ d

0
) (B)3B

)
=

1
ℎ

( ∫ d+ℎ

ℎ

) (B)3B −
∫ d

0
) (B)3B

)
=

1
ℎ

( ∫ d+ℎ

d

) (B)3B −
∫ ℎ

0
) (B)3B

)
.

Logo, lim
ℎ→0+

(
) (ℎ) − �

ℎ

) ( ∫ d

0
) (B)3B

)
= lim
ℎ→0+

1
ℎ

( ∫ d+ℎ

d

) (B)3B −
∫ ℎ

0
) (B)3B

)
.

A seguir, iremos calcular os limites acima separadamente.

(i) lim
ℎ→0+

1
ℎ

∫ ℎ

0
) (B)3B = � .

De fato, temos que



1
ℎ

∫ ℎ

0
) (B)3B − �





 = 



1
ℎ

∫ ℎ

0
) (B)3B − 1

ℎ

∫ ℎ

0
�3B





 6 1
ℎ

∫ ℎ

0
‖) (B) − � ‖3B.

Agora, como () (C))C>0 é um semigrupo uniformemente contínuo, dado Y > 0, existe
XY > 0, tal que para 0 < ℎ < XY,
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1
ℎ

∫ ℎ

0
) (B)3B − �





 6 1
ℎ

∫ ℎ

0
‖) (B) − � ‖ 6 1

ℎ

∫ ℎ

0
Y = Y,

ou seja, lim
ℎ→0+

1
ℎ

∫ ℎ

0
) (B)3B = � .

(ii) lim
ℎ→0+

1
ℎ

∫ d+ℎ

d

) (B)3B = ) (d).

Com efeito, usando o limite em (8), obtemos

lim
ℎ→0+

1
ℎ

∫ d+ℎ

d

) (B)3B = lim
ℎ→0+

1
ℎ

∫ ℎ

0
) (d)) (B)3B

= ) (d)
(

lim
C→0+

1
ℎ

∫ ℎ

0
) (B)3B

)
= ) (d).

Logo, por (8) e (88) temos que

lim
ℎ→0+

(
) (ℎ) − �

ℎ

) ( ∫ d

0
) (B)3B

)
= ) (d) − �,

e assim,

�

( ∫ d

0
) (B)3B

)
= lim
ℎ→0+

) (ℎ) − �
ℎ

( ∫ d

0
) (B)3B

)
= ) (d) − � .

Portanto, � = () (d) − �)
( ∫ d

0
) (B)3B

)−1
∈ L(-), ou seja, A é limitado.

�

Proposição 2.6. Se () (C))C>0 é um semigrupo uniformemente contínuo, então a função C ↦→ ) (C)
é contínua em [0, +∞).

Demonstração: Pela Observação 2.3 a função C ↦→ ) (C) é contínua à direita em [0, +∞).
Mostremos então a continuidade à esquerda.

Para tanto, observe inicialmente que ‖) (B)‖ é limitado em [0, C + 1] para todo C > 0.
De fato, como () (C))C>0 é um semigrupo uniformemente contínuo, dado Y = 1 existe X > 0

tal que, para todo B ∈ [0, X], ‖) (B) − � ‖ < 1.
Desse modo,

‖) (B)‖ 6 ‖) (B) − � ‖ + ‖� ‖ < 2.

Agora, seja =, o primeiro número natural tal que C + 1 < =X.
Assim, dado B ∈ [0, C + 1], pelo Algoritmo da divisão euclidiana, existem : ∈ N, : < = e

A ∈ [0, X) tais que B = :X + A, e então

‖) (B)‖ = ‖) (:X)) (A)‖ 6 ‖) (X)‖: ‖) (A)‖ 6 2:2 6 2=+1,
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ou seja, ‖) (B)‖ 6 2=+1 para todo B ∈ [0, C + 1].
Agora, dado ℎ > 0 tal que C − ℎ > 0, observe que

‖) (C − ℎ) − ) (C)‖ = ‖) (C − ℎ) − ) (C − ℎ + ℎ)‖
6 ‖) (C − ℎ)‖‖� − ) (ℎ)‖
6 2=+1‖) (ℎ) − � ‖.

Consequentemente,

lim
ℎ→0+

‖) (C − ℎ) − ) (C)‖ 6 lim
ℎ→0+

2=+1‖) (ℎ) − � ‖ = 0,

garantindo que a função C ↦→ ) (C) é contínua à esquerda para todo C > 0.
Portanto, a função C ↦→ ) (C) é contínua em [0, +∞).

�

Sabemos pelo Teorema 2.5 que um operador linear limitado A gera um semigrupo unifor-
memente contínuo. O resultado a seguir nos garante que esse semigrupo é único.

Teorema 2.7. Sejam () (C))C>0 e (((C))C>0 semigrupos uniformementes contínuos com o mesmo
gerador A. Então, ) (C) = ((C), para todo C > 0.

Demonstração: Mostremos, primeiramente, que para g > 0,

) (C) = ((C), ∀ C ∈ [0, g] .

De fato, pela Proposição 2.6, as funções C ↦→ ) (C) e C ↦→ ((C) são contínuas em [0, +∞).
Logo, as funções C ↦→ ‖) (C)‖ e C ↦→ ‖((C)‖ também são contínuas em [0, +∞).

Assim, visto que [0, g] é compacto, existem constantes positivas :1 e :2, tais que

‖) (C)‖ 6 :1 e ‖((C)‖ 6 :2 , para todo C ∈ [0, g].

Além disso, como A é gerador infinitesimal de () (C))C>0 e (((C))C>0, segue que

lim
C→0+

) (C) − �
C

= � = lim
C→0+

((C) − �
C

.

Desse modo, para : = :1:2, dado Y > 0, existem X1 > 0 e X2 > 0 tais que:

(i)




) (C) − �C

− �




 < Y

2:g
, ∀ 0 < C < X1;

(ii)




((C) − �C

− �




 < Y

2:g
, ∀ 0 < C < X2.



18

Tomando X = min{X1, X2} e 0 < C < X, temos



) (C)C − ((C)C 



 = 



() (C)C − �C − �) − (
((C)
C
− �
C
− �

)




6





) (C) − �C
− �





 + 



((C) − �C
− �






<

Y

2:g
+ Y

2:g
=
Y

:g
,

ou seja,

‖) (C) − ((C)‖ < YC

:g
, para todo 0 < C < X.

Dado C ∈ [0, g], tomemos = ∈ N tal que
C

=
< X. Dessa forma, obtemos que

‖) (C) − ((C)‖ =




) (

=
C

=

)
− (

(
=
C

=

)




=






 =−1∑
:=0

[
)

(
(= − :) C

=

)
(

(
:
C

=

)
− )

(
(= − 1 − :) C

=

)
(

(
(: + 1) C

=

)]





=

=−1∑
:=0





) (
(= − 1 − :) C

=

) [
)

(
C

=

)
(

(
:
C

=

)
− (

(
(: + 1) C

=

)]




=

=−1∑
:=0





) (
(= − 1 − :) C

=

) [
)

(
C

=

)
− (

(
C

=

)]
(

(
:
C

=

)




6

=−1∑
:=0





) (
(= − 1 − :) C

=

)







) (
C

=

)
− (

(
C

=

)







( (: C= )




<

=−1∑
:=0

:1
Y

g:

C

=
:2

=

=−1∑
:=0

:
Y

g:

C

=

=
YC

g

6 Y.

Portanto, temos ‖) (C) − ((C)‖ < Y, para todo C ∈ [0, g]. Assim, fazendo Y → 0 e, posterior-
mente, g →∞, concluímos que ) (C) = ((C) para todo C > 0.

�

Corolário 2.8. Seja () (C))C>0 um semigrupo uniformemente contínuo, então:

(i) Existe um único operador linear limitado A tal que ) (C) = 4C�, ∀ C > 0.



19

(ii) O operador A é o gerador infinitesimal de () (C))C>0.

(iii) Existe F > 0 tal que ‖) (C)‖ 6 4FC , ∀ C > 0.

(iv) A função C ↦→ ) (C) é diferenciável em norma e

3

3C
) (C) = �) (C) = ) (C)�, ∀ C > 0.

Demostração:

(i) O Teorema 2.5 nos garante que o gerador infinitesimal A do semigrupo uniformente
contínuo () (C))C>0 é limitado.

Além disso, o mesmo teorema nos garante que este gerador infinitesimal A gera um
semigrupo uniformente contínuo (((C))C>0, com ((C) = 4C�, ∀C > 0.

Assim, como A é o gerador dos semigrupos uniformente contínuos () (C))C>0 e (((C))C>0,
o Teorema 2.7 nos garante que ) (C) = ((C), ∀ C > 0.

Mais ainda, visto que o gerador infinitesimal de um semigrupo é único, obtemos que o
operador linear A é o único tal que ) (C) = 4C�, ∀ C > 0.

(ii) Esta propriedade é consequência direta do item (8) e dos resultados obtidos na demons-
tração do Teorema 2.5.

(iii) Do item (8) sabemos que ) (C) = 4C�, ∀ C > 0. Assim,

‖) (C)‖ = ‖4C�‖ 6 4C‖�‖ = 4FC , ∀ C > 0,

onde F = ‖�‖ > 0.

(iv) Sejam C > 0 e ℎ > 0. Observe que



) (C + ℎ) − ) (C)ℎ
− ) (C)�





 = 



) (C) () (ℎ) − �ℎ
− �

)




6 ‖) (C)‖





) (ℎ) − �ℎ
− �






6 4FC





) (ℎ) − �ℎ
− �





.
Como A é o gerador infinitesimal de () (C))C>0, segue que





) (ℎ) − �ℎ
− �





 → 0 quando

ℎ→ 0+, ou seja,

lim
ℎ→0+





) (C + ℎ) − ) (C)ℎ
− ) (C)�





 = 0.
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Desse modo, a função C ↦→ ) (C) é diferenciável à direita de t, sendo 3
+

3C
) (C) = ) (C)�.

Por outro lado, sabemos que a função C ↦→ ) (C) é contínua, mais ainda, como A é limitado,
a função C ↦→ ) (C)� também é contínua. Assim, o Lema de Dini (Lema A.3) nos garante que a
função C ↦→ ) (C) é diferenciável, com

3

3C
) (C) = 3

+

3C
) (C) = ) (C)�.

Do mesmo modo, temos



) (C + ℎ) − ) (C)ℎ
− �) (C)





 6 



) (ℎ) − �ℎ
− �





‖) (C)‖ 6 



) (ℎ) − �ℎ
− �





4FC .
Logo, pelo mesmo argumento acima, segue que

3

3C
) (C) = 3

+

3C
) (C) = �) (C), ∀ C > 0.

Portanto,

�) (C) = 3

3C
) (C) = ) (C)�, ∀ C > 0.

�

2.2 Semigrupos formemente contínuos

Nesta seção vamos introduzir o conceito de semigrupos fortemente contínuos e apresentar
algumas de suas propriedades.

Definição 2.9. Um semigrupo () (C))C>0 de operadores lineares limitados em L(-) é um
semigrupo fortemente contínuo se

lim
C→0+

) (C)G = G, ∀ G ∈ - .

Observação 2.10. (1) A função C ↦→ ) (C)G é contínua em C = 0 para todo G ∈ - .

(2) Chamamos um semigrupo fortemente contínuo de �0-semigrupo, ou semigrupo de classe
�0.

Teorema 2.11. Seja () (C))C>0 um �0-semigrupo. Então, existem constantes " > 1 e F > 0
tais que

‖) (C)‖ 6 "4FC , ∀ C > 0.

Demonstração: Primeiramente, observe que existem [ > 0 e " > 1 tais que

‖) (C)‖ 6 " , para todo C ∈ [0, [].
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De fato, suponha por absurdo que, para todo [ > 0 e " > 1 dados, existe C[," ∈ [0, [] de
modo que ‖) (C[,")‖ > " .

Em particular, tomando [ =
1
=
e " = =, sendo = ∈ N e = > 1, existe C= ∈ [0, 1

=
] tal que

‖) (C=)‖ > =.

Logo, variando = ∈ N, obtemos uma sequência (C=)=∈N que converge para zero, quando =→∞,
com ‖) (C=)‖ > =, para todo = ∈ N.

Desse modo,

sup
=∈N
{‖) (C=)‖} = +∞,

e assim, pelo Princípio da limitação uniforme, existe G0 ∈ - tal que

sup
=∈N
{‖) (C=)G0‖} = +∞,

ou seja, existe uma subsequência (C=: ):∈N de (C=)=∈N de modo que (‖) (C=: )G>‖):∈N é ilimitada.
Por outro lado, como () (C))C>0 é um �0-semigrupo, temos que lim

C→0+
) (C)G0 = G0. Em

particular, lim
=→+∞

) (C=)G0 = G0, pois C= → 0, quando =→∞.
Logo, a sequência () (C=)G0)=∈N é convegernte em X, ou seja, () (C=)G0)=∈N é limitada, o que

é uma contradição.
Portanto, existem [ > 0 e " > 1 tais que ‖) (C)‖ 6 " , para todo C ∈ [0, [].
Agora, seja C > 0 qualquer, pelo Algoritmo da divisão euclidiana, existem = ∈ N e X ∈ [0, []

de modo que C = =[ + X. Assim,

‖) (C)‖ = ‖) (=[ + X)‖
6 ‖) ([)‖=‖) (X)‖
6 "="

6 "
C
["

= "4FC ,

onde F =
ln"
[

> 0.

Portanto, existem F > 0 e " > 1 tais que ‖) (C)‖ 6 "4FC , para todo C > 0.

�

Corolário 2.12. Se () (C))C>0 é um �0-semigrupo então, para cada G ∈ - , a função C → ) (C)G
é contínua de [0, +∞) em X.

Demonstração: Seja () (C))C>0 um �0-semigrupo, assim, dados G ∈ - , C > 0 fixo e Y > 0,
existe X > 0 tal que ‖) (ℎ)G − G‖ 6 Y

"4FC
, para todo 0 < ℎ < X.
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Logo, para 0 < ℎ < X segue que

‖) (C + ℎ)G − ) (C)G‖ 6 ‖) (C)‖‖) (ℎ)G − G‖

6 "4FC
Y

"4FC

= Y,

garantindo que a função C ↦→ ) (C)G é contínua à direita.
Agora, para mostrarmos a continuidade à esquerda, consideremos que 0 < ℎ 6 C < X, assim

‖) (C − ℎ)G − ) (C)G‖ = ‖) (C − ℎ)G − ) (C − ℎ + ℎ)G‖
6 ‖) (C − ℎ)‖‖G − ) (ℎ)G‖

6 "4FC
Y

"4FC

= Y,

garantindo que a função C ↦→ ) (C)G é contínua à esquerda.
Portanto, C ↦→ ) (C)G é contínua de [0, +∞) em X, para todo G ∈ - fixo.

�

Teorema 2.13. Sejam () (C))C>0 um �0-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Então:

(i) Para todo G ∈ - e todo C > 0,

lim
ℎ→0+

1
ℎ

∫ C+ℎ

C

) (B)G3B = ) (C)G;

(ii) Para todo G ∈ - e todo C > 0, segue que
∫ C

0
) (B)G3B ∈ D(�) e

�

( ∫ C

0
) (B)G3B

)
= ) (C)G − G;

(iii) Para todo G ∈ D(�) e todo C > 0, temos ) (C)G ∈ D(�) e

3

3C
) (C)G = �) (C)G = ) (C)�G;

(iv) Para todo G ∈ D(�) e C, B > 0,

) (C)G − ) (B)G =
∫ C

B

) (g)�G3g =
∫ C

B

�) (g)G3g.
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Demonstração:

(i) Sejam G ∈ - , C > 0 e 0 > 0 fixo, com C < 0. Logo, pelo Corólario 2.12 a função
C ↦→ ) (C)G é contínua em [0, 0], mais ainda, como [0, 0] é compacto, segue que C ↦→ ) (C)G
é uniformemente contínua em [0, 0]. Assim, para Y > 0 dado, existe X > 0 tal que, para
todo C, B ∈ [0, 0] com |C − B | < X, temos

‖) (C)G − ) (B)G‖ < Y.

Seja 0 < ℎ < X, com C + ℎ ∈ [0, 0], então



1
ℎ

∫ C+ℎ

C

) (B)G 3B − ) (C)G




 = 



1

ℎ

∫ C+ℎ

C

) (B)G 3B − 1
ℎ

∫ C+ℎ

C

) (C)G 3B






6
1
ℎ

∫ C+ℎ

C



) (B)G − ) (C)G

 3B
6

1
ℎ

∫ C+ℎ

C

Y 3B

= Y.

Portanto, lim
ℎ→0+

∫ C+ℎ

C

) (B)G 3B = ) (C)G.

(ii) Sejam G ∈ - , C > 0, ℎ > 0 e H =
∫ C

0
) (B)G 3B.

Desse modo, usando o item (8), obtemos

lim
ℎ→0+

) (ℎ)H − H
ℎ

= lim
ℎ→0+

1
ℎ

[
) (ℎ)

( ∫ C

0
) (B)G 3B

)
−

∫ C

0
) (B)G 3B

]
= lim
ℎ→0+

1
ℎ

[ ∫ C

0
) (B + ℎ)G 3B −

∫ C

0
) (B)G 3B

]
= lim
ℎ→0+

1
ℎ

[ ∫ C+ℎ

ℎ

) (B)G 3B −
∫ C

0
) (B)G 3B

]
= lim
ℎ→0+

1
ℎ

∫ C+ℎ

C

) (B)G 3B − lim
ℎ→0+

1
ℎ

∫ ℎ

0
) (B)G 3B

= ) (C)G − ) (0)G
= ) (C)G − G.

Logo, como o limite acima existe, concluímos que H =
∫ C

0
) (B)G 3B ∈ D(�) e

�

( ∫ C

0
) (B)G 3B

)
= ) (C)G − G.

(iii) Dados G ∈ - e C > 0, mostremos, primeiramente, que ) (C)G ∈ D(�).
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Para isso, observe que

lim
ℎ→0+

) (ℎ)) (C)G − ) (C)G
ℎ

= lim
ℎ→0+

) (ℎ + C)G − ) (C)G
ℎ

= lim
ℎ→0+

) (C)
[
) (ℎ)G − G

]
ℎ

= ) (C) lim
ℎ→0+

) (ℎ)G − G
ℎ

= ) (C) �G.

Dessa forma, ) (C)G ∈ D(�) e �() (C)G) = ) (C) �G.

Por outro lado, note que

3+

3C
) (C)G = lim

ℎ→0+
) (C + ℎ)G − ) (C)G

ℎ
= ) (C)�G.

Mais ainda,
3−

3C
) (C)G = lim

ℎ→0+
) (C)G − ) (C − ℎ)G

ℎ
.

Logo, para ℎ > 0, com C − ℎ > 0, temos



) (C)G − ) (C − ℎ)Gℎ
− ) (C)�G





 = 



) (C − ℎ) [) (ℎ)G − Gℎ
− �G + �G

]
− ) (C)�G






6 ‖) (C − ℎ)‖





) (ℎ)G − Gℎ
− �G






+ ‖) (C − ℎ)�G − ) (C)�G‖

6 " 4F(C−ℎ)




) (ℎ)G − Gℎ

− �G






+ ‖) (C − ℎ)�G − ) (C)�G‖.

Assim,

lim
ℎ→0+





) (C)G − ) (C − ℎ)Gℎ
− ) (C)�G





 6 lim
ℎ→0+

(
" 4F(C−ℎ)





) (ℎ)G − Gℎ
− �G






+ ‖) (C − ℎ)�G − ) (C)�G‖

)
= " 4FC0 + 0 = 0.

Portanto, concluímos que
3−

3C
) (C)G = ) (C)�G = 3

+

3C
) (C)G, ou seja,

3

3C
) (C)G = ) (C)�G = �) (C)G.
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(iv) Dado G ∈ D(�), pelo item (888), ) (C)G ∈ D(�) e 3

3C
) (C)G = �) (C)G = ) (C)�G.

Desse modo, pelo Teorema fundamental do cálculo temos

) (C)G − ) (0)G =
∫ C

0

3

3B
) (B)G 3B =

∫ C

0
�) (B)G 3B =

∫ C

0
) (B)�G 3B.

�

Corolário 2.14. Se A é o gerador infinitesimal de um �0-semigrupo () (C))C>0, então D(�) é
denso em X, istó é, D(�) = - , e A é um operador fechado.

Demonstração: Primeiramente, mostremos que D(�) = - .
Sabemos que D(�) ⊂ - . Logo, nos resta mostrar que - ⊂ D(�).

Para tanto, consideremos G ∈ - , assim, pelo item (88) do Teorema 2.13 temos que∫ C

0
) (B)G3B ∈ D(�), mais ainda, como D(�) é um espaço vetorial, para C > 0,

1
C

∫ C

0
) (B)G3B ∈ D(�).

Além disso, do item (8) do Teorema 2.13, segue que

lim
C→0+

1
C

∫ C

0
) (B)G3B = ) (0)G = G.

Logo, fazendo C =
1
=
, com = ∈ N, obtemos uma sequência (G=)=∈N, definida por

G= = =

∫ 1
=

0
) (B)G3B,

onde:

(i) G= ∈ D(�), para todo = ∈ N;

(ii) lim
=→∞

=

∫ 1
=

0
) (B)G3B = lim

=→∞
G= = G.

Desse modo, G ∈ D(�) e portanto, - ⊂ D(�).
Agora, mostremos que A é um operador fechado.
De fato, seja (G=)=∈N uma sequência emD(�) demodo que G= → G, com G ∈ - , e �G= → H,

para algum H ∈ - .
Observe que, pelo item (8E) do Teorema 2.13 temos

) (C)G= − G= =
∫ C

0
) (g)�G=3g, (2.1)

para todo = ∈ N e C > 0.
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Além disso, como G= → G e ) (C) ∈ L(-), segue que ) (C)G= → ) (C)G.
Mais ainda, 



 ∫ C

0
) (g)�G=3g −

∫ C

0
) (g)H3g





 6 ∫ C

0
‖) (g)‖‖�G= − H‖3g

6

∫ C

0
"4FC ‖�G= − H‖3g

6 "4FC
∫ C

0
‖�G= − H‖3g.

Logo, como �G= → H quando =→∞, temos que
∫ C

0
) (g)�G=3g →

∫ C

0
) (g)H3g.

Assim, tomando o limite quando =→∞ em (2.1), obtemos

) (C)G − G =
∫ C

0
) (g)H3g.

Portanto, pelo item (8) do Teorema 2.13, temos

lim
C→0+

) (C)G − G
C

= lim
C→0+

1
C

∫ C

0
) (g)H3g = ) (0)H = H,

ou seja, G ∈ D(�) e �G = lim
C→0+

) (C)G − G
C

= H, o que garante que A é um operador fechado.

�

Teorema 2.15. Sejam () (C))C>0 e (((C))C>0 dois �0-semigrupos com geradores infinitesimais A
e B respectivamente. Se � = �, então ) (C) = ((C) para todo C > 0.

Demonstração: Suponha que � = � e seja G ∈ D(�) = D(�).
Assim, pelo item (888) do Teorema 2.13 obtemos que:

(i)
3

3C
) (C)G = �) (C)G = ) (C)�G;

(ii)
3

3C
((C)G = �((C)G = ((C)�G.

Observe que, se C = 0, então ((0) = � = ) (0).
Agora, para C > 0, defina kC : [0, C] ↦→ - por kC (B) = ) (C − B)((B)G. Assim, visto que

� = � temos

k′C (B) =
3

3B
) (C − B)((B)G

= ) (C − B)
[
3

3B
((B)G

]
+ 3

3B
() (C − B))((B)G

= ) (C − B)�((B)G − �) (C − B)((B)G
= ) (C − B)�((B)G − ) (C − B)�((B)G = 0.
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Portanto, k′C (B) = 0, para todo B ∈ [0, C], e desse modo, kC é constante em [0, C].
Em particular, consideranto B = 0 temos

) (C)G = ) (C − 0)((0)G = kC (0) = kC (C) = ) (C − C)((C)G = ((C)G,

ou seja, ) (C)G = ((C)G, para todo C > 0 e todo G ∈ D(�) = D(�).
Por outro lado, consideremos G ∈ - . Assim, como D(�) = - , existe uma sequência

(G=)=∈N em D(�) = D(�) tal que lim
=→∞

G= = G.
Desse modo, ) (C)G= = ((C)G=, para todo = ∈ N e prtanto,

) (C)G = lim
=→∞

) (C)G= = lim
=→∞

((C)G= = ((C)G,∀C > 0.

�

Exemplo 2.16. Seja - = { 5 : R → R; 5 é limitada e uniformemente contínua} com a
norma ‖ 5 ‖- = sup

G∈R
| 5 (G) |. Para cada C > 0, defina ) (C) : - → - por ) (C) 5 : R → R,

com () (C) 5 ) (B) = 5 (C + B). Assim, () (C))C>0 é um �0-semigrupo em L(-) e seu gerador
infinitesimal � é dado por � 5 = 5 ′, com D(�) = { 5 ∈ -; 5 ′ existe e 5 ′ ∈ -}.

O fato de ) (C) 5 ∈ - , para todo 5 ∈ - e C > 0, ) (C) ∈ L(-), para todo C > 0, ) (0) = �,
) (C + B) = ) (C)) (B), para todo C, B ∈ [0, +∞), e lim

C→0+
) (C) 5 = 5 , para todo 5 ∈ - , segue

diretamente da definição de - e de ) (C).
Analisemos, então, seu gerador infinitesimal.
Para isso, observe que

D(�) =
{
5 ∈ -, lim

C→0+
) (C) 5 − 5

C
existe

}
= { 5 ∈ -; 5 ′ existe e 5 ′ ∈ -}.

De fato, considere 5 ∈ - tal que 5 ′ existe e 5 ′ ∈ - .
Assim, se C > 0, temos



) (C) 5 − 5C

− 5 ′




 = sup

B∈R

���� () (C) 5 ) (B) − 5 (B)C
− 5 ′(B)

����
= sup
B∈R

���� 5 (C + B) − 5 (B)C
− 5 ′(B)

����
= sup
B∈R

����1C ∫ B+C

B

5 ′(g)3g − 1
C

∫ B+C

B

5 ′(B)3g
����

6 sup
B∈R

{
1
C

∫ B+C

B

| 5 ′(g) − 5 ′(B) |3g
}
.

Logo, como 5 ′ ∈ - , 5 ′ é uniformemente contínua, e assim, dado Y > 0, existe X > 0 tal que,
para todo b, [ ∈ R, com |b − [ | < X,

| 5 ′(b) − 5 ′([) | < Y.
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Desse modo, fazendo C < X, segue que



) (C) 5 − 5C
− 5 ′





 6 sup
B∈R

{
1
C

∫ B+C

B

| 5 ′(g) − 5 ′(B) |3g
}

6 sup
B∈R

{
1
C

∫ B+C

B

Y3g

}
= Y,

ou seja, 5 ∈ D(�) com � 5 = 5 ′. Assim, D(�) ⊂ { 5 ∈ -; 5 ′ existe e 5 ′ ∈ -}.
Por outro lado, considere 5 ∈ D(�), e mostremos que 5 ′ existe e 5 ′ ∈ - .
Como 5 ∈ D(�), segue que lim

C→0+
) (C) 5 − 5

C
existe e digamos que esse limite é 6 ∈ - .

Assim, visto que����) (C) 5 (B) − 5 (B)C
− 6(B)

���� 6 



) (C) 5 − 5C
− 6





, para todo B ∈ R e

lim
C→0+





) (C) 5 − 5C
− 6





 = 0,

concluímos que

lim
C→0+

����) (C) 5 (B) − 5 (B)C
− 6(B)

���� = 0, para todo B ∈ R.

Logo,

lim
C→0+

5 (C + B) − 5 (B)
C

= lim
C→0+

) (C) 5 (B) − 5 (B)
C

= 6(B),

ou seja, 5 ′+ existe e 5 ′+(B) = 6(B), mais ainda, como 6 ∈ - , g é uniformemente contínua, e
assim, o Lema de Dine nos garante que 5 ′ existe e 5 ′(B) = 5 ′+(B) = 6(B), para todo B ∈ R, ou
seja, { 5 ∈ -; 5 ′ existe e 5 ′ ∈ -} ⊂ D(�).

Portanto, D(�) = { 5 ∈ -; 5 ′ existe e 5 ′ ∈ -} e � 5 = 5 ′.

2.3 O Teorema de Hille-Yosida

Nesta Seção vamos estudar o Teorema de Hille-Yosida que nos fornece uma condição
necessária e suficiente para que um operador linear � seja o gerador infinitesimal de um
�0-semigrupo.

Sabemos pelo Teorema 2.11 que dado um�0-semigrupo, existem constantes" > 1 e F > 0
tais que ‖) (C)‖ 6 "4FC , para todo C > 0. No decorrer desta seção as constamtes F e " serão
usadas como notação.

Definição 2.17. Um �0-semigrupo é chamado uniformemente limitado quando

‖) (C)‖ 6 " , para todo C > 0.
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Definição 2.18. Um �0-semigrupo é chamado semigrupo de contrações quando

‖) (C)‖ 6 1, para todo C > 0.

Definição 2.19. Seja � : D(�) ⊂ - → - um operador linear. O conjunto resolvente de A é
dado por

d(�) = {_ ∈ C; (_� − �)−1é um operador limitado em X}.

O espectro de A é o complementar do conjunto resolvente, isto é, f(�) = d(�)2.

Definição 2.20. A família '(_ : �) = (_�−�)−1, para _ ∈ d(�), é chamada família resolvente
de A e o operador '(_ : �), operador resolvente.

Lema 2.21. Seja � : D(�) ⊂ - → - linear e fechado com D(�) = - . Suponha que

(0, +∞) ⊂ d(�) e ‖'(_ : �)‖ 6 1
_
, ∀_ > 0. Então lim

_→∞
_'(_ : �)G = G, ∀G ∈ - .

Demostração: Seja G ∈ D(�). Para todo _ > 0, observe que

‖_'(_ : �)G − �G‖ = ‖_'(_ : �)G − '(_ : �) (_� − �)G‖
= ‖'(_ : �)�G‖

6
1
_
‖�G‖.

Logo,

lim
_→+∞

‖_'(_ : �)G − �G‖ 6 lim
_→+∞

‖�G‖
_

= 0,

isto é, lim
_→+∞

_'(_ : �)G = G, para todo G ∈ D(�).

Agora, seja G ∈ - . Como D(�) = - , existe uma sequência (G=)=∈N em D(�) tal que
lim
=→+∞

G= = G, ou seja, para Y > 0 dado, existe =0 ∈ N tal que, para todo = > =0,

‖G= − G‖ <
Y

2
.

Por outro lado, observe que para todo = ∈ N temos

‖_'(_ : �)G − �G‖ 6 ‖_'(_ : �) (G − G=)‖ + ‖_'(_ : �)G= − G=‖ + ‖G= − G‖
6 2‖G − G=‖ + ‖_'(_ : �)G= − G=‖.

Logo, fixando = = =0, para todo _ > 0 obtemos

‖_'(_ : �)G − �G‖ 6 2‖G − G=0 ‖ + ‖_'(_ : �)G=0 − G=0 ‖ < Y + ‖_'(_ : �)G=0 − G=0 ‖.

Desse modo, visto que G=0 ∈ D(�), segue que

lim
_→+∞

‖_'(_ : �)G − G‖ 6 lim
_→+∞

(Y + ‖_'(_ : �)G=0 − G=0 ‖) = Y.
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Por fim, fazendo Y → 0, concluímos que lim
_→∞
‖_'(_ : �)G − G‖ = 0.

�

Definição 2.22. Suponha que (0, +∞) ⊂ d(�) com � : D(�) ⊂ - → - um operador linear.
Para cada _ > 0, definimos a aproximação de Yosida de A por

�_ = _�'(_ : �) = _2'(_ : �) − _�.

Observação 2.23. No contexto das definições anteriores, temos:

(i) O operador linear �_ é limitado, pois _2'(_ : �) e _� são operadores limitados em -;

(ii) A igualdade _�'(_ : �) = _2'(_ : �) − _� ocorre pois, como � = (_� − �)'(_ :
�) = _'(_ : �) − �'(_ : �), temos _� = _2'(_ : �) − _�'(_ : �), e portanto
_�'(_ : �) = _2'(_ : �) − _�.

(iii) '(_ : �) e � comutam, para todo _ ∈ d(�).

De fato, sabemos que � = (_� − �)'(_ : �), ou seja, �'(_ : �) = _'(_ : �) − � .

Por outro lado, � = '(_ : �) (_� − �) = _'(_ : �) − '(_ : �)�, isto é, '(_ : �)� =
_'(_ : �) − �.

Portanto, �'(_ : �) = '(_ : �)�.

(iv) '(_ : �) e '(` : �) comutam, para todo _, ` ∈ d(�).

Isso ocorre pois, como

� = '(_ : �)'(` : �) (`� − �) (_� − �),

então,
'(_ : �) = '(_ : �)'(` : �) (`� − �).

Assim, pela observação anterior segue que

'(_ : �) = (`� − �)'(_ : �)'(` : �).

Portanto,
'(` : �)'(_ : �) = '(_ : �)'(` : �).

(v) �_ e �` comutam, para todo _, ` ∈ d(�).

Com efeito,

�_�` = (_�'(_ : �)) (`�'(` : �)) = (`�'(` : �)) (_�'(_ : �)) = �`�_.
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(vi) �_ e 4C�_ comutam, para todo C > 0, e _ ∈ d(�).

De fato,

�_4
C�_ = [_�'(_ : �)]

( ∞∑
==0

(C_�'(_ : �))=
=!

)
=

∞∑
==0

C= (_�'(_ : �))=+1
=!

=

( ∞∑
==0

(C_�'(_ : �))=
=!

)
[_�'(_ : �)]

= 4C�_�_.

(vii) �_ e 4C�` comutam, para todo C > 0 e _, ` ∈ d(�).

Com efeito,

�_4
C�` = _�'(_ : �)

( ∞∑
==0

(C`�'(` : �))=
=!

)
= _�R(_ : �)

( ∞∑
==0

C=`=�='(` : �)=
=!

)
=

( ∞∑
==0

(C`�R(` : �))=
=!

)
(_�'(_ : �))

= 4C�`�_.

Lema 2.24. Seja � : D(�) ⊂ - → - um operador linear fechado com D(�) = - . Suponha
que (0, +∞) ⊂ d(�) e ‖'(_ : �)‖ 6 1

_
, para todo _ > 0. Se �_ é a aproximação de Yosida de

�, então lim
_→∞

�_G = �G, para todo G ∈ D(�).

Demonstração: Seja G ∈ D(�). Visto que �'(_ : �) = '(_ : �)�, segue pelo Lema 2.21
que

lim
_→∞

�_G = lim
_→∞

_�'(_ : �)G = lim
_→∞

_'(_ : �)�G = �G.

�

Lema 2.25. Seja � : D(�) ⊂ - → - um operador linear fechado com D(�) = - . Suponha
que (0, +∞) ⊂ d(�) e '(_ : �) 6 1

_
, para todo _ > 0. Se �_ é a aproximação de Yosida de

�, então �_ é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contração uniformemente contínuo
()_ (C))C>0, onde )_ (C) = 4�_C , C > 0. Além disso, para todo G ∈ - e para todo _, ` ∈ (0, +∞),
temos

‖)_ (C)G − )` (C)G‖ = ‖4�_C − 4�`C ‖ 6 C‖�_G − �`G‖.
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Demonstração: Sabemos que, para todo _ > 0, �_ é um operador linear limitado.
Dessa forma, pelo Teorema 2.5, segue que �_ gera um semigrupo uniformemente contínuo

()_ (C))C>0, dado por

)_ (C) = 4�_C =
∞∑
==0

(C�_)=
=!

, ∀ C > 0.

A seguir mostraremos que ()_ (C))C>0 é um semigrupo de contração.
Para tanto, note que, para C > 0, temos

‖)_ (C)‖ = ‖4�_C ‖ = ‖4(_
2'(_:�)−_�)C ‖

6 4‖_
2'(_:�)‖C | 4−_C |

6 4(_
2 1
_
)C 4−_C = 1,

pois 4�CG =
∞∑
==0

(�C)=
=!

G =
∞∑
==0

C=

=!
G = 4CG, para todo C ∈ R e todo G ∈ - .

Mostremos agora que ‖)_ (C)G − )` (C)G‖ = ‖4�_C − 4�`C ‖ 6 C‖�_G − �`G‖.
De fato, pela Observação 2.23 segue que

4C�_G − 4C�`G =

(
4CB�_4C (1−B)�`G

)���
B=1
−

(
4CB�_4C (1−B)�`G

)���
B=0

=

∫ 1

0

3

3B

(
4CB�_4C (1−B)�`G

)
3B

=

∫ 1

0

(
C�_4

CB�_4C (1−B)�`G + 4CB�_
(
−C�`

)
4C (1−B)�`G

)
3B

=

∫ 1

0
4CB�_4C (1−B)�`

[
C�_G − C�`G

]
3B.

Portanto, 

4C�_G − 4C�`G


 6 ∫ 1

0



4CB�_

 


4C (1−B)�`




 

C (�_G − �`G)

 3B
6

∫ 1

0
C


�_G − �`G

 3B

= C


�_G − �`G

 .

�

O resultado a seguir é o mais importante desta seção, ele nos fornece uma condição neces-
saria e suficiente para que um operador linear A gere um �0-semigrupo.

Teorema 2.26. (Teorema de Hille-Yosida) Um operador linear � : D(�) ⊂ - → - é o
gerador infinitesimal de um �0-semigrupo de contração () (C))C>0 se, e somente se,

(i) � é fechado e D(�) = -;
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(ii) (0, +∞) ⊂ d(�) e ‖'(_ : �)‖ 6 1
_
, para todo _ > 0.

Demonstração: Seja � : D(�) ⊂ - → - o gerador infinitesimal de um �0-semigrupo de
contração () (C))C>0.

Assim, pelo Corolário 2.14 temos que � é fechado e D(�) = - .
Agora, considere _ > 0 e defina

'(_)G =
∫ ∞

0
4−_C) (C)G3C, para todo G ∈ - .

Desse modo, observe que:

(I) '(_)G está bem definida.

De fato, para todo C > 0, _ > 0 e G ∈ - temos



∫ ∞

0
4−_C) (C)G3C





 6 ∫ ∞

0
4−_C ‖) (C)‖‖G‖3C

6 ‖G‖
∫ ∞

0
4−_C3C

= ‖G‖
[
lim
C→∞

4−_C

(−_) −
40

(−_)

]
=
‖G‖
_

< +∞.

(II) '(_) : - → - é um operador linear, pois ) (C) ∈ L(-), para todo C > 0.

(III) '(_) ∈ L(-) visto que, para C > 0 e _ > 0, temos

‖'(_)G‖ =




∫ ∞

0
4−_C) (C)G3C





 6 1
_
‖G‖, para todo G ∈ -.

(IV) '(_)G ∈ D(�), para todo G ∈ - .

Para tanto, considere G ∈ - e observe que

) (ℎ)'(_)G − '(_)G
ℎ

=
1
ℎ

[
) (ℎ)

∫ ∞

0
4−_C) (C)G3C −

∫ ∞

0
4−_C) (C)G3C

]
=

1
ℎ

[∫ ∞

0
4−_C) (ℎ + C)G3C −

∫ ∞

0
4−_C) (C)G3C

]
=

1
ℎ

[∫ ∞

ℎ

4−_(B−ℎ)) (B)G3B −
∫ ∞

0
4−_C) (C)G3C

]
=

1
ℎ

∫ 0

ℎ

4−_B4_ℎ) (B)G3B + 1
ℎ

[ ∫ ∞

0
4−_B4_ℎ) (B)G3B

−
∫ ∞

0
4−_B) (B)G3B

]
= −4

_ℎ

ℎ

∫ ℎ

0
4−_B) (B)G3B +

(
4_ℎ − 1
ℎ

) ∫ ∞

0
4−_B) (B)G3B.
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Desse modo,

lim
ℎ→0+

) (ℎ)'(_)G − '(_)G
ℎ

= lim
ℎ→0+
−4

_ℎ

ℎ

∫ ℎ

0
4−_B) (B)G3B

+ lim
ℎ→0+

(
4_ℎ − 1
ℎ

)
'(_)G

=

(
lim
ℎ→0+

4_ℎ
) (
− lim
ℎ→0+

1
ℎ

∫ 0+ℎ

0
4−_B) (B)G3B

)
+ _'(_)G
= −4−_0) (0)G + _'(_)G
= _'(_)G − �G.

Portanto, '(_)G ∈ D(�) e �'(_)G = _'(_)G − �G.

(V) '(_) = '(_ : �) com _ ∈ d(�).

Com efeito, visto que �'(_)G = _'(_)G − �G, ∀G ∈ - , temos � = (_� − �)'(_)

Agora, seja G ∈ D(�), então

'(_) (_� − �)G = _'(_)G − '(_)�G

= _'(_)G −
∫ ∞

0
4−_C) (C)�G3C

= _'(_)G − �
(∫ ∞

0
4−_C) (C)G3C

)
= (_� − �)'(_)G
= G,

ou seja, '(_) é a inversa de (_� − �), com '(_) ∈ L(-).

Logo, _ ∈ d(�) e '(_ : �) = '(_).

Consequentemente, como isso é válido para todo _ ∈ (0, +∞) segue que

(0, +∞) ⊂ d(�) e ‖'(_ : �)‖ = ‖'(_)‖ 6 1
_
, ∀_ > 0.

Resiprocamente, sejam � umoperador linear que satisfaz as condições (8) e (88) do enunciado
do Teorema e seja �_ sua aproximação de Yosida.

Assim, pelo Lema 2.25 temos que �_ é o gerador infinitesimal do semigrupo de contração
()_ (C))C>0, com )_ (C) = 4�_C , e também,

‖)_ (C)G − )` (C)G‖ 6 C‖�_G − �`G‖,

para todo G ∈ - , C > 0 e _, ` ∈ (0, +∞).
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Além disso, pelo Lema 2.24 sabemos que lim
_→+∞

�_G = �G, para todo G ∈ D(�).
Logo, considerando G ∈ D(�) e C ∈ [0, 0], com 0 > 0, para Y > 0 dado, existe = ∈ N tal

que ‖�_G − �G‖ <
Y

20
e ‖�`G − �G‖ <

Y

20
, para todo _, ` > =.

Desse modo, para todo _, ` > # e C ∈ [0, 0], temos

‖)_ (C)G − )` (C)G‖ 6 C‖�_G − �`G‖
6 0(‖�_G − �G‖ + ‖�`G − �G‖)

< 0

( Y
20
+ Y

20

)
= Y,

ou seja, ()_ (C))_>0 é uma sequência de Cauchy em X, aliás, como X é um espaço de Banach,
essa sequência é convergente.

Defina ) (C)G = lim
_→+∞

)_ (C)G, para C ∈ [0, 0] e G ∈ D(�).
Observe que, o limite acima existe para todo C > 0, mas a convergência é uniforme apenas

para C em intervalos limitados de [0, +∞).
Agora, visto queD(�) = - , para G ∈ - dado, existe uma sequência (G=)=∈N emD(�) com

lim
=→+∞

G= = G.
Mais ainda, para _ > 0 fixo, )_ (C) ∈ L(-), e assim, lim

=→+∞
)_ (C)G= = )_ (C)G.

Note que, para _ e ` suficientemente grandes e G= fixo de modo que ‖G= − G‖ é pequeno,

‖)_ (C)G − )` (C)G‖ 6 ‖)_ (C)G − )_ (C)G=‖ + ‖)_ (C)G= − )` (C)G=‖ + ‖)` (C)G= − )` (C)G‖
6 ‖)_ (C)‖‖G= − G‖ + ‖)_ (C)G= − )` (C)G=‖ + ‖)` (C)‖‖G= − G‖
6 2‖G= − G‖ + ‖)_ (C)G= − )` (C)G=‖
< Y.

Desse modo, lim
_→+∞

)_ (C)G existe, para todo G ∈ - .
Defina ) (C) : - → - , C > 0, por ) (C)G = lim

_→+∞
)_ (C)G.

Mostremos que () (C))C>0 é um �0-semigrupo de contração com gerador A.
Para isso, observe que:

1. ) (C)G é um operador linear, para todo C > 0.

De fato, sejam G, H ∈ - e U ∈ K, assim

) (UG + H) = lim
_→+∞

)_ (C) (UG + H)

= lim
_→+∞

)_ (C) (UG) + lim
_→+∞

)_ (C) (H)

= U) (G) + ) (H).

2. ) (C) ∈ L(-), para todo C > 0.
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Com efeito, dado G ∈ - , temos

‖) (C)G‖ =




 lim
_→+∞

)_ (C)G






6 lim
_→+∞

‖)_ (C)‖‖G‖

= ‖G‖.

3. ‖) (C)‖ 6 1, para todo C > 0.

Neste caso, usando a desigualdade do item anterior, obtemos que

‖) (C)‖ = sup
‖G‖61
{‖) (C)G‖} 6 sup

‖G‖61
{‖G‖} = 1.

4. ) (0) = �, pois como ()_ (C))C>0 é um semigrupo, ) (0)G = lim
_→+∞

)_ (0)G = lim
_→+∞

G = G,
para todo G ∈ - .

5. ) (C + B) = ) (C)) (B), para todo B, C > 0.

De fato, sejam G ∈ - e C, B ∈ [0, +∞). Note primeiramente que

) (B + C)G = lim
_→+∞

)_ (C + B)G = lim
_→+∞

)_ (C))_ (B)G.

Por outro lado,

‖)_ (C))_ (B)G − ) (C)) (B)G‖ 6 ‖)_ (C))_ (B)G − )_ (C)) (B)G‖
+ ‖)_ (C)) (B)G − ) (C)) (B)G‖
6 ‖)_ (C)‖‖)_ (B)G − ) (B)G‖ + ‖)_ (C)H − ) (C)H‖,

sendo H = ) (B)G.

Assim, como (‖)_ (C)‖‖)_ (B)G − ) (B)G‖ + ‖)_ (C)H − ) (C)H‖) → 0, quando _ → +∞,
segue que lim

_→+∞
‖)_ (C))_ (B)G − ) (C)) (B)G‖ = 0.

Portanto, ) (C + B) = ) (C)) (B), para todo B, C > 0.

6. () (C))C>0 é um �0-semigrupo.

Isso ocorre pois, para G ∈ - , C > 0 e _ > 0, temos

‖) (C)G − G‖ 6 ‖) (C)G − )_ (C)G‖ + ‖)_ (C)G − G‖,

com )_ (C)G → ) (C)G, quando _ → +∞, uniformemente em intervalos limitados de
[0, +∞) e C ↦→ )_ (C)G contínua em C = 0.
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7. Por fim, mostremos que � é o gerador infinitesimal de () (C))C>0.

Seja � : D(�) ⊂ - → - o gerador infinitesimal de () (C))C>0.

Observe que, se G ∈ D(�), então

‖)_ (B)�_G − ) (B)�G‖ 6 ‖)_ (B)�_G − )_ (B)�G‖ + ‖)_ (B)�G − ) (B)�G‖
6 ‖)_ (B)‖‖�_G − �G‖ + ‖)_ (B)H − ) (B)H‖,

onde H = �G.

Assim, como a expressão à direita da desigualdade acima tende a zero quando _→ +∞,
comessa convergencia sendo uniforme para B em intervalos limitados de [0, +∞), obtemos
que

) (ℎ)G − G
ℎ

=
1
ℎ

[
lim
_→+∞

)_ (ℎ)G − lim
_→+∞

)_ (0)G
]

=
1
ℎ

[
lim
_→+∞

∫ ℎ

0
)_ (B)�_G3B

]
=

1
ℎ

[ ∫ ℎ

0
) (B)�G3B

]
.

Desso modo,

lim
ℎ→0+

) (ℎ)G − G
ℎ

= lim
ℎ→0+

1
ℎ

[ ∫ ℎ

0
) (B)�G3B

]
= ) (0)�G = �G.

Logo, D(�) ⊂ D(�) e �G = lim
ℎ→0+

) (ℎ)G − G
ℎ

= �G.

Por outro lado, pela primeira parte desta demonstração, sabemos que (0, +∞) ⊂ d(�).
Em particular, 1 ∈ d(�). Sabemos também, por hipótese, que 1 ∈ d(�) e assim,
'(1 : �) = (� − �)−1 e '(1 : �) = (� − �)−1 existem e pertencem a L(-,D(�)).

Logo, (� − �)D(�) = - , pois (� − �) é bijetora.

Agora, visto que D(�) ⊂ D(�) e � = � em D(�), segue que - = (� − �)D(�) =
(� − �)D(�).

Portanto, D(�) = (� − �)−1(� − �)D(�) = (� − �)−1- = D(�), e consequentemente,
� = �.

Com isso, segue que � é o gerador infinitesimal de () (C))C>0, o que conclui a demonstração
do teorema.

�

Corolário 2.27. Seja A o gerador infinitesimal de um �0-semigrupo de contração () (C))C>0.

Então, {_ ∈ C, '4(_) > 0} ⊂ d(�) e ‖'(_ : �)‖ 6 1
'4(_) para todo _ ∈ C, com '4(_) > 0.
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Demonstração: Seja _ ∈ C tal que '4(_) > 0 e considere o operador

'(_)G =
∫ +∞

0
4−_C) (C)G3C, com G ∈ - .

Observe que:

(i) '(_) está bem definido.

De fato, note que 



 ∫ A

0
4−_C) (C)G3C





 6 ∫ A

0
|4−_C |‖) (C)‖‖G‖3C

6

∫ A

0
4−'4(_C) ‖G‖3C, ∀A > 0.

Logo, 



 ∫ ∞

0
4−_C) (C)G3C





 = 



 lim
A→∞

∫ A

0
|4−_C |‖) (C)‖‖G‖3C






6 ‖G‖

(
lim
U→+∞

∫ U

0
4−'4(_)C3C

)
= lim
U→+∞

(
−4−'4(_)C
'4(_)

����U
0

)
‖G‖

=
‖G‖
'4(_) < +∞.

Desse modo, procedendo analogamente ao que foi feito na demonstração do Teorema de
Hille-Yosida, podemos garantir que:

(ii) '(_) ∈ L(-);

(iii) '(_) = (_� − �)−1 = '(_ : �).

Portanto, {_ ∈ C, '4(_) > 0} ⊂ d(�) e ‖'(_ : �)‖ 6 1
'4(_) para todo _ ∈ C com

'4(_) > 0.

�

Corolário 2.28. Um operador linear � : D(�) ⊂ - → - é o gerador infinitesimal de um
�0-semigrupo () (C))C>0, com ‖) (C)‖ 6 4FC , para todo C > 0 e algum F > 0, se e somente se,

(i) A é fechado e D(�) = -;

(ii) (F, +∞) ⊂ d(�) e ‖'(_ : �)‖ 6 1
_ − F , para todo _ > F.
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Demonstração: Seja � o gerador infinitesimal do �0-semigrupo () (C))C>0, com ‖) (C)‖ 6
4FC , para todo C > 0 e algum F > 0.

Desse modo, o Corolário 2.14 nos garante que � é fechado e D(�) = - .
Agora, considere (((C))C>0 o �0-semigrupo de contração, dado por ((C) = 4−FC) (C), C > 0.
Como o gerador de (((C))C>0 é � = � − F�, pelo Teorema de Hille-Yosida temos que

(0, +∞) ⊂ d(�) e ‖'(_ : �)‖ 6 1
_
, para todo _ > 0.

Consideremos ` ∈ (F, +∞), assim, como ` > F, existe V > 0 de modo que ` = F + V.
Logo,

`� − � = (F + V)� − � = V� − (� − F�) = V� − �.

Mais ainda, como V > 0, V ∈ d(�) e V� − � possui inversa limitada. Assim, `� − � possui
inversa limitada, e portanto, ` ∈ d(�).

Além disso, para ` > F temos

‖'(` : �)‖ = ‖(`� − �)−1‖ = ‖(V� − �)−1‖ = ‖'(V : �)‖ 6 1
V
=

1
` − F .

Reciprocamente, suponha que as hipóteses (8) e (88) do enunciado acima sejam válidas.
Mostremos que � gera um �0-semigrupo () (C))60, com ‖) (C)‖ 6 4FC , para todo C > 0.
De fato, seja � = � − F�, assim, para _ > 0, temos

_� − � = _� − � + F� = (_ + F)� − �.

Além disso, como _ + F > F, por (88) segue que ((_ + F)� − �)−1 existe e é limitada, ou seja,
(_� − �)−1 existe e é limitada, e portanto, _ ∈ d(�). Mais ainda,

‖'(_ : �)‖ = ‖(_� − �)−1‖ = ‖(_ + F)� − �‖ = ‖'(_ + F : �)‖ 6 1
(_ + F) − F =

1
_
.

Agora, visto que � = � − F�, com D(�) = D(�), D(�) = - e � é fechado, temos que � é
fechado.

Portanto, para o operador � as hipóteses do Teorema de Hille-Yosida são satisfeitas, nos
garantindo que � é o gerador infinitesimal de um �0-semigrupo de contração (((C))C>0.

Assim, tomando ) (C) = 4FC((C), C > 0, concluímos o resultado.

�

2.4 Semigrupos compactos e diferenciáveis

Além dos semigrupos apresentados nas seções anteriores, existem várias outras classes de
semigrupos, como por exemplo, os semigrupos compactos e os semigrupos diferenciáveis, os
quais apresentaremos brevemente nesta seção pois não são o foco deste trabalho mas, serão
úteis para alguns resultados futuros.
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Definição 2.29. Um �0-semigrupo () (C))C>0 é chamado compacto para C > C0 se ) (C) é um
operador compacto para todo C > C0. Se C0 = 0, () (C))C>0 é chamado �0-semigrupo compacto.

Observe que quando ) (C) é compacto para C = 0, como ) (0) = � ∈ L(-), segue que o
espaço - tem dimensão finita.

Definição 2.30. Um �0-semigrupo é chamado diferenciável para C > C0 se, para todo G ∈ - ,
a função C ↦→ ) (C)G é diferenciável para C > C0. Caso C0 = 0, dizemos apenas que () (C))>0 é
diferenciável.

A seguir, vamos ver alguns resultados sobre semigrupos diferenciáveis que serão necessários
na próxima seção.

Proposição 2.31. Seja () (C))>0 um�0-semigrupo diferenciável para C > C0 e seja A seu gerador
infinitesimal. Então:

(i) Para C > =C0, = = 1, 2, · · · , ) (C) : - → D(�=) e )= (C) = �=) (C) é um operador linear
limitado;

(ii) Para C > =C0, = = 1, 2, · · · , C ↦→ ) (=−1) (C) é contínua na topologia do operador uniforme.

Demonstração:

(i) Dados C > C0 e G0 ∈ - , consideremos primeiramente o caso em que = = 1.

Como B ↦→ ) (B)G é diferenciável em B = C, temos que

lim
C→+∞

(
) (ℎ) − �

ℎ

)
) (C)G = lim

C→+∞
) (C + ℎ)G − ) (C)G

ℎ
= ) ′(C)G,

o que garante que ) (C)G ∈ D(�) e �) (C)G = ) ′(C)G.

Além disso, do Corolário 2.14 temos que � é fechado e então, como ) (C) ∈ L(-), �) (C)
é um operador fechado. Logo, como �) (C) está definido em todo - quando C > C0, o
Teorema do gráfico fechado nos permite concluir que �) (C) ∈ L(-), para todo C > C0.
Isso completa a prova do item (8) no caso em que = = 1.

Suponha agora que a propriedade é válida para = > 1 e tomemos C > (= + 1)C0. Seja
B > =C0 tal que C − B > C0. Então

) (=) (C)G = �=) (C)G = ) (C − B)�=) (B)G, G ∈ -.

Note que o lado direito da igualdade acima é diferenciável em C, pois C − B > C0, ou seja,
C ↦→ ) (C)G é (n+1)-vezes diferenciável e, para todo G ∈ - e C > (= + 1)C0, temos

) (=+1) (C)G = �) (C − B)�=) (B)G,
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isto é, ) (C − B)�=) (B)G = �=) (C)G ∈ D(�) e assim, ) (C) (-) ⊂ D(�=+1) e ) (=+1) (C)G =
�=+1) (C)G para todo G ∈ - e todo C > (= + 1)C0.

Procedendo como no caso em que = = 1, obtemos que �=+1) (C) é um operador fechado
com domínio X. Portanto �=+1) (C) é limitado para todo C > (= + 1)C0.

(ii) Por conta do Teorema 2.11, podemos assumir que existe "̃ > 0 tal que ‖) (C)‖ < "̃ para
todo C ∈ [0, 1]. Dado = ∈ N, sejam C1, C2 ∈ R tais que =C0 < C1 6 C2 6 C1 + 1. Então, de
(8), segue que, para B ∈ [C1, C1 + 1] e G ∈ - ,

) (=) (B)G = �=) (B)G = ) (B − C1)�=) (C1)G,

garantindo que a função B ↦→ ) (=) (B)G é contínua em [C1, C2]. Desse modo, segue que

‖) (=−1) (C2)G − ) (=−1) (C1)G‖ =




 ∫ C2

C1

3

3B
) (=−1) (B)G3B






=





 ∫ C2

C1

) (=) (B)G3B






6

∫ C2

C1

‖) (B − C1)�=) (C1)G‖3B

6 "̃ ‖�=) (C1)‖(C2 − C1)‖G‖.

Note que, fazendo C1 = C e C2 = C + ℎ, para algum 0 < ℎ < 1 a desigualdade acima nos
garante a continuidade à direita da função B ↦→ ) (=−1) (B) no ponto C > =C0 e isso, com
relação a norma da topologia uniforme.

Analogamente, obtem-se a continuidade à esquerda.

�

Proposição 2.32. Seja () (C))>0 um �0-semigrupo diferenciável e A seu gerador infinitesimal.
Então

) (=) (C) =
(
�)

(
C

=

))=
=

(
) ′

(
C

=

))=
, = = 1, 2, · · · .

Demonstração: O caso em que = = 1 segue do item (8) da Proposição 2.31. Suponhamos
que a propriedade é válida para = > 1 e tomemos C > B.

Assim,

) (=) (C) =
(
�)

(
C

=

))=
= ) (C − B)

(
�)

(
B

=

))=
.

Derivando a igualdade acima com relação a C segue que

) (=+1) (C) = �) (C − B)
(
�)

(
B

=

))=
.
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Fazendo, em particular, B =
=C

= + 1
, obtemos que

) (=+1) (C) = �)
(
C − =C

= + 1

) [
�)

(
1
=

=C

= + 1

)]=

= �)

(
C

= + 1

) [
�)

(
C

= + 1

)]=
=

[
�)

(
C

= + 1

)]=+1
,

o que conclui a demonstração do resultado.

�

2.5 Semigrupos analíticos

Nesta seção iremos estudar a Teoria de Semigrupos Analíticos, que é uma generalização do
�0-semigrupo a um setor do plano complexo. Para isso, vamos considerar 0 < U 6 c e definir
o seguinte setor no plano complexo

Δ (U) = {I ∈ C; |0A6(I) | < U, I ≠ 0}.

Definição 2.33. Uma família () (I))I∈Δ (U)∪{0} de operadores lineares limitados, com 0 < U 6
c

2
, é um semigrupo analítico em Δ (U) se:

(i) ) (0) = �;

(ii) ) (I1 + I2) = ) (I1)) (I2), ∀I1, I2 ∈ Δ (U);

(iii) lim
I→0

) (I)G = G, para todo G ∈ - , I ∈ Δ (U);

(iv) I ↦→ ) (I) é uma função analítica em Δ (U).

Proposição 2.34. Se () (I))I∈Δ (U)∪{0} é um semigrupo analítico, com 0 < U 6
c

2
, então existem

" > 1 e F > 0 tais que, para todo I ∈ Δ (U) ∪ {0},

‖) (I)‖ 6 "4F'4(I) .

Demonstração: (14, Theorem 2.2.6, p. 31).

Observe que um semigrupo analítico restrito ao conjunto [0, +∞) ⊂ Δ (U) ∪ {0} é um
�0-semigrupo.

A seguir apresentaremos um resultado que nos fornece uma condição necessaria e suficiente
para que um �0-semigrupo admita uma extensão analítica em Δ (U) para algum U tal que
0 < U 6

c

2
.
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Teorema 2.35. Para que um �0-semigrupo () (C))C>0 admita uma extensão analítica em Δ (U),
para algum U tal que 0 < U 6

c

2
, é necessario e suficiente que esse semigrupo seja diferenciável

e exista uma constante # > 1 tal que

‖C�) (C)‖ 6 #, 0 < C 6 1. (2.2)

Demonstração: Suponha que () (C))C>0 admite uma extensão analítica no setor Δ (U) e que
� seja o seu gerador infinitesimal.

Assim, para C > 0 dado e A = C sen(i), com 0 < i < U fixo, temos que o círculo de centro
em C e raio A está totalmente contido na região Δ (U), como podemos ver na Figura 2.1.

Figura 2.1 – Região onde () (I))I∈Δ (U)∪{0} é analítico.

Fonte: elaborado pelo autor.

Desse modo, pela Fórmula integral de Cauchy temos

�) (C) = 3

3C
) (C) = 1

2c8

∫
|I−C |=C sen i

) (I)
(I − C)2

3I.

Além disso, pela Proposição 2.34, existem " > 1 e F > 0 tais que, para todo I ∈ Δ (U) ∪ {0},
‖) (I)‖ 6 "4F'4(I) .

Logo, se 0 < C 6 1, então

‖�) (C)‖ =




 1
2c8

∫
|I−C |=C sen(i)

) (I)
(I − C)2

3I






=





 1
2c8

∫ 2c

0

) (C + C sen(i)48\)
(C sen(i)48\)2

C sen(i)848\3\






6
1

2c

∫ 2c

0





) (C + C sen(i)48\)
C sen(i)48\





3\
=

1
2c

∫ 2c

0

‖) (C + C sen(i)48\)‖
C sen(i) 3\



44

6
"

2cC sen(i)

∫ 2c

0
4FC (1+sen(i)2>B(\))3\

6
"42FC

2cC sen(i)

∫ 2c

0
3\

=
"42FC

C sen(i) .

Desse modo, tomando # =
"42F

sen(i) , para 0 < C 6 1, obtemos que

‖C�) (C)‖ 6 C"42F

C sen(i) = #.

Reciprocamente, suponha que () (C))C>0 é um �0-semigrupo diferenciável, com geredor
infinitesimal � e ‖C�) (C)‖ 6 # , para todo 0 < C 6 1, e algum # > 1.

Dessa forma, como C ↦→ ) (C) é diferenciável, pelas Proposições 2.31 e 2.32 segue que

) (=) (C) = �=) (C) e

) (=) (C) =
[
�)

(
C

=

)]=
=

[
) ′

(
C

=

)]=
,

para todo C > 0 e = = 1, 2, · · · .
Além disso, para C > 0 e = ∈ N tais que 0 <

C

=
6 1, temos



 C= �) (

C

=

)



 6 #,
ou seja,





�) (
C

=

)



 6 # =C .
Desse modo, segue que

‖�=) (C)‖ = ‖) (=) (C)‖ =




[�) (

C

=

)]=



 6 



�) (
C

=

)



= 6 #===C=
,

e assim, 



 |I − C |==!
�=) (C)





 6 |I − C |==!
#===

C=

6
|I − C |=
C=

#=
( ∞∑
8=0

=8

8!

)
=
|I − C |=
C=

#=4=

=

(
|I − C |

C
#4

)=
. (2.3)
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Logo, para |I − C | < C

#4
,
|I − C |

C
#4

< 1, e então, a série
∞∑
==0

(
|I − C |

C
#4

)=
é convergente, mais

ainda, a série
∞∑
==0

|I − C |=
=!

�=) (C) é convergente para I no círculo de raio C
#4

e centro em t.

Agora, seja \ o ângulo formados pela reta que passa na origem e é tangente ao círculo de
convergência da série, como na Figura 2.2.

Figura 2.2 – Círculo de convergência da série.

Fonte: elaborado pelo autor.

Observe que, I pertencerá a região setorial acima quando sen( |0A6(I) |) < sen(\) = 1
#4

,

isto é, |0A6(I) | < arcsen( 1
#4
).

Considere U = arcsen( 1
#4
) e Δ (U) =

{
I ∈ C; '4(I) > 0, |0A6(I) | < arcsen( 1

#4
)
}
.

Sejam I ∈ Δ (U), A1 a reta passando pela origem e por I, e A2 a reta perpendicular a reta A1

e passando por I.
Tomemos também C como sendo o ponto de interseção da reta A2 e o eixo positivo.
Desse modo, temos

C =
|I |

cos(0A6(I)) e |I − C | = C sen(0A6(I)).

Assim, I pertence ao círculo de centro t e raio
C

#4
, ou seja, a série

∞∑
==0

|I − C |=
=!

�=) (C) é

convergente.
Agora, defina o operador )̃ (I) : - → - por

)̃ (I) =
∞∑
==0

(I − C)=
=!

�=) (C), para I ∈ Δ (U),

e, para I = 0 defina )̃ (0) = �.
A seguir, mostraremos que ()̃ (I))I∈Δ (U)∪{0} é um semigrupo analítico que estende () (C))C>0.
De fato, por definição temos que )̃ (0) = � = ) (0). Já para I ∈ (0, +∞), segue que

C =
|I |

cos(0A6(I)) =
I

cos(0) = I.
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Logo,

)̃ (I) = ) (C) +
∞∑
==1

(C − C)=
=!

�=) (C) = ) (C), para todo I > 0.

Portanto, ()̃ (I))I∈Δ (U)∪{0} é uma extensão de () (C))C>0.
Além disso, observe que )̃ (I) ∈ L(-) pois, pela Proposição 2.31, ) (=) (C) = �=) (C) ∈

L(-), para todo = ∈ N e cada C > 0. Assim, )̃ (I), com I ∈ Δ (U), é limite uniforme de uma
sequência de elementos em L(-), logo, visto que L(-) é um espaço de Banach, concluímos
que )̃ (I) ∈ L(-), para todo I ∈ Δ (U) ∪ {0}.

Observe ainda que:

(i) I ↦→ )̃ (I) é analítica em Δ (U), pois )̃ (I) é uma série de potências.

(ii) )̃ (I1 + I2) = )̃ (I1))̃ (I2), ∀I1, I2 ∈ Δ (U).

De fato, sejam I1, I2 ∈ Δ (U). Tomemos C1 e C2, C1 =
|I1 |

cos(0A6(I1))
e C2 =

|I2 |
cos(0A6(I2))

,

como na construção anterior. Assim, temos |I1 − C1 | 6
C1
#4

e |I2 − C2 | 6
C2
#4

.

Desse modo,

| (I1 + I2) − (C1 + C2) | 6 |I1 − C1 | + |I2 − C2 | 6
C1
#4
+ C2
#4

=
C1 + C2
#4

,

isto é, I1 + I2 pertence ao círculo de centro C1 + C2 e raio
C1 + C2
#4

, o que nos garante a
convergência da série para I1 + I2.

Mais ainda, como

[(I1 + I2) − (C1 + C2)]=
=!

=

=∑
8=0

(I1 − C1)=−8 (I2 − C2)8
8!(= − 8)! ,

temos

)̃ (I1 + I2) =
∞∑
==0

[(I1 + I2) − (C1 + C2)]=�=) (C1 + C2)
=!

=

∞∑
==0

[( =∑
8=0

(I1 − C1)=−8 (I2 − C2)8
8!(= − 8)!

)
�=) (C1)) (C2)

]
=

∞∑
==0

( =∑
8=0

(I1 − C1)=−8�=−8
(= − 8)!

(I2 − C2)8�8
8!

) (C1)) (C2)
)

=

( ∞∑
==0

(I1 − C1)=�=
=!

) (C1)
) ( ∞∑

8=0

(I2 − C2)8�8
8!

) (C2)
)

= )̃ (I1))̃ (I2).

(iii) lim
I→0

)̃ (I)G = G, para todo G ∈ - e I ∈ Δ (U).
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Com efeito, como I ↦→ )̃ (I) é analítica em Δ (U), obtemos que

lim
I→I0

)̃ (I) = )̃ (I0), para todo I0 ∈ Δ (U).

Em particular, para todo C > 0, lim
I→0

)̃ (I + C) = )̃ (C) = ) (C).

Assim,

lim
I→0

)̃ (I)) (C) = lim
I→0

)̃ (I + C) = ) (C), para todo C > 0.

Logo, para todo G ∈ - e C > 0,

lim
I→0

)̃ (I)) (C)G = ) (C)G.

Agora, seja -0 =
⋃

0<C61
) (C)-. Assim, segue que lim

I→0
)̃ (I)H = H, para todo H ∈ -0.

Mostraremos a seguir que podemos estender o limite lim
I→0

)̃ (I)H = H, para todo H ∈ - .

Para tanto, provaremos que -0 é denso em - e que I ↦→ )̃ (I) é limitada em uma região
Σ(E) ⊂ Δ (U).

Dado, G ∈ - , como () (C))C>0 é um �0-semigrupo sabemos que lim
C→0+

) (C)G = G.
Em particular, lim

=→∞
) ( 1

=
)G = G, ou seja, G é o limite da sequência () ( 1

=
))=∈N em -0, e assim,

- ⊂ -0.
Logo, como -0 ⊂ - temos que - = -0.
Analisemos ainda a limitação de I ↦→ )̃ (I) no conjunto

Σ(E) =
{
I ∈ C; 0 < '4(I) < (#4)

2 − E2

(#4)2
, |0A6(I) | < arcsen

(
E

#4

)
, 0 < E < 1

}
.

Para isso, note que, como U = arcsen
(

1
#4

)
, temos Σ(E) ⊂ Δ (U).

Dado I ∈ Δ (U), da contrução inicial, segue que

C =
|I |

cos(0A6(I)) e
|I − C |
C

= sen(0A6(I)).

Em particular, se I ∈ Σ(E), então |0A6(I) | < arcsen
(
E

#4

)
e assim,

|I − C |
C

< sen
(
arcsen

(
E

#4

))
=

E

#4
, (2.4)

ou seja,
|I − C |
C

#4 < E.
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Por outro lado, como sen(0A6(I)) < E

#4
temos que [sen(0A6(I))]2 < E2

(#4)2
, e então,

1 − [cos(0A6(I))]2 < E2

(#4)2
, ou ainda,

[cos(0A6(I))]2 > 1 − E2

(#4)2
=
(#4)2 − E2

(#4)2
.

Além disso, como '4(I) = |I | cos(0A6(I)) = C [cos(0A6(I))]2, temos

C =
'4(I)

2>B2(0A6(I))
<

'4(I)
(#4)2 − E2

(#4)2

< 1.

Desse modo, por (3.3) e (3.4), obtemos que

‖)̃ (I)‖ =




 ∞∑
==0

(I − C)=
=!

�=) (C)






6 ‖) (C)‖ +
∞∑
==1





 (I − C)==!
�=) (C)






6 sup

06B61
‖) (B)‖ +

∞∑
==1

(
|I − C |#4

C

)=
6 �1 +

∞∑
==1

E=

= �1 +
E

1 − E
= �2,

onde, �1 = sup
06B61

‖) (B)‖ < ∞ e �2 = �1 +
E

1 − E .

Portanto, I ↦→ )̃ (I) é limitada em Σ(E).
Por fim, dado G ∈ - , como -0 = - , existe uma sequência (G=)=∈N em -0 de modo que

lim
=→∞

G= = G. Assim, dado Y > 0, existe =0 ∈ N tal que

‖G= − G‖ <
Y

�2 + 2
, para todo = > =0.

Fixando =1 ∈ N, =1 > =0, sabemos que, para I ∈ Δ (U), lim
I→0

)̃ (I)G=1 = G=1 . Logo, existe
X > 0 tal que, se I ∈ Δ (U) e |I | < X, então

‖)̃ (I)G=1 − G=1 ‖ <
Y

�2 + 2
.

Consequentemente, se I ∈ Σ(E) e |I | < E, temos
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‖)̃ (I)G − G‖ 6 ‖)̃ (I)G − )̃ (I)G=1 ‖ + ‖)̃ (I)G=1 − G=1 ‖ + ‖G=1 − G=‖

6 ‖)̃ (I)‖‖G − G=1 ‖ +
Y

�2 + 2
+ Y

�2 + 2

6 �2
Y

�2 + 2
+ 2Y
�2 + 2

= Y,

garantindo que lim
I→0

)̃ (I)G = G, para todo G ∈ - .

Portanto, concluímos que ()̃ (I))I∈Δ (U)∪{0} é um semigrupo analítico.

�

Vamos agora determinar condições para que um operador A seja o gerador infinitesimal de
um semigrupo analítico de classe�0, para isso, precisaremos de algumas definições e resultados
preliminares.

Definição 2.36. Seja � : D(�) ⊂ - → - um operador linear. Dizemos que � é de classe
(\, "), onde c

2
< \ < c e " > 0, e escrevemos � ∈ (\, "), se:

(i) A é fechado e seu domínio é denso em X;

(ii) Δ (\) = {I ∈ C; |0A6(I) | < \} ⊂ d(�);

(iii) ‖'(_ : �)‖ 6 "

|_ | , para todo _ ∈ Δ (\).

Sejam � ∈ (\, ") e Y > 0 de modo que 0 < 2Y < \ − c
2
. Consideremos Γ como sendo a

curva no plano complexo composta pelas semiretas

Ã48(\−Y) , Ã4−8(\−Y) , onde 1 6 Ã < +∞,

e pelos segmentos que ligam os pontos 48(\−Y) e 4−8(\−Y) ao ponto I = 1, orientada de −∞48(\−Y)

para +∞48(\−Y) , como ilustrado na figura a seguir.

Figura 2.3 – Curva Γ.

Fonte: elaborado pelo autor.
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Agora, seja U = \ − c
2
− 2Y. Assim, 0 < U <

c

2
< c e então

Δ (U) = {I ∈ C, 0 < |0A6(I) | < U} ⊂ Δ (\) ⊂ d(�).

Consideremos também a curva ΓA = {_ ∈ Γ; |_ | < A}, com A > 1, e observe que

ΓA ⊂ Γ ⊂ Δ (\) ⊂ d(�).

Mais ainda, as funções _ ↦→ 4_I, com I ∈ Δ (U), e _ ↦→ '(_ : �) são contínuas para _ ∈ ΓA ,
sendo que a continuidade da segunda função ocorre pois, como

'(_ : �) − '(` : �) = (` − _)'(_ : �)'(` : �), ∀_, ` ∈ d(�),

dados _, ` ∈ ΓA , obtemos

‖'(_ : �) − '(` : �)‖ 6 |` − _ |‖'(_ : �)‖‖'(` : �)‖

6 |` − _ | "
2

|_ | |` | .

Assim,

lim
`→_
‖'(_ : �) − '(` : �)‖ 6 lim

`→_
|` − _ | "

2

|_ | |` | = 0,

garantindo a continuidade de _ ↦→ '(_ : �), para _ ∈ ΓA .
Desse modo, para cada A > 1 e I ∈ Δ (U) podemos definir a família )A (I) : - → - por

)A (I)G =
∫
ΓA

4_I'(_ : �)G3_.

Note que, )A (I) é um operador linear para todo I ∈ Δ (U).
Mostremos que )A (I) ∈ L(-), para todo I ∈ Δ (U), isto é, existe � > 0 tal que

‖)A (I)G‖ 6 �‖G‖, para todo G ∈ - .

Para tanto, observe inicialmente que:

(i) Para todo I ∈ Δ (U) e _ ∈ Δ (\) temos

‖4_I'(_ : �)‖ = |4_I |‖'(_ : �)‖ 6 4'4(_I) "|_ | ;

(ii) Para todo I, _ ∈ C, _I = |_ | |I |48(arg(_)+0A6(I)) e mais,

'4(_I) = |_I |2>B(0A6(_) + 0A6(I)) 6 |_ | |I |.
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Agora, para analisarmos ‖)A (I)‖ vamos dividir a curva ΓA em quatro partes: W1, W2, W3 e W4,
de modo que

)A (I)G =
1

2c8

( ∫
W1

4_I'(_ : �)G3_ +
∫
W2

4_I'(_ : �)G3_ +
∫
W3

4_I'(_ : �)G3_

+
∫
W4

4_I'(_ : �)G3_
)
.

(I) Seja W̃1 : [1, A] → ΓA definida por W̃1(C) = C4−8(\−Y) . E considere W1 como sendo W̃1

percorrida no sentido contrário, como ilustrado na figura abaixo.

Figura 2.4 – Curva W1.

Fonte: elaborado pelo autor.

Então,



 ∫
W1

4_I'(_ : �)G3_




 = 



 − ∫

W̃1

4_I'(_ : �)G3_






=





 ∫ A

1
4(C4

−8 (\−Y) )I'(C4−8(\−Y) : �)G4−8(\−Y)3C






6

∫ A

1
|4(C4−8 (\−Y) )I |‖'(C4−8(\−Y) : �)‖‖G‖|4−8(\−Y) |3C

6

∫ A

1

4'4(C4
−8 (\−Y) I)" ‖G‖
|C4−8(\−Y) |

3C

6

∫ A

1

4 |C | |I |" ‖G‖
|C | 3C

6 " ‖G‖
∫ A

1
4C |I |3C

= " ‖G‖
(
4A |I | − 4 |I |
|I |

)
= �1‖G‖,
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onde �1 = "

(
4A |I | − 4 |I |
|I |

)
.

(II) Seja W2 a curva dada pelo segmento de extremos 4−8(\−Y) e 1, orientada de 4−8(\−Y) para
1, como na figura abaixo.

Figura 2.5 – Curva W2.

Fonte: elaborado pelo autor.

Seja ℎ a altura do triângulo de vértices (0, 0), (1, 0) e 4−8(\−Y) . Note que 0 < ℎ < 1.
Além disso, para _ ∈ W2, temos ℎ 6 |_ | 6 1.

Assim, 



 ∫
W2

4_I'(_ : �)G3_




 6 ∫

W2

‖4_I'(_ : �)G‖3 |_ |

6

∫
W2

4'4(_I)" ‖G‖
|_ | 3 |_ |

6 " ‖G‖
∫
W2

4 |_ | |I |

|_ | 3 |_ |

6 " ‖G‖
∫
W2

4 |I |

ℎ
3 |_ |

=
"4 |I | ‖G‖

ℎ

∫
W2

3 |_ |

= �2‖G‖,

onde �2 =
"4 |I | |W2 |

ℎ
e |W2 | é o comprimento da curva W2.

(III) Seja W3 o segmento de extremo 1 e 48(\−Y) orientado de 1 para 48(\−Y) , como ilustrado na
Figura 2.6.

Desse modo, tomando ℎ̃ como a altura do triângulo de vértices (0, 0), (1, 0) e 48(\−Y) ,
temos 0 < ℎ̃ < 1 e, para _ ∈ W3, ℎ̃ 6 |_ | 6 1.



53

Figura 2.6 – Curva W3.

Fonte: elaborado pelo autor.

Mais ainda, 



 ∫
W3

4_I'(_ : �)G3_




 6 ∫

W3

‖4_I'(_ : �)G‖3 |_ |

6

∫
W3

4'4(_I)" ‖G‖
|_ | 3 |_ |

6 " ‖G‖
∫
W3

4 |I |

ℎ
3 |_ |

=
"4 |I | ‖G‖

ℎ

∫
W3

3 |_ |

= �3‖G‖,

onde �3 =
"4 |I | |W3 |

ℎ
e |W3 | é o comprimento da curva W3.

(IV) Seja W4 : [1, A] → ΓA a curva definida por W4(C) = C48(\−Y) , como ilustrado na Figura 2.7.

Figura 2.7 – Curva W4.

Fonte: elaborado pelo autor.
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Assim, 



 ∫
W4

4_I'(_ : �)G3_




 = 



 ∫ A

1
4(C4

8 (\−Y) )I'(C48(\−Y) : �)G48(\−Y)3C






6

∫ A

1
|4(C48 (\−Y) )I |‖'(C48(\−Y) : �)‖‖G‖|48(\−Y) |3C

6

∫ A

1

4'4(C4
8 (\−Y) I)" ‖G‖
|C48(\−Y) |

3C

6

∫ A

1

4 |C | |I |" ‖G‖
|C | 3C

6 " ‖G‖
∫ A

1
4C |I |3C

= " ‖G‖
(
4A |I | − 4 |I |
|I |

)
= �1‖G‖.

Portanto, tomando � = 4 max
{
� 9

2c
, 9 = 1, 2, 3

}
temos, para todo G ∈ - , que

‖)A (I)G‖ 6
���� 1
2c8

����(



 ∫
W1

4_I'(_ : �)G3_




 + 



 ∫

W2

4_I'(_ : �)G3_






+




 ∫

W3

4_I'(_ : �)G3_




 + 



 ∫

W4

4_I'(_ : �)G3_




)

6
1

2c
(�1‖G‖ + �2‖G‖ + �3‖G‖ + �1‖G‖)

6 �‖G‖,

ou seja, )A (I) ∈ L(-), para todo I ∈ Δ (U).
Agora, considere ) (I) : - → - definida por

) (I)G = 1
2c8

∫
Γ

4_I'(_ : �)G3_, para I ∈ Δ (U), e ) (0) = �.

Note que, ) (I) = lim
A→∞

)A (I), para todo I ∈ Δ (U). Mais ainda, como )A (I) ∈ L(-), e a
convergência acima é uniforme, obtemos que ) (I) ∈ L(-), para todo I ∈ Δ (U).

A seguir, apresentaremos alguns resultados que serão utilizados posteriormente quando
formos provar que () (I))I∈Δ (U)∪{0} é um semigrupo analítico.

Lema 2.37. Sejam I ∈ Δ (U), � ∈ (\, ") e Γ como descrita anteriormente, então:

(i)
∫
Γ

4_I

_′ − _3_ = 0, para todo _′ situado à direita de Γ;

(ii)
∫
Γ

4_I

_
3_ = 2c8;
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(iii)
∫
Γ

4_I3_ = 0;

(iv)
∫
Γ

'(_ : �)
_

3_ = 0;

(v)
∫
|I |Γ

4_[

|I | '
(
_

|I | : �
)
3_ =

∫
Γ

4_[

|I | '
(
_

|I | : �
)
3_, onde [ =

I

|I | .

Demonstração:

(i) Para provarmos o primeiro item do enunciado, dado A > 1, consideremos ΓA = {_ ∈
Γ, |_ | < A}, _A = A48(\−Y) , _A = A4−8(\−Y) e

�A = {[ ∈ C, |[ | = A, com [ à esquerda de ΓA e com extremos _A e _A},

como na Figura 2.8.

Figura 2.8 – Curva ΓA ∪ �A .

Fonte: elaborado pelo autor.

Seja _′ ∈ C à direita de Γ. Observe que∫
Γ

4_I

_′ − _3_ = lim
A→+∞

∫
ΓA

4_I

_′ − _3_.

Além disso, como a aplicação _ ↦→ 4_I

_′ − _ é analítica sobre ΓA e na região à esquerda de
ΓA , pelo Teorema de Cauchy, temos∫

ΓA∪�A

4_I

_′ − _3_ = 0,

ou seja,
∫
ΓA

4_I

_′ − _3_ = −
∫
�A

4_I

_′ − _3_.
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Desse modo, ∫
Γ

4_I

_′ − _3_ = − lim
A→+∞

∫
�A

4_I

_′ − _3_.

Por outro lado, observe que, como I ∈ Δ (U), −U 6 0A6(I) 6 U, e mais, para _ ∈ �A ,
temos _ = A48i, onde \ − Y 6 i 6 2c − (\ − Y).

Assim, como 0A6(_I) = 0A6(_) + 0A6(I) = i + 0A6(I), obtemos que

\ − Y − U 6 i + 0A6(I) 6 2c − \ + Y + U,

e então, visto que U = \ − c
2
− 2Y, concluímos que

c

2
+ Y 6 i + 0A6(I) 6 3c

2
− Y.

Logo,

cos(i + 0A6(I)) 6 cos
(
c

2
+ Y

)
= cos

(
c

2

)
cos(Y) − sen

(
c

2

)
sen(Y) = − sen(Y),

onde − sen(Y) 6 0 pois, da escolha de Y, temos 0 < Y <
c

4
.

Mais ainda, se _ = A48i, então |4_I | = 4'4(A48iI) e como

'4(A48iI) = A |I | cos(i + 0A6(I)) 6 −A |I | sen(Y),

segue que
|4_I | = |4A48iI | 6 4−A |I | sen(Y) .

Agora, defina <A = inf
_∈�A

|_ − _′|. Assim,

���� ∫
�A

4_I

_′ − _3_
���� = ���� ∫ 2c−(\−Y)

\−Y

4(A4
8i)IA848i

A48i − _′ 3i
����

6

∫ 2c−(\−Y)

\−Y

|4(A48i)I |A |8 | |48i |
| (A48i − _′) | 3i

6

∫ 2c−(\−Y)

\−Y

A4−A |I | sen(Y)

<A
3i

=
2A (c − (\ − Y))
<A4

A |I | sen(Y) .

Então, ���� ∫
Γ

4_I

_′ − _3_
���� = lim

A→+∞

���� ∫
�A

4_I

_ − _′3_
���� 6 lim

A→+∞
2A (c − (\ − Y))
<A4

A |I | sen(Y) = 0,
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pois, lim
A→+∞

1
<A

= lim
A→+∞

2A (c − (\ − Y))
4A |I | sen(Y) = 0.

Portanto, ∫
Γ

4_I

_′ − _3_ = 0.

(ii) Seja '1 a região limitada por ΓA ∪�A . Como a aplicação _ ↦→ 4_I é analítica em '1, pela
Fórmula integral de Cauchy temos

1
2c8

∫
ΓA∪�A

4_I

_
3_ = 40I = 1,

isto é, ∫
ΓA

4_I

_
3_ = 2c8 −

∫
�A

4_I

_
3_

Por outro lado, observe que, como A > 1,
1
A
6 1, e assim

���� ∫
�A

4_I

_
3_

���� = ���� ∫ 2c−(\−Y)

\−Y

4(A4
8i)IA848i

A48i
3i

����
6

∫ 2c−(\−Y)

\−Y
A |4(A48i)I |3i

6

∫ 2c−(\−Y)

\−Y
A4−A |I | sen(Y)3i

= A4−A |I | sen(Y) [2c − (\ − Y) − (\ − Y)]

=
2A (c − (\ − Y))

4A |I | sen(Y) .

Desse modo,
∫
�A

4_I

_
3_→ 0, quando A → +∞.

Então, ∫
Γ

4_I

_
3_ = lim

A→+∞

∫
ΓA

4_I

_
3_ = lim

A→+∞

(
2c8 −

∫
�A

4_I

_
3_

)
= 2c8.

(iii) Seja '1 a região considerada no item anterior. Assim, como a aplicação _ ↦→ 4_ é analítica
em '1, pelo Teorema de Cauchy temos que∫

ΓA∪�A

4_I3_ = 0,

e então, ∫
ΓA

4_I3_ = −
∫
�A

4_I3_.
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Além disso, procedendo como nos itens anteriores, obtemos que���� ∫
�A

4_I3_

���� = ���� ∫ 2c−(\−Y)

\−Y
4(A4

8i)IA848i3i

����
6

∫ 2c−(\−Y)

\−Y
A |4(A48i)I |3i

6
2A (c − (\ − Y))

4A |I | sen(Y) .

Desse modo,
∫
�A

4_I3_→ 0, quando A → +∞.

Portanto, ∫
Γ

4_I3_ = lim
A→+∞

∫
ΓA

4_I3_ = 0.

(iv) Seja '2 a região delimitada pelo arco �A , que percorre a circunferência de centro na
origem e raio r do ponto _A até _A e por ΓA , como ilustrado na figura abaixo.

Figura 2.9 – Região '2

Fonte: elaborado pelo autor.

Observe que a aplicação _ ↦→ '(_ : �)
_

é analítica em '2.

De fato, como � ∈ (\, "), � satisfaz as condições do Teorema de Hille-Yosida, e assim

'(_ : �)G =
∫ ∞

0
4−_C) (C)G3C, para todo G ∈ - ,

onde () (C))C>0 é o �0-semigrupo gerado por �.

Desse modo, temos que _ ↦→ '(_ : �) é =-vezes diferenciável, e portanto, _ ↦→ '(_ : �)
_

é analítica em '2.

Logo, pelo Teorema de Cauchy, segue que∫
�A∪ΓA

'(_ : �)
_

3_ = 0,
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e assim, ∫
ΓA

'(_ : �)
_

3_ = −
∫
�A

'(_ : �)
_

3_.

Além disso, note que



 ∫
�A

'(_ : �)
_

3_





 = 



 ∫ \−Y

2c−(\−Y)

'(A48i : �)A848i
A48i

3i






6

∫ 2c−(\−Y)

\−Y
‖'(A48i : �)‖ |8 |3i

6

∫ 2c−(\−Y)

\−Y

"

|A48i | 3i

=
2"
A
(c − (\ − Y)).

Desse modo, como lim
A→+∞

2"
A
(c − (\ − Y)) = 0, temos que∫

�A

'(_ : �)
_

3_→ 0, quando A → +∞.

Portanto, ∫
Γ

'(_ : �)
_

3_ = lim
A→+∞

∫
�A

'(_ : �)
_

3_ = 0.

(v) Considere I ∈ Δ (U) de modo que |I | > 1. Assim, a curva |I |Γ é a união da curva |I |Γ1,
cujos extremos são os pontos _ |I | = |I |48(\−Y) e _ |I | = |I |4−8(\−Y) , com as duas semirretas
obtidas de Γ \ Γ|I |, como representado na figura a seguir.

Figura 2.10 – Curva |I |Γ.

Fonte: elaborado pelo autor.

Note que, Γ|I | ∪ |I |Γ−1 é um contorno fechado simples, onde |I |Γ−1 representa a curva |I |Γ1

percorrida no sentido contrário.
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Desse modo, a aplicação _ ↦→ 4_[

|I | '
(
_

|I | : �
)
, onde [ =

I

|I | , é analítica sobre o contorno

e no interior de Γ|I | ∪ |I |Γ−1 .

Logo, pelo Teorema de Cauchy, temos∫
Γ |I |∪|I |Γ−1

4_[

|I | '
(
_

|I | : �
)
3_ = 0,

ou seja,∫
Γ |I |

4_[

|I | '
(
_

|I | : �
)
3_ = −

∫
|I |Γ−1

4_[

|I | '
(
_

|I | : �
)
3_ =

∫
|I |Γ1

4_[

|I | '
(
_

|I | : �
)
3_.

Por outro lado,∫
|I |Γ

4_[

|I | '
(
_

|I | : �
)
3_ =

∫
|I |Γ1

4_[

|I | '
(
_

|I | : �
)
3_ +

∫
Γ\Γ |I |

4_[

|I | '
(
_

|I | : �
)
3_

=

∫
Γ |I |

4_[

|I | '
(
_

|I | : �
)
3_ +

∫
Γ\Γ |I |

4_[

|I | '
(
_

|I | : �
)
3_

=

∫
Γ

4_[

|I | '
(
_

|I | : �
)
3_.

Para o caso em que |I | < 1 o resultado segue de modo análogo ao que foi feito no caso
anterior, porém, a curva |I |Γ estará à esquerda de Γ, e quando |I | = 1 o resultado é trivial.

�

Lema 2.38. Dado X > 0, seja Γ′ a curva no plano complexo definida por

Γ′ = {_′ ∈ C;_′ = _ + X, _ ∈ Γ},

com a orientação induzida por Γ. Então, para todo I ∈ Δ (U), temos:

(i)
∫
Γ

4_I'(_ : �)3_ =
∫
Γ′
4_I'(_ : �)3_;

(ii)
∫
Γ′

4_
′I

_′ − _3_
′ = 2c84_I ., para todo _ situado à esquerda de Γ′.

Demonstração: Para provarmos esses itens usaremos as notações estabelecidas na demons-
tração do Lema 2.37.

(i) Para A > 1 dado, considere a curva Γ′A contida em Γ′ cujos extremos são _A + X e _A + X,
onde _A = A48(\−Y) , e _A = A4−8(\−Y) .

Consideremos também os segmentos de retas !A e !A cujos extremos são _A e _A + X e _A
e _A + X, respectivamente.
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Seja �A a curva formada por ΓA ∪ !A ∪ Γ
′−
A ∪ !A , onde Γ

′−
A é a curva Γ′A percorrida no

sentido contrário, como ilustrado na figura a seguir.

Figura 2.11 – Curvas Γ, Γ′ e �A .

Fonte: elaborado pelo autor.

Note que a aplicação _ ↦→ 4_I'(_ : �) é analítica em �A , e assim, pelo Teorema de
Cauchy,

∫
�A

4_I'(_ : �)3_ = 0.

Desse modo,∫
!A

4_I'(_ : �)3_ +
∫
ΓA

4_I'(_ : �)3_ = −
∫
!A

4_I'(_ : �)3_

−
∫
Γ
′−
A

4_I'(_ : �)3_.

Observe também que, para A suficientemente grande, '4(_A + X) < 0, |_ | > |_A + X | e
\ − 2Y 6 0A6(_) 6 \ − Y, para todo _ ∈ !A .

Logo, como U = \ − c
2
− 2Y e \ − Y < c, segue que

c

2
< 0A6(_) + 0A6(I) = 0A6(_I) < 3c

2
− Y < 3c

2
,

para todo _ ∈ !A , com A sufientemente grande.

Assim, visto que o comprimento de !A é igual a X, obtemos que



 ∫
!A

4_I'(_ : �)3_




 6 ∫

!A

|4_I |‖'(_ : �)‖3 |_ |

6

∫
!A

4'4(_I)
"

|_ | 3 |_ |

6

∫
!A

4 |_ | |I | cos(0A6(_I)) "

|_A + X |
3 |_ |
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6
"

|_A + X |

∫
!A

3 |_ |

=
"X

|_A + X |
,

pois, cos(0A6(_I)) 6 0, para todo _ ∈ !A .

Então, visto que _A = A48(\−Y) , lim
A→+∞

"X

|_A + X |
= 0 e portanto,

lim
A→+∞

∫
!A

4_I'(_ : �)3_ = 0.

De maneira análoga, mostra-se que lim
A→+∞

∫
!A

4_I'(_ : �)3_ = 0, e assim, concluímos
que ∫

Γ′
4_I'(_ : �)3_ =

∫
Γ

4_I'(_ : �)3_.

(ii) Consideremos _ situado a esquerda de Γ′ e tomemos A > 0 suficientemente grande para
que _ esteja no interior da curva fechada �̃A = Γ′A ∪ !A ∪ �A ∪ !A , onde �A é o arco da
circunferência de centro na origem e raio A que vai de _A até _A , !A e !A são os segmentos
descritos no item anterior, como na figura a seguir.

Figura 2.12 – Região delimitada pela curva �̃A .

Fonte: elaborado pelo autor.

Observe que a aplicação _′ ↦→ 4_
′I é analítica no inteior da curva �̃A .



63

Assim, pela Fórmula integral de Cauchy, temos∫
�̃A

4_
′I

_′ − _3_
′ = 2c84_I .

Agora, tomando <A = inf{|_′ − _ |;_′ ∈ !A}, segue que
1
<A
>

1
|_′ − _ | , para todo _

′ ∈ !A ,
e desse modo, procedendo como em (8),���� ∫

!A

4_
′I

_′ − _3_
′
���� 6 ∫

!A

4'4(_
′I)

|_′ − _ | 3 |_
′|

6
1
<A

∫
!A

4'4(_
′I)3 |_′|

6
1
<A

∫
!A

3 |_′|

=
X

<A
.

Logo, como lim
A→+∞

X

<A
= 0 segue que

lim
A→+∞

∫
!A

4_
′I

_′ − _3_
′ = 0.

De modo análogo, mostra-se que lim
A→+∞

∫
!A

4_
′I

_′ − _3_
′ = 0.

Além disso, usando uma argumentação semelhante ao que foi feito no item (8) do Lema

2.37, podemos afirmar que
∫
�A

4_
′I

_′ − _3_
′→ 0, quando A → +∞.

Portanto,

2c84_I = lim
A→+∞

( ∫
�̃A

4_
′I

_′ − _3_
′
)

= lim
A→+∞

( ∫
�A

4_
′I

_′ − _3_
′ +

∫
!A

4_
′I

_′ − _3_
′ +

∫
Γ′A

4_
′I

_′ − _3_
′ +

∫
!A

4_
′I

_′ − _3_
′
)

=

∫
Γ′

4_
′I

_′ − _3_
′,

ou seja,
∫
Γ′

4_
′I

_′ − _3_
′ = 2c84_I, para todo _′ situado à esquerda de Γ′.

�

O resultado a seguir é o mais importante desta seção, e nos fornece uma condição necessaria
para que um operador � seja o gerador infinitesimal de um semigrupo analítico.
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Teorema 2.39. Seja � ∈ (\, "). Então, para cada Y > 0 tal que 2Y < \ − c
2
, A é o gerador

infinitesimal de um semigrupo analítico no setor Δ (\ − c
2 − 2Y).

Demonstração: Mostraremos que a família () (I))I∈Δ (U)∪{0} dada por
) (0) = �,

) (I) = 1
2c8

∫
Γ

4_I'(_ : �)3_, I ∈ Δ (U),
(2.5)

onde U = \ − c
2 − 2Y e Γ é a curva descrita como anteriormente, é um semigrupo analítico e �

é seu gerador infinitesimal.
Como visto anteriormente, ) (I) ∈ L(-), para todo I ∈ Δ (U) ∪ {0}.
Agora, mostremos que () (I))I∈Δ (U)∪{0} satisfaz as propriedades de semigrupo, isto é:

(i) ) (0) = �, o que ocorre pela definição.

(ii) ) (I + [) = ) (I)) ([), para todo I, [ ∈ Δ (U).

Para mostrarmos este fato, usaremos os resultados e as notações dos dois lemas anteriores.
Seja d ∈ Δ (U), do item (8) do Lema 2.38, obtemos que

) (d) = 1
2c8

∫
Γ

4_d'(_ : �)3_ = 1
2c8

∫
Γ′
4_
′d'(_′ : �)3_′.

Desse modo, para I, [ ∈ Δ (U) e todo G ∈ - , temos

) (I)) ([)G = 1
2c8

∫
Γ

4_I'(_ : �)
(

1
2c8

∫
Γ′
4_
′[' (_′ : �) G3_′

)
3_

=
1
(2c8)2

∫
Γ

∫
Γ′
4_I'(_ : �)4_′[' (_′ : �) G3_′3_

=
1
(2c8)2

∫
Γ

∫
Γ′
4_I4_

′[

(
'(_ : �) − ' (_′ : �)

(_′ − _)

)
G3_′3_

=
1
(2c8)2

∫
Γ

4_I'(_ : �)
∫
Γ′

4_
′[

_′ − _G3_
′3_

− 1
(2c8)2

∫
Γ′
4_
′[' (_′ : �)

∫
Γ

4_I

_′ − _G3_3_
′.

Além disso, como _ ∈ Γ, _ está à esquerda de Γ′ e assim, pelo item (88) do Lema 2.38,

segue que
∫
Γ′

4_
′I

_′ − _3_
′ = 2c84_I.

Mais ainda, pelo item (8) do Lema 2.37 e pelo fato de _′ estar à direita de Γ, temos que∫
Γ

4_I

_′ − _3_ = 0, consequentemente

) (I)) ([)G = 1
(2c8)2

∫
Γ

4_I'(_ : �) (2c84_[)G3_
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=
1

2c8

∫
Γ

4_(I+[)'(_ : �)G3_

= ) (I + [)G,

para todo G ∈ - .

A seguir, mostraremos que () (I))I∈Δ (U)∪{0} é uniformemente limitado em Δ (U).
Para tanto, observe que, fazendo a mudança de variável ` = |I |_, com I ∈ Δ (U), em (1.3),

a curva Γ será transformada na curva |I |Γ, e assim, pelo item (v) do Lema 2.37, temos

) (I) = 1
2c8

∫
|I |Γ

4`[

|I | '
(
`

|I | : �
)
3` =

1
2c8

∫
Γ

4`[

|I | '
(
`

|I | : �
)
3`,

onde [ =
I

|I | = 4
8 arg(I) .

Por outro lado, � ∈ (\, "), o que garante que



' (
`

|I | : �
)



 6 " |I |` ,

e então,

‖) (I)‖ 6 1
2c

∫
Γ

|4`[ |
|I |





' (
`

|I | : �
)



 |3` |

6
1

2c

∫
Γ

4Re(`[)

|I |
" |I |
|` | |3` |

=
"

2c

∫
Γ1

4Re(`[)

|` | |3` | +
"

2c

∫
Γ\Γ1

4Re(`[)

|` | |3` |,

onde Γ1 é a curva ΓA , com A = 1, apresentada no início da demonstração do Lema 2.37.
Agora, observe que, para ` ∈ Γ1, |` | 6 1, e desse modo,

'4(`[) = |` | |[ | cos(arg(`[)) 6 1.

Logo, tomando A0 = inf{|_ |;_ ∈ Γ1}, temos

"

2c

∫
Γ1

4Re(`[)

|` | |3` | 6
"

2c

∫
Γ1

41

A0
|3` | = "4

2cA0
|Γ1 | , (2.6)

sendo |Γ1 | o comprimento da curva Γ1.
Mais ainda, a curva Γ\Γ1 é formada pelas semiretas f1 e f2, onde f1(A) = A48(\−Y) , com

1 6 A < ∞ e f2 é a curva f2(A) = A4−8(\−Y) , com 1 6 A < ∞, percorrida no sentido contrário.
Logo, ∫

Γ\Γ1

4Re(`[)

|` | |3` | =
∫
f1

4Re(`[)

|` | |3` | +
∫
f2

4Re(`[)

|` | |3` |
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=

∫
f1

4Re(`[)

|` | |3` | −
∫
f2

4Re(`[)

|` | |3` |

=

∫ ∞

1

4Re(A48 (\−Y)[)
A

���48(\−Y) ��� 3A − ∫ ∞

1

4Re(A4−8 (\−Y)[)
A

���4−8(\−Y) ��� 3A
=

∫ ∞

1

4Re(A48 (\−Y)[)
A

3A −
∫ ∞

1

4Re(A4−8 (\−Y)[)
A

3A.

A seguir iremos analisar separadamente as integrais acima.
Para a primeira integral, observe que

Re
(
A48(\−Y)[

)
=

���A48(\−Y) ‖[��� cos((\ − Y) + arg([))

= A cos((\ − Y) + arg(I)).

Além disso, como −U < arg(I) < U e U = \ − c
2 − 2Y, com c

2 < \ < c, obtemos

c

2
+ Y 6 \ − Y + arg(I) 6 2\ − 3Y − c

2
6

3c
2
− 3Y 6

3c
2
− Y,

e portanto, Re
(
A48(\−Y)[

)
6 A cos

(
c
2 + Y

)
, com cos

(
c
2 + Y

)
< 0.

Mais ainda, como
1
A
6 1 temos que

∫ ∞

1

4Re(A48 (\−Y)[)
A

3A 6

∫ ∞

1
4A cos( c2 +Y)3A = − 4cos( c2 +Y)

cos
(
c
2 + Y

) .
Agora, para a segunda integral, segue que

Re
(
A4−8(\−Y)[

)
= A cos((−\ + Y) + arg(I),

com,
−3c

2
+ Y 6 −3c

2
+ 3Y 6 −2\ + 3Y + c

2
6 −\ + Y + arg(I) 6 −c

2
− Y.

Desse modo, como −1
A
6 0 < 1,

−
∫ ∞

1

4Re(A4−8 (\−Y)[)
A

3A 6

∫ ∞

1
4A cos(− c

2 −Y)3A =
∫ ∞

1
4A cos( c2 +Y)3A.

Logo, ∫
Γ\Γ1

4Re(`[)

|` | |3` | 6 −
24cos( c2 +Y)
cos

(
c
2 + Y

) , (2.7)

o que nos permite concluir que

‖) (I)‖ 6 "4

2cA0
|Γ1 | +

"4cos( c2 )+Y

c
(
− cos( c2 + Y)

) = "0, para todo I ∈ Δ (U).
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Nosso próximo passo é mostrar que () (I))I∈Δ (U)∪{0}, I ∈ Δ (U), é fortemente contínuo, isto
é, lim
I→0

) (I)G = G, para todo G ∈ - .
Para tanto, observe inicialmente que, para _ ∈ d(�),

'(_ : �) (_� − �) = � ⇔ _'(_ : �) − '(_ : �)� = �
⇔ _'(_ : �) − � = '(_ : �)�

⇔ '(_ : �) − _−1� =
'(_ : �)�

_
. (2.8)

Assim, para I ∈ Δ (U), com |I | < 1, e G ∈ D(�), usando o item (88) do Lema 2.37, e a
igualdade (2.8), obtemos

) (I)G − G = 1
2c8

∫
Γ

4_I'(_ : �)G3_ − 1
2c8

∫
Γ

4_I

_
G3_

=
1

2c8

∫
Γ

4_I
(
'(_ : �) − _−1�

)
G3_

=
1

2c8

∫
Γ

4_I

_
'(_ : �)�G3_.

Por outro lado,



4_I'(_ : �)
_

�G





 6 ��4_I��
|_ | ‖'(_ : �)‖‖�G‖ 6 4

Re(_I)

|_ | ·
"

|_ | ‖�G‖ 6
"

|_ |2
‖�G‖,

com a função _ ↦→ "

_2 ‖�G‖ integrável sobre a curva Γ.
Assim, pelo Teorema da convergência dominada e pelo item (8E) do Lema 2.37, segue que

lim
I→0
() (I)G − G) = lim

I→0

1
2c8

∫
Γ

4_I'(_ : �)
_

�G3_

=
1

2c8

∫
Γ

'(_ : �)
_

�G3_ = 0,

ou seja, lim
I→0

) (I)G = G, para todo G ∈ D(�).

Agora, dado H ∈ - , como D(�) = - , existe uma sequência (H=)=∈N em - , com H= → H,
quando =→∞. Desse modo, para n > 0 dado, existe =0 ∈ N tal que, para todo = > =0,

‖H − H=‖ 6
n

2("0 + 1) .

Além disso, para =1 ∈ N, com =1 > =0, temos que H=1 ∈ D(�), e então, lim
I→0

) (I)H=1 = H=1 ,
ou ainda, existe X > 0 tal que, para 0 < |I | < X,

‖) (I)H=1 − H=1 ‖ <
n

2
.
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Portanto, para 0 < |I | < X, temos

‖) (I)H − H‖ 6 ‖) (I)‖


H − H=1



 + 

) (I)H=1 − H=1



 + 

H=1 − H




6 "0
n

2 ("0 + 1) +
n

2
+ n

2 ("0 + 1)
= n,

isto é, lim
I→0

) (I)G = G, para todo G ∈ - .
Mostremos também que I ↦→ ) (I) é uma função analítica em Δ (U).
De fato, consideranto novamente a mudança de variável ` = |I |_ em (2.5), com I ∈ Δ (U),

tomando [ =
I

|I | e A > 1, usando novamente o item (E) do Lema 2.37, obtemos

) (I) = 1
2c8

∫
Γ

4_I'(_ : �)3_

=
1

2c8

∫
|I |Γ

4`[

|I | '
(
`

|I | : �
)
3`

=
1

2c8

∫
Γ

4`[

|I | '
(
`

|I | : �
)
3`

=
1

2c8

∫
ΓA

4`[

|I | '
(
`

|I | : �
)
3` + 1

2c8

∫
Γ\ΓA

4`[

|I | '
(
`

|I | : �
)
3`.

Procedendo de modo similar ao que já fizemos anteriormente podemos escrever a curva Γ\ΓA
como sendo a união das curvas Γ1, f1 e f2, onde f1(d) = d48(\−Y) , com A 6 d < +∞, e f2 é
a curva f2(d) = d4−8(\−Y) , com A 6 d < +∞, percorrida no sentido contrário. Dessa forma,
segue que 



) (I) − 1

2c8

∫
ΓA

4`[

|I | '
(
`

|I | : �
)
3`





 = 



 1
2c8

∫
Γ\ΓA

4`[

|I | '
(
`

|I | : �
)
3`






6

���� 1
2c8

���� (



∫
f1

4`[

|I | '
(
`

|I | : �
)
3`





 + 



∫
f2

4`[

|I | '
(
`

|I | : �
)
3`





)
=

1
2c

(




∫ ∞

A

4d4
8 (\−Y)[

|I | '

(
d48(\−Y)

|I | : �
)
48(\−Y)3d







+





−∫ ∞

A

4d4
−8 (\−Y)[

|I | '

(
d4−8(\−Y)

|I | : �
)
4−8(\−Y)3d







)

6
1

2c

(∫ ∞

A

4Re(d48 (\−Y)[)
|I |

" |I |
d

3d +
∫ ∞

A

4Re(d4−8 (\−Y)[)
|I |

" |I |
d

3d

)
6
"

2c

[∫ ∞

A

4d cos(\−Y+arg I)3d +
∫ ∞

A

4d cos(−\+Y+arg I)3d

]
6
"

2c

[∫ ∞

A

4d cos( c2 +Y)3d +
∫ ∞

A

4d cos(− c
2 −Y)3d

]
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=
"

c

∫ ∞

A

4d cos( c2 +Y)3d

=
"

c

4A cos( c2 +Y)[
− cos

(
c
2 + Y

) ]
=
"

c

4−A sen(Y)

sen(Y) .

Assim, tomando limite na desigualde acima, quando A → +∞, obtemos que

lim
A→+∞





) (I) − 1
2c8

∫
ΓA

4`[

|I | '
(
`

|I | : �
)
3`





 = lim
A→+∞

"

c

4−A sen(Y)

sen(Y) = 0,

Dou seja,
1

2c8

∫
ΓA

4_I'(_ : �)3_ converge uniformemente para ) (I), para todo I ∈ Δ (U).

Por outro lado, como a função _ ↦→ 4_I'(_ : �) é analítica em Δ (\) e ΓA é uma curva
simples de classe �1 por partes, temos que a função I ↦→ 1

2c8

∫
ΓA

4_I'(_ : �)3_ é analítica em

Δ (U), para todo A > 1.
Portanto, I ↦→ ) (I) é o limite uniforme de uma função analítica, e assim, I ↦→ ) (I) é

analítica em Δ (U), o que prova que a família () (I))I∈Δ (U)∪{0} é um semigrupo analítico.
Finalmente, basta mostrarmos que � é o gerador infinitesimal de () (I))I∈Δ (U)∪{0} quando

restringimos o semigrupo ao semi-eixo positivo.
Para tanto, usando a igualdade (2.8) e o item (888) do Lema 2.37, para todo G ∈ D(�) temos

3

3I
) (I)G = 3

3I

[
1

2c8

∫
Γ

4_I'(_ : �)G3_
]

=
1

2c8

∫
Γ

3

3I

(
4_I'(_ : �)G

)
3_

=
1

2c8

∫
Γ

4_I_'(_ : �)G3_

=
1

2c8

∫
Γ

4_I ('(_ : �)� + �)G3_

=
1

2c8

∫
Γ

4_I'(_ : �)�G3_ + 1
2c8

∫
Γ

4_IG3_

= ) (I)�G.

Desse modo,
3

3I
) (I)G = ) (I)�G, para todo G ∈ D(�) e I ∈ Δ (U). Assim, para ℎ > 0,

1
ℎ

∫ ℎ

0
) (C)�G3C = ) (C)G

ℎ

����ℎ
0
=
) (ℎ)G − G

ℎ
. (2.9)

Além disso, visto que () (I))I∈Δ (U)∪{0}, restrito ao intervalo [0, +∞), é um �0-semigrupo,
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denotaremos por � : D(�) ⊂ - → - seu gerador infinitesimal e mostraremos que � = �.
De fato, tomando o limite quando ℎ→ 0+ em (2.9), concluímos que

�G = lim
ℎ→0+

1
ℎ

∫ ℎ

0
) (C)�G3C = lim

ℎ→0+
) (ℎ)G − G

G
= �G,

para todo G ∈ D(�).
Portanto, D(�) ⊂ D(�) e � = � em D(�).
Por outro lado, como d(�) ∩ d(�) ≠ ∅, existe _ ∈ d(�) ∩ d(�), e assim, considerando que

G ∈ D(�) e H = (_� − �)−1(_� − �)G, segue que, H ∈ D(�) e

(_� − �)H = (_� − �)G,

o que nos garante que

0 = (_� − �)H − (_� − �)G = (_� − �) (H − G).

Consequentemente, pelo fato de (_� − �) ser injetor, obtemos que G = H. Portanto,
D(�) ⊂ D(�) e � = �.

�

Corolário 2.40. Seja � ∈ (\, "). O semigrupo analítico () (I))I∈Δ (U)∪{0} obtido no teorema
anterior e gerado por A, com U = \ − c

2 − 2Y, satifaz as seguintes condições:

(i) Para todo = > 1, ) (I)G ∈ D(�=), para todo G ∈ - e todo I ∈ Δ (U);

(ii) Para todo = > 1 existe uma constante "= (Y), que só depende Y, tal que

‖�=) (I)‖ 6 "= (Y)
|I |= , para todo I ∈ Δ (U).

Demonstração:

(i) Sejam G ∈ - , I ∈ Δ (U) e ℎ ∈ (0, +∞). Assim,

) (ℎ) − �
ℎ

) (I)G = ) (ℎ + I)G − ) (I)G
ℎ

.

Mais ainda, fazendo E = ℎ + I e ℎ→ 0+, temos que

lim
ℎ→0+

) (ℎ) − �
ℎ

) (I)G = lim
E→I

) (E)G − ) (I)G
E − I . (2.10)

Logo, visto que I ↦→ ) (I) é analítica em Δ (U), o limite acima existe, e então, ) (I)G ∈
D(�), para todo G ∈ - e todo I ∈ Δ (U).

Além disso, para todo = > 1 vale que
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�=) (I) = �=)
( I
=
+ I
=
+ . . . + I

=

)
= �=

[
)

( I
=

)]=
=

[
�)

( I
=

)]=
e consequentemente, ) (I)G ∈ D(�=), para todo G ∈ - , I ∈ Δ (U) e = > 1.

(ii) Da demonstração do teorema anterior sabemos que, para I ∈ Δ (U),

) (I) = 1
2c8

∫
Γ

4`[

|I | '
(
`

|I | : �
)
3`,

com, [ =
I

|I | .

Mais ainda, usando (2.8) e o fato de � ser um operador linear fechado, para todo I ∈ Δ (U),
obtemos que

�) (I) = 1
2c8

∫
Γ

4`[

|I | �'
(
`

|I | : �
)
3` =

1
2c8

∫
Γ

4`[

|I |

[
`

|I |'
(
`

|I | : �
)
− �

]
3`.

Desse modo, para todo I ∈ Δ (U), segue que

‖�) (I)‖ 6 1
2c

∫
Γ

4Re(`[)

|I |

[
|` |
|I |





' (
`

|I | : �
)



 + ‖� ‖] 3`

6
1

2c

∫
Γ

4Re(`[)

|I |

[
|` |
|I | ·

" |I |
|` | + 1

]
3 |` |

=
(" + 1)

2c

∫
Γ

4Re(`[)

|I | 3 |` |

=
(" + 1)
2c |I |

[∫
Γ1

4Re(`[)3 |` | +
∫
Γ\Γ1

4Re(`[)3 |` |
]

6
(" + 1)
2c |I |

[
4 |Γ1 | +

24− sen(Y)

sen(Y)

]
=
"1(Y)
|I | ,

onde "1(Y) =
(" + 1)

2c

[
4 |Γ1 | +

24− sen(Y)

sen(Y)

]
.

Agora, consideremos = > 1 qualquer. Usando o item (8), para todo I ∈ Δ (U), temos que

‖�=) (I)‖ =




[�) ( I
=

)]=


 6 


�) ( I
=

)


=
6

(
"1(Y)�� I

=

��
)=
=
=="1(Y)=
|I |=

=
"= (Y)
|I |= ,

onde "= = =
="1(Y).

�
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2.6 Potências fracionárias de operadores lineares fechados

Nesta seção, vamos introduzir o conceito de potências fracionárias de operadores lineares
fechados e densamente definidos, bem como estudar algumas de suas propriedades quando este
operador for o gerador infinitesimal de um semigrupo. Para tanto, iremos considerar a seguinte
condição:

Condição 2.41. Seja A um operador linear fechado e densamente definido, ou seja,D(�) = - ,
para o qual

Σ+F ∪+ ⊂ d(�) e ‖'(_ : �)‖ 6 "

1 + |_ | , para todo _ ∈ Σ
+
F,

onde Σ+F = {_ ∈ C; 0 < F < |0A6(_) | 6 c} e V é uma vizinhaça de zero.

Observação 2.42. Seja A um operador que satisfaz a Condição 2.41.

(i) Suponha que " = 1 e F =
c

2
. Então −� é o gerador infinitesimal de um �0-semigrupo.

De fato, como " = 1 e F =
c

2
, Σ+F =

{
_ ∈ C;

c

2
< |0A6(_) | 6 c

}
⊂ d(�). Assim, se

_ ∈ Σ+F, então (_� − �)−1 existe e é um operador linear limitado.

Além disso, para ` = −_ temos

(_� − �)−1 = ((−1) (� − _�))−1 = −(`� − (−�))−1,

ou seja, se _ ∈ d(�), então ` ∈ d(−�).

Desse modo, como (−∞, 0) ⊂ Σ+c
2
⊂ d(�) segue que (0, +∞ ⊂ d(−�), além disso, visto

que '(_ : �) = −'(` : −�),

‖'(` : −�)‖ = ‖'(_ : �)‖ 6 1
|_ | =

1
`
, ∀` > 0.

Assim, como D(−�) = D(�) e −� é fechado, o Teorema de Hille-Yosida nos permite
concluir que −� é o gerador infinitesimal de um �0-semigrupo.

(ii) Fixando 0 < F <
c

2
, segue que −� é o gerador infinitesimal de um semigrupo analítico.

Com efeito, tome \ = c − F e considere o setor Δ (\) = {I ∈ C; |0A6(I) | < \}.

Desse modo, para _ ∈ Σ+F temos 0 < |0A6(−_) | < c − F, e assim, −_ ∈ Δ (\).

Por outro lado, como Σ+F ⊂ d(�) e (_� − �)−1 = −(`� − (−�))−1, para todo _ ∈ Σ+F, com
` = −_, concluímos que ` ∈ d(−�) e desse modo, Δ (\) ⊂ d(−�).

Além disso, para todo ` ∈ Δ (\) temos

‖'(` : −�)‖ = ‖'(_ : �)‖ 6 "

|` | .
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Portanto, −� ∈ (\, ") e pelo Teorema 2.39, para Y > 0 dado, com 2Y < \ − c
2
, −� é o

gerador infinitesimal de um semigrupo analítico no setor Δ
(
\− c

2
−2Y

)
= Δ

(
c

2
−F−2Y

)
.

Agora, consideremos � um operador satisfazendo a Condição 2.41 e tomemos U > 0.
Defina o operador �−U por

�−U =
1

2c8

∫
�

_−U (� − _�)−13_,

onde C é o caminho contido no conjunto resolvente de � e dado por � = W1 ∪ W2 ∪ W3, onde
W1 é a curva W1(d) = d4−8k , 1 6 d < ∞, percorrida no sentido contrário, W2(i) = 48i, com
−k 6 i 6 k, e W3(d) = d48k , 1 6 d < ∞, com 0 < k < \ e \ = c −F, como descrita na figura
a seguir.

Figura 2.13 – Caminho C.

Fonte: elaborado pelo autor.

Na sequência mostraremos que, para U > 0, a integral que define �−U é uniformemente
convergente e portanto, �−U é um operador linear limitado.

Para tanto, tomemos A > 1 e consideremos o caminho �A formado pela parte da curva C
que vai de A4−8k até A48k .

Desse modo,

�−U =
1

2c8

∫
�A

_−U (� − _�)−13_ + 1
2c8

∫
�\�A

_−U (� − _�)−13_.

Logo, denotando por W1,A e W2,A as curvas W1,A (d) = d4−8k e dW2,A (d) = 48k , para A 6 d < ∞,
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obtemos



�−U − 1
2c8

∫
�A

_−U (� − _�)−13_





 = 



 1
2c8

∫
�\�A

_−U (� − _�)−13_






=





 1
2c8

∫
W1,A

_−U (� − _�)−13_ + 1
2c8

∫
W2,A

_−U (� − _�)−13_






6

1
2c

∫ ∞

A

|d−U48Uk |‖ (� − d4−8k �)−1‖3d + 1
2c

∫ ∞

A

|d−U4−8Uk |‖ (� − d48k �)−1‖3d

6
1

2c

∫ ∞

A

d−U4'4(8Uk)
"

1 + d 3d +
1

2c

∫ ∞

A

d−U4'4(−8Uk)
"

1 + d 3d

=
"

2c

∫ ∞

A

d−U40 d

1 + d
1
d
3d + "

2c

∫ ∞

A

d−U40 d

1 + d
1
d
3d

6
"

c

∫ ∞

A

d−U

d
3d

=
"

c

1
UAU

.

Assim,




�−U − 1

2c8

∫
�A

_−U (� − _�)−13_





→ 0, quando A → +∞.

Mais ainda, como
1

2c8

∫
�A

_−U (�− _�)−13_ é um operador linear limitado, para todo A > 1

e a convergência acima é uniforme, podemos afirmar que �−U é um operador limitado.
Vejamos, em particular, o que ocorre quando U = =. Neste caso, visto que � satisfaz a

Condição 2.41, temos que função _ ↦→ (� − _�)−1 = '(_ : �) é analítica em uma viznhança
de zero. Além disso, para todo _, ` ∈ d(�),

'(_ : �) − '(` : �) = (` − _)'(_ : �)'(` : �).

Desse modo, por um processo indutivo, podemos garantir que

3=

3_=
'(_ : �) = (−1)==!'(_ : �)=+1, para todo = ∈ N.

Consequentemente, a série de Taylor de _ ↦→ (� − _�)−1 = '(−_ : −�) em torno de zero é
dada por

(� − _�)−1 =

∞∑
:=0

(−1): :!'(0 : −�):+1
:!

(−_ − 0): =
∞∑
:=0
(�−1):+1_: .

Assim,

_−= (� − _�)−1 =

∞∑
:=0
(�−1):+1_:−=

=
(�−1)
_=
+ (�

−1)2
_=−1 + · · · +

(�−1)=
_
+ (�−1)=+1 + (�−1)=+2_ · · · ,
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é a série de Laurent da função _ ↦→ _−= (� − _�)−1. Note que o coeficiente do índice −1 é
(�−1)= e a função _ ↦→ _−= (� − _�)−1 é analítica em �A (0) − {0} = {I ∈ C; 0 < |I | 6 A}, para
algum A > 0, com _ = 0 sendo a única singularidade desta função neste conjunto. Dessa forma
aplicando o Teorema dos Resíduos para qualquer curva fechada Λ em �A (0) − {0} temos que∫

Λ

_−= (� − _�)−13_ = 2c8'4B(_−= (� − _�)−1) = 2c8(�−1)=.

Mais ainda, como a integral sobre a curva C pode ser transformada em uma integral de uma
curva fechada em torno da origem, podemos concluir que

�−= =
1

2c8

∫
�

_−= (� − _�)−13_ = (�−1)=. (2.11)

Portanto, para U = =, com = ∈ N, �−= é a =-ésima iterada de �−1.
Outro caso particular ocorre quando 0 < U < 1. Nessas condições, pela definição de �−U

temos que

�−U =
1

2c8

∫
W1,A

_−U (� − _�)−13_ + 1
2c8

∫
W2,A

_−U (� − _�)−13_

+ 1
2c8

∫
W3,A

_−U (� − _�)−13_, (2.12)

onde W1,A é a curva W1,A (d) = d4−8k , A 6 d < +∞, percorrida no sentido contrário, W2,A (i) =
A48i, com −k 6 i 6 k, e W3,A (d) = d48k , A 6 d < +∞, e A > 1.

A seguir vamos analisar cada uma dessas integrais separadamente.

(i) Observe que∫
W1,A

_−U (� − _�)−13_ = −
∫ ∞

A

(d4−8k)−U (� − d4−8k �)−14−8k3d

= −
∫ ∞

A

d−U48kU (� − d4−8k �)−14−8k3d.

Além disso, note que 48c = −1 e k → c, quando F → 0, pois 0 < k < c − F. Então,

d−U48kU (� − d4−8k �)4−8k → d−U48cU (� − d4−8c �)4−8c = −d−U48cU (� + d�)−1,

quando F → 0.

Por outro lado,

‖d−U48kU (� − d4−8k)4−8k ‖ 6 |d−U | |48kU |‖ (� − d4−8k)‖

6 d−U
"

1 + d = 6(d).
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Assim, como 6(d) é integrável em (A, +∞) pois,
∫ +∞

A

6(d)3d 6 "

∫ +∞

0

d−U

1 + d 3d =
"�(1 − U, U), onde �(1 − U, U) representa a função Beta com G = 1 − U e H = U, ambos
positivos já que estamos com 0 < U < 1. Logo, pelo Teorema da convergência dominada,
obtemos que

lim
F→0

∫ ∞

A

(d−U4−8k) (� − d4−8k)−14−8k3d =

∫ ∞

A

−d−U48cU (� + d�)−13d.

(ii) Para analisarmos a segunda integral em (2.12), note inicialmente, que∫
W2,A

_−U (� − _�)−13_ =

∫ k

−k
(A48i)−U (� − A48i)−1A848i3i

e

‖(A48i)−U (� − A48i)−1A848i‖ 6 |A−U | |4−8iU |‖ (� − A48i)−1‖|A | |8 | |48i |

6 A−U
"

1 + A A

=
"

1 + A A
1−U .

Assim, tomando o limite em
∫
W2,A

_−U (� − _�)−13_, quando F → 0 obtemos que

lim
F→0

∫
W2,A

_−U (� − _�)−13_ = lim
F→0

∫ k

−k
(A48i)−U (� − A48i)−1A848i3i

=

∫ c

−c
(A48i)−U (� − A48i)−1A848i3i.

Além disso, fazendo A → 0 e usando o Teorema da convergência dominada, concluímos
que

lim
A→0

∫ c

−c
(A48i)−U (� − A48i)−1A848i3i = 0.

(iii) Para a última integral, observe que∫
W3,A

_−U (� − _�)−13_ =

∫ ∞

A

d−U4−8kU (� − d48k �)−148k3d,

d−U4−8kU (� − d48k �)−148k → −d−U4−8cU (� + d�)−1,

quando F → 0, e

‖d−U4−8kU (� − d48k)−148k ‖ 6 d−U "

1 + d = 6(d).

Assim, como 6(d) é integrável em (A, +∞), pelo Teorema da convergência dominada,
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temos

lim
F→0

∫ ∞

A

d−U4−8kU (� − d48k)−148k3d =

∫ ∞

A

−d−U4−8cU (� + d�)−13d.

Desse modo, por (8), (88) e (888), fazendo F → 0 em (2.12) obtemos que

�−U = − 1
2c8

∫ ∞

A

−d−U48cU (� + d�)−13d + 1
2c8

∫ c

−c
(A48i)−U (� − A48i)−1A848i3i

+ 1
2c8

∫ ∞

A

−d−U4−8cU (� + d�)−13d.

Agora, fazendo A → 0, concluímos que

�−U =
1

2c8

∫ ∞

0
d−U48cU (� + d�)−13d + 1

2c8

∫ ∞

0
−d−U4−8cU (� + d�)−13d

=

(
48cU − 4−8cU

2c8

) ∫ ∞

0
d−U (� + d�)−13d

=
sen(cU)

c

∫ ∞

0
d−U (� + d�)−13d, (2.13)

ou seja,

�−U =
sen(cU)

c

∫ ∞

0
d−U (� + d�)−13d, para 0 < U < 1. (2.14)

Na sequência, assumiremos que 0 < F <
c

2
. Desse modo, se � satisfaz a Condição 2.41,

então −� gera um semigrupo analítico () (I))I∈Δ (\)∪{0}, com \ = c − F, conforme o item (88)
da Observação 2.42.

Mais ainda, da teoria de perturbação de geradores infinitesimais de semigrupos analíticos,
sabemos que existe uma constante X > 0 tal que −� + X� é o gerador infinitesimal de um
semigrupo analítico (((I))I∈Δ (\)∪{0}, com ((C) = ) (C)4XC ,∀C > 0, ver capítulo 3 de (12).

Logo, pelo Corolário 2.40 temos, para C > 0, que

‖) (C)‖ 6 "4−XC , (2.15)

‖�) (C)‖ 6 "1C
−14−XC , (2.16)

‖�=) (C)‖ 6 "=C
−=4−XC . (2.17)

Assim, a desigualdade (2.15) nos garante que

'(d : −�) = (d� + �)−1 =

∫ ∞

0
4−dB) (B)3B (2.18)

converge uniformemente na topologia do operador uniforme para d > 0.
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Logo, se 0 < U < 1, voltando a (2.14) e usando o Teorema de Fubini, obtemos que

�−U =
sen(cU)

c

∫ ∞

0
d−U

( ∫ ∞

0
4−dB) (B)3B

)
3d

=
sen(cU)

c

∫ ∞

0
) (B)

∫ ∞

0
d−U4−dB3d3B

=
sen(cU)

c

∫ ∞

0
) (B)

( ∫ ∞

0
(DB−1)−U4−DB−13D

)
3B

=
sen(cU)

c

∫ ∞

0
BU−1) (B)

( ∫ ∞

0
D−U4−D3D

)
3B

=
sen(cU)

c

( ∫ ∞

0
D−U4−D3D

) ( ∫ ∞

0
BU−1) (B)3B

)
.

Como
∫ ∞

0
D−U4−D3D = Γ(1 − U) e c

sen(cU) = Γ(U)Γ(1 − U), onde Γ(I) representa a
função gama, concluímos que

�−U =
sen(cU)

c

(
c

sen(cU)
1

Γ(U)

) ∫ ∞

0
BU−1) (B)3B

=
1

Γ(U)

∫ ∞

0
BU−1) (B)3B, 0 < U < 1. (2.19)

Observe também que



 ∫ ∞

0
BU−1) (B)3B





 6 ∫ ∞

0
|BU−1 |‖) (B)‖3B

6

∫ ∞

0
BU−1"4−XB3B

6 "

∫ ∞

0

(
D

X

)U−1
4−DX−13D

= "X−U
∫ ∞

0
DU−14−D3D

= "X−UΓ(U), (2.20)

para qualquer que seja U > 0, isto é,
∫ ∞

0
BU−1) (B)3B converge na topologia do operador

uniforme para todo U > 0.
Portanto, quando−� é o gerador de um semigrupo analítico, a igualdade (2.19) e a limitação

em (2.20) nos motivam a definir as potências fracionarias de � da seguinte forma:

�−U =


1

Γ(U)

∫ ∞

0
BU−1) (B)3B, U > 0,

�, U = 0.
(2.21)

Proposição 2.43. Se U, V > 0, então �−(U+V) = �−U�−V.
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Demonstração: Sejam U, V > 0, então

�−U�−V =
1

Γ(U)

∫ ∞

0
CU−1) (C)�−V3C

=
1

Γ(U)

∫ ∞

0
CU−1) (C)

(
1

Γ(V)

∫ ∞

0
BV−1) (B)3B

)
3C

=
1

Γ(U)Γ(V)

∫ ∞

0
CU−1

( ∫ ∞

0
BV−1) (C + B)3B

)
3C

=
1

Γ(U)Γ(V)

∫ ∞

0
CU−1

( ∫ ∞

C

(D − C)V−1) (D)3D
)
3C

=
1

Γ(U)Γ(V)

∫ ∞

0

( ∫ D

0
CU−1(D − C)V−13C

)
) (D)3D

=
1

Γ(U)Γ(V)

∫ ∞

0

( ∫ 1

0
DU−1EU−1(D)V−1(1 − E)V−1D3E

)
) (D)3D

=
1

Γ(U)Γ(V)

( ∫ 1

0
EU−1(1 − E)V−13E

) ∫ ∞

0
DU+V−1) (D)3D.

Além disso, visto que
∫ 1

0
EU−1(1 − E)V−13E =

Γ(U)Γ(V)
Γ(U + V) , concluímos que

�−U�−V =
1

Γ(U + V)

∫ ∞

0
D(U+V)−1) (D)3D = �−(U+V) .

�

Proposição 2.44. Se 0 6 U 6 1, então existe uma constante � > 0 tal que

‖�−U‖ 6 �.

Demonstração: Se U = 0, então �−U = �, e assim, ‖�−U‖ = ‖� ‖ 6 1.
Para o caso em que U = 1, observe que, como 0 ∈ d(�), �−1 é um operador linear limitado

e então, existe uma constante �1 > 0 tal que ‖�−1‖ 6 �1.
Por fim, consideremos que 0 < U < 1. Assim, de (2.13), temos

‖�−U‖ =




sen(cU)

c

[ ∫ 1

0
C−U (C � + �)−13C +

∫ ∞

1
C−U (C � + �)−13C

]




6

����sen(cU)
c

���� ∫ 1

0
C−U‖(C � + �)−1‖3C +

����sen(cU)
c

���� ∫ ∞

1
C−U‖(C � + �)−1‖3C

6

����sen(cU)
c

���� ∫ 1

0
C−U

"

1 + C 3C +
����sen(cU)

c

���� ∫ ∞

1
C−U

"

1 + C 3C

6

����sen(cU)
c

����" ( ∫ 1

0
C−U3C +

∫ ∞

1
C−U−13C

)
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= "
| sen(cU) |

c

[
1

1 − U +
1
U

]
= "

[
| sen(cU) |
c(1 − U) +

| sen(cU) |
cU

]
.

Além disso, como sen(c(1 − U)) = sen(cU), segue que

‖(−�)−U‖ 6 "
[
| sen(c(1 − U)) |

c(1 − U) + | sen(cU) |
cU

]
.

Desse modo, visto que a função C ↦→ sen(C)
C

é limitada em (0, c), existe uma constante � > 0,

� = max
{
1, �1, 2" sup

C∈(0,c)

|B4=(C) |
C

}
, tal que

‖�−U‖ 6 � para todo 0 6 U 6 1.

�

Observação 2.45. . Usando as Proposições 2.43 e 2.43, podemos estender a limitação de �−U

para qualquer que seja U > 0. Porém, neste caso, a constante de limitação irá depender de U.

De fato, dado U > 0, tomemos = ∈ N de modo que 0 < U − = < 1. Assim, pela igualdade
(2.11) temos

‖�−U‖ = ‖�−U+=�−=‖ 6 ‖�−(U−=) ‖‖(�−1)=‖ 6 ��= = �=.

Portanto, concluímos que �−U é um operador linear limitado para todo U > 0.

Proposição 2.46. O operador �−U é injetor para todo U > 0.

Demonstração: Temos que 0 ∈ d(�), logo �−1 existe e assim é injetor.
Agora, para cada = ∈ N, temos que �−= = (�−1)= e então, �−= é injetor.
Sejam U > 0, G ∈ - e = ∈ N tais que �−UG = 0 e = > U.
Logo,

�−=G = �−=+U−UG = �−=+U�−UG = �−=+U0 = 0.

Assim, G = 0, e portanto �−U é injetor para todo U > 0.

�

Definição 2.47. Seja A um operador linear que satisfaz a Condição 2.41 com F <
c

2
. Para

todo U > 0, cosidere �U : D(�U) ⊂ - → - definido por

�U =

{
(�−U)−1, U ≠ 0,
�, U = 0,

(2.22)

com D(�U) = R(�−U), onde R(�−U) denota a imagem de �−U.
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A próxima proposição apresenta algumas propriedades de�U.

Proposição 2.48. Cosidere �U como definido acima. Então:

(a) �U é um operador linear fechado;

(b) Se U > V > 0, então D(�U) ⊂ D(�V);

(c) Se U, V ∈ R, então �U+VG = �U�VG, para todo G ∈ D(�W), com W = max{U, V, U + V}.

Demonstração:

(a) Quando U 6 0 temos U = −V, com V > 0, e assim, pela Observação 2.45, segue que �U é
um operador linear limitado e assim, fechado.

Agora, se U > 0, pela Definição 2.47, �U é inversível e (�U)−1 = �−U, com �−U limitado.

Desse modo, dados (D=)=∈N em D(�U) e D, E ∈ - tais que D= → D e �UD= → E, observe
que, se F= = �UD=, então �−UF= = D=, e assim

D = lim
=→∞

D= = lim
=→∞

�−UF= = �
−U

(
lim
=→∞

F=

)
= �−UE,

ou seja, D ∈ R(�−U) = D(�U) e, além disso,

�UD = �U (�−UE) = E,

pois �U = (�−U)−1.

Portanto, �U é um operador linear fechado.

(b) Sejam U > V > 0. Temos, pelo Lema 2.43, que

�−U = �−U+V−V = �−V�−(U−14C0) .

Portanto, R(�−U) ⊂ R(�−V) e assim, D(�U) ⊂ D(�V).

(c) Para provarmos este item, iremos analisar alguns casos separadamente:

(i) Se U < 0 e V < 0, o resultado segue da Proposição 2.43 para qualquer que seja G ∈ - .

(ii) Para o caso em que U > 0 e V > 0, consideremos inicialmente que G ∈ D(�U�V), e
então, G ∈ D(�V) e �VG ∈ D(�U).
Agora, tomando H = �U�VG, temos

�VG = �−UH e G = �−V�−UH = �−(U+V)H.
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Logo, G ∈ R(�−(U+V)) = D(�U+V) e �U+VG = H = �U�VG.
Portanto, D(�U�V) ⊂ D(�U+V).
Por outro lado, se G ∈ D(�U+V) e I = �U+VG, então

G = �−(U+V)I = �−(V+U)I = �−V−UI = �−V�−UI,

ou seja, �VG = �−UI, o que implica que �U�VG = I.

Desse modo, �U+VG = I = �U�VG, isto é, G ∈ D(�U�V), e assim D(�U+V) ⊂
D(�U�V).
Consequentemente, D(�U+V) = D(�U�V) e �U+VG = �U�VG, para todo G ∈
D(�U+V).

(iii) Sejam U < 0 e V > 0.

Se U + V > 0, então, pelo item (88) temos que

�−U�U+VG = �(−U)+(U+V)G = �VG , para todo G ∈ D(�V).

Logo, se H = �U+VG para algum G ∈ D(�V), temos que �−UH = �VG, e assim,
�VG ∈ R(�−U) = D(�U).
Desse modo,

�U�VG = �U�−UH = H = �U+VG, para todo G ∈ D(�V).

Agora, se U + V < 0 temos, pelo item (8), que

�−V�U+VG = �(−V)+(U+V)G = �UG, para todo G ∈ - .

Assim, se I = �U+VG, então �−VI = �UG, o que implica que �UG ∈ R(�−V) = D(�V).
Desse modo, obtemos que

�V�UG = �V�−VI = I = �U+VG, para todo G ∈ - .

Portanto, tomando W = max{U, V, U + V}, segue que D(�W) está contido em D(�U),
D(�V) eD(�U+V), e além disso, as igualdades em (8), (88) e (888) são satisfeitas para
todo G ∈ D(�W).

�

Teorema 2.49. Seja −� o gerador infinitesimal de um �0-semigrupo analítico
() (I))I∈Δ (\)∪{0}, para algum 0 < \ 6

c

2
. Se 0 ∈ d(�), então:

(a) ) (C) : - → D(�U) para todo C > 0 e U > 0;

(b) ) (C)�UG = �U) (C)G, para U > 0 e todo G ∈ D(�U);
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(c) para todo U > 0 e C > 0, o operador �U) (C) é limitado e

‖�U) (C)‖ 6 "UC
−U4−XC ;

(d) sejam 0 < U < 1 e G ∈ D(�U), então

‖) (C)G − G‖ 6 �UCU‖�UG‖.

Demonstração:

(a) Como −� é o gerador infinitesimal de um semigrupo analítico, a função C ↦→ ) (C) é
diferenciável para C > 0, e assim, da Proposição 2.31, temos ) (C) : - → D(�=), para todo
= ∈ N.

Desse modo, dado U > 0, existe = ∈ N tal que = > U, e assim, pelo item (1) do Teorema
2.48, segue que D(�=) ⊂ D(�U).

Portanto, ) (C) : - → D(�U) para todo C > 0 e U > 0.

(b) Sejam U > 0 e G ∈ D(�U). Pelo fato de D(�U) = R(�−U), temos que G = �−UH para
algum H ∈ - .

Logo,

) (C)G = ) (C)�−UH

= ) (C)
(

1
Γ(U)

∫ +∞

0
BU−1) (B)H3B

)
=

1
Γ(U)

∫ +∞

0
BU−1) (B)) (C)H3B

= �−U) (C)H
= �−U) (C)�UG,

e assim, �U) (C)G = ) (C)�UG, para todo G ∈ D(�U), U > 0.

(c) Como ) (C) ∈ L(-), para todo C > 0, e �U é fechado, segue que �U) (C) é fechado.

Dessa forma, visto que, pelo item (0), �U) (C) está definido em todo - , o Teorema do
gráfico fechado, nos permite concluir que �U) (C) é limitado.

Mais ainda, para U > 0 dado, considere = ∈ N tal que = − 1 6 U < =, e então, usando
(2.17) temos

‖�U) (C)‖ = ‖�U−=�=) (C)‖

=





 1
Γ(= − U)

∫ ∞

0
B=−U−1) (B)�=) (C)3B
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6
1

Γ(= − U)

∫ ∞

0
B=−U−1‖�=) (C + B)‖3B

6
1

Γ(= − U)

∫ ∞

0
B=−U−1"= (C + B)−=4−X(C+B)3B

=
1

Γ(= − U)

∫ ∞

0
(CD)=−U−1"=C

−= (1 + D)−=4−XC (1+D)C3D

=
1

Γ(= − U)

∫ ∞

0
C−U4−XC"=D

=−U−1(1 + D)−=4−XCD3D

6
4−XC

CU
"=

Γ(= − U)

∫ ∞

0
D=−U−1(1 + D)−=3D

6 "UC
−U4−XC ,

onde "U =
"=

Γ(= − U)

∫ ∞

0
D=−U−1(1+ D)−=3D = "=

Γ(= − U) �(=−U, U) é uma constante que

independe de t e �(= − U, U) representa a função Beta com G = = − U e H = U.

Portanto, ‖�U) (C)‖ < "UC
−U4−XC , para todo C > 0.

(d) Sejam 0 < U 6 1 e G ∈ D(�U). Assim, pelo Teorema 2.13, temos

) (C)G − G =
∫ C

0
�) (B)G3B =

∫ C

0
�1−U+U) (B)G3B =

∫ C

0
�1−U) (B)�UG3B.

Desse modo, pelo item (2),

‖) (C)G − G‖ 6
∫ C

0
‖�1−U) (B)‖‖�UG‖3B

6

∫ C

0
"1−UB

U−14−XB‖�UG‖3B

6 "1−U‖�UG‖
∫ C

0
BU−13B

=
"1−U
U

CU‖�UG‖

= �UC
U‖�UG‖,

onde �U =
"1−U
U

.

�
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3 EXISTÊNCIA DE SOLUÇÔES PARA EQUAÇÕES DIFERENCIAIS NEUTRAS
COM RETARDO

Neste capítulo, usando a teoria de semigrupos analíticos desenvolvida no Capítulo 2, estu-
daremos a existência de soluções para uma classe de equações diferenciais funcionais neutras
abstratas com retardo finito, descritas na forma

3

3C
(G(C) + � (C, GC)) = �G(C) + � (C, GC) , C ∈ [0, 0), (3.1)

Gf = i ∈ Ω ⊂ C, (3.2)

onde 0 > 0, 0 6 f < 0, � : D(�) ⊂ - → - é o gerador infinitesimal de um semigrupo
analítico ) (I)I∈Δ (U)∪{0} em L(-), (-, ‖ · ‖) é um espaço de Banach, Ω ⊂ C é um aberto, em
que C = � ( [−A, 0], -) denota o espaço das funções contínuas de [−A, 0] em - munido da
norma ‖I‖� = sup

C∈[−A,0]
‖I(C)‖, GC ∈ C para todo C ∈ [0, 0), com GC (\) = G(C + \), \ ∈ [−A, 0], e

as funções �, � : [0, 0] ×Ω→ - são funções contínuas.
Para facilitar os cálculos vamos supor que f = 0. Além disso, assumiremos que 0 ∈ d(�),

desse modo podemos utilizar o conceito de potências fracionárias do operador � e assim,
considerar o operador linear fechado (−�)V, para 0 < V 6 1, cujo domínio D((−�)V), com a
norma ‖G‖V = ‖(−�)VG‖ é um espaço de Banach.

Além disso, como vimos no capítulo anterior, existem constantes " > 1 e F > 0 tais
que ‖) (C)‖ 6 "4FC , para todo C > 0. Em particular, consideremos "̃ > 1 de modo que
‖) (C)‖ 6 "̃ , para todo C ∈ [0, 0].

Agora, a fim de definirmos o conceito de solução para o problema neutro (3.1) − (3.2),
faremos uma comparação com o problema de Cauchy abstrato.

G′(C) = �G(C) + 5 (C), C ∈ (0, 0), (3.3)

G(0) = G0 ∈ -, (3.4)

cujas definições de solução clássica e fraca estão enunciadas a seguir.

Definição 3.1. Uma função G : [0, 0) → - é uma solução clássica de (3.3) − (3.4) em [0, 0) se
x é contínua em [0, 0), contínuamente diferenciável em (0, 0), G(C) ∈ D(�) para todo C ∈ (0, 0)
e as equações (3.3) e (3.4) são satisfeitas.

Indiquemos por !1( [0, 0], -) o conjunto das classes de equivalência, segundo a relação
5 ∼ 6, em que 5 = 6 quase sempre em [0, 0], das funções integráveis em [0, 0].

Proposição 3.2. Se 5 ∈ !1( [0, 0], -), então para todo G0 ∈ - , o sistema (3.3) − (3.4) tem no
máximo uma solução clássica. Além disso, essa solução, quando existe, é dada por

G(C) = ) (C)G0 +
∫ C

0
) (C − B) 5 (B)3B, C ∈ [0, 0). (3.5)
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Demonstração: Suponhamos que o problema (3.3) − (3.4) tem uma solução clássica, que
denotaremos por G.

Para C ∈ [0, 0) fixo, considere a função 6 : [0, C] → - dada por 6(B) = ) (C − B)G(B).
Assim, 6 é diferenciável em (0, 0), com

6′(B) = 3

3B
[) (C − B)]G(B) + ) (C − B)G′(B)

= −�) (C − B)G(B) + ) (C − B) [�G(B) + 5 (B)]
= ) (C − B) 5 (B).

Logo, como 5 ∈ !1( [0, 0], -), temos que a função B ↦→ ) (C − B) 5 (B) é integrável e então,
do Teorema fundamental do cálculo, obtemos

6(C) − 6(0) =
∫ C

0
6′(B)3B =

∫ C

0
) (C − B) 5 (B)3B,

ou seja,

G(C) = ) (C)G0 +
∫ C

0
) (C − B) 5 (B)3B, para todo C ∈ [0, 0).

�

A expressão integral (3.5)motiva a seguinte definição, que enfraquece o conceito de solução
para o problema (3.3) − (3.4) pois não requer a diferênciabilidade da função.

Definição 3.3. A função G ∈ � ( [0, 0), -) dada por

G(C) = ) (C)G(0) +
∫ C

0
) (C − B) 5 (B)3B, para C ∈ [0, 0),

é chamada solução fraca de (3.3) − (3.4) em [0, 0).

Na sequência, consideremos a equação neutra em sua forma simplificada, isto é,

3

3C
(G(C) + 5 (C, G(C)) = �G(C) + 6(C), C ∈ (0, 0), (3.6)

G(0) = G0 ∈ - (3.7)

Definição 3.4. Uma função G : [0, 0) → - é uma solução clássica de (3.6) − (3.7) em [0, 0)
se G é contínua em [0, 0), continuamente diferenciável em (0, 0), G(C) ∈ D(�) para todo
C ∈ (0, 0), a função B ↦→ �) (C− B) 5 (B, G(B))3B, com B ∈ [0, C], é integrável e as equações (3.6)
e (3.7) são satisfeitas.

Desse modo, assumindo que G é uma solução clássica de (3.6) − (3.7) e que as funções
6, 5̃ : [0, 0) → - , com 5̃ (C) = 5 (C, G(C)), são diferenciáveis, podemos reescrever a equação
neutra na forma

G′(C) = �G(C) + 6(C) − 3

3C
5 (C, G(C)).
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Agora, considerando 6̃(C) = 6(C) − 3

3C
5 (C, G(C)), obtemos a equação diferencial

G′(C) = �G(C) + 6̃(C). (3.8)

Assim, baseado na solução fraca do problema de Cauchy, a solução da equação (3.6) − (3.7)
tem a forma

G(C) = ) (C)G0 +
∫ C

0
) (C − B)6̃(B)3B.

Além disso, note que

G(C) = ) (C)G0 +
∫ C

0
) (C − B) [6(B) − 5̃ ′(B)]3B

= ) (C)G0 +
∫ C

0
) (C − B)6(B)3B −

∫ C

0
) (C − B) 5̃ ′(B)3B

= ) (C)G0 +
∫ C

0
) (C − B)6(B)3B − ) (C − B) 5 (B, G(B))

����C
0

+
∫ C

0

(
3

3B
) (C − B)

)
5 (B, G(B))3B

= ) (C)G0 +
∫ C

0
) (C − B)6(B)3B − 5 (C, G(C)) + ) (C) 5 (0, G0)

−
∫ C

0
[�) (C − B)] 5 (B, G(B))3B.

Dessa forma, é natural considerarmos a seguinte definição de solução fraca para a equação
neutra com retardo.

Definição 3.5. Uma função G : [−A, 0) → - é uma solução fraca de (3.1) − (3.2) se x é
contínua em [0, 0), para cada C ∈ [0, 0) a função B ↦→ �) (C − B)� (B, GB), com B ∈ [0, C), é
integrável, G0 = i e, para C ∈ [0, 0), a equação integral abaixo é satisfeita

G(C) = ) (C) [i(0) + � (0, i)] − � (C, GC) −
∫ C

0
�) (C − B)� (B, GB)3B +

∫ C

0
) (C − B)� (B, GB)3B.

Apresentaremos alguns resultados de existência de solução fraca para (3.1) − (3.2), usando
como ferramenta a Teoria de semigrupos analíticos desenvolvida no Capítulo 1, as condições
já estabelecidas na introdução deste capítulo e um Teorema de ponto fixo.

Teorema 3.6. Seja i ∈ Ω e assuma que valem as seguintes condições:

(i) Existem constantes V ∈ (0, 1) e ! > 0 tais que a função � assume valores em -V =

(D(−�)V, ‖ · ‖V), !‖(−�)−V‖ < 1 e

‖(−�)V� (C, k1) − (−�)V� (B, k2)‖ 6 ! ( |C − B | + ‖k1 − k2‖C),
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para todo C, B ∈ [0, 0) e k1, k2 ∈ Ω.

(ii) Existem constantes 0 < 1i < 0 e A (i) > 0 tais que, para cada C ∈ [0, 1i), existe um
conjunto compacto *C ⊂ - tal que ) (C)� (B, k) ∈ *C , para todo k ∈ �A (i) [i] = {k ∈
C, ‖k − i‖C 6 A (i)} e todo B ∈ [0, 1i].

Então, existe uma solução fraca para o problema (3.1) − (3.2) definida em [−A, 1], para algum
0 < 1 6 0.

Demonstração: Primeiramente, vamos definir algumas estimativas.
Sejam C ∈ [0, 1i] e k ∈ �A (i) [i], observe que

‖(−�)V� (C, k)‖ 6 ‖(−�)V� (C, k) − (−�)V� (1i, i)‖ + ‖(−�)V� (1i, i)‖
6 ! ( |C − 1i | + ‖k − i‖C) + ‖(−�)V� (1i, i)‖
6 ! (1i + A (i)) + ‖(−�)V� (1i, i)‖
= �1, (3.9)

onde, �1 = ! (1i + A (i)) + ‖(−�)V� (1i, i)‖.
Além disso, da condição (88), temos que existe um compacto *0 ⊂ - , de modo que

� (B, k) ∈ *0, para todo B ∈ [0, 1i] e k ∈ �A (i) [i], assim, visto que*0 é limitado, existe uma
constante �2 > 0 tal que

‖� (C, k)‖ 6 �2 para todo C ∈ [0, 1i] e toda k ∈ �A (i) [i] . (3.10)

Seja H : [−A, 0] → - a função dada por

H(C) =
{
i(C), −A 6 C < 0,
) (C)i(0), 0 6 C 6 0.

Desse modo, para \ ∈ [−A, 0], temos

HC (\) = H(C + \) =
{
i(C + \), −A 6 C + \ < 0,
) (C + \)i(0), 0 6 C + \ 6 0,

o que nos permite concluir que a função C ↦→ HC é contínua em [−A, 0].
De fato, como i ∈ Ω ⊂ C e [−A, 0] é compacto, i é uniformemente contínua em [−A, 0],

além disso, como () (C))C>0 é um �0-semigrupo, a função C ↦→ ) (C)i(0) é uniformemente
contínua em [0, 0]. Mais ainda, como H é contínua em C = 0, podemos concluir que H é
uniformemente contínua em [−A, 0].

Assim, dado Y > 0, existe X > 0 tal que, para todo C ∈ [−A, 0] e 0 < |ℎ | < X com
C + ℎ ∈ [−A, 0], temos

‖H(C + ℎ) − H(C)‖ 6 Y
2
.
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Logo, se C ∈ [0, 0] e 0 < |ℎ | < X, com C + ℎ ∈ [0, 0], então

‖HC+ℎ − HC ‖C = sup
\∈[−A,0]

{‖HC+ℎ (\) − HC (\)‖}

= sup
\∈[−A,0]

{‖H(C + ℎ + \) − H(C + \)‖} < Y,

garantindo que C ↦→ HC é contínua.

Em particular, esta função é contínua em C = 0. Consequentemente, dado Y =
A (i)

2
, existe

X1 > 0 tal que

‖HC − i‖C = ‖HC − H0‖C <
A (i)

2
, para todo 0 6 C 6 X1. (3.11)

Para simplificar a notação chamaremos
A (i)

2
= d.

Na sequência, vamos determinar um intervalo onde se verificam certas desigualdades. Para
tanto, fixemos [ > 0 suficientemente pequeno, de modo que a desigualdade

(1 + ‖(−�)−V‖"̃!)[ < 1 − ‖(−�)−V‖!
2

, (3.12)

seja válida.
Dessa forma, visto que a função C ↦→ HC é contínua, existe X2 > 0 tal que

‖HC − i‖C < [, para todo C ∈ [0, X2] .

Além disso, como � também é contínua o conjunto , = {� (C, HC); C ∈ [0, X2]} é um
subconjunto compacto do espaço de Banach - , e então, , é totalmente limitado. Logo,
existem � (C1, HC1), � (C2, HC2), · · · , � (C=, HC=) ∈ , tais que

, ⊂
=⋃
8=1

� [

2("̃+1)
(� (C8, HC8 )),

onde � [

2("̃+1)
(� (C8, HC8 )) denota a bola aberta de centro em � (C8, HC8 ) e raio

[

2("̃+1) em - .
Mais ainda, visto que a função C ↦→ ) (C)� (C8, H8) é uniformemente contínua em [0, 0], para

todo 8 = 1, 2, · · · , =, existem XC8 > 0, tais que, para todo 0 < C < XC8 ,

‖) (C)� (C8, HC8 ) − ) (0)� (C8, HC8 )‖ <
[

2
.

Tomando 0 < X3 < min{0, XC8 , 8 = 1, 2, · · · , =}, para C ∈ [0, X3], sabemos que existe 9 ∈
{1, · · · , =} tal que � (C, HC) ∈ � [

2("̃+1)
(� (C 9 , HC 9 )) e então,

‖) (C)� (C, HC) − � (C, HC)‖ 6 ‖) (C)� (C, HC) − ) (C)� (C 9 , HC 9 )‖
+ ‖) (C)� (C 9 , HC 9 ) − � (C 9 , HC 9 )‖ + ‖� (C 9 , HC 9 ) − � (C, HC)‖
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< "̃
[

2("̃ + 1)
+ [

2
+ [

2("̃ + 1)
= [.

Considere ainda a função � (C) =
∫ C

0

"1−V�1

(C − B)1−V
3B, onde C ∈ [0, 0],�1 foi definida no início

desta demonstração e "1−V é a constante que aparece no Teorema 2.49. Note que esta função

é contínua, assim, dado Y1 =

(
1 − !‖(−�)−V‖

4

)
d > 0, pela hipótese (8), existe X̃4 > 0 tal que,

para todo 0 < C < X̃4, temos

|� (C) − � (0) | <
(
1 − !‖(−�)−V‖

4

)
d.

Por outro lado, observe também que

|� (C) − � (0) | =
���� ∫ C

0

"1−V�1

(C − B)1−V
3B

���� = "1−V�1C
V

V
.

Desse modo, para X4 =
X̃4
2
, temos 0 < X4 < X̃4 e assim,

"1−V�1X
V

4
V

<

(
1 − !‖(−�)−V‖

4

)
d.

Analogamente, considere a fução �1(C) =
∫ C

0

!"1−V

(C − B)1−V
3B, C ∈ [0, 0]. Pelo fato desta

função ser contínua, dado Y2 = 1 − !‖(−�)−V‖, existe X̃5 > 0 tal que, para todo C ∈ [0, X̃5],

!"1−VCV

V
=

���� ∫ C

0

!"1−V

(C − B)1−V
3B

���� = |�1(C) − �1(0) | < 1 − !‖(−�)−V‖,

Logo, para X5 =
X̃5
2
, segue que 0 < X5 < X̃5 e então,

!

(
‖(−�)−V‖ +

"1−VX
V

5
V

)
< 1.

Da mesma forma, considerando a função �2(C) = "̃ (‖(−�)−V‖! + �2)C, C ∈ [0, 0], com �2

definida em (3.10), segue da continuidade desta função que, para Y1 =

(
1 − !‖(−�)−V‖

4

)
d,

existe X̃6 > 0 tal que, para 0 < C < X̃6,

|�2(C) − �2(0) | = |"̃ (‖(−�)−V‖! + �2)C | <
(
1 − !‖(−�)−V‖

4

)
d.
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Logo, para X6 =
X̃6
2
, temos 0 < X6 < X̃6 o que implica em

"̃ (‖(−�)−V‖! + �2)X6 <

(
1 − !‖(−�)−V‖

4

)
d.

Finalmente, tomando 1 = min{1i, X1, X2, X3, X4, X5, X6}, usando as estimativas anteriores e a
desigualdade (3.12), segue que, para todo C ∈ [0, 1],

‖HC − i‖ < [, (3.13)

‖) (C)� (C, HC) − � (C, HC)‖ < [, (3.14)

"̃ (‖(−�)−V‖! + �2)1 + (1 + ‖(−�)−V‖"̃!)[ +
�1"1−V1V

V

6

(
1 − !‖(−�)−V‖

4

)
d +

(
1 − !‖(−�)−V‖

2

)
d +

(
1 − !‖(−�)−V‖

4

)
d

= (1 − !‖(−�)−V‖)d,

(3.15)

!

(
‖(−�)−V‖ +

"1−V1V

V

)
< 1. (3.16)

Consideremos agora o conjunto

( = {D ∈ � ( [0, 1], -); D(0) = 0; ‖D(C)‖ 6 d;∀C ∈ [0, 1]},

munido da norma ‖D‖∞ = sup
C∈[0,1]

‖D(C)‖.

Observe que:

(a) ( é limitado, com ‖D‖∞ 6 d, para todo D ∈ (

(b) ( é fechado, pois sua norma é a norma da convergência uniforme.

(c) ( é convexo.

De fato, dados D, E ∈ (, _ ∈ [0, 1] e I = (1 − _)D + _E, temos I ∈ � ( [0, 1], -), I(0) =
(1 − _)D(0) + _E(0) = 0 e, para todo C ∈ [0, 1],

‖I(C)‖ = ‖(1 − _)D + _E‖ 6 (1 − _)‖D(C)‖ + _‖E(C)‖ 6 (1 − _)d + _d = d,

o que garante que I ∈ ( e portanto, ( é convexo.

Além disso, para D ∈ ( dado, vamos considerar a extensão D̃ de D para o intervalo [−A, 1],
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dada da seguinte forma

D̃(C) =
{

0, −A 6 C < 0,
D(C), 0 6 C 6 1.

Desse modo, para \ ∈ [−A, 0] temos

D̃C (\) = D̃(C + \) =
{

0, −A 6 C + \ < 0,
D(C + \), 0 6 C + \ 6 1.

Observe que C ↦→ D̃C é contínua em [−A, 1], pois, como D ∈ � ( [0, 1], -), temos que
C ↦→ D(C) é uniformemente contínua no compacto [0, 1], além disso, visto que a função nula é
uniformente contínua em [−A, 0] e D̃ é contínua em C = 0, concluímos que D̃ é uniformemente
contínua em [−A, 1].

Logo, para Y > 0 dado, existe X > 0 tal que, para todo C ∈ [−A, 1] e 0 < |ℎ | < X com
C + ℎ ∈ [−A, 1], temos

‖D̃(C + ℎ) − D̃(C)‖ < Y

2
.

Assim, se C ∈ [0, 1] e 0 < |ℎ | < X, com C + ℎ ∈ [0, 1], então

‖D̃C+ℎ − D̃C ‖C = sup
\∈[−A,0]

{‖D̃C+ℎ (\) − D̃C (\)‖}

= sup
\∈[−A,0]

{‖D̃(C + ℎ + \) − D̃(C + \)‖}

6
Y

2
< Y,

o que garante que C ↦→ D̃C é contínua.
Note ainda que, para D ∈ (, D̃C + HC ∈ �A (i) [i] para todo C ∈ [0, 1].
Com efeito, como D̃

��
[−A,0] = 0 e D̃

��
[0,1] = D, com D(0) = 0, D̃ é contínua em [−A, 1], e pelo

fato de D ∈ ( obtemos que

‖D̃C ‖� = sup
\∈[−A,0]

{‖D̃C (\)‖}

= sup
\∈[−A,0]

{‖D̃(C + \)‖}

6 sup
g∈[−A,1]

‖D̃(g)‖

= sup
B∈[0,1]

‖D(B)‖

6 d,

para todo C ∈ [0, 1].
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Desse modo, de (3.11)

‖D̃C + HC − i‖C 6 ‖D̃C ‖C + ‖HC − i‖C
6 d + d
= A (i).

Portanto, D̃C + HC ∈ �A (i) [i] para todo C ∈ [0, 1].

Agora, defina Γ : ( → � ( [0, 1], -) por

ΓD(C) = ) (C)� (0, i) − � (C, D̃C + HC) −
∫ C

0
�) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B

+
∫ C

0
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B, ∀C ∈ [0, 1] .

A seguir, a fim de usarmos o Teorema do ponto fixo de Sadovskii (Teorema A.11), o qual
nos fornecerá uma solução fraca para (3.1) − (3.2), mostraremos que

(I) a função Γ está bem definida;

(II) Γ(() ⊂ (;

(III) Γ é um operador condensante (Definição A.9).

(I) Para garantirmos que Γ está bem definida, precisamos provar que as integrais que definem
ΓD existem e que ΓD ∈ � ( [0, 1], -) para toda D ∈ (. Faremos isso em 4 etapas:

Etapa I.1: Mostremos que C ↦→ ) (C)� (0, i) é contínua em [0, 1].

Isso ocorre pois � (0, i) ∈ - e () (C))C>0 é um �0-semigrupo, ver Corolário 2.12.

Etapa I.2: Analisemos a continuidade da função C ↦→ � (C, D̃C + HC) em [0, 1].

Neste caso, a continuidade segue do fato de � : [0, 0] × Ω → - e C ↦→ D̃C + HC para
C ∈ [0, 1], serem contínuas.

Etapa I.3.(0): Mostremos que a função B ↦→ �) (C − B)� (B, D̃B + HB) é integrável em
[0, C], para todo C ∈ (0, 1].

De fato, como () (I))I∈Δ (U)∪{0} é um semigrupo analítico, temos da Proposição 2.31 que
a função B ↦→ �) (C − B) é contínua em [0, C), na topologia do operador uniforme. Desse
modo,

B ↦→ �) (C − B)� (B, D̃B + HB),

é contínua em [0, C), e então é mensurável.
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Por outro lado, pelo Teorema 2.49 e por (3.9) temos

‖�) (C − B)� (B, D̃B + HB)‖ 6 ‖(−�)1−V) (C − B)‖‖(−�)V� (B, D̃B + HB)‖

6
"1−V�1

(C − B)1−V
.

Logo, ∫ C

0
‖�) (C − B)� (B, D̃B + HB)‖3B 6

∫ C

0

"1−V�1

(C − B)1−V
3B

= "1−V�1
CV

V
< +∞,

e portanto, do Teorema de Bochner (Teorema A.16) concluímos que B ↦→ �) (C −
B)� (B, D̃B + HB) é integrável.

Etapa I.3.(1): Provemos agora a continuidade da função C ↦→
∫ C

0
�) (C − B)� (B, D̃B +

HB)3B em [0, 1].

Dado C ∈ [0, 1], seja ℎ > 0 tal que C + ℎ ∈ [0, 1]. Usando novamente o Teorema 2.49 e a
desigualdade (3.9), segue que



 ∫ C+ℎ

0
�) (C + ℎ − B)� (B, D̃B + HB)3B −

∫ C

0
�) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B






=





 ∫ C

0
�) (C + ℎ − B)� (B, D̃B + HB)3B +

∫ C+ℎ

C

�) (C + ℎ − B)� (B, D̃B + HB)3B

−
∫ C

0
�) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B






6





() (ℎ) − �) ∫ C

0
�) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B






+

∫ C+ℎ

C

‖(−�)1−V) (C + ℎ − B)‖‖(−�)V� (B, D̃B + HB)‖3B

6





() (ℎ) − �) ∫ C

0
�) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B





 + ∫ C+ℎ

C

"1−V�1

(C + ℎ − B)1−V
3B

=





() (ℎ) − �) ∫ C

0
�) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B





 + "1−V�1ℎ
V

V
.

Assim,

lim
ℎ→0+





 ∫ C+ℎ

0
�) (C + ℎ − B)� (B, D̃B + HB)3B −

∫ C

0
�) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B






6 lim
ℎ→0+

(



() (ℎ) − �) ∫ C

0
�) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B





 + "1−V�1ℎ
V

V

)
= 0,
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pois, tomando E =
∫ C

0
�) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B ∈ - , usamos o fato de

C ↦→ ) (C)E ser contínua para C > 0.

Portanto, C ↦→
∫ C

0
�) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B é contínua à direita.

Para mostrarmos a continuidade à esquerda, considere C ∈ (0, 1] e Ỹ > 0.

Tome Y, de modo que 0 < Y < min
{
C, V

√
ỸV

4"1−V�1

}
.

Observe que a função g ↦→ ) (g)
∫ C−Y

0
�) (C − B − Y)� (B, D̃B + HB)3B é uniformemente

contínua em [0, 1], isto é, existe X1 > 0 tal que para todo g, b ∈ [0, 1], com 0 < |g− b | <
X1, temos 



[) (g) − ) (b)] ∫ C−Y

0
�) (C − B − Y)� (B, D̃B + HB)3B





 < Ỹ

2
.

Logo, tomando X = min{X1, Y} e 0 < ℎ < X, obtemos que



 ∫ C

0
�) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B −

∫ C−ℎ

0
�) (C − ℎ − B)� (B, D̃B + HB)3B






=





 ∫ C−Y

0
�) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B +

∫ C−ℎ

C−Y
�) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B

+
∫ C

C−ℎ
�) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B −

∫ C−Y

0
�) (C − ℎ − B)� (B, D̃B + HB)3B

−
∫ C−ℎ

C−Y
�) (C − ℎ − B)� (B, D̃B + HB)3B






6





[) (Y) − ) (Y − ℎ)] ∫ C−Y

0
�) (C − B − Y)� (B, D̃B + HB)3B






+

∫ C−ℎ

C−Y
‖(−�)1−V) (C − B)‖‖(−�)V� (B, D̃B + HB)‖3B

+
∫ C

C−ℎ
‖(−�)1−V) (C − B)‖‖(−�)V� (B, D̃B + HB)‖3B

+
∫ C−ℎ

C−Y
‖(−�)1−V) (C − ℎ − B)‖‖(−�)V� (B, D̃B + HB)‖3B

<
Ỹ

2
+

(
−(C − B)V

V

����C−ℎ
C−Y

)
+

(
−(C − B)V

V

����C
C−ℎ

)]
+ "1−V�1

[(
−(C − ℎ − B)V

V

����C−ℎ
C−Y

)
=
Ỹ

2
+ "1−V�1

[
YV

V
+ (Y − ℎ)

V

V

]
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6
Ỹ

2
+ 2"1−V�1

YV

V

<
Ỹ

2
+ Ỹ

2
= Ỹ,

garantindo a continuidade à esquerda.

Etapa I.4.(0): Mostremos que a função B ↦→ ) (C− B)� (B, D̃B + HB) é integrável em [0, C],
para todo C ∈ (0, 1].

De fato, como� : [0, 0] ×Ω→ - e C ↦→ D̃C + HC são funções contínuas e () (I))I∈Δ (U)∪{0}
é um semigrupo analítico, a função

B ↦→ ) (C − B)� (B, D̃B + HB)

é contínua em [0, C] e então, é mensurável.

Além disso, como D̃B + HB ∈ �A (i) [i] para todo C ∈ [0, 1], de (3.10) segue que

‖) (C − B)� (B, D̃B + HB)‖ < "̃�2,

para todo B ∈ [0, C] e C ∈ [0, 1]. Logo,∫ C

0
‖) (C − B)� (B, D̃B + HB)‖3B 6

∫ C

0
"̃�23B = "̃�2C < +∞,

e portanto, do Teorema de Bochner, B ↦→ ) (C − B)� (B, D̃B + HB) é integrável em [0, C].

Etapa I.4.(1): Mostremos a continuidade da função C ↦→
∫ C

0
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B

em [0, 1].

Para isso, dado C ∈ [0, 1], seja ℎ > 0 tal que C + ℎ ∈ [0, 1]. Assim





 ∫ C+ℎ

0
) (C + ℎ − B)� (B, D̃B + HB)3B −

∫ C

0
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B






=





 ∫ C

0
) (ℎ)) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B +

∫ C+ℎ

C

) (C + ℎ − B)� (B, D̃B + HB)3B

−
∫ C

0
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B






6





() (ℎ) − �) ∫ C

0
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B






+

∫ C+ℎ

C

‖) (C + ℎ − B)‖‖� (B, D̃B + HB)‖3B
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6





() (ℎ) − �) ∫ C

0
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B





 + ∫ C+ℎ

C

"̃�23B

=





() (ℎ) − �) ∫ C

0
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B





 + "̃�2ℎ.

Desse modo,

lim
ℎ→0+





 ∫ C+ℎ

0
) (C + ℎ − B)� (B, D̃B + HB)3B −

∫ C

0
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B






6 lim
ℎ→0+





() (ℎ) − �) ∫ C

0
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B





 + "̃�2ℎ = 0,

pois, tomando Ẽ =
∫ C

0
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B ∈ - , usamos o fato de

C ↦→ ) (C)Ẽ ser contínua.

Portanto, C ↦→
∫ C

0
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B é contínua à direita.

Para provarmos a continuidade à esquerda, considere C ∈ (0, 1] e ℎ > 0, com C−ℎ ∈ (0, 1].
Desse modo, temos



 ∫ C

0
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B −

∫ C−ℎ

0
) (C − ℎ − B)� (B, D̃B + HB)3B






6

∫ C−ℎ

0
‖ [) (C − B) − ) (C − ℎ − B)]� (B, D̃B + HB)‖3B

+
∫ C

C−ℎ
‖) (C − B)‖‖� (B, D̃B + HB)‖3B

=

∫ C−ℎ

0
‖ [) (C − B) − ) (C − ℎ − B)]� (B, D̃B + HB)‖3B + "̃�2ℎ.

Pelo fato de (B, D̃B + HB) ∈ [0, 1] ×�A (i) [i] para todo B ∈ [0, 1] e D ∈ (, pela hipótese (88)
existe um compacto*0 tal que � (B, D̃B + HB) ∈ *0, para todo B ∈ [0, C], com C ∈ (0, 1].

Assim, como - é um espaço de Banach, segue que *0 é totalmente limitado, ou seja,
dado Y > 0 qualquer, tomando A =

Y

8"̃1
, existem G1, G2, · · · , G= ∈ *0 tais que

*0 ⊂
=⋃
8=1

�Ã (G8).

Além disso, sabemos que para todo G ∈ - a função C ↦→ ) (C)G é uniformemente contínua
em [0, 1]. Em particular para cada 8 ∈ {1, 2, · · · , =}, C ↦→ ) (C)G8 é uniformemente
contínua em [0, 1], logo, existe X8 > 0 tal que, para todo b, g ∈ [0, 1] com0 < |b−g | < X8,

‖) (b)G8 − ) (g)G8‖ <
Y

41
.
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Mais ainda, para G ∈ *0, existe G 9 ∈ *0 de modo que G ∈ �Ã (G 9 ), e assim, tomando
X̃ = min{X8, 8 = 1, 2 · · · , =}, temos, para todo b, g ∈ [0, 1] com 0 < |b − g | < X̃, que

‖) (b)G − ) (g)G‖ 6 ‖) (b)G − ) (b)G 9 ‖ + ‖) (b)G 9 − ) (g)G 9 ‖
+ ‖) (g)G 9 − ) (g)G‖

< "̃ ‖G − G 9 ‖ +
Y

41
+ "̃ ‖G 9 − G‖

6 "̃
Y

8"̃1
+ Y

41
+ "̃ Y

8"̃1
=
Y

21
,

ou seja, dado G ∈ *0, e b, g ∈ [0, 1], com 0 < |b − g | < X̃, temos

‖) (b)G − ) (g)G‖ < Y

21
.

Agora, considere X = min
{
X̃,

Y

2"̃�2

}
, desse modo, como � (B, D̃B + HB) ∈ *0 para todo

B ∈ [0, C], se 0 < ℎ < X, então

‖ [) (C − B) − ) (C − ℎ − B)]� (B, D̃B + HB)‖ <
Y

21
.

Assim, 



 ∫ C

0
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B −

∫ C−ℎ

0
) (C − ℎ − B)� (B, D̃B + HB)3B






6

∫ C−ℎ

0
‖ [) (C − B) − ) (C − ℎ − B)]� (B, D̃B + HB)‖3B + "̃�2ℎ

6

∫ C−ℎ

0

Y

21
3B + "̃�2ℎ

6 1
Y

21
+ "̃�2ℎ

<
Y

2
+ "̃�2X

6
Y

2
+ "̃�2

Y

2"̃�2
= Y,

o que garante a continuidade à esquerda da função.

Portanto, pelas etapas I.1, I.2, I.3.(0), I.3.(1), I.4.(0) e I.4.(1), concluímos que a função
Γ está bem definida e ΓD ∈ � ( [0, 1], -) para todo D ∈ (.

Nosso próximo passo será mostrar o item (� �), isto é, que Γ(() ⊂ (. Para isso, vamos
reescrever Γ como a soma de duas aplicações: Γ1 e Γ2, onde Γ1, Γ2 : ( → � ( [0, 1], -)
são definidas por
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(Γ1D) (C) = ) (C)� (0, i) − � (C, D̃C + HC) −
∫ C

0
�) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B, C ∈ [0, 1],

(Γ2D) (C) =
∫ C

0
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B, C ∈ [0, 1].

(II) Γ(() ⊂ (

Dado D ∈ (, já provamos que ΓD ∈ � ( [0, 1], -).

Além disso, note que

(ΓD) (0) = (Γ1D) (0) + (Γ2D) (0) = � (0, i) − � (0, D̃0 + H0) = � (0, i) − � (0, 0 + i) = 0.

Desse modo, basta mostrarmos que ‖ΓD(C)‖ < d, para todo C ∈ [0, 1].

Seja C ∈ [0, 1], observe, inicialmente, que, pela hipótese (8), as desigualdades (3.13) e
(3.14), e o Teorema 2.49,

‖(Γ1D) (C)‖ 6 ‖) (C)� (0, i) − ) (C)� (C, HC)‖ + ‖) (C)� (C, HC) − � (C, HC)‖

+ ‖� (C, HC) − � (C, D̃C + HC)‖ +




 ∫ C

0
�) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B






= ‖(−�)−V) (C) [(−�)V� (0, i) − (−�)V� (C, HC)] ‖
+ ‖() (C) − �)� (C, HC)‖
+ ‖(−�)−V [(−�)V� (C, HC) − (−�)V� (C, D̃C + HC)] ‖+

+
∫ C

0
‖�1−V+V) (C − B)� (C, D̃C + HC)‖3B

6 ‖(−�)−V‖"̃! ( |0 − C | + ‖i − HC ‖C) + [

+ ‖(−�)−V‖! ( |C − C | + ‖HC − (D̃C + HC)‖C) +
∫ C

0

"1−V�1

(C − B)1−V
3B

6 ‖(−�)−V‖"̃! (1 + [) + [ + ‖(−�)−V‖!d +
"1−V�11

V

V
.

Também, usando a desigualdade (3.10), para C ∈ [0, 1] obtemos

‖(Γ2D) (C)‖ 6
∫ C

0
‖) (C − B)‖‖� (B, D̃B + HB)‖3B 6

∫ C

0
"̃�23B 6 "̃�21.

Desse modo, por (3.15) concluímos que

‖ΓD(C)‖‖ 6 ‖(−�)−V‖"̃! (1 + [) + [ + ‖(−�)−V‖!d +
"1−V�11

V

V
+ "̃�21

=

(
"̃ (‖(−�)−V‖! + �2)1 + (1 + ‖(−�)−V‖"̃!)[ +

�1"1−V1V

V

)
+ !‖(−�)−V‖d
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6 (1 − ‖(−�)−V‖!)d + ‖(−�)−V‖!d
= d,

para todo C ∈ [0, 1].

Portanto, ΓD ∈ (, para todo D ∈ (.

(III) Por fim, mostremos que Γ é um operador condensante.

Para isso, provaremos que Γ1 é uma contração e que Γ2 é completamente contínua.
Faremos isso em 3 etapas.

Etapa III.1: Γ1 é uma contração.

Sejam D, E ∈ ( e C ∈ [0, 1]. Como D̃
��
[−A,0] = 0, Ẽ

��
[−A,0] = 0, D̃

��
[0,1] = D e Ẽ

��
[0,1] = E, temos

‖D̃C − ẼC ‖C = sup
\∈[−A,0]

‖D̃(C + \) − Ẽ(C + \)‖

6 sup
B∈[0,1]

‖D(B) − E(B)‖

= ‖D − E‖∞.

Desse modo,

‖(Γ1D) (C) − (Γ1E) (C)‖ =




) (C)� (0, i) − � (C, D̃C + HC)
−

∫ C

0
�) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B − ) (C)� (0, i)

+ � (C, ẼC + HC) +
∫ C

0
�) (C − B)� (B, ẼB + HB)3B






6 ‖(−�)−V‖‖(−�)V� (C, D̃C + HC) − (−�)V� (C, ẼC + HC)‖

+
∫ C

0
‖�1−V) (C − B)�V [� (B, ẼB + HB) − � (B, D̃B + HB)] ‖3B

6 ‖(−�)−V‖!‖D̃C − ẼC ‖C +
∫ C

0

"1−V

(C − B)1−V
!‖D̃B − ẼB‖C3B

6 !

(
‖(−�)−V‖ +

∫ C

0

"1−V

(C − B)1−V
3B

)
‖D − E‖∞

6 !

(
‖(−�)−V‖ +

"1−V1V

V

)
‖D − E‖∞.

Assim, tomando  = !
(
‖(−�)−V‖ +

"1−V1V

V

)
, por (3.16) segue que 0 <  < 1.

Logo, ‖Γ1D−Γ1E‖∞ = sup
C∈[0,1]

‖(Γ1D) (C)−(Γ1E) (C)‖ 6  ‖D−E‖∞, para quaisquer D, E ∈ (,

ou seja, Γ1 é uma contração.

Etapa III.2: Mostremos que Γ2 é contínua em S.
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Para tanto, sejam (D=)=∈N uma sequência em S e D ∈ ( tal que ‖D= − D‖∞ → 0 quando
=→∞. Queremos mostrar que ‖ΓD= − ΓD‖∞ → 0, quando =→∞.

Observe que o conjunto {D=, D; = ∈ N} é sequencialmente compacto, e assim compacto.
Além disso, considerando as extensões de D= e D em [−A, 0], obtemos que o conjunto

,1 = {(B, D̃B + HB), (B, (D̃=)B + HB); = ∈ N, B ∈ [0, 1]}

também é compacto.

Desse modo, como � é contínua no compacto ,1, � é uniformemente contínua em
,1, assim, para Y > 0 dado, existe X > 0 tal que, para todo (B, q1), (B, q2) ∈ ,1, com
‖(B, q1) − (B, q2)‖ < X, temos

‖� (B, q1) − � (B, q2)‖ <
Y

2"̃1
.

Agora, como (D=)=∈N converge para D, existe =0 ∈ N tal que, para todo = > =0 e todo
B ∈ [0, 1],

‖(B, (D̃=)B + HB) − (B, D̃B + HB)‖ = ‖(D̃=)B + HB − D̃B − HB‖C 6 ‖D= − D‖∞ < X.

Logo, para C ∈ [0, 1] e = > =0, segue que

‖(Γ2D=) (C) − (Γ2D) (C)‖ 6
∫ C

0
‖) (C − B)‖‖� (B, (D̃=)B + HB) + � (B, D̃B + HB)‖3B

6

∫ 1

0
"̃

Y

2"̃1
3B =

Y

2
.

Portanto, para todo = > =0, concluímos que

‖Γ2D= − Γ2D‖∞ = sup
C∈[0,1]

‖(Γ2D=) (C) − (Γ2D) (C)‖ < Y,

garantindo a continuidade de Γ2.

Etapa III.3: Provemos que Γ2 é um operador compacto.

Observe inicialmente que, como Γ2(() ⊂ � ( [0, 1], -) e ( é limitado, basta mostrarmos
que Γ2 satisfaz as hipóteses do Teorema de Arzelá-Ascoli, ou seja, Γ2(() = {Γ2D; D ∈ (}
é equicontínuo e Γ2(() (C) = {(Γ2D) (C); D ∈ (} é relativamente compacto em X, para
todo C ∈ [0, 1].

Etapa III.3.(0): Provemos que Γ2(() é equicontínuo.

Para isso, sejam C ∈ (0, 1], ℎ > 0 e Ỹ > 0 com C + ℎ ∈ (0, 1]. Tomemos 0 < Y <

min
{
C,

Ỹ

1 + 3"̃�2

}
, temos
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‖(Γ2D) (C + ℎ) − (Γ2D) (C)‖ =

=





 ∫ C+ℎ

0
) (C + ℎ − B)� (B, D̃B + HB)3B −

∫ C

0
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B






6





 ∫ C−Y

0
) (C + ℎ − B)� (B, D̃B + HB)3B −

∫ C−Y

0
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B






+





 ∫ C+ℎ

C−Y
) (C + ℎ − B)� (B, D̃B + HB)3B





 + 



 ∫ C

C−Y
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B






6





 ∫ C−Y

0
) (C + ℎ − B + Y − Y)� (B, D̃B + HB)3B

−
∫ C−Y

0
) (C − B + Y − Y)� (B, D̃B + HB)3B






+

∫ C+ℎ

C−Y
‖) (C + ℎ − B)‖‖� (B, D̃B + HB)‖3B +

∫ C

C−Y
‖) (C − B)‖� (B, D̃B + HB)‖3B

6





 ∫ C−Y

0
[) (C + ℎ − B − Y) − ) (C − B − Y)]) (Y)� (B, D̃B + HB)3B






+

∫ C+ℎ

C−Y
"̃�23B +

∫ C

C−Y
"̃�23B

6

∫ C−Y

0
‖ [) (C + ℎ − B − Y) − ) (C − B − Y)]) (Y)� (B, D̃B + HB)‖3B

+ "̃�2(ℎ + Y) + "̃�2Y.

Observe agora que, como (B, D̃B + HB) ∈ [0, 1] × �A (i) [i] para todo B ∈ [0, 1] e D ∈ (,
pela hipótese (88) existe um compacto *Y tal que ) (Y)� (B, D̃B + HB) ∈ *Y, para todo
B ∈ [0, 1].

Assim, como - é um espaço de Banach,*Y é totalmente limitado, ou seja, dado Ã =
Y

4"̃
,

existem G1, G2, · · · , G= ∈ *Y tais que

*Y ⊂
=⋃
8=1

�Ã (G8).

Além disso, sabemos que para todo G ∈ - a função C ↦→ ) (C)G é uniformemente contínua
em [0, 1]. Em particular, para cada 8 ∈ {1, 2, · · · , =}, C ↦→ ) (C)G8 é uniformemente
contínua em [0, 1], logo, existe X8 > 0 tal que, para todo b, g ∈ [0, 1] com0 < |b−g | < X8,

‖) (b)G8 − ) (g)G8‖ <
Y

2
.

Mais ainda, para G ∈ *Y, existe G 9 ∈ - de modo que G ∈ �Ã (G 9 ), e assim, tomando
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X̃ = min{X8; 8 = 1, 2 · · · , =}, para todo b, g ∈ [0, 1] com 0 < |b − g | < X̃, temos que

‖) (b)G − ) (g)G‖ 6 ‖) (b)G − ) (b)G 9 ‖ + ‖) (b)G 9 − ) (g)G 9 ‖
+ ‖) (g)G 9 − ) (g)G‖

< "̃ ‖G − G 9 ‖ +
Y

2
+ "̃ ‖G 9 − G‖

6 "̃
Y

4"̃
+ Y

2
+ "̃ Y

4"̃
= Y,

isto é, dado G ∈ *Y, para todo b, g ∈ [0, 1] com 0 < |b − g | < X̃, ‖) (b)G − ) (g)G‖ < Y.

Em particular, como) (Y)� (B, D̃B+HB) ∈ *Y para todo B ∈ [0, C], dado 0 < ℎ < min{X̃, Y}
concluímos que

‖ [) (C + ℎ − B − Y) − ) (C − B − Y)]) (Y)� (B, D̃B + HB)‖ < Y.

Portanto,

‖(Γ2D) (C + ℎ) − (Γ2D) (C)‖

6

∫ C−Y

0
‖ [) (C + ℎ − B − Y) − ) (C − B − Y)]) (Y)� (B, D̃B + HB)‖3B

+ "̃�2(ℎ + Y) + "̃�2Y

6

∫ C−Y

0
Y3B + "̃�2(ℎ + Y) + "̃�2Y

= Y(C − Y) + "̃�2(ℎ + Y) + "̃�2Y

6 Y1 + 3"̃�2Y

= (1 + 3"̃�2)Y

< (1 + 3"̃�2)
Ỹ

1 + 3"̃�2

= Ỹ,

garantindo que Γ2(() é equicontínuo à direita de t.

Mostremos agora que Γ2(() é equicontínuo à esqueda de t.

Para tanto, sejam C ∈ (0, 1], e Ỹ > 0 dados e consideremos 0 < Y < min
{
C,

Ỹ

1 + 3"̃�2

}
.

Assim, para ℎ ∈ R tal que 0 < ℎ < C − Y e C − ℎ ∈ (0, 1], temos

‖(Γ2D) (C) − (Γ2D) (C − ℎ)‖ =

=





 ∫ C

0
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B −

∫ C−ℎ

0
) (C − ℎ − B)� (B, D̃B + HB)3B
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=





 ∫ C−ℎ−Y

0
) (C − Y − B)) (Y)� (B, D̃B + HB)3B +

∫ C

C−ℎ−Y
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B

−
∫ C−ℎ−Y

0
) (C − Y − ℎ − B)) (Y)� (B, D̃B + HB)3B

−
∫ C−ℎ

C−ℎ−Y
) (C − ℎ − B)� (B, D̃B + HB)3B






6

∫ C−ℎ−Y

0
‖ [) (C − Y − B) − ) (C − Y − ℎ − B)]) (Y)� (B, D̃B + HB)‖3B

+
∫ C

C−ℎ−Y
‖) (C − B)‖‖� (B, D̃B + HB)‖3B +

∫ C−ℎ

C−ℎ−Y
‖) (C − ℎ − B)‖‖� (B, D̃B + HB)‖3B

6

∫ C−ℎ−Y

0
‖ [) (C − Y − B) − ) (C − Y − ℎ − B)]) (Y)� (B, D̃B + HB)‖3B

+
∫ C

C−ℎ−Y
"̃�23B +

∫ C−ℎ

C−ℎ−Y
"̃�23B.

Já vimos que, para Y > 0, ) (Y)� (B, D̃B + HB) ∈ *Y, onde *Y é um conjunto compacto.
Além disso, existe X̃ > 0 tal que para todo b, g ∈ [0, 1], com 0 < |b − g | < X̃,
‖) (b) [) (Y)� (B, D̃B + HB)] − ) (g) [) (Y)� (B, D̃B + HB)] ‖ < Y.

Logo, se 0 < ℎ < min{X̃, Y}, então

‖ [) (C − Y − B) − ) (C − Y − ℎ − B)]) (Y)� (B, D̃B + HB)‖ < Y

e portanto,

‖(Γ2D) (C) − (Γ2D) (C − ℎ)‖ 6

6

∫ C−ℎ−Y

0
‖ [) (C − Y − B) − ) (C − Y − ℎ − B)]) (Y)� (B, D̃B + HB)‖3B

+
∫ C−ℎ

C−ℎ−Y
"̃�23B +

∫ C−ℎ

C−ℎ−Y
"̃�23B

6

∫ C−ℎ−Y

0
Y3B + "̃�2(ℎ + Y) + "̃�2Y

= Y(C − ℎ − Y) + "̃�2(ℎ + Y) + "̃�2Y

6 Y1 + "̃�2(Y + Y) + "̃�2Y

= (1 + 3"̃�2)Y

< (1 + 3"̃�2)
Ỹ

1 + 3"̃�2

= Ỹ,

garantindo que Γ2(() é equicontínuo à esquerda de t.

Por fim, como o domínio das funções em Γ2(() é compacto [0, 1], podemos concluir que
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Γ2(() é equicontínuo. (ver Teorema A.17)

Etapa III.3.(1): Mostremos que Γ2(() (C) é relativamente compacto em - para todo
C ∈ [0, 1].

Dados C > 0 e D ∈ (, seja 0 < Y < C.

Assim,

(Γ2D) (C) =
∫ C

0
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B

=

∫ C−Y

0
) (C − Y − B)) (Y)� (B, D̃B + HB)3B

+
∫ C

C−Y
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B.

Pela hipótese (88), existe um conjunto *Y ⊂ - compacto tal que ) (Y)� (B, D̃B + HB) ∈ *Y
para todo D ∈ ( e C ∈ [0, 1]. Mais ainda, como a função B ↦→ ) (B)G é contínua para todo
G ∈ - fixo, concluímos que o conjunto

+Y = {) (B)F; B ∈ [0, C − Y], F ∈ *Y}

é sequencialmente compacto e então, compacto.

Consideremos agora a envoltória convexa de +Y, denotada por 2>(+Y). Como +Y é
compacto, 2>(+Y) também é compacto. Mais ainda, (C − Y)2>(+Y) é compacto.

Além disso, pelo Teorema do valor médio para integrais, temos∫ C−Y

0
) (C − Y − B)) (Y)� (B, D̃B + HB)3B = (C − Y)) (C − Y − b)) (Y)� (b, D̃b + Hb),

para algum b ∈ [0, C − Y].

Logo, segue que∫ C−Y

0
) (C − Y − B)) (Y)� (B, D̃B + HB)3B ∈ (C − Y)2>(+Y),

para todo D ∈ (.

Por outro lado, para todo D ∈ (,



 ∫ C

C−Y
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B





 6 ∫ C

C−Y
‖) (C − B)‖‖� (B, D̃B + HB)‖3B

6 "̃�2Y.

Assim, podemos afirmar que, para Y suficientemente pequeno,
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(Γ2D) (C) =
∫ C

0
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B ∈ (C − Y)2>(+Y),

para todo D ∈ (.

Dessa forma, a compacidade de (C − Y)2>(+Y) nos garante que Γ2(() (C) é relativamente
compacto em X, para todo C ∈ [0, 1].

Portanto, pelas etapas III3.(0) e III3.(1) e pelo Teorema de Arzelá-Ascoli, concluímos
que Γ2(() é relativamente compacto. Logo, Γ2 é compacta.

Assim, das etapas (� �) e (� � �) obtemos que Γ2 é completamente contínua e portanto,
Γ = Γ1 + Γ2 é um operador condensante em S. Por fim, usando o Teorema do ponto fixo de
Sadovskii, existe E ∈ ( tal que E é o ponto fixo de Γ.

Desse modo, definindo G : [−A, 1] → - por G(C) = Ẽ(C) + H(C), temos:

(i) G é contínua em [0, 1];

(ii) GC = ẼC + HC , para todo C ∈ [0, 1], e, em particular, G0 = E0 + H0 = 0 + i = i;

(iii) As funções B ↦→ �) (C − B)� (B, GB) e B ↦→ ) (C − B)� (B, GB) são integráveis;

(iv) Para C ∈ [0, 1],

G(C) = Ẽ(C) + H(C)
= E(C) + H(C)
= (ΓE) (C) + ) (C)i(0)

= ) (C)� (0, i) − � (C, ẼC + HC) −
∫ C

0
�) (C − B)� (B, ẼB + HB)3B

+
∫ C

0
) (C − B)� (B, ẼB + HB)3B + ) (C)i(0)

= ) (C) [i(0) + � (0, i)] − � (C, GC) −
∫ C

0
�) (C − B)� (B, GB)3B

+
∫ C

0
) (C − B)� (B, GB)3B.

Portanto, G é uma solução fraca para o problema (3.1) − (3.2) em [−A, 1].

�

O resultado a seguir é uma variação do teorema anterior, onde, a hipótese (88) é trocada
pelo fato de () (C))C>0 ser um semigrupo compacto para C > 0 e a função � levar um conjunto
limitado em um conjunto limitado.

Corolário 3.7. Seja i ∈ Ω e assuma que a condição (8) do teorema anterior seja satisfeita. Se
o semigrupo () (C))C>0 é compacto para C > 0 e a função � leva um conjunto limitado em um
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conjunto limitado, então existe uma solução fraca para o problema (3.1) − (3.2) em [−A, 1],
para algum 0 < 1 6 0.

Demonstração: Sejam 1i ∈ (0, 0) e A (i) > 0.
Assim, como o conjunto [0, 1i] ×�A (i) [i] é um conjunto limitado, segue por hipótese, que

{� (B, k); B ∈ [0, 1i] e k ∈ �A (i) [i]}

também é limitado.
Além disso, como () (C))C>0 é um semigrupo compacto, o conjunto

{) (C)� (B, k); B ∈ [0, 1i] e k ∈ �A (i) [i]}

é relativamente compacto, para todo C > 0.
Logo, para cada C ∈ (0, 1i], existe um compacto *C ⊂ - tal que ) (C)� (B, k) ∈ *C , para

todo k ∈ �A (i) [i] e B ∈ [0, 1i].
Desse modo, obtemos as hipóteses do Teorema 3.6, com exceção de � (B, k) pertencer

a um compacto *0, quando B ∈ [0, 1i] e k ∈ �A (i) [i]. Porém, se procedermos como
na demonstração do Teorema 3.6, veremos que para obter a estimativa (3.10) basta que
{� (B, k); (B, k) ∈ [0, 1i] × �A (i) [i]} seja limitado, o que ocorre pelo fato de � levar
conjunto limitado em conjunto limitado. Além disso, como B ↦→ � (B, D̃B + HB) é contínua
{� (B, D̃B + HB); B ∈ [0, 1i]} é compacto e assim, as estimativas feitas no Teorema 3.6 continuam
válidas.

Portanto, o Teorema 3.6 nos garante que existe uma solução fraca para o problema (3.1) −
(3.2) definida em [−A, 1] com 0 < 1 6 0.

�

A seguir apresentaremos outro resultado de existência de solução fraca para (3.1) − (3.2),
usando o Teorema do ponto fixo de Banach.

Teorema 3.8. Assuma que a condição (8) do Teorema 3.6 é satisfeita. Se � é contínua e existe
# > 0 tal que

‖� (C, q) − � (C, k)‖ 6 # ‖q − k‖C ,

para todo 0 6 C 6 0 e q, k ∈ C, então, para cada i ∈ Ω, existe uma uma única solução fraca
do problema (3.1) − (3.2) em [−A, 1], para algum 1 > 0.

Demonstração: Primeiramente, vamos definir algumas limitações.
Sejam 1i ∈ (0, 0) e A (i) = 1i. Procedendo como na demonstração do Teorema 3.6 temos

que existe uma constante �1 > 0 tal que

‖(−�)V� (C, k)‖ 6 �1,

para todo C ∈ [0, 1i] e todo k ∈ �1i [i].
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Além disso, como a função C ↦→ � (C, i) é contínua no compacto [0, 1i], segue que � (·, i)
é limitada em [0, 1i] e assim,

‖� (C, k)‖ 6 ‖� (C, k) − � (C, i)‖ + ‖� (C, i)‖
6 # ‖k − i‖C + max

C∈[0,1i]
‖� (C, i)‖

6 #1i + max
C∈[0,1i]

‖� (C, i)‖

= �2, (3.17)

para todo C ∈ [0, 1i] e todo k ∈ �1i [i], onde �2 = #1i + max
C∈[0,1i]

‖� (C, i)‖.

Seja H : [−A, 0] → - a função dada por

H(C) =
{
i(C), −A 6 C < 0,
) (C)i(0), 0 6 C 6 0.

Desse modo, a função C ↦→ HC é uniformemente contínua em [0, 0], como visto na demons-
tração do Teorema 3.6.

Assim, para Y =
1i

2
> 0, existe X1 > 0 tal que, para C ∈ [0, X1],

‖HC − i‖C <
1i

2
.

Para facilitar a notação, chamaremos d =
1i

2
.

Agora, procedendo de maneira semelhante ao que foi feito no início da demonstração do
Teorema 3.6, para [ > 0 suficientemente pequeno, existe 0 < 1 < 1i tal que, para C ∈ [0, 1] as
desigualdes a seguir são satisfeitas:

‖) (C)� (C, HC) − � (C, HC)‖ 6 [, (3.18)

"̃ (‖(−�)−V‖! + �2)1 + (1 + ‖(−�)−V‖"̃!)[ +
�1"1−V1V

1
6 (1 − ‖(−�)−V‖!)d, (3.19)(

‖(−�)−V‖! +
"1−V!1V

1
+ "̃#1

)
< 1. (3.20)

Consideremos o conjunto

( = {D ∈ � ( [0, 1], -); D(0) = 0, ‖D(C)‖ 6 d, C ∈ [0, 1]},

munido da norma ‖D‖∞ = supC∈[0,1] ‖D(C)‖. Temos que ( ⊂ - é um espaço de Banach, limitado,
fechado e convexo.

Além disso, para D ∈ ( dado, consideremos a extensão D̃ de D para o intervalo [−A, 1], dada
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da seguinte forma

D̃(C) =
{

0, −A 6 C < 0,
D(C), 0 6 C 6 1.

Desse modo, como já visto anteriormente, a função C ↦→ D̃C é contínua em [−A, 1].
Defina Γ : ( → � ( [0, 1], -) por

ΓD(C) = ) (C)� (0, i) − � (C, D̃C + HC) −
∫ C

0
�) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B

+
∫ C

0
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B, 0 6 C 6 1.

Observe que Γ = Γ1 + Γ2, com Γ1 e Γ2 definidas na demonstração do Teorema 3.6.
Desse modo, podemos afirmar que:

(i) Se D ∈ (, então D̃C + HC ∈ �A (i) [i] para todo C ∈ [0, 1].

(ii) A função Γ está bem definida.

De fato, como as hipóteses sobre a função � continuam as mesmas que no Teorema 3.6,
Γ1 está bem definida.

Mostremos, então, que Γ2 está bem definida.

Primeiramente, note que a continuidade das funções � e C ↦→ D̃C + HC , bem como o fato
de () (I))I∈Δ (U)∪{0} ser um semigrupo analítico, garantem que B ↦→ ) (C − B)� (B, D̃B + HB)
é contínua em [0, C] e então, mensurável. Além disso, visto que D̃C + HC ∈ �A (i) [i] para
todo C ∈ [0, 1], de (3.17), concluímos que∫ C

0
‖) (C − B)� (B, D̃B + HB)‖3B 6

∫ C

0
"̃�23B = "̃�2C 6 "̃�21 < +∞,

ou seja, pelo Teorema de Bochner, B ↦→ ) (C − B)� (B, D̃B + HB) é integrável em [0, C], para
todo C ∈ [0, 1].

Observe ainda que a função C ↦→
∫ C

0
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B é contínua em [0, 1].

Com efeito, dado C ∈ [0, 1], seja ℎ > 0 tal que C + ℎ ∈ [0, 1], assim



 ∫ C+ℎ

0
) (C + ℎ − B)� (B, D̃B + HB)3B −

∫ C

0
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B






=





 ∫ C

0
) (ℎ)) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B +

∫ C+ℎ

C

) (C + ℎ − B)� (B, D̃B + HB)3B

−
∫ C

0
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B
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6





() (ℎ) − �) ∫ C

0
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B






+

∫ C+ℎ

C

‖) (C + ℎ − B)‖‖� (B, D̃B + HB)‖3B

6





() (ℎ) − �) ∫ C

0
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B





 + ∫ C+ℎ

C

"̃�23B

=





() (ℎ) − �) ∫ C

0
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B





 + "̃�2ℎ.

Desse modo,

lim
ℎ→0+





 ∫ C+ℎ

0
) (C + ℎ − B)� (B, D̃B + HB)3B −

∫ C

0
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B






6 lim
ℎ→0+





() (ℎ) − �) ∫ C

0
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B





 + "̃�2ℎ = 0,

pois, tomando Ẽ =
∫ C

0
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B ∈ - , usamos o fato da fução C ↦→ ) (C)Ẽ

ser contínua.

Portanto, C ↦→
∫ C

0
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B é contínua à direita.

Para mostrarmos a continuidade à esquerda, considere C ∈ (0, 1] e Ỹ > 0.

Tomemos Y tal que 0 < Y < min
{
C,

Ỹ

4"̃�2

}
.Desse modo, a função g ↦→ ) (g)

∫ C−Y

0
) (C−

B − Y)� (B, B̃ + HB)3B é uniformemente contínua em [0, 1], isto é, existe X1 > 0 tal que,
para todo g, b ∈ [0, 1] com 0 < |g − b | < X1, temos



[) (g) − ) (b)] ∫ C−Y

0
) (C − B − Y)� (B, B̃ + HB)3B





 < Ỹ

2
.

Logo, para ℎ ∈ R tal que C − ℎ ∈ (0, 1] e 0 < ℎ < X, onde X = min{X1, Y}, obtemos



 ∫ C

0
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B −

∫ C−ℎ

0
) (C − ℎ − B)� (B, D̃B + HB)3B






=





 ∫ C−Y

0
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B +

∫ C−ℎ

C−Y
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B

+
∫ C

C−ℎ
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B −

∫ C−Y

0
) (C − ℎ − B)� (B, D̃B + HB)3B

−
∫ C−ℎ

C−Y
) (C − ℎ − B)� (B, D̃B + HB)3B






6





[) (Y) − ) (Y − ℎ)] ∫ C−Y

0
) (C − B − Y)� (B, B̃ + HB)3B






+

∫ C−ℎ

C−Y
‖) (C − B)‖‖� (B, D̃B + HB)‖3B +

∫ C

C−ℎ
‖) (C − B)‖‖� (B, D̃B + HB)‖3B
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+
∫ C−ℎ

C−Y
‖) (C − ℎ − B)‖‖� (B, D̃B + HB)‖3B

6
Ỹ

2
+ 2"̃�2(Y − ℎ) + "̃�2ℎ

6
Ỹ

2
+ "̃�2(2Y − ℎ)

<
Ỹ

2
+ 2"̃�2Y <

Ỹ

2
+ Ỹ

2
= Ỹ,

garantindo a continuidade à esquerda.

Portanto, Γ2 está bem definida e então, Γ está bem definida.

(iii) Γ(() ⊂ (, da mesma forma como visto na demonstração do Teorema 3.6.

Por fim, para usarmos oTeorema do ponto fixo deBanach, mostremos queΓ é uma contração.
Para tanto, sejam D, E ∈ ( e C ∈ [0, 1]. Então, como

‖D̃C − ẼC ‖C = sup
\∈[−A,0]

‖D̃(C + \) − Ẽ(C + \)‖

6 ‖D − E‖∞, ∀C ∈ [0, 1],

obtemos,

‖(ΓD) (C) − (ΓE) (C)‖ =




) (C)� (0, i) − � (C, D̃C + HC) − ∫ C

0
�) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B

+
∫ C

0
) (C − B)� (B, D̃B + HB)3B − ) (C)� (0, i) + � (C, ẼC + HC)

+
∫ C

0
�) (C − B)� (B, ẼB + HB)3B −

∫ C

0
) (C − B)� (B, ẼB + HB)3B






6 ‖� (C, D̃C + HC) − � (C, ẼC + HC)‖

+




 ∫ C

0
�) (C − B) [� (B, D̃B + HB) − � (B, ẼB + HB)]3B






+





 ∫ C

0
) (C − B) [� (B, D̃B + HB) − � (B, ẼB + HB)]3B






6 ‖(−�)−V‖‖(−�)V� (C, D̃C + HC) − (−�)V� (C, ẼC + HC)‖

+
∫ C

0
‖(−�)1−V) (C − B) [(−�)V� (B, D̃B + HB) − (−�)V� (B, ẼB + HB)] ‖3B

+
∫ C

0
‖) (C − B) [� (B, D̃B + HB) − � (B, ẼB + HB)] ‖3B

6 ‖(−�)−V‖!‖D̃C − ẼC ‖C +
∫ C

0

"1−V

(C − B)1−V
!‖D̃B − ẼB‖C3B

+
∫ C

0
"̃# ‖D̃B − ẼB‖C3B
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6

(
‖(−�)−V‖! +

∫ C

0

"1−V

(C − B)1−V
!3B +

∫ C

0
"̃#3B

)
‖D − E‖∞

6

(
‖(−�)−V‖! +

"1−V!1V

V
+ "̃#1

)
‖D − E‖∞.

Assim, tomando  =
(
‖(−�)−V‖! +

"1−V!1V

V
+ "̃#1

)
, por (3.20) segue que 0 <  < 1.

Logo, ‖ΓD − ΓE‖∞ = sup
C∈[0,1]

‖(ΓD) (C) − (ΓE) (C)‖ 6  ‖D − E‖∞, para todo D, E ∈ (, isto é, Γ

é uma contração em (.
Assim, o Teorema do ponto fixo de Banach nos garante que, existe um único D ∈ ( tal que

ΓD = D.
Portanto, se tomarmos G : [−A, 1] → - definida por G(C) = D̃(C) + H(C) e procedermos como

no final da demonstração do Teorema 3.6, podemos garantir que G é uma solução fraca para o
problema (3.1) − (3.2). Além disso, a unicidade do ponto fixo D garante a unicidade de G.

�
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APÊNDICE A - Resultados auxiliares

Teorema A.1. (Teorema do ponto fixo de Banach). Sejam X um espaço métrico completo e
) : - → - um contração em X. Então T tem um único ponto fixo.

Demonstração. (16, Theorem 5.1-2, p. 300).

Teorema A.2. (Teorema da convergência dominada de Lebesgue). Seja ( 5=)=∈N uma sequên-
cia de funções integráveis convergindo, em quase todo ponto, para uma função real mensurável
f. Se existir uma função g tal que | 5= | 6 6 para todo n, então f é integrável e∫

5 3` = lim
=→∞

∫
5=3`

.

Demonstração. (17, Theorem 5.6, p. 44).

Lema A.3. (Lema de Dini). Se 5 : (0, 1) → - é contínua em (0, 1) e admite uma derivada à
direita, 5 ′+, contínua em (0, 1), então f é continuamente diferenciável em (0, 1).

Demonstração. (13, Lema A.3.2, p. 149).

Consideremos que R seja uma região do plano complexo C.

Teorema A.4. (Teorema de Cauchy). Seja W uma curva fechada e retificável em R, a qual é
homotópica a uma curva constante. Se f é uma função analítica em R, então∫

W

5 (_)3_ = 0.

Demonstração. (18, Theorem 4.9, p. 85).

Teorema A.5. (Fórmula integral de Cauchy). Se 5 : R → C é uma função analítica em R e
W é uma curva fechada retificável em R tal que W é homotópica à uma curva constante então,
para _0 no interior de R, temos

5 (_0) =
1

2c8

∫
W

5 (_)
_ − _0

3_.

Demonstração. (18, Theorem 6.1, p. 91).

Teorema A.6. Sejam 5 : R → C uma função analítica em R e W uma curva fechada retificável
em R tal que W é homotópica à uma curva constante então, para _0 no interior de R, temos

5 (=) (_0) =
=!
2c8

∫
W

5 (_)
(_ − _0)=+1

3_, para = ∈ N.

Demonstração. (18, Theorem 6.2, p. 92).
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Teorema A.7. (Teorema dos resíduos). Sejam 5 : R → C analítica em R exceto pelas
singularidades isoladas 01, 02, · · · , 0= e W uma curva a qual não passa por qualquer uma das
singularidades 08, 8 = 1, · · · , =. Se W é uma curva fechada e retificável em R, e é homotópica à
uma curva constante, então

1
2c8

∫
W

5 (_)3_ =
=∑
8=1

'4B( 5 : 08),

onde '4B( 5 : 08) denota o resíduo de f em 08 (que é o coeficiente da potência −1 na expansão
em série de Laurent de f em torno de 08).

Demonstração. (18, Theorem 2.2, p. 108).

Definição A.8. Denotamos por &(Ω) o conjunto de todos os Y para os quais o conjunto Ω
possui Y-rede finita. A medida de não compacidade do conjunto Ω é o valor

j(Ω) = inf&(Ω).

Definição A.9. Sejam � e �1 espaços de Banach. Dizemos que o operador ) : � → �1 é um
operador condensante se ) é contínuo e para todo conjunto limitado e não compacto Ω ⊂ �
a desigualdade abaixo é satisfeita

j[) (Ω)] < j(Ω).

Observação A.10. Operadores completamente contínuos, contrações e também a soma desses
operadores são operadores condensantes (ver (19)).

Teorema A.11. (Teorema do ponto fixo de Sadovskii). Sejam ) um operador condensante e
B um subconjunto convexo, fechado e limitado de X. Se ) (�) ⊂ � então existe pelo menos um
ponto fixo de T.

Demonstração. (19).

Teorema A.12. (Arzelá-Ascoli). Sejam . um espaço métrico, X um espaço qualquer e � ⊂
� (-,. ). Assuma que as seguintes condições são satisfeitas:

(i) F é equicontínuo em Y.

(ii) { 5 (H); 5 ∈ F } é compacto para todo H ∈ . .

Então � é compacto.

Demonstração. (20, Theorem 6.4, p. 267).

Proposição A.13. Seja - um espaço de Banach. Se � ∈ L(-) e ‖�‖ 6 1 então � − � é
inversível.
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Demonstração: Como 5 (�) =
∞∑
==0

�= é um operador linear limitado em X e A comuta

com suas potências, obtemos pela série de potências que

(� − �) 5 (�) = 5 (�) (� − �) = �,

Portanto, (� − �) é inversível e 5 (�) = (� − �)−1.

�

Corolário A.14. Sejam X um espaço de Banach e � ∈ L(-), com ‖�‖ 6 1. Então, � −� tem
inversa limitada, isto é, (� − �)−1 ∈ L(-).

Demonstração: Esse resultado é um caso particular da Proposição A.13.

�

Definição A.15. Sejam G, H ∈ C, cujas partes reais são positivamos. A função Beta é a função
definida pela integral

�(G, H) =
∫ ∞

0

BG−1

(1 + B)G+H 3B.

Teorema A.16. (Teorema de Bochner) Uma condição necessária e suficiente para que G(f) ∈
* ⊂ - seja integrável é que G(f) seja fortemente mensurável e

∫
*

‖G(f)‖3< < ∞.

Demonstração: (21, Theorem 3.4.7, p. 80).

Teorema A.17. Equicontinuidade pontual implica em equicontinuidade uniforme se - é com-
pacto.

Demonstração: (22, Theorem 4.36, p. 261).


