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Impacto potencial desta pesquisa

As ciéncias se transformam ao longo do tempo devido as novas contribuigoes e olhares
trazidos por perspectivas inéditas. Este papel tem sido desempenhado pela matematica
via origami, a qual oferece um recurso inovador nas areas de tecnologia e desenvolvimento,
solucionando dilemas tedricos e oferecendo novos recursos praticos. Os impasses fisicos, os
problemas da engenharia, a nano-robotica e suas implicagoes, a matematica tedrica, entre
outras, sdo areas que podem ser reimaginadas frente aos recursos desta area de estudo
en progresso. E neste contexto em que as formulagoes desta pesquisa se apresentam,
onde as construcoes impossiveis com régua e compasso, abordadas até entao através dos
Trés Problemas Classicos da Matemadtica Grega, sao ressignificadas frente as novas pos-
sibilidades oferecidas pela construcao da matematica baseada na estrutura de origami e
suas novas abordagens. Em concordancia com este movimento de transformacoes, este
trabalho contribui com novas possibilidades de analise de dilemas da matematica classica.
Além disso, as reflexdes serao expandidas de forma pratica, buscando conectar seu uso no
espago educacional e no ensino de geometria.

Potential impact of this research

Science transforms over time due the new contributions and perspectives brought by
unprecedented perspectives. Studies structured by origamic mathematics offer an inno-
vative resource in areas of technology and development, solving theoretical dilemmas and
offering new practical resources. Physical impasses, engineering problems, nanorobotics
and its implications, theoretical mathematics, among others, are areas that can be rei-
magined in light of this evolving field of study. In this context, the formulations of this
work are presented, constructions impossible with a ruler and compass, solved until then
through the Three Classical Problems of Greek Mathematics, are redefined based on the
new possibilities offered by origamic perspective and its new approaches. In line with
this movement of transformations, this work contributes new possibilities for analyzing
dilemmas in classical mathematics. Furthermore, the reflections will be mobilized in a
practical way, seeking to connect their use in the educational field and in the teaching of
geometry.
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Resumo

Este trabalho de pesquisa tem como objetivo explorar as construcgoes algébricas que
sdo impossiveis de realizar utilizando régua nao graduada e compasso, considerando as
defini¢oes classicas da Geometria Euclidiana, sendo estas a duplicacdo do cubo, a tris-
seccao do angulo e a quadratura da circunferéncia. Em seguida, serao relacionadas suas
caracteristicas com as perspectivas de construcgées por meio de origamis, propondo novas
formulagoes e solugoes para esses dilemas. Os fundamentos centrais desta pesquisa tém
como referéncia as teorias propostas por Thomas Hull. Por fim, as construgdes com ori-
gamis serao aplicadas em uma oficina pedagdgica, considerando as bases estruturais e os
documentos norteadores da educagao basica. Essa oficina serd proposta a uma turma do
ensino médio de uma escola publica estadual, com o intuito de apresentar a importancia
dos origamis nas construgoes algébricas matematica e refletir sobre novas formas de abor-
dar o ensino de geometria, levando em conta as concepcoes desenvolvidas nesta pesquisa.

Palavras-chave: Algebra. Extensao de corpos. Origami. Numeros construtiveis. Pro-
blemas classicos da geometria.



Abstract

This research aims to explore algebraic constructions that are impossible to solve
using an unmarked ruler and compass, according to the classical definitions of Euclidean
Geometry. These are the duplication of the cube, the trisection of an angle, and the
squaring of the circle. Subsequently, their characteristics will be related to the perspec-
tives of construction through origami, proposing new formulations and solutions to these
dilemmas. The central foundations of this study are based on the theories proposed by
Thomas Hull. Finally, origami constructions will be applied in a pedagogical workshop,
structured through official documents that guide basic education. This workshop will be
applied to a high school class at a state public school, with the objective of presenting
the importance of origami in mathematical algebraic constructions and reflecting on new
ways to approach the teaching of geometry, considering the concepts developed in this
research.

Keywords: Algebra. Field extension. Origami. Constructible numbers. Classical pro-
blems of geometry.
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1 Introducao

Este trabalho apresenta uma abordagem do modo cléssico das construgoes impossiveis
com régua nao graduada e compasso, de forma objetiva e sucinta, via Teoria de Galois.
Além da visao tradicional presente neste trabalho, destaca-se, principalmente, uma abor-
dagem contemporanea via origami, como possibilidade de resolugao desses problemas que,
até entao, eram conhecidos por sua resolucao improvavel. E ainda, pode-se encontrar uma
aplicacao direcionada ao ambito educacional, que contempla qualquer nivel de ensino.

A matemaética nasce da necessidade do ser humano de enumerar e contabilizar ele-
mentos em seu cotidiano. Desafiado por essa necessidade, criam-se métodos de contagem,
uma estrutura logica e nomenclaturas para organizar essas informagdes. Com o passar
do tempo, esses métodos e estruturas tornam-se cada vez mais sofisticados e repletos de
regras, dando origem a matematica que conhecemos hoje. Na Grécia Antiga, matematicos
de grande renome a desenvolveram como uma ferramenta para explicar o funcionamento
do universo.

Movidos por essa busca incessante de compreender o universo, os gregos resolveram
diversos problemas matematicos que sao altamente reconhecidos até hoje. Entretanto,
no periodo helénico (século VI a.C. — século V a.C.) trés problemas geométricos se tor-
naram os maiores desafios classicos da matematica grega, por nao apresentarem solucao.
Desde entao, esses problemas tém encantado sucessivas geragoes de matematicos, profis-
sionais e amadores, além de terem sido fundamentais para o crescimento de pesquisas e
especulagoes.

Marcados como os maiores desafios enfrentados por iniimeros matematicos e intelec-
tuais durante mais de dois mil anos, esses trés problemas de construcao resistiram a todas
as tentativas dos gregos para resolvé-los utilizando apenas a régua nao graduada e o com-
passo, os unicos instrumentos empregados por Euclides em Os FElementos. Conhecidos
como Os Trés Problemas Cldssicos da Matemdtica Grega, sao: a duplicacao de um cubo,
a trisseccao de um angulo e a quadratura de um circulo. Sua grande fama se deve ao fato
de nao terem solucao.

A primeira impossibilidade surgiu com pitagéricos que possuiam o conhecimento de
construir com régua e compasso, sem o uso de medidas pré-estabelecidas, um quadrado
cuja area ¢ o dobro da area de um quadrado previamente dado. E avangando suas des-
cobertas, perceberam que nao era possivel construir um cubo com o dobro do volume de
um cubo dado, utilizando-se somente as ferramentas geométricas basicas.

Ao longo do desenvolvimento da matematica, Euclides demonstra como bissectar um
angulo somente com régua e compasso. Logo, sabendo como bissectar um angulo, é
natural que se pergunte como dividir um angulo em n partes, em especifico, a trissec¢ao
do angulo. Apesar de alguns angulos serem possiveis de trissectar, como o angulo de 90°,
nem todos os angulos existentes sdo possiveis, como ¢ o caso do angulo de 60°. Surgindo
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assim o segundo problema impossivel de solugao generalizada.

O problema de quadrar qualquer regiao poligonal estd completamente resolvido nos
Elementos de Euclides e, uma vez resolvida a quadratura de regioes poligonais, o proximo
passo seria tentar quadrar regioes limitadas por linhas curvas, na qual o circulo passa a ser
uma escolha ébvia. Entretanto, essa construgao também foi comprovada como impossivel
de se resolver.

As ciéncias se transformam ao longo do tempo devido as novas contribuicoes e olhares
trazidos por perspectivas inéditas. Nesse contexto, as construgoes impossiveis com régua
e compasso, abordadas até entao através dos Trés Problemas Cldssicos da Matemdtica
Grega, sdo ressignificadas frente as novas possibilidades oferecidas pela construgao da
matematica baseada na estrutura de origami e suas novas abordagens.

De acordo com Hull, em [1], o interesse em construgoes geométricas que podem ser
realizadas por dobradura de papel tem uma longa e variada histéria. Na Europa do
século XIX, encontraram pela primeira vez um trabalho, de Friedrich Froebel, que trazia
a sugestao do uso da dobradura de papel para educar criancas pequenas sobre os topicos
de simetria e geometria. Entretanto, o primeiro trabalho reconhecido que tenta coletar
técnicas de construcao de dobradura de papel para valor educacional e de pesquisa foi o
livro de T. Sundara Row, Geometric Exercises in Paper Folding, publicado pela primeira
vez na India em 1893 e depois no Ocidente em 1901 (Referéncia [2]).

Ainda de acordo com Hull, o historiador italiano e devoto da matematica, Giovanni
Vacca, escreveu em 1930, um artigo resumindo um pouco da historia do origami e a mate-
matica conhecida sobre a geometria de dobradura de papel [3]. O autor ndo faz nenhuma
menc¢ao neste artigo sobre a possibilidade do origami ser capaz de realizar construcoes
além daquelas possiveis com régua e compasso. Hull, na verdade, afirma explicitamente
que é impossivel “dobrar o cubo” (ou seja, construir \3/5) via origami.

Portanto, parece que Beloch foi a primeira a perceber que o origami poderia realizar
a operacao necessaria para construir a tangente simultanea a duas parabolas e, assim,
resolver equacoes ctbicas gerais. Gragas a sua descoberta, essa construgao foi homenage-
ada como dobra de Beloch. Para coroar essa conquista, ela inclui em [4] um método de
construciao de dobradura de papel para /2, que é coincidentemente o mesmo descoberto
independentemente por Hatori em [5] quase 70 anos depois.

O origami, por muitos anos visto apenas como uma forma de arte, utilizado como
decoracao ou elemento ritualistico da cultura oriental, vem, com o decorrer do tempo, se
consolidando como uma ferramenta de estudo para a matematica, gerando possibilidades
cada vez mais complexas de dobras, capazes de servir como suporte para areas diver-
sas, solucionando dilemas tedricos e oferecendo novos recursos praticos. Tecnologias de
engenharia, ferramentas médicas, estudos quimicos, micro e nanoestruturas, e solugoes
de biomecanica sao exemplos praticos da aplicagdo do origami em um contexto cientifico
atual, que, até poucos anos atras, nao era sequer considerado como possibilidade.

Vislumbrando o origami como essa nova ferramenta contemporanea e transformadora,
que contribui para novas possibilidades, podemos utiliza-lo para apresentar possiveis so-
lugbes para os Trés Problemas Cldssicos da Geometria Grega, comentados anteriormente.
Esses problemas, que por séculos permaneceram sem solugao, agora podem, por meio de
operagoes geradas por uma geometria construida via origami, finalmente ter uma resposta.

Além disso, essas reflexdes e construcoes podem ser expandidas de forma pratica,
conectando seu uso ao espago educacional e ao ensino da geometria, como veremos ao
longo deste trabalho.

Todas as figuras aqui presentes sdo de autoria prépria. As digitais foram inspiradas
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nas figuras das referéncias [6] e [1] e elaboradas pela autora do texto com o auxilio do
software Geogebra [7]. As imagens que constam no Capitulo 5 do relato da aplicagao da
atividade, foram capturadas com uso da camera do celular da autora e autorizada pelos
participantes da dindmica a serem utilizadas para fins académicos. Foi preservada a real
identidade de todos envolvidos e as imagens tiveram os rostos embacados ou cortados,
por se tratarem de menores de idade.

Para aprofundar os assuntos tratados acima, este trabalho apresenta uma estrutura de
cinco capitulos. O segundo capitulo, apresenta como objetivo preparar o leitor para uma
analise mais aprofundada das impossibilidades de construgoes algébricas, fornecendo a
base necessaria para investigar, por meio da algebra moderna, a impossibilidade das cons-
trucoes geométricas classicas: a trisseccao do angulo, a duplicagao do cubo e a quadratura
do circulo. Para isso, sao introduzidos conceitos da teoria dos corpos e de extensoes de
corpos, a distingao entre elementos algébricos e transcendentes e o estudo de extensoes
simples.

Para uma melhor compreensao deste capitulo, espera-se que o leitor possua conhe-
cimentos bésicos sobre estruturas algébricas, como grupos, anéis e corpos, bem como
alguma familiaridade com os teoremas de isomorfismo aplicados a essas estruturas. Para
aprofundamento nesses tépicos, recomenda-se consultar as referéncias [6] e [8].

O terceiro capitulo trata das construgoes geométricas, estruturando o funcionamento
e dando bagagem para a demonstracao das impossibilidades de construgao. O objetivo
¢ apresentar os numeros construtiveis, estabelecendo com rigor as regras permitidas nas
construgoes euclidianas e demonstrando, com uso da algebra, a impossibilidade das trés
construcoes geométricas gregas classicas utilizando apenas régua nao graduada e com-
passo.

No quarto capitulo, analisamos a construcao da geometria dos origamis tendo como
objetivo primordial apresentar a possibilidade das construgoes geométricas gregas classicas
via origami. Para isso sao introduzidas algumas nog¢oes de como manipular o origami
realizando a divisao em n partes. Somente com nogoes basicas de manipulacao de dobras,
é possivel realizar a construcao da trisseccao de um angulo. Matematicos que ha mais de
200 anos sao atormentados por esse problema, podem pela primeira vez explorar sob uma
nova perspectiva a resolucao da trisseccao de um angulo.

Com uso de dobras, é possivel definir algumas operagoes basicas de origami que con-
seguem solucionar equagoes e consequentemente possibilitam a construgao da duplicacao
do cubo.

Uma vez que descobrimos a possibilidade de construir dois dos Trés Problemas Cldssi-
cos da Matemdtica Grega com uso de origamis, é esperado que o ltimo problema também
seja resolvido. Entretanto, para que seja possivel realizar esta construcao, é necessaria
uma abordagem por meio de dobras curvas, o que nao faz parte do escopo deste trabalho.
Para aprofundamento deste tépico, recomenda-se consultar as referéncias bibliograficas
[9] e [10].

No quinto e ultimo capitulo deste trabalho, encontra-se uma aplicacao pratica das re-
flexdes dos capitulos anteriores em uma atividade exploratéria aplicada em sala de aula.
Neste contexto é possivel acompanhar a conexao deste tema ao ensino bésico (sendo pos-
sivel o aprofundamento sobre o assunto com as referéncias bibliogréficas [11], [12] e [13]),
o planejamento da atividade e o relato da aplicagao permeado por reflexoes pertinentes
ao ensino e aprendizagem. Podemos notar que o uso de atividades investigativas instiga
a curiosidade e amplia a participagao dos alunos, que anseiam em obter a conclusao dos
desafios impostos e compreender as razoes envoltas na atividade proposta. O uso do ori-
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gami como método de ensino abre espaco para que o aluno se torne autonomo em seu
conhecimento, podendo explorar o papel sem medo, criar relagoes, levantar hipoteses e
tirar conclusoes por conta prépria.



2 Nocoes da Teoria dos Corpos

Nesta primeira secao serao apresentadas algumas defini¢bes que servirao de prelimi-
nares para que no capitulo seguinte possamos abordar com maior erudicao matematica
a demonstragao da impossibilidade de construcao algébrica dos Trés Problemas Cldssicos
da Matemdtica Grega. Portanto, abordaremos aqui tépicos de extensao de corpos, zeros
de polinémios, bem como, as propriedades de extensoes simples e algébricas.

2.1 Introducao a extensao de corpos

Comecamos definindo o que é uma extensao de corpos e demonstrando o teorema de
Kronecker.

Definicao 2.1. Sejam E e F' corpos. Dizemos que E é uma extensao de F' se F' é subcorpo
de E que indicaremos por F' < E.

Logo, R é uma extensao do corpo Q, e C é uma extensao dos corpos R e Q.

Teorema 2.2 (Teorema de Kronecker). Seja F' um corpo e f(x) um polinémio nao cons-
tante em Flz]. Entao existe uma extensao E do corpo F' e um o € E tal que f(a) = 0.

Demonstra¢io. Sabemos que se F[x] é um corpo, entdo todo polindémio nao constante
f(z) € Flx] pode ser fatorado em um produto de polindmios irredutiveis de F[z] (para
mais detalhes, vide Teorema 23.20, ref [6], pdg. 214). Logo, f(z) tem uma fatoracdo em
polinémios que sao irredutiveis sobre F[z]. Seja p(xz) um polindmio irredutivel em tal
fatoracao.

Como um ideal (p(x)) # {0} de F' é maximal se, e somente se, p(z) é irredutivel sobre
F (para mais detalhes, vide Teorema 27.25, ref [6], pag. 251), temos (p(z)) um ideal

maximal em F[z]. Portanto, o anel quociente é um corpo. Agora consideremos a

{p(2))

seguinte aplicacao:

Fla]

v ey

dado por ¢(a) = a + (p(z)), para a € F.

Vemos que 1) é injetora, pois se 1(a) = 1(b), isto é, a + (p(x)) = b + (p(x)), para
algum a e b € F, entdo (a — b) € (p(x)), logo a — b deve ser miltiplo do polinémio p(z),
que é de grau > 1. Assim, a — b = l(z)p(x), l(x) € Flz], masa—b € F e dp > 1. Logo,
necessariamente [(z) = 0 e assim a —b = 0, portanto a = b.

17



Introdugao a extensao de corpos 18

Consequentemente, restringindo o contradominio de v para a sua imagem, que é um

Flz]
(p(x))

com isso identificamos F' com {a + (p(x)) | a € F'}.

subcorpo de

, temos uma correspondéncia biunivoca entre F' com a imagem de 1,

Flx
Assim, é possivel visualizar £ = [ ]> como uma extensao do corpo F. Ou seja, foi
p(x
construida a extensao desejada E de F'. Resta-nos mostrar que £ contém um zero de
p(z).
Vamos definir:
a=z +(p(r)),

para o € F

Considere o homomorfismo de valorac¢ao ¢, : F|x] — E como no Teorema dos Homo-
morfismos de Avaliagio para a Teoria dos Corpos (para mais detalhes, vide Teorema 22.4,
ref [6], pag. 201). Se p(z) = ap+ a1z + -+ + a,2™, onde a; € F, entdo temos:

Pa(p(7)) = ao + ar(x + (p(x))) + -+ - + an(z + ((2)))"
Flz]
(p(z)) (p(x))

um representante do conjunto a = z + (p(x)). Portanto,

em F = . Mas pode-se calcular em escolhendo um representante, e = é

ple) = (a0 + ez + -+ anz") + (p(2)) = p(z) + {p(z)) = (p(z)) = Op

Flz] _ Fa]
(o)) Achamos um elemento v em F = ()]

f(a) =0p.

em

tal que p(a) = Og, e portanto

O

Nos proximos exemplos, veremos aplicagoes diretas do teorema que acabamos de es-
tudar.

Exemplo 2.3. Sejam F' = R e f(x) = 2? + 1. Este polinémio f(z) é conhecido por
nio ter zeros em R e df = 2, portanto é irredutivel sobre R. Entao (z? 4+ 1) é um ideal
Rlz]
(2 +1)

, € possivel ver que R é um subcorpo de F =

maximal em R[z]. Logo,
Rlz]
(22 +1)

¢ um corpo. Identificando x € R com z + (2% + 1) em
Rlz]
@+ 1)

. Além disso, veja que:

a=x + (@ +1)

Rlz]

m (§] é tal que:

que pertence a

& +1=(z+ (@*+1))°+ 1+ (2> +1))
=@+ 1)+ (2*+1) = 0g

R(z]

Portanto, a é um zero de 22 +1 em E. Vamos denominar ————
@+ 1)

23.

de C no fim da pagina
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Exemplo 2.4. Neste exemplo, demonstraremos que um mesmo polinémio pode admitir
multiplos zeros distintos dentro de um determinado corpo. Seja F' = Q e consideremos
f(x) = z* — 8x* + 15. Temos que, f(z) é fatorado em Q[z] por (z* — 3)(z% — 5), ambos
fatores sao irredutiveis em Q. Comecando por z? — 3 e construindo a extensao de corpo

Q
E EFE=——
de Q, sendo 7 —3)

(22 = 5)

em ambos os casos ¢ exatamente como no exemplo anterior.

contendo « tal que o> —3 = 0, ou construimos a extensao

K de Q, sendo K =

contendo o elemento 3, tal que 8?2 —5 = 0. A construcao

Os céalculos a seguir sao sobre o estudo dos zeros de polinémios, que serao fundamentais
para demonstracoes do préoximo capitulo.

Definicao 2.5. Um elemento o de uma extensao de corpo E sobre o corpo F' ¢é algébrico
sobre F' se f(a) = 0 para algum polindmio nao nulo f(x) € Flz]. Se a nao for algébrico
sobre F', entao dizemos que « é transcendente sobre F.

Exemplo 2.6. C é uma extensao do corpo Q. Temos que a unidade imaginaria ¢« € C
é um elemento algébrico sobre Q, ja que é zero do polinémio f(z) = 22 +1 € Q[z]. V3
também ¢ um elemento algébrico sobre Q, pois é zero do polindmio f(r) = z? — 3.

Exemplo 2.7. Os niimeros 7 e e nao sao algébricos sobre Q, pois nao existe um polinémio
f(z) € Q[z], onde f(m) =0 ou f(e) = 0. Portanto, da defini¢do 2.5 afirmamos que esses
numeros sao transcendentes sobre Q.

Exemplo 2.8. Como visto no exemplo 2.7, os niimeros reais 7 e e sdo transcendente em Q.
No entanto, ambos sao algébrico sobre R, pois 7 é zero do polindémio f(x) =z —m € R]z]
e e é zero do polindémio f(z) =z —e € R[z].

Exemplo 2.9. Vejamos se o nimero real {1 + v/14} ¢é algébrico sobre Q. Seja a =
{1+ v/14} | entdo a — 1 = /14, logo, (o — 1)?> = 14. Portanto, a* — 2a — 13 = 0 com «
sendo zero do polindémio f(x) = 2% — 2z — 13, que estd em Q[z].

Definicao 2.10. Um elemento de C que ¢ algébrico sobre Q ¢ um nimero algébrico. Um
elemento de C que é transcendente sobre Q é chamado de niimero transcendente.

Teorema 2.11. Sejam E uma extensao de corpos do corpo F e o € E. Seja ¢, : Flx] —
E o homomorfismo de wvaloragio de Flx] em E, tal que ¢o(a) = a para a € F e
¢a(x) = . Entao a € transcendente sobre F se e, somente se, ¢, ¢ um isomorfismo de
Flz] com um subconjunto de E que seja um anel de integridade.

Demonstragio. O elemento « é transcendente sobre I se, e somente se, f(a) # 0 para
todo f € F[x] ndo nulo. Equivalentemente, por defini¢ao, se, e somente se, ¢, (f(z)) # 0
para todo f(z) € F[z] diferente de zero, ou seja, se, e somente se, o nicleo de ¢, é 0, isto
é, se, e somente se, ¢, ¢ uma aplicacao injetora. Assim, pelo Teorema do Isomorfismo de
Anéis (para mais detalhes, vide Teorema 26.17, ref [6], pdg. 242):

Flel o o
N = 0alFl)
ou seja,
Flz] ~ ¢o|Fz]]

em que ¢, [F[z]] é subdominio de E. O
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Considere a extensao de corpos de R sobre Q. Sabemos que v/2 é algébrico sobre Q,
sendo zero de f(z) = 2 — 2. Claramente, /2 também ¢é zero de g(x) = 2° — 27 e de
h(z) = 2* — 322 + 2 = (22 — 2)(2> — 1). Esses outros polinémios, tendo v/2 como zero,
sao miltiplos de f(z) = 2? — 2. O préximo Teorema ilustra essa situagio generalizada.

Teorema 2.12. Seja E uma extensdo do corpo F' e a € E, onde a € algébrico sobre
F. Entio hd um polinémio irredutivel p(x) € F[z]| tal que p(a) = 0. Esse polindmio
irredutivel é determinado exclusivamente até um fator constante F' e é um polinomio
minimal de grau > 1 em Fx] tendo o« como um zero. Se f(a) =0 para f(x) € F[x], com
f nao nulo, entao p(x) divide f(z).

Demonstragio. Seja ¢, um homomorfismo de avaliagdo de F[z| em E, pelo Teorema
dos Homomorfismos de Avaliagdo para a Teoria dos Corpos (para mais detalhes, vide
Teorema 22.4, ref [6], pdg. 201). O ntcleo de ¢, é um ideal principal gerado por algum
p(x) € Flz]. Seja (p(x)) um dos elementos de F[z], tendo a como zero, ou seja (p(«a)) = 0.
Se f(a) =0 para f nao nulo, entdo f(z) € (p(x)). Logo, p(z) divide f(x). Por isso, p(x)
¢ um polindémio minimal de grau > 1 tendo a como um zero, e qualquer outro polinémio
de mesmo grau que p(z) deve ser da forma (a)p(z) para a € F.

S6 nos resta mostrar que p(z) é irredutivel. Suponha que p(z) = r(z)s(x) é uma fatoragao
de p(z) em um polindémio de grau inferior, entao p(«) = 0 implica que r(«a)s(a) = 0, logo
r(a) =0 ou s(a) = 0. O que é uma contradi¢do, ja que por hipdtese, p(x) é minimal de
grau > 1 tal que p(a) = 0. Portanto, temos que p(x) é irredutivel. O

Definicao 2.13. Sejam E uma extensao de um corpo F' e a € E algébrico sobre F.
O tnico polinémio moénico p(x) que tem a propriedade descrita no Teorema 2.12 é um
polinémio irredutivel de a sobre F' e serd denotado como irr(a, F). O grau de irr(a, F)
¢ o grau de « sobre F', denotado como d(a, F').

Exemplo 2.14. Podemos ver, através do Exemplo 2.9, que dado a = 1 4+ /14 € R, entao
a é zero de f(x) = 22 — 2z — 13, que estd em Q[z]. Sendo f(x) = 2? — 2z — 13 irredutivel
sobre Q, (por Eisenstein com p = 2), vemos que:

irr(1 +v14,Q) = 2> — 2r — 13
Portanto, 1 4+ /14 é algébrico de grau 2 sobre Q.

Assim, como devemos considerar um elemento « algébrico sobre F', e ndo simplesmente
algébrico, devemos falar do grau de a sobre F', em vez de grau de . Como é possivel
observar no exemplo a seguir, essa consideracao é importante devido ao fato de que um
mesmo elemento pode ser algébrico sobre dois corpos distintos.

Exemplo 2.15. Temos que /3 € R ¢ algébrico de grau 2 sobre Q, para irr(y/3,Q) =
2% — 3, mas é algébrico de grau 1, sobre R, para irr(v/3,R) = z — /3.
2.2 Sobre extensoes simples e algébricas

Sejam F uma extensao do corpo I, e o € E. Veja que, se « é algébrico sobre F', da
definigao 2.13 e considerando o homomorfismo de valoragdo ¢, : F[z] — E, tem-se que

N(¢q) = (irr(a, F)), pois:

N(¢a) = {f(2) € Flz]: ¢a(f(2)) = 0} = {f(2) € Fla] : f(a) = 0}.
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Do Teorema 2.12, sabe-se que irr(a, F) divide f(z), logo:
f(x) =irr(a, F).g(z), g(z) € Flz]
ou seja, f(z) € (irr(a, F)) e (irr(a, F)) C N(¢a), pois:
h(z) € (irr(a, F)) = h(z) = irr(a, F).g(x)

= h(a) = (irr(a, F)(«a)).g(a) = 0.g(a) =0 = h(x) € N(da)

Consequentemente, pelo Teorema que afirma que um ideal (p(x)) de F[z] ndo nulo é
maximal se, e somente se, p(x) é irredutivel sobre F' (para mais detalhes, vide Teorema
27.25, ref [6], pag. 251), sendo (irr(a, F')) um polindmio irredutivel em Flz], o ideal
(irr(a, F)) é um ideal maximal de F[z] e, portanto

Flx]
(irr(a, F))

é corpo (para mais detalhes, vide Teorema 27.9, ref [6], pag. 247).

Nesse contexto, estamos interessados em definir a Extensao Simples, F'(«), de F, que
é a menor extensao do corpo F' que contém F e «. Para tanto, exploramos as duas
possibilidades da natureza de a sob o ponto de vista da sua transcendéncia, ou nao sobre
F. A saber:

Caso I: Suponha que « é algébrico sobre I, entdao pelo que observamos acima:

Flx]
(irr(a, F))

¢ corpo e, ¢, : Flz] = E é tal que N(¢,) = (irr(a, F')) e pelo Teorema do Isomorfismo
para Anéis (vide Teorema 26.17, ref [6], pdg. 242) temos que:

Fla]
Vi = anlFla]
ou seja, ]
Flz
(o, F)) ~ ¢, [F[z]] C E.
Entao, M é um corpo isomorfo a ¢,[F[z]] e com isso, ¢,[F[z]] é subcorpo de

E, e é denotado por F(«).
Caso II: Suponha que « é transcendente sobre F. Entao do Teorema 2.11, ¢, é um
isomorfismo de F[z] com subdominio de E, pois nesse caso N(¢,) = {0} a saber,

Flz] ~ ¢4[F[z]] C E

denotamos ¢, [F[z]] por F[a] e o corpo das fragdes de F[a] denotamos por F(«) que é
um corpo em F.
Em ambos os casos F'(«) é o menor subcorpo de E que contém F e a.

Exemplo 2.16. Seja 7 transcendente sobre Q, o corpo Q(7) é isomorfo ao corpo Q(x)
de fungoes racionais sobre Q para um x indeterminado. Portanto, de um ponto de vista
estrutural, um elemento que ¢é transcendente sobre um corpo F' comporta-se como um
indeterminado sobre F'.
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Definicao 2.17. Uma extensao do corpo E para o corpo F' é uma extensao simples de
F se E = F(«) para algum o € E.

Exemplo 2.18. Vejamos alguns exemplos da defini¢ao anterior:

1. % corresponde a uma extensao simples do corpo Q, Q(v/3).
I —
Q] -
2. m corresponde a uma extensdo simples do corpo Q, Q(v/5).
x —

3. Q(m) é o menor subcorpo de R que contém Q e 7.

O préximo Teorema nos da uma visao sobre a natureza do corpo F'(«) no caso em que
« € algébrico sobre F'.

Teorema 2.19. Sejam E uma extensao simples de um corpo F, a algébrico sobre F' e
d(a,F) =n, n > 1. Entio cada elemento 5 de E = F(«) pode ser expresso exclusiva-
mente na forma:

B=by+ba+...+b,_1a"

em que b; € F.¥Y i ={1,...,n—1}.
Demonstracio. Para o homomorfismo de valoragao ¢, todo elemento de
F(a) = ¢a[F[x]]
¢ da forma ¢, (f(z)) = f(a), um polindémio formal em « com coeficientes em F. Seja
irr(o, F) = p(x) = 2" 4+ ap_12" " + ... 4+ ag
Entao p(a) = 0 portanto,
0=pla)=a"+a,_ 10" +...+ag

logo,

-1
o = —an_loz" —...— Qo

Esta equagao em F'(«) pode ser utilizada para expressar todos mondmios a™ para m > n
em termos de o que sdo menores que n. Por exemplo,

" =aa” = —a, 10" —a, 0"t — ... —apa =

1 1

n— n—
= —ap_1(—a_10" " — .. —ag) — a2 — ... — apu

Por isso, se 5 € F(a), 8 pode ser expresso na forma exigida
B=by+ba+...+b,_1a™ "
Para exclusividade, se
bo+bia+ ... 4+ by 0"t =by+ba+...+b, "}
Para b; € F, entao

(bo = bg) + (b1 = b))z + ... + (buoy — b, )2" ™ = g(x)
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em Flz] e g(o) = 0. Também, o grau de g(x) é menor que o grau de irr(a, F'). Como
irr(a, F') é um polindbmio minimal ndo nulo de grau em F[z] tendo a como um zero,
devemos ter g(z) = 0. Portanto, b; — b; = 0, entao b, = b;, e a unicidade do b; esta
estabelecida. Portanto, cada elemento  de E = F(«) pode ser expresso exclusivamente
na forma:s:

B=by+bia+...+b,_1a"

onde todos b; estao em F', como queriamos mostrar. O

Exemplo 2.20. O polinémio p(x) = 2% + o + 1 em Zy[z] é irredutivel sobre Z,, pois
sabemos que dado um f(z) em F[z], de grau 2 ou 3, este f(z) é redutivel sobre F se,
e somente se, tiver zero em F|x] (para mais detalhes, vide Teorema 23.10, ref [6], pég.
214), j4 que nem o elemento 0 nem o elemento 1 de Zy contém o zero o de x? + x + 1.
Pelo Teorema 2.19, Zs(«) tem elementos 0 + Oc, 1 + 0a,0 + la e 1 + 1av, isto é, 0,1, e
1 4+ «. Isso gera um novo corpo finito de quatro elementos!

Por exemplo, calculando (1 + «a)(1 + «) em Zs(«), observamos que desde p(a) =
a? + o + 1, entao:

dd=—a-1=a+1
Portanto,
(1+a)l+a)=1+at+a+ta’=1+a’=1+a+l=qa

As tdbuas da adi¢ao e multiplicacdo do corpo Zs(«r), podem ser observadas a seguir:

+ 0 1 « 14+« . 0 1 o 14+«
0 0 1 « 1+« 0 0 0 0 0
1 1 0 1+« o 1 0 1 « 1+«
o' o 1+« 0 1 « 0 o 1+« 1
l4a|l+a « 1 0 l1+4a |0 |1+« 1 o

Finalmente, é possivel utilizar o Teorema 2.19 para cumprir a promessa do exemplo
Rlz]

(22 +1)

como uma extensao do corpo R. Seja,

2.3 e mostrar que

R[a]
@+ 1)

¢ isomorfo ao corpo C dos ntimeros complexos. No exemplo

2.3 é visto

a=xz+ (z°+1)

Rlz]
(z2 +1)
pelo Teorema 2.19. Mas desde o? + 1 = 0, vemos que a desempenha o papel de i € C e
a + ba: desempenha o papel de (a+ bi) € C. Entao R(«) ~ C. Esta é a maneira algébrica
elegante de construir C a partir de R.

Antes de abordarmos extensoes algébricas, serdo apresentadas algumas observagoes
importantes sobre a intersecao da algebra linear com a teoria dos corpos que serao tteis
para o desenvolvimento deste trabalho. No contexto da algebra linear, se ' é um corpo,
entao o anel de polindémio F[z]| pode ser visto como um espago vetorial sobre F', em que
as operagoes sao dadas por adigdo candnica dos polindmios em F[x] e a multiplicagdo
por escalar aa como sendo um elemento de F'[x] por um elemento de F' a multiplicagdo
candnica em F[z].

entdo R(a) = e consiste em todos os elementos da forma a + ba, para a e b € R,



Sobre extensoes simples e algébricas 24

Além disso, observamos que se E é uma extensao de corpos de F, entdo E pode ser
considerado um espacgo vetorial sobre F', considerando as seguintes operagoes: a adicao
usual em F e a multiplicagdo por escalar aa usual, tendo em vista que F' é subcorpo de
E,comae Feac k.

Ainda no contexto da algebra linear, seja E uma extensao do corpo F' e a € FE
algébrico sobre F. Pelo Teorema 2.19, F(«) tem todos os elementos escritos em termos
dos elementos do conjunto {1, ,...,a" '} em que n = d(a, F). Ou seja, é possivel olhar
para a extensao simples F'(a) como um espago vetorial de dimensao finita sobre F' em
que as operagoes sao herdadas de F'(«) enquanto corpo e F' como um subcorpo de F'(«).

Teorema 2.21. Sejam E uma extensio do corpo F' e a € E algébrico sobre F. Se
Jd(a, F') = n, entio F(a) é um espago vetorial de dimensdo n sobre F' com base {1, q, ...,
a1} Além disso, todo elemento 8 de F(a) € algébrico sobre F' e O(5, F) < d(a, F).

Demonstracdo. A primeira parte da demonstracao esta explicita nos comentarios anteri-
ores a esse resultado. Para a segunda parte: seja § € F(«), onde « é algébrico sobre F'
de grau n. Considere os elementos

]‘7/87/827"'7671

estes nao podem ser n+ 1 elementos distintos de F'(«), que sdo linearmente independentes
sobre F' (para mais detalhes, vide Teorema 30.19, ref [6], pdg. 279). Qualquer base F(«)
sobre F' teria que conter pelo menos tantos elementos quanto existem em qualquer con-
junto de vetores linearmente independentes sobre F. No entanto, a base {1,«,...,a" 1}
tem apenas n elementos. Se 3¢ = 37 entdo B¢ — B¢ = 0, entdo, em qualquer caso, existe
b; € F tal que

b0+b16+b262++bn6n:07

onde nem todos b; = 0. Entao f(z) = b,a™ + ...+ bjz + by é um elemento nao nulo de
Flx] tal que f(B8) = 0. Portanto, ¢ algébrico sobre F' e 0(3, F) é no maximo n. O

Exemplo 2.22. Considere Q(v/2), uma extensio do corpo Q. Sabe-se que 9(v/2,Q) = 2,
entao do Teorema anterior temos que @(\/5) é um espaco vetorial de dimensao 2 sobre Q
e {1,4/2} é¢ uma base para Q(y/2) sobre Q. Utilizando a técnica demonstrada no exemplo
2.9, temos que 3 — /2 € Q(a) é o zero de f(x) = 2% — 62 + 7 logo, é algébrico sobre Q e
93— v2,Q) = 0(v/2,Q).

A proxima defini¢do, sobre extensoes algébricas, trata de um elemento muito impor-
tante deste trabalho sobre a teoria de Galois.

Definicao 2.23. Uma extensao de corpos E de um corpo F' é uma extensao algébrica de
F' se todos elementos em E sao algébricos sobre F'.

Exemplo 2.24. A extensdo do corpo C no corpo R é uma extensao algébrica. Con-
sideremos o € C, onde a = a + bi, para a, b € R. Considere o polinémio p(z) =
x? — 2az + a® + b* € R[z]. Note que:

p(a) = (a + bi)? — 2a(a + bi) + a* + b* =

p(a) = a* + 2abi — b* — 2a* — 2abi + a® +b* = 0

Como «a € C é arbitrario, entao todo elemento de C é algébrico sobre R, mostrando
assim que a extensao é algébrica.
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Exemplo 2.25. Toda extensao simples com « algébrico é uma extensao algébrica. De
fato, no Teorema 2.21 vimos que se E é uma extensao do corpo F' e a € E é algébrico
sobre F', entdo todos elementos de F'(a) é algébrico sobre F. Assim, por definicao, E é
uma extensao algébrica de F.

Definicao 2.26. Se uma extensao de corpos E de um corpo F' é de dimensao finita n
como um espago vetorial sobre F', entao F é uma extensado finita de grau n sobre F.
Denotamos [E : F'] como o grau n de F sobre F.

Dizer que um corpo E é uma extensao finita de um corpo F' nao significa que E seja
um corpo finito. Apenas afirma que E é um espaco vetorial de dimensao finita sobre F,
ou seja, que [E : F] é finito.

Observagao 2.27. Pode ser visto que se E é uma extensao finita de F', entdo [E : F| =1
se, e somente se, £ = F. De fato, o elemento {1} pode visto como uma base F sobre
F' (para mais detalhes, vide Teorema 30.19, ref [6], pdg. 279). Entao [E : F| =1 se, ¢
somente se, = F(1) = F.

Teorema 2.28. Toda extensdo finita € algébrica.

Demonstragdo. Seja E uma extensao finita do corpo F. Devemos mostrar que qualquer
a € E é algébrico sobre F. Se [E : F| = n entao

La,...,a"

é um conjunto linearmente dependente sobre F' (para mais detalhes, vide Teorema 30.19,
ref [6], pdg. 279), uma vez que sua cardinalidade é maior do que a dimensao do espago,
entdo existe {ag, ay,...,a,} € F, e a0 menos um elemento difere de zero, de modo que:

a, " + ...+ aa+ag =0,

Entao f(z) = a,2™+...+a1x+ag é um polindmio néo nulo em F[z] e f(a) = 0. Portanto,
« € algébrico sobre F'.

[]

O proéximo Teorema vai ser uma ferramenta fundamental no momento em que for abor-
dado a impossibilidade de realizar certas construgoes geométricas com régua e compasso.

Teorema 2.29. Se K € uma extensdo finita do corpo E e E é uma extensdo finita sobre
F, entao K é uma extensao finita sobre F', e

[K : F]=[K: E|[E: F].

Demonstragio. Seja {c; | i =1,...,n} uma base de E como um espaco vetorial sobre F,
e seja o conjunto {f; | j = 1,...,m} uma base de K como um espago vetorial sobre E.
O Teorema vai ser provado se pudermos mostrar que os mn elementos de «;3; formam
uma base para K, visto como um espaco vetorial sobre F'.

Seja v qualquer elemento de K. Como j3; forma uma base para K sobre F, temos
que:

v = biB
=1
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para b; € E/. Do mesmo modo, como «; forma uma base para F sobre F, e sendo b; € F,
temos:
n
b = Z @i; O
i=1

para a;; € F'. Entao,
Y= Z (Z %-%’) B = (Z an%‘) B+ (Z ai2@i> Bo A4 ...+ (Z am%‘) Bm =
; i=1 i=1 i=1
= (a1,0q0 + g, 0 + ... F+ @)1+ ...+ (a,,00 + ag,, a0 + ...+ ap,, ) P =

= [all(alﬁl)_l_a% (04251)_{" . '+a’n1 (O-/nﬁl)]_{' . '+[a1m (alﬁm)+a2m (O‘2ﬁm)+ . '+anm (anﬁm)]

= ap, (Z Oézﬂj) +...+tap, (Z Olzﬂj) = Z Q;, (Z aiﬁj) = Z ai; (aif3;)

i3 2%

Entao o mn vetor o;5; gera K sobre F'. Resta mostrarmos que mn elementos «;03;
sao independentes sobre F'. Suponha que Z ci;(a;f3;) = 0 com ¢;; € F'. Entao:
2%

n

Cijai> Bi=0
1

e (Z Ci; ai> € E. Como os elementos 3; sao independentes sobre £, devemos ter:
i=1

Z Cl'jOéi =0
=1

n

para todo j. Mas agora os «; sdo independentes sobre F', entao Zcijozi = 0 implica
i=1

que ¢;; = 0 para todo i e j. Entdo a;f; nao apenas gera K sobre F' mas também sdo

independentes sobre F'. Assim, eles formam uma base para K sobre F. O

Observe que provamos esse Teorema exibindo uma base. Vale lembrar que se {«; | i =
1,...,n} é uma base para E sobre F' e {#; | j =1,...,m} é uma base para K sobre F,
para corpos F' < E < K, entdo o conjunto {c;3;} de mn produtos é uma base para K
sobre F'.

Corolario 2.30. Se F; é um corpo para it =1,...,r e F;11 é uma extensdo finita de Fj,
entdo F, € uma extensdo finita de Fi e

[Fr . Fl] = [Fr . F,,«_l][F,,«_l . F,«_Q] Ce [FQ . Fl]

Demonstragio. Segue pelo principio de inducao finita aplicado ao teorema anterior. [J
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Corolario 2.31. Se E € uma extensao do corpo F', a € E € algébrico sobre F e 5 € F(«),
entao 0(5, F) divide 0(a, F).

Demonstragio. Pelo Teorema 2.21, 0(a, F) = [F(a) : F| e (B, F) = [F(B) : F]. Temos
F < F(pB) < F(a), entao pelo Teorema 2.29 [F(B) : F| divide [F(«) : F]. O

O exemplo a seguir ilustra um tipo de argumento que muitas vezes fazemos usando o
Teorema 2.29 ou seus corolarios.

Exemplo 2.32. Pelo coroldrio 2.31, ndo ha elemento de Q(v/2) que é zero de z* — 2.
Observe que 9(v/2,Q) = 2, enquanto um zero de 2> — 2 é de grau 3 sobre Q, mas 3 nio
divide 2.

Observacgao 2.33. Seja F uma extensao do corpo F. Considere os elementos ay, ..., a, €
FE nao necessariamente algébricos sobre F'. Pela defini¢ao, F'(«;) é a menor extensao de
corpos de F' em FE que contém a;. Analogamente, podemos definir (F'(a1))(as) como a
menor extensao de corpos de F' em E contendo ambos a; e as. Denotamos esse corpo por
F(ai, az). Procedendo de modo iterado, definimos a extensao F'(ay,...,a,) de F' como
sendo a menor extensao de corpos de F' que contém oy, ..., «,.

Exemplo 2.34. Considere Q(v/2). Do Teorema 2.21 temos que {1,/2} é uma base para
Q(\/?) sobre Q. Utilizando a técnica demonstrada no exemplo 2.9, pode se mostrar que
V2 + /3 é o zero de z* — 1022 + 1. Também é possivel mostrar que este polindmio é
irredutivel em Q[z], consequentemente pela definicio anterior, irr(v/2 + v/3,Q) = z* —
1022+ 1, entdo [Q(v/2++/3) : Q] = 4. Como (v2++/3) ¢ Q(v/2), temos que v/3 ¢ Q(v/2).
Consequentemente, {1,v/3} é uma base para Q(v/2,v3) = (Q(v/2))(v/3) sobre Q(v/2).
A prova do Teorema 2.29 mostra que {1,/2,v/3,/3 - +/2} é uma base para Q(v/2,v/3)
sobre Q.

Exemplo 2.35. Seja 25 a raiz ctbica real de 2 e seja 22 a raiz quadrada positiva de 2.
Entdo 22 ¢ Q(23) porque 9(22,Q) = 2 e 2 ndo é um divisor de 3 = 8(23,Q). Veja que
{1,2%,2§} ¢ uma base para Q(ﬁ) sobre Q e {1,2%} ¢ uma base para Q(Q%,Q%) sobre
Q(23), por isso, [Q(23,22) : Q(23)] = 2. Assim, pelo Teorema 2.29, o conjunto:

{1,22,25,25, 25,28}

forma uma base para @(2%, 2%) sobre Q. Como 26 = 2(2é), temos 26 € @(2%, 2%). Agora
25 & zero de 28 — 2 que ¢ irredutivel sobre Q, pelo critério de Eisenstein, com p = 2.
Entao:

Q < Q(2¢) < Q(22,25)
e novamente pelo Teorema 2.29:
6=[Q(27,25) : Q] = [Q(2%,29) : Q(29))[Q(2¢) : Q] = [Q(22,29) : Q(2¢)].6
Portanto, devemos ter:
[Q(22,25) : Q(2¢)] = 1
Entdo Q(22,23) = Q(2s) pela Observagio 2.27.

O Exemplo 2.35 mostra que uma possivel extensao F'(aq, ..., a,) de um corpo F' pode
ser na verdade uma extensao simples, embora n > 1.
Vamos caracterizar extensoes de F' da forma F(ay,...,a,) no caso de todos os «;

serem algébricos sobre F.
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Teorema 2.36. Seja £ uma extensao algébrica do corpo F'. Eziste um numero finito de
elementos aq,...,a, em E tal que E = F(ay,...,a,) se, e somente se, E é um espago

vetorial de dimensdo finita sobre F, isto €, se, e somente se, E ¢ uma extensdo finita de
F.

Demonstragio. Suponha que F = F(aq,...,a,). Desde que E seja uma extensdo algé-
brica de F, cada «; é algébrico sobre F', entao cada «; é algébrico sobre toda extensao
de corpos de F' em E. Por isso, F(ay) é algébrico sobre F' e em geral, F(ay,..., ) é
algébrico sobre F(oy,...,a;_1) para j = 2,...,n. O Corolario 2.30 aplicado a sequéncia
de extensoes finitas.

F,F(a), F(a,as),..., F(ag,...,a,) = FE

Entao mostra que E é uma extensao finita de F.
Por outro lado, suponha que E é uma extensao algébrica finita de F'. Se [E : F| = 1,
entdo £ = F(1) = F, e acabamos. Se E # F, seja a; € E, onde oy ¢ F. Entao
[F(ap) : F] > 1. Se F(ay) = E acabamos. Se nao, seja ay € E, onde as ¢ F(ay).
Continuando esse processo, vemos do Teorema 2.29 que [E : F] é finito, devemos chegar
a ay, tal que

Flay,...,a,)=F

[]

Para finalizar este capitulo, abordamos alguns fatos sobre corpos algebricamente fe-
chados.

Veja que se E é uma extensao algébrica de um corpo F' e a, € E sao algébricos sobre
F,entao a+ pB,af,a— [ e %, com 3 # 0, também sao algébricos sobre F'. Isso segue do
Teorema 2.28 e do seguinte resultado.

Teorema 2.37. Se E uma extensdo de corpos de F', entao o conjunto:
Fr={a € E|aéalgébrico sobre F}
¢ um subcorpo de E, chamado fecho algébrico de F' em FE.

Demonstragio. Seja o e 3 € Fg. Entdao o Teorema 2.36 mostra que F(a, 3) é uma exten-
sao finita de F, e pelo Teorema 2.28 é uma extensao algébrica, logo todos os elementos de
F(a, B) sao algébricos sobre F, isto é, F'(«, 3) C Fg. Por isso, Fg contém a+ 3, a3, a— 3
e também contém % para 3 # 0, entdo Ff é um subcorpo de E. n

Sabemos que todo polinémio nao constante em C[z] tem um zero em C. Este fato
é conhecido como Teorema Fundamental da Algebra (para mais detalhes, vide Teorema
31.18, ref [6], pdg. 288). Damos agora uma definicdo generalizando este importante
conceito para outros corpos.

Definicao 2.38. Um corpo F' é algebricamente fechado se todo polinémio nao constante
em F[x] tem pelo menos um zero em F.

Note que um corpo F' pode ser o fecho algébrico de F' em uma extensao de corpos
E sem que F seja algebricamente fechado. Por exemplo, Q é o fecho algébrico de Q em
Qlz], mas Q nao ¢é algebricamente fechado pois z2 + 1 nao tem zero em Q.

O proximo teorema mostra que o conceito de um corpo algebricamente fechado pode
também ser definido em termos da fatoragao de polinémios sobre o corpo.
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Teorema 2.39. O corpo F ¢ algebricamente fechado se, e somente se, todo polinomio de
fatores nao constante em Fx] fatora em F[x] através de fatores lineares.

Demonstragio. Sejam F' algebricamente fechado e f(x) um polindmio néo constante em
Flz]. Entao f(z) tem um zero a € F. Pelo resultado que afirma que um elemento
a € F é um zero de f(z) € F[z] se, e somente se, x — a é um fator de f(z) em F|[z]
(para mais detalhes, vide Corolario 23.3, ref [6], pag. 211), x — a é um fator de f(z),
entdo f(z) = (x — a)g(x). Logo, se g(x) ndo é constante, tem um zero b € F' e temos
f(z) = (z —a)(z — b)h(x). Continuando este processo, conseguimos uma fatoracao de
f(z) em F[z] em fatores lineares.

Por outro lado, suponha que todo polinémio nao constante de F[z] pode ser fatorado
em fatores lineares em F[x]. Assim, se ax — b € F[z] é um fator linear de f(x), entao
b e Flz] é um zero de f(x), ou seja f(z) tem zero em F[z]. Portanto, pela Defini¢do 2.38
F ¢ algebricamente fechado. O

Corolario 2.40. Um corpo algebricamente fechado F ndo tem extensoes algébricas pro-
prias, isto €, nao existe extensdao algébrica £ com F < E.

Demonstragio. Seja E uma extensao algébrica de F, entdao F' < E. Entao se a € E,
temos irr(a, F)) = x — «a, pelo Teorema 2.39 ja que F' é algebricamente fechado, ou seja,
[E : F] =1 entao pela Observacao 2.27, F = F(1) = F, logo F' = E. ]

Por tltimo, destacamos um teorema que garante que um corpo sempre tem um fecho
algébrico, a saber:

Teorema 2.41. Todo corpo F tem um fecho algébrico, ou seja, uma extensao algébrica
F que é algebricamente fechada.

Demonstrag¢io. Vide Teorema 31.22, ref [6], pag. 290. ]

Exemplo 2.42. Um exemplo classico do teorema anterior é o corpo dos niimeros com-
plexos C que é o fecho algébrico do corpo dos ntimeros reais R.

Os tépicos estudados neste capitulo servirao de base para o préoximo, que é funda-
mental neste trabalho, pois nele mostraremos, como resultado final, a impossibilidade de
construcao dos Trés Problemas Classicos da Matemdtica Grega.



3 Construcoes geométricas

Nesta secao faremos uma breve digressao para fornecer uma aplicagao que demonstre
o poder do Teorema 2.29. Estamos interessados em saber que tipo de figuras podem ser
construidas com um compasso e uma régua no sentido da geometria classica. Discutire-
mos a visao classica da impossibilidade de trisseccionar certos angulos, duplicar cubos, e
construir a quadratura do circulo.

3.1 Numeros construtiveis

Consideramos que seja dado o tnico segmento de reta que definimos como a unidade
de comprimento.

Definigao 3.1. Um niimero real « é construtivel se for possivel construir um segmento de
reta de comprimento | v | através de um niimero finito de etapas a partir deste segmento
de comprimento unitario usando especificamente uma régua e um compasso.

Na definicao anterior as etapas que foram elaboradas, seguem uma construgao geomé-
trica através de regras bastante rigidas. As quais explicitamos a seguir:

o Uma reta s6 pode ser tracada com régua, passando por dois pontos que ja estao
admitidos no contexto.

e S6 é possivel abrir o compasso com uma distancia entre pontos ja encontrados.
o E possivel obter novos pontos através das intersec¢oes de retas, circunferéncias ou
retas com circunferéncias.

o A partir de pontos ja determinados, é possivel tracar novas retas e circunferéncias.

o O compasso é exclusivamente usado para tracar circunferéncias, arcos ou transportar
medidas.

o A régua é utilizada exclusivamente para manter a precisao das retas. Em hipdtese
alguma, usamos medidas pré-estabelecidas nas réguas.

Com a manipulacdo de régua e compasso através de sequéncia de passos das opera-
¢Oes acima elencadas, podemos mostrar que é possivel, construir elementos importantes
da geometria euclidiana. Como exemplo, podemos erguer uma perpendicular a uma de-
terminada reta e encontrar uma reta que passe por um ponto conhecido e seja paralela a
uma dada reta.

30
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Exemplo 3.2. O nimero v/2 é construtivel.
Sejam o segmento 1 o segmento unitario e r uma reta.

1. Trace a reta s, perpendicular a reta r. Nomeie a interseccao das duas retas de O.

2. Faga uma circunferéncia C' de raio 1 (a partir do segmento unitario), com centro em

0.

3. Nomeie a intersec¢ao da circunferéncia com a reta r de A (Notando que ha duas
possibilidades e o resultado independe da escolha).

4. Nomeie a intersecgao da circunferéncia com a reta s de B (Notando que hé duas
possibilidades e o resultado independe da escolha).

5. Trace o segmento AB.

 Justificativa. Do Teorema de Pitdgoras, temos que AB = 0A% + 0327 como OA e
OB sdo segmentos unitarios, temos que AB = /2.

unitario

Y
N,

Figura 3.1: Construcio geométrica v/2.

Teorema 3.3. Se a e 3 sao numeros reais construtiveis, entdio também sao o + 5, —

6,aﬁe%se/87é0.

Demonstragcdo. Sabemos que « e ( sdo construtiveis, portanto, existem segmentos de
reta de comprimentos | a | e | § |. Para o, > 0, estenda um segmento de reta de
comprimento a com a régua. Na extremidade do segmento original de comprimento «,
coloque a extensao do comprimento 5 com o compasso. Assim construimos um segmento
de reta de comprimento o + 3; a — 8 é similarmente construtivel (Veja Figura 3.2).

Se a e B nao forem ambos positivos, uma divisdo em casos, de acordo com seus sinais,
mostra que a + § e a — ( ainda sdo construtiveis.

A construcdo de a3 est4 indicada na figura 3.3. Seja OA o segmento de reta do ponto
O ao ponto A e | OA | o seu comprimento. Se OA tiver comprimento | « |, construa uma
reta [ passando por O que nao contenha OA. Entao encontre os pontos P e B em [ tais
que OP tenha comprimento 1 e OB tenha comprimento | 3 |. Desenhe PA e construa !’
através de B, paralelo a PA e cruzando OA estendido em @. Por semelhanca de tridngulo,
temos:

181

1
[l [OQ
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entdo OQ tem comprimento | af |.

Finalmente, a figura 3.3 mostra que B é construtivel, se 8 # 0. Seja OA de compri-

mento | « |, construa uma reta [ que passa por O nao contendo OA. Entdo encontre B e
P em | de modo que OB tenha comprimento | 3 | ¢ OP tenha comprimento 1. Desenhe
BA e construa I’ através de P, paralelo a BA e interceptando OA em Q.

Novamente por semelhanca de triangulos, temos:

00| |l
1 181
L e , a
entdo OQ) tem comprimento | 3 |. O

.#.
.i.
— o' 4 f'-/\"'"\q.-
W 'G"B_ T

||

Figura 3.3: Construcao de af.

Corolario 3.4. O conjunto de todos os nimeros reais construtiveis forma um subcorpo
F do corpo dos niumeros reais.

Demonstracdo. A prova deste corolario é consequéncia direta da definicao de subcorpo e
do Teorema 3.3. O

No que segue, observamos que o corpo F' de todos os ntimeros reais construtiveis
contém Q, o corpo dos numeros racionais, uma vez que Q é o menor subcorpo de R.
A partir de agora, procedemos analiticamente. E possivel construir qualquer nimero
racional, a partir de um segmento primordial o qual sera referendado como 1 e sera nossa
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unidade bésica, com isso podemos localizar qualquer ponto (g1, ¢2) no plano com ambas
as coordenadas racionais. Qualquer outro ponto no plano que possamos localizar usando
um compasso e uma régua pode ser encontrado de uma das trés maneiras como segue:

1. Como uma intersecgdo de duas retas (que nao sejam paralelas entre si, nem coin-
cidentes), cada uma das quais passa por dois pontos conhecidos com coordenadas
racionais. Algebricamente, esses tais pontos seriam resultado do sistema dado por:

a1x+bly+01:0

a2x+b2y+02:0

onde a17a27b17 b2701762 € @

2. Como a interseccao de uma reta que passa por pontos de coordenadas racionais e
um circulo cujo centro tem coordenadas racionais e cujo raio é um numero racional.
Ou seja, a intersecgao sera resultado das seguintes equagoes:

ar +by+c=0

2’ +y*+dr+ey+ f=0
onde a,b,c,d,ee f € Q.

3. Como uma interseccdo de dois circulos cujos centros tém coordenadas racionais
e cujos raios sao numeros racionais. Ou seja, a interseccao de dois circulos com
equacoes:

?+y+diz+ey+ fi =0

22+ 4 dox + ey + fo =0
onde dy,dy, e1, €2, f1, f2 € Q.

Entretanto, observe que a resolucao entre a intersec¢ao dessas duas circunferéncias é
equivalente a encontrar a interseccao do primeiro circulo

4y +dix+ey+ fi =0

com a reta
(dy —do)z+ (e1 —e)y+ fr — fa=0

onde dy,dsy, eq, e, f1, fo € Q. Com isso, podemos reduzir este caso ao caso 2.

Observe ainda que a solugao de duas equacoes lineares com coeficientes racionais s6
pode levar a valores racionais de x e y, nao dando novos pontos. Porém, encontrar
uma solucao simultanea de uma equacao linear com coeficientes racionais e uma equacao
quadratica com coeficientes racionais, como no caso 2, leva mediante substitui¢ao, a uma
equacao quadratica. Tal equacao, quando resolvida pela férmula quadratica, pode ter
solucoes envolvendo raizes quadradas de niimeros que nao sao quadrados em Q.

No argumento anterior, nada foi realmente usado envolvendo Q, exceto axiomas de
corpos. Se H é o menor corpo que contém os nimeros reais construidos até agora, o
argumento mostra que o “préximo novo nimero” construido esta em um corpo H(«) para
algum o € H, onde a > 0. Provamos metade do nosso préximo teorema.
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Teorema 3.5. O corpo F' dos nimeros reais construtiveis consiste precisamente em todos
0s numeros reais que podem ser obtidos de Q extraindo raizes quadradas de numeros
positivos um numero finito de vezes e aplicando um numero finito de operagoes de corpos.

Demonstracao. Mostramos que F' nao pode conter nenhum ntmero exceto aqueles que
obtemos de @Q tomando um numero finito de raizes quadradas de ntmeros positivos e
aplicando um ntimero finito de operagoes de corpos. No entanto, se a > 0 é construtivel,
entdo da figura 3.4 mostra que \/a é construtivel. Seja OA de comprimento «, desenhe
OP de forma que tenha comprimento 1 e esteja oposto a OA. Encontre o ponto médio
de PA e desenhe um semicirculo com didmetro PA. Trace uma semirreta perpendicular
a PA, passando por O e nomeie a intersec¢do com o semicirculo de (). Os tridngulos
gerados por OP(Q e OQA sao semelhantes, entao:

2 L . .

e |0Q | = la = a. Assim, OQ tem comprimento y/«. Portanto, raizes quadradas de
numeros contrutiveis sao construtiveis. O Teorema 3.3 mostrou que as operagoes de corpo
sao possiveis por construcao. O

Figura 3.4: Construcao de /a.

O proximo resultado, embora seja um corolario do teorema, é o resultado primordial
quando se refere a impossibilidade de construgoes com uso de régua e compasso.

Corolario 3.6. Se vy € construtivel e vy ¢ Q, entdo existe uma sequéncia finita de nimeros
reais o, ..., q, = tal que Q(aq, ..., a;) € uma extensao de Q(ayq,...,a;_1) de grau 2.
Em particular, [Q(v) : Q] = 2" para algum nimero inteiro r > 0.

Demonstracio. A existéncia de «; é dada através do Teorema 3.5. Entao:

2" =[Q(au, .- 0n) : Q] = [Q(ou, ., ) : Q(Y)][Q() : Q)
Do Teorema 3.3 completamos a prova. O

Exemplo 3.7. Vamos considerar v = 1/6, que ndo é racional, mas é construtivel. Sabemos

que v6 = V2 x /3, e ainda que v2 € Q(v/2), com [Q(v2) : Q] = 2. A extensdo
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Q(v2,v/3), que inclui v/2 e /3, possui grau 2 sobre Q(v/2), pois v/3 ndo pode ser expresso

como combinacio algébrica de /2 com coeficiente racional. Ou seja,

[Q(v2,v3): Q(v2)] =2
Deste modo, sabendo que a extensdao de Q(v/6) = Q(v/2,v/3) sobre Q, sera disposta da

seguinte forma:
[Q(V6) : Q] = [Q(V2,v3) : Q] = [Q(V2,V3) : Q(v2)] x [Q(vV2) : Q] =2 x 2 = 2?
Portanto, [Q(v/6) : Q] = 2%, ou seja, o grau da extensdo ¢ uma poténcia de 2.

Desenvolvida toda a ideia de nimeros construtiveis, este ltimo corolario, nos garante
a demonstracao da impossibilidade da trissec¢ao presente no proximo capitulo.

3.2 A impossibilidade de determinadas construcoes
algébricas

Desde a Grécia Antiga, sabios se deparam com enigmas que buscam a resolugao de
problemas de construcdo geométrica através do uso exclusivo de dois instrumentos: a
régua nao marcada e o compasso. Foi no inicio do periodo helénico (séc. VI a.C. - séc.
V a.C.) que se iniciou o estudo de trés problemas geométricos que desafiam intimeros
matematicos a mais de dois mil anos. Estes trés problemas de construcao sao impossiveis
de resolver utilizando os tnicos instrumentos empregados por Euclides nos Elementos, a
régua sem graduagao e o compasso.

Os problemas que ficaram conhecidos como os Trés Problemas Cldssicos da Matemd-
tica Grega, sao o cerne principal deste trabalho: a duplicagdo do cubo, a quadratura do
circulo e a trisseccao do angulo. Estes Trés Problemas Classicos da Matematica Grega
tém encantado sucessivas geragoes de matematicos profissionais e amadores, além de ter
sido primordial para o crescimento de pesquisas e especulagoes. Abaixo, serda possivel
explorar a justificativa das impossibilidades dessas construcoes, por meio de demonstra-
¢Oes matematicas algébricas, via Corolario 3.6 e nos capitulos seguintes, visualizar uma
possibilidade de resolugdo do problema da trissec¢ao do angulo, com o uso de técnicas de
dobras de origami.

Ja era de conhecimento dos pitagoricos que dado um quadrado é possivel construir,
por régua e compasso, um novo quadrado com o dobro de sua area. Seria possivel entao,
construir um cubo com o dobro do volume de um dado cubo, utilizando-se somente régua
e compasso?

Teorema 3.8. Duplicar o cubo é impossivel, ou seja, dado um lado de um cubo, ndio é
possivel construir com régua e compasso o lado de um cubo que tenha o dobro do volume
do cubo original.

Demonstragao. Considere o cubo dado ter um lado de comprimento 1, e portanto, um
volume de 1. O cubo procurado teria que ter um volume de 2 e portanto um lado de
comprimento /2. Mas, /2 é um zero de z* — 2 que é irredutivel sobre Q, entéo:

[Q(V2): Q] =3

O Corolario 3.6 mostra que para duplicar este cubo de volume 1, precisariamos ter 3 = 2"
para algum inteiro r, mas tal r nao existe. Portanto, é impossivel duplicar o volume de
um cubo. O]
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O problema de quadrar qualquer regiao poligonal esta completamente resolvido nos
Elementos de Euclides e, uma vez resolvida a quadratura de regioes poligonais, o préximo
passo seria tentar “quadrar” regioes limitadas por linhas curvas, na qual o circulo passa
a ser uma escolha 6bvia. Entretanto, vejamos a seguir que esta construc¢ao com uso de
régua nao enumerada e compasso nao é possivel.

Teorema 3.9. A quadratura do circulo é impossivel, isto €, dado um circulo, ndo é

possivel construir com régua e compasso um quadrado com drea igual a drea do circulo
dado.

Demonstragio. Considere o circulo dado ter um raio 1 e, portanto, uma &area w. Pre-
cisarfamos construir um quadrado de lado /7. Mas 7 é transcendente sobre Q, entdo
/7 também é transcendente sobre Q. Logo nao é construtivel e portanto, é impossivel
realizar a quadratura do circulo. O

Nos Elementos, Euclides demonstra também como bissectar um angulo somente com
régua e compasso. Logo, uma vez que se sabe como bissectar um angulo, é natural que se
pergunte como dividir um angulo em n partes, particularmente, em trés partes (trissecgao
do angulo).

Teorema 3.10. Trissectar o angulo € impossivel, ou seja, existe um angulo que nao pode
ser trisseccionado com régua e compasso.

Demonstracdo. A figura 3.5 indica que o angulo # pode ser construido se, e somente se,
um segmento de comprimento | cos@ | puder ser construido. Agora 60° é um angulo
construtivel e mostraremos que nao pode ser trissectado. Observe:

cos 30 = cos(20 + 6)

= cos 26 cos § — sen 260 sen 0
= (cos?§ — sen? #) cos ) — (2sen 6 cos 6) sen
= (cos®§ — 1 + cos?0) cos O — 2 cos  sen® §
= (2cos?*# — 1) cos — 2cosO(1 — cos® )
=2cos’ 0 — cosf — 2cosf + 2cos® 0

=4cos®h — 3cosb

cos 8

Figura 3.5: Impossibilidade de trissec¢ao do angulo 6.
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Seja 8 = 20°, para que cos 30 = % e seja o = cos 20°. Da identidade 4 cos® § —3 cos =
cos 36. Vemos que:

1
40* —3a = =
0% « 9

Entdo a é um zero de 823 —6z—1. Este polinomio é irredutivel em Q[z], pois ndo é possivel
fatorar este polindmio em dois outros de grau menor (para mais detalhes, vide Teorema
23.11, ref [6], p4dg. 215), basta mostrar que ele nao fatora Z[z]. Mas uma fatoragdo em
Z[z| implicaria um fator linear da forma (8z £ 1), (4z +1), (2 £ 1) ou (z =+ 1). Podemos

verificar que nenhum dos niimeros ié, ii, j:% e £1 é um zero de 82° — 62 — 1. Entao

[Q(e) - Q] =3

Entao pelo Corolario 3.6, a nao é construtivel. Portanto, 60° nao pode ser trissectado. [

Observe que o n-gon regular é construtivel para n > 3 se, e somente se, o angulo 27”

for construtivel, o que é o caso se, e somente se, um segmento de reta de comprimento
cos(2T) for construtivel.

A partir do préoximo capitulo apresentaremos uma nova abordagem para explorar o
tema dos ultimos trés teoremas aqui demonstrados, tendo como fio condutor as constru-
¢oes elementares de um Origami.



4 Geometria dos origamis

Como uma manifestacao artistica cultural, o origami apresenta um processo longo e
complexo de estruturacao de suas caracteristicas e tematicas fundamentais. Houve um
amplo processo de didlogo entre as mudangas histéricas e seus paradigmas com as no-
vas abordagens e preocupacoes relacionadas as técnicas de origami. Hoje, o origami se
apresenta como um importante recurso para solucionar e repensar temas cientificos, tecno-
l6gicos, médicos e de engenharia. Como demonstraremos baseados no artigo de Thomas
Hull presente na Encyclopaedia Of The History Of Science, Technology, And Medicine
Non Western Cultures [14], o origami é uma ferramenta fundamental para avaliarmos
problemas e dilemas da ciéncia matematica.

O periodo ou o local exato onde a arte da dobradura de papel comegou nao é facil
de se determinar, mas muitos estudiosos acreditam que a invencao do papel na China
por volta de 100 a.C. deve ter coincidido com as primeiras tentativas de dobradura de
papel. Entretanto, mesmo tendo evidéncias de que a dobradura de papel se desenvolveu
em todo o mundo a medida que a tecnologia de fabricacao de papel se espalhava, foram
os japoneses que adotaram essa arte como parte de sua cultura.

Origami ¢ uma palavra japonesa composta por dois caracteres: oru, que significa
“dobrar”, e kami, que significa “papel”. Definido tradicionalmente, em [15], como a antiga
arte de dobrar papel que utiliza apenas dobras retas em uma folha plana e quadrada, onde
rasgar, cortar ou colar nao sao permitidos em sua elaboragao. Uma vez dobrado, o origami
constitui uma superficie desenvolvivel que pode ser desdobrada em um plano.

Registros da dobradura antiga japonesa sao dificeis de encontrar. Durante o periodo
Edo (1603-1867), é possivel encontrar pinturas e xilogravuras que mostram mulheres da
classe alta dobrando o tradicional tsuru. A maioria dos registros que os historiadores
encontraram sobre origami antes do século XIX tem base religiosa e cultural, apesar de
se encontrar alguns livros publicados sobre origami recreativo no Japao datados neste
periodo. Ja no século XVII, os origamis eram utilizados em ceriménias de casamento, e
faixas de papel dobrado chamadas go-hei eram penduradas em templos xintoistas para
representar os espiritos dos mortos. Por volta do século XIX, as pessoas no Japao ja
dobravam papel recreativamente, em vez de apenas em contextos cerimoniais e religiosos,
indicando que o origami havia crescido e se tornado uma forma de arte por si so.

Os sangakus - placas de madeira com problemas matematicos geométricos, que eram
oferecidas em templos e santuarios no Japao como oferendas religiosas durante o pe-
riodo Edo - possuem alguns modelos baseados em origami. Estes modelos tiveram seus
principios geométricos descobertos mais de cem anos depois por um professor japonés
especializado em geometria origami, Kazuo Haga. Por meio dessas propriedades geomé-
tricas desenvolveu o Teorema de Haga, que sera trabalhado mais a frente como Teorema
4.1. Mostrando assim, que antigos praticantes de origami exploravam o mesmo tipo de

38
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geometria com dobraduras que estudiosos modernos sé vieram a investigar recentemente.

O americano John Montroll, em 1979 publicou seu primeiro livro, que continha mo-
delos de origami com um nivel de complexidade nunca visto antes no mundo do origami.
Utilizando técnicas que mesclam métodos de modelos japoneses classicos com novas abor-
dagens, pela primeira vez, comecaram a perceber que era possivel, dobrar um gafanhoto
completo — com seis pernas, asas, abdomen, térax, cabeca e duas antenas — a par-
tir de um tnico quadrado de papel, sem nenhum corte, sendo aproveitadas por outros
origamistas, iniciando os designs de origami em nivel complexo. Entre os artistas que sur-
giram realizando analises de origami em nivel complexo, estd Robert Lang, que comegou
a estudar sistematicamente a matematica por tras desses designs complexos [14]. Alguns
artistas de origami se queixam de que a atengao excessiva a complexidade estd levando
os dobradores a esquecerem a expressao artistica mais sutil que o origami pode alcangar.
Mas, de fato origamistas de hoje estao dobrando coisas que as pessoas de alguns anos
atras nunca teriam pensado ser possivel.

Este novo patamar de complexidade oferece recursos fundamentais no desenvolvimento
de novas tecnologias de engenharia, ferramentas médicas, estudos quimicos, micro e nano
estruturas, e solugoes de biomecanica, como em [15]. Seguindo este mesmo sentido, Tho-
mas Hull ([1]), na obra base deste trabalho, destaca a importancia deste olhar inovador
do origami para solucionar dilemas matematicos e novos horizontes cientificos.

Trataremos agora de ampliar o método de andlise dos problemas classicos da matema-
tica grega por meio das construgoes da matematica origami. Iniciaremos com a apresen-
tagdo das nocoes preliminares de origami, para que seja possivel mostrar a possibilidade
de construcao da trisseccao de um angulo qualquer. Em seguida, definiremos as operacoes
origami que sao fundamentais para realizar a resolucao de equagoes de segundo e terceiro
grau via dobras, e assim, possibilitar a resolu¢ao da duplicacdo do cubo com origami.
Por fim, explicaremos como a quadratura se desenvolve com as propriedades origami e
desenvolveremos um exemplo das operagoes origami por meio das conicas dobraveis.

Construcoes com régua e compasso sao muito mais faceis de analisar do que cons-
trugoes via origami. A principal razao para isso é porque podemos classificar todas as
operagoOes possiveis que podem ser realizadas com as ferramentas de construgdes com
régua e compasso, com destaque nos seguintes:

1. Dados dois pontos, podemos usar a régua para desenhar uma reta conectando-os.

2. Dado um ponto p e um comprimento r, podemos usar o compasso para desenhar
um circulo com raio r centrado no ponto p.

3. Podemos localizar os pontos de interseccao entre combinagoes de circulos e retas.

Conforme visto no capitulo anterior, com o uso dos nimeros construtiveis, podemos
. . , . a
construir segmentos com o comprimento de qualquer niimero racional — € Q, com b # 0,

dado um segmento de reta de comprimento unitario. Assim como também podemos
construir qualquer expressao envolvendo niimeros racionais e a operagao de extrair raizes
quadradas. Como explorado na demonstragao do Teorema 3.5, provar que esses sao oS
unicos tipos de comprimentos que podem ser construidos via construgoes com régua e
compasso, requer considerar cuidadosamente os tipos de equagoes que obtemos ao localizar
os pontos de intersecdo de dois circulos, um circulo e uma reta, ou duas retas, e entao
provar que o uso repetido de tais interse¢oes nos da a menor extensao de corpos dos
racionais que ¢ fechada sob raizes quadradas.
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Realizar tal andlise em origami de vinco reto e dobra tnica é mais dificil porque as
ferramentas que temos sao mais flexiveis. H& muitas maneiras diferentes pelas quais
podemos determinar um vinco ao dobrar uma folha quadrada de papel, especialmente se
j& houver vincos prévios feitos no papel.

Antes de tentar formular uma lista de operagdes basicas de origami, primeiro nos
familiarizaremos com a variedade de dobraduras de papel por meio de alguns exemplos
de construcao, para depois empreender uma analise mais abstrata.

4.1 Nocgoes introdutoérias

Aqui abordaremos algumas nocoes classicas envolvendo origami através de alguns de-
safios histéricos, de acordo com Hull [1].

Desafio 1: Dado um papel quadrado, criar um quadrado com exatamente trés quartos
da éarea original utilizando apenas cinco dobras.

Esse problema foi publicado na Mathematics Magazine (Vol. 67, No. 2, 1994, p.
123) e propoe um desafio aparentemente simples, mas que exige um raciocinio geométrico
preciso para ser solucionado em apenas cinco etapas.

Desafio 2: Outro desafio classico em geometria origami consiste em dobrar um tri-
angulo equilatero perfeito a partir de uma folha quadrada.

Ainda, como discutido por Hull, uma das abordagens consiste em construir um trian-
gulo com angulos internos de 30° — 60° — 90°, respectivamente, cujas proporcoes entre os

lados 2’ le - podem ser usadas para obter o angulo de 60°. Curiosamente, essa mesma

3 3
proporcao é util para o desafio do quadrado com 1 da area, ja que a construcao de \g_

também aparece nesse contexto.

De fato, conforme a Figura 4.1, podemos observar que é possivel obter um tridngulo
equilatero dentro de uma folha quadrada de papel utilizando simetrias basicas da dobra-
dura. Supondo que o lado do quadrado tenha comprimento 1, entao o segmento AB deve
ter comprimento 1. Ao dobrar um dos vértices sobre o lado oposto, obtém-se um ponto
P tal que os segmentos AP e PB terao o mesmo comprimento. Como BP é a reflexao
do lado AP, temos que AP = PB = AB = 1. Isso leva a formacao de um triangulo
equilatero ABP, validando a construcao dos angulos desejados.

e

Figura 4.1: Construcao do tridngulo tipo 30° — 60° — 90°.

Além disso, também é possivel propor como variagao deste problema, encontrar a
dobra que gera o triangulo equilatero de maior area possivel dentro do quadrado. A
Figura 4.2 mostra o método padrao de fazer isso. Essa analise pode ser feita com calculo
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diferencial, mas encontrar uma sequéncia pratica de dobras para realizd-la continua sendo
um desafio geométrico interessante.

v

Figura 4.2: Construcao de um triangulo equilatero maximo.

Podemos perceber que ambos métodos envolvem certos formas de dobragem de ori-
gami permitindo a construgao de segmentos cujos comprimentos envolvem expressoes com

2 . .
raizes quadradas, como — e ———. O que nos leva a questionar que tipo de operacao

V2+4/3

de dobras podem gerar esses comprimentos tao especificos? Nos dois casos, esses resul-
tados sao obtidos a partir de dobras que posicionam um ponto sobre uma reta, exigindo
simultaneamente que a dobra passe por outro ponto especifico — como ocorre na Figura
4.1.

Outro problema que vem ganhando destaque por instigar os entusiastas da geometria
origami ¢ o problema de dividir o lado de um pedago de papel em n partes iguais. Nos
casos em que n é um numero par, a resolucao do problema tende a ser mais simples de
resolver, pois dobrar comprimentos ao meio é uma tarefa que realizamos desde muito
pequenos ao dividir folhas de papel em poténcias de 2. O desafio em questao fica para os
casos em que n é impar.

Diversos modelos de origami iniciam o passo a passo solicitando que o executor pri-
meiro divida o quadrado em trés partes ou até mesmo em uma grade 5x5, fazendo com
que alguns origamistas recorram a métodos mais praticos para realizar a dobra de uma
folha quadrada em trés partes, como o que podemos observar na Figura 4.3. O método
consiste em curvar o papel em formato de S e ir ajustando os vincos conforme a propor-
¢do do papel. O problema é que desta forma acabamos gerando dois vincos simultaneos,
conhecido como dobra multipla, o que viola a regra de executar apenas uma dobra por
vez.

Figura 4.3: Dobrando tergos com dobra multipla.

Conhecido por Lang em [9] como o método de cruzamento de diagonais, a Figura 4.4
apresenta uma maneira matematicamente coerente de realizar, com uma dobra de cada
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vez, a divisao de um quadrado em tercos. Seguindo os passos abaixo, obtém-se um terco
da folha de papel:

1. Vinque a folha ao meio (1/2) e faga um vinco em uma das diagonais.
2. Faca um vinco que ligue o ponto médio da borda superior e o canto inferior direito.

3. Deixe este vinco intersectar a diagonal em P.

W

. Faga um vinco em P perpendicular aos lados inferior e superior.

5. Entao este tltimo vinco serd 1/3 do lado direito.

1/3

Figura 4.4: Dobrando tercos.

Assumindo que o quadrado tem lado 1 e estd posicionado com o vértice inferior es-

querdo na origem, a intersecao entre as retas y = x e y = —2x + 2 fornece o ponto

2 2
=\33) que marca um dos tercos do quadrado. Ainda, a validade da construcao

pode ser demonstrada por semelhanca de triangulos.
O método de cruzamento de diagonais, discutido por Lang em [9], pode ser estendido
para divisoes impares do lado de um quadrado, onde n = 2k + 1. Em vez de usar um

. .~ 1 . (Qk - 1) . e~ .
vinco na posigao z = 3, utiliza-se r = W7 assumindo que a divisao anterior em
1/(2k) artes ja foi construida. Isso permite localizar um ponto P na intersegdo entre as

2k 2k
(2k+1)" (2k +1)
de referéncia para dividir o quadrado em 1/n-ésimo.

Apesar de sua precisao, esse método nao é amplamente adotado por origamistas, pois
exige multiplas dobras preparatorias. Um método melhor a esse respeito é baseado no
Teorema de Haga, abordado em [16].

retas y = x e y = —2kx + 2k resultando em P = < ) Esse ponto serve

Teorema 4.1. (Teorema de Haga) Num quadrado de papel, consideremos um ponto P
qualquer da borda superior. Dobra-se o papel de forma que o vértice inferior direito do
quadrado fique sobreposto ao ponto P. Os triingulos A, B e C' sdao semelhantes.

Demonstragcao. Usando a nomenclatura da figura 4.6, temos que as + 90° + 31 = 180°,
pelo que ay + 1 = 90°. Por outro lado, 81 + 82 = 90°, o que nos permite concluir que
a9 = 3. Analogamente, temos que «; = ;. Das duas igualdades anteriores, vem que os
triangulos A e B sao semelhantes. O mesmo raciocinio prova que os triangulos B e C' sao
semelhantes. O]



Nogoes introdutorias 43

® 3

Figura 4.5: Teorema de Haga.

By Qo

Figura 4.6: Demonstragao do teorema de Haga.

Em especifico, se marcarmos um ponto em (1/(2k),1) no quadrado e dobrarmos o
canto inferior esquerdo (a origem) para este ponto, como visto na Figura 4.7, entao os
triangulos A e B sao semelhantes. Além disso, o tridngulo A é um triangulo retangulo e
um cateto, x, e a hipotenusa compoem um lado do quadrado, entao a hipotenusa é 1 — x.
Do Teorema de Pitagoras temos que:

1\2 1
$2+<2k‘> =(1l-aP=2*+-—=2"-22+1

k2
1 11
Y —1— o p—t
v w2 T T a2
AR -1 (2R -1 (2k+1)(2k—1)
TR T sk e

portanto, temos z = (2k + 1)(2k — 1)/(8%?%). Sendo y o menor cateto do tridngulo B, a
relacao de semelhanca nos da

y 1—1/(2k)
1/(2k) — (2k +1)(2k — 1)/(8k?)
(2k —1)/(2k) 1
T (2k+1)(2k—1)/(8k%) 2k
(2k — 1) 8k? 2

YT ok @k )@k - 102k (2k+ 1)

ou seja, y = 2/(2k + 1). Assim, se divisoes de 1/n = 1/(2k + 1) sao desejadas, construir
1/(2k) e a dobra tnica do Teorema de Haga ird resolver o problema.
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V]

1
2k
A
1

1
2k
L
B ||_=2
/ 2%k + 1
T -z

Figura 4.7: Teorema de Haga aplicado ao problema da divisao impar.

Figura 4.8: Método de Noma.

O Teorema de Haga contém muitas outras informacgoes. No entanto, é possivel fazer
qualquer divisdo 1/n ao longo do lado de um quadrado sem dobrar nenhum vinco por
todo o papel. A ideia é executar dobras que exijam apenas marcas de pinca! no perimetro
do papel. Isso seria 1til para designers de origami, tornando possivel criar qualquer marca
a/b no perimetro sem estragar o interior do papel com vincos indesejados.

Masamichi Noma [17] desenvolveu este método, e ele é resumido na Figura 4.8. A ideia
é, se divisdes de 1/n = 1/(2k — 1) sdo o objetivo, fazer marcas de pinga no comprimento
1/(2k) no lado esquerdo da borda superior do quadrado e no lado inferior da borda
esquerda. Isso nos da dois pontos marcados no perimetro do papel. Se dobrarmos esses
dois pontos juntos, podemos pingar o papel apenas no lado esquerdo, para evitar fazer
um vinco em todo o quadrado. Este vinco cruzard a borda esquerda (k —1)/(2k — 1) do
canto superior.

Marca de pinca significa que realizamos um vinco apenas em um ponto da folha, sem estender a
dobra até o fim da marcacao.
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o 82

Figura 4.9: Método de Noma usado para construir 3.

Observagao 4.2. Provemos que o método de Noma funciona.

Robert J. Lang sintetizou o método de Noma, entre outros, gerando algoritmos para
produzir sequéncias de dobraduras de pinca para criar quaisquer divisdes de comprimento
racional. Em [9], temos os seguintes passos para aplicar o método de Noma para criar um

a

comprimento racional arbitrdrio 7 para inteiros a < b:

1. Seja 27 a maior poténcia de 2 menor que b.

2. Construa comprimentos Qj% nos lados superior e esquerdo do quadrado, como mos-
trado na Figura 4.9.

3. Junte esses dois pontos para fazer uma dobra de vinco ao longo do lado esquerdo
no ponto P.

~ . . . ’ J
4. Entdo o comprimento OP (O sendo o canto inferior esquerdo) serd 2. (O mesmo
processo necessario na Figura 4.8 mostra isso.)

5. Divida o segmento OP em 1/27-ésimos. Pegando a desse O d4 um comprimento

(F)3) = ¢

Em todos esses trés métodos de divisdo, nenhuma das operagoes basicas de dobramento
usadas é muito complexa. Cada caso envolveu apenas os “movimentos” de dobrar um
vinco entre dois pontos existentes ou dobrar um ponto sobre outro ponto. Isso ocorre pois
apenas comprimentos racionais estavam sendo construidos.

4.2 Trisseccao de um angulo via origami

A trisseccao do angulo surgiu como um desafio geométrico natural dentro do espirito
racional e estético da matematica grega antiga. Este problema reflete a constante busca
humana por explicar o mundo com precisao e beleza, e com o passar do tempo, acabou se
transformando um simbolo dos problemas classicos nao resolvido com régua nao graduada
e compasso.

Algumas fontes como [18], afirmam que apesar de ser um problema cldssico da geo-
metria grega, foram os egipcios que deram inicio ao questionamento da trissec¢ao de um
angulo, pois marcavam as horas a noite pelo surgimento de 12 asterismos (constelagoes),
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cada um levando em média duas horas para nascer. Para obter intervalos mais conve-
nientes, os egipcios subdividiam cada um de seus asterismos em trés partes, gerando o
problema da trisseccao. Nao se sabe com clareza se este problema de trisseccdo de um
angulo dado, surgiu realmente desta dificuldade, mas é provavel que tenha surgido de
algum problema de medida angular.

Como vimos no Teorema 3.10 do capitulo anterior, essa construcao nao é possivel
de solucionar por meio de instrumentos da geometria classica. Entretanto, com a nova
percepcao da geometria via origami, podemos encontrar uma amostra valida da solugao
deste problema, que por séculos, foi motivo de indagacao de muitos matematicos.

A marca registrada das construgoes geométricas de origami tem sido o fato de que a
dobradura de papel pode, com bastante facilidade, trissecar angulos. O primeiro método
conhecido para fazer isso foi criado por Hisashi Abe [19] em algum momento no final
dos anos 1970. Seu método para trissecar um angulo agudo® arbitrario # é mostrado na
Figura 4.10 e procede da seguinte forma:

1. Posicione seu angulo # no canto inferior esquerdo do quadrado, conforme mostrado.

2. Faga um vinco horizontal, rotulado como 1 na figura 4.10, paralelo a borda inferior,
e entao dobre e desdobre a borda inferior até esta linha de vinco (rotulada como 2).
A linha 1 pode ser feita em qualquer altura, embora se 6 for menor que 45°, o vinco
1 pode precisar estar mais préximo da borda inferior para que o préximo passo seja
possivel.

3. Entao, usando a marcacao na figura, dobre o canto P; em L; enquanto ao mesmo
tempo faz o ponto P, pousar na reta L. Isso exigira deslizar o papel, alinhando
esses dois pontos em suas retas e, em seguida, pressionando-o para criar o vinco.

4. Deixando este ultimo vinco dobrado, vocé vera parte de L; refletida nesta aba de
papel. Dobre novamente este vinco, estendendo-o pelo resto do papel até a linha de
vinco Ls.

5. Desdobre o passo (3) e estenda o lado esquerdo de Lj — ele atingird o canto P;.
Entao dobre a parte de baixo do quadrado para L3 para bissectar o angulo que L3
faz com a base.

6. O angulo 6 foi trissecionado.

2Embora o método de Abe, conforme mostrado na Figura 4.10, funcione apenas para 6 agudo, podemos
analisar como ele pode ser estendido para angulos obtusos em [20].
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Figura 4.10: Método de trissecgdo angular de Abe.

Uma maneira de provar que o método de Abe funciona é mostrada na Figura 4.11.
Primeiro, precisamos estabelecer que quando o vinco L3 é estendido na etapa (5) da
Figura 4.10, ele interceptard o ponto P;. Se deixarmos F' ser o ponto onde L3 intercepta
a linha do vinco da etapa (3), e desenharmos o segmento P, F' no papel desdobrado, entao
os dngulos agudos entre (o nao estendido) Lz e Ly e entre P F e Ly sdo iguais, ja que
a dobra na etapa (3) os sobrepoe. (Este é o dngulo a na Figura 4.11 (a).) Assim, este
angulo atua como um angulo vertical, e P F' e L3 devem formar uma linha reta.

(b)

Py

Figura 4.11: Prova da trisseccao de Abe.

Entao podemos rotular os pontos A, B, C' e D como na Figura 4.11 (b), onde C, Ae B
sao as imagens de P;, P, e o ponto entre eles, respectivamente, sob a dobra de trisseccao
do passo (3). (Para D, inserimos uma perpendicular a parte inferior do quadrado.) Isso
nos da que os comprimentos AB, BC' e C'D sao todos congruentes e, portanto, AABP;,
ABCP;, e ACDP; sao tridngulos retangulos congruentes, dando-nos a trisseccao.

Observe o passo de dobra incomum neste método que parece nos dar a trissec¢ao, ou
seja, o passo (3) na Figura 4.10. Neste passo, temos P; sendo dobrado em uma reta, o que
por si s6 € semelhante ao que tivemos que fazer ao construir tridngulos equildteros na Se¢ao
4.1. Mas um ponto indo para uma reta nao é suficiente para determinar exclusivamente
um vinco, e para o passo (3) escolhemos definir onde P; ird em Ly, exigindo também que
P, dobre na reta Ly. Esta operagao de origami de “dois pontos dobrando em duas retas”
é um movimento raramente visto em instrugoes de origami, mas acaba sendo a chave
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que da a dobradura de papel mais forca do que as construgdes com régua e compasso.
Na verdade, qualquer construgao de origami de vinco reto e dobra tinica que va além do
intervalo construivel de construgdes com régua e compasso exigird um movimento como
este.

Figura 4.12: Trissec¢ao realizada pela autora.

H4 muita matematica interessante a ser explorada neste movimento de origami de
“dois pontos para duas retas”. Perguntas a serem ponderadas podem incluir: Dados
quaisquer dois pontos e duas retas, esta operacao pode sempre ser realizada? Ela sempre
resulta em um vinco tnico? Que tipos de nimeros (comprimentos de segmento) ela esta
construindo para nés? Perguntas como essas serao abordadas no capitulo a seguir.

4.3 Operacoes basicas da geometria origami

Agora que vimos vérios exemplos de construgoes de origami, estamos em uma melhor
posicao para considerar a classificacao das operagoes basicas de origami. Isso acaba sendo
mais dificil do que se poderia esperar.

Como visto no inicio deste capitulo, podemos classificar quais operagdes sao possiveis
sob construgdes com régua e compasso porque sabemos exatamente o que nossas ferra-
mentas podem fazer. Os exemplos que vimos mostram que o origami admite muitos tipos
diferentes de operagoes. Ao tentar lista-las, nao fica claro se encontramos todas as ope-
ragoes possiveis ou se uma ¢ um caso especial de outra. Na década de 1980, Huzita e
Scimemi [21] desenvolveram a seguinte lista de operagdes para origami:

O1: Dados dois pontos P; e P,, podemos dobrar uma linha de vinco conectando-os.
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Figura 4.13: O1 realizada pela autora.

02: Dadas duas retas, podemos localizar seu ponto de interseccao, se existir.

Figura 4.14: O2 realizada pela autora.

03: Dados dois pontos P; e P, podemos dobrar o ponto P; em P, (bissetriz perpen-

dicular).
.

Figura 4.15: O3 realizada pela autora.

0O4: Dadas duas retas Ly e Lo, podemos dobrar a reta L; na reta Lo (bissetriz de
dngulo).
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Figura 4.16: O4 realizada pela autora.

0O5: Dado um ponto P e uma reta L, podemos fazer uma linha de dobra perpendicular

a L passando pelo ponto P (perpendicular através de um ponto).
06: Dados dois pontos P, e P, e uma reta L, podemos, sempre que possivel, fazer

Figura 4.17: Ob realizada pela autora.
uma dobra que coloca P na reta L e passa pelo ponto Ps.

Figura 4.18: O6 realizada pela autora.

O7: Dados dois pontos P, e P, e duas retas L; e Lo, podemos, sempre que possivel,
fazer uma dobra que coloca P; em L; e também coloca P, em L.
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Figura 4.19: O7 realizada pela autora.

Podemos entao refletir: sera que ha alguma operacao bésica de origami faltando? Sera
possivel uma das operagoes O1-O7 ser executada por meio de uma combinacao das outras
operacoes basica de origami?

Abordaremos a tltima questao mais tarde. Para a primeira, podemos tentar distinguir
operagoes de origami por qual combinacao de pontos e retas elas usam. Por exemplo, o
seguinte deve ser considerado uma operagao basica de origami adicional?

08: Dado um ponto P e duas retas nao paralelas L; e Ly, podemos fazer uma dobra
perpendicular a Ly que coloca P em L.

Figura 4.20: O8 realizada pela autora.

Jacques Justin [20] incluiu esta operacao em sua lista de operagao basica de origami,
que pode ser anterior a lista Huzita-Scimemi. Além disso, Hatori [5] propds independen-
temente esta operacao basica de origami como uma adi¢ao muito mais tarde.

Como a operagdo O8 recebe duas retas e um ponto como entrada, e nenhuma das
operacoes basicas de origami Huzita—Scimemi faz isso, poderiamos considerar isso uma
operagao separada.

Entretanto, com a adicao da operacao basica de origami O8, podemos provar que
nenhuma outra operacao basica é possivel.

Teorema 4.3. Se permitirmos apenas uma dobra por vez, e assumindo que todos o0s
n0ssos vincos sao linhas retas, entdo as unicas operacoes de dobra possiveis sao O1—08.

Demonstracao. Quando fazemos origami, temos apenas dois tipos de objetos para dobrar
uma na outra: pontos e retas. As vezes, quando dobramos uma dessas coisas na outra, ela
determina exclusivamente a dobra, como ao dobrar um ponto em outro ponto. Mas outras
vezes, como ao dobrar um ponto em uma reta, ainda ha um grau de liberdade restante
que deve ser removido antes que uma dobra especifica seja determinada. As combinagoes
possiveis de pontos e retas que podem ser dobradas uma na outra sao as seguintes:
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Caso 1: Dobre um ponto até outro ponto - nenhum grau de liberdade.

Caso 2: Dobre um ponto sobre ele mesmo - algum grau de liberdade (o angulo do
vinco passando pelo ponto).

Caso 3: Dobre o ponto até a reta - algum grau de liberdade (o ponto pode estar em
qualquer lugar da reta).

Caso 4: Dobre uma reta até outra reta - nenhum grau de liberdade.

Caso 5: Dobre uma reta em si mesma - algum grau de liberdade (veja Figura 4.21).
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Figura 4.21: Os cinco casos de pontos/retas sendo dobrados uns aos outros.

Os casos 1 e 4 sao operagoes O3 e O4, respectivamente. Os outros casos tém um grau
de liberdade que precisa ser removido para determinar quais dobras eles podem se tornar.

Caso 2: Dobre um ponto P; sobre si mesmo.

Os 1nicos vincos que podem dobrar um ponto P sobre si mesmo sao vincos que passam
pelo ponto P, e ha um nimero infinito que faz isso. Para especificar um vinco tnico,
precisamos combinar isso com outra operacao que também possui um grau de liberdade.
Isso nos da trés subcasos, conforme ilustrado na Figura 4.22:

Caso 2a: Também dobre outro ponto P, sobre si mesmo. Esta é a operacao O1.

Caso 2b: Também dobre uma reta L sobre si mesma. Esta é a operacao de reta
perpendicular O5.

Caso 2c: Também dobre outro ponto P, sobre uma reta L. Esta é a operagao O6.

L
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Caso 2a Caso 2b Caso 2¢

Figura 4.22: Os subcasos de dobrar um ponto P; sobre si mesmo.

Caso 3: Dobre um ponto P; sobre uma reta L;. Novamente, temos um grau de liber-
dade porque o ponto pode ser dobrado em qualquer lugar da reta. Portanto, precisamos
combinar isso com outro grau de liberdade (veja a Figura 4.23):
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Caso 3a: Também dobre outro ponto P, sobre si mesmo. Isso novamente nos da a
operacao O6.

Caso 3b: Também dobre outra reta L, em si mesma. Isso nos da a operagao OS8.

Caso 3c: Também dobre outro ponto P, para outra reta Ls. Esta é a operagao O7.
Agora podemos ver que cobrimos todos as sete das nossas operacao basica de origami.
Para garantir que nao haja mais, no entanto, precisamos olhar para o tultimo caso.

F’,1 P‘l
L Lz [ ] LQ
P2 I et — -l
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Ll L]
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Caso 3a Caso 3b

Figura 4.23: Os subcasos de dobrar um ponto P; em uma reta L.

Caso 5: Dobre uma reta L; em si mesma. Dobrar uma reta L; nela mesma é realmente
apenas dobrar um vinco perpendicular a L;. Mas como este vinco pode interceptar L,
em qualquer ponto, isso nos dd um grau de liberdade. Combinar com outras operagoes
dé o seguinte (como mostrado na Figura 4.24):

Caso 5a: Também dobre um ponto P em si mesmo. Isso nos da a operacao O5
novamente.

Caso 5b: Também dobre um ponto P em outra reta L,. Isso nos da O8 novamente.

Caso 5c¢: Também dobre outra reta L, em si mesma. Se essas duas retas se intercep-
tam, entao isso é impossivel, pois o vinco resultante teria que ser perpendicular a ambas.
Assim, as duas retas teriam que ser paralelas, mas isso ainda resulta em um grau de
liberdade. Assim, essa combinacgao é redundante - ainda precisariamos de outra operagao
para especificar um vinco tnico, nos trazendo de volta ao Caso 5a ou 5b.

Ly Ly
Lj I Ll
Ly
L, _ (1 L
P
U S S i R ¥
[ ]
P .
Impossivel um grau de liberdade
Caso ba Caso 5b Caso 5¢

Figura 4.24: Os subcasos de dobrar uma reta L; sobre ela mesma.

Isso esgota todas as possibilidades de dobrar pontos e retas em pontos e retas, com-
pletando a prova. O
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Estudiosos da comunidade de origami estavam muito preocupados com a questao de
se mais operagoes existiam, por meio do qual a prova de Lang do Teorema 4.3 é vista
CcOmMoO um avango.

As operagoes O1-08 abrangem tudo o que o origami de vinco reto e dobra tUnica
pode fazer. No entanto, esta lista contém redundancias, e para eliminéd-las precisamos ser
mais especificos sobre o que nos é dado no inicio de nossas construgoes.

Muitos escritores usam a palavra “axioma’” para se referir a dobras permitidas. Mas
como O6 e O7 nem sempre sao possiveis, “operagoes” parece um termo mais apropriado.

Certamente os pontos dados com os quais comegamos e as operacoes O1-O8 garantem
que cada linha de vinco que é construida tera um ponto construido em algum lugar, assim
como cada ponto terd uma reta construida passando por ele. Esta observacao levou
autores, como Hatori [5] a provar que tudo o que realmente precisamos para caracterizar
construgoes de origami sdo as operagoes O2 e O7.

Ly /

Ly ’“"\A

Figura 4.25: Gerando O3 e O4 a partir de O7.

Teorema 4.4. Supondo que nos sejam dados pelo menos dois pontos construidos contidos
em retas construidas nao paralelas (que podem ser idénticas), entao qualquer construgcao
de origami de vinco reto de dobra unica deste conjunto inicial pode ser completamente
descrita por combinagoes de operacoes O2 e O7.

Demonstracao. Pelo Teorema 4.3, sabemos que as operagoes O1-O8 sao tudo o que
precisamos considerar. Obviamente precisamos manter O2, mas os outros podem ser
mostrados como casos especiais de O7 onde ou temos L; = Ly ou alguns dos pontos P,
P5 estao nas retas Ly, L2. Isso precisa ser feito com cuidado.

Para as operagoes O3 e O4, considere que P, esta em Ly e P, estar em L;. (Sabemos
que todas as retas construidas contém pontos construidos e vice-versa, entao podemos
assumir isso a partir das premissas de O3 e O4.) Entao haverd no méximo trés maneiras
em que P; e P, podem ser dobrados em L e Lo, respectivamente, como mostrado na
Figura 4.25. Os dois primeiros casos equivalerao a dobrar L; em Ls, ou bissetar um dos
dngulos feitos em sua intersecgao, produzindo O4. (Se L, e L, forem paralelos, entao
havera apenas uma maneira de fazer isso.) O outro caso dobra P; em P,, dando nos O3.

Em O6, nos sao dados os pontos P;, P5 e a reta L. Seja Lo qualquer reta que passe
por P,. Entao enquanto O6 for possivel, podemos fazer O7 dobrar P, sobre si mesmo na
reta Lo e dobrar P, sobre L.
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Para O1 e O5, sejam Ly e Ly retas contendo P; e P,, respectivamente. Entao, assu-
mindo que L, e Ly nao sao paralelas, ha no maximo trés dobras diferentes que poderiamos
fazer que deixariam P; em L; e P, em Ly: (a) fazendo o vinco passar por Py e Py, (b)
fazendo o vinco passar por P; e ser perpendicular a Lo, e (c¢) fazendo o vinco por P, e
perpendicular a L;. Embora alguns deles possam ser idénticos, o caso (a) é a operagao
O1. Os casos (b) e (c¢) nos dariam O5. Se L; e Ly acontecerem de ser paralelos, entdo Py
e P, nao poderiam ter sido os dois pontos originais na construgao, entao existem outros
pontos e retas que podemos usar para construir uma reta diferente através de um de P;
ou P;.

Para O8, podemos pegar um ponto arbitrario P, em Ly e usar O7 para dobrar P; em
Ly enquanto dobramos P, para um lugar (provavelmente) diferente em Lo para garantir
que a linha de vinco serd perpendicular a L. Isso cobre todas as operagoes O1-08. [

Figura 4.26: Construindo a reflexdo de P sobre L.

Observacgao 4.5. Uma preocupagdo comum em relacdo a lista de operacoes bésicas de
origami O1-08 ¢ se desdobramos ou nao o papel apds cada operagao. Geometricamente,
tudo o que nos importa ¢ que cada operagao basica de origami crie uma nova reta no
plano e que a interseccao de retas crie novos pontos. Dessa visao, parece que toda vez
que realizamos um operacgao basica de origami, desdobramos o papel imediatamente para
considerar a nova reta formada no papel (plano).

No entanto, na pratica, os origamistas frequentemente deixam o papel dobrado para
executar uma operacao usando as camadas dobradas de papel como guia. Parece con-
cebivel que aplicagoes repetidas de uma operagao basica de origami, especialmente O7,
em um pedaco de papel sem desdobrar podem levar a uma construgao que nao poderia
ser alcancada executando uma operagao basica de origami de cada vez, desdobrando apds
cada um.

Mas esse nao é o caso. As posicoes de quaisquer pontos ou retas que sado movidos no
processo de dobrar o papel com uma operacgao basica de origami podem ser reconstruidos
se imediatamente desdobrarmos o papel. (E, portanto, ndo ha necessidade de manter o
papel dobrado.) Para provar isso, suponha que L seja uma linha de vinco construida
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por alguma operagao basica de origami. Tudo o que precisamos fazer é mostrar que para
qualquer ponto P ou outra linha, podemos construir as reflexoes de P sobre L.

Um método para construir a reflexdo de P sobre L é mostrado na Figura 4.26. Primeiro
use O5 para vincar uma linha (1) perpendicular a L passando por P. Entao use O4 para
dobrar esta linha de vinco em L, bissetando o dngulo entre eles para fazer o vinco (2).
Entao use O5 novamente com P e o vinco (2), rotulando A como o ponto onde este vinco
(3) intercepta L. Finalmente, execute O5 novamente com a linha de vinco (3) e o ponto
A para fazer o vinco (4). Onde este vinco intercepta a linha de vinco (1), chamado B na
Figura 4.26, é a reflexdo de P sobre L.

Construir a reflexao de uma reta L’ sobre L pode ser feito de forma similar. Tudo
o que precisamos ¢ de um ou dois pontos construidos em L’; refletindo estes sobre L,
podemos entao criar a reflexdo de L’ usando O1.

Isso, é claro, usa a convencao de que podemos pensar em nossa folha de papel como
sendo tao grande quanto desejamos e que as linhas de limite do papel sao apenas linhas
construidas como qualquer outra. Em qualquer caso, concluimos que, embora na pratica
seja frequentemente muito mais eficiente deixar o papel dobrado apés realizar uma ope-
racao de origami, podemos manter nossa lista de operacgoes simplesmente para O1-O8
(ou O2 e O7, se quisermos ser realmente eficientes) desdobrando o papel apés cada etapa
sem perder nenhum poder de construgao de origami.

Em certo sentido, nao importa qual dos movimentos O1—08 escolhemos para uma lista
oficial de operacgoes basicas de origami. Por meio da trisseccao de um angulo, podemos
analisar um exemplo muito claro de como a O7 é o marco que separa as construcoes via
origami das construgoes com régua e compasso.

Como ja visto, a trisseccao é impossivel de ser resolvida por meio de régua e compasso.
No entanto, na Secao 4.2, podemos analisar, no passo a passo da construcao da figura
4.10 (que gera a trissecgdo do angulo ), apesar de parecer uma construgao intuitiva, sao
necessarias as operacoes de origami para que seja possivel a execugao dos passos listados.
No passo 3, podemos perceber o uso da operagao O7, levando dois pontos a duas retas
simultaneamente, sendo a operagao de origami que torna possivel a realizacao da trisseccao
via origami.

Ainda, para finalizar a construgdo, no passo 4 podemos observar uma adaptacao da
operacao O1, na qual podemos dobrar uma linha de vinco conectando dois pontos e no
passo 5 podemos notar o uso da operagao O4, na qual podemos dobrar uma reta em outra
reta, gerando a bissetriz do angulo, finalizando dessa forma a trisseccdo com o uso das
operagoes de origami.

4.4 Aplicacao interessante de origami nas conicas

Utilizar origami para resolver equagoes, ¢ o conceito mais poderoso para desenvolver
procedimentos de dobra para uma dada construcao. O fato de que origami pode resolver
equagoes cubicas, tornando-o mais utilizado do que a régua e o compasso, foi descoberto
pela primeira vez pela matematica italiana Margherita Beloch na década de 1930 [4]. Neste
capitulo, exploraremos a infinidade de maneiras pelas quais a resolucdo de equagoes, e
que tipo, pode ser feita por vinco reto, dobra simples origami.

Comecamos analisando a operagao basica de origami O6:

06: Dados dois pontos P, e P, e uma reta L, podemos, sempre que possivel, fazer
uma dobra que coloca P na reta L e passa pelo ponto Ps.
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H& uma atividade muito facil e agradavel que demonstra exatamente o que essa ope-
racao de dobrar faz. Na verdade, essa atividade tem sido usada como um exercicio de
sala de aula para aulas de geometria, dlgebra e até mesmo célculo por mais de um século.

A atividade é ilustrada na Figura 4.27. Pegue um pedago de papel e marque um ponto
P, em algum lugar abaixo do centro do papel. Seja L o lado inferior do papel. Entao
execute a operacao O6 repetidamente, dobrando P; em muitos lugares diferentes em L.
(Vocé pode pensar nisso como escolher P, para estar em varios pontos nos lados esquerdo
e direito do papel.) Isso criard intiimeras linhas de vinco no papel e, se forem feitas o
suficiente delas, elas comegarao a delinear a forma de uma parabola.

Figura 4.27: Atividade explorando a operacao O6.

Para ser mais preciso, temos o seguinte teorema:

Teorema 4.6. Ao dobrar um ponto P sobre uma reta L, a linha de vinco feita serd
tangente a parabola com foco P e diretriz L.

Demonstragdo. Seja P’ o ponto em L para o qual P é dobrado e chame a linha de vinco
de C. Seja X o ponto em C para que XP’ L L. Como o ato de dobrar reflete um lado
do papel através de C, e X € C, temos que X P reflete em X P’ quando a dobra é feita.
Assim, | XP |=| XP' |, o que significa que X ¢ um ponto na pardbola com foco P e
diretriz L.

Agora seja (Q outro ponto em C', () # X. Pelo mesmo argumento do paragrafo anterior,
ja que @ € C e P reflete para P’ sob a dobra, temos | QP |=| QP' |. J&4 que @ nao é X,
QP nao é perpendicular a L. Assim, | QP | ndo pode ser igual & distancia perpendicular
de @ a L. Isso prova que X é o unico ponto em C' que também estd na parabola com
foco P e diretriz L e, portanto, C' é tangente a esta parabola. O

O Teorema 4.6 também pode ser provado calculando a equacao da curva gerada ao
dobrar repetidamente um ponto em uma linha. Seja P = (0,1) e L a linha y = —1 no
plano real. Suponha que dobremos P no ponto P = (¢,—1) em L. Temos que nossa linha
de vinco terd inclinagdo ¢/2 e passara pelo ponto (¢/2,0). Assim, nossa equacao de linha
de vinco é

t
y=5r- (4.1)

Esta é uma familia parametrizada de retas, e queremos encontrar o envelope desta
familia (uma curva que é tangente a todos os membros da familia). Definindo F(z,y,t) =
y — tz/2 + t?/4, o envelope é dado por simultaneamente resolver

F(z,y,t) =0
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B
il - 0.
Py (z,y,t)=0

Assim, temos (0/0t)F(z,y,t) = x/2—t/2 = 0, ou x = t. Substituindo isso na equagao
da linha, obtemos y = 2%/2 — 22/4, ou y = x*/4, uma parédbola.

Vendo que a operacao O6 gera tangentes a uma parabola, naturalmente nos questio-
namos se outras tangentes de secao conica podem ser dobradas. A resposta é sim, mas
antes de descrever como, daremos uma motivagao informal.

Pode-se obter uma parabola de uma elipse da seguinte maneira: Lembre-se de que
uma elipse é o conjunto de todos os pontos P tais que a soma das distancias entre P e
dois focos fixos ¢ igual a uma constante chamada eixo maior da elipse. Fixe um foco da
elipse, bem como o ponto de vértice mais préximo desse foco e deixe o outro foco deslizar
para o infinito. O resultado serd uma parabola. Este processo é equivalente a alterar o
angulo em que um plano intercepta um cone para ir de uma intersegao eliptica para uma
parabdlica.

Agora considere uma elipse com focos F; e F, determinados pela distdncia constante
(eixo maior) r. Desenhe um circulo C' com centro Fy e raio r. Este circulo tem algumas
propriedades tteis, descritas no teorema a seguir.

Teorema 4.7. Usando a elipse e o circulo descritos anteriormente, seja P um ponto na
elipse e ) o ponto onde o raio estendido FyP encontra o circulo C'. Entdo:
(i) a menor distancia entre P e um ponto no circulo C é dada pelo segmento PQ), e
(ii) a linha tangente a elipse em P reflete Fy no ponto Q.

Demonstragio. Para (i), suponha que um ponto diferente @)’ # @ em C' tenha um com-
primento PQ’ menor que o de PQ. Entédo terfamos | FbP | + | PQ' |<r =| F2Q |, o que
viola a desigualdade triangular.

Para (ii), observe que, como | F»Q |=| F»P | + | FAP |=r, temos | 1P |=| PQ |.
Além disso, uma propriedade das tangentes a uma elipse é que elas formam angulos
iguais com as linhas do ponto de tangéncia aos dois focos. Na notacao da Figura 4.28,
isso significa que ZF1PTy = ZFy,PT;. Mas ZF>,PTy e /T)PQ sao angulos verticais e,
portanto, sao iguais. Portanto, Z/F)PT, = ZT1P(Q, o que significa que a tangente em P
bissecta ZF; PQ. Isso combinado com | F} P |=| PQ | resolve (ii).

Figura 4.28: Uma elipse e seu circulo dobravel.
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Figura 4.29: Dobrando tangentes a uma elipse e uma hipérbole.

Agora perguntamos o que acontece com o circulo C' conforme arrastamos o foco F,
para o infinito, deixando o foco F}, bem como o vértice da elipse mais préximo de F}
fixos. Conforme o eixo maior da elipse cresce, o raio do circulo também cresce, mas um
ponto do circulo, o ponto mais proximo de I} onde o circulo intercepta a reta que contém
o0 eixo maior, também permanecerd fixo. Assim, conforme F, se move mais e mais para
longe, o circulo aparecerd mais e mais como uma linha reta perto do foco Fij. No limite,
teremos que Fi serd o foco de uma parabola e o circulo C' terd se transformado na diretriz
dessa parabola.

Em outras palavras, de acordo com o Teorema 4.7, o circulo C' e o foco F} desem-
penham o mesmo papel para a elipse que a diretriz e o foco desempenham ao dobrar
tangentes para uma parabola. Portanto, se desenharmos um circulo C' com centro F, em
nosso papel e escolhermos um ponto F; dentro de C, entao dobrar Fj repetidamente em
C gerara as tangentes a elipse com focos F) e F; e eixo principal constante igual ao raio
de ', como mostrado na Figura 4.29 a esquerda.

Similarmente, as tangentes a uma hipérbole podem ser dobradas se escolhermos o
foco F} para estar fora do circulo C. Veja o lado direito da Figura 4.29. Uma versao
hiperbodlica do Teorema 4.7 pode ser provada usando exatamente o mesmo argumento da
elipse.

Vimos como dobrar um ponto em uma linha gera tangentes cujo envelope é uma
parabola e dobrar um ponto em um circulo gera tangentes cujo envelope é uma elipse ou
hipérbole (ou circulo, se o ponto for o centro do circulo). Em geral, podemos deixar C'
ser uma curva no plano e perguntar qual curva serda o envelope das linhas de vinco feitas
ao dobrar um ponto fixo em C' repetidamente.

O principal resultado de tudo isso é que a operagao O6 esta gerando retas tangentes a
uma parabola. Ou seja, quando dobramos um ponto P a uma reta L, o vinco resultante
sera tangente a parabola com foco P e diretriz L.

Isso também nos da uma maneira de interpretar a operacao de origami O7, onde
dobramos simultaneamente dois pontos em duas linhas. Cada ponto dobrado em uma
linha determina o foco e a diretriz de uma parabola, e a linha de vinco feita sera tangente
a ambos. Assim, a operagdo O7 estd encontrando uma tangente comum a duas parabolas.

Desenvolvemos no capitulo 5 uma aplicacdo destes mesmos modelos de construgoes
das sec¢oOes conicas utilizando origami, adaptado ao contexto escolar em uma atividade
pratica.
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4.5 Resolvendo equacgoes com origami

Neste ponto, é bastante evidente que o origami deve ser capaz de resolver equagoes
de segundo grau. A secido anterior fornece boas evidéncias para isso. Além disso,
as operagoes de uma régua e compasso parecem ser imitadas pelo origami. A operagao
de origami O1 simula uma régua, e O6 pode ser pensado como fazendo o trabalho de
um compasso da seguinte forma: como o ponto P, estd na linha de vinco, ele pode ser
pensado como permanecendo fixo, como o centro de um circulo. Entao P, é dobrado na
linha L, e ao fazer isso o comprimento do segmento PP, é preservado enquanto P; é
movido para sua nova localizagdo. Assim, a imagem de P; sob a operacdao de dobra O6
¢ a mesma que encontrar um ponto de intersecao entre a linha L e um circulo centrado
em P, com raio | Pi P, |. Isso fornece a intuicdo, pelo menos, de que as construgoes de
origami devem ser capazes de fazer tudo o que construgoes com régua e compasso pode
fazer, e como o corpo de niimeros construtiveis sob construgées com régua e compasso é
precisamente aqueles que sao solugoes para equacoes quadraticas, o origami deve ser capaz
de encontrar tais solugdes também. A saida da formula quadratica pode ser construida,
nos dando quaisquer solugoes reais para quadraticas com coeficientes racionais.

Entretanto, de acordo com o nosso trabalho na Secao 4.4, o fato de podermos dobrar
tangentes para conicas é tentador demais para nao se aplicar a este problema.

Suponha que queremos encontrar raizes, se existirem, de y = x?4ax+b, onde a, b € Q.
Ao localizar o foco e a diretriz desta parabola, podemos escolher para dobrar e resolver
nosso problema. Apoés realizar uma mudanca de coordenadas para transladar o vértice
da parabola para a origem, podemos usar métodos padroes para ver que o foco estara no
ponto P = (—a/2,b — a*/4 + 1/4) e a linha diretriz L serd y = b — a®/4 — 1/4. Pelos
mesmos métodos que usamos na Secao 4.4, descobrimos que se dobrarmos P; para um
ponto arbitrério (¢,b—a?/4 —1/4) em L, entdo a linha de vinco resultante terd a equacio

y = (2t +a)x —t* +b. Se tomarmos t = (—a + (/a2 — 4b) /2, entdo o vinco serd tangente
a pardbola em uma raiz, e a interse¢do do vinco e o eixo x (que assumimos ser uma reta
construida) localizard a raiz para ndés. Substituir esse valor de ¢ em nossa equagao da reta,
nos da a equacao da reta:

2
Yy = \/a2—4bx+g\/a2—4b—l—2b—%.

Mas agora vemos que se deixarmos x = —a/2 nesta reta, os termos da raiz quadrada
serdo cancelados e nos dardao y = 2b—a?/2. Portanto, podemos escolher P, = (—a/2,2b—
a®/2), que é possivel de construir a partir dos coeficientes da nossa quadratica original, e
executar a operacao de origami O6 para dobrar P; em L fazendo o vinco passar por Ps;
entao, a interseccao do vinco resultante e o eixo x serda uma raiz.

A outra raiz poderia ter sido encontrada tomando t = (—a — v/a? — 4b)/2. Claro, se
o vértice da parébola, (—a/2,b— a*/4), estiver acima do eixo x, entdo nao existem raizes
reais e os resultados deste método de origami nao terao sentido.

A Figura 4.30 mostra como isso funciona para encontrar uma raiz de 22 —x — 1 = 0.
Escolhemos P, = (1/2,—1), P, = (1/2,—5/2) e L aretay = —3/2 e realizamos a operagao
06.

Existem muitos outros métodos de dobradura para resolver quadraticas. Uma maneira
de desenvolver construgoes de origami de vérias coisas é encontrar uma construgao que nao
seja origami (digamos, usando construgoes com régua e compasso ou outras ferramentas)
e entao adapta-las a dobradura de papel.
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2

Figura 4.30: Dobrando para encontrar uma raiz de y = x* — x — 1.

Figura 4.31: Construcao de Lill para resolver 2 + ax + b = 0.

Podemos adotar uma abordagem semelhante com as construgoes com régua e compasso
para resolver quadraticas devido a Lill. Se desejarmos resolver z? + ax + b = 0 para
a,b € @, seja O a origem e construa A = (0,1),H = (—a,0) e B = (—a,b). Entao
desenhe um circulo com didmetro AB centrado no ponto médio C' de AB. Se M e
N sao os pontos onde este circulo intercepta o eixo = (veja Figura 4.31(a)), entdo os
comprimentos | OM | e | ON | (se existirem) serdo solugdes para 22 + az + b = 0.

Este método ¢é possivel de converter para dobradura de papel, observando que o ponto
médio C' de AB é obtido dobrando A para B (operagao O3). Entao M e N podem ser
encontrados usando O6, dobrando de modo que A fique no eixo x e o vinco passe pelo
ponto C', como mostrado na Figura 4.31(b).

A possibilidade do origami resolver Resolvendo equagoes de terceiro grau (equa-
¢Oes cubicas, foi sugerida nas construgbes de trisseccao angular da Secao 4.2. Ambas as
construcoes utilizaram a operagao de origami O7, que vimos na Secao 4.4 ser equivalente
ao problema geométrico de encontrar uma tangente comum a duas parabolas. Agora, no
plano projetivo real, duas conicas terao no maximo quatro tangentes comuns. No caso de
duas pardbolas, uma dessas tangentes sera a linha no infinito. Portanto, pode haver no
maximo trés tangentes comuns que a operagao Q7 poderia encontrar para nés, fornecendo
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mais evidéncias de que tal operagdo de origami estd resolvendo algum tipo de equacao
cubica.

O objetivo desta secao é apresentar um método geral para resolver equagodes cuibicas
via origami, idealizado por Margherita Piazzolla Beloch na década de 1930 e descrever
sua relagdo com outros métodos de origami para resolver equagbdes ctbicas que foram
desenvolvidos desde entao.

A percepcao de Beloch foi adaptar uma construcao engenhosa e nao origami para
resolver polindmios arbitrarios com coeficientes racionais criados por Lill na década de
1860 [22]. O método de Lill procede da seguinte forma: Suponha que queremos localizar
uma raiz da equacao

An " + ap_ 12" 4. a4+ ag =0, (4.2)

onde os coeficientes a; sdo racionais. Construiremos uma solucao real para isso geometrica-
mente, se houver, tomando emprestada a imagem de “graficos de tartaruga” da linguagem
de computador Logo. Imagine uma tartaruga sentada na origem, apontando na direcao
do eixo x, com sua cabeca na direcao positiva. A tartaruga se moverd para frente uma
distancia de a,,, deixando um rastro de linha reta enquanto o faz e adotando a convencao
de que se a, for negativo, entao a tartaruga se movera para tras. Entdo a tartaruga
girarda 90° no sentido anti-horario e repetird esse processo com o coeficiente a,,_;. Assim,
a tartaruga viajara para cima se a,_; > 0 e para baixo se a,_1 < 0. Se a,_1 = 0, a
tartaruga permanecerd no lugar. Entao a tartaruga gira 90° no sentido anti-horario nova-
mente e repetimos. Isso continua para todos os coeficientes a;. Seja T' a localizagao final
da tartaruga. Veja a Figura 4.32 para exemplos onde todos os coeficientes sdo positivos e
alguns sdo negativos.

Mais precisamente, podemos pensar no caminho de ordem n da tartaruga como sendo
feito pela conexao dos seguintes pontos em sequéncia:

O = (07 0)7 (&na 0)7 (ana anfl)a (&n — Qp—2, &nfl)a (&n — Qp—2,0p—-1 — an73)7 sy

[n/2] [n/2]
(Z (_1)kan—2kz7 Z (_1)kan—2k—1) =T,
k=0 k=0
onde talvez precisemos usar a — 1 = 0 para fazer com que as tltimas somas terminem
corretamente.

Construimos entao um caminho de ordem (n — 1) comecando em O e terminando em
T da seguinte forma: Posicione nossa tartaruga de volta em O e, desta vez, aponte-a
para um angulo ainda a ser determinado —90° < 6 < 90° da linha a,, anterior. Deixe a
tartaruga marchar nessa direcao até chegar a linha infinita contendo o segmento de linha
a,_1. (Observe que, dependendo de 6, a tartaruga pode nao atingir o segmento a,,_; real,
entdo a linha estendida pode ser necessaria.) Em seguida, gire a tartaruga em +90° para
que ela fique de frente para a proxima linha a,_». Deixe-a marchar novamente até atingir
a linha contendo a,_ 5. Em seguida, gire em um angulo reto novamente e repita este
processo. No final, a tartaruga atingira a linha contendo o segmento ag, e agora podemos
ver qual deveria ter sido nossa escolha de 6. Nosso objetivo é escolher um valor 6 que
faga a tartaruga chegar no final no ponto 7. (Isso é ilustrado pelos caminhos da linha
pontilhada na Figura 4.32.) Se tal valor de # existir, entdao ele nos levara a uma solugao
do polinémio original (4.2).
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Figura 4.32: Método de Lill aplicado a quinticas onde (a) todos os coeficientes sao positivos
e (b) as,az, a9 < 0 e o resto sao positivos.

Teorema 4.8. (Lill) No processo acima, o valor v = —tg6 serd uma raiz de a,z" +
n—1
Ap—-1T + ...+ ag.

Demonstragio. Como a tartaruga gira 90° em cada canto, o caminho de ordem n e o
caminho de ordem (n— 1) formam uma sequéncia de tridngulos retangulos, todos com um
angulo 6 em comum e portanto, sao semelhantes. Rotule os cantos do caminho de ordem

n como P,, P,_1,...,P; e os cantos do caminho de ordem (n — 1) Qn_1,Qn_2,...,Q1.
Um exemplo em que n = 5 é mostrado na Figura 4.33.

Seja x = —tg# e considere o comprimento do lado oposto a # em cada um desses
triangulos semelhantes, P;();_ para ¢t =n,...,2 e P;T. Obtemos

| Pnanl ’: —an, ’ Pnlean ‘: _m(&nfl_ ‘ Pnanl ’) = _x(anfl + anx>7

| Pn - 2Qn73 ’: _x(an72_ ’ Pnlean D = _x(aan + l’(an,1 + @nx))a o
| AT |= —x(a1 + x(az + x(az + ... + z(an_1 + anx)...))).

Como | P,T |= ap, temos que ag = —a1x — apx?® — azx® — ... — a,_ 12" ' — a,2™.
Portanto x = — tg# é uma solugdo para a Equagao (4.2). O
a3
P Qs
5/7\ Py

ﬂ' Q4

as P

Figura 4.33: Provando que o método de Lill funciona em um caso onde n = 5.
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Figura 4.34: O uso de papel quadriculado transparente por Lill para encontrar um qua-
drado de solugao para os casos (a) n =2 e (b) n = 3.

Encontrar o angulo 0 adequado para fazer isso funcionar, certamente nao é algo que
ferramentas de construgao normais (compasso, régua marcada, entre outras coisas) podem
fazer em geral. Como visto na Figura 4.31, o caso em que n = 2 pode facilmente ser
modificado para construgoes com régua e compasso, mas Lill ofereceu outra sugestao
para lidar com os casos em que n = 2 ou 3. Ele propds, apds desenhar o caminho inicial
de 2 ou 3 ordens, sobrepo6-lo com papel quadriculado translicido (com uma malha fina)
e gird-lo até que os pontos O e T fiquem em lados de um quadrado (ou em linhas que
contenham um lado do quadrado) e alguns dos cantos deste quadrado fiquem em linhas
que contenham um segmento a;. Para o caso n = 2, nés queremos que um canto do
quadrado fique no segmento a; (ou uma linha que contenha a;); veja Figura 4.34(a). No
caso cibico n = 3, gostariamos que um canto do quadrado ficasse na linha a; e um canto
adjacente ficasse na linha ay. Também gostariamos, para o caso ciibico, que os pontos O e
T ficassem em linhas contendo lados opostos do quadrado. Veja a Figura 4.34(b) para um
exemplo. Chamamos esse quadrado, na posi¢cao adequada no plano, de quadrado solugao
para o método de Lill nos casos n =2 ou n = 3.

Entretanto, o método de Lill nem sempre funcionara. Se nao houver solugoes reais para
o polinémio, entao nenhum angulo # funcionara, e nenhuma rotacao ou posicionamento
do nosso papel milimetrado translicido produzira um quadrado de solucao.

Foi o caso cuibico do método de Lill que Beloch descobriu que poderia ser realizado
por dobradura de papel. Ela afirma que desenvolveu este trabalho enquanto lecionava um
curso sobre geometria, onde sem duvida apresentou o método de Lill, na Universidade de
Ferarra, Itdlia, no ano académico de 1933-34. A técnica de Beloch é ilustrada na Figura
4.35 e procede da seguinte forma: Dado um cibico azx® + asx? + a1 + ay com coeficientes
racionais, construimos o caminho de 3* ordem de acordo com o método de Lill, e nosso
objetivo é encontrar o angulo proprio 6, se existir, para nos dar um caminho de 2% ordem
conectando O e T'. Primeiro construa uma linha D; em x = 2as3 e outra linha Dy em
Y = az + ayp.

Teorema 4.9. (Beloch) Usando a notagao acima, se a operagao de origami O7, dobrando
o ponto O para a reta Dy e o ponto T para a reta Ds, for possivel, entao o segmento de
reta que as retas estendidas as e ay cortaram do vinco resultante serd um lado do quadrado
da solucao para o método de Lill.



Resolvendo equagoes com origami 65

l ’

o i
AQM’Q

ag| .«

s T S o

)l
ag

Figura 4.35: Uso da operacao O7 de Beloch para resolver uma cibica.

Demonstracdo. A prova é muito simples quando se entende o raciocinio por tras da loca-
lizacao das linhas D; e Dsy. Suponha que quiséssemos considerar uma parabola com foco
O = (0,0) e vértice P3 = (a3,0). Entao a diretriz desta pardbola seria a linha x = 2as,
que é D;. Portanto, qualquer dobra que coloque O em D, serd tangente a esta parabola.
Além disso, se O’ for a imagem de O em D; apds a dobra, entdao o ponto médio X de OO’
estard na linha que contém o segmento as.

Similarmente, considere a pardbola com foco T = (a3 — a1, as — ag) e vértice P, =
(ag — ay,a2). A diretriz desta pardbola serd a linha y = as + ag, que é Dy. Quando
dobramos 7' em um ponto 7" na linha Dy, o vinco resultante serd tangente a esta segunda
pardbola, e o ponto médio Y de TT’ ficard na linha que contém o segmento a;. Veja a
Figura 4.35.

Quando dobramos O em D; e T' em Dy usando a operacao O7, temos que os pontos
X e Y estarao nesta linha de vinco. Assim, o segmento XY é perpendicular a OX e TY,
e assim XY ¢é o lado de um quadrado com dois cantos adjacentes (os pontos X e Y') nas
linhas as e a;. Dois lados opostos deste quadrado contém os pontos O e T, e portanto
este € um quadrado de solugao para o método de Lill. O

Parece que o trabalho de Beloch sobre construgoes de origami ficou na obscuridade
por muitos anos. Enquanto a atencao foi atraida para ela nos primeiros anos da comuni-
dade matematica de origami, os métodos de trisseccao de angulos por Abe e Justin e a
construcao da raiz cibica de dois de Messer foram feitos sem conhecimento do trabalho de
Beloch. Além disso, as construgoes mais recentes de Alperin [23] e Hatori [5] para resolver
ctibicas gerais foram feitas sem qualquer conhecimento de Beloch. E fascinante, entéo,
aprender que ambas essas solugoes modernas sdo virtualmente idénticas a abordagem de
Beloch, embora sem a referéncia a Lill.

Na construcao de Hatori comecamos com um ciibico arbitrario 23 4+ az? + bx +c =0
e consideramos a parabola com foco P; = (a,1) e diretriz L; : y = —1 e a pardbola com
foco Py = (¢,b) e diretriz Ly : © = —c.

A Figura 4.36 mostra como a construgao de Hatori pode ser interpretada como equi-
valente a de Beloch. De fato, se refletirmos essa imagem sobre a linha y = —x e transla-
darmos P, para a origem, ¢ exatamente o que a aplicacdo do método de Lill por Beloch
geraria.
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A construcao de Alperin comeca com a forma equivalente de uma ctibica geral z3 +
axr + b = 0. Ele entao nos pede para considerar as parabolas

1 1\?2
y=—-2%¢e (y—a) = 2bx.

2 2
O primeiro tem foco P, = (0,1/2) e diretriz Ly : y = —1/2. O segundo tem foco
Py = (b/2,a/2) e diretriz Ly : © = —a/2. Esses focos sdo os mesmos que o método de

Beloch daria, exceto que eles sdo girados 90° e reduzidos em 1/2, o que é o equivalente
a multiplicar a equagao ctbica por 1/2. A Figura 4.37 ilustra isso, mas a aplicagdo do
método de Lill pode ser dificil de discernir devido a falta de um termo 22 no polinémio.
Deve-se pensar no “segmento de reta de comprimento ay” como estando 14, paralelo (na
verdade, ao longo) ao eixo x, mas de comprimento zero. (Assim, a reta “contendo” o
segmento ay é o eixo x.)

Ly:x=—c Py = (c,b)
: ]

P =(a,1)

A
v

Lyry=-1

-2

v

Figura 4.36: A solugao cubica de Hatori vista através das lentes de Beloch /Lill.

Lny— a2 Py = (a/2,b/2)

A
v

-2

v

Figura 4.37: A solucao cubica de Alperin vista através das lentes de Beloch/Lill.

Dado que todos esses métodos de resolucao de cubicas via origami sao realmente os
mesmos no fundo, é surpreendente encontrar um que seja diferente. A raiz ctibica de dois
de Peter Messer nao se encaixa tao facilmente na estratégia Beloch/Lill; veja Figura 4.38.
Messer utiliza duas pardbolas cujas diretrizes sdo perpendiculares, como Beloch faz. Mas
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4
/
_ L, 4

Figura 4.38: Construcao da raiz cibica de dois de Peter Messer.

se usassemos o método de Beloch para resolver 23 — 2 = 0, nosso caminho de 3* ordem
comegaria com um segmento horizontal de comprimento 1, depois dois segmentos (vertical
e depois horizontal) de comprimento 0 e depois um segmento vertical de comprimento 2.
Nao ha nenhuma maneira de os pontos O e T compartilharem a mesma coordenada x
ou y, como os pontos P, e P, de Messer. No entanto, o método de Messer encontra
dois comprimentos cujas razoes ddo /2, em oposicdo a um comprimento obtido por uma
inclinacao do caminho da tartaruga do método de Lill. No entanto, deve haver uma
maneira de interpretar a construcao de Messer em termos de Beloch e Lill.

Observacao 4.10. Ao fechar esta se¢do, notamos que também é possivel resolver equa-
¢oes quarticas usando as operagoes basica de origami O1-O7. Isso decorre do fato de que
qualquer equacao quartica pode ser fatorada em duas quadraticas ou um termo ctbico
e um linear. Assim, em teoria o origami pode resolver quarticas, mas essa teoria nao
fornece imediatamente instrugdes sobre como isso pode ser feito.

4.6 Duplicacao do cubo via origami

Uma lenda, datada por volta de 427 a.C., diz que a populagdo de Atenas, preocupado
com uma peste que se espalhava matando varias pessoas, procurou o oraculo de Apolo,
buscando uma forma de acabar com esse sofrimento. O oraculo informou que para resolver
essa questao e acabar com o mal era necessario dobrar o volume do cubo que sustentava a
estatua do Deus Apolo. Os atenienses obedecendo o comando, dobraram as dimensoes do
altar, mas isso nao foi o suficiente para acabar com a peste pois, dobrando as dimensoes
do cubo nao se obtém um cubo com o dobro do volume.

Se considerarmos um cubo com lado de comprimento 1, e portanto, um volume de 1.
Apés a realizagao da duplicagdao do cubo, proposta por Apolo, o cubo em questao deveria
ter um volume de 2 e portanto um lado de comprimento /2. Vimos com o Teorema 3.8 que
é impossivel construir um cubo com essa medida usando régua sem medida e compasso.
Entretanto, a construcdo da raiz ciubica via origami, realizada por Peter Messer, como
na Figura 4.38, traz exatamente possibilidade de construgao de um lado de comprimento
V2.

Realizando os passos a seguir, podemos construir da raiz ctbica de dois de Peter
Messer, que resolve o problema da duplicacao do cubo via origami:

1. Dobre um pedaco quadrado de papel em trés partes.
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2. Dobre o papel de forma que o canto inferior direito da pagina toque a borda esquerda,
ao mesmo tempo em que o terco inferior toca a linha dos dois tergos.

3. O ponto onde o canto toca a borda esquerda da pagina é o ponto onde a razao entre
a distancia do topo da péagina e a base é /2.

4. Temos dobrada a raiz cubica de dois.

Portanto, um cubo com lado ”"a” tera o dobro do volume de um cubo com lado ”b”.

Figura 4.39: Duplicacao do cubo realizada pela autora.

4.7 E a quadratura do circulo?

A histéria envolvendo a problematica da quadratura do circulo se da pelos gedbmetras
gregos pré-euclideanos, que transformaram o problema pratico de determinar a area de
um circulo em uma ferramenta de descoberta. A técnica que se mostrou mais eficiente
para a possivel resolucao de tal problema foi a aproximagao cada vez mais precisa da area
de um circulo por meio das areas de poligonos. Essa técnica é conhecida, na era moderna,
como o “método da exaustao” e foi atribuida por Arquimedes, seu maior praticante, ao
aluno de Platao, Eudoxo de Cnido (c. 408-c. 355 a.C.).

Na busca por resolver esse problema, Hipdcrates, embora nao tenha conseguido qua-
drar o circulo, demonstrou as quadraturas das lunetas; ou seja, ele mostrou que a area
entre dois arcos circulares que se interceptam podia ser expressa exatamente como uma
area retilinea e, assim, despertou a expectativa de que o préprio circulo pudesse ser tratado
de maneira semelhante.

O método da exaustao, desenvolvido por Eudoxo, assemelha-se muito a ideia das
integrais de Riemann, que s@o ensinadas hoje em dia nas aulas de Célculo. A proposta
desse método consiste na aproximagao de uma curva ou superficie usando poligonos com
perimetros e 4reas calculdveis. A medida que o nimero de lados de um poligono regular
inscrito em um circulo aumenta indefinidamente, seu perimetro e sua area ocupam a
circunferéncia e a area do circulo. No uso que Arquimedes fez da técnica, o método
da exaustao produzia limites superiores e inferiores para o valor de 7, a razao entre a
circunferéncia de qualquer circulo e seu didmetro. Ele conseguiu isso ao inscrever um
poligono dentro de um circulo e circunscrever outro ao redor dele, delimitando, assim, a
circunferéncia do circulo entre os perimetros calculaveis dos poligonos. Arquimedes usou
poligonos com 96 lados e, dessa forma, limitou 7 entre 319/ e 31/7.
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No Teorema 3.9, observamos que a construcao do ntimero m nao é viavel por meio
das ferramentas classicas da geometria — régua nao graduada e compasso —, uma vez
que mé um numero transcendente. Isso significa que ele nao é solu¢cdo de nenhuma equa-
¢ao algébrica com coeficientes racionais, o que impede sua obtencao através de métodos
que dependem da resolugao de equacoes quadraticas ou de expressoes envolvendo raizes
quadradas sucessivas.

Com base nas discussoes anteriores deste trabalho, pode-se criar uma expectativa de
que o origami, com suas operacoes geométricas alternativas, possa oferecer uma solugao
para esse antigo problema da matematica grega. De fato, como visto na Secao 4.3, as do-
bras de papel permitem construgoes que vao além das limitagoes da geometria euclidiana
classica, abrangendo, inclusive, solu¢oes de equacgoes cubicas. No entanto, assim como
ocorre com régua e compasso, as dobras formadas por vincos retos nao sao suficientes
para construir 7 de forma exata. Para alcancar tal precisao, é necessario recorrer a vincos
curvos.

Algumas das referéncias utilizadas neste trabalho mencionam abordagens que envol-
vem dobras curvas. Em [9], por exemplo, é apresentado um método baseado em fragoes
continuas que permite aproximar m com alto grau de precisdo, mesmo que a sequéncia
exata de dobras nao seja sempre viavel na pratica. A ideia consiste em representar m como
uma fragao continua e utilizar seus convergentes, geralmente os quatro ou cinco primeiros,
para encontrar uma aproximagcao.

J& em [10], é descrita uma construgdo mais direta de m por meio de dobras que se-
guem curvas especificas, como parabolas. Embora essas abordagens oferecam caminhos
interessantes, elas fogem ao escopo deste trabalho, que se restringe a analise de constru-
¢oes realizadas com vincos retos. A exploragao das possibilidades oferecidas pelas dobras
curvas exige um estudo mais aprofundado e especializado, o qual indicamos como uma
direcdo possivel para futuras pesquisas.



5 Da teoria a pratica: uma
abordagem em sala de aula

Neste capitulo abordaremos uma aplicagao pratica de algumas construgoes geométri-
cas abordadas neste trabalho, que utilizaram a metodologia de dobras de origami, com
alunos do Ensino Médio de uma escola publica do Estado de Sao Paulo, estimulando
o protagonismo e pensamento matematico lidico do educando no processo de ensino-
aprendizagem.

5.1 Relevancia do tema no ensino

Origami é uma palavra de origem japonesa que significa arte de dobrar papel. Na
confecgao de um Origami, devemos ter o principio basico de evitar o uso da cola e da
tesoura, dando a dobradura o formato desejado. Praticado por séculos como atividade
lidica e artistica, s6 recentemente o Origami passou a ser preocupacao académica, se
tornando objeto de estudos cientificos. “Os pesquisadores foram atraidos provavelmente
porque o Origami instigou seus talentos matematicos e cientificos”, afirma o matematico
Thomas Hull.

J& no contexto escolar, o ensino da Geometria sempre foi visto como uma dificuldade
pelos professores de matematica, por conta dos livros didaticos nao darem énfase a este
contetdo, colocando-o, geralmente, como tltima matéria a ser trabalhada, ou até mesmo
pela falta de preparacao dos proprios docentes. O trabalho do Origami dentro da Geo-
metria, pode contribuir para o desenvolvimento e a construcao do aprendizado, por parte
dos alunos através de uma aula ladica e pratica.

Por meio do uso da arte de dobras do Origami podemos desenvolver dentro da Geome-
tria Euclidiana atividades de construcao de figuras planas e espaciais, além da construgao
de conceitos geométricos da Geometria Analitica, como: ponto, reta, plano, semirreta,
retas paralelas, retas concorrentes, retas perpendiculares, segmento, bissetriz, mediatriz,
angulo, espaco bidimensional ou tridimensional, entre outros.

Trataremos agora de realizar breves consideragoes sobre os documentos norteadores da
pratica pedagogica brasileira, buscando conciliar suas determinacoes aos objetivos deste
trabalho, considerando o mote de desenvolver nos educandos um novo olhar e percepc¢ao
sobre a matematica e suas formas de atuagao, através do uso do origami.

Expandindo as resolugdes formais dos temas de ensino de geometria com as reflexoes
propostas nesta proposta didatica, o novo olhar deste conteido contribui para que o pa-
pel do aluno deixe de ser simplesmente receptor de conhecimento, e se torne protagonista
destas novas estratégias e mecanismos de resolugdo. A abordagem deste trabalho esta de
acordo com as propostas dos Pardmetros Curriculares Nacionais [12], onde a matemética
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se apresenta como um recurso para ampliar a visao de mundo do aluno, oferecendo ferra-
mentas para a interpretacao da realidade de forma logica e racional, instrumentalizando
recursos matematicos. Como proposto nas diretrizes, o aluno terd compreensao de di-
versas fontes e mecanismos histérico-sociais, contribuindo para uma abordagem critica e
inovadora sobre mecanismos cientificos e matematicos.

Visto isso, buscaremos agora uma conciliagdo entre as Orientagdes Curriculares para
o Ensino Médio [11] e a dindmica proposta, considerando que este é um documento que
norteia e padroniza a pratica dos PCN+. Assim, o ensino de geometria busca num sentido
geral, representar as diferentes figuras planas e espaciais (presentes na natureza ou ima-
ginadas), consolidar conceitos aprendidos nas etapas anteriores (érea, perimetro, volumes
e outros), estudar os volumes de sélidos (cilindro, prisma, pirdmide, cone e esfera) permi-
tindo ao aluno compreender o significado das férmulas, bem como, analisar as proprieda-
des geométricas de uma figura com base em uma equacao, entre outros. Este documento
também prevé a possibilidade de diferentes abordagens nesta area de ensino, levando em
consideracao o estudo das curvas conicas analisando suas propriedades de lugar geomé-
trico, por meio das equagcoes da elipse, hipérbole e pardbola. Este aprofundamento visa
que o aluno possa dominar novas formas de compreender os conceitos geométricos e suas
implicagoes no cotidiano (Idem, p.92 e 93). Embasado por este principio, o ensino da ma-
tematica com origami se apresenta como uma forma concreta e pratica de desenvolver no
aluno a propriedade de raciocinio e percepcao légica da realidade objetiva. Este recurso
amplia as estratégias possiveis dos alunos resolverem e compreenderem tal assunto.

Por fim, nas diretrizes apresentadas pela BNCC [13] encontramos como pilares do
ensino de geometria o uso do raciocinio légico-espacial, da compreensao da modelagem
matematica como interpretagao do mundo fisico e da ampliacao da percepcao de elementos
geométricos no espaco - cada um destes prezando principalmente a interdisciplinaridade
e a inovacao. As habilidades propostas podem ser flexibilizadas e adaptadas, contem-
plando o origami como um ferramenta didatica para ampliar as percepgoes geométricas
dos alunos.

Tendo como apoio as reflexdes de Ubiratan D’ambrosio [24], onde a matematica, como
uma linguagem social, é um recurso cultural amplo, permeado por contextos individuais
que se combinam a contextos maiores- moldando didlogos e apropriagoes por parte dos
individuos. Considerando o papel de atuacao dos alunos e seus conhecimentos prévios -
dialogando com as dinamicas propostas por este trabalho -, ampliamos as possibilidades
de vivéncia e apropriacdo dos conceitos e suas articulagoes na construcao da identidade
desse aluno. Contribuimos, assim, para uma ampliacao das visoes de mundo desse aluno
e suas percepcoes da diversidade cultural.

5.2 Ensinando matematica com origami

Este capitulo apresenta uma sequéncia didatica elaborada pela autora, que sera apli-
cada com alunos do 3° ano do ensino médio. O local escolhido para aplicagao da atividade
é a Escola Estadual "Adoniran Barbosa', situada na cidade de Valinhos, interior de Sao
Paulo. Esta escola esta ligada a histéria pessoal da autora, sendo onde se formou na
educacao basica e onde hoje se encontra como professora efetiva, possibilitando assim a
aplicacdo em suas proprias aulas, adaptando o curriculo escolar.

A turma que serd aplicada a atividade tem como perfil alunos que estdao dentro do
itinerario formativo de Matematica e Ciéncias da Natureza, tendo facilidade com calculos
basicos e o interesse por calculos avancados e desafios, possibilitando a abordagem de
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assuntos extra curriculares. De acordo com as mudangas do Novo Ensino Médio (referéncia
[25]), o curriculo estd alinhado as dreas de interesse do aluno, aproximando-os de temas
norteadores para sua formacao superior. Os alunos que escolhem compor a grade de aulas
com o Itinerario de Matematica e Ciéncias da Natureza, geralmente estdo interessados
em seguir carreira nas areas correlatas e acabam recebendo formagao voltada a atividades
praticas e inovadoras. Portanto, da-se a importancia de trabalhar o assunto de conicas
em sala de aula com atividade pratica, mesmo que o curriculo paulista nao coloque mais
como obrigatorio o ensino da mesma.

O plano de aula segue abaixo:

Tema: Prética de origami no estudo geométrico

Contetido: Origami; Bissegao e trissecao de angulo; Se¢oes conicas.

Objetivos de Aprendizagem: Compreender o processo de constru¢ao de um ori-
gami; Associar dobras de origami a construcao de formas matematicas e suas proprie-
dades; Aprender sobre bissecao e trissecao de angulos; Realizar a dobra das conicas por
meio de orientagoes do origami; Relacionar as dobras realizadas com as se¢oes conicas e
suas propriedades visuais.

Metodologia de Ensino: A metodologia escolhida para alcancar os objetivos pla-
nejados neste trabalho, foi a metodologia construtivista, que visa a construgao ativa do
conhecimento pelo aluno, através da exploracao e investigacdo por meio de atividade
pratica misturada a metodologia tradicional de aula expositiva.

Habilidades:

« EM13MAT301:"Analisar as caracteristicas e propriedades das figuras geométricas
espaciais e planas, realizando construgoes, representacoes e transformacgoes geomé-
tricas com e sem o uso de tecnologias digitais."

« EM13MAT303:"Aplicar os conceitos de congruéncia e semelhanca de figuras pla-
nas na resolugao de problemas e na construgao de argumentos."

« EM13MAT302:"Utilizar transformagoes geométricas (translacao, reflexao, rotagao
e homotetia) na resolugdo de problemas e na anélise de propriedades geométricas."

« EM13MAT305:"Reconhecer, representar e interpretar geometricamente, em dife-
rentes contextos e em diferentes sistemas de coordenadas, as principais curvas co-
nicas (circunferéncia, parabola, elipse e hipérbole), com e sem o uso de tecnologias
digitais."

« EM13MAT401:"Utilizar modelos matematicos para representar, analisar e resol-
ver problemas de outras areas do conhecimento e da vida cotidiana."

« EM13MAT402:"Planejar e desenvolver projetos que envolvam a investigacao e a
modelagem de situagoes-problema por meio da Matematica, utilizando diferentes
linguagens."

Recursos Didaticos (material):
e Origamis prontos;
o Guia de dobra dos origamis prontos;

o Papel de origami;
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o Papel vegetal;

o Lista de orientacoes;

o Slides com defini¢cbes e materiais sobre conicas;
o Geogebra;

Tempo previsto: Foi previsto o tempo de duas aulas duplas, totalizando quatro
aulas de 50 minutos cada.

Atividades para os Alunos: A atividade foi dividida em momentos para facilitar a
explicacao.

1. A sala seréd organizada em duplas buscando facilitar as dindmicas. Serd entregue as
duplas um roteiro de analise para direcionar as reflexdes dos alunos como o da Figura
5.5. As duplas receberdao modelos de origamis tradicionais, complexos e algumas
dobraduras que nao sao origamis como na Figura 5.1. Os alunos poderao explorar,
analisar e deverao fazer um levantamento de hipdteses sobre quais dos exemplos
apresentados sdo origamis tradicionais e os motivos que os diferenciam. Apds as
conclusoes, serda apresentado aos alunos as respostas corretas, correlacionando-as
com as defini¢oes de origami, como definido no incio do Capitulo 4.

QUEM E O ORIGAMI?

1-Bur‘bu|el.a |Z Flor amarela | 3 - Passaro | Y - Estrela 5 - Peixe

VK 4”4

| 7 - Coragdo | | 8 - Hexa | | 9 - Flor azul | 10 - Tr"a"gulus

Figura 5.1: Modelos de origami que serao entregues aos alunos.

2. O tsuru é o modelo mais famoso e conhecido dentro do mundo do origami, e por
isso sera o primeiro modelo produzido pelos alunos, com as orientacoes da professora
baseado nos passos da Figura 5.2. O objetivo é que os alunos possam entender o
funcionamento das dobras de um origami, suas relagoes com conceitos matematicos
ja conhecidos, bem como a histéria por tras desse famoso passaro de papel. Os
Tsurus elaborados poderao ficar com os alunos de recordacao apds a aula ou eles
poderao doar o passaro feito para realizacado de um mural na escola.
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Figura 5.2: Passo a passo de como dobrar um Tsuru.

3. Devido ao carater académico desta turma, sera disponibilizado aos alunos parte
deste trabalho para que eles entendam melhor os mecanismos cientificos de produgao
de conhecimento e isso contribuird para que eles se inspirem para seguir no ramo
de estudos e pesquisas. Partindo das ideias presentes no trabalho, sera explicada
as definigoes de bissecgao e trisseccao de angulos, para compreenderem o objeto de
estudo principal (a possibilidade de trissec¢ao do dngulo via origami). Sendo assim,
os alunos, que agora ja estarao mais familiarizados com a realizacao das dobras de
um origami, serdo orientados a realizar a bisseccao e posteriormente desafiados a
realizar a trisseccao de um angulo qualquer, apenas com a ajuda de suas duplas.
As dificuldades para realizar tal tarefa devera ser anotada no roteiro de anélise
Figura 5.5. E esperado que os alunos tenham facilidade na realizacio da dobra da
bisseccao, mas que esta mesma facilidade nao se apresente na trissecgao. Concluida
a exploracdo deles com o material, sera averiguado se alguém conseguiu de fato
realizar a trisseccdo e junto a professora, vao aprender como realizar esta dobra
assim como realizado na Segao 4.2.

4. Na aula seguinte, as duplas receberao folha de papel vegetal que estarao previamente
demarcadas como as imagens que seguem:

Figura 5.3: Material entregue aos alunos.

Visto que estao cada vez mais familiarizados com a elaboracgao de origami, os alunos
deverao seguir as orientagoes do roteiro de andlise, para realizar as dobras das conicas
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(elipse, hipérbole e pardbola), assim como também foi realizado na segao 4.4. A ideia
é que os alunos cheguem em resultados como os das imagens abaixo:

Figura 5.4: Conicas dobradas pelo molde.

Apos a producao, os alunos deverao investigar o que essas figuras representam ma-
tematicamente, como:

Nomes dados a estas figuras.

Suas possiveis propriedades.

Funcionalidade.

Aplicabilidade ao cotidiano.

Anotando todas as conclusoes no roteiro de anélise (Figura 5.5), que serd devolvido
a professora no final desta etapa. Considerando que alguns alunos realizam estudos
extra classe, é esperado que até reconhecam as conicas e saibam algumas de suas
propriedades, mesmo sem ter estudado-as oficialmente. As produgoes poderao ficar
de recordacao aos alunos ou poderao ser doadas para elaboragao de um mural na
sala de aula.

5. Para finalizar a aula, serd apresentado oficialmente aos alunos as conicas, com suas
definigoes, caracteristicas, funcionalidades, aplicabilidades, origem partindo do cone
e as formulas correspondentes.

As referéncias utilizadas na preparagdo do plano de aula foram: [11], [12], [13], [25],
[24] e [26].
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Roteiro de andlise — Atividade com origamis

Todas os origamis realizados no decarrer da atividede podem ficar com vocés de recordagdo ou ser doado para
elaboragdo de um mural desta atividade na escola. Respondam conforme orientado pela professora:

1. Vocés jd ouviram falar em Origami? Relate tudo o que sabem a respeito desse assunto.

2. Defina com suas palavras: O que € um origami?

3. Quais dos exemplos apresentados vocés acham que se trata de um origami tradicional? Expliguem o motivo.

4. Tentem realizar a trissecgdo do dngulo dado. Quais foram as dificuldades encontradas?

5. Construindo as conicas.

a) Passo a passo para quem recebeu a folha com a * Repita esse passo para tedos os pontos da
reta e o ponto A desenhados: circunferéncia.
s Cologque o ponto A em cima do primeiro s O0BS: O ponto “0" é apenas o centro da
ponto da reta. Vinque o papel. circunferéncia.
* Cologue o ponte A em cima do segundo ¢) Passo a passo para quem recebeu a folha com a
ponto da reta, Vinque o papel. circunferéncia pequena e o ponto B fora dela:
* Repita esse passo para tedos os pontos da * (Cologue o ponto B em cima do ponto C da
reta. circunferéncia. Vingue o papel.
b) Passo a passo para quem recebeu a folha com a * Coloque o ponto B em cima do proéximo
circunferéncia grande e o ponto E dentro dela: ponto da eircunferéneia, Vinque o papel.
* Cologque o ponto E em cima do ponto F da * Repita esse passo para todos os pontos da
circunferéncia, Vingue o papel. circunferéncia,
* Cologue o ponto E em cima do préximo * OBS: O ponto “0” é apenas o centro da
ponto da circunferéncia. Vingue o papel. circunferéncia.

6. Respondam de acordo com o opinido de vocés:
a) Qual a maior dificuldade encontrada ao realizar os passos?

b) Quais os nomes das figuras formadas pelas dobras?

c) Dé exemplos de coisas que tenham esse formato.

d) Qual a relagdo dessa figura com a matematica?

Figura 5.5: Roteiro de analise dos alunos.

5.3 Relato da aplicacao

A aplicacao da atividade se deu de forma tranquila, atingindo os objetivos previstos,
mas levou mais tempo do que o planejado devido a discussoes extras e as dificuldades de
gerenciar 40 alunos sem nenhuma experiéncia com origami.

A dindmica se iniciou com a apresentacao dos objetivos da atividade, que se difere
do que os alunos estao habituados a realizar nas aulas da escola, sendo aplicada para
finalizacao de um trabalho de mestrado elaborado pela professora de matematica. Por se
tratar de uma atividade pratica, com producao de origamis, os alunos foram orientados
a sentarem em duplas e a manter siléncio para acompanhar as instrucoes e conseguir
realizar as praticas propostas. Todos os participantes receberam um roteiro de analise,
igual ao da Figura 5.5, que deveria ser preenchido conforme solicitado.

Com a sala organizada, os alunos iniciaram respondendo as duas primeiras perguntas
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do roteiro de analise. Examinando suas respostas, pude perceber que todos tinham uma
ideia pré-estabelecida do que é um origami. De modo geral, as respostas afirmam que
origamis sao dobraduras que formam figuras variadas e que sua origem esta relacionada
a cultura asiatica, com variagbes quanto ao pais exato. Como exemplo, segue a imagem
com uma das respostas mais completas a respeito do assunto:

a5 M T e _ N

E W"“fmt’_ﬁdgoq@ sabem a respeito desse assunto.

Figura 5.6: Resposta de alunos da primeira questao.

Por outro lado, na questao 2, em que precisavam definir o que é um origami, mui-
tas respostas apenas repetiram o contetido da primeira. Ou seja, nenhum dos alunos
demonstrou ter um conhecimento conceitual claro sobre o que, de fato, ¢ um origami.

Apés responderem as duas primeiras questoes, iniciou-se a parte exploratéria da ati-
vidade, na qual foram apresentados a turma todos os origamis e dobraduras elaborados
pela autora, com uma explicacdo simples sobre o que representava cada um deles. As
figuras mostradas aos alunos estao na imagem abaixo:

Figura 5.7: Dobraduras apresentadas na aplicacao da atividade.

Os alunos puderam analisar todos de perto e explord-los da forma como quisessem.
Mesmo sendo orientados a ter cuidado com todas as pecas presentes na atividade, os
origamis que eram manipulaveis acabaram sendo desmanchados, gerando varias interrup-
¢oes durante a explicacao, para que fossem montados de volta. Finalizadas as andlises, os
alunos responderam a questao 3 do Roteiro de Anélise, na qual deviam apontar quais das
figuras apresentadas se tratavam, de fato, de um origami tradicional e levantar hipéteses
para isso. A grande maioria apontou pelo menos o tsuru e o cisne como origamis tradicio-
nais, com justificativas distintas, variando da suposicao de que sao elementos da natureza,
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cogitando que poderia ser pela riqueza de detalhes minuciosos ou apontando o fato de se
tratarem dos modelos mais populares e comuns quando se fala em origami. Porém, dois
grupos levantaram a hipotese de que essas figuras seriam consideradas tradicionais por
nao possuirem cortes, aproximando-se, assim, da definicao abordada neste trabalho.

Concluidas as respostas, foi apresentado aos alunos a defini¢cdo de origami descrita no
Capitulo 4 (baseada na Referéncia [15]). Em seguida, foi realizada uma andlise coletiva
sobre quais das figuras se enquadravam nessa defini¢cao. Esse momento gerou uma intera-
¢ado engracada entre os alunos, que disputaram quem acertava mais figuras. Entretanto,
nenhuma das duplas identificou todos os origamis que se enquadram na definicdo de Du-
reisseix. A seguir, apresenta-se a imagem com as figuras que sao origamis de acordo com
essa definicao:

Figura 5.8: Origamis segundo defini¢cao de Dureisseix.

Temos respectivamente as imagens de: borboleta, tsuru, estrela modular, peixe, flor,
estrela de triangulos, cisne, coelho e dinossauro. As demais figuras nao sao consideradas
origamis tradicionais, pois apresentam corte, cola ou nao sao realizadas a partir de um
pedago de papel quadrado.

Ap6s compreenderem o conceito de um origami, os alunos foram apresentados a his-
toria do tsuru, que todos conheciam e relacionaram a um origami. O tsuru é uma ave
sagrada no Japao, simbolo de satide, boa sorte, felicidade, longevidade e fortuna. Reza a
lenda que quem conseguir dobrar mil tsurus em vida tera um desejo realizado pelo destino.

Uma menina chamada Sadako Sasaki sobreviveu ao ataque da bomba atomica de
Hiroshima, mas desenvolveu cancer e, apés a visita de uma amiga intima, descobriu a lenda
do tsuru. Ela entdo dedicou o resto de sua curta vida a fazer os mil tsurus e desejar sua
cura. No entanto, Sadako nao conseguiu realizar seu sonho, morrendo antes de completar
700 tsurus, se tornando um simbolo de paz em seu pais. Motivados pela contextualizacao
historica, os alunos foram convidados a executar o tsuru com a professora.

Os passos iniciais foram faceis de realizar, mesmo com os alunos apresentando pouca
experiéncia com dobras. Porém, conforme os passos se tornavam mais detalhados, diversos
alunos comecaram a apresentar dificuldades para realiza-los. Estarem organizados em
duplas, nesse momento da atividade, foi crucial, pois pude contar com a colaboracao de
um auxiliando o outro nos momentos de dificuldade e, quando ambos tinham problemas,
ficava a cargo da professora oferecer o suporte necessario.

Essa atividade acabou levando mais tempo do que o esperado, pois a sala tem 40
alunos, e mais da metade nunca havia tentado fazer algum tipo de origami. Assim,
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muitos tiveram dificuldades para compreender os passos, e alguns inverteram a folha na
hora de dobrar, o que impossibilitou a dobra seguinte. Isso levou a diversos momentos em
que foi necessario interromper a atividade para corrigir as dobras e permitir que os alunos
prosseguissem. Ao final, cerca de trés ou quatro alunos nao conseguiram realizar o origami.
Entretanto, todos receberam explicac¢oes individuais da professora para compreender como
finalizar seus tsurus. Abaixo, seguem imagens do processo e do resultado final de alguns:

Figura 5.9: Alunos fazendo o Tsuru.

Seguindo o planejamento, este trabalho foi apresentado, em sua forma parcial, aos
alunos. O objetivo foi explicar o funcionamento de uma pesquisa cientifica, pontuando os
propésitos da atividade da qual eles fizeram parte, sua relevancia e a relacao da dinamica
com a abordagem do trabalho. Neste momento, muitas dividas sobre o meio académico
surgiram por parte dos alunos. Todas foram esclarecidas, sempre com o incentivo as
vivéncias que a universidade publica pode proporcionar. Os questionamentos apresenta-
dos nao estavam previstos no planejamento, mas foram de extrema importancia para os
envolvidos, que se mostraram empolgados em participar e ansiosos para ver o trabalho
completo.

Explicado o objetivo da pesquisa (que aborda a impossibilidade das construgoes clés-
sicas da geometria grega e a possibilidade de resolugao via origami, com enfoque no
problema da trissec¢ao de um angulo qualquer), os alunos se depararam com termos, até
entao desconhecido. Dessa forma, foi explicado que a bisseccao é a divisao de um angulo
em duas partes iguais e a trisseccao de um angulo é a divisao em trés partes iguais.

Compreendendo, assim, o cerne da pesquisa, chegamos a conclusao de que a bisseccao
de um angulo via origami ¢é facil de realizar, visto que basta dobrar qualquer angulo ao
meio. Os alunos entao receberam uma folha quadrada de origami com a marcacao de um
angulo qualquer como na imagem abaixo e foram desafiados a realizar a trisseccao, uma
vez que ja tiveram um primeiro contato com as dobraduras elaborando o tsuru.
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Figura 5.10: Angulo arbitrario recebido pelos alunos para realizar a trisseccio.

Neste momento, os alunos tiveram a oportunidade de explorar as dobras, os vincos
e levantar suposicoes sobre como realizar a trisseccao do angulo em trés partes iguais.
Ideias e tentativas nao faltaram; os alunos se empenharam em superar o desafio proposto.

Figura 5.11: Alunos explorando possibilidades de trissectar um angulo.

Na Figura 4.3, podemos ver a divisao de uma folha em trés partes de forma mais
simples, porém nao aceita matematicamente, por envolver a realizacdo de duas dobras
simultaneas. Utilizando esse mesmo raciocinio, que nao havia sido previamente apresen-
tado, uma das alunas conseguiu chegar muito proximo de uma possivel solugdo para o
problema. Ao dobrar a folha em uma espécie de “S”, ela dividiu o dngulo em trés partes
praticamente iguais, o que possibilitou relacionar a explicacao com a ideia abordada na
Secao 4.1, sobre as divisoes da folha em n partes. A seguir segue imagem do processo
realizado por ela:



Relato da aplicacao 81

Figura 5.12: Aluna trissectando dngulo com método de dobra em "S".

Mesmo com essa tentativa bastante proxima, nenhum aluno conseguiu chegar a cons-
trugao realizada na Figura 4.12. Assim sendo, receberam outra folha, como a da Figura
5.10, e acompanharam o passo a passo da construgdo com a professora, que explicou o
ponto exato que possibilita a trisseccao via origami. Os alunos ficaram fascinados com
a possibilidade de resolver, por meio do origami, algo que nao é possivel com célculos
tradicionais, e alguns até pediram uma folha extra para apresentar a outras pessoas.

Na tultima parte da atividade, os alunos receberam folhas demarcadas, como na Figura
5.3, e foram instruidos a seguir os passos de acordo com a Atividade 5 do Roteiro de
Analise. Nesse processo, alguns alunos tiveram dificuldade em compreender os passos
listados no roteiro, sendo necessaria uma orientacdo individual para que fosse possivel
entender o que estava sendo solicitado. Alguns se perderam na sequéncia da construgao
de dobras, por se tratar de muitos pontos muito préximos entre si. Ao finalizar os passos,
foram orientados a responder a questao 6.

Figura 5.13: Conicas via dobras realizadas pelos alunos.

A grande maioria dos alunos encontrou maior dificuldade em manipular o papel com
vincos tao préximos e em grande quantidade, como solicitado. Curiosamente, muitos
associaram as formas encontradas a elementos que compdem a galaxia, como buracos
negros, 6vnis, anéis de Saturno, quebra da quarta dimensdo, matéria escura ou raios
cosSmicos.

Entretanto, apesar de conhecerem a pardabola, os alunos nao perceberam a formagao
dessa conica ao realizar as dobras. Na verdade, focaram nos tragos formados pelos vincos,
associando-os a pirdmides, holofotes de shows ou teias de aranha.

Concluido o preenchimento do roteiro, os alunos foram formalmente apresentados as
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conicas. Com o uso de imagens, puderam perceber que as trés figuras formadas pelas
dobras guiadas partem das se¢oes de um cone e que os vincos que surgem na folha sao,
na verdade, as retas tangentes as formas.

Foram apresentados também a composicao das conicas, como focos, vértices e alguns
exemplos de onde encontra-las, com o objetivo de introduzi-los ao contetido que serd
abordado no decorrer das aulas de Matematica, finalizando assim a atividade planejada.

Consideragoes finais: Caso surgisse a possibilidade de aplicar a dindmica nova-
mente, seriam feitas algumas alteragoes visando a melhoria da estrutura. A primeira
modificacao seria relacionada a elaboragao do tsuru. Considera-se que, se houver fotos
de todos os passos para serem mostradas aos participantes durante a construgao, isso
facilitaria a compreensao de algumas dobras mais complexas.

Seria recomendéavel reservar mais tempo do que o inicialmente previsto no planeja-
mento, especialmente se os participantes apresentarem pouco ou nenhum conhecimento
prévio sobre dobras e origamis, pois, nesses casos, é necessario conduzir a atividade com
mais calma.

Se aplicada em escolas, especialmente no ensino médio, é importante considerar as du-
vidas que podem surgir em relagao ao ambiente académico, ao se explicar que a atividade
faz parte de um trabalho de mestrado. Também podem surgir questionamentos sobre as
possibilidades de construcao, por meio do origami, de figuras que nao sao construtiveis
algebricamente.

A 1ltima parte da atividade, quando aplicada a alunos que ainda nao estudaram os
conceitos de conicas, pode servir como introducao ao tema, contextualizando-o e moti-
vando os estudantes a investigar as construgdes propostas.

Finalizada toda a aplicacao, algumas alunas se dispuseram a montar um mural na
escola com os materiais elaborados pela turma, para expor aos demais alunos da escola.

Figura 5.14: Alunas montando o mural das atividades na escola.



6 Conclusao

Ao longo dos estudos realizados neste trabalho, podemos perceber que a resolugao
dos Trés Problemas Cldssicos da Geometria Grega estao condicionados a perspectiva cul-
tural definida ao longo da construcao da ciéncia matematica, predominando um escopo
ocidental. Isso acabou por limitar as possibilidades de resolugao, como percebemos na
Teoria de Galois, realizando as construcoes por meio de régua nao graduada e compasso
- mecanismo consolidado e institucionalmente aceito. Entretanto, por meio da geometria
dos origamis - e seu novo olhar e possibilidades -, somos capazes de desenvolver novas
solugoes para esses problemas que, ha tanto tempo, intrigam muitos estudiosos.

O método proposto inicialmente por Abe, em [19], mostra-se mais potente que o0s
métodos tradicionais. O que torna esse processo eficaz é a sobreposicao simultanea de
dois pontos distintos sobre duas retas, algo possivel apenas por meio da dobradura. Além
disso, a manipulacao do papel dobrado nos permite desenhar objetos geométricos, como
as parabolas, que vao além das construgoes habituais com régua e compasso.

A relevancia do estudo desenvolvido neste trabalho estda no fato de que, geralmente,
vislumbramos essas construgoes apenas de maneira classica durante a graduagao. Ter
a oportunidade de estuda-las com mais profundidade em um trabalho de poés-graduacao
permite diversas reflexdes, como: existem outras formas de interpretar a matematica
que ainda sao desconhecidas? Essas interpretacoes, antes impensaveis, escondem um
universo de construgoes, teorias e formas de enxergar e explicar o mundo? Herdamos dos
matematicos gregos nao apenas métodos e ferramentas criados ha séculos, mas também o
fascinio por compreender e explicar a realidade. Mesmo com tantos anos nos separando,
ainda somos movidos pelas mesmas curiosidades.

Além de muito conhecimento, a elaboracao deste trabalho desenvolveu uma paixao
pela arte dos origamis, até entao desconhecida. O fascinio pelas maravilhas construidas
com dobras nasce com os problemas classicos, mas se fortalece na preparagao da atividade
pratica, elaborada com o objetivo de envolver os alunos, resultando na aprendizagem e
exploragao de diversos tipos de origamis.

Sua utilizagao no ensino é fundamental para desenvolver a concentracao, a criatividade,
a coordenacido motora e incentivar a autonomia do praticante. Os alunos aprendem a
seguir instrugoes, sequenciar acgoes e lidar com desafios ao dobrar. Além de facilitar a
aprendizagem da matematica — auxiliando na visualizagao espacial e no raciocinio logico,
e possibilitando a construcao de conceitos como geometria, fragoes, simetria, proporcao,
area e volume — o origami ainda pode ser utilizado de forma interdisciplinar.

O desenvolvimento e interagao dos envolvidos na atividade foi notéria. Apesar das
dificuldades relatadas no trabalho, o processo de elaboracdo e execucao da atividade
pratica foi gratificante e satisfatério. A curiosidade apresentada pelo origami, a liberdade
de exploragao do material e os resultados obtidos com as dobras, tornaram os alunos
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mais interessados no conhecimento. Com uma abordagem pratica e lidica, os envolvidos
puderam ampliar suas compreensoes antes de resolver calculos sem sentido, motivando-os
a decifrar o conhecimento e nao s6 absorvé-lo obrigatoriamente. O mural elaborado na
escola gerou grande repercussao com demais alunos, que nao tiveram a oportunidade de
participar da atividade, levantando questionamentos e movendo-os a se interessarem pela
relacao da matematica com um origami.

Por se tratar de uma arte economicamente acessivel, que utiliza apenas papel, qualquer
pessoa interessada pode aprender explorando as dobras sozinho, aprendendo com alguém
que domina determinadas técnicas ou por meio de tutoriais disponiveis na internet (como
foi o caso na elaboragao deste trabalho).

O objetivo principal dessa obra, se moldou através da analise dos trés problemas clas-
sicos por meio do origami, a partir da leitura da obra de Hull [1], que ainda é desconhecido
pelos meios académicos predominantes no Brasil, por se tratar de uma publicagao muito
atual, datada de 2020. No livro, o autor apresenta uma variedade de estudos e inter-
pretagoes da matematica com uso de origami. Entre eles, o que mais chama atencao e
desperta o interesse da autora é o capitulo de construgao de um corpo algébrico dos niu-
meros origami. No entanto, por fugir do escopo deste trabalho, tornou-se uma promissora
possibilidade de continuidade nos estudos da pés-graduacao, em um futuro doutorado, no
qual o foco seria o estudo das estruturas algébricas dos niimeros origami.
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