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Resumo

Neste trabalho estudamos o Teorema de Sturm para zeros de solucoes de
equagoes diferenciais lineares de segunda ordem e suas extensoes. Estes resul-
tados classicos sao aplicados para analise de monotonicidade e convexidade de

zeros de polinomios ortogonais classicos.



Abstract

We study Sturm’s theorem on zeros of solution of linear second-order diffe-
rential equations as well as its extension. These classical results are applied to

analyze monotonicity and convexity of zeros of classical orthogonal polynomials.
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Introducao

Os polinémios ortogonais classicos surgem cada vez mais em problemas fundamentais na
matematica. Um estudo principal é o comportamento de seus zeros, pois ha varias aplicagoes
importantes. Uma delas é que esses zeros sao os melhores nés da formula de quadratura de

Gauss, isto é, a férmula de quadratura com n nés

b n
[ ety =37 A s,

¢é exata para todo polinomio de grau 2n — 1 se, e somente se, x,, v = 1,...,n, SA0 0S zeros
do n-ésimo polindmio que é ortogonal em (a,b) com relacdo a fun¢do peso w(x). Outro
fato interessante é que os zeros dos polinomios ortogonais classicos admitem uma bonita
interpretacao eletrostatica. Para os zeros do polinomio de Jacobi P,&‘“’ﬁ ) (x) esta interpretagao
¢ a seguinte: dadas duas cargas fixas com forcas (6+1)/2 e (a+1)/2, localizadas em —1 e 1,
respectivamente, e n cargas unitdrias livres em (—1, 1), a tinica posi¢do para a qual a energia
atinge o minimo global ¢ quando a posicao das cargas coincide com os zeros de pled ().
Ha ainda outras aplicacoes como em Teoria dos Cddigos, Teoria do Potencial em Equacoes
Diferenciais, Desigualdades Polinomiais, Regressao Polinomial e Processo de Nascimento e
Morte em Estatistica e Métodos de Relaxacao em Algebra Linear. Devido a importancia dos
zeros dos polinomios ortogonais, fazemos um estudo de suas propriedades de monotonicidade
e convexidade.

Desenvolvemos um estudo detalhado do Teorema Cldssico de Sturm para zeros de
solucoes de equacoes diferenciais lineares de segunda ordem e suas extensoes. Estes resul-
tados sao aplicados para analise dos zeros dos polinémios ortogonais classicos de Jacobi,
Gegenbauer, Laguerre e Hermite.

A dissertagao esta organizada da seguinte forma.

O primeiro capitulo - Resultados Preliminares - contém alguns topicos basicos da teoria

de equagoes diferenciais lineares homogéneas de segunda ordem, a transformada de Liouville,
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as propriedades gerais dos polinomios classicos, tais como formula do tipo de Rodrigues,
relacao de ortogonalidade, relagao de recorréncia e equagao diferencial associada. No segundo
capitulo - Teoremas de Sturm-Liouville - apresentamos em detalhes os teoremas classicos de
Sturm, que sao os teoremas de separagao e comparacao, o teorema de convexidade e a versao
integral do teorema de Sturm. No terceiro capitulo - Aplicacoes dos Teoremas de Sturm-
Liowville para Zeros - apresentamos os resultados dos artigos (Elbert e Laforgia [7], [6] e [9],

Ahmed, Muldoon e Spigler em [1], Deano, Gil e Segura em [3] e Elbert e Siafarikas em [11]).



Capitulo 1

Resultados Preliminares

1.1 Equacoes Diferenciais de Segunda Ordem

1.1.1 Topicos da Teoria

Uma equagao diferencial linear de segunda ordem é da forma

po() h + (@) T+ pale)y = psla), (1)

onde p; : I — IR, 7 =0,1,2,3, sao fungoes continuas no intervalo I, o qual pode ser finito ou
infinito.

Nesta secao nos deteremos a escrever um pouco da teoria das equacoes lineares de se-
gunda ordem e ao comportamento de suas solugoes.

Dividindo (1.1) pelo coeficiente py(z), obtemos a chamada forma normal

d?y du
s +p(ff)% + q(z)y = r(x), (1.2)
P =Dp1/Po, ¢ = p2/Po, T = D3/Do. (1.3)

Esta equagao diferencial é equivalente a (1.1) quando po(z) # 0 para todo x € I. Quando
po(xo) = 0 para algum ponto = = xy, entdao as fungdes p e ¢ ndo sao definidas em xy. Neste
caso, dizemos que a equagao diferencial (1.1) tem um ponto singular, ou uma singularidade,
no ponto xg.

Nesta discussao, trataremos somente de equagoes diferencias lineares de 2¢ ordem da
forma (1.1) em intervalos onde po(x) # 0.

Para iniciar, consideremos o conjunto C?(I) das fungoes de classe C? definidas em I, isto

é, o conjunto das funcoes que sao duas vezes diferenciaveis e a segunda derivada é continua
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em I. Claramente, C*(I) é um espaco vetorial, pois, dados f,g € C*(I) e escalares a e 3,
temos af + fg € C*(I).
Operador Diferencial. Dada uma equacao diferencial linear de segunda ordem da

forma (1.1), chamamos a transformagao linear
L:C*I)— CI) (1.4)

definida por L[f] = pof” + p1f’ + p2f de operador diferencial associado & equagao (1.1). O
operador L de fato ¢ linear, isto é, satisfaz L] f + 3¢] = aL[f]+ (L[g] para quaisquer escalares
a e 3 e fungoes f, g de C*(I).

Problema de Valor Inicial. Em geral, dada uma equacao diferencial linear de segunda
ordem, da forma (1.1) ou (1.2), o problema de encontrar uma solugao y(z) que satisfaz as
condigoes iniciais dadas f(zg) = yo ¢ f'(z9) = y é chamado de problema de valor inicial.
Provaremos que, se as fungdes p; sdo todas continuas e po(x) # 0, este problema tem uma

Unica solucao.

Teorema 1.1. (Existencia e Unicidade) Se p e q sao funcgdoes continuas em um intervalo

(a,b), entdo o problema de valor inicial

d?y du

I +p($)% +q(z)y = r(x)
y(wo) = Yo
Y (7o) = Yo

tem uma, e somente uma, solucdo definida em (a,b).

Teoria da Equacao Homogénea. Uma equacgao diferencial linear de segunda ordem
é dita homogénea se, para todo x em I, a fun¢do p3(z) na equagao (1.1), ou r(x) na equagao
(1.2), for identicamente igual a zero. Caso contrério, a equagdo é chamada nao-homogénea.

Vamos estudar a equacao diferencial linear de segunda ordem homogénea, isto é,

d?y du

e +p(fr)@ +q(z)y =0, (1.5)

onde p e ¢ sao fungoes continuas em um intervalo I C IR. Usando o operador diferencial L,
esta equagao reduz-se a Ly](x) = 0.
Uma caracteristica fundamental da equagao diferencial linear homogénea (1.5) é o cha-

mado Principio da Superposi¢io. Dadas duas solugoes f e g de (1.5) e quaisquer dois escalares
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a e 3, a fungdo h(x) = af(x) + Bg(x) é também solugao de (1.5). Esta propriedade é carac-
teristica das equacoes lineares homogéneas.

Vamos introduzir a noc¢ao de independéncia linear. Dada duas fungoes f e g definidas
em um intervalo I, elas sao ditas linearmente dependentes em I se, existem escalares o e (3
nao simultaneamente nulos, tais que, af(z) + fg(z) = 0, para todo = em I. Se a condicao
af(x)+ Bg(z) = 0 para todo z em [ implicar que o« = § = 0, entao as fungoes f e g sao ditas
linearmente independentes.

Tomando-se duas funcgoes f e g diferenciaveis, podemos relacionar a dependéncia linear

através do Wronskiano, o qual definiremos a seguir.
Definicao 1.1. O Wronskiano de quaisquer duas funcoes diferencidaveis f e g € definido por

witgia)=| 17 I g - ey ). (1.6)
f(z) ¢()

Proposicao 1.1. Se f e g sdo funcoes diferencidveis e linearmente dependentes em um in-

tervalo I, entao W(f,g;x) =0, para todo x em I.

Demonstracao:

Sejam f e g fungoes diferenciaveis definidas em [ e escalares « e  ambos nao nulos
tais que af(x) + Bg(x) = 0, para todo z em I. Dai, af'(z) + B3¢ (z) = 0, para todo x
em I. Sem perda de generalidade, suponha que 8 # 0. Multiplicando a primeira equagao

por [ e a segunda por f e subtraindo ambos os resultados, obtemos para todo x em I,

B(f(x)g () = g(x)f'(x)) = 0, ou seja, W(f,g;x) = 0. n

Proposicao 1.2. Se f e g sao funcoes diferencidveis em um intervalo I com Wronskiano

diferente de zero em um ponto xq de I, entdo f e g sdo linearmente independentes.

Demonstracao:

Suponhamos, por contradicao, que f e g sao linearmente dependentes. Entao, existem
escalares a e # ambos nao nulos tais que a.f (x)+ (g(z) = 0, para todo x em I. Dali, derivando,

obtemos, af'(x) + (¢’ (x) = 0, para todo x em I. Em particular, para x = z( temos o sistema
af(zo) + Bg(xze) =0
af'(xo) + B9'(z0) =0

cujo determinante é W(f, g;xq) , o qual é diferente de zero por hipdtese. Conseqlientemente

a =3 =0, o que é uma contradi¢ao. |
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Teorema 1.2. Sejam f e g duas solugoes de (1.5) em um intervalo I. Entao f e g sao

linearmente independentes em I se, e somente se, seu Wronskiano nunca se anula em 1.

Demonstracao:

Da Proposicao (1.2), resta provar que se f e g sao solugoes linearmente independentes
de (1.5) em I, entao seu Wronskiano é diferente de zero. Fixemos xy em [ e provemos que
W(f,g;x0) # 0. Suponha, por contradigdo, que isso nao ocorra. Concluimos entdo que o
sistema

af(wo) + Bg(ze) =0

af'(zo) + By (x9) =0
tem solugao (a, #) nao trivial. Formemos a fungao h(z) = af(z) + Bg(x) a qual é solucao
de (1.5) pelo Principio da Superposicao, e, como h(xg) = h'(xg) = 0, pelo Teorema da
Unicidade, h(x) = 0 em [. Dai, concluimos que f e g sdo linearmente dependentes, o que é

uma contradigao. m

Teorema 1.3. Sejam f e g duas solugoes da equacao diferencial linear homogénea (1.5). Se
W(f, g;x0) # 0, para algum ponto xq, entdo cada solu¢ao h desta equagdao diferencial é igual a

alguma combinagao linear de f e g, ou seja, h(x) = af (x)+[Bg(x) para algum par de escalares

ae (.

Demonstracao:

Pelo Principio da Superposigao, qualquer h(x) = af(z)+ Bg(x) satisfaz (1.5). Por outro
lado, suponha que a fungao h satisfaz a equagao diferencial (1.5). Ent@o, no ponto z = x,

constantes a e § podem ser encontradas tais que

af(wo) + Bg(we) = h(wo), af'(wo) + By (w0) = ' (wo). (1.7)

De fato, as constantes « e 3 sao

0= h(x0)g'(xo) — g(xo)h' (20)
f(0)g' (zo) — g(w0) f'(20)

5= f(xo)l (w0) — h(fco)g'(iﬁo)‘
f(x0)g' (o) — g(x0) f'(0)

Pelo Principio da Superposigao , para estas escolhas de a e 3, a funcao y(x) = h(z) —af(x) —
Bg(x) satisfaz a equagao diferencial homogénea (1.5), com condigoes iniciais y(zg) = y'(zo) =
0. Dai, pelo Teorema da Unicidade, y é a solucao trivial (y(x) = 0) da equagao diferencial

homogeénea. Conseqiientemente h = af — f3g. |
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Este resultado é de suma importancia, pois ele nos diz que se encontrarmos duas solucoes
linearmente independentes de (1.5) ent@o a solugao geral de (1.5) estd determinada e é dada

pela combinagao dessas solugoes.

Teorema 1.4. O Wronskiano de quaisquer duas solugoes de (1.5) satisfaz

IVU&AOZW“ﬁ%xdwm(—L:MOﬁ) (1.8)

Demonstracao:

Derivando (1.6) e escrevendo W (f, g;x) = W (x) para abreviar, obtemos
W/ — fgl/ _ gf//. (19)

Pelo fato de que f e g sao solugoes de (1.5), temos que f” = —pf' —qf e ¢" = —pg’ — qg.

Substituindo estas expressoes de ¢” e f” em (1.5) e cancelando, chega-se a
W'(x) + p(z)W(z) = 0

que é uma equacao linear de primeira ordem. A solugao é dada por (1.8), onde xy pode ser

tomado como qualquer ponto do intervalo de definicao. |

1.1.2 Transformadas

Neste trabalho, usaremos um tipo especial de transformada que reduz uma equacao dife-
rencial homogénea de segunda ordem em uma equagao da forma Sturm-Liouville. Lembremos

que uma equacao diferencial de Sturm-Liouville é da forma
u”" + Mx)u' = 0. (1.10)

Sejam K (z), M(z), e N(z) fungdes definidas em um intervalo (a,b), onde K e M
possuem derivadas continuas e K(z) # 0 neste intervalo. Se, na equacao diferencial linear

homogénea de segunda ordem
K(x)y" + M(x)y' + N(z)y =0, (1.11)

fizermos y(z) = s(z)u(z), onde u(x) é uma funcao desconhecida, s(x) pode ser determinada
tal que u(x) satisfaga uma equagao da forma (1.10). Com efeito, substituindo y(z) = s(x)u(z)
em (1.11) obtemos

u”—i-/\u—l—w-u’zo, )\:KS”+M3’+N3

Ks Ks
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Mas (1.10) implica em, 2Ks" + Ms = 0. Calculando diretamente, segue que

M d (M M\* N
s(z) = e( —/ﬁdm) e ANx)= _%(ﬁ) — (ﬁ) + T (1.12)
Se introduzirmos em (1.11) uma nova varidvel independente definida por = = o(f),
obtemos
dy dy , dy dy 1
A A Y
-’ T LT w o
e
d? d ") d? d? 1 d? ") d
Py _dy o"O) LY e o TV ALy _0) vy
do?  dx o'(f)  da? dz?  [0/(0)]> \d#?> o'(0) db

Substituindo na equagao (1.11) segue

e simplificando, chegamos a

d?y

K-o'(6)- =5+ [M- [0 — K -o"(9)] - S 4 N (0))Py = 0. (1.13)

Aplicando o raciocinio anterior, escrevemos y = s*u, onde s* pode ser determinada de tal

forma que u satisfaca
U w0 (1.14)
do? ’

logo
dy . du  ds* Py , dPu o ds* du d*s*

ao " dp gt @ T T Cdp de " deE
Entao (1.13) se reduz a

, Ld?u ds* du d*s* ’r N2 y Ldu o ds” J N3
Ko'(0)|s ﬁ+2d9@+ud921 + {M[a(@)] — Ko (9)} : {s @—i— d@u} + N[o'(0)]°y =0

ou seja,
d*u 1 ds* du
— 4+ Nu+— (2K M[o'(0))* — Ko” ) = 1.1
dez—l—)\ U+KO'/((9)8*( a'(0) 70 +[ [0'(0)] o (0)}s>d9 0 (1.15)
onde [ ]
1 d?s* Mo'(0))> — Ko"(0)] ds* N[o'()]?
= — — 1.1
NEsae T Ko'(0)s oK (1.16)

De (1.14) segue que
ds*

2Kd'(0) 7

+ [M[o'(0)]2 — Ko (6)]s* = 0

ou equivalentemente [ }
Mlo'(0) — Ko"(6) L
— Ko () dQ—E-ds.
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Um célculo direto nos leva a s* = s - (¢/)/2. Por outro lado, como

st [M[o'(0) — Ko"(0)] .

do 2Ko'(0)

ds' :[Mwww—waq?g_g{MW@W—wayf
do? 2Ko'(0) db 2Ko'(0)

entao (1.16) é escrito como

s[He e gyl

* N / 2
A= =[O (1.17)

1.2 Polindomios Ortogonais

Nesta secao, forneceremos algumas informacoes sobre polinomios ortogonais e também

destacaremos algumas de suas propriedades. Para mais detalhes, consultar Szegé [15].

1.2.1 Propriedades gerais dos polinomios ortogonais

Sejam [a, b] um intervalo dado, finito ou infinito, e w(x) uma fungao definida e nao-negativa

em [a,b]. Vamos supor que .
/ w(z)dx > 0,
para qualquer subintervalo [a, ] de [a,b]. Toda func¢do w(z) que satisfaz essa propriedade é
chamada fung¢dao peso em [a, b].
Definigao 1.2. Definimos o produto interno, associado ao peso w(x), de duas fungées f e g
em la,b] por .
()= [ @gta)ote)ds

Definigao 1.3. Duas funcdes f e g sao ortogonais em [a,b] com relagdo a uma fungdo peso

w(z), e escrevemos, f L g, se (f,g) =0.
Definicao 1.4. Definimos por m, o espago dos polinomios de grau n.

Definigao 1.5. Dizemos que uma seqiiéncia de polinomios {P,(x)} ~, € ortogonal com res-
peito a fungao peso w(x) em [a,b] se, para todo n € IN, o polinémio P,(z) € um polindmio de
grau exatamente n, e para todo par (m,n) de nimeros inteiros nao-negativos, os polinémios

P,(x) e P,(x) sao ortogonais com relagao ao produto interno {-,-), ou seja,

(1) Pu(z)=apz" +rp_1, ap>0, ry_1 € T

(1) (P,, P,) :/ P, (z) Pp(x)w(x)dz = hyom, (1.18)
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onde ¢; ; representa o delta de Kronecker, isto é, 0;; = 0, se i # je d;; =1, se t = j. Por
alguns motivos, em vez de exigirmos que todos os P, sejam de grau exatamente n, impoe-se
que o coeficiente do termo de maior grau do polinémio seja positivo. Quando h,, = 1 em
(1.18), dizemos que a seqiiéncia de polindmios é ortonormal e denotamos por {p,(z)}>2,.
Por simplicidade e para evitar confusao, denotaremos os coeficientes do polinomio P, (x)

por a,, k=0,...,n. Logo,

Po(x) = ania®, any #0. (1.19)

k=0

Destaquemos algumas propriedades dos polinomios ortogonais.

Propriedade 1. Seja { P, ()}, , wma seqiiéncia de polindmios ortogonais. Toda subseqiiéncia

finita Py(z), Pi(x), ..., Py(z) de polindmios € linearmente independente.

Demonstracao:

m
Seja ¢j, 7 = 0,1,...,m, escalares, tais que Z ¢;P;(z) = 0. Fazendo o produto interno
j=0
por Py(x), k=0,...,m, segue imediatamente que

m

S ¢ (Py(a), Pula)) = 0.

J=0

Usando a defini¢ao de ortogonalidade (1.18),

0= ch (Pj(z), Py(z)) = cx (Pu(x), Pr(z)),

7=0
ou seja, ¢ = 0, k = 0,...,m. Portanto, o conjunto {Fy(z), Pi(x),..., P,(z)} é linearmente

independente. |

Propriedade 2. Seja Q(x) um polindmio de grau menor ou igual do que n, entao Q) pode ser

unicamente representado por
Q(x) = agPo(x) + ... + @, Py ()
com coeficientes oy, . .., Q, TEALS.

Demonstracao:

De fato, pela propriedade 1, os polinomios FPy(x), ..., P,(x) formam uma base para 7,

entdo cada elemento de , ¢ unicamente representado como combinagao de Py(z), ..., Py(x).
(@, By)
(P )

Os coeficiente a;, 7 =0,...,n sao facilmente determinados e sao dados por o; =
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Propriedade 3. Seja Q(x) um polindmio de grau menor ou igual do que n — 1, isto ¢,
Q € mn_1. Entao, (Q,P,) = 0. Em outras palavras, isto significa que P,(x) é ortogonal a

todos os polinomios de grau menor ou iqual do que n — 1.

Demonstracao:

Seja Q € m,_1, entao pela propriedade 2, existem escalares ay, ... a,_1 tais que
Q(x) = agPo(z) + ... + a1 Py ().
Da definicao de ortogonalidade, segue imediatamente que
(Q,P,) = ag(Py, P,) + ... + a_1(Py_1,P,) =0,
ou seja, @ L P,. |

Propriedade 4. Quaisquer duas sequéncias de polinomios ortogonais com mesma fun¢ao
peso diferem apenas de uma constante, em outras palavras, se {Qn(x)},—, € {Pa(z)},—, sdo

duas seqiiéncias de polinémios ortogonais em [a,b] com rela¢ao a fungdao peso w(x), entao,

Q,(z) = o;Pj(x), j=0,1,2,...

Demonstracao:

Seja Q;(z) € {Qn(2)}22,. Pela Propriedade 2, existem escalares ay, . .., «; tais que
Q](l‘) = Oé()Po(J)) + ...+ Oéij(I’).

Dai, pela ortogonalidade,

0=(Q;, P} = ZazPZ,Pk Z i(Ps, Pi) = a(Py, Pe),

para k = 0,. — 1. Como (P, Py) # 0, entdo ap =0, k=0,...,j — 1. Portanto,

Qj($) aP( ), 7=0,1,2,...
<Qy, i)

Mais ainda, «; ¢ dado por: a; = |

(P, Py’

Propriedade 5 (Relagao de Recorrencia). Toda seqiiéncia de polinomios ortogonais { P, (x)} "

n=0
satisfaz uma relacao de recorréncia de trés termos da sequinte forma,
P_1 - O
Fy=1 (1.20)
Pn—i-l(I) - (An—l-lx - Bn—l—l)Pn(x) - Cn—l—lpn—l(‘r); n = 07 17 27 cee
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com Any1, Bp, Cpo, € IR, n=1,2,..., onde

An+1 <Pn7 Pn>

Qp+1,n+1
App1=———#0, Cpiq1 = 0,
H an,n 7é i An <Pn717 Pn71> 7&
(1.21)
(xP,, P,)
Boii=Apii—r—-.
B B
Demonstracao:
Desde que xP,(x) € m,41, pela propriedade 2, existem escalares ay, . .., a,11 tais que
2P, (z) = agPo(z) + ... + anPo(x) + a1 Py ().
Usando a ortogonalidade, segue imediatamente que
(xPy, Pj) = oj(F;, Fj) (1.22)
para 7 =0,...,n 4+ 1. Por outro lado, pela propriedade 3,
b
(xP,, Pj) = / P, (2)Pj(x)w(x)dx = (P,,xP;) =0 (1.23)
para j =0,...,n — 2. De (1.22) e (1.23), obtemos
2P, (1) = a1 Poy + 0 Po(2) + g1 Py (2), (1.24)
ou seja
Prpi(x) = (App1® — Buy1) Pu(7) — Crpi P () (1.25)
1 n e
onde, An-i—l =——, By = - € Cn-i-l = = 1' u
Q41 (77| Qn+1

Corolario 1.1. Seja {pn(x)}32, uma seqiéncia de polindmios ortonormais. Entao vale a

sequinte relagao de recorréncia de trés termos:

Py () = Qpy1Pnt1(T) + bupn(x) + appr—1(z), n >0, (1.26)

com as condi¢oes iniciais po(x) =1 e p_1(x) =0, onde

Ap—1,n-1 Apn—1 Ap+1,n
—nolntl o, = -

Ap —

an,n an,n an+1,n+1

Aplicando a relagao de recorréncia de trés termos a expressao

Pt 1 ()P (Y) — P (2)Pmr1 (¥),
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obtemos:

Pt (0)Pm(Y) = Pm(T)Ppmi1(y) = Ampi(® — Y)pm(2)pm(y)
+Om+1 {pm—l(y)pm<x> - pm—l(‘r)pm(y)} .
Por (1.21),

am,m Pm+1 (x)pm(y> — Pm (x)pm+1 (y)
Qm+1,m+1 r—=y

= Pm(2)Pm(y)

| G-t P Z)Pm—1(Y) — Prm—1(2)pm (y)
Qm,m r—=y .

Escrevendo a expressdo acima para m = 0,1,...,n, (que vale para m = 0 com a_j 4

arbitrario) e somando-as, obtemos a importante identidade:

Teorema 1.5 (Identidade de Christoffel-Darboux). Seja {p,(z)} -, uma seqiéncia de po-

linomios ortonormais . Entao,

> pulalpuly) = -2z e Y) = P2 (y) (127
k=0 ntlntl

No caso especial em que y = x, chegamos que

3 (o)) = — (D1 (@)pa(@) = Po(@)puri (@)} - (1.28)

1.2.2 Propriedades elementares dos zeros

Teorema 1.6. Seja {P,(x)},—, uma seqiéncia de polindmios ortogonais associados & fun¢ao
peso w(x) no intervalo [a,b]. Entdo todos os zeros de P,(x) sdo reais, distintos e estao locali-

zados em |a, b.

Demonstracao:

Seja n > 1 arbitrério e fixo. Suponhamos que P,(z) ndo muda de sinal em (a,b). Logo,

P,(x) >0 ou P,(z) <0, para todo = € (a,b). Entao,
/b P,(z)w(z)dx >0 ou /b P, (z)w(z)dx < 0. (1.29)
Mas, pela ortogonalidade, temos que
/b Pu(2)w(z)dz = (1, Py(2)) = 0. (1.30)

De (1.29) e (1.30) temos um absurdo. Logo, P,(z) muda de sinal pelo menos uma vez em

(a,b), ou seja, P,(z) tem pelo menos um zero real de multiplicidade impar em (a, b).
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Seja Tp1,Tpo,- .- Tny, T < n, os zeros de multiplicidade fmpar de P,(x) em (a,b).

Entao, pelo Teorema Fundamental de Algebra,

P.(z) = (x —zp1)(® — xp2) ... (¢ — Tpy)@nr(2), (1.31)

onde ¢,_.(z) é um polinomio de grau n — r. Observemos que ¢,_,(x) tem somente zeros
complexos conjugados, zeros reais que nao pertencem ao intervalo (a,b) ou zeros reais de
multiplicidade par em (a,b). Conseqiientemente, ¢, ,(x) ndo muda de sinal neste intervalo.

Agora, usando a ortogonalidade, temos

b
/ (x —xp1)(z — 2p2)...(x — 2y, ) P (z)w(z)de = 0. (1.32)

Substituindo (1.31) em (1.32) segue que

/ (= 2p1)? (7 — 2p2)* (T — Ty 2 Gy (2)w(3)dx # 0. (1.33)

De (1.32) e (1.33) chegamos a um absurdo. Logo, » > n. Como P,(x) é um polinomio de
grau n, pelo Teorema Fundamental da Algebra, concluimos que r = n. Portanto, P,(x) tem
exatamente n zeros distintos no intervalo (a,b).

Observe que podemos mostrar que os zeros de P,(x) sdo reais através da sequinte inter-
pretacao dos zeros como autovalores de uma matriz. Usando a formula de recorréncia para os
polinémios ortonormais, isto é, fazendo n = 1,2,...,m em (1.26), respectivamente, obtemos

o seguinte sistema linear

zpo(z) = aipi(z) + bopo(x) + agp_1(x)
zp1(z) = agpa(w) + bipi(z) + a1po(z)
pm(T) = amPm(x) + by 1Pm—1(T) + G- 1Pm—2().

Na forma matricial, o sistema linear acima pode ser escrito como

Im(@)u(z) = zu(z) = ampm(@)em,

onde
bo aq 0 0 0 0 0 po(.’lﬁ)
aq bl a9 0 0 0 0 P1 (l’)
0 ay by a 0 0 0 x
I = 2 02 as 7 u(x) _ PQ( )
0 O O O Qyp—2 bm,Q Qyp—1 pm,Q(.ﬂf)
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t

Consideremos @, um zero de py,(x), k= 1,...,m. Entao,
InW( T k) = T tW(Timp), k=1,...,m.

Portanto, ,, ¢ um autovalor da matriz .J,,, com correspondente autovetor u(z,, ). A matriz
Jm € tridiagonal e simétrica e é conhecida como matriz de Jacobi (finita). Lembre que toda
matriz simétrica possui autovalores reais e distintos (Veja Horn e Johnson [13], Teorema2.5.6).
Assim, a simetria de J,, implica imediatamente que todos os zeros de p,,(z) sdo reais. |
Consideremos, daqui por diante, {P,(x)} -, uma seqiiéncia de polinémios ortogonais

com a,, > 0. Entdo, de (1.28), obtemos a importante desigualdade
P, . (x)P,(x) — Py(z)Pyy1(z) >0, Vze R. (1.34)

Como conseqiiéncia imediata, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.7. Seja {P,(x)}.~, uma seqiéncia de polinémios ortogonais em [a,b], com relagao

a fungao peso w(x). Entao, P,(x) e Pyi1(x),n > 1, ndo possuem zeros em comum.

Além disso, o teorema abaixo mostra que os zeros de dois polindomios de graus consecu-

tivos se entrelacam.

Teorema 1.8. Seja {P,(x)}32, uma seqiiéncia de polinomios ortogonais em [a,b] com relagao
a fungdo peso w(x). Sejam Tp1 < Tpo < ... < Ty, 08 zeros de Po(x), Tno = a € Tppi1 = b.

Entao, cada intervalo [T, Tnir1],k = 0,1, ...,n, contém exatamente um zero de P, 1(x).

Demonstracao:

Sejam Xy, i € Ty g1, 1 <k <n—1, dois zeros consecutivos de P,(x). Entao,
P (ni)Pr(Tng+1) <0, 1 <k <n-—1. (1.35)

Lembrando que o coeficiente do termo de maior grau de P,(z), n > 1, é positivo, se fizermos

r = T,y na desigualdade (1.34), teremos:

Pl (@p ) Poi(xng) <0, 1<k <n-—1. (1.36)
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Analogamente, se considerarmos x = o, 41,

P (n 1) Po1(Tnps1) <0, 1 <k <n-—1. (1.37)
Multiplicando (1.36) e (1.37) e usando (1.35) chegamos que

Poi1(zn ) Pos1(Xnp1) <0, 1 <k <n-—1. (1.38)

Entao, existe pelo menos um zero de P, 11(x) entre z,, ; € T, k41, 0 que resulta em pelo menos
n — 1 zeros de P,41(z) entre z,,1 € Ty p.

Precisamos ainda verificar a existéncia de pelo menos mais dois zeros: um entre x,,o € ;1
e outro entre T, , € Ty pi1.

Primeiramente, consideremos x = xz,,, em (1.34). Entao, P, (2 )Pot1(2n,) < 0.

Como estamos considerando a,,,, > 0, vemos que P/ (z,,) > 0. Logo, P,+1(x,,) < 0. Além
disso, como api1nt1 > 0, Poi1(Tnni1) > 0. Entao, Poi1(Tnn)Pot1(Tnnt1) < 0. Assim,
provamos a existéncia de pelo menos um zero de P, 1(x) entre x,, € Tp 1.

Analogamente, se considerarmos x = x,,; em (1.34), provamos a existéncia de pelo menos
um zero entre T, € 1, totalizando os n + 1 zeros de P,;;(z). Dessa forma, temos que
existe um, e somente um, zero de P, ;(z) em cada intervalo (T, x, Tngs1), k= 0,1,2,....n.
Resumindo, se z,1 < ... < Tpp € Tpp11 < ... < Tpgia+1 Sa0 zeros de Py(x) e Poiq(z),

respectivamente, entao

Tpi11 < Tt < oo < Tpp < Tpglnsl-
]
1.2.3 Polindmios ortogonais classicos
Polinémios de Jacobi - P? ()
Os polinémios de Jacobi sao definidos pela férmula de Rodrigues ( Szego [15], p.67)
Pleh)(z) = S (1—z)*1+a2)" <i>n {1 —2)*™" (14 z)"} (1.39)
2nn]! dz

onde a e 3 sao numeros arbitrarios. Para as consideragoes seguintes supomos que « e [ sao
reais maiores que —1.
Seja ¢(x) == n!(1 — 2)%(1 + z)” uma funcio auxiliar. Entao

(2P e P = () (-0,
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Pela férmula de Leibniz, temos

- = 3 (3) -

dx™

Assim, obtemos
ree =23 () ("7 et (140
k=0

Para = 1 o polinémio P*” (z) assume o valor

P7§Oé7g)<1) _ (n—l—a)

_ (+a)nta-1)..(a+1) (1.41)
n!

 (a+1),

- n!

Os trés primeiros polinomios de Jacobi sao:

R@) =
PL(z) = %[(a + 6+ 2)r+a— 3]
P(@) = %[(a +0)° + T+ B) + 12]a® + 2(a - f)(a + 5+ 3)a

+Ha—B)2 = (a+8) — 4.
Mostraremos agora que os polinoémios de Jacobi s@o ortogonais no intervalo [—1, 1] com
relacao a funcao peso w(x) = (1 — 2)%(1 + ), isto &,

(P (a), Pr?(2) - = / PO @) PN @)1 ) (1 + )

0, se m#n
= PAREAE Fla+n+1)I'(B+n+1)
(a+0B+2n+1) Ma+B+n+1)

, se m=mn

(1.42)
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Primeiramente de (1.40) o coeficiente de 2" em pleP) (x), o qual denotamos por a,,, é

1 " /n+a\ [n+0
v = 52 () (000)
k=0
B i n-+«
oo n

I T'(a+pB+2n+1)
2rpl Tla+F+n+1)

Continuando, consideremos sem perda de generalidade que m < n, assim, usando (1.39) temos

(P (), Py()) = / P @) P (o)

m
1

Fazendo g,,(z) := (1 — 2)*"™(1 + 2)P*™ e integrando m vezes por parte, obtemos

1 1
(PE9a), P @) = g [ (P @) Mg (o)
me' -1
Portanto,
e Se n < m entdo temos que {Prga’m(:v)}(m) =0, logo (Péa’ﬁ)(x% By (z)) = 0.

e Se n = m entao

X . L n
1 1
_ o /I{Péa’ﬁ)(x)}(n)(l _ x)aJrn(l + g;)ﬁ+ndx.

Observe que {P\*? (2)}™ = g, .nl. Logo

1
(@) PO = G [ (0 a (e a
-1
Agora, fazendo a mudancga x = 2t — 1 na integral acima, obtemos

(P @), P ) = 2 [ = o

1
= 20fftntlg, / (1 — ) (t) " dt.
-1
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! [(z)l
Sabemos que B(x,y) = / (1—¢t)v 1" tdt = D)l (y) (ver [2]), e portanto, segue que
1 Pz +y)

(PYP(2), PP (2)) = 20tBtntlq B(B+n+1,a+n+1)

- 2a+ﬁ+n+1annr(5 +n+ Dl (a+n+ 1).
’ [+ B +2n+2)

Substituindo a,, , nesta equagao, temos
Fla+p0+2n+1) T'(B+n+ Dl (a+n+1)
2wmll(a+64+n+1  Dla+pF+2n+2)
QatAtntl FB+n+ 1Dl (a+n+1)
nl (a+pf+2n+1)I(a+G+2n+2)

A Relagao de recorréncia (1.20) para os polindmios de Jacobi, tem a seguinte forma

(PT(LO"B)(I),Péa’ﬂ)(x» —  gatftntl

2+ 1)(n+a+ 8+ 1)(2n+a+ B)P5Y (x)
= 2n+a+8+1D)[2n+a+8+2)2n+a+ )z +a?— 2P ()
—2(n+a)(n+ B)2n+a+ B+ 2)P(z).
O n-ésimo polinomio de Jacobi satisfaz uma equacao diferencial linear de segunda ordem,
a qual vamos deduzir. Seja a funcao u(z) = (1 —x)**"(1+ x)’*". Pela diferenciacao de logu,
obtemos a equagao
(1—2®)u + [(a+ B+ 2n)z + 8 — aJu = 0. (1.43)

Agora, diferenciando (n + 1)-vezes (1.43) segue
(1—a2* W' +[(a+B8+2)z+p—a]v+ (n+1)(a+ B+ 2n)v =0, (1.44)

onde v denota a funcio v = u™. Se fizermos v = (1 —2)%(1+z)”, entdo (1.44) transforma-se
em
11— +[B—a—(a+B+2z)y +n(a+B+n+1)y=0.
Portanto, o polinémio de Jacobi plep) (x) satisfaz a equagao diferencial acima. Acaba-

mos de deduzir uma das mais importantes propriedades dos polinomios de Jacobi. Enuncia-

remos este resultado através de teorema.

Teorema 1.9. Os polinomios de Jacobi pled (x) satisfazem a equagao diferencial de sequnda

ordem:
1—2)y" +[B—a—(a+B+2)z]y +nn+a+B+1)y=0 (1.45)

ou

A= (1 2y} ot B+ 11— 2)°(1+ )y = 0.
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Teorema 1.10. Sejam o > —1 e > —1. A equacdo diferencial
=2y +[8—a—(a+B+2aly +7y =0 (1.46)

onde vy € um parametro, tem solucao polinomial nao identicamente nula se, e somente se, 7y
¢ dado por n(n+a+ B +1), n=0,1,2,.... A solugao é PP (x), e nao existe solugdo

polinomial que seja linearmente independente de P,(La’ﬁ)(a:).

Defini¢ao 1.6. A série hipergeométrica de Gauss oF}(a,b;c;z) € dada por

= (@) (b)k J
F =
o F1(a,b;c; 2) 2 R0

onde ¢ € um inteiro positivo, converge para |z| < 1. Além disso, Y (z) = 2Fi(a,b;c; 2) satisfaz

a equacao diferencial
2(1—=2)Y"+c—(a+b+1)z]Y" —abY = 0. (1.47)

Se m ¢é inteiro positivo,

me1@(@+1)b(b+1)..(b+m—1)

cqli(rn%—n(c +m—1) oFi(a,b;c;2) = (—1) il (m = 1)1
X oFy(a+m,b+m;m+1;2) (1.48)
e a funcao 2™ o Fi(a+ m,b+ m;m + 1; z) satisfaz a equagao (1.47) com ¢ = —(m — 1).

Podemos representar o polinomio de Jacobi em termos da funcao hipergeométrica da

seguinte forma

1 1
P,EC“@(:I;):—(O‘Jr Jn 2F< n,n+aoa+ 6+ 1La+1; 23;). (1.49)

n!

1- —1 1-—
De fato: Sejay(z) =Y < :E) Derivando, obtemos y/(z) = —Y’ < x) ey’(x) =

2 2
1 1—2x
_Y// .
v (57)

Agora, fazendo z =

11—z 1—=x 11—z 11—z 11—z 11—z
1— Y” — 1 Y’ — abY =
(1) () e v g (55F) - () -

ou seja,

1 — a2 1—=z 1 11—z 11—z
Y' ([ —= 2c — 1 a]=Y’ —aby’ =0.
1 ( 5 )—l—[c (a+b4+1)+ (a+0b+ )x]2 ( 5 ) ab ( 5 ) 0

m (1.47), vem
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Logo,
(1 =2y (x) +[2c— (a+b+1)+ (a+ b+ 1)z]y (x) — aby(z) =0 (1.50)
Comparando (1.45) e (1.50), obtemos o seguinte sistema:

—2c+(a+b+1)=0F—«
a+b+1l=a+p03+2 (1.51)
—ab=nn+a+p0+1)

Observemos que, em particular, a = —n, b=n+a+ 3+ 1ec=a+ 1 é solucao de

(1.51), o que significa que

1—
y<$):F(—n,n+a+ﬂ+l;a+1; 2x)

é solugao da equacao diferencial (1.45) satisfeita pelos polinomios de Jacobi.
Por outro lado, o teorema 1.10 afirma que nao existe solu¢ao polinomial de (1.45) que

seja linearmente independente de plep) (x). Logo,

1—
cPP) (1) = y(x) :F(—n,n+a—|—ﬂ—|—1;a—l—1; 2%).

(+1)

Observe que, fazendo x = 1, temos P,ga’ﬁ)(l) = . Por outro lado, F'(—n,n+a+

B+ 1;a+1;0) = 1. Logo, temos (1.49).

n!

Aplicando a transformada da se¢ao 1.1.2, obtemos a seguinte e importante transformacao

da equagao diferencial do Polinémio de Jacobi:

d*u 11-a®> 11-0 nn+a+f+D)+(+1)(B+1)/2
da? {Z(l—x)2+1(1+x)2 1 —a? }U_O’ 152

u = ule) = (1= @) V(14 ) V2P ()

ou ainda,

Pu (i-a! VA-F [ atpr1)’
d62 Y = 1.
do? * {4sen20/2 * 4cos?0/2 * (n—|— 2 ) }u 0, (1.53)

pN T1/2 o /2
u=u(f) = (senz—) (C082 5) PP (cosh).

Polinémios de Gegenbauer

Fazendo a = 3 = A — 1/2 nos polinomios de Jacobi, obtemos os Polinébmios de Gegen-

bauer ou ultraesféricos, que sao ortogonais no intervalo [—1, 1], com relagao a fungao peso



1.2. Polinémios Ortogonais 22

w(x) = (1 — ) 12,

. A (A
A notacao usual para os polinomios ultraesféricos é P! )(x), onde

PO (z) = o+ 1)I'(n+2a + 1>P(a’a)(x)
" F2a+Dl'n+a+1) "

(1.54)
CA+1/2)T(n+2X) o\ _1/9
— P()\ 1/2,A—1/2) — )\ —1/92.
TANT(n+A+1/2) " (z), a /
A relacao de ortogonalidade desses polinomios é dada por:
1
POE). PR = [ PO@P@) -t s
~1
(1.55)

0, se m#n
= w2172 T(n+ 2))
nl(n+X) [T(N)]2 7

Os trés primeiros polinémios Ultrasféricos sao:

P @) =
Pl(’\)(x) = 2)\z;

PY () = 2A(A+1)z% — A

Os Polinomios ultrasféricos satisfazem a seguinte equagao diferencial de segunda ordem:
(1—2%)y" — A+ Day +n(n+2\)y = 0. (1.56)

Aplicando a transformada da se¢ao 1.1.2, obtemos a seguinte e importante transformacao
da equagao diferencial do Polinomio Ultrasférico:

d2u+{(n+)\)2+1/2+)\—)\2+x2/4}

w 1 an (1 _ :[;2)2 u = O, (157)

u=u(w) = (1 —®V* PP (a);

ou

d?u 9 )\(1 —)\) . . _ 20\ A p(N)
T {(n + M)+ W}u =0, u=u(f) = (send)* P (cosh). (1.58)
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Polinémios de Laguerre - L,(f‘)(x)

Os polinénios de Laguerre sao ortogonais no intervalo [0, 00), com relagao a fungao

peso w(x) = z%~*, « > —1, e podem ser definidos, pela Férmula de Rodrigues, por

dm
(a) — (_1\a T
L)Y (x) = (—=1)"x" % o [

xa—i—ne—m} '

A relacao de ortogonalidade desses polinomios é a seguinte

0 , se n # m;
(a) L(a> / L(a L(a ) A= oy — 7&
nl(a+n+1) ,sen=m.

Obtemos também a relagao de recorréncia de trés termos através de (1.20), que é dada por:
Lih(@) = [t = @n+ o+ DILY (@) —n(n + ) L (@), n=1,2,...
Dessa forma, temos que os quatro primeiros polinomios de Laguerre sao:

L(()a) =1,

LY =z —a-1;

LY =22 —2(a+2)2 + (a + 2)(a + 1);

Léa) =23 - 3(a+3)2* +3(a+3)(a+2)r — (a+ 3)(a+2)(a+1).

Esses polinomios satisfazem a seguinte equagao diferencial:
vy’ +(a+1—2)y +ny=0.

Aplicando a transformada da Segao 1.1.3, obtemos

d*u n+(a+1)/2 1-a* 1
cu N Yy 1.
72 +{ . + 122 1 0, (1.59)

cuja solucao é dada por

u=u(z) = e 2tV (g),

Fazendo o limite gim oFy(a, B;7; 37 'x), obtemos a série hipergeométrica
— 00

a—i—v—l)
F ) =1
1Fi (e —I—Z ”y—i—v—l)

Pode-se, entao, demonstrar que ( ver Szegé [15], p. 103) LY (x) é dado em termos das fungoes

hipergeométricas, por

L) (z) = (”ZO‘) VP (—nsa+ 1), (1.60)
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Dai, obtemos a importante relagao entre os polinomios de Jacobi e de Laguerre

L;O‘)(x) = lim P,Ea’ﬁ)(l —23712).

p—o0

Como conseqiiéncia, se l,(fl) < ... <1 denotam os zeros de L (z), temos:

a . B a, ,
lw(a,r)z—jﬂ = ﬁliffolo 5(1 — 33,(17j’6)), 17=1,...,n.

Portanto, obtemos os seguintes resultados para o menor e maior zeros do polinomio de La-

guerre:

lilal) = lim g(l — :U(""B))

B—o0 1

Polin6mios de Hermite - H,(x)

(1.61)

(1.62)

Os polinémios de Hermite sao ortogonais no intervalo (—oo, 00), com relagao a fungao

22

peso w(x) = e~ ™ e sdo definidos pela formula de Rodrigues por

2 dn 2
i) = (e Lo
() = (-1 e
A relacao de ortogonalidade desses polinomios é a seguinte:
oo 9 0 , sen #m;
(H,, H,,) = H,(z)H,,(z)e " dx =
—o0 /20" sen =m,

(1.63)

e a relagao de recorréncia de trés termos dos polinomios de Hermite pode ser obtido através

de (1.20), ou também, podemos deduzi-la da seguinte forma:

Hy(e) = (1)

d e
dx(n+1) [ ]

dm [d
_ _1\n+l 22 & a2
= (=)""e FRO) [ e ]

n a2 d(n) —x2

n 2 - n d(k) d(n—k) g2
= 2= ) (k> <dx(k)x) (d:c(”—k) g D

k=0
= 2(—1)"" (x% [6_3:2} +”% [Q_IQD

= 2zxH,(x)—2nH, 1(x), n=12,...
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Dessa forma, temos que os quatro primeiros polinomios de Hermite sao:

Hy(x) = 1;

() = 2u;
Hy(z) = 42 — 2;
Hj(x) = 823 — 12z

Os polinomios de Hermite satisfazem a seguinte equacao diferencial
! /
Yy —2zy 4+ 2ny = 0.

Aplicando a transformada da Secao 1.1.3, obtemos que
2
L @n+1-2)u=0 (1.64)
I n x)u =0, )
cuja solucao é dada por

u=u(z)=e ¥ 2pTV2L (g),
Um resultado muito interessante sobre os zeros de H,(z), demonstrado por Elbert e

Laforgia em [§8], é o seguinte:

Teorema 1.11. Sejam x,,(N), k = 1,...,n, o0s zeros do polindmio ultraesférico pM (x) e

sejam hyp i, k=1,...,n, 0s zeros do polinomio de Hermite H,(x). Entao,

lim VAz, 5 (A) = hog, k=1,...,n.

n—oo

Mais precisamente, Elbert e Laforgia em [8], mostraram a seguinte férmula

2n — 1 + 2h? 1
VAZy 1 (A) = By [1 - ! = LG, (ﬁﬂ (A — o). (1.65)

para todo k=1,...,n.



Capitulo 2

Teoremas de Sturm-Liouville

Consideremos a equacao da onda simples
y'(2) + k*y(x) =0, (2.1)
onde k é uma constante positiva e a equagao geral de Sturm-liouville
y'(z) + F(z)y(z) =0, (2.2)

onde F(x) é positiva e continua em (a, b).
Relembremos a interpretagao cinemética das equagoes (2.1) e (2.2). A primeira equagao
escrita na forma

#(t) + k*z(t) =0

é aquela do oscilador harmoénico, onde z(t) é a posigao da particula P no tempo ¢t movendo-se
ao longo do eixo sobre a influéncia de uma forga central proporcional a distancia de P a origem
O. Os zeros de x(t) sao simplesmente os tempos de passagem de P por O. A freqiiéncia da
oscilacao é constante e para uma condicao inicial dada a amplitude é constante. A segunda
equacao

() + F(t)z(t) =0

descreve um caso mais geral de movimento retilineo sobre uma forca central. Este movimento
ainda é proporcional a distancia de P a O, mas o fator de proporcionalidade F'(t) depende do
tempo t. As oscilagoes variam em freqiiéncia e amplitude, ha amortecimentos, a forca pode
até mesmo ser mais fraca para puxar a particula até o centro ou para impedi-la de escapar

para o infinito.
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A equagao (2.1) tem solugoes
y1(z) = sen(kz) e yo(z) = cos(kx),

as quais, como ¢é obvio, sdo oscilatérias em (—oo, 00).

Figura 2.1: Gréfico de sin(x) e cos(x)

Observemos dois fenomenos interessantes. O primeiro é de que os zeros, das solugoes
linearmente independentes da equagao (2.1), se entrelagam. Podemos esperar entdo que, se
y1(z) e ya(x) sdo duas solugoes linearmente independentes de uma equagao diferencial de
Sturm-Liouville, entao entre dois zeros consecutivos de uma solucao, ha um zero da outra
solugao. A segunda observacao é que a distancia entre dois zeros consecutivos é 7 /k e torna-
se menor quanto maior k. Outro fato interessante para se discutir e analisar é o de comparar

duas equacoes da forma
y'(x)+ f(x)y(x) =0e Y'(z) + F(x)Y(x) =0,

pois, pelo principio heuristico, uma for¢ca maior devera oscilar mais do que uma forga mais

fraca. Para exemplificar, consideremos as seguintes equacoes diferenciais
y'(x)+ylx) =0 e Y"'(x)+9Y(x) =0,

cujas solucdes sio, respectivamente, y(z) = sen(z) e Y (z) = sen(3z). E facil ver que entre
dois zeros quaisquer de y(x) ha zeros de Y (x). Veja figura 2.2.

Provaremos que estes fenomenos observados ocorrem para as solucoes de todas as equagoes
diferenciais de Sturm-Liouville.

Nas secoes a seguir, faremos uma discussao do comportamento dos zeros de equagoes di-
ferenciais lineares homogéneas de segunda ordem com coeficientes varidveis, isto é, de equacgoes

da forma (2.2).
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Figura 2.2: Gréfico de sin(x) e sin(3x)
2.1 Teorema de Separacao de Sturm

Teorema 2.1. (Teorema de Separacao de Sturm): Sejam yi(x) e yo(z) duas solugies line-
armente independentes da equagao diferencial linear homogénea (2.2) em um intervalo (a,b)
e suponha que y,(x) tenha pelo menos dois zeros neste intervalo. Se & e & sao dois zeros

consecutivos de yi(x), entdo ys(x) tem um unico zero no intervalo (&1,&2).

Demonstracao:

Sejam & e & (& < &) dois zeros consecutivos de y;(z) no intervalo (a,b), isto é,
y1(&1) = y1(&) = 0 e y1(z) é ndo nulo para & < = < &. Mostraremos que existe exatamente

um dnico ponto 7 entre & e & tal que yo(n) = 0. (Ver figura 2.3)

Figura 2.3:

Desde que y;(z) e y2(x) sao solugbes linearmente independentes da equagio (2.2), segue
do Teorema (1.2) que o Wronskiano de y;(z) e y2(x) é ndo nulo em (a,b). Mais ainda, pela

Férmula de Abel (1.8) temos que

W(ylayQ;I) = C 7£ Oa
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onde C' é uma constante, para todo x em (a,b). Assim, o Wronskiano nao muda de sinal nesse

intervalo. Desde que os valores do Wronskiano em = = &; e x = &, sao

W (&) = —12(6)y1(61) e W(&) = —12(&)y(6).

e desde que &; e & sao zeros consecutivos de y; (), a derivada de y; (z) tem sinais opostos em
& e & (sgn(yy(&1)) = —sgn(yi(&2))). Logo, y1(&1) e y2(&2) tem sinais opostos (sgn(yz(&1)) =
—sgn(y2(&))). Segue entao que existe n entre & e & tal que yo(n) = 0. Este ponto 1 é dnico,
pois se nao fosse, pelo mesmo argumento utilizado existiria um outro zero de y;(z) entre &
e & o que contradiz o fato desses zeros serem consecutivos. Portanto, y»(x) tem exatamente

um dnico zero no intervalo (&1, &s). ]

Corolario 2.1. Sejam yi(z) e y2(x) duas solugoes linearmente independentes de (2.2) em um

intervalo 1. Entao os zeros de y1(x) e ya2(x) se alternam em I.

2.2 Teorema de Comparacao de Sturm

Teorema 2.2. Sejam y(z) e Y (z), respectivamente, solu¢oes nao-triviais das equagoes dife-
TenclaLs

y'(x)+ f(x)y(x) =0 e Y'(2)+ F(2)Y(z) =0

em um intervalo I = (a,b), com f(x) < F(x) fungdes continuas para todo x em I. Suponha
que a primeira equacao tenha uma solu¢ao y(x) com dois zeros consecutivos & e &, onde
a <& <&<b SeY(x) é uma solugdo da sequnda equagio com um zero x = &y, entdo Y (x)

tem pelo menos um zero n com & <1 < &s.

Demonstracao:

Multiplicando a primeira equagdo por por Y (zx), a segunda por y(z) e subtraindo os

resultados, obtemos

Y (z)y(x) — " (2)Y (z) + [F(z) — f(2)ly(2)Y (z) = 0.

A integracao com respeito a x, de & a &, implica que
&2
W)Y @) =Y @ + [P - @Y (@i =0

ou seja,

&2
Y (@) (&) + /ﬁ F(a) - f(2)ly(@)Y (2)dz = 0. (2.3)
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Sem perda de generalidade, suponha que y(z) > 0 para todo x € (&,&;), dai segue que
y' (&) < 0. Se Y'(&1) >0 e Y(xz) > 0 em todo intervalo (a,b) entao

&
Y (&)y(€) > 0 / F(z) - f(0)y(@)Y (2)dz > 0.

&1
o que é contradigao. Agora se Y'(&1) < 0e Y(z) <0 em (a,b) segue que

&2
V(@) (&) <0e /£ [F(z) — f(@)]y(@)Y (2)dz < 0.

o que é novamente uma contradigdo. Portanto, Y (x) ndo pode permanecer com o mesmo sinal

em todo intervalo (a, b). n

Teorema 2.3. Sejam y(z) e Y (z), respectivamente, solu¢oes ndo-triviais das equagoes dife-

rencilais
y'(@) + f(@)y(z) =0 e Y'(z)+ F(2)Y(z) =0
em um intervalo I = (a,b). Suponha que f(x) e F'(x) sao fungoes continuas, com f(x) < F(x),

para todo x em 1. Entao entre dois zeros de y(z) hd pelo menos um zero de Y (x).

Demonstracao:

Sejam & e & (&1 < &) dois zeros consecutivos de y(z) em (a,b) e suponha que Y (x)
nao se anula para {; < x < &. Suponha, sem perda de generalidade, que y(x) é positiva em

(£1,&). Seja Y(x) > 0 em (£1,&) (veja figura 2.4). Entao avaliando o Wronskiano de y(z) e

Figura 2.4: Funcoes y(z) e Y (x) positivas em (&1, &2)

Y(z) em z =& e x = &, temos que

Wiy, V&) ==Y(&)y' (&) <0 e W(y,Y:i&) = —Y(&L)Y (&) = 0. (2.4)
Mas, por outro lado
d d / /
Wy Yiz) = —lya)Y'(z) - V(2)y'(2)]
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Portanto, o Wronskiano de y(z) e Y (z) é uma fungao decrescente em [£1, &), o que contradiz

(2.4). Agora, se Y(z) < 0 em (1,&), temos que

Wiy, Y;&) = =Y(&)y'(6) 20, W(y,Y;&) =-Y(&)y' (&) <0

e

d

=Wy, Yi2) = y(@)Y(2)[f(z) - F(2)] <0,
0 que é novamente uma contadi¢do. Portanto, Y (z) muda de sinal pelo menos uma vez em
(617 52) . |

Teorema 2.4. Sejam y(z) e Y (z), respectivamente, solu¢oes nao-triviais das equagoes dife-

y"(x) + f(2)y(z) =0 e Y"(z) + F(z)Y(2) =0

em um intervalo I = (a,b), com f(x) < F(x) fungdes continuas para todo x em I. Su-
ponha que x1 € o primeiro zero de y(x) maior do que a e que lim+ W(y,Y;x) = 0, isto

é, 1im+{y(a:)Y'(x) — Y(x)y' ()} = 0. Entao Y(z) tem pelo menos um zero X tal que

a< X <.

Demonstracao:

Suponha, sem perda de generalidade, que y(z) é positiva e nao identicamente nula em
(a, 1), onde x; é o primeiro zero de y(z) maior do que a e lim W(y,Y;z)=0. Se Y(x) >0

em (a,z), temos entao que
Wy, Y;21) = =Y (z1)y'(z1) = 0.

Por outro lado, temos

LW, yie) = y@)Y @[ @) - F) <0

no intervalo (a, z1), ou seja, W(y,Y;z) é uma funcao decrescente em (a,x;). Como

lim W(y,Y;z) =0,

z—a™t

temos uma contradigao. Agora se Y (z) < 0 em (a,x;), entdo
, d
Wiy, Yian) = =Y(@)y'(e:) <0 e —W(y,Yi2) =y(@)Y (@)[f(x) - F(z)] >0,

0 que é novamente uma contadigao. Portanto, Y (z) muda de sinal pelo menos uma vez em

(a,x1).
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Corolario 2.2. Sejam y(x) e Y (x), respectivamente, solu¢oes nao-triviais das equagoes dife-
rencials

y'(@) + f(@)y(z) =0 e Y'(z) + F(2)Y(x) =0
em um intervalo I = (a,b), com f(x) < F(x) fungdes continuas para todo x em I. Suponha
que y(a) = 0 ou xligL W(y,Y;z) = 0 e que x1 € o primeiro zero de y(x) maior do que a.
Entao Y (z) tem pelo menos um zero Xy tal que a < X7 < ;.

Teorema 2.5. (Teorema de Comparagao de Sturm): Sejam as fungoes y(x) e Y (x) solugoes

nao triviais das equagoes diferenciais
v' + f(x)y=0, Y'+F(x)Y =0

e sejam T, %o, ..., Ty € X1, Xo, ..., Xy zeros de y(z) e Y(x), respectivamente, em um inter-

valo I = (a,b). Suponha que f(x) e F(x) sao continuas, que

flz) < F(z), a<z<umxy,

e que
limJy'(m)Y(a:) —y(x)Y'(x)] = 0. (2.5)
Entao,
X < xg, k:1,2,...,m.
Demonstracao:

Este teorema decorre dos Teoremas 2.3 e 2.4. De fato, sejam 1 < ... < z,e X; <...<
X, os zeros de y(x) e Y(x), respectivamente. Entao, aplicando o Teorema 2.4 no intervalo
(a,z1) concluimos que a < X; < x;. Agora, aplicando o Teorema 2.3 em cada intervalo
(g, Tpr1), K=1,...,m— 1, segue que x; < Xpi1 < Tpr1- [

Observe que, na hipdtese, podemos ter f(z) < F(x) desde que f(z) #F(z) em cada um
dos intervalos [a, x1] e [Tk, Tpi1], k=1,...,n — 1.

Vamos formular mais um resultado que é conseqiiéncia do teorema anterior e que sera

denominado Teorema de Comparacao Paramétrica.

Corolario 2.3. Seja
y" (x5 ) 4+ F(x; p)y(a; p) = 0

uma familia de equagoes diferenciais de Sturm tais que, para todo p € (¢,d), a solug¢ao y(x; )
OF (x; )
o

menor do que zero, entdo, todos o0s zeros & = k() de y(x; u) sao fungoes crescentes de .

desta equagdo possui zeros a < & (p) < ... < &u(p) < b distintos. Se existe e €
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Teorema 2.6. Se yi(x) e ya2(x) sao, respectivamente, solugoes nao-triviais das equagoes di-
ferenciais

(Hy(2)y () + Fi(z)y(x) =0 e (Ha(z)y'(x)) + Fa(z)y(z) =0

em um intervalo I, e suponha que Hy, Ho, Fy, Fy sdo positivas, continuas, Ho(z) < Hy(z) €
Fy(x) > Fi(x) para todo x € 1. Entao entre dois zeros de y,(x) hd pelo menos um zero de

ya ().
Para demonstracao deste teorema consultar Hille [12].

Corolario 2.4. Seja y(x; p) uma familia de fungoes com relagao ao parametro p. Se para

todo p € (c,d) a solugdao y(x; p) da equagao diferencial

(H (z, p)y(z; p)" + F(z; py(z; p) =0

OH (z; p1) OF (z; 1)
o >0e o

possui zeros ¢ < & () < ... < &n(p) < d e se < 0, entao os zeros

& =¢&(p) de y(xz; ) sio fungies crescentes de .

2.3 Teorema de Convexidade

Teorema 2.7. Sejam F(x) uma fungdo continua e decrescente em (a,b) e y(z) uma solugdo
nao-trivial de

y'(x) + Fla)y(x) = 0.

Sex1 < xo < x3 Sd0 trés zeros consecutivos de y(x), entdo ro—x1 < T3—T3, isto €, a seqiéncia
de zeros de y(x) é convexa. Similarmente, se F'(x) € crescente, a seqiiéncia é concava. Observe
também que podemos reescrever a convexidade e a concavidade como, r3 — 2x9 — x1 > 0 €

T3 — 2x9 — x1 < 0, respectivamente.

Demonstracao:

Considere as equagoes
Z'(2)+ Fz 4 x9)2(x) =0 e Z"(z) + F(x +21)Z(z) =0,

cujas solugoes sao z(x) = y(x+x2) e Z(x) = y(x+x,). Como, por hipdtese, F'(x) é decrescente,
temos que F(z +x3) < F(z+ ;). Desde que 2(0) = z(z3 —x2) =0e Z(0) = Z(2zg —x1) =0,

pelo Teorema de Comparacao de Sturm, segue o resultado. |
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2.4 Limites para as Distancias entre Zeros

Consideremos os Teoremas de Comparacao e de Convexidade de Sturm na seguinte forma:

Teorema 2.8. Seja y(x) uma solu¢ao nao-trivial da equagao diferencial de sequnda ordem
y'+ F(x)y = 0 em um intervalo (a,b), com F(x) continua neste intervalo. Se xj, < Tpy1 < ...

denota os zeros consecutivos de y(z) em (a,b), arranjados em ordem crescente, entdo:

1. Se existe Fpr > 0 tal que F(x) < Fpy em (a,b) entdo

(e

VFEy

2. Se existe F,,, > 0 tal que F(x) > F,, em (a,b) entdo

Azxy = gy — 1) >

T

VFE,

Az, = Tpt1 — T <

Demonstracao:

Seja xp < xpi1 zeros consecutivos de y(z). Como y(x) é uma solu¢do nao trivial de
y" + F(z)y = 0, temos necessariamente que y'(zx)y' (zx+1) # 0. Sem perda de generalidade,

suponha que y(z) é positivo em (xy, zx41). Entdo, y'(xx) > 0 e /(1) < 0 e portanto, a

funcao
)
y(x)
satisfaz lim h(r) = —occe lim h(zx)=+oc. Além disso, h(z) é diferenciavel em (x, Tp11)
Ty, T=Tp1q
e

—y"(x)y(z) + ¢/ (x)?
y(r)?

Supondo agora que F(z) < Fy; para todo x em (a,b), onde Fy; > 0, segue que I/ < Fy + h?
em (xp, 1r11). Seja g(z) = W' (x)/(Fy + h(x)?) — 1 < 0. Entao

B (z) = = F(z) + h(x)*.

Th+4+1—€

lim g(x)dzr <0

e—07F Tpte

ou seja,

i [t (20129 _ i (M5 D)] /B (<0

Logo, temos que

7r
—— — (g1 — x) < 0.

vy

Isto prova (1.). O item (2.) se prova de maneira andloga. ]
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Uma analise da prova mostra que o primeiro resultado ainda vale se existe um ponto
em (a,b) onde F(z) = Fy e F(x) < Fy para os outros pontos. Por exemplo, encontramos
este caso quando F(z) alcanga um méaximo absoluto em (a,b), cujo valor é Fj;. O segundo

resultado do teorema pode ser generalizado da mesma maneira.

2.5 Forma Integral do Teorema de Sturm

Consideremos uma familia parametrizada de fungoes y(x, 1) satisfazendo

(H(z, p)y'(x))" + F(z, py(x) = 0. (2.6)

Lembremos que, pelo Corolério 2.4, se H(x, j1) é crescente e F'(x, 1) é decrescente com relagao
ao parametro p, entao cada zero & = £(u) é uma fungao crescente do parametro.

Elbert e Muldoon [10] obteram uma bonita férmula para a derivada &'(u) do zero £ da
solugao y(z) de (2.6). Esta férmula é conhecida como Férmula de Richardson. Demonstrare-

mos esta féormula a seguir:

Teorema 2.9. (Formula de Richardson): Sejay(x, 1) solugao de (2.6) para cada x € I, e para
cada p em algum intervalo J. Suponha que as fun¢oes H='(x, 1) e F(x, 1) sio continuamente
diferencidveis com respeito a ambas as varidveis. Entdo a solu¢do y = y(x, u) € também suave
com respeito a e a . Mais ainda, se os zeros da solugao y sao distintos, entao cada zero
¢ € uma fungdo suave do parametro p. Além disso, suponha que y(a,pn) =0 ou y/'(a,u) =0,

onde a ultima derivada € com respeito a primeira varidvel. Entao

H(E, p) [W\H]Q () = /j

Demonstracao:

_aF(;ZM) [y(a:,u)]eraHéZ’“) [dy(d:ca;u)r] dz. (27)

Diferenciando (2.6) com respeito ao parametro obtemos
Dy [Hyye + Hyue| + Fuy + Fy, = 0. (2.8)
Multiplicando (2.6) por y, e (2.8) por (—y) e somando, obtemos
D [Hyoyy — Hyyue — Huyey) = Fuy® + Huy. (2.9)

Agora, se y(a, 1)y, (a, ) = 0 para cada p € J e se, £ = &(u) é outro zero de y(x, 1), vemos,
integrando (2.9) de a até &, que

£
HE, 1)y (€. 1) (6. 1) = / Fy? + Hlde. (2.10)
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Também, diferenciando y(&, u) = 0, temos

Yo (&5 )€ (1) + yu(§, 1) = 0. (2.11)

Entéao, substituindo (2.11) em (2.10), obtemos finalmente a férmula de Richardson (2.7).
E 6bvio que, quando H (z, ) = 1, para os zeros da equagao diferencial de Sturm-Liouville
y"(z) + F(x)y(x) = 0, temos

[dy(:c,u) |x:c]2 ‘) — —/:M

dr o o). (2.12)

Consideremos agora o caso onde o ponto a é um ponto singular da equacao diferencial.
Assumimos novamente que H(z, 1) = 1. Entao, se a é o ponto extremo esquerdo do intervalo
I, para £ > a obtemos, como acima,

3
Yo (& 1Y (& 1) + (e — Yoyl |, = / . [Fy?)dz, (2.13)
para cada € > 0. Obtemos o resultado (2.12) novamente, desde que a integral do lado direito

da igualdade existe e desde que

lim [y(a + e+ €) — ol + yula+€)] = 0. (2.14)

e—0F



Capitulo 3

Aplicacoes dos Teoremas de

Sturm-Liouville para Zeros

3.1 Aplicacoes do Teorema de Comparacao para Zeros

Neste capitulo, fizemos um estudo detalhado de alguns artigos que utilizam o Teorema de
Comparagao de Sturm para obter propriedades de monotonicidade e convexidade sobre zeros

de alguns polinomios ortogonais cléssicos.

3.1.1 Limites para os Zeros dos Polindomios de Jacobi

O resultado descrito a seguir, que é devido a Szeg6 [15], é uma aplicagao direta do Teorema
de Comparacao de Sturm 2.5.
Para iniciar, consideremos os parametros « e 3 definidos apenas entre —1/2 e 1/2, mais

precisamente, —1/2 < a, < 1/2, excluindo, em geral, o caso o> = (3> = 1/4. Agora,

denotemos por z,, = x,,(a,B), v = 1,...,n, os zeros do polinomio de Jacobi pled (x),
arranjados em ordem decrescente, ou seja, —1 < z,, < ... < x,; < 1. Fazendo a mudanca
x = cosf, temos que os zeros de ped (cosf) sao dados por 6, = arccos Ty, v = 1,...,n,

com 0 <0, <...<0,,<m.
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Figura 3.1: Gréfico de x = cosf

Teorema 3.1. Sob as condi¢oes acima mencionadas, temos:
T v=1,2,...n+1, (3.1)

env_enl/— < )
vl n+(a+0G+1)/2

)

que vale para o = 3> = 1/4, com o sinal de = no lugar de <. Aqui,

0 , sea>—1/2
97170 =
_en,l ; € v = _1/2
e
T ,sef>—1/2
en,nJrl =
277_071,71 ’ seﬁ:—l/Q
Demonstracao:
Notemos que, para
T m
e :—12:9711/: - 5 ) = = 12$0nyz )
a=F=-1/2=0, (V z)n @=P=H2= b =vine
(3.2)
i B=—1/2=0 v 3
e o= —pD=— nyy — ™,
’ n+%

a=—-0=+1/2=60,,=v
g / ’ n+ %
parav =0,1,....n+ 1.
A desigualdade (3.1) segue imediatamente do Teorema de Comparacao de Sturm 2.5,

quando comparamos a equacao (1.53), isto é,
d*u
+ Fo(0; a, B)u = 0,

do?
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L n2 1 _ 2 1 2
_ i 1=/ (Hw)

Enlbs000) = fsena(o72) * Teost(02)

cuja solucao é

p\ o172 o\ AH1/2
u(f) = (sen§) (cos 5) PP (cos ),

com

§E+Juﬁmﬁw=0,fuﬁaﬁ)=(n+

2
5 Lﬁ“> (3.3)

2

com solucao
v=sen(n+ (a+F+1)/2)(0 — 0,,-1).

De fato, como F,, > f, temos que (1.53) é um majorante ”Sturminiano” de (3.3). Assim,

como 0,1 ¢ um zero de v, o préximo zero de v, o qual denotamos por 8, ocorre depois de

-

Figura 3.2: Desigualdades sobre zeros de Jacobi

~ T
Portanto, temos entao que, 6,,, —6,,,_1 <0 —0,,_1 = . [ |
dUE Ty = Unp-1 T Y @+ A+ 1)/2

Teorema 3.2. Sob as condi¢oes mencionadas no teorema anterior, temos:

v+ (a+5-1)/2 v

<0,, < , =1,2,...,n. 3.4
n+m+ﬁ+mﬂﬂ ’ n+m+ﬁ+nmﬂ Y " (34)

Demonstracao:

Os limites (3.4) seguem da soma de (3.1) parav = 1,2,...,n+1, e do fato de p) (x) =
(—=1)" PP (—z). Com efeito,

T
n+(a+08+1)/2

en,u = <9n,1 - en,O) + <9n,2 - 9n,1> + - (en,u - en,ufl) <v

14
7H4a+ﬁ+nﬂﬂ

™ — en,n—l-l—z/ - en,y <

ou seja,

v ): n—V—i—%ﬁH

Opmsi—y >m| 1 —
41 ( n+(a+B8+1)/2 n—i—%ﬁﬂ
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Fazendo a mudanga n + 1 — v = pu, temos

2 2
=T .
atB+1 a+pB+1
nA =5 nA =5

Opp >

No caso @ = —1/2, o fator v do limite superior pode ser substituido por v — 1/2.
Se f = —1/2, o fator v+ (a+F+1)/2 do limite inferior pode ser substituido por v+ (a+3)/2.

Nos casos (3.2), valem os mesmos limites, com o sinal de = no lugar de <. u

3.1.2 Limites Superiores para os Zeros dos Polinomios de Gegen-

bauer

Seja Tk (N), k= 1,2,...,[n/2], os zeros, arranjados em ordem decrescente, dos polindmios
ultraesféricos PV (x). Elbert e Laforgia em [7] estabeleceram limites superiores para x,x(\).
A ferramenta usada para obter esses limites é o Teorema de Comparagao 2.5.

A idéia para resolver este problema é comparar a equagao diferencial (1.57)
y'+ F(x)y =0, (3.5)
onde

(n+AN)?  1/24+X—= )N +2%/4
1— a2 (1 —2x2)?

F(x) =
satisfeita por uy(z) = (1 — 22)M*1/4PM (z) com a equacao diferencial
7'+ F(a)j =0, (3.6)

onde F'(z) < F(x) e cujos zeros da solugao sao conhecidos. Para isso, precisamos de alguns

resultados preliminares.

Lema 3.3. Seja p(x) definido por

pla) = [¢'(2)] . (3.7)

Entdo as funcoes
vi(w) = p(z) cosp(x), o) = p(x)senp(x) (3.8)

sao solugoes da equacao diferencial
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Demonstracao:

A demonstragao é facilmente verificada por substituicao. ]

Para o nosso propdsito, tomemos

(A — Bg2 1/2
o(z) _/ A=B) T e 0<A<B, |2| < JAJB. (3.10)
0

1—s2
Claramente, ¢(z) é uma fungao estritamente crescente. As constantes A e B serao determi-

nadas mais tarde. Fazendo a mudanca
A/Bsenfl, s=+/A/Bsend, |0 <m/2 (3.11)

a integral (3.10) pode ser escrita na forma

cos?t

plo) = \/_/ 1—-(A/B) senztdt
— VEBI(®)

B—-A /B — A
I1(0)=0— 5 arctan( 5 tan@). (3.13)

Por (3.8) a funcao v;(z) tem zeros onde p(x) = £7/2,£37/2,... e a funcdo ve(z) tem zeros

(3.12)

onde

onde p(z) = 0, +m, 427 .... Suponha primeiramente n par e denotemos por Z,(\) as solugdes
da equacao

o@u(\) = (n+1—26)7/2, k=1,2,...,n, (3.14)

desde que eles existam. Para assegurar a existéncia de todos os T, (), precisamos da relagao

o(VAB) > (n—1)m/2, (3.15)

que sera mostrada mais adiante.
Claramente, Z,x(A) (k =1,2,...,n) s@o os zeros de vy (x) quando n é par. Similarmente,
é facil ver que Z,x () definido por (3.14) sao zeros de vy(x) quando n é impar. Usando (3.12)

e (3.11) a relacao (3.14) pode ser escrita como

Toe(\) = /A/Bsenf,,(\) = \/A/Bsenl (L\/E_ng) k=1,2,...,n. (3.16)

Agora, escolhemos os valores de A e B de tal maneira que a equagao diferencial (3.5) é um

majorante ”Sturminiano” para (3.9) no intervalo (—y/A/B,\/A/B). Para isso, pomos

A=n?>4+2\n+¢

(3.17)
B=(n+\?+4¢
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e consideremos a diferenga entre os coeficientes (F(x) — F(z)) das equagoes diferenciais (3.5)

e (3.9) [(n+ N, 1240 N +x2/4} - <[s0’]2 - %”)’ 2| < \/A/B. (3.18)

- 22 (1—22)2

De (3.10) obtemos

P 1" Bz x
; = ——? = ——(10g SDI)I = 2(A — B$2) — 1 — x2 (319)
e diferenciando obtemos )
! !
(ﬁ’) _r (ﬂ) _ _l(ﬁ”)
p p p 2\ ¢
e
" 3B%:2+2AB Bz? 1

P
p  4(A— Bax?) (1—2%)(A— Bz?) (1—2a?)*
Conseqiientemente (3.18) pode ser escrito como
G(z)
4(1 — 22)2(A — Ba?)’

onde
G(xr) = 4B?%02%+ [4B*(\ —¢) —4B? — 8AB) + 4AB|x*

+[4A%5 — 8AB(A —€) + A2 — AAB + 3B%2? (3.20)
+4A%(N — ) + 24B — 242,

Assim, a equagao diferencial (3.5) é um majorante ”Sturminiano” de (3.9) se G(x) > 0 para

2| < /A/B.

No lema a seguir, damos trés exemplos de escolhas para ¢ e 0 tais que G(x) > 0.

Lema 3.4. A funcdao G(z) definida por (3.20) € positiva no intervalo (—\/A/B,\/A/B) nos

sequintes casos
(i) e=06=0, A>0
(i) e=d=X, A>0
(iti) e=X, 6=0, -2 <A<0 ou A>1.

Demonstracao:

Caso (i): Desde que B — A = \? de (3.20) temos

G(z) = 4(B°X\— B?+ AB)a* + (—8ABX + A? — 4AB + 3B?)z?
+4A2)\ + 2AB — 242 (3.21)
= 4N(A — Bz?)? + X2q(2?),
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onde

q(t) = —4Bt* + (3B — A)t + 2A. (3.22)

O Primeiro termo do lado direito de (3.21) é claramente positivo; Assim, para provar que
G(z) > 0 ¢ suficiente mostrar que ¢(¢) > 0 quando 0 < ¢t < A/B. E claro que q(0) >0e
q(A/B) =5A(B — A)/B > 0. Além disso, ¢(t) é concava, portanto, concluimos que ¢(t) > 0
para todo t € [0, A/BJ.

Caso (i1): Como no caso (i) temos B — A =\ e
G(z) = 4 2 (A — Bx?)? + Nq(a?),

onde ¢(t) é definido por (3.22). Como no caso anterior, concluimos que G(x) > 0.

Caso (ii7): Agora temos B— A=) —\e

o qual é positivo para —% <A <0 ou A>1. Assim, a prova do lema (3.4) estd completa. m

Agora estamos prontos para provar o seguinte teorema:

Teorema 3.5. Para k =1,2,...,[n/2] seja T,x(N\) 0 k—ésimo zero positivo em ordem decres-

cente dos polinomios ultraesféricos Y (). Entdo as desigualdades
Tok(A) < Zpe(N), n=1,2,..., k=1,2,...,[n/2| (3.23)
s@o vdlidas para as sequintes escolhas de A e B em (3.17):
(i) e=5=0, A>0
(ii)) e=6=X, A>0

(1)) e =X, 0=0, —2<A<0 ou A>1.

1
3
Quando A = 0 os polinomios Ultraesféricos reduzem-se aos polinomios de Tchebycheff e

temos igualdade em (3.23) em todos os casos. Se A = 1 temos igualdade no caso (iii).

Demonstracao:

Para assegurar a existéncia de Z,,()\) precisamos provar a desigualdade (3.15). Por
(3.12) temos

p(\V/A/B) = (n/2)(VB — VB — A).
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Realmente, para o caso (i)
7r m
o(/A/B) = ng > (n — 1)5

e para o caso (i7)

™

o(VA/B) = | (n+)\)2+/\—)\]g >ng > (n- 1)%.
Finalmente, para o caso (iii), obtemos para A > —1/3
o(VAJB) = [n+ X — V22— A]g > (n — 1)%.

Distinguimos os casos de n par e impar. Para valores de n par temos

Consideremos a solucao vy (z) = pcos ¢ da equagao (3.9). Por (3.10), (3.7) e (3.19) temos

P00 =0, p(0) = . J0)=0.
conseqiientemente v1(0) > 0 e v1(0) = 0. Além disso, pelo lema (3.4) a equacao diferencial
(3.5) é um majorante ”Sturminiano” de (3.9). Dal, aplicando o Teorema de Comparagao de
Sturm (2.5) no ponto z = 0 concluimos que o k—ésimo zero positivo de pY (x) ocorre antes

do k—ésimo zero de vy(x), o que prova a primeira parte do teorema. Para n impar,

d
PXN0) =0, —PW(@)| #0.

n
d$ =0

Tomando entao a soluc¢ao ve(x) = pseny da equagao (3.9), segue que v2(0) = 0 e v;(0) > 0.
Assim, pelo mesmo argumento anterior, a prova esta completa. |

A férmula (3.16) para Z,,(A) permite-nos obter bons limites superiores para ,; (), mas
infelizmente sua aplicagao nao é imediata. Portanto, é 1til relatar aqui algumas conseqiiéncias

do Teorema 3.5 que estabelecemos como corolério.

Corolario 3.1. Se A e B satisfazem as condi¢oes do Teorema 3.5, entao vale as desigualdades

Top(A) < \/A/Bsen(\/%t%g), k=1,2,...,[n/2] (3.24)

Demonstracao:

Desde que /(B — A/B) < 1 de (3.12) temos que
() > VB(H — /(B — A)/BY)
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o< o(x)
VB—-VB—A

Conseqiientemente por (3.11)

o(r)
VB—VB—-A

Além disso, pelo Teorema 3.5, temos ¢(ZTnx(A)) < ©(uk(A)) (porque p(z) é uma funcdo

r </ A/Bsen (3.25)

estritamente crescente). Aplicando (3.25) com = = 2,,.(A) e levando em conta (3.14) obtemos
o resultado desejado. |
Observagao: De (3.24) e do Teorema 3.5 obtemos imediatamente o interessante limite

superior para 0 maior zero

2
vn?+2\n >0

A
‘/L‘nl(>< TL‘I—A ) el

Agora vamos usar (3.12) para encontrar os primeiros trés termos da expansao em série de
I71(0). Desta maneira, obtemos aproximagoes para ,(\) que sdo particularmente precisos

quando k é préximo a [n/2]. Por simplicidade, usamos a notagao

m = /(B —A)/B.
Entao, 0 <m < 1 e por (3.12)

I1(0) = 0 — marctan(m tan6).
Da expansao de tanf e arctan # encontramos

m? m2(1 —m?)(2 — 3m?)

1(0) = (1 —m*)6 — ?(1—m2)93— T 0° +

e, apos algumas manipulacoes algébricas, obtemos

I‘%@)Zﬁ‘?(ﬁ)g_2m2(115+m2)(1—9m2)5+”. (3.26)

Desta maneira, conseguimos um resultado que fornece aproximagoes para x,(A). Enun-

ciaremos este resultado no corolédrio a seguir:

Corolario 3.2. Se A, B e \ satisfazem as condi¢coes do Teorema 3.5. Entdo para :17:,‘2 temos

a formula de aproximagao

om?—1 , 16m* —4m? + 1
2me(\) = VAJB | + m6 o Lom 120m s (3.27)

onde
vB B-A
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Demonstracao:

De (3.16) temos que calcular os trés primeiros termos da expansao em série de senl~*(6)
com @ = (n + 1 — 2k)7/2v/B. Usando a férmula (3.26) para I=*(#) encontramos a expansao

desejada. |

3.1.3 Limites para os Zeros dos Polinémios de Jacobi

Seja Tor(a, 8), k = 1,2,...,n os zeros dos polinémios de Jacobi, arranjados em ordem
decrescente. Elbert, Laforgia e Rodoné em [9], usaram o Teorema de Comparagao de Sturm
2.5, como na se¢ao anterior, para obter desigualdades para x,.

Para isso, consideremos a fung¢ao
u(z) = (1 — x)(a+1)/2(1 + x)(5+1)/2PTEO"5) (x) (3.28)
que é solucao da equagao diferencial (1.52)
u +q(x)u=0 (3.29)

onde

Cl1-a® 11-8 ah+a+f+D+(@+1)(B+1)/2

q(z) =7 0=z 107" T (3.30)
para, a > —1 e # > —1. Introduzindo a notagao
~ 1 = 1
a=ao-+ 5 =0+ B
e
A=@2n+a+p)? B=4n’+4n(@+p) - (@-p)?, C=2a> -7
a func¢ao ¢(x) assume a forma
B — Cz — Az? $t+a %—1—5 (&—1—5)/4—1—%
= . 31
L T ) T s TS s A g (3:31)

O polinémio quadrético B — Cx — Az? pode ser escrito como
B —Cr— Ax* = A(a — 2)(z — b)

onde

32 _ ~2 ~ 3 ~
a,b:ﬁ a i\/16n(n+oz)(nN-Fﬁ)(nﬁLa—l—ﬁ)7 e (3:32)
(2n+ a+ ()2
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E claro que —1 <b<a<1e, de (3.32)

20 203
(1—a)(1-0)= %, (14+a)(1+0b) = % (3.33)
2n+a+p 2n+a+p
Agora, introduzimos a fungao ¢(z) por
B—Cs S2
g ds = 3.34
0= [\ G (334

2 V(a— —b)
n+a+ﬁ/ a—s)(s ds b<z<a.

1 —s2

E facil ver que @(x) é decrescente com relacio a z. Fazendo a substituicio

0<t< oo

m (3.34) obtemos

L _ 10 ~ L+b
p(r) = (2n + a + ) arctant — a arctan ( = at> — Parctan ( 1 —tat)'

Esta formula pode ser verificada diretamente pela diferenciacao com respeito a x, levando em

conta a féormula (3.33). Além disso, temos
p(a) =0, ¢(b) =nm.
Agora, definimos a fungao p(z) por
plz) = (1—2*)"?[(a—2)(z — )] ", (3.35)
Portanto, pelo Lema 3.3, as funcoes
vi(x) = p(z)senp(x), va(x) = p(x) cos p(x) (3.36)
sao solugoes linearmente independentes da equagao diferencial (3.9)

/!
v+ ([90’]2 - p—)v =0,

para b < x < a.
Por (3.36) e (3.35) temos

T—a~ z—bt
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Conseqiientemente, a fun¢ao vy () tem zeros em &, onde
o(&) =km, k=1,2,...,n (3.37)

com 0s casos especiais
50 =a, gn =b.

Agora, estamos em condigao de provar o seguinte resultado:

Teorema 3.6. Para k =1,2,...,n, seja Tpp = Tpr(a, 5) 0 k—ésimo zero, em ordem decres-

cente, do polinomio de Jacobi Péa’ﬁ)(:v). Entao, para o > —1/2 e f > —1/2 temos
e < Tpp < &1, k=1,2,....n

onde, &o,&1,...,&, sao definidos por (3.37). Em particular & = a e &, = b sao dados por

Demonstracao:

Aplicaremos o Teorema da Comparagao de Sturm 2.5 para as equagoes diferenciais (3.29)
e (3.9). Realmente, mostraremos que a equagao diferencial (3.29) é um majorante ” Sturmini-
ano” de (3.9).

Por (3.31) e (3.34) temos que mostrar a desigualdade

346 L@+d)/A+g g

3 .~

_+a

4 + +— >0, para b<x < a, (3.38)
)

41 —2)> 41+ x)? 1 — a2

onde, @ > 0, 3> 0 e p é definido por (3.35).
Por (3.35) temos

/

P
p

1 1 1 1 T
la—x 4z—-b 1—2a2

OR0)
P p p

Usando essas relagoes em (3.38) temos que provar a desigualdade

2(@— P +a+p)(z—a)(z—b)°+ Pla) >0

onde

P(x) = (22 =2)(x —a)*(x —b)? = 22(1 — 2*)(2z —a — b)(a — z)(z — b)+
5a® 4 2ab + 5b*
1 :

= +(1—2%?{322 —3(a+b)z +
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Desde
@-pBz+a+p8>0 —-1<z<I,

precisamos mostrar somente que P(x) > 0 para b < z < a.

Com as notagoes
a+b
=

F, ab=G,
o polinomio P(x) pode ser escrito na forma
P(x) = P(x;F,G) = (22 —-2)(2® —2Fz + G)? + 4x(1 — 2*)(z — F)-
(22 = 2Fz + Q) + (22 — 1)(32® — 6Fz + 5F? — 2G).

Desde

é suficiente para provar a desigualdade P(x) > somente para F' > 0. Observemos que
2F —1 <G <22F —2% b<z<a.

Certamente, a primeira desigualdade é equivalente a (1 — a)(1 —b) > 0 o que é claramente
verdadeira. A segunda delas é equivalente a (a — z)(z —b) > 0 o que é também verdadeiro
para b <z < a.

Agora, P(z; F,G) é um polindmio quadritico em G e o coeficiente de G* é z? — 2 que
é negativo em nosso caso. Conseqiientemente, a fim de provar que P(z) > 0, temos somente

que checar as desigualdades nos pontos extremos G = 2F — 1 e G = 2o F — 22, isto é,
P(z;F,2F —1) >0, P(x;F,2zF —2%) > 0.
No primeiro caso obtemos

P(z; F)2F — 1) = (x — 1)*F[(x + 3)F + 2(x + 1)(x — 2)].

Claramente, (z — 1) < 0 e F' > 0, assim, temos que mostrar somente que a expressao no

intervalo b < a < x é negativa. Desde que

a+b<1+x
2 — 2

F =

: 1+ L
precisamos provar que (x + 3)7 +2(z + 1)(x — 2) < 0. Mas, isto é verdade porque esta

desigualdade é equivalente a 3(1 4 z)(z — 1) < 0. Isso prova que P(z; F,2F —1) > 0. A

desigualdade P(z; F,2zF — %) > 0 segue imediatamente observando que isto é equivalente a
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5(x —1)?(F — x)* > 0. Assim, podemos concluir que P(z) > 0 em b < x < a, ou equivalen-
temente, que a equagao (3.29) é um majorante ”Sturminiano” de (3.9). Conseqiientemente,
aplicando o Teorema da Comparagao de Sturm 2.5 nas equagoes (3.29) e (3.9), concluimos que
entre dois zeros consecutivos &, {1 de vi(x) ocorre pelo menos um zero de pled) (x). Mas
sabemos que no intervalo (—1, 1) a exatamente n zeros de pled (x), dai podemos concluir que

em cada intervalo (&, 1) ocorre exatamente o zero x,x(«, 3) de P}La’ﬁ)(m). ]

3.1.4 Propriedades de Monotonicidade dos Zeros dos Polinomios

de Gegenbauer

Denotemos por z,,(A), k = 1,2,...,[n/2], os zeros positivos do polinémio ultraesférico
P (). Sabemos que z,;(\) sdo fungdes decrescentes de A. Entretanto, a questao muito
natural é avaliar quantitativamente o comportamento dos zeros positivos. Uma forma na-
tural para fazer tal avaliacdo é determinar a funcao extrema f, () para a qual os produtos
fn( ANz 1 (X), tornam-se funcoes crescentes de A. O professor Askey conjecturou que a fungao
apropriada serd f(\) = v/A+ 1. Esta conjectura foi estabelecida parcialmente em [4], pelo
menos para n suficientemente grande e quando o parametro A é relativamente pequeno. Esta
conjectura foi provada por Ahmed, Muldoon e Spigler em [1] para todo n € N e para todo
A € (=1/2,3/2), ainda com a melhor funcio f,(A) = [\ + (2n2 +1)/(4n + 2)]'/2. Mais tarde,
Elbert e Siafarikas em [11] estenderam o resultado de Ahmed, Muldoon e Spigler para todo
A > —1/2, provando assim esta conjectura. Em [5], Dimitrov e Rodrigues provaram que o
resultado de Elbert e Siafarikas é preciso, isto é, que nao pode ser melhorado. Estas contri-
buigoes ajudaram a conhecer o comportamento dos zeros dos polinomios Gegenbauer mais
profundamente.

Nesta se¢ao demonstraremos o resultado obtido por Ahmed, Muldoon e Spigler em [1].
Para isto, usaremos o Teorema de Comparacao de Sturm, para obter f := f,()\) e mostrar tal
monotonicidade.
Para dar inicio, lembremos que a funcao u = uy(z) = (1 — a:2))‘/2+1/4P,§/\)(a:) satisfaz a
equagao diferencial (1.57)
u" + F(z; \)u =0, (3.39)

onde

(n+A)?  1/2+ X=X\ +2%/4

Flad) =5—0 1= a2y
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Seja t = fp(N\)x, entdo a fungao Uy(t) = ux(x),

0= (- (7)) ()

é solucao da equagao diferencial

UG | Fenoe =o, (3.41)
il

Fit) = L 2F (50
ou seja,

~ o (mEN? (124NN 24124
F(t,/\)_ fz_tg (fz_t2)2

Conseqlientemente, os zeros de U(t) sao 0, f,(A) e tu(N) = fn()\)xf{)g).

(3.42)

Agora, estamos em condigoes de mostrar o seguinte resultado:

Teorema 3.7. A fun¢io typ(A) = fu(N)@ar(X) cresce com A € I, onde I C (—3,00), para
toda fungao f,(N\) que satisfaz f,(N) >0, fl(A) >0, fl(\) continua para A € I e

(f2=)2(n+ A2 f = (2n + 1) f] + 26 (n + N)(f* — %)

(3.43)
+fF (A +2X =20 (f2 = 2) +2ff >0, 0<t<f.

Demonstracao:

A conclusao deste teorema segue do Teorema da Comparacao de Sturm aplicado na
equagao diferencial de Sturm-Liouville (3.41). Isto implica que os zeros t,x(A) da solucao da
equacao diferencial (3.41) sdo fungdes crescentes de A desde que a derivada parcial de F/(; \)

com respeito a A é negativa para todo t € (0, f) quando A € I. Assim, de (3.42)

8f ;)\ 1 /
b = a0~ )2+ VA 2nk DS+ 224 N (P - )
FF(L+2X = 2X2)(f2 — t3) + 21 f
chegamos ao resultado desejado. |

Spigler [14] chamou a funcao f,(\) "aceitavel” se satisfaz as hipdteses colocadas sobre
f no teorema (3.7).

Para determinar f, dividimos (3.43) por [f,(\)]* e assim obtemos

(1) Yo o] w2 oo 01 (5))

! o (1 (I L (S
+f(1+2)\ 2>\)(1 (f))+(f) fZO
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Depois de algumas manipulacoes algébricas, temos

f7,2F<;—22),0<t<f, (3.44)

onde
(I —w)2(n+1) —2u(n+ \)]
m+2)21—u)+ (1 +22 =22 (1 +u) +u

F(u) = 5 (3.45)

E fécil ver que o denominador de F' é sempre positivo para 0 < u < 1, —% <A< %

A fim de que (3.44) seja valido para todo t € (0, f,(\)) é necessério e suficiente que

/
S > sup F(u). (3.46)
f O<u<l1
Todavia, podemos mostrar que
sup F(u) = F(0). (3.47)
O<u<1

Para provar (3.47) observemos que isto é equivalente a

a—(a+bu+bu* a
<—, O<ux<l 3.48

A — Bu A “ (3.48)
ondea=2n+1,0=2(n+A), A=2n+AN)?*+1+2X—2)2 e B= -2[1A— ) 2 — (n+ \)?].
Uma condigao necessaria e suficiente para isso é que A > B ou que —% <A< % Assim, para

esses valores de A, (3.46) ¢é equivalente a

f’> 2n + 1
F 7 2n+ A2+ 142X —2)2

(3.49)

Desta forma, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.8. Seja x,,(\) o k-ésimo zero em ordem decrescente de ng)(m). Entao, para
n>2ek=1,...,[n/2], o produto
Ja(N)@ni(A)

¢ fungdo crescente de A para —1 < X <2 e f,(\) = [2n% + 14 2X(2n + 1)]'/2.

N

1
2

Demonstracao:

Obtemos f,(\) diretamente de (3.49). ]

Observe que este resultado foi provado apenas para um pequeno intervalo de A\. A prova
para todos os valores de A, foi dada por Elbert e Siafarikas [11]. Eles usaram a versao integral

do Teorema de Sturm. Demonstraremos isto na ultima secao desta capitulo.
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3.1.5 Resultados de Monotonicidade dos Zeros do Polinomio de

Laguerre

Paraa > —1len=1,2,..., seja l,; = l, k() 0 k-ésimo zero do polinémio de Laguerre
generalizado L%a)(:z:), arranjados em ordem crescente. Elbert e Laforgia em [6] provaram que
a seqiiéncia (n + (o + 1)/2)l, 1 — ili,k cresce com n e, como conseqiiéncia deste resultado,
obteram a desigualdade l,, xlprm p+1 < lngsilnsre, m=1,2,...,1 <k < k+1 <n. A principal
ferramenta usada por eles foi o Teorema de Comparagao de Sturm 2.5. Vamos mostrar os

resultados obtidos por eles, mais precisamente, provaremos os dois seguintes teoremas:

Teorema 3.9. Para -1 <a<1lek=12...,n, sejal,r =l,x(a) 0 k-ésimo zero positivo
do polinomio de Laguerre Lq(la)(x) arranjados em ordem crescente. Entio (n+ (a+1)/2)l,, —

172 oto &
1lax cresce com n, isto €,

a+1 1 a+1 1
(n + 2 )ln+17k - Zl721+17k > (n _|’ 2 )l 7]4; - Zli’k (350)
Teorema 3.10. Para « firo, —1 <a<1ek=1,2,...,n, vale o sequinte resultado
ln,k ln,k
<0, 1<k<k+1<n, m=1,2,... (3.51)
ln,k ln,k

Prova dos Teoremas: Sabemos de (1.59) que a fungao y = y,(z) = e*x/%(a“)/?Lﬁ?)(x)

satisfaz a equacao diferencial

y' + fulz)y =0, (3.52)
onde
n+ O‘TH 1—a® 1
falz) = . + w1 (3.53)

y(x) = a(z)=(1) (3.54)

t= /x b(x)dz, (3.55)

!

onde a(z) e b(z) sdo fungdes positivas, continuas e duas vezes diferencidveis em I = [z, 2"].

Se a?(x)b(x) =1 em I, entdo z = z(t) é uma solucio da equacgio diferencial

2 4+ F,(t)z =0, (3.56)
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onde
3[0']* — 26" N fn(2)

Fult) = A b2

(3.57)

Para a prova dos Teoremas, usaremos duas transformagcoes de (3.52). Para provar (3.50),

seja p,(z) definida por

pn(z) = (n s 1):0 ) (3.58)

E facil ver que

—oo<r<oo 2
onde
T, =2n+ o+ 1.
Mais ainda,
Pni1(2) > pu(Zn), para Tp; < o < Tpg, (3.59)
onde

Bl = dn +2 = \fAT, L4, Fpy = T+ 2+ \/4ip + 4.

Agora distinguimos trés casos:
a. Ty < ln+17k: < fng;
b. Tno < g1
c. 0« ln+1,k < Tpi-

Note que, usando (3.58), a desigualdade (3.50) pode ser escrita como

Prnllok) < Dnti(lnvik), k=1,2,...,n. (3.60)

Caso a. De (3.59) obtemos imediatamente a desigualdade (3.60);
Caso b. Para provar este caso, usamos um resultado que é devido a Szegd [[15], p.129],

que diz que (n + (o + 1)/2)x, decresce com n, isto é

1 1
(n—l—a;— )xn7k>(n+1+%)xn+17k, a>-—1, k=1,...,n.

Dessa forma, obtemos
n+a—+1

l, <lpjp——————.
+lk ’k2n+oz+3
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Além disso, de (3.58), a fungao p,(z) decresce com respeito a x em [Z, + 2,00). Por esta

razao, para provar (3.60) é suficiente mostrar que

Pr(lng) < Prs1(lorx(2n+a+1)/2n+ a + 3)).

2n+a+1)2
<1

De fato, esta ultima desigualdade é verdadeira, pois é equivalente a | ———
2n+a+3

Caso c¢. Em (3.54), escolhemos a(z) e b(x) como

b(x) =by(x) =n+ %(a +1)— %x; a(x) = ay(z) = [b(:t:)]’l/Z.

Fazendo 2’ = 0 em (3.55) encontramos que a func@o z,(t) = 1/b,(t)y.(z) satisfaz a equagao

diferencial
2'(t) + F,(t)z(t) = 0, (3.61)
onde
4t +1—a? 3 1
F.(t) = —7——+— .62
=T 60w (362)
e
1 1
T = x,(t) :2n—|—§(a+1) — \/[n+§(a+1)] —t.
Além de (3.61), consideremos a equagao diferencial
w"(t) + Fo (Hw(t) =0, (3.63)

satisfeita por z,41(t). Se pusermos z” = 7,1 em (3.55), entao b,(z) e b,41(x) sdo positivos em
I =10,2,1]. Agora, afirmamos que (3.61) é um majorante ”Sturminiano” de (3.63). De fato,
isto é verificado se mostrarmos que as fungoes x,,(t)b,(x) e b,(z) sdo crescentes com relagao a

n. Com efeito, temos que

Oxy(t) —2x <0 ob,(x)  2n+a+1 =0
on  2n+a+l-—z ’ on  2n+a+l—=x
e também
0 x?
—[xb, = )
3n[x ()] 2n+a+1—x>0

Dai, segue que b,(x) e xb,(x) sao ambas crescentes com respeito a n, quando t é fixo.

A condigao limite (2.5), do Teorema 2.5, é satisfeita em ¢t = 0, isto é,

lim [/ (£)Y (t) — y(1)Y'(t)] = 0.

t—0t
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Entao, uma aplicagao direta do Teorema de Comparagao de Sturm 2.5 nos leva as seguintes

desigualdades entre os zeros de z,(t) e z,41(t)
tn,k <tn+1,k; k= 1,2,...,71,

onde t, 1 = Pu(lng) € tns1k = Pnt1(lns1x). Isto completa a prova do Teorema 3.9.

Agora vamos provar o Teorema 3.10. Aplicando a transformagao t = x /[, na equagao
diferencial (3.52) (isto é, b(x) = 1/l, em (3.55)), verificamos por (3.57) que a funcio z,(t) =
yn () satisfaz

2"+ likfn(ln’kt)z =0, (3.64)

dai, por (3.53)

+5(a+1 1-a® 1
ntylatl), . 4;‘ - 7124 (3.65)

i fn(lngit) =

Além de (3.64), consideremos a equagao

w” + l?z—i—l,kfn—l—l(ln—i—l,kt)w = 07 (3'66)

satisfeita por z,.1(t) = ynr1(x). As fungoes z,(t) e z,11(t) tem um zero comum em ¢t = 1.

Além disso, para t > 1 temos,
2 2 1 L
st pfrri(nprnt) = G fa(lugpt)] > [0+ 1+ 5(& + Dllng1e — Zln-i-l,k:

1 1
—[n+ 5(04 + D]l + Zlivk’

sendo o lado direito da desigualdade positivo em vista do Teorema 3.9. Por isso, (3.66) ¢é
um majorante ”Sturminiano”de (3.64) e aplicando o Teorema de Comparacao Comparacao

de Sturm temos que o préximo zero de z,.1(t) ocorre antes do préximo zero de z,(t), isto é,

bvtiri  bowei
T ki 12 . n— k. (3.67)
ln+1,k ln,k

Isto prova (3.51) para m = 1. Entdo, por indugao, obtemos de (3.67), a desigualdade mais

geral

ln m ) ln ]
bt R =12, (3.68)

ln-i—m,k ln,k’

o que completa a prova do Teorema 3.10.
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3.2 Desigualdades Tipo Turan sobre Zeros

Consideremos a equagao hipergeométrica de Gauss (1.47), satisfeita pela fungao hiper-

geométrica de Gauss o F(a, b; c; x)
t(1—2)y" +[c—(a+b+1z]y —aby =0
com as seguintes restri¢oes aos parametros que asseguram a condigao oscilatéria em (0, 1)
a<0, b>1 c—a>1 ¢c—b<0 (3.69)

ou, por simetria, trocando a por b e vice-versa. Agora, ao invés de considerarmos os parametros

a, b e ¢, consideremos os parametros reais
n=-a, a=c—1, f=a+b—c
o qual corresponde a conhecida notacao para os polinomios de Jacobi (1.49)

a+1),

P (z) = ( n! oFi(—n,n+a+ B+ La+1;(1—1)/2).

As condigoes oscilatérias (3.69) no intervalo (0,1) sao reescritas, em termos dos parametros

de Jacobi, como segue:
n>0, n+t+a+pB>0, n+a>0, n+5>0. (3.70)

Aplicando a transformacao (1.12) a equacgao diferencial hipergeométrica acima, chegamos a

uma equagao da forma (1.10)

u + Mx)u' = 0.
com
L?—a?—-p%2+1 1-a? 1- 32
A\(z) = 3.71
(z) z(1—x) * x? * (1—x)? (3:71)
onde

L=b—a=2n+a+ 73+ 1.

Em [3], Deano, Gil e Segura, estudaram as propriedades de monotonicidade de A(x)
para todos os valores dos parametros L, a e 3. Mostraremos os resultados obtidos por eles a
seguir.

Mudanga z(z) = arccos(1 — 2z):
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A escolha z(z) = arccos(l — 2z), leva o intervalo (0,1) ao intervalo (0,7). A nova
variavel z(z) é o angulo 6 em (1.53). Usaremos a notacao 6(x) ao invés de z(x). Aplicando a
transformacao de Liouville da Secao 1.1.2, obtemos

Ca’-1/4 P14

3.72
x 1l—=x ( )

4Q(z) = L?

Observe que a equagao diferencial na forma normal correspondente a (x(6)) em (3.72),
torna-se e equacao estudada por Szegd, Teoremas 3.1 e 3.2. Como veremos a seguir, usando o
Teorema 2.8, obtemos os mesmos limites de Szegd quando |a|, |3| < 1/2, extendo o resultado
para todos os valores a e 3 desde que satisfagam as condigdes oscilatéria (3.70). Para isso,
vamos destacar algumas propriedades de Q(x). Temos que:

o —1/4 B —1/4 _

0
x? (1 —x)?

Q@z)=0«&

4a? — (%)a® — 240 — Dz +4a®> -1 0

=
422(1 — x)?

Logo,
1 .
1. Se |a| =] = Y entao Y (z) = 0;
2. Caso contrario:

a. Se |a| < (x) tem um minimo absoluto em [0, 1];

o
=
IN
°
=
-+
o
o
2

b. Se |a| > , entao Q(x) tem um maximo absoluto em [0, 1];

=
v

¢}

c. Se |a| > , entao Q'(z) > 0 em (0,1);

=
IN

¢}

d. Se |of < , entao '(z) < 0em (0,1).

NI~ N~ N~ DN~
¢
=
AV

NI~ N~ N~ DN~

Nos casos onde existe um extremo absoluto, ele é atingido em

- VIL/4 = o (3.73)
VI/4 = +/]1/4 — ]

e

e o valor de €(z) neste ponto é

>0, (3.74)

(o) = 7|12 (VITT= ol + VI 7 )

onde o sinal + quando o extremo é maxino e o sinal — quando ele ¢ um minimo. Conseqiien-

temente, pelo Teorema 2.8, obtemos as seguintes relagoes em termos de 6(z).



3.2. Desigualdades Tipo Turan sobre Zeros 59

Teorema 3.11. Seja n, a e ( satisfazendo (3.70). Seja xy, k=1,...,n, 11 < ... < x,, 0s
zeros de qualquer solug¢do da equagdo hipergeométrica em (0,1) e seja 0y = arccos(1l — 2zy),

=1,...,n. Entao

1 . 2m
1. Se o = |B| = 7’ entao Afy = 7
2. Caso contrdrio:
1 1 2
a. Se|a| < 3¢ 18] < 3 entdo Afy < T -
\/L2 + (VIA=a? + TA= 7 )
1 1 2
b. Se|a| > 3¢ 18| > 3 entio NGy > T =
\/L2 ~(Ve? =172+ P =11
1 1 .
c. Selal > 3¢ 18] < 5 entao A6, < 0;
1 1
d. Sela| < 3¢ 18| > 3 entiao A?60), > 0.

Mudanga z(z) = log(x):
Fazendo a mudanca z(z) = log(z), a correspondente funcao (x) é

L2—a2—i—ﬁ2—1 1_52
11—z (1—x2)%

40(z) = —L* + (3.75)

onde a singularidade em = = 0 foi eliminada pela nova varidvel z(z) e desapareceu em Q(z).
Novamente, calculando '(x) obtemos

1-3% —1+L*—a%+ 3

Y(z) = di—2p T a(l—ap

(-1+L*—a?+ )z —1—L*+ o+
4(x —1)3 '

Logo, temos as seguintes propriedades de monotonicidade em (0, 1):

1. Se || < 1, entao ' (z) > 0;

2. Se || > 1, entao Q(x) tem somente um méximo absoluto, o qual esté localizado em

L2 —a? — (52— 1)

0<z, =
L [2—a2+ 3 -1

<1,

onde
1 [(L+a)® = (82 = DL —a)® = (5 -1)]
16 62 —1

Qze) = > 1.

Conseqiientemente, temos o seguinte:
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Teorema 3.12. Sejam n, « e (3 satisfazendo (3.70) e z(x) = log(z). Entdo os zeros da fun¢ao

hipergeométrica em (0,1) satisfazem

1. Se |B| <1, entao A%z, < 0. Portanto, os zeros da funcgdo hipergeométrica satisfazem a
desigualdade

T > Tp 1Tpp1. (3.76)

2. Se |B| > 1, entao Az, > f(L,a, 3) onde

g1
L,a, () = 4r , 3.77
Jiba.) \/[<L+a)2—(62—1)][(L—a)2—(62—1>] 70
ou, em termos dos zeros da funcdo hipergeométrica
Thtl o f(LasB), (3.78)

Ty

Em termos do polindmio de Jacobi ple) (x), e denotando seus zeros por Ty, obtemos

(observe que ¥ = 1 — 2x)

Coroléario 3.3. Sejam n, o e 3 satisfazendo (3.70). Entao os zeros do polinomio de Jacobi
satisfazem
1. Se |B] <1, entdo (1 —71)? > (1 — Tp_1)(1 — Tpy1)
1
2. Se |B| > 1, entao ST Tk (L),
1 — g
Se tomarmos a mudanca z(z) = —log(1 — x), obtemos resultados similares, mas com «
trocado por (3 e vice-versa, bem como z por 1 — x, nas equagoes (3.76) e (3.78). Em termos

dos zeros do polinomio de Jacobi, obtemos

Corolario 3.4. Sejam n, o e [ satisfazendo (3.70). Entao os zeros do polinomio de Jacobi

satisfazem

1. Se la| <1, entdo (1 + 7)? > (1+ 1) (1 + 1)

S A o
2. Se |a| > 1, entdio % S of (L)

Ty
Mudanca z(z) = — tanh™*(v/1 — z):
Consideremos a seguinte mudanca z(z) = — tanh ™' (/1 — z). aplicando a transformacao

de Liouville, a singularidade em x = 0 desaparece em €(z), o qual tem a seguinte forma

B2 —1/4

1—z

Qr)=03*—a* — i + (L2 — i)x — (3.79)
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Novamente, assumindo que as condigoes oscilatorias (3.70) é facil ver que Q(z) tem as seguintes

propriedades de momotonicidade:
1. Se |8] < 3, entao V'(z) > 0 em (0,1);

2. Se |f] > 3, entao Q(x) tem somente um maximo absoluto em [0, 1], o qual esta localizado

0<xe:1—“lﬁ;:—1ﬁ§1,
O(a,) = <\/L2—1/4—\/ﬁ2—1/4)2—a2>O.

Conseqiientemente, temos o seguinte:

em

onde

Teorema 3.13. Sejan, a e 3 satisfazendo (3.70) e seja z(x) = —tanh ™ (v/1 — ). Entdo os

zeros da fun¢ao hipergeométrica em (0,1) satisfazem as sequintes desigualdades:

1. Se || < %, entao A%z, < 0, ou, em termos dos zeros xj, da funcao hipergeométrica,
Tp41Tk—-1 h(l’kﬂ)h(%kq)
2 2 (380)
L, h(zr)

com

h(z)=(1—V1—2)2

2. Se |B| > 1, entdo Az, > p(L,a, 3) onde

97
s

\/<\/L2 —1ji-J/F-1/4 )2 s

p(L, o, B) =

Isto implica que

1 + vV 1-— T \/m
N e e(p(L, o, B)). (3.81)

Similarmente como antes, se considerarmos a mudanca de variavel z(x) = tanh™'(y/z),

temos relacgoes similares trocando « por (3 e vice-versa, como segue:
Corolario 3.5. Sejan, a e 3 satisfazendo (3.70). Entdo os zeros da func¢ao hipergeométrica
em (0,1) satisfazem:

1. Se |a| < 1, entdo

(1 —2p)(1—211)  g(zria)g(zri)
(1= 2p)? < o(11)? , (3.82)

onde

g(z) = 1+ )™
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2. Se|al > L entdo Az, > p(L, 3,a) para z(x) = tanh™'(\/x). Isto significa que

27
VI—2p 1+ /T .
1+ /ZTe V1= Zpga

Mudanca z(z) = log(z/(1 — x))

(p(L, 3, ). (3.83)

Esta mudanca elimina as singularidades em 2 = 0 e em = 1 de Q(x), o qual tem a

seguinte forma

40(z) = —(L? = Da* + (L* + o — B2 — 1)z — o*. (3.84)
Como podemos observar, {)(x) é uma parabola com um méximo absoluto em

124+a2—-32—1
O<xe == < 1,
Te =57 2

onde
1 (LP=1—(a=0)(L*=1-(a+5)?)
16 L2 -1

Como conseqiientemente deste resultado, e observando as condigoes oscilatorias, temos:

Qx,) =

Azk > f(ﬁ,OZ,L) = f(aaﬁa L)a

onde f é definido em (3.77).

Em termos dos zeros da funcao hipergeométrica, temos o seguinte limite global:

Teorema 3.14. Os zeros da fun¢ao hipergeométrica em (0,1) satisfazem:

-z, 21

> e(f(a,5,L)) (3.85)

T 1 — a4

para todos os valores dos parametros satisfazendo a condi¢ao oscilatoria (3.70).

3.3 Forma Integral

3.3.1 Propriedades de Monotonicidade dos Zeros dos Polindmios

de Gegenbauer

Demonstraremos agora, o resultado obtido por Elbert e Siafarikas [11], o qual extende o
resultado dado por Ahmed, Muldoon e Spigler [1], que foi relatado na subsegao 3.2.4.

Para este propdsito, observe que podemos considerar o produto

FaNzar (V)
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onde

~ FalN) 2n? +11"2
() = =|A .
fa(N) dn + 2 +>4n-%2
ao invés do produto f,,(A)z,k(A) dado no Teorema 3.8.
Agora, fazendo ¢ = f,(\)z, em (3.39), a funcdo U (%) = u(x) satisfaz & equacdo diferencial
PUW) | =y
S v

com

FE) = RO F (i),

fa(A)

Substituindo 2 = 7 e fg()\) =p(A) =+ 24?; :21, temos
. _Eray L AT e(NA/2+ A M) +7/4
PN =N = e e

Como U(0)U’(0) = 0, podemos aplicar a Férmula de Richardson (2.12). Calculando a derivada
%S(T; ©(N), A), obtemos:

(p(\) — 7)3%3@, ©()\),7) = Ar* + Bt + C, (3.86)
onde
= 2(n+\),
—(An 42X+ 1)p(A) + X2 = A =14 (n+ 1),

= 2n+1D*(A) + A2 =X —=1/2 — (n+ A)*p(N).

Q W =
I

Pela definicdo de ¢(\) temos C' = 0. Seja 79 = —B/A. Entao, 1 > p(A) se A € (—3,2] e

0 <79 < @A) se A>3, Da

<0 para 0<7<p(\), sele (-1 3]
dS(7; (M), A)

7\ <0 para 0<7<Tm, seX>3 (3.87)

>0 para 719 <T<@(A), se A>3
Seja £(\) = fn()\)xnk()\) um zero positivo de U(A,t) = 0. Assim, por (2.12), o sinal de
déXN /d) é determinado pela integral

3 2. ~
O(E) = — /O ds(t ’C;‘;(A)’A) U2t N)dt, 0< &< f(N). (3.88)

De (3.87), esta integral é sempre positiva se \ € (—%, %] pois o integrando é negativo. Obser-
vemos que esta integral também é positiva para \ > % Por (3.87), a funcao ®(§) cresce com
£ para 0 < £ < /7o e ®(£) alcanca seu maximo quando £ = /7p. Entao, ¢(£) é decrescente
no intervalo (y/7p, ¢(A)). Logo, para & = ¢(A), ¢(§) = 0. Temos, entdo, o seguinte resultado:
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Lema 3.15. A funcio ®(§) definida em (3.88) € positiva para 0 < & < @(\) e ®(0) =
P(p(A) = 0.

Vamos mostrar, agora, o seguinte resultado:

Lema 3.16. Para )\ > §,

2
PO S p(N), ) o
L UR (A dt
. IA 4 B 2
= 730 / PNz 2T (1 a2 (P (@) de = 0. (3.89)
0 (1 —a?)
Demonstracao:

Sejam I, = I,(n, \) definidas por:
1

1
I,=1,(n\) = / (1— x2)’\_”_% [Pfl)‘)(x)} de, A>v— 3 V= 0,1,2. (3.90)

1
Particularmente, Iy é bem conhecida pois é <PT§A), Pé/\)>, isto é,

21T (5 4 2\) 1
1 A) = A> —— =0,1,... . 91
0(”7 ) n'(n—l—)\)[l—‘()\)]zw’ > 27 n 07 ) (39 )

A férmula para I; é menos familiar:

21-2D(p 4 2)) 1
A>=n=0,1,.... .92
a0 e AT T .

Il(n, )\) =

1
De fato, parav=1,2e A > v — 3 temos, por (3.90),

A =20+ 1), —I,.1) = (2\—2v+ 1)/1 (1 — 22N 2g2 [Pﬁ@)f dx

-1

= — /_11 [(1 - Z‘2))\_v+%]ll‘ [P,(L)‘)(:U)fdx

1
= I,.1+ 2/ (1-— xQ)’\_”J“%x [P(’\)(x)} PW (z)dz.
-1

/
Para v = 1, a ultima integral pode ser facilmente determinada. Como z [Pﬁ’\)(x)} =

n—2

ang)‘) (x) + chﬂ-xi, onde c,; sao constantes, temos, pela relagao de ortogonalidade, que

=0
esta tltima integral é dada por

/1 (1—a*)* 22 [PY (as)}/P,E’\)(x)d:): = /1 (1-— SBQ))\_% (nP}f‘) (x) + gcmx’> PW (x)dx

N

1 1
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Assim, por (3.93), temos
1
2A—1), =2(n+ \)ly, para \> 5 (3.94)

Logo, por (3.91) e pela equacao acima, obtemos (3.92).

Finalmente, o caso v = 2 ainda nao aparece nos livros sobre integrais definidas. Por

(1.56), temos, para y = PT(L’\)(x),

(1 —22) [PV ()] = @A + Dz [PV (@)] + n(n + 20) PV (z) = 0.

n n

Multiplicando esta identidade por (1—x2)’\_%PT(LA) (x) e integrando no intervalo [—1, 1], obtemos
- /!
@A+ 1) [L (1= 22 ia [Pé” ($)] P (2)d
1 1
=— / (1 — 2?2z [P (2)] P (2)dx + n(n + 2\) 14,
—1

onde a integral do lado direito é nula devido & ortogonalidade. Assim, de (3.93),

2(A—g> (A+%)12:[(n+A)2+A2—A—1}11. (3.95)
Logo, de (3.92), obtemos
72720 (n+2\) (n+ A2+ X2 - —1 3
Iy(n,\) = , A>—-. n=01,.... (3.96)
N =TT 0 Do D0 5) 2

Agora estamos aptos a demonstrar o Lema. Usando os valores de A e B dados em (3.86),

temos que
Ap(N)z* + Bz® = o(\) [2(n+A)(1 —2)? = (2A = 1)(1 — 27)]
+ {2 (A+%> (A—;) — [(n+ X2+ X =X —1] (1—&)}
Por (3.90), a integral em (3.89) ¢ dada por
5 A2 e () e
= (@) [2(n+ NI — 2\ — 1)[}]
+ {2 (A+%> (A—g) L= [(n+ X2+ X = x—1] Il] .

Mas, por (3.94) e (3.95) temos que esta integral é nula. Assim, chegamos ao resultado desejado.

Assim, demonstramos o resultado para todo A, isto é, provamos o seguinte Teorema:
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Teorema 3.17. Sejamn >3 e 1 < k < [n/2]|. Entdo, a fungdo

FRONESNGY
com 12
~ 2’ +1
- o

¢ uma fungdao crescente de \ para A > —1/2.

Por (1.65) temos, para os polinomios ultrasféricos, que

2n? +1
4dn + 2

A—00

1/2

Combinando este limite com a monotonicidade estabelecida no teorema anterior, temos o

seguinte resultado:

Corolario 3.6. Para os zeros positivos x, x(A) do polinomio ultrasférico P,(\)(z), tem-se a

sequinte desigualdade:

{)\ on? +1

1/2
1 n
k(X)) < hy, A>—— k=1,2,....[=|
| ) < e A>3 2]
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