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RESUMO

O cancer é uma das principais causas de morte no mundo e afeta uma
parcela consideravel da populagao, particularmente em paises subdesenvolvidos. De
acordo com os dados fornecidos pela Organizacao Mundial da Satide (WHO, 2014),
8,2 milhoes de pessoas morreram em 2012 devido ao cancer. De acordo com o
Instituto Nacional do Cancer (Brasil, 2014), a estimativa para o ano de 2014 aponta
para a ocorréncia de, aproximadamente, 576 mil casos novos de cancer no Brasil. No
entanto, muitas destas mortes poderiam ser evitadas. Por exemplo, mais de 30% das
mortes poderia ser impedida por um estilo de vida saudavel ou por imunizacao contra
infecgoes que causam cancer (HPV, HBV). Ainda, canceres detectados precocemente
podem ser tratados e curados. Mesmo com cancer em estagio final, o sofrimento dos

pacientes pode ser aliviado com um bom cuidado paliativo.



xi
Neste texto, apresentamos um modelo matematico com o objetivo de
entender o desenvolvimento tumoral e o efeito da administracao em ciclos segundo
dois protocolos de quimioterapia, bem como dois métodos de entrega da droga.
Inicialmente é feita uma introdugao sobre a biologia do cancer levando
em consideracao os principais aspectos para a construcao do modelo matematico.
Logo apds é feita uma revisao da literatura utilizada para o embasamento do modelo
matematico. Partindo para os resultados, apresentamos uma analise de estabilidade
linear para o modelo espacialmente homogéneo com tratamento e sem tratamento,
a fim de conhecer a dinamica do modelo. Desta, concluimos que os parametros de
competicao sao os principais parametros de bifurcacao do sistema, que definem a
progressao do tumor e o sucesso do tratamento quimioterapico. Tendo estes resul-
tados, partimos para as simulagoes numéricas de onde concluimos que o protocolo
metronomico se mostra mais efetivo em prolongar a vida do paciente do que o proto-
colo MTD. Ainda mais, o método de entrega uniforme juntamente com o protocolo
metronomico é o mais eficiente em reduzir a densidade do tumor durante o trata-

mento.
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SUMMARY

The cancer is one of the leading causes of death in the world and affects
a considerable portion of the population, particularly in developing countries. Accor-
ding to the World Health Organization (WHO, 2014), 8.2 million people worldwide
died from cancer in 2012. In 2014 there are 576 000 new cases of cancer expected
in Brazil (Brasil, 2014). Yet, many of these deaths could be avoided. Over 30% of
canceres can be prevented by healthy life style or by immunization against cancer
causing infections (HBV, HPV). Others can be detected early, treated and cured.
Even in the late stage, the suffering of patients can be relieved with good palliative
care.

In this dissertation, we present a mathematical model with the goal of
understanding tumor development and the effect of administration in cycles accor-

ding two protocols of chemotherapy as well as two methods of drug delivery.



xiii

We begin with an introduction to the biology of cancer taking into

account the main aspects for the construction of the mathematical model. Then, a
review of the literature for the mathematical model is presented, and then we present
a linear stability analysis for the spatially homogeneous model with and without
treatment, in order to understand the dynamics of the model. We conclude that
the parameters of competition are the main bifurcation parameters of the system,
which define the tumor progression and the successful of chemotherapy. With these
results and numerical simulations we concluded that the metronomic protocol proves
more effective in prolonging the patient’s life than the MTD protocol. Moreover, the
uniform delivery method along with the metronomic protocol is the most efficient in

reducing the density of the tumor during treatment.



1 INTRODUCAO

Nesta segao vamos apresentar alguns aspectos basicos sobre a biologia
do cancer que sao usados para a construcao do modelo matematico apresentado
neste texto. Como a biologia do cancer é um assunto muito complexo, abordaremos
apenas conceitos necessarios ao desenvolvimento deste texto. Para um conhecimento
mais detalhado sobre o assunto, indicamos os livros de Weinberg (2008), Junqueira

& Carneiro (1997), Alberts et al. (1997) e Kumar et al. (2010).

1.1 Cancer

Cancer é o nome atribuido a uma série de doengas que tem como ca-
racteristica comum o crescimento celular desordenado, que ocorre como resultado de
alteracoes ou mutacoes genéticas. Tais alteracoes permitem a proliferacao excessiva
e desregulada que se torna autéonoma (independente do estimulo fisiolégico de cres-
cimento). Toda a populagao de células neopldsicas dentro de um tumor individual
surge de uma tunica célula que sofreu alteragoes genéticas, por um processo conhecido
como expansao clonal. A expansao clonal consiste na geracao de descendentes, da
célula inicialmente transformada por divisao celular e o crescimento dessa populacao
de descendentes. Durante este processo, células neoplasicas podem acumular mui-
tas mutacoes, que permitem progressao mais rapida e avancada. Estas mutacoes,
usualmente, conferem as células as seguintes capacidades (Hanahan & Weinberg,

2011):

o Auto-suficiéncia em sinais de crescimento: células neoplasicas nao precisam de

estimulos externos, na forma de fatores de crescimento, para se multiplicarem.
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e Fuvasao a sinais de anticrescimento: sao resistentes a sinais de supressao de

crescimento.
e Fvasao a apoptose: tem a habilidade de escapar da morte celular programada.

e Potencial replicativo ilimitado: células neoplasicas nao morrem apds um certo
numero de divisoes e tem a capacidade de crescer e se dividir por indefinidas

vezes.

e Promover angiogénese: habilidade de promover o crescimento de novos vasos

sanguineos para garantir o suprimento continuo de oxigénio e nutrientes.

e [nvasao de tecidos e metdstase: capacidade de invadir tecidos adjacentes e se

espalhar para tecidos distantes.

(13

e Fvasao do sistema imunologico: células neopldsicas aparentam ser “in-

visiveis”ao sistema imunolédgico.

e Metabolismo desrequlado: faz uso de caminhos metabdlicos anormais para a

producao de energia.
e DNA instdavel: muitas mutagdes cromossomicas.

e Inflamacao: induzir um ambiente inflamatério persistente que acelera o pro-

cesso carcinogenico.

Uma populacao de células neoplasicas é dita ser um cancer quando esta
pode invadir e destruir as estruturas adjacentes e se disseminar para sitios distantes
(metéstase), levando o hospedeiro a morte.

Apesar de as células neoplasicas determinarem, em grande parte,
o comportamento do tumor e suas consequéncias patoldgicas, seu crescimento e
evolucao sao dependentes do seu estroma. Um suprimento sanguineo estromal ade-
quado é requisito para as células neoplasicas viverem e se dividirem, e o tecido con-

juntivo prové o molde estrutural essencial para as células em crescimento (Kumar
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et al., 2010). Quando um tumor comeca a se formar, sua existéncia e crescimento
dependem da difusao simples de oxigénio e nutrientes. Entretanto, o crescimento
do tumor via difusao é limitado, isto é, apds atingir um certo tamanho, aproxi-
madamento 2-3mm de diametro, a difusao simples nao é suficiente para sustentar
o crescimento do tumor. Sem o suprimento adequado de oxigénio, as células neo-
plasicas entram em colapso e, entao, o crescimento e o desenvolvimento do tumor

estao comprometidos, caso este nao obtenha outros meios de nutricao.

1.2 Angiogénese tumoral

O processo de angiogénese consiste na formagao de novos vasos
sanguineos a partir de uma vascularizagao ja existente, e quando relacionada a vas-
cularizacao de tumores é chamado angiogénese tumoral. Todos os vasos sanguineos
do nosso corpo sao revestidos por células endoteliais, tornando tal processo direta-
mente relacionado com a reprodugao das células endoteliais (Alberts et al., 1997).
Diferentes processos no nosso organismo dependem da angiogénese. Durante a em-
briogénese, a formacao da vascularizacao do embriao depende da vasculogénese, que
consiste na formacao dos vasos a partir somente da organizacao das células endo-
teliais, e da angiogénese, que se da pela formacao de novos vasos a partir dos ja
existentes. O processo de cicatrizacao e a formacao do endométrio, camada interna
do utero, durante o ciclo reprodutor feminino, sao fenomenos também dependentes
da angiogénese (Weinberg, 2008). Porém, existe uma diferenga determinante entre o
processo normal de angiogénese e o processo de angiogénese tumoral. Usualmente, a
angiogénese consiste em um processo transitorio, que se dé apenas quando sinais que
estimulam o crescimento de células endoteliais sao emitidos em virtude de alguma si-
tuagao esporadica, enquanto que a angionénese tumoral, em decorréncia de estimulos
provenientes das células neopldsicas, consiste, em grande parte, do desenvolvimento
de vasculatura, em um processo continuo (Hanahan & Weinberg, 2011).

Angiogeénese tumoral ocorre quando um tumor avascular atinge um

diametro critico além do qual o processo de difusao simples de oxigénio e nutrien-



4

tes, devido a vascularizacao normal do tecido, nao é suficiente para sustentar seu
crescimento. Neste estdgio, células neoplasicas se tornam hipodxicas e liberam TAF's
(do inglés, Tumor Angiogenic Factors), que se difunde pelo tecido e se aproximam
de células endoteliais dos vasos sanguineos mais proximos. Em seguida, células en-
doteliais respondem ao gradiente de TAFs, processo conhecido como quimiotaxia,
formando brotos continuos, migrando e se proliferando na direcao do tumor e for-
mando uma rede ligando o tumor ao vaso sanguineo. Entao, essa rede provée todos
os nutrientes e oxigénio requeridos para o crescimento tumoral. Este processo é
muito efetivo em produzir neovascularizacao e dar aporte ao crescimento tumoral,
mas a vascularizagdo tumoral é estrutural e funcionalmente anormal (Carmeliet &
Jain, 2000). Em constraste com a vascularizagdo normal, a vasculariza¢ao tumoral é
tortuosa e dilatada, com diametro desigual, excessivamente ramificada e altamente
permeavel. Consequentemente, o fluxo sanguineo no tumor é cadtico e variavel e leva
diferentes regides do tumor a acidez e hipoxia. Esta condicao diminui a efetividade
terapéutica, modula a producao de pré-angiogénicos e inibidores e seleciona células
neopldsicas com maior potencial maligno e metastatico. Além disso, hipoxia pode

selecionar para expansao clonal células que perderam resposta apoptética a hipoxia.

1.3 Quimioterapia

A quimioterapia consiste na utilizagao de substancias téxicas para de-
terminados tipos de células com o objetivo de tratar doencas que surgem em vir-
tude do mal funcionamento dessas células. Devido sua importancia na medicina
oncologica, o termo quimioterapia hoje em dia relaciona-se diretamente a quimio-
terapia antineoplasica, que é utilizada especificamente no tratamento de neoplasias
(d’Onofrio & Gandolfi, 2010).

A acado de uma droga quimioterdpica nas células neoplasicas se da de-
vido a alta taxa de reproducao dessas células, danificando o DNA celular ou inibindo
a agao dos telomeros, o que pode causar danos em alguns tecidos sadios que também

apresentando alta taxa de proliferacao, como a muscosa do trato gastroinstestinal
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e os foliculos capilares, implicando em efeitos colaterais diretamente dependentes
da quantidade de droga infundida (Phipps, 2009). Assim, estratégias convencionais
de tratamento com quimioterapia antineopldsica sao guiadas a partir de um limite
maximo de dose de droga, préximo de uma toxicidade capaz de causar mais beneficios
do que danos ao individuo em tratamento (Faivre et al., 2013).
Desde o inicio da sua utilizacao no tratamento de canceres, em 1950, a
quimioterapia tem sido empregada de diferentes maneiras, com diferentes objetivos
(Browder et al., 2000). Segundo Brasil (2008), as principais fun¢oes da quimioterapia

sao:
e Clurativa: objetiva a erradicacao de evidéncias de neoplasia.

e Paliativa: visa melhorar a qualidade de vida do paciente, minimizando os sinto-
mas decorrentes da proliferagao tumoral, aumentando seu tempo de sobrevida

em funcao de uma reducao significativa do niimero de células neoplésicas.

e Potencializadora: quando utilizada simultaneamente com a radioterapia, no
sentido de melhorar a relagao dose terapéutica/dose téxica do tratamento com
irradiacao. Objetiva, principalmente, potencializar o efeito dos antineoplasicos
no local irradiado e, conceitualmente, nao interfere no efeito sistémico do tra-

tamento.

e Adjuvante: quando é realizada posteriormente ao tratamento principal, quer
seja cirurgico ou radioterapico. Tem por finalidade promover a eliminagao da
doenca residual metastatica potencial, indetectdavel, porém, presumidamente

existente.

e Neo-Adjuvante: quando realizada previamente ao tratamento principal, quer
seja cirurgico ou radioterapico. Objetiva tanto a redugao do volume tumoral,
quanto a eliminagao de metastases nao detectaveis clinicamente ja existentes

ou, eventualmente, formadas no momento da manipulacao cirurgica.
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Outro aspecto relevante da relacao da quimioterapia com as células
neoplasicas se da pela possibilidade de selagao das células neopléasicas resistentes
ao tratamento quimioterapico. Devido a elevada instabilidade genética, as células
neoplasicas se apresentam mais ou menos sensiveis a um determinado agente quimio-
terapico (Norton, 1987). As células mais sensiveis ao quimioterapico serao eliminadas
com maior facilidade pelo tratamento, enquanto que as menos sensiveis irao conti-
nuar se proliferando. Este fenomeno abre espaco para o emprego de uma outra
modalidade de quimioterapia, denominada poliquimioterapia, na qual sao utilizadas

duas ou mais drogas diferentes em conjunto em um tnico tratamento.

1.3.1 Protocolos de quimioterapia

Devido a toxicidade das drogas quimioterapicas, e desde o inicio de sua
utilizagao para o tratamento de neoplasias, foram desenvolvidos diferentes protocolos
de tratamento. Buscando eliminar o maior nimero de células neoplasicas, inicial-
mente, a idéia foi administrar a droga na mais alta dose possivel sem atingir niveis que
pudessem ameacar a vida do individuo. Entao, baseando-se na idéia de que quanto
maior a dose, maior a eficiéncia, temos o protocolo de tratamento denominado MTD
(do inglés, Maximal Tolerated Dose), utilizado a décadas na medicina oncolégica.
Em decorréncia dos efeitos colaterais trazidos pela estratégia MTD de tratamento,
os pacientes necessitam de um periodo, relativamente, maior de suspensao do trata-
mento para que os tecidos sadios lesados possam se recuperar, a fim de nao colocar
a vida do paciente em risco. Porém, neste periodo em que nao ha a infusao da
droga, ocorre também a recuperagao das células endoteliais (vasculariza¢ao tumoral)
e, consequentemente, o reestabelecimento da massa tumoral (Browder et al., 2000).
Por isso, com relacao a cura e sobrevida do paciente, o protocolo MTD pode nao
apresentar beneficios significativos (Kerbel & Kamem, 2004).

Desde que parte das pesquisas relacionadas ao cancer se voltaram para
o entendimento do processo de angiogénese tumoral, surgiram estudos que evidencia-

ram os efeitos da quimioterapia antineoplasica na angiogénese tumoral. Em Folkman
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(1972), hé os primeiros questionamentos com rela¢ao aos possiveis efeitos da inibi¢ao
da angiogénese tumoral e, entao, aparece uma estratégia de tratamento que consiste
na administracao da droga em doses menores, denominado protocolo metronomico
(Hanahan et al., 2000). Esse protocolo diminui o tempo de recuperagao de células
endoteliais, resultando em um efeito inibitério sobre a angiogénese tumoral. Além
disso, existem drogas que bloqueiam a expressao de proteinas estimuladoras da proli-
feracao de células endoteliais, ou que inativam os seus receptores, agindo diretamente
sobre a neovascularizacao (Kerbel & Kamem, 2004).

Neste trabalho iremos considerar apenas drogas quimioterapicas que

nao sao agentes antiangiogénicos especificos.

1.3.2 Normalizagao da vasculatura tumoral

Além das combinacoes de tratamentos, existem outros métodos para
melhorar o acesso de drogas ao tumor, com o objetivo de maximizar os efeitos do
tratamento quimioterapico. Em Jain (2005) é discutido um método chamado de
normalizacao da vasculatura tumoral, onde é proposto um tratamento direcionado
as células endoteliais, com o objetivo de normalizar a estrutura da vascularizacao
tumoral, no sentido de torné-la estrutural e funcionalmente mais eficiente (1), além de
contribuir para o tratamento do microambiente tumoral. Como dito anteriormente, a
estrutura anormal da vascularizagao tumoral leva a um fluxo sanguineo nao uniforme
espacial e temporalmente. Se o sistema de entrega ¢é falho, nao importa o quanto de
material é adicionado, droga e oxigénio vao se tornar concentrados em regioes onde
ja existe uma concentragao suficiente, e nao terao acesso as outras regioes.

A idéia é fazer o uso de drogas que tenham efeito antiangiogénico na
dose correta, de maneira que o efeito é a normalizacao e nao a regressao da vascula-
rizacdo (o que comprometeria todo o sistema de entrega). Aprimorado tal sistema,
mais células neoplasicas sao susceptiveis a encontrar uma concentracao eficiente de
drogas e oxigénio. Essa terapia nao se limita a aumentar a quantidade de droga e

oxigénio entregue ao tumor, mas também distribuir essas substancias a uma fracao



Abnormal Normalized Inadequate

Figura 1: Estrutura de uma vascularizagao normal, tumoral e o efeito sobre a estrutura da
vascularizagao tumoral em resposta ao tratamento antiangiogénico a uma dose

correta e uma dose agressiva. Retirado de Jain (2005).

maior as células do tumor, através do aprimoramento do sistema de entrega (Jain,

2013).



2 REVISAO DE LITERATURA

Em termos de modelagem matematica para angiogénese tumoral consi-
deramos que os trabalhos desenvolvidos por Mark Chaplain e colaboradores sao muito
importantes. Em Chaplain et al. (2006) ha uma revisao de modelos mateméticos e
computacionais, assim como novos desenvolvimentos na area que envolvem modelos
de fluxo de fluidos para angiogénese e tratamento quimioterapico. Trabalhos que
analisam as interacoes entre células endoteliais e fatores angiogénicos sao descritos,
por exemplo em, Anderson & Chaplain (1998), Byrne & Chaplain (1995), Chaplain
& Stuart (1993), Chaplain (2000) e Orme et al. (1997). Trabalhos recentes aparecem
em Anderson & Chaplain (2011) e Chaplain et al. (2011).

Usando equagoes diferenciais parciais, Balding & McElwain (1985) des-
crevem o crescimento da rede de capilares. Na mesma linha dos trabalhos citados
no paragrafo anterior, temos os trabalhos de Levine et al. (2001) e Olsen et al.
(1997). Em Mantzaris et al. (2004) encontramos uma extensa revisao de modela-
gem matematica em angiogénese tumoral, abrangendo todos os aspectos biolégicos
importantes. Este trabalho apresenta também uma andlise detalhada de modelos
continuos e discretos. Em Alarcén (2009) encontramos uma revisdo com enfoque
multiescala. Num trabalho também muito bem elaborado, Byrne (2009) apresenta
uma modelagem matemdtica de crescimento de tumores sélidos! do avascular ao
vascular via angiogénese.

Num modelo de cinco equagoes diferenciais ordinérias, Yang (2012)
apresenta uma conclusao muito interessante: o cancer é raramente induzido em

érgaos que tenham um mecanismo regenerativo eficiente. Em André et al. (2012)

1'Uma revisdo cldssica é dada em Araujo & McElwain (2004).
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compara-se a eficiéncia dos protocolos quimioterapicos convencional e metronémico
que levam em conta o impacto do oxigénio na dinamica do crescimento do tumor e
células endoteliais.

Em termos de modelos matematicos e quimioterapia, o classico livro
Eisen (1979) é importante em qualquer estudo, pois aborda muitos tépicos como,
por exemplo, células, teoria de controle e modelos em leucemia. O livro de Martin
& Teo (1993) apresenta desde os conceitos bésicos de quimioterapia, até a questao
da resisténcia as drogas. Deste livro, Rodrigues (2011), Rodrigues et al. (2011), Ro-
drigues et al. (2012), Rodrigues & Mancera (2013) utilizam a expressao matemaética
para a infus@o em ciclos (convencional e metronémico).

Em Pinho et al. (2002, 2013) a agdo do quimioterdpico sobre as po-
pulacoes de células, dadas por funcoes do tipo Michaelis-Menten, é modelada como
produto. Entretanto, em Rodrigues (2011), Rodrigues et al. (2011) o quimioterapico
é escrito como uma funcao Michaelis-Menten e as populagoes apenas como fungao li-
near. Ja em Rodrigues & Mancera (2013) as populagdes sdo evoluem segundo fungoes
logisticas, e o agente quimioterdpico é linear (resposta funcional para a morte celu-
lar do tipo Norton-Simon (Norton, 1987)). Usando equagoes diferenciais ordinérias,
Panetta (1996) modela a competicao entre células normais e tumorais sob efeito de
quimioterapia. Neste trabalho é feito um estudo detalhado para obter condicoes
sobre os parametros para evitar recorréncia, remover o tumor e evitar metastase.
Um modelo matemético para descrever efeitos de uma droga de ciclo especifico nas
populagoes de células normais e tumorais foi desenvolvido por Panetta (1997). Com
base em tal modelo, os parametros sao estimados para canceres de mama e ovario
e estratégias de tratamento sao discutidas. Utilizando a metodologia de teoria de
controle, que ndo abordaremos neste projeto de pesquisa, Fister & Panetta (2003) de-
senvolvem uma estratégia étima para quimioterapia e, também, analisam diferencas
qualitativas entre trés diferentes modelos de morte celular: [logkill, Norton-Simon
(ver Rodrigues & Mancera (2013)) e Emaz. A repopulacao de células tumorais apds

a quimioterapia baseada na cisplatin é discutida em Marcu & Bezak (2010). Em tal
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estudo é usada a técnica de Monte Carlo e ainda assim — observamos semelhancas
nos gréficos apresentados neste trabalho e os que aparecem em Rodrigues (2011).

Imunoterapias para canceres tém se desenvolvido muito nos ultimos
anos, pois hé vantagens sobre os tratamentos convencionais. Uma delas é que células
neoplasicas poderao ser atacadas de forma especifica deixando as outras células do
corpo saudaveis. Os livros Adam (1997) e Bellomo et al. (2008) introduzem de forma
bem ampla tépicos em modelagem matematica em imunologia. Em nossos estudos
e proposta de estudos, os trabalhos de de Pillis e colaboradores sao importantes.
Um modelo de competicao de crescimento tumoral com resposta imunolégica e qui-
mioterapia é investigado em de Pillis & Radunskaya (2003), sendo que a andlise de
estabilidade estd bem ilustrativa (ver também Kuznetsov & Makalkin (1994)). Uma
anélise do tipo espacgo de fase é apresentada em de Pillis & Radunskaya (2003) para
um modelo matematico de crescimento tumoral que incorpora resposta imunoldgica
e quimioterapia, e mostram que todas as drbitas sao limitadas e convergem para
um dos vérios pontos de equilibrio possiveis. Em de Pillis et al. (2007) um mo-
delo de equacgoes diferenciais ordinarias é usado para estudar interagoes entre células
tumorais e imunes, enfocando a funcao das células assassinas naturais e T CD8+.
Modelo com estratégia 6tima de tratamento quimioterapico com células tumorais
e imunolégicas é dado em de Pillis et al. (2007). Um modelo com quimioterapia e
vacinagao é dado em de Pillis & Radunskaya (2006), sendo que os parametros usados
foram obtidos de experimentos em ratos e humanos. Em de Pillis et al. (2009) en-
contramos uma atualizacdo do modelo proposto em de Pillis & Radunskaya (2006),

em que especial atencao é dispensada a identificacao adequada dos parametros.



3 MODELO MATEMATICO

Nesta secao vamos apresentar o modelo matematico e as funcoes de

infusao do agente quimioterapico.

3.1 Descricao do modelo

O modelo para crescimento tumoral apresentado nesta secao descreve
como um tumor sélido induz o crescimento de células endoteliais, aumentando sua
capacidade de suporte, a competicao entre o tecido normal e o tumor, e a acao que
um tratamento quimioterapico exerce sobre as populagoes celulares envolvidas. O
modelo ¢é inspirado no modelo de crescimento de tumores proposto por Rodrigues
(2011). E assumido que as populagoes celulares e o agente quimioterdapico migram
através de mobilidade aleatéria (random walk). Células endoteliais ainda se movi-
mentam de forma quimiotdtica (advectiva), em resposta a concentracao de TAFs.
Denotando por Ny, No, L e () as densidades de células neoplasicas, células normais,
células endoteliais e agente quimioterapico por unidade de area, respectivamente, a

equacao de reagao-difusao que descreve a evolugao de células neoplésicas é dada por

random Com]ititig(io
oM < M ) ! Q
ot 1 1 14V1 k1 + Ly 12k1+L1 14V2 1'ua+Q ()
cresc?rrnento quimioterdpico

O crescimento das células neoplasicas é dado pela equagao logistica, em
que r; € a taxa constante de crescimento intrinseco e k1+L; € a capacidade de suporte,
em que k; é uma densidade constante. Entao, a capacidade de suporte de células

neoplasicas varia com a densidade de células endoteliais, descrevendo assim o aporte
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nutricional que uma neovascularizacao prové ao tumor. O termo de competicao,
dado por ajo descreve a acao que as células normais exercem sobre a capacidade
de suporte das células neoplasicas. A acao do quimioterapico é descrito por uma
equacao tipo Michaelis-Menten, em que p é a taxa de decaimento intrinseco do
agente quimioterapico sobre células neoplasicas e a é a concentracao de droga que
dita a fracao de p, dada uma densidade de agente quimioterapico. D; é a constante
de mobilidade aleatéria das células neoplasicas.

A equacao de reacao-difusao que descreve a evolucao de células normais

¢ dada por
random competicao
0Ny _ oo AT —
ot 2 2 22( oy 21 g Y 26+Q (2)
. ~ _,
crescimento quimioterdpico

O crescimento de células normais é dado pela equacao logistica, em
que ro é a taxa constante de crescimento intrinseco e ky é a capacidade de suporte.
O termo de competicao, dado por apai, descreve a acao que as células neoplasicas
exercem sobre a capacidade de suporte das células normais. O agente quimioterapico
atua da mesma forma que em (1), em que v é a taxa de decaimento intrinseca do
agente quimioterapico sobre células normais e b é a concentragao de droga que dita
a fracao de v, dada uma densidade de agente quimioterapico. D, é a constante de
mobilidade aleatéria das células normais.

A equacao de reacgao-difusao-adveccao que descreve a evolucao de

células endoteliais é dada por

random competi¢do quimiotaxia
8L1 — Ly o L4 Q 7
— =D VL1 +&N, (1—-— ) = —LF — ~V- VN;) . (3
o L A < ey Ty L 770+Q (X(Nl,Ll) 1) (3)
~ v ——
crescimento quimioterdpico

O crescimento de células endoteliais é induzido pela populacao de

células neoplésicas, com taxa intrinseca &, modelando assim a liberacao de TAFS



14
na vizinhanca celular e limitado pela capacidade k; de perfusao do tecido. A com-
peticao é dada de maneira intraespecifica, a uma taxa o, e descreve a competicao por
nutrientes. A acgao do agente quimioterapico é dado do mesmo modo que em (1) e (2),
em que 7 é a taxa de decaimento intrinseca do agente quimioterapico sobre células en-
doteliais e ¢ é a concentracao de droga que dita a fracao de n, dada uma densidade de
agente quimioterapico. Dy, é a constante de mobilidade aleatéria das células endote-
liais. A migracao quimiotatica é caracterizada pela funcao x(n, 1,y = xL1/(k2 + Nv),
que descreve o declinio da sensitividade quimiotdatica em elevadas concentragoes de
TAFs (Anderson & Chaplain, 1998).

Assumimos aqui que o gradiente de concentracao de células neoplésicas
modela a concentracao de TAFs, isto é, onde ha uma maior concentracao de células
neoplasicas, ha uma necessidade maior de nutri¢ao, logo, ha uma maior concentracao
de TAFs. A constante de mobilidade quimiotatica das células endoteliais é dada por
X-

A equacao de reacao-difusao que descreve o efeito do agente quimo-

terapico é dada por

random decaimento
5 —— N
W oDvar 4 - 3Q @)
~—
infusao

A infusao do agente quimioterapico, definida de acordo com Martin &

Teo (1993), é dado por

q, n<t<n-+rT
q¢ = : (5)
0, n+r<t<n+T
em que 1" é o tempo entre os ciclos de infusao do agente quimioterapico, 7 é o tempo
de infusdo (com 7' >> 7), ¢ é uma fungao que caracteriza a velocidade de infusao
do agente quimioterapico, A é a constante de decaimento natural da droga e D3 é a
constante de mobilidade aleatéria do agente quimioterdpico.
A funcao ¢ sera dada de duas formas, apresentadas a seguir, que de-

nominaremos de administracao convencional e uniforme.
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3.1.1 Administracao convencional

Para a administracao convencional, definimos a funcao ¢ como

q(z,t) =7 (/Q Ly(z, t)d:p) B Ly(z,t), (6)

isto é, estamos administrando o agente quimioterapico com uma dose g, e distribuindo
esta de maneira proporcional a densidade de células endoteliais no espago, entregando

assim uma maior dose de quimioterapico onde ha uma maior vascularizacao.

3.1.2 Administragao uniforme

Para a administracao uniforme, definimos a funcao ¢ como

Q<x7t) =q, <7>

ou seja, estamos distribuindo o agente quimioterapico, com dose ¢, de uma maneira
uniforme no espaco, em uma primeira tentativa em modelar a entrega do quimio-
terapico com a normalizacao da vasculatura tumoral.

Todos os parametros do modelo sao positivos.

3.2 Condicoes iniciais e condi¢oes de contorno

O modelo sera resolvido em uma dimensao (1D), sobre o dominio €2 =

(0,L), L =1, com a condicao inicial dado por

p

Ni(0,z) = ke~ 20le=05]1”
No(0,2) = 1—-N; | ®)
Li(0,z) = 0

| QO0,z) =0

e condigao de contorno, em 0S2, dada por

ON, 0N, 9Q L

o " om on o (9)
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isto é, nao ha fluxo das populagoes envolvidas e agente quimioterapico através da
fronteira.

A condicao inicial (20) representa um tumor sélido avascular localizado no centro do

tecido saudavel muito préximo a sua capacidade de suporte.

3.3 Adimensionalizagao

Dadas as seguintes varidveis adimensionais

_7L1 = _75: = —7t = T1t7 (1())
A1

~ DiD5 . po o= DS _  ry . v - D3D?
_ -2 D, =2 L= D.=
1 LGT% y 7‘1’ 2 LGT%’TQ Tlal/ Tl’ 3 L6r37
- 1~ A = DD - ¢ _ o _ 7
k2T17 7’1’ L LGT’% 7£ 7’1’0- Tlan Tlu
. xD? kv ~ kp . a -~ b _ ¢
- L oL L LA
L6 %7 1 kza L kz’a ]{?2’ kzac ]{?2’

e retirando ~ , obtemos o seguinte modelo

([ ON; Ny Q12
=1 — D/V2N, + N, (1 - —1 Ny N:
5 1 VN + 1( k1+L1> [
—N
6—t2 = D2v2N2+T2N2 (1—N2)—O[21T2N1N2
Q
—N.
11 Q "
8[11 Ll LlQ
- = D 2L N 1—— - L2_
By L VoL +¢§ 1( k?L) oLy 770+Q
xL1
_\. N
\V4 (1—|—va 1)
0
X - Dy e AQ
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3.4 Discretizacao

Para resolver numericamente o sistema (11), foi implementado um
esquema de diferengas finitas explicito do tipo FTCS (do inglés, Forward-Time
Centered-Space). Vamos utilizar uma equagao de reagao-difusao-advecgao, para ilus-
trar o esquema de diferengas finitas empregado para resolver o sistema (11). Inici-
almente, discretizamos o dominio 2 = (0, 1) de maneira uniforme em N + 1 pontos,

1
isto é, o espacamento é dado por Az = N Seja

% = V?+ f(p) = V- (xpVe), (12)

em que p é a densidade da populacao de interesse, f é uma fungao fonte, y é a
constante de advecgao e ¢ é uma densidade de populagao, por exemplo.

Vamos aproximar a funcao p pela fungao pf, que sera a aproximacao
para a funcao p no tempo k e no ponto espacial .. Aproximamos a derivada temporal,

pt, por uma diferenga adiantada em relacao ao tempo que é dada por

o~ At
Para a parte difusiva V?p é empregado uma diferenca centrada de

segunda ordem com relacao ao espaco dada por

Pra =208 + Pk

Vi =~
p Ax?

(14)

Para o termo advectivo V - (ypVe) é empregado um esquema de dife-

rencas centradas de primeira ordem para uma malha deslocada dada por

k ko k p
pH%Vc |i+% pi_%VC |i—%

V- (xpVe) =~ x N 7

em que
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k k k k
o Pip1 TP Ve b = Civ1 — G
1 - 9

Pi 5 T T Ar (16)

NI

Assim, a equacdo (12) com os esquemas de discretizagao (13), (14) e

(15) é dada por

At
it = o (Pl = 208 k) + AL F (o) a7
_AA;QX (pfﬂ;pf (ciy —cf) = p§+2p§71 (cf = Cf_l)) '

Aplicando os mesmos esquemas de discretizagao ao sistema (11), ob-

temos

Nk
k+1 1;
NET = NE 44Dy (NE |, 2NE £ NE )+ ArNE (1 - m)
N N§ QF
—Atagg—2 Aty Nk —4
12]€1+Llfi H lza_'_Qf
Nt = N§ +~D, (N§_ —2N§ + N§ )+ Atry Ny (1—N3)
QF
—AtOénggNﬁNéﬁi—Atleéﬁi L %
b+ Q) (18)
Lk ’
I = 1h Dy (L6, 2+ IE)) + Ate NG (1 - kli)
L

k
kTk p_ Qi
—Ato LELY — Aty Lt <

Lk 1 Lk; 1
_ "M ke nkY T2 (aTk Nk
f}/X (1 + NZ+% (NZ+1 Nl ) 1 + Nl (NZ NZI))

_1
2

\ Qi = QF+vDs (QF, —20QF +Qf,y) + Atdg — AtAQS

Para as condigoes de contorno, a discretizacao é feita por uma dife-
renga progressiva ou regressiva no espaco, dependendo da dire¢ao do vetor normal

ao dominio 2 = (0,1). As condigoes de contorno discretizados sao dadas por



k k k _ k k k k _ k
N171 - Nlo ’N1N+2 - N1N+1 ’NQ—l - N20 ’N2N+2 - N2N+1
k _ Tk k _ 7k k _ k k _ Nk
L171 - Llo ’L1N+2 - L1N+1 vl T Wl ¥lnye T ¥lnga
para k =0,1,..,t, e as condigoes iniciais, por
r ] )
1; 1
Ny = 1-N?
k3 K3 . . .
Z:ZQZO,...,ZN+1:1.
0 =0
1
0 _
Q=0

\
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(19)

(20)

Os pontos de discretizacao espacial —1 e N + 2 sao pontos fantasmas,

ou seja, nao fazem parte do dominio discretizado.

O sistema discretizado (18), as condigoes de contorno (19) e as

condigbes iniciais (20) sdo, entao, implementados em linguagem C e executados ite-

rativamente.



4 ANALISE DE ESTABILIDADE LINEAR

A fim de obter maiores informacgoes sobre a dinamica do sistema, va-
mos fazer a andlise de estabilidade linear, considerando o modelo espacialmente ho-
mogéneo. Estamos interessados na dinamica do sistema bioldgico, ou seja, em pontos

P de equilibrio, de modo que P > 0.

4.1 Modelo sem tratamento

Vamos fazer, inicialmente, a andlise do sistema sem tratamento dado

por
( dN1 Nl N1N2
ek VAN _
dt 1< k1+L1> L
d Ny
W = T‘QNQ (1 — NQ) — Oéng‘QNQNl . (21)
dL1 Ll
0 oeny (11— 2 ) —or2
| & EN ( kL) ol
Os pontos de equilibrio do sistema (21) sao
Pl(Nl,NQ,Ll) — (0 O 0)
P2<N17N27L1> = (07170)
P3(N17N27L1> == (Nf70 N* k1>7
Py(Ny, Ny, Ly) = (Ny, Ny — ki, Ny — k1 + aga(1 — agi NY)),
em que

N L& (b k) + 20k + V€ (B + k)’ + 480 ki b
! (0 kr+&) ’

sendo que no Apéndice B, a escolha de Ny esta justificada.
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O ponto P; é chamado de ponto trivial (Murray, 2002) e representa

a extincao das populagoes. P, é o ponto onde ha extincao de células neoplasicas e

endoteliais e a populagao de células normais atinge sua capacidade de suporte, re-

presentando uma cura espontanea. No ponto P ocorre a extingao de células normais

devido a progressao do tumor. O ponto P, representa a coexisténcia das populagoes.

A matriz jacobiana do sistema (21) é dada por:

S1 Sy S

J = 54 S5 O I

Se¢ 0 Sy
em que
2N N. Sy =
5, = 1--atoni 4
ki + Ly S, —
S M S
= —«
? Yk + Ly S =
S . N12+0412N1N2
’ (ki +L1)? Sy =

A matriz jacobiana (22) calculada em P;

1 0 0
J(Pl): 0 T2 0
&0 0

Os autovalores de (23) sao

T :0,7'2:1,7'3:7"2.

—04217”2N27

é

Como 75 > 0 e 73 > 0, segue que P, é um ponto instavel.

(22)
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A matriz jacobiana (22) calculada em P, é dada por

1 - =
a 0 0

J(P2) = —aoiry —T2 0 . (24)
& 0 0

Os autovalores de (24) sao

k1 — aio

ki

71 =0,79=—rg, T3 =

Teorema 1: Se ajy < ki, entao P, é um ponto instdvel, caso contrario é um ponto
marginalmente estavel.
Prova:

Se aqp < ki, segue que 73 > 0. Logo, P, é um ponto instdvel. Se ki = oo, temos

que a matriz jacobiana (22) avaliada em Ps é

0 0 0
J(p2) - —agry —r2 0
& 0 0

Assim, o polinomio caracteristico do sistema ¢é p(7) = 72(7 + 13), e
entao o polinémio mininal g(7) ou é p(7) ou g(7) = 7(T + r9).

Como J(ﬁg)(J(p2)+T213X3) # 033, em que 3.3 é a matriz identidade,
segue pelo Coroldrio de Cayley-Hamilton (Teorema A.2)? que g(7) = p(7). Logo, 0
nao é uma raiz simples do polinomio minimal. Segue pelo Teorema A.3, que o ponto
P, é instavel.

Se k1 < a9, segue do Teorema A.3 que P, é um ponto marginalmente estdvel.

2Ver Apéndice A.



A matriz jacobiana (22) calculada em Pj é dada por:

-1 —Q12 1

em que

A

~ N* k N*
5625(1— L+ 1)77127”2(1—&21Nf),57:—§ L _20(N; — k).

/{ZL /{Z_L kL

Os autovalores de (25) sao
7 =719l —ag Ny ), o =75, 73 =13,

em que 7y € T3 sao as raizes do polinomio
r(r) =12+ 7(1 = S7) — (Ss + ).

Lema 1: Sejam Sg e S7 como descritos em (26). Entéo, — (S + S7) > 0.

Prova:
A A Ny k Ny
—(Ss+S) >0 (1-2+ L) > L _920(Nf—ky) &
kr kg kr
f kl 1§<l€1—|—]€L)+20']€1/{7L
2NF [ = 1+ — 20k Nf > = .
B (kL+a > & +k7L +20k & 1>2 £t ok
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(25)

(26)

(27)

Teorema 2: As raizes do polinémio r(7), descrito em (27), possuem parte real

negativa.

Prova:

Como 1 — S; > 0 e do Lema 1 concluimos que —(Sg + S7) > 0, segue pelo critério

de Routh-Hurwitz (Teorema A.1)% que Re(72) < 0 e Re(73) < 0.

3Ver Apéncide A.
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Figura 2: (a) Ponto de coexisténcia Py, com ajp = 1074, ap; = 4 x 1071, g = 2 x 1071,
£=2x10"1, k; =1073, kr =6x107! e 0 = 1073. (b) Diagrama de bifurcacio

sobre o parametro asj.

Portanto, a estabilidade de P3; depende apenas de 71, ou seja, se ag; >
1

N P3 é um ponto estdvel, e se ag; < —, P3 ¢ um ponto instdvel.
1

Ny’
Nao conseguimos obter analiticamente informacgoes sobre o ponto de co-
existéncia P;. Assim, vamos apresentar simulacoes numeéricas para obter informagcoes
sobre a estabilidade de Py.

Na Figura 2(a), exibimos numericamente a estabilidade do ponto de
coexisténcia P;. Na Figura 2(b), um diagrama de bifurcac¢ao sobre o parametro oo,
que mostra a transicao do ponto P, para o ponto Ps.

Com base nestas simulagoes e nas informacoes analiticas obtidas so-
bre o ponto Ps, concluimos que existe um valor critico, a., que divide o espago de
parametros em duas partes, excluindo a possibilidade de biestabilidade entre os pon-
tos P3 e P,. Concluimos ainda que a estabilidade dos pontos de equilibrio dependem
principalmente dos parametros aqs € g1, da maneira disposta no diagrama da Figura
3.

Nestas informagoes, mesmo que o tecido tenha um elevado potencial

de competicao aq9, acima de um limiar kq, a erradicagao do tumor sem tratamento

se da de forma lenta e apenas se o tumor for muito pequeno e a neovasculizagao nao



25

P E
P, E P P
I:)4 E I:)4 PZ
E Ky P

Figura 3: Espaco de parametros, aqo X aoq, dividido nos quadrantes onde ocorre a

estabilidade de cada ponto indicado.

for significante para o crescimento do tumor. Ilustramos tal fato nas Figuras 4 e
5, onde apresentamos as trajetérias obtidas gerando condigoes aleatérias pelo plano
de fase, e em torno do ponto P,. Ainda na Figura 5, vemos que a populagao de
células neoplasicas é extinta de maneira rapida, sendo a neovasculatura responséavel

pela regressao lenta, caracteristica do ponto ser marginalmente estavel.

(a) (b)

02—

Figura 4: Condigoes iniciais aleatérias geradas no plano de fase, com aq9 = 1073, oy =

45107 g =2x107H € =2x10" k1 =107% k=8 x 107 e 0 = 1073,
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Figura 5: Condigoes iniciais aleatérias geradas na vizinhanga do ponto P;. Os parametros

utilizados sao os mesmos da Figura 4.

4.2 Modelo com tratamento

Agora analisaremos a estabilidade do sistema com tratamento dado

)

por

( dN1 N1 N1N2
NNy (1- - _uN
a0t ( k:1+L1) Gy R (a

dN-
d—t2:T‘QNQ(]_—NQ)—&QlTQNQNl—I/NQ (%)

dL, L Q
N, (1= —or2— gL, (-2
T 1< k:L) g <c+@)

dQ
“C —dg—\
| q Q

Os pontos de equilibrio do sistema (28) sdao dados por:

Pl(N1>N27L17Q) = (070707Q*)7
( ) (0,N3,0,Q%),

P3(N1,N2,L17Q) = <N170 L’{, *)7
( )

= (N17N27L17 )7

P2 N17N27L17Q

P4 N17N27L17Q
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em que
q
N, = 1—vd————
2 v ro(bA+dq)’
. q
= 1—ud——
q
o d—2
g K cA+dq’
[T LEp (hy—k) =k + VA
' 2 (Ep*+okp) ’
A = [Eplhr—F) =0 ko] +4(Ep +oky) (Eptkaky),
" q
- 44
Q )\7

No ponto P, ocorre a extingao das populagoes com o agente quimio-
terapico atingindo o méximo. No ponto P, ocorre a extingao do tumor e células
endoteliais, representando a cura do tumor devido ao agente quimioterdpico. Ja no
ponto Pj, apesar do tratamento, a populagao de células normais é extinta. O ponto
P, representa a coexisténcia das populagoes com o tratamento.

A matriz jacobiana do sistema (28) é dada por

Sy Sy S35
Ss S¢ 0 S
J= , (29)
Sg 0 Sg SlO
0 0 0 =X

em que



2N1 + a12 Vs Q S. = — — _, Y
S, = 1-— — 6 = 7”2(1 2N, 0é21N1) v )
! ]{Zl + L1 ,uCL + Q ’ b + Q
o _a12N1 S — Ny e NyQ ’
27 Tk Ly b+ @ (b+ Q)2
S, — N{ + a12N1 N, ’ Sy = ¢ (1 _ %) ’
(k1 + L1)? L
_ Ny M@ S = —eM ooy 9
51 = 'LLa+Q+'u(a+Q)2’ ’ kr, ! c+Q’
S5 = —amraNe, Sio = — o + L@ .
10 ?7C n Q 77<C_'_ Q)2
A matriz jacobiana (29) calculada em P; é
w0 0 0
0 TQNQ* 0 0
J(P) = (30)
& 0 - 0
0 0 0 =X
Os autovalores de (30) sdo:
m=-ANT=-n",13="rNy, 74y =p".
Como 73 > 0 e 74 > 0, segue que P; é um ponto instdvel.
A matriz jacobiana (29) calculada em P, é dada por:
7w 0 0 0
§5 T3 0 §7
J(Py) = , (31)
f 0 » 0
0 0 0 n

em que
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o= =\ e 0Ny
7—4 /J[’ kl )
2= T §5 = —agra Ny,
7= 1l S; = —u N tuNyd—L o
g N a)
Os autovalores de (31) so:
N*
Tl:—>\,7—2:—7]*77'3:—7"2]\];,7'4:”*—alz: 2.
1
Como 74 < 0, 7 < 0 e 13 <0, a estabilidade de P, depende apenas

dery. Seap < P, é um ponto instavel, e se a9 > P, é um ponto estdvel.

* 0 *
N2 NQ

A matriz jacobiana (29) calculada em Py é

~

_M* —0612/i* M*Q 54

Sg 0 Sg SlO

0 0 0 =
em que
. L

T = —A, S = g(l_l’f_L)’

* * 3 Ny * *
T = r2(Ny —aa Ny), Sy = —=¢ kl —20L1—n",

L
Sy = —u Ny + 1 Nidq . Ly Lidq
a+dd A(a+dg)2’ S q\2"
A X\ c+dy A(de)

O polinémio caracteristico de (32) é

p(r) = (=2 + 1) (=71 + 7)(r* + 7(1" — Sy) — (S5 " + Sy)).

Logo, os autovalores sao:

* *
T = —A, TQZTQ(NQ —0421N1)77'3,7'4,
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em que 73 € T4 sao raizes de
g(1) = 72+ (" — Sg) — p* (Ss p* + So). (33)
Lema 2: Para u*, 5’8 e 5’9 definidos anteriormente, temos que —u* (gg w4 gg) > 0.

Prova:

. ) A . I
_N*<58M*+59)>O<:>58/~L*+59<0<:>£,u*( —k—l) —¢
L

2L (Ep +oky) >Ep (b — k) —n*kp & LT >

NY
ki
1ep (kp — ki) —n"ky
2 (wtoky)

—20L] —n"<0&

Teorema 3: As raizes do polinémio ¢(7), descrito por (33), possuem parte real

negativa.

Prova:

Como p* — Sy >0 e do Lema 2 temos que —u*(§8 W+ 5’9) > (), segue pelo critério
de Routh-Hurwitz que Re(73) < 0 e Re(r4) < 0.

*

Assim, a estabilidade de P53 depende apenas de 75. Se aig; > Fz*’ P é
1

um ponto estdvel, e se agy; < —=, Py é um ponto instdvel.

%7
Ny
Como o crescimeto do tumor na fase vascular depende do crescimento
de células endoteliais e estas dependem da capacidade de perfusao do tecido, isto é,
Ny ok, uma populagao de células neoplasicas alocadas em um tecido saudavel com

baixa capacidade de perfusao, teria de ter um potencial de competicao as; muito alto
1

N}
1
Novamente, nao conseguimos obter analiticamente informagoes sobre

para eliminar a populagao de células normais, pois da analise anterior, g

o ponto de coexisténcia P,. Assim, vamos exibir resultados de simulagbes numéricas

para obter informagoes sobre sua estabilidade.
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Figura 6: (a) Ponto de coexisténcia Py, com a1z = 1077, a1 = 4 x 1072, rg = 2 x 1071,
E=2x10" ki =107 k=1, d =102, A =2x 107!, ¢ = 8 x 1071,
a=5x107L0b6=102¢c=105 u=6x102,v=104% n=2x10"1e

o =107, (b) Diagrama de bifurcagdo sobre o parametro ao.

Na Figura 6(a) exibimos a estabilidade do ponto de coexisténcia FPj.
Na Figura 6(b), um diagrama de bifurca¢do sobre o parametro s, que mostra a
transicao do ponto P, para o ponto P;. Com base nestas simulagoes e nas informagoes
analiticas obtidas sobre o ponto P, concluimos que existe um valor critico, ., que
divide o espaco de parametro em duas partes, excluindo a possibilidade de biestabili-
dade dos ponto P5 e P;. Concluimos ainda que a estabilidade dos pontos de equilibrio
dependem apenas dos parametros ais € ao;, da maneira disposta no diagrama da
Figura 3.

Entao, caso o tecido tenha um potencial de competicao acima de um
limiar, a erradicagao do tumor é possivel com o tratamento, dependendo apenas
do efeito do agente quimioterdapico sobre as células neoplasicas e também sobre
as células endoteliais. Caso tal efeito seja suficiente, a erradicagdo do tumor se
d4d de maneira rapida (exponencial). Caso o potencial de competicao das células
neopléasicas seja acima de um limiar e o tratamento nao seja efetivo, a populacao de

células normais é extinta.



5 SIMULACOES NUMERICAS

Nesta secao vamos apresentar alguns resultados de simulagoes

numéricas e discutir os resultados do ponto de vista bioldgico.

5.1 Dinamica sem tratamento

Inicialmente, vamos apresentar a simula¢do do sistema (18) com as
condigbes de fronteira (19) e as condigdes iniciais (20). Os parametros utilizados nas

simulacoes sao listados na Tabela 1.

(a) (b)

10 T T T T T T T T T

25e:05
o—eoN,
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ocal, 2605

1.5e-05

Densidade

)
8
kel
g5 0.0011 4 :
53
a

1e-05

1e05¢ E|

1e07 . | . | .
o

10
Passo de tempo

Figura 7: (a) Dinamica do crescimento tumoral. (b) Densidade distribuida no espago para

alguns tempos especificos (denotado nas linhas).

Na Figura 7(a), apresentamos a dinamica do crescimento tumoral até o
ponto de coexisténcia das populacoes, destacando o inicio da simulacao para células
neoplasicas e endoteliais, onde a populacao de células endoteliais é induzida a crescer.

Apods a densidade de células endoteliais ser maior que a de células neoplésicas, as duas
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Tabela 1: Parametros utilizados nas simulagoes, sem considerar qualquer trata-

mento.
Parametros  Valores Unidades Referéncias

D, 10~ u.m.?xdia~1 Burgess et al. (1997)
D, 107° um.?xdia"1 D; > D,
Dy, 107 um.?xdia~1 Dy, ~ Dy

7“1 1072 dia™! Spratt et al. (1996)
T9 1073 dia—! re < T

£ 2x1073 dia™! Chaplain et al. (2006)
o 1075 dia™! Chaplain et al. (2006)
a9 9x 1077 — Rodrigues (2011)
Qo 9x 102 — Rodrigues (2011)
k1 108 0 Weinberg (2008)
ko 10*2 p ko ~ ky

X 3,8 x 107 um.?xdia”1 Anderson & Chaplain (1998)

Tp: densidade de células por unidade de medida (u.m.).

1Os valores sdo apenas baseados em tais artigos, pois os modelos possuem estruturas diferentes.

populagoes passam a crescer com a mesma dinamica, mas sempre com a densidade

de células endoteliais maior. Na Figura 7(b), a densidade de células neopldsicas e

endoteliais distribuidas no espaco, mostrando o inicio da simulacao, onde nao ha

células endoteliais, até o momento em que a densidade de células endoteliais se torna

maior que a de células neoplésicas.

Buscamos erradicar a populagao de células neoplasicas, ou prolongar

o maximo a estabilidade do ponto de coexisténcia, prolongando assim a vida do

paciente.



5.2 Dinamica com o tratamento
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Vamos apresentar as simulagoes com o tratamento. Ambos os protoco-

los, MTD e metronémico, sao administrados utilizando dois métodos, convencional

e uniforme (ver subsecao 1.3.1).

Tabela 2: Parametros utilizados nas simulacoes com tratamento.

Parametros

Valores Unidades

Referéncias

Ds
A

1075 um.?xdia”1 Robinson & Rapoport (1990)

416 dia—t
8 dia™t
7 x 1072 dia=!
1 dia=!
2 x 10° p
5 x 10° p
2 x 103 )
0,125 dia

Baxter (2005)
Rodrigues & Mancera (2013)
Rodrigues (2011)
n~v
Rodrigues & Mancera (2013)
Rodrigues & Mancera (2013)
Rodrigues & Mancera (2013)
Baxter (2005)

Tp: densidade de células por unidade de medida (u.m.).

1Os valores sdo apenas baseados em tais artigos, pois os modelos possuem estruturas diferentes.

5.2.1 Protocolo MTD

Para o protocolo MTD utilizamos a func¢ao (5) com T = 21, g = 7200

en=0,T,2T e 3T, ou seja, sao realizadas 4 infusoes do agente quimioterapico, cada

infusdo ocorre a cada 21 dias (Rodrigues, 2011).

Na Figura 8(a) exibimos a dinamica do crescimento tumoral segundo o

protocolo MTD, com a administragao convencional e uniforme. Na Figura 8(b), um

zoom nos passos de tempo onde ocorre a infusao da droga. Nestas, a administracao

uniforme se mostra mais eficiente em reduzir a densidade do tumor, durante o periodo

do tratamento, mas nao ha grande diferenca em prolongar a vida do paciente. Logo,

destacamos o favorecimento da reincidéncia de células neoplasicas apds o tratamento
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Figura 8: Dinamica do crescimento tumoral com tratamento segundo o protocolo MTD,

com a administragdo convencional (MTD - C) e uniforme (MTD - U). Os

parametro utilizados estao descritos na Tabela 2.

(b)
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Densidade
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Figura 9: Densidade distribuida espacialmente, referente a Figura 8. (a) Segundo a admi-
nistragdo convencional e (b) uniforme. Os ndmeros denotam a densidade logo

apds cada infusao, 0 denotada a densidade pré tratamento.

com o método uniforme, pois apesar de reduzir a densidade de células neoplasicas
a aproximadamente uma ordem de grandeza de diferenca, a estabilidade do ponto
de coexisténcia ocorre em tempo qualitativamente igual. Nas Figuras 9 e 10 exibi-
mos espacialmente como é dada a distribuicao de células neoplasicas e endoteliais,
respectivamente, antes do tratamento e logo apds cada infusao.

Na Figura 11 exibimos a comparacao do efeito do agente quimio-
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Figura 10: Densidade distribuida espacialmente, referente a Figura 8. (a) Segundo a ad-
ministracao convencional e (b) uniforme. Os ndmeros denotam a densidade

logo apéds cada infusdo, 0 denotada a densidade pré tratamento.
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Figura 11: (a) Efeito do agente quimioterapico na populagao de células normais segundo
os métodos convencional e uniforme. (b) Efeito do agente quimioterdpico na

populacao de células endoteliais segundo os métodos convencional e uniforme.

terdpico sobre a populagao de células normais (a) e endoteliais (b). Sobre as células
normais nao héa diferenca, ao passo de que nas células endoteliais, o efeito do método
convencional é ligeiramente mais efetivo em diminuir a densidade da populacao.
Na Figura 12 exibimos espacialmente como a densidade de células neo-
plasicas e endoteliais se desenvolvem pos tratamento. A configuracdo do método

uniforme é ligeiramente mais eficiente para induzir o crescimento de células endote-
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Figura 12: (a) Desenvolvimento do tumor apds o método convencional nos passos de
tempo 10, 15 e 20. (b) Desenvolvimento do tumor apds o método uniforme

nos mesmo tempos de (a).

liais, logo, o tumor cresce mais rapido, ao passo de que o tratamento com o método
convencional se desenvolve de maneira pouco mais lenta. Logo, o método uniforme

melhora um pouco o tratamento, mas favorece a reincidéncia.

5.2.2 Protocolo metronomico

Para o protocolo metronémico utilizamos a funcao (5) com 7" = 6,
q=3600en=0,T 2T,..,15T, ou seja, sao realizadas 16 infusoes do agente quimio-
terdpico, cada infusdo ocorre a cada 6 dias (Rodrigues, 2011).

Na Figura 13(a) exibimos a dinamica do crescimento tumoral segundo
o protocolo metronomico, com a administragao convencional e uniforme. Na Figura
13(b), damos destaque nos passos de tempo que ocorrem o tratamento. Neste, a
administracao uniforme se mostra mais eficiente para reduzir a densidade do tumor,
durante o periodo do tratamento, mas o tratamento convencional é mais eficiente em
prolongar a vida do paciente. Nas Figuras 14 e 15, exibimos espacialmente como é
dada a distribuicao de células neoplasicas e endoteliais, antes do tratamento e logo
apos cada infusao.

Na Figura 16 exibimos a comparacao do efeito do agente quimio-
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Figura 13: Dinamica do crescimento tumoral com tratamento segundo o protocolo me-

tronémico, com a administracao convencional (Metro - C) e uniforme (Metro

- U). Os parametro utilizados estao descritos na Tabela 2.
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Figura 14: Densidade distribuida espacialmente, referente a Figura 13 para o tratamento
convencional. A curva mais externa denota a densidade pré-tratamento, e as

demais, a densidade logo apds cada infusao.

terapico sobre a populacao de células normais e endoteliais. Sobre as células normais
nao ha diferenca, ao passo de que nas células endoteliais, o efeito do método conven-
cional é mais efetivo em diminuir a densidade da populacao.

Na Figura 17 exibimos espacialmente como a densidade de células neo-
plasicas e endoteliais se desenvolvem pés tratamento. A configuracao espacial dei-

xada pelo método uniforme é mais eficiente para induzir o crescimento de células
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Figura 15: Densidade distribuida espacialmente, referente a Figura 13 para o tratamento

uniforme. A curva mais externa denota a densidade pré-tratamento, e as de-

mais, a densidade logo apds cada infusao.
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Figura 16: (a) Efeito do agente quimioterapico na populagao de células normais segundo
os métodos convencional e uniforme. (b) Efeito do agente quimioterdpico na

populacao de células endoteliais segundo os métodos convencional e uniforme.

endoteliais, logo, o tumor cresce mais rapido, ao passo de que o tratamento com o

método convencional se desenvolve de maneira mais lenta.
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Figura 17: (a) Desenvolvimento do tumor apds o método convencional nos passos de
tempo 20, 25 e 30. (b) Desenvolvimento do tumor apés o método uniforme

nos mesmo tempos de (a).



6 CONCLUSOES

Apresentamos um modelo matematico para o crescimento de tumores
solidos com inducao a angiogénese e quimioterapia, com o objetivo de entender o de-
senvolvimento tumoral e o efeito da administracao em ciclos segundo dois protocolos
de quimioterapia, bem como dois métodos de entrega da droga.

Inicialmente, concluimos, através da andlise de estabilidade linear, que
a erradicacao do tumor sem a intervencao quimioterdapica é apenas possivel caso o
nivel de competicao da populacao de células normais com a populacao de células
neoplasicas seja acima de um certo limiar e o tumor nao tenha alcancado uma den-
sidade consideravel ou ter induzido o crescimento significativo de células endoteliais
para dar aporte a seu crescimento. Caso isto ocorra, a regressao do tumor se da
de maneira lenta. Ja com o tratamento quimioterapico, células normais ainda pre-
cisam ter um nivel de competicao acima de um limiar com a populacao de células
neoplasicas e o agente quimioterapio tem de ser eficaz o suficiente para reduzir a
densidade de células neoplasicas e endoteliais. Satisfeita as hipoteses, o tumor é
erradicado rapidamente. Como nao é possivel a administracao continua de drogas
quimioterapicas, devido ao seu efeito nocivo as células normais, o tratamento deve
ser capaz de reduzir a densidade de células neoplasicas e endoteliais e a populacao de
células normais deve ser competitiva o suficiente para erradicar o tumor, o que ocor-
rerd de maneira lenta. Caso a quimioterapia seja eficiente em erradicar a populacao
de células neoplésicas, esta se da de maneira rapida.

Através das simulagbes numeéricas, concluimos que segundo o protocolo
MTD, o método de entrega uniforme é consideravelmente mais efetivo em reduzir a

densidade de células neoplasicas, mas nao apresenta grande vantagem em prolongar
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a vida do paciente. Ja no protocolo metronomico, o método uniforme é mais efici-
ente em reduzir a densidade de células endoteliais, mas o tratamento convencional é
melhor em prolongar a vida do paciente, isto é, a normaliza¢ao melhora o tratamento
mas favorece a reincidéncia. Comparando os protocolos, o protocolo metronémico se
mostra mais significativo que o protocolo MTD em diminuir a densidade do tumor e
prolongar a vida do paciente. Concluimos também que o desenvolvimento transiente
do tumor, segundo o modelo apresentado, é dependente de condigao inicial, visto
que apds os tratamentos, uma nova condicao inicial é gerada e o tumor volta a se

desenvolver sem uma nova intervencao.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ADAM, J. A. A survey of models for tumor-immune system dynamics.

Boston: Birkhauser, 1997. 344p.

ALARCON , T. Modelling tumour-induced angiogenesis: a review of individual-based
models and multiscale approaches. In: GIRALDEZ, F.; HERRERO, M. A. (Ed.).
Mathematics biology. AMS, 2009. p.45-75.

ALBERTS, B.; BRAY, D.; LEWIS, J.; RAFF, M.; ROBERTS, K.; WATSON, J. D.
Biologia molecular da célula. Porto Alegre: Tradugao Amauri Braga Simonetti

et al. Artmed, 1997. 1294p.

ANDERSON, A. R. A.; CHAPLAIN, M. A. J. Continuous and discrete mathematical
models of tumor-induced angiogenesis. Bull Math Biol, v.60, p.857-899, 1998.

ANDERSON, A. R. A.; CHAPLAIN, M. A. J. A hybrid discrete-continuum model
of tumour induced angiogenesis. In: JACKSON, T. L. (Ed.). Modeling tumor
vasculature. New York: Springer, 2011. p.105-133.

ANDRE, N.: BARBOLOSI, D.; BILLY, F.;: CHAPUISAT, G.; HUBERT, F.: GRE-
NIER, E.; ROVINI, A. Mathematical model of cancer growth controled by metro-
nomic chemotherapies. ESAIM: Proceedings, p.1-10, 2012.

ARAUJO, R. P.; MCELWAIN, D. L. S. A history of the study of solid tumour
growth: the contribution of mathematical modelling. Bull Math Biol, v.66, n.5,
p.1039-1091, 2004.

BALDING, D.; MCELWAIN, D. Mathematical model of tumour-induced capillary
growth. J Theor Biol, v.114, p.53-73, 1985.



44

BAXTER. Genuxal (ciclofosfamida). In: ALAMTEC (Ed.). Guia pratico de
prescrigcao e consulta. Sao Paulo: Aquaprint, 2005. p.197.

BELLOMO, N.; CHAPLAIN, M.; DE ANGELIS, E. Select topics in cancer
modeling: genesis, evolution, immune competition and therapy. Boston:

Birkhauser, 2008. 473p.

BRASIL. Bases do tratamento. In: INCA (Ed.). Agoes de enfermagem para o
controle do cancer: uma proposta de integragao de ensino. Rio de Janeiro:

INCA, 2008. p.57;414;449.

BRASIL. Estimativa 2014: incidéncia de cancer no Brasil. Rio de Janeiro:

INCA, 2014. 118p.
BRITTON, N. Essential mathematical biology. London: Springer, 2003. 335p.

BROWDER, T.; BUTTERFIELD, C. E.; KRALING, B.; SHI, B.,; MARSHALL,
B.; O’REILLY, M. S.; FOLKMAN, J. Antiangiogenic scheduling of chemotherapy

improves efficacy against experimental drug-resistant cancer. J Theor Med, v.60,

p.1878-1886, 2000.

BURGESS, P. K.; KULESA, P. M.; MURRAY, J. D.; ALVORD, E. C. The interac-
tion of growth rates and diffusion coefficients in a three-dimensional mathematical

model of gliomas. J Neuropathol Exp Neurol, v.56, n.6, p.704-713, 1997.

BYRNE, H. Mathematical modelling of solid tumour growth: from avascular to
vascular, via angiogenesis. In: LEWIS, M. A.; CHAPLAIN, M. A. J.; KEENER, J.
P. AD MAINI, P. (Ed.). Mathematics biology. AMS, 2009. p.219-287.

BYRNE, H. M.; CHAPLAIN, M. A. J. Mathematical models for tumour angioge-
nesis: numerical simulations and nonlinear wave solutions. Bull Math Biol, v.57,

p.461-486, 1995.

CARMELIET, P.; JAIN, R. K. Angiogenesis in cancer and other diseases. Nature,
v.407, p.249-257, 2000.



45
CHAPLAIN, M. A. J. Mathematical modelling of angiogenesis. J Neurooncol,
v.50, p.37-51, 2000.

CHAPLAIN, M. A. J.; MCDOUGALL, S. R.; ANDERSON, A. R. A. Mathematical
modeling of tumor-induced angiogenesis. Annu Rev Biomed Eng, v.8, p.233-257,

2006.

CHAPLAIN, M. A. J.; MCDOUGALL, S. R.; ANDERSON;, A. R. A. Blood flow and
tumour-induced angiogenesis: dynamically adapting vascular networks. In: JACK-

SON, T. L. (Ed.). . New York: Springer, 2011. p.167-212.

CHAPLAIN, M. A. J.; STUART, A. M. A model mechanism for the chemotactic
response of endothelial cells to tumour angiogenesis factor. IMA J Math Appl
Med Biol, v.10, p.149-168, 1993.

D’ONOFRIO, A.; GANDOLFI, A. Chemotherapy of vascularised tumours: role of
vessel density and the effect of vascular “pruning”. J Theor Biol, v.264, p.253-265,
2010.

EISEN, M. Mathematical models in cell biology and cancer chemotherapy.
Berlin: Springer, 1979. 431p.

FAIVRE, C.; BARBOLOSI, D.; PASQUIER, E.; ANDRE, N. A mathematical mo-
del for the administration of temozolomide: comparative analysis of conventional
and metronomic chemotherapy regimens. Cancer Chemoter Pharmacol, v.71,

p.1013-1019, 2013.

FISTER, K.; PANETTA, J. Optimal control applied to competing chemotherapeutic
cell-kill strategies. STAM J Appl Math, v.63, n.6, p.1954-1971, 2003.

FOLKMAN, J. Anti-angiogenesis: new concept for therapy of solid tumors. Ann
Surg, v.175, n.3, p.409-416, 1972.

FRANKLIN, G.; POWELL, J, D.; EMAMI-NAENI, A. Feedback control of
dynamic systems. Pearson, 2009. 840p.



46
HANAHAN, D.; BERGERS, G.; BERGSLAND, E. Less is more, regularly: me-

tronomic dosing of cytotoxic drugs can target tumor angiogenesis in mice. J Clin

Invest, v.105, p.1045-1047, 2000.

HANAHAN, D.; WEINBERG, R. Hallmarks of cancer: the next generation. Cell,
v.144, 1.5, p.646 — 674, 2011

JAIN, R. K. Normalization of tumor vasculature: an emerging concept in antiangi-

ogenic therapy. Science, v.307, n.5706, p.58-62, 2005.

JAIN, R. K. Normalizing tumor microenvironment to treat cancer: bench to bedside

to biomarkers. J Clin Oncol, v.31, n.17, p.2205-2218, 2013.

JUNQUEIRA, L. C.; CARNEIRO, J. Biologia celular e molecular. Rio de Ja-
neiro: Guanabara Koogan, 1997. 299p.

KERBEL, R. S.; KAMEM, B. A. The anti-angiogenic basis of metronomic che-
motherapy. Nature Rev Cancer, v.4, p.423-436, 2004.

KUMAR, V.; ABBAS, A.; FAUSTO, N.; ASTER, J.; PERKINS, J. Patologia
- Bases patolégicas das doengas (Robbins and Contran). Rio de Janeiro:

Saunders Elsevier,, 2010. 1458p.

KUZNETSOV, V. A.; MAKALKIN, I. A. Nonlinear dynamics of immunogenic tu-
mors: parameter estimation and global bifurcation analysis. Bull Math Biol, v.56,

n.2, p.295-321, 1994.

LEVINE, H. A.; PAMUK, S.; SLEEMAN, B. D.; NIELSEN-HAMILTON, M. A
mathematical modeling of the capillary formation and development in tumor angio-

genesis: penetration into the stroma. Bull Math Biol, v.63, p.801-863, 2001.

MANTZARIS, N. V.; WEBB, S.; OTHMER, H. G. Mathematical modeling of
tumor-induced angiogenesis. J Math Biol, v.49, p.111-187, 2004.



47
MARCU, L.; BEZAK, E. Modelling of tumour repopulation after chemotherapy.
Australas Phys Eng Sci Med, v.33, p.265-270, 2010.

MARTIN, R.; TEO, K. L. Optimal control of drug administration in cancer
chemotherapy. Singapore: World Scientific, 1993. 187p.

MEYER, D. Matrix analysis and applied linear algebra. London: STAM, 2000.
718p.

MURRAY, J. Mathematical biology I: an introduction. Washington: Springer,
2002. 551p.

NORTON, L. A synopsis of cancer chemotherapy. New York: Yorke Medical,
1987. 24p.

OLSEN, L.; SHERRATT, J. A.; MAINI, P. K.; ARNOLD, F. A mathematical model
for the capillary endothelial cell-extracellular matrix interactions in wound-healing

angiogenesis. IMA J Math Appl Med Biol, v.14, p.261-281, 1997.

ORME, M. E.; CHAPLAIN; J., M. A. Two-dimensional models of tumour angi-
ogenesis and anti-angiogenesis strategies. IMA J Math Appl Med Biol, v.14,
p.189-205, 1997.

PANETTA, J. A mathematical model of periodically pulsed chemotherapy: tumor
recurrence and metastasis in a competitive environment. Bull Math Biol, v.58,

n.3, p.425-447, 1996.

PANETTA, J. A mathematical model of breast and ovarian cancer treated with
Paclitaxel. Math Biosc, v.146, p.89-113, 1997.

PHIPPS, C. Combination of chemotherapy and antiangiogenic therapies: a mathe-
matical modelling approach. Waterloo, 2009. 121p. Dissertagao (Mestrado) - Uni-

versity of Waterloo.



48
DE PILLIS, L. G.; FISTER, K. R.; W. GU, C. C.; DAUB, M.; GROSS, D.; MOORE,

J.; PRESKILL, B. Mathematical model creation for cancer chemo-immunotherapy.
Comput Math Meth in Med, v.10, n.3, p.165-184, 2009.

DE PILLIS, L. G.; GU, W.; FISTER, K. R.; HEAD, T.; MAPLES, K.; MURUGAN,
A.; NEAL, T.; YOSHIDA, K. Chemotherapy for tumors: an analysis of the dynamics
and a study of quadratic and linear optimal controls. Math Biosc, v.209, p.292-315,
2007.

DE PILLIS, L. G.; RADUNSKAYA, A. The dynamics of an optimally controlled
tumor model: a case study. Math Comp Model, v.37, p.1221-1244, 2003.

DE PILLIS, L. G.; RADUNSKAYA, A. Mixed immunotherapy and chemotherapy of
tumors: modeling, applications and biological interpretations. J Theor Biol, v.238,

p.841-862, 2006.

PINHO, S. T.; FREEDMAN, H.; NANI, F. A chemotherapy model for the treatment
of cancer with metastasis. Math Comp Model, v.36, p.773-803, 2002.

PINHO, S. T. R.; BACELAR, F. S.; ANDRADE, R. F. S.; FREEDMAN, H. I. A
mathematical model for the effect of anti-angiogenic therapy in the treatment of
cancer tumours by chemotherapy. Nonlin Anal: Real World Appl, v.14, n.1,
p.815-828, 2013.

ROBINSON, P. J.; RAPOPORT, S. I. Model for drug uptake by brain tumors: effects
of osmotic treatment and of diffusion in brain. J Cereb Blood Flow Metab, v.10,

n.2, p.153-161, 1990.

RODRIGUES, D. S. Modelagem matematica em cancer: dinamica angiogénica e
quimioterapia antineoplasica. Botucatu, 2011. 70p. Dissertagao (Mestrado) - Uni-

versidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho”.



49
RODRIGUES, D. S.; MANCERA, P. F. A. Mathematical analysis and simulations
involving chemotherapy and surgery on large human tumours under a suitable cell-

kill functional response. Math Biosc Eng, v.10, n.1, p.221-234, 2013.

RODRIGUES, D. S.; MANCERA, P. F. A.; PINHO, S. T. R. Modelagem ma-
tematica em cancer e quimioterapia: uma introdugao. Sao Carlos: SMAC,

2011. 54p.

RODRIGUES, D. S.; PINHO, S. T. R.; MANCERA, P. F. A. Um modelo matematico
em quimioterapia. TEMA, v.13, n.1, p.1-12, 2012.

SPRATT, J.S.; MEYER, J. S.; SPRATT, J. A. Rates of growth of human neoplasms:
part II. J Surg Oncol, v.61, n.2, p.68-73, 1996.

WEINBERG, R. A. A biologia do cancer. Porto Alegre: Tradugao Bruna Selbach
et al. Artmed, 2008. 864p.

WHO. Cancer. http://www.who.int/cancer/, Acessado em Setembro de 2014.

YANG, H. M. Mathematical modeling of solid cancer growth with angiogenesis.
Theor Biol Med Model, v.9, n.2, p.3-39, 2012.



APENDICES

Apéndice A

Teorema A.1 (Critério de Routh-Hurwitz para sistemas de segunda
ordem) (Britton, 2003)

Uma condicao necesséria e suficiente para ambas as raizes do polinomio
MN+uyr+a,=0
tenham parte real negativa sao
ay > 0, as > 0.

Teorema A.2 (Corolario de Cayley-Hamilton) (Meyer, 2000)
O polinémio minimal de uma matriz quadrada A é o tinico polinémio ménico m(x)

de grau minimo tal que m(A) = 0.

Teorema A.3 (Franklin et al., 2009)
A equagao #(t) = Az(t) é marginalmente estavel se e somente se todos os
autovalores de A tém parte real igual a zero ou aqueles que tém parte real igual a

zero sao raizes de multiplicidade 1 do polindmio minimal de A.
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Apéndice B

Vamos justificar a escolha de N; para o modelo sem tratamento e
mostrar que o ponto Pj serda sempre positivo.
Resolvendo o sistema (21) para Nj = 0, obtemos L} em funcao de

Ny, L7 = Nf — k1, em que Ny pode assumir as seguintes formas:

1€ (k1 + k) + 20k + /€ (ki + k) + 460 ki k]

Ny, =

+ 9 (0 kp +§)
N = 15(k31+kL)+20kL—\/52(]{71+kL)2+4§U]€1k3%
= 2 (O’k’L*Fg) )

Como todos os parametros sao positivos, Ny, sera sempre positivo.
Afirmacao: Lj, = N/, — ki1 >0e L]_=N{_ —k <0.
De fato, seja A = &2 (kp + k1)> + 4o ki k2, entao

Lazo@lﬂkﬁkﬁwakﬁﬂ
2 (ckp+&)

E(kp+ k) +20k +VA =2k (0kp +6) >0 E(kp — k) +VA>0

-k >0&

Como VA > & (kp, + k1) > € (k — k1), segue L}, > 0.

De maneira analoga, temos que

L >0 &k, — k) — VA >0.

Pelo argumento anterior, concluimos que Lj_ < 0.



