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Resumo

Neste trabalho temos por objetivo estudar o nimero de ciclos limites de uma
equacao diferencial que persistem por pequenas perturbagoes de um parametro e
suficientemente pequeno. Para tanto, estudamos o método proposto por B. Coll,
A. Gasull e R. Prohens, que se baseia no estudo das equacoes variacionais, a Teoria
da Média de primeira ordem em sua forma padrao, e uma variagao dessa teoria que
utiliza o Teorema de Reducao de Lyapunov-Schmidt. E foram feitas aplicacoes de

cada método.

Palavras—chave: solucoes periddicas, averaging method, sistemas dinamicos.



Abstract

In this work our goal is to study the number of limit cicles of a differential equa-
tion that remain after a small pertubation of a small parameter €. For that, we
study a method proposed by B. Coll, A. Gasull and R. Prohens, which is based on
the study of variational equations, the averaging theory of first order, and a varia-
tion of this theory that uses the Lyapunov-Schmidt reduction Theorem. We apply

these results to several families of differental equations.

Palavras—chave: periodic solutions, averaging method, dynamical systems.
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Introducao

Os primordios da teoria dos sistemas dinamicos datam no século XVI, nos tra-
balhos de mecanica celeste de Johannes Kepler e na modelagem matemaética através
da formalizacao da mecanica classica de Isaac Newton. Um marco nos estudos
das equacoes diferenciais é a obra Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste,
publicada em trés volumes entre 1892 e 1899 pelo matematico francés Henri Poin-
caré, considerado um dos criadores da teoria moderna dos sistemas dinamicos. Tal
obra introduziu muitos dos aspectos do estudo qualitativo das equacoes diferenci-
ais permitindo estudar propriedades das solucoes de uma equacao diferencial, como
estabilidade e periodicidade, sem ser necessario resolver explicitamente a equagao
diferencial. Nessa publicagao surge, pela primeira vez, a nocao de ciclo limite.

Hoje, muitas vezes motivado por aplicacoes praticas na fisica, engenharia ou
biologia, o estudo das propriedades dos ciclos limites, como sua existéncia ou nao, e
o numero de ciclos limites de um sistema, se tornou um tema recorrente.

Nesse trabalho, apresentamos alguns métodos para quantificar o nimero de ci-
clos limites que persistem apds pequenas perturbagoes em um sistema de equagoes
diferenciais. Estudamos um método proposto por B. Coll, A. Gasull e R. Prohens
em [3] onde sdo definidas fungoes convenientes tais que para cada zero simples de
tais fungoes, temos um ciclo limite associado. Estudamos também a Teoria da Média
padrao de primeira ordem, conhecido como Método do Awveraging de primeira or-
dem, onde também é definida uma funcao, denominada de funcao média, tal que
para cada zero simples da funcao, que é um ponto singular de uma equagao diferen-
cial, existe um ciclo limite do problema original. Além disso, a estabilidade do ponto
singular é preservada pelo ciclo limite. E, por tltimo, estudamos uma variacao da
Teoria da Média, que é apresentada por A. Buica, J. Francoise e J. Llibre [2].

A presente dissertacao esta organizada da seguinte forma.

No Capitulo 1 abordamos os conceitos basicos do estudo das equacgoes diferen-
ciais ordindrias, sua definicao, o Teorema de Existéncia e Unicidade de solugoes, a
caracterizagao dos sistemas lineares e alguns topicos que sao usados nos resultados
do segundo capitulo, como Estabilidade de Lyapunov e Teoria de Floquet.

No Capitulo 2 apresentamos os resultados principais dos métodos estudados para



se obter quotas inferiores de ciclos limites. Na secao 2.1 consideramos uma equagao

diferencial com valor inicial da forma

2 = ef(t,x) + 2g(t, )

x(0) =z (1)

onde f(t,z) € R™ é T—periddica e £ é um parametro suficientemente pequeno. De-

finimos a funcao média de f como

P =5 | s )

O Método da Média de primeira ordem nos diz que, sob certas condicoes, cada zero
simples da func¢do média (2) temos uma solu¢ao T—periédica de (1) associada.

Os outros dois métodos, que comentamos a seguir, podem ser aplicados em
equagoes diferenciais que possuem um termo que nao multiplica o parametro ¢.

Na Segao 2.2 apresentamos o método proposto em [3], onde consideramos uma

equacao diferencial da forma

& Fre) = foltyr) + 3 filt e+ OE™), 3)

dt :
=1
onde (¢,7) € [0,T] x RY, cada f; : [0,T] x R? — R? ¢ uma fungao real, suave e T—
periédica na variavel t, para cada i = 0,...,m, e £ é um parametro suficientemente

pequeno. Assumimos que a equacao nao—perturbada

% = folt,r); t €[0,T], r € R (4)

possui um aberto continuo de solugoes T—peridédicas. Para determinar quais solugoes
de (4) permanecem como solugoes de (3) para € # 0 definimos, a partir do conhe-
cimento explicito da equa¢ao nao—perturbada (4), fungdes M;(p) tais que cada zero
simples d& origem a uma solugao periédica de (3). Por exemplo, a expressao de
M (p) é dada por

Mi(p) = / (Dyeo(t, )it oo(ts ),

onde ¢y é solugao da equagao nao—perturbada (4). Neste método, quando fy(t,7) =
0 temos exatamente o método da média da sec¢ao (2.1).
Na sec¢ao 2.3 estudamos o método proposto em [2], ou seja, consideramos uma

equacao diferencial da forma

7' (t) = Fo(t,z) +eFy(t,x) + °R(t, x,¢), (5)



onde € é um parametro suficientemente pequeno, Fy, F; : RxQ - R"e R: Rx QX
(—eys,ey) sdo fungoes de classe C?, T-periddicas na varidvel ¢, Fy(t,z) é nao-nula

em R x Q e  é um subconjunto aberto do R™. Definimos entao uma funcao

fila) =TI /0 YR (a0t (6)
onde z, é uma solucao T-periddica da equacao
2 (t) = Fy(t, x), (7)
Y,(t) ¢ a matriz fundamental da equacao

y = P(t,2)y, (8)

onde P(t,z) = D, Fy(t,z(t,2,0)), e I é a projecao de R™ sobre R* k < n. Entao,
sob certas condigoes em Y, 1(0) — Y, 1(T'), para cada zero simples de (6) existe uma
solucdo T—periddica da equacao diferencial (5).

Para finalizar, no Capitulo 3 exibimos alguns exemplos e aplicagoes dos métodos
trabalhados no Capitulo 2. Aplicamos o método proposto em [3], que denomina-
mos Método via estudo de Equacoes Variacionais, em sistemas autonomos e nao—

autonomos, em particular no sistema planar

¥ = —y+2%2/2+¢eP(x,y),
Yy = r+ay/2+eQ(,y),

(9)

onde P e () sao polinomios quadraticos, e concluimos que esse sistema tem pelo
menos dois ciclos limites. No sistema (9) também tentamos aplicar o Método da
Média. Para escrever (9) na forma (1) usamos coordenadas polares, mas neste caso
a funcao média é identicamente nula. Aplicamos a mudanca de coordenadas do
Teorema 1.2.1, e novamente a fungao média de primeira ordem é identicamente
nula.

O método apresentado por Buica, Frangoise e Llibre em [2], o qual vamos nos

referir por Método via Redugao de Lyapunov-Schmidt, é aplicado na equacgao
2" — pa" + 12" — pr =ceF(x, 2, 2"), (10)

para u # 0, onde as variaveis x e t e os parametros j e € sao reais, € é suficientemente

pequeno, a funcao F :  — R é de classe C? e Q é um subconjunto aberto do R3.
Como aplicagoes do Método da Média consideramos a equagao (10) com p = 0

e concluimos que (10) tem um ciclo limite. Aplicamos o mesmo método no sistema

diferencial planar

{ ¥ = —y+z*+ep(z,y) (1)
Yy =z+ay+eqz,y),

10



onde p(z,y) = a1y — azx? + (2a2 + as)xy + agy® e q(x,y) = a1y + asx® + ayxy — asy®.
Para escrever (11) na forma (1) aplicamos a mudanga de variavel do Teorema 1.2.1,
e concluimos que esse sistema tem no maximo dois ciclos limites. Para o sistema
(11) também aplicamos o Método via estudo de Equagoes Variacionais depois de
realizar a mudanca de coordenadas polar, e, sob certas consideracoes particulares,

concluimos e esse sistema possui dois ciclos limites.

11



Capitulo 1

Preliminares

Este primeiro capitulo é dedicado a apresentacao dos conceitos basicos da Teo-
ria Qualitativa das equagoes diferenciais ordinédrias desde a definicao do que é uma
equacao diferencial ordinaria até alguns resultados. Diversos resultados foram ape-
nas enunciados, mas as demonstragoes podem ser encontradas nas referéncias bibli-
ograficas. Para este capitulo utilizamos como bibliografia os livros [4],[10], [11], [12]
e [13].

1.1 Equacoes diferenciais ordinarias

Uma equacao diferencial ordindria (ou EDO) é uma equagao que envolve as de-
rivadas de uma fungao real desconhecida. As EDO’s sao usadas para descrever
relagoes envolvendo a taxa segundo a qual as coisas acontecem. As equacoes dife-
renciais evoluiram dos métodos do Calculo Diferencial e Integral, descobertos por
Newton e Leibnitz, e elaborados no século XVII para resolver problemas motivados
por consideragoes vindas da fisica ou da geometria. A partir dai, a procura e anélise
de solugoes se tornou uma finalidade propria.

Nesta segao apresentamos a definicao formal das equagoes diferenciais ordinarias
e resultados basicos associados a teoria qualitativa das EDOs.

Uma equagao diferencial ordindria pode ser escrita na sua forma geral
F(t,z, o' 2" ... ™) =0, (1.1)

onde ' : R™?2 — R é uma funcao C". A varidvel real ¢t é chamada de varidvel
independente e a variavel x é chamada de variavel dependente, pois depende de t.
Dizemos que z(t) : I C R — R, onde I é um intervalo, é uma solugao de (1.1) se

x(t) tem derivadas até ordem n e satisfaz a equagao (1.1).

12



Cap. 1 1.1. Equacgoes diferenciais ordindrias 13

A equagao diferencial (1.1) é dita ordindria, pois envolve apenas derivadas com
relacao a uma unica variavel independente .

Seja U C R", U um aberto. Um campo de vetores de classe C" é uma fungao
X:U—-R" onder >1,r=o00our =w (isto é, o campo de vetores X é analitico).

Ao campo de vetores X podemos associar uma equacao diferencial da forma
¥ =X(z), v € R, (1.2)

onde z’ é a derivada com relacao a variavel independente. Reciprocamente, dada
uma EDO da forma (1.2) podemos associar um campo de vetores em R".

As solugoes de (1.2) sao aplicagoes diferencidveis ¢ : I — U, I um intervalo, tais

que Z—f = X (p(t)), para todo t € I, ou seja, ¢(t) satistaz (1.2).

As solugdes de (1.2) sao chamadas curvas integrais, trajetdrias, ou drbitas.

Um ponto zy € U é chamado de ponto singular, ou ponto de equilibrio, se X (xq) =
0, e ponto reqular se X (xq) # 0.

Se z é ponto singular entdo a curva ¢(t) = o, parat € (—o0,0), é uma solug¢ao
de (1.2), pois i—f(t) =0=X(z0) = X(p(1)).

Uma curva integral ¢ : I C R — R™ de X chama-se méaxima se para toda curva
integral de X, ¢ : J — U temos que J C I e ¢|; = 1.

A equagao (1.2) admite a seguinte interpretacao geométrica: ¢ é uma curva
integral de X se, e somente se, o vetor tangente ¢'(t) em ¢(t) coincide com o valor

que X assume em ¢(t), ou seja, X (¢(t)). Veja a figura 1.1.

Figura 1.1. Curva integral

Uma EDO do tipo (1.2) é chamada de equacao diferencial autonoma, pois nao
depende explicitamente de ¢.

As equagoes da forma
¥ = f(t, z), (1.3)

onde f : V — R, V C R*"! um aberto, é de classe C", sdo chamadas nao-

autonomas.
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1.1.1 Existéncia e unicidade de solucgoes

Apresentamos a seguir o teorema que € o pilar da teoria das equacoes diferenciais
ordinarias, o Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugoes. Este resultado nos
garante quando uma equagao diferencial ordindria com uma condicao inicial tem
uma unica solucao.

Consideramos a EDO com condigao inicial, ou seja,

dx
FrARREAGK (1.4)
x(ty) = xo,
onde (tg,xg) € 2, f: Q — R" Q C R x R” um aberto, f de classe C" e r > 1.
Chamamos (1.4) de problema de valor inicial (PVI).
Uma solucao deste problema é uma aplicagao ¢ : I C R — R", de classe C", tal

que

) = sep).e
¢(to) = o,
onde I C R é um intervalo contendo tg, (t,p(t)) € Q, para todo t € I.
Antes de demonstrar o resultado sobre existéncia e unicidade de solugoes de (1.4),
conhecido como Teorema de Picard, apresentamos defini¢goes e alguns resultados de

analise. As demonstragoes desses resultados podem ser encontradas em [12].

Definicao 1.1.1. Sejam Q C RxR™ um aberto e f : 2 — R™ uma fun¢ao continua.
Dizemos que f(t,x) é Lipschitz na sequnda varidvel se existe uma constante k > 0

tal que |f(t,x1) — f(t,22)| < k|lxy — 22|, para todo (t,z1), (t,22) € Q.

Lema 1.1.1. Se QQ C R x R™ é um aberto e convero, e f : 2 — R™ uma funcao

continua e continuamente diferencidvel na varidvel x, tal que

0
—fH < K, para uma
ox

constante positiva k, entao f é Lipschitz em €.

Defini¢ao 1.1.2. Seja X um espaco métrico completo e d(x,y) a distancia de x a
y. Dizemos que T : X — X é uma contracao se existe 0 < ¢ < 1 tal que para todo
ponto x,y € X tem-se d(T(x),T(y)) < cd(z,y).

O resultado a seguir garante que uma contragdo de um espago métrico nele

mesmo tem um unico ponto fixo. Este resultado é conhecido como Teorema do

Ponto Fixo.

Teorema 1.1.1. Seja T': X — X uma contragao. Entao
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a) T possui um unico ponto fizo (isto €, um ponto tal que T (p) = p),

b) p é um atrator, isto €, para todo x € X, T"(z) — p quando n — oo.

Corolario 1.1.1. Suponhamos que T : X — X ¢é um operador tal que T™ ¢ uma
contracao, para um certo m € N. Entao:

a) Existe um unico ponto fixo p para T,

b) p € um atrator.

Observamos que ¢ : I, — U é uma solucao de =’ = f(t,z), 2(0) = zo, onde

f:Q — R™ é uma funcao continua e € é um aberto com 2 C R x U C R""! se, e

somente se, ¢(t) satisfaz

p(t) = o +/0 f(s,0(s))ds.

Teorema 1.1.2. (Teorema de Picard):
Consideramos o PVI
xl = f<t7 x)?
[E(tg) = X,

onde f: Q — R", Q € da forma Q = 1, x By, com I, = {t € R; |t — o] < a},

(1.5)

By ={x € R"; |z — x| < b}. Se f € continua e Lipschitz na 2* varidvel em Q com
constante de Lipschitz K, e |f| < M em Q, e entdo o PVI (1.5) possui uma unica

solugdo ¢ : I, — By, I, C R um intervalo, onde o = min{a,b/M }.

Demonstracao. Aplicamos o Corolério 1.1.1.

Seja X={¢ : I, — By, continuas}. Consideramos em X a métrica dada por
d(p1, ¢2) = max|py(t) — ea(t)].
Consideramos o operador T' definidos em X da seguinte forma, para ¢ € X,
T(p): 1, — R,

T(p)(t) = xo + / f(s,0(s))ds.

to

Temos que T'() € X. De fato, T(p)(t) é continua em I, e

T () (t) — ol =

[ s.otsds| < [ 1fss)ds] < Mt~ ta] < Mo <
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ou seja, T'(p)(t) € By. Logo, T é uma aplicagdo de X em X.
Para aplicar o Corolario 1.1.1 falta verificar que para algum m, 7™ é uma con-
tracao.

De fato, sejam 1)1, ¥y € X. Temos

T () (1) = T W) (O] < i, )t — 1ol (16)

Para mostrar que 7™ é uma contragao utilizamos indugao em m. Quando m = 0
é imediato. Suponhamos que (1.6) vale para m = n e provamos que vale para

m=mn -+ 1. .

T ) (1) = T (Wa)B)] = | [ (s T W0))(s) — F(s, T (1h2)(s))] ds
f;(/|fst"w1())—f@%Tm@bX$NdS
< h/ K |T™(1)(s) — T™(62) (s)] ds

g[;(ﬁw—Md%w@

Km+1
= d(t1,99) / |t —to|™ds
Km+1
= mii) d(vy, o) [t — to™ .
Km m
Notamos que Z ¢ uma série convergente, onde K é a constante de
m=0
Km+1am+1 K
Tt o
Lipschitz da funcao f, pois pelo teste da razao (mm+17)n! = < 1. Segue
Kmq 4 1 g
m
m!
da Anélise, que a sequéncia dos termos dessa série convergem para zero. Portanto,
m m

para um m suficientemente grande temos < 1. Com isso, concluimos que

|
T™ é uma contracao. Segue do Corolario 1.1.”11'que existe ¢ € X um ponto fixo de
T, ou seja,
T(p) = o,
o que implica )
T(e)t) = a0+ [ Flsols)ds = (1)
0

Isto prova o Teorema de Picard. O

A seguir definimos solu¢ao maxima de uma equacao diferencial e apresentamos

um teorema que trata de propriedades das solugoes.
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Definicao 1.1.3. Chama-se solu¢cdo mdzima de

¥ = f(t,z) (1.7)

a toda solugcao ¢ definida num intervalo I, denominado intervalo mdximo de ¢, tal
que se Y € outra solugdo no intervalo J com J 2 I e p = |;, entao [ = J. Em

outras palavras, ¢ é mdzrima se nao admite nenhuma extensao que também é solu¢ao

de (1.7).

Teorema 1.1.3. Seja f : Q C R x R” x R¥ — R" uma aplicacio de classe C*,
1<k<o0 ouk=w (ouseja, f € analitica), onde Q@ é um aberto.

a) (Ezisténcia de solugoes mdzimas): Para cada (1o, o, No) € ) existe um inter-
valo I, aberto onde estd definida a unica solugao mdzima @,, da equagdo diferencial
' = f(t,xz, \) tal que ¢,.(0) = xo.

b) (Propriedade de grupo): Sey = p,(t) et € I, entio I, = I, —t ={u—t; u €
I} e py(s) =@ (t+s), Vs € I,.

c¢) (Regularidade com relagdo as condigoes iniciais): O conjunto D = {(t,r,z, \);
(r,xz,\) € Q et e I} € aberto em R x Q e a aplicagio ¢ : D — Q dada por
o(t,r,m,\) = p(t) € de classe C* (mesma regularidade de f). Além disso, satisfaz
a equacao
4 <g—i(t,r,x,)\)) = %(t,x,)\) . g—i(t,r,x, A).

1.1.2 Equacoes diferenciais lineares

No conjunto das equagoes diferenciais, a classe mais simples é a das equagoes
lineares, a qual ¢ possivel explorar bem as propriedades de suas solugoes e, no caso
de coeficientes constantes, é possivel resolvé-las.

Consideramos a equacao diferencial
= A(t)x + b(t), (1.8)

onde A : I — M5, (R) é uma fungao matriz e b : I — R" uma funcio vetor, ambas
continuas no intervalo I C R.

A equacao diferencial (1.8) chama-se equagdo diferencial linear. Se b = 0 entao
dizemos que (1.8) é homogénea.

O resultado a seguir segue do Teorema de Picard.
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Teorema 1.1.4. Para todo (to,zo) € I x R" eziste uma unica solu¢io p(t) =

o(t, to, x9) de (1.8) definida em I tal que p(ty) = xo.
Escrevendo (1.8) na forma matricial temos

.Z‘,l Clll(t) tee aln(t) T bl (t)

x an1(t) -+ apa(t) T b, (1)

Assim, (1.8) é um sistema de n equagdes diferenciais

ZEII = (lll(t)ZL'l + ...+ aln(t)xn + bl(t),

: (1.10)
= amt)rr+ ...+ apn (), + by(t).
Proposicao 1.1.1. Sejam o(t) e ¥(t) solugdes da equagdo homogénea
¥ = A(t)z, (1.11)

onde A(t) é continua em I C R.
a) Se a,b € R entao y = ap + by também € solugdo de (1.11).
b) Se p(s) =0 para algum s € I, entio o(t) =0 em I.

Sejam C(I,R"™) o espago das fungoes continuas ¢ : I CR — R" e S C C(I,R")

o espago das solugoes da equagao =’ = A(t)x.
Corolério 1.1.2. S é um subespago vetorial de C(I,R™) de dimensao n.

Demonstracao. A parte a) da proposicao anterior mostra que S é subespago vetorial

de C(I,R™). Definimos a seguinte aplica¢ao

gs: S —» R”
v = o(s).
Esta aplicagao ¢é linear, pois e5(ap + by)) = ap(s) + bh(s) = ass(p) + bes(v). Além
disso, e, é um isomorfismo, pois e4((t, s, x0)) = (s, s, x0) = T, para todo xry € R™.
Pela parte b) da Proposigao (1.1.1) temos ker{e;} = {0}. Portanto, o Teorema do

Nucleo e da Imagem garante que dim S = n. O]
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Notamos que se {vy, . .., v, } é uma base de R", entao {¢1(t, s,v1), ..., @n(t, s,v,)}
forma uma base para S, isto é, toda solugao de 2’ = A(t)z se expressa de maneira

tnica como combinagao linear de i (t,s,v1),...,0n(t, s, vy).

Equacgoes do tipo
M = A(t)M (1.12)

sao chamadas equagoes matriciais lineares homogéneas, onde M € M,,..,(R), M =
(wi;), com norma |M| = sup |z;|.

Temos que (1.12) é equivalente ao sistema

Ti; = Zaik(t)xkj, 1<i4,5<n.
k=1
Observamos que, ®(t) é solugao de (1.12) se, e somente se, paratodo 1 < j < n, a
j—ésima coluna ®;(t) de ®(t) é solugao da equacao homogénea =’ = A(t)x. Podemos
entao aplicar o Teorema de Picard para garantir a existéncia e unicidade de solugoes
num intervalo I que passam por (tg, My) € I X M, «,(R).
A seguir definimos a matriz fundamental de solucées de uma equacao matricial

e apresentamos uma proposicao que a caracteriza.

Definigao 1.1.4. Uma matriz ®(t) de ordem n X n cujas colunas formam uma base

do espaco de solucoes de ' = A(t)x € chamada de matriz fundamental de solugoes.

Proposicao 1.1.2. Sejam ®(t) e ¥ (t) matrizes solugoes da equagdo matricial M’ =
A(t)M, sendo ®(t) fundamental. Entdo existe uma unica matriz C' de ordem n X n
constante tal que ¥(t) = ®(t)C, para todo t € I. Mais ainda, C' € nao—singular se,

e somente se, (t) € fundamental.

Observamos que, se ® : [ — M, ,(R) é solugdo da equacao matricial M’ =
A(t)M, entao ® é fundamental se as seguintes condigoes se verificam:

i) det[®(t)] # 0, para todo t € I, pois as colunas de ® devem ser linearmente
independentes,

ii) ®(tg) = g ¢ tal que det Py # 0,

iii) As colunas de ® sao base para o espago vetorial das solucoes de 2/ = A(t)x.

A Proposicao 1.1.3 nos da a forma da solucao de uma equagao linear da forma
(1.8) a partir do conhecimento da solugao da equacao diferencial homogénea asso-
ciada.
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Proposicao 1.1.3. Seja ®(t) wma matriz fundamental de ' = A(t)zx, entdo a

solugdo de ' = A(t)x + b(t), p(t,to, o), tal que (tgy, to, o) = x¢ € dada por

t

ot to, ) = B(1) [@1@0)% +/

to

CDl(s)b(s)ds} :
Em particular, o(t,to, o) = ®(t)® "1 (tg)zo € a solugdo no caso homogéneo.

Teorema 1.1.5. (Fdérmula de Liouville) Seja ®(t) uma solugao da equagio matricial
u = A(t)u, onde A(t) é continua em I C R wm intervalo. Entdo existe I C I tal
que det ®(t) : I — R € solugdo da equagdo diferencial yf = tr(A(t))y, onde y € R,
teletr(At)) = Zan’(t) (trago de A(t) = [a;;(t)]). Em outras palavras,

i=1
t

/ tr(A(s))ds
det ®(t) = det D(tg)e/to :

1.1.3 Equacgoes diferenciais lineares com coeficientes cons-
tantes

Consideramos a equagao diferencial linear
' = Az + b(t), (1.13)

com A € M,,(R) uma matriz com entradas constantes, b : I — R™ uma fungao
continua. Se b = 0 dizemos que (1.13) é uma equagao linear homogénea com coefi-
cientes constantes =’ = Azx.

A matriz fundamental de uma equagao da forma (1.13) satisfaz algumas propri-

edades que apresentamos a seguir.

Proposicao 1.1.4. Seja ®(t) a matriz fundamental da equacao (1.13) tal que
®(0) = Id, entao:

a) ¥'(t) = AD(1),

b) O(t+s) = D(t)P(s),

¢) [2(1)]7! = B(-1),
Definig¢ao 1.1.5. Definimos a exponencial da matriz A por ®(1) e denotamos: e
O(1) =

il
i=0

converge uniformemente para ®(t) em todo compacto de R.

A:
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Notamos que ®(t) = e é a matriz fundamental de 2’ = Azx. Além disso,

Ot + 5) = )4 implica que O(1)P(s) = O(t + 5) = )4 = e,
A seguir apresentamos um estudo mais detalhado das equacoes lineares com

coeficientes constantes no plano.

1.1.4 Equacoes diferenciais lineares no plano

Consideramos a equagao diferenciavel com coeficientes constantes
1 = Ax (1.14)

@11 A12

onde A = ¢ uma matriz 2 x 2 real com det A # 0 e © = (21, x2).

a21 Qa22
Podemos reescrever (1.14) da forma

/
Ty = CL11I1+(112£L'2
/
Ty = Q2171 + G972

A condigao det A # 0 é equivalente a dizer que a origem 0 = (0,0) € R? é o
tnico ponto singular de (1.14).
O polinémio caracterfstico associado & matriz A é p(\) = A2 — tr(A)\ + det A,

onde tr(A) = aj; + age. Seus autovalores sdo

o)+ ()P —ddetd | tr(A) - (r(A) — ddet 4
1— 9 € 9 )

9 =

cujos autovetores correspondentes denotamos por v; e vs, respectivamente.
Apresentamos a expressao das solugoes do sistema (1.14), que variam de acordo
com os autovalores e autovetores da matriz A. Esse tépico é melhor detalhado na

Secao 4 do Capitulo 3 em [12], e na Segao 1.5 de [13]. Temos os seguintes casos:

a) Os autovalores Aj, Ay sao reais e distintos. Nesse caso A é diagonalizavel,

A2 # 0 e a solugao da equagao (1.14) é dada por
o(t) = CreMto; + Cye?tuy,

onde (', C5 € R sao constantes determinadas pela condicao inicial.

Denotemos por E; e Ey os subespacos determinados por vy e vo, respectivamente.
Vamos considerar os subcasos:

Se Ay < A1 < 0, entao toda trajetoria tende a 0 quando ¢t — oo, exceto a origem,
que permanece fixa, e toda trajetoria tende a oo quando t — —oo. Se C; = 0 as
solugoes sao semirretas de Es, e se Cy = 0 entao as solugoes sao semirretas de FEj.

A figura abaixo ilustra o comportamento das trajetérias, onde as setas indicam o
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sentido do percurso com t crescente. Neste caso, o ponto singular é chamado de nd

atrator, ou no estdvel. Veja Figura 1.2.

Figura 1.2. N6 atrator, ou estavel

Se Ay > A1 > 0, entao o comportamento das solucoes é similar ao caso anterior,
mas com os sentidos das érbitas invertidos. Aqui, o ponto singular é chamado de
no repulsor, ou no instavel. Veja a Figura 1.3.

E,
E,

Figura 1.3. N6 repulsor, ou instavel

Se Ay > 0 > A1, entao as trajetérias que passam por pontos de E; (onde temos
Cy =0) oude E, (Cy = 0), permanecem nessa reta e tendem para 0 quando ¢t — oo,
ou quando t — —oo, respectivamente. Se C7,Cy # 0, as solucoes tendem para co
quando t — oo ou t — —oo. Nesse caso, chamamos o ponto singular de sela. Veja
Figura 1.4.

b) Os autovalores s@o complexos e conjugados, ou seja, Ay = a+iff e \y = a—if3,
com 3 # 0. A solugao da equagao (1.14) é dada por p(t) = e [C} (cos(Bt)v; — sen(ft)vy)+
Cy (sen(Bt)vy + cos(fBt)vq)].

Se o = 0, entao todas as solugoes, exceto o ponto singular, sao elipses. Neste
caso, dizemos que o ponto de equilibrio é um centro. Ver Figura 1.5.

Se a < 0, todas as solugoes tendem para 0 espiralando em torno da origem

quando t — oco. Dizemos que o ponto singular é um foco atrator. Ver Figura 1.6.
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E,

N4

ZER

Figura 1.4. Sela

E,
E,

Figura 1.5. Centro

Se a > 0, as solugoes tentem para 0 espiralando em torno da origem quando
t — —oo. Dizemos que o ponto singular é um foco repulsor. Ver Figura 1.7.

c) Os autovalores s@o reais e iguais, \; = g = A # 0. Vamos considerar os
subcasos:

Se A tem autovetores vy e vy linearmente independentes, entao toda solucao de

(1.14) pode ser escrita como
QO(t) = 6)\t(011)1 + CQUQ).

Portanto, todas as trajetorias, exceto o ponto singular, sao semirretas. Neste caso,
o ponto singular é um no estrelado estavel ou instdvel, conforme A\ é positivo ou
negativo. Ver Figura 1.8.

Agora, se temos apenas um vetor v associado ao autovalor A\, entao a expressao
da solugao de (1.14) é dada por

gO(t) = e’\t[(C’l —+ th)Ul + CQUQ].

As érbitas que passam por pontos de F; (quando Cy = 0), exceto o ponto singular,
sao semirretas contidas em FEj. Para as outras érbitas, quando Cy # 0, a sua reta

tangente tende a E; quando t — oo ou t — —oo, pois

Cac® — 0 dot —
= uando oo ou — Q.
(Ci+tC)ex — Gryg 4
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E,

Figura 1.6. Foco atrator

E,
E,

Figura 1.7. Foco repulsor

Se A < 0 (respectivamente, A > 0), toda trajetéria tende a 0 quando t — oo
(respectivamente, quando ¢ — —o0). O ponto singular é dito né imprdprio atrator

e no improprio repulsor, respectivamente. Veja Figura 1.9.

1.1.5 Equacoes diferenciais autonomas

Consideramos a equagao diferencial autonoma

onde X : Q C R* — R, Q aberto, é um campo de vetores de classe C¥, 1 < k < 0o

ouk =w.

Definicao 1.1.6. Uma aplicacao ¢ : R x Q — R" de classe C" € dita um fluzo C”
se:

1) ¢(0,7) = =,

i) p(t +s,x) = p(t, ¢(s,x)); t,s € R.

Quando ¢ : D — Q onde D ¢ dado pelo Teorema 1.1.3, dizemos que o fluxo é
gerado por X.

Se I, =R, o fluxo gerado por X € um fluxo C" em 2. Se I, # R, o fluxo gerado

por X ¢é chamado fluzo local.
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E, E,

Figura 1.8. N estrelado estdavel (quando A < 0) e instavel

(quando A > 0), respectivamente

E, E,
E, E,

Figura 1.9. N6 impréprio atrator (quando A < 0) e repulsor

(quando A > 0), respectivamente

Notamos que o item b) do Teorema 1.1.3 define um homeomorfismo do grupo
aditivo dos reais no grupo dos difeomorfismos de classe C" em {2 munido da operagao

composi¢ao. Tal homeomorfismo é dado por t — ¢y, e pelo item b) temos, para

ei(r) = p(t,2), que Pris =0 ps e oy = .

Defini¢ao 1.1.7. O conjunto o, = {¢(t,p); t € IL,}, isto €, a imagem da curva

integral de X pelo ponto p, chama-se orbita de X pelo ponto p.

Observamos que, ¢ € 0, se, e somente se, 0, = 0,. De fato, se ¢ € 0, entao
q=(t1,p) e p(t,q) = p(t+t1,p), e I, —t; = I,. Portanto, temos que duas dérbitas
de X ou coincidem ou sao disjuntas. Assim, 2 C R" fica decomposto numa uniao
disjunta de curvas diferenciaveis, podendo cada uma ser:

a) imagem biunivoca de um intervalo de R,

b) um ponto (ponto singular),

¢) difeomorfa a um circulo (érbita fechada),

correspondendo cada caso a uma das alternativas do Teorema 1.1.6.
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Teorema 1.1.6. Se ¢ € uma solu¢cao mdzrima de

¥ = X(z),

(1.15)
z(0) = .

em I, verifica-se apenas uma das sequintes alternativas:
a) p € 1-1,
b) I, =R e ¢ é constante,
c) I, =R ey € periddica, isto é, existe T > 0 tal que p(t+7) = @(t), para todo

teR, ep(ty) # p(ta) sel[ta —t1]] < 7.

Definicao 1.1.8. O conjunto aberto 2 C R™, munido da decomposi¢ao em orbitas
de X, chama-se retrato de fase de X. As orbitas sao orientadas no sentido das

curvas integrais do campo. Os pontos singulares sao munidos da orientagao trivial.

1.1.6 Conjugacao e equivaléncia de sistemas diferenciais

Um dos objetivos em contextos matematicos é saber quando dois objetos com
mesma estrutura preservam propriedades que estao relacionadas com tal estrutura.
Dentro do mundo dos sistemas dinamicos este objetivo também surge. Os elemen-
tos a serem preservados sao as orbitas ou solugoes. E neste contexto que surge a
conjugacao entre sistemas dinamicos.

A seguir, consideramos X; e X, campos de vetores definidos nos abertos €2 e

5 do R™, respectivamente.

Definicao 1.1.9. Dizemos que Xi € topologicamente equivalente a Xo quando existe
um homeomorfismo h : Q1 — Qg que leva orbitas de X, em orbitas de Xy preser-
vando a orientagdo. Mais precisamente, sejam p € €y e I''(p) a drbita orientada
de X, passando por p, entao h(T''(p)) = T(h(p)) € a drbita orientada de Xo pas-
sando por h(p). Se h for um difeomorfismo de classe C", entdo dizemos que X; é
C"—equivalente a X,.

Essa definicao estabelece uma relacao de equivaléncia entre campos definidos em

abertos de R". O homeomorfismo A é chamado de equivaléncia topoldgica, ou de

equivaléncia C" caso seja um difeomorfismo de classe C", entre X; e Xj.

Definicao 1.1.10. Sejam @1 : D1 — R™ e @5 : Dy — R" os fluros gerados pe-

los campos X7 : Q1 — R"™ e Xy 1 Qy — R"™, respectivamente. Dizemos que X
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¢ topologicamente conjugado (respectivamente, C"-conjugado) a Xy quando existe
um homeomorfismo (respectivamente, um difeomorfismo C") h : Q1 — Qg tal que
h(pi(t,z)) = walt, h(x)), para todo (t,x) € Dy. O homeomorfismo h chama-se
conjugagao topoldgica (CT-conjugagao, respectivamente) entre Xy e Xs.

A relacao de conjugacao é também uma relacao de equivaléncia entre campos
definidos no R™. Notamos que a conjugacao preserva o tempo.

Uma equivaléncia h entre X; e X5 leva ponto singular em ponto singular e érbita

periédica em Orbita periddica. Se h for uma conjugacao, entao o periodo também é

preservado.

Lema 1.1.2. Sejam X; : Q1 — R" e X5 : Q9 — R™ campos de vetores C", r > 1,
definidos nos abertos )y C R", i =1,2. E seja h : Q1 — o um difeomorfismo C".
Entao h € uma conjugagao entre Xy e Xy se, e somente se, Dh(p)X;1(p) = Xa(h(p)),
para todo p € §2y.

O Teorema do Fluxo Tubular que veremos a seguir garante que qualquer campo

X de classe C" é localmente conjugado, numa vizinhanga de um ponto regular, ao
campo Y = (1,0,...,0).

Definicao 1.1.11. Sejam X : Q2 — R™ um campo de vetores de classe C", r > 1,
Q C R™ um aberto e A C R também aberto. Uma aplicagcio diferencidvel de
classe C" f : A — Q chama-se se¢io transversal local de X (de classe C") quando,
para todo a € A, Df(a)(R"™') e o espago vetorial gerado por X(f(a)) sdo uma
decomposicao em soma direta do R™.

Seja 3 = f(A) munido da topologia induzida. Se f: A — 3 for um homeomor-

fismo, diz-se que X € uma se¢ao transversal de X.

X(f(2))
f/> f(a) DF(@)(R)
“ f(a)=3
——) °
A R

Figura 1.10. Esquema de uma se¢ao transversal quando n=2
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Teorema 1.1.7. (Teorema do Fluzo Tubular): Sejam X : Q — R™ um campo de
vetores C", 0 C R™ aberto, p € Q um ponto reqular de X e f : AC Rt = 3 =
f(A) C Q uma segao transversal local de X de classe C" com f(0) = p. Entao existe
uma vizinhang¢a V' de p em Q e um difeomorfismo h : V — (—e,¢) X B de classe C",
ondee >0 e B= B(0,5) C R" ¢ uma bola aberta em R"™' de centro na origem
0= f"(p) tal que

a) (ENV)={0} x B,

b) h é uma C"-conjugacao entre X|y e o campo Y = (Y1,...,Y,) = (1,0,...,0).

Demonstragao. Seja ¢ : D — Q o fluxo de X. Seja F': Dy — €2, onde Dy =
{(t,u); (t, f(u)) € D}, definida por F(t,u) = ¢(t, f(u)). Observamos que F aplica
linhas paralelas em drbitas de X. Vamos mostrar que F é um difeomorfismo local
na vizinhanca da origem 0 = (0,0) € R x R*!. Pelo Teorema da Funcio Inversa, é
suficiente provar que DF(0) é um isomorfismo.
Temos
_ O

D1 F(0) E(t’ £(0)) T X(p(0,p)) = X(p)

e D;F(0) = D;_, f(0) para todo j = 2,...,n, pois (0, f(u)) = f(u) para todo u €
A. Portanto, os vetores D, F(0), j =1,...,n geram R™ e DF(0) é um isomorfismo.

Pelo Teorema da Funcdo Inversa, existem € > 0 e uma bola B em R" ! com
centro na origem 0 tais que F' |(_E7E)>< p ¢ um difeomorfismo sobre o aberto V. =
F((—¢e,e) x B). Seja h = (F|(—ce)xp) " Entdo h(XNV) = {0} x B, pois F(0,u) =
f(u) € ¥ para todo u € B. Isso prova o item a). Por outro lado, h™! conjuga X e

Y:
DH™ ' (t,u)-Y(t,u) = DF(t,u) - (1,0,...,0) = D F(t,u) =

= X(p(t, f() = X (F(t0) = X (07 (t,w),

para todo (t,u) € (—¢,¢) X B, o que conclui a demonstragao.

1.1.7 Estrutura local dos pontos singulares hiperbdlicos

Seja p um ponto regular de um campo de vetores X de classe C". O teorema
do Fluxo Tubular nos garante que existe uma vizinhanca V' de p tal que Xy ¢é

C"-conjugado a Y = (1,0,...,0). Consequentemente, dois campos X e W sdo
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C"-conjugados em torno de seus pontos regulares. Podemos entao considerar sa-
tisfatorio o conhecimento qualitativo local das orbitas de um campo de vetores na
vizinhanga de pontos regulares, uma vez que existe apenas uma classe de conjugacao
diferenciavel local, a do campo Y = (1,0,...,0).

Veremos agora um resultado sobre conjugacao em torno dos chamados pontos

singulares de um campo de vetores X.

Definicao 1.1.12. Um ponto singular p de um campo vetorial X de classe C", r > 1,
chama-se hiperbolico se todos os autovalores de DX (p) tem parte real diferente de
zero.

O nidmero de autovalores de DX (p) com parte real menor que zero chama-se
indice de estabilidade de X em p.

O teorema a seguir nos diz que um campo de vetores é localmente topologica-
mente conjugado a sua parte linear em torno dos pontos singulares hiperbélicos.

Sua demonstragao pode ser encontrada em [11].

Teorema 1.1.8. (Teorema de Hartman-Grobman): Sejam X : € C R* — R”
um campo de vetores de classe Ct e p um ponto singular hiperbdlico de X. Entao
existem vizinhangas V de p em Q; e W de 0 em R" tais que X|y € topologicamente

conjugado a DX (p)|w .

1.1.8 Estrutura local das orbitas periddicas

A aplicacao de Poincaré é um difeomorfismo que estd associado a uma oOrbita
fechada v e que descreve o comportamento do campo numa vizinhanga de +.

Seja v = {p(t,p); 0 <t < 7} uma drbita periddica de periodo 7 de um campo
de vetores X, C", r < 1 our = w, definido em 2 C R". Seja ¥ uma sec¢ao transversal
de X pelo ponto p. Devido a continuidade do fluxo ¢ de X, para todo ponto g € X
préximo de p, a trajetéria ¢(t,q) permanece préxima a 7, com ¢ variando em um
intervalo fixado. Define-se a aplicagao de Poincaré m(q) como o primeiro ponto onde
a 6rbita (¢, q) intercepta > (notemos que sempre existe m(q) devido a dependéncia
continuas das solugoes com relagao as condigoes iniciais).

Seja ¥y o dominio de 7, entao é claro que p € ¥4 e 7(p) = p.

Muitas propriedades de X perto de v se refletem em 7. Por exemplo, as orbitas
periédicas de X vizinhas de v correspondem aos pontos periddicos de m, que sao os
pontos gy € Xy para os quais 1"(q) = ¢ para algum n € Z com n > 1, ou entdo o
comportamento assintético das orbitas de X perto de v que também é descrito por

.
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Figura 1.11. Aplicacéo de Poincaré

Proposicao 1.1.5. Seja ¢ um fluxo de classe C", r > 1. FEntao a aplicacao de

Poincaré m: Xg — X € um difeomorfismo de classe C" sobre sua tmagem.

Definigao 1.1.13. A drbita fechada v € um atrator periddico (ou, dizemos que, y é

orbitalmente estdvel) quando tlim d(e(t,q),v) =0, para todo q numa vizinhanga de
—00

Y-

Definicao 1.1.14. Seja X : Q — R? um campo de vetores de classe C', onde
Q C R? € aberto. Uma orbita periddica v de X € dita um ciclo limite se existe uma

vizinhanga V' de v tal que v é a unica orbita periodica de X em V.

Proposicao 1.1.6. Com as notacoes da Definicao 1.1.14, existem apenas os se-
guintes tipos de ciclos limites.

a) Estdvel, quando tliglo d(e(t,q),v) =0, para todo g € V.

b) Instavel, quando tEI_nOO d(e(t,q),v) =0, para todo q € V.

c) Semi-estdvel, quando tlggo d(p(t,q),v) =0 para g € VOEzt(y), e

tEI_IIOO d(e(t,q),v) = 0 para ¢ € VN Int(y), ou o contrdrio, onde Ext(y) denota a
componente conexa ilimitada de R* —~ e Int(y) denota a componente conexa limi-

tada de R? — .

Demonstracao. Seja Y uma secao transversal a X em p € yew: ¥y — ¥ a aplicacao
de Poincaré associada a . Suponha que ¥ estd orientada como na Figura 1.12.
Dado g € ¥y N Ext(7y) entao 7(q) > q ou 7(q) < g, pois 7 é ciclo limite. Vamos

supor que 7(q) > q. Considere a regiao A limitada por 7, pelo arco trajetéria qm(q)

e pelo segmento gm(q) € ¥. Veja Figura 1.13.
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Figura 1.12. ¥ é uma segao transversal de X

Y

Figura 1.13. Regiao A

Notamos que dado x € A, p(t,z) € A para todo t > 0, isto é, A é positivamente
invariante pelo campo X. Assim, o(t,x) intercepta ¥ em uma sequéncia estrita-
mente crescente de pontos x,, x, — p, ou seja, tlgglo d(p(t,z),v) = 0, para todo
q € A.

Se 7(q) < g temos que a regiao A é negativamente invariante, isto é, dado x € A,
©(t,z) € A para todo t > A. Entao tl}r_noo d(e(t,q),v) = 0.

De modo andlogo, se ¢ € LoNExt(7y) temos que tlgglo d(e(t,q),v) =0sen(q) <q,
e lim d(p(t,q),7) = 0sem(q) >q.

Combinando todas as possibilidades conclui-se a demonstracao. O

1.1.9 Estabilidade de Lyapunov

Nessa secao definimos o conceito de estabilidade de Lyapunov e de estabili-
dade assintotica de um fluxo associado a uma equagao diferencial, e enunciamos
os Critérios de Lyapunov para que uma solugao seja estavel ou assintoticamente

estavel. Para mais detalhes ver [4] e [13].
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Figura 1.14. Ciclo Limite Estavel, Instavel e Semi-Instavel, res-

pectivamente

Consideramos a equacao diferencial

¥ = f(t,x), (1.16)

sendo f de classe C! no aberto Q C R**!,

Definicao 1.1.15. Seja ¢(t) uma solu¢io da equagio (1.16) com p(0) = x¢ e
suponhamos que sew intervalo maximal é I,, = R.
Dizemos que ¢ € estdvel (no sentido de Lyapunov) se para todo € > 0, existe

d > 0 tal que se |yo — xo| < & entdo |p(t) — Y (t)| < e, para todo t > 0, onde (t) €

a solugdo com ¥(0) = yo.

¥

Figura 1.15. Estabilidade no sentido de Lyapunov

Dizemos que ¢ € assintdoticamente estdvel se, além de ser estavel, existe um 0q

tal que se |yo — 0| < 01 entdo tlim lo(t) —(t)] = 0.
— 00

Consideramos agora a equacao diferencial autonoma

¥ = X(z) (1.17)
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yOH -

Figura 1.16. Estabilidade assintotica

onde X : Q C R" — R" é um campo de vetores e seja xy € {2 um ponto singular de

X. Consideramos ¢(t, ) o fluxo associado a X.

Definicao 1.1.16. Dizemos que xq € estavel se para toda vizinhanca €1 C Q) de xg
existe uma vizinhanga Qo C Qy tal que para todo yo € Qg tem-se que @(t,yo) €
para todo t > 0.

Dizemos que xqy € assintoticamente estdavel se, além de ser estavel, existe uma

vizinhanga €y C Q de g tal que para todo yoy € 2y tem-se tlim lo(t, yo) — xo| = 0.
—00

Proposicao 1.1.7. (1° Critério de Lyapunov) Se todos os autovalores da matriz

A = DX (xg) tem parte real negativa, entio xy € assintoticamente estdvel.

Para o 2° Critério de Lyapunov precisamos antes definir funcao de Lyapunov.

Definicao 1.1.17. Seja L : Uy C R — R uma funcdo continua e diferencidvel
onde Uy € uma vizinhanca de xo. Dizemos que L é uma funcdo de Lyapunov se

i) L(zo) =0 e L(z) > L(xg) para todo x € Uy — {xo},

ii) L'(x) = %(L(gp(t,x)))hzo = (VL(z),X(z)) < 0 para todo x € U;. Se

L'(xz) <0 para todo x € Uy —{xo}, dizemos entdo que L é uma fun¢do de Lyapunov

estrita.

Teorema 1.1.9. (2° Critério de Lyapunov) Sejam X : U — R™ um campo de
vetores de classe C', onde U C R™ é um aberto, e xy € U um ponto singular.

i) Se existe uma fung¢do de Lyapunov L : U — R, entdao xy € estdvel.

ii) Se eziste uma funcao de Lyapunov estrita L : U — R, entdo x¢ € assintoti-

camente estdvel.
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1.1.10 Equacao variacional

Consideramos um sistema autdénomo
¥ = X(z), (1.18)

onde X é uma fungao de classe C'. Seja p(t, x) o fluxo do sistema (1.18). Temos que
¢ € uma fungao em ambas varidveis ¢ e x, e sabemos que ¢ é continua na variavel
x e diferencidvel na varidvel ¢, uma vez que t — (¢, x) é a curva integral de x. De

fato, temos que ¢ é também diferenciavel na variavel x.

Teorema 1.1.10. Consideramos o sistema (1.18). Entdo, o fluro ¢(t,x) desse
sistema € uma funcao de classe C', ou seja, D /Ot e Op/dx existem e sio continuas
emt ex.

Notamos que podemos computar d¢/0t para qualquer valor de ¢, quando conhe-

cemos a solucao passando por xy. Temos

2 0) = X (olt,0).
" 0
50 (1:0) = Degr(x0)

onde Dy, é o Jacobiano da funcao x — ¢y(x). Para computar dp/0z, contudo, pode
ser necessario conhecer a solucao passando por xgy e também por todas as condigoes
iniciais proximas, uma vez que precisamos computar as derivadas parciais de vérias
componentes de ¢;. Entretanto, podemos contornar essa dificuldade ao introduzir
a equacao variacional ao longo da solucao que passa por x.

Seja z(t) uma solugdo particular do sistema (1.18) definida para t em algum

intervalo J = [« 8]. Fixamos ty € J e tomamos z(ty) = zo. Para cada t € J seja

onde DX, denota a matriz Jacobiana de X no ponto z(t) € R". Como X é de
classe C', A(t) = DX, ¢ uma familia de matrizes n x n continuas. Consideramos

a equacao diferencial linear nao—autonoma

Essa equagao é conhecida como equagao variacional ao longo da solucdo x(t). Sabe-
mos que essa equacao variacional possui uma solucao definida em todo J para toda

condigao inicial u(ty) = wuo.



Cap. 1 1.1. Equacgoes diferenciais ordindrias 35

A importancia dessa equagao é que, se u(t) é uma soluc¢ao da equagao variacional

que satisfaz u(ty) = ug, entao a fungao
t— x(t) + u(t)

¢ uma boa aproximacao da solugao y(t) da equacao autéonoma (1.18) com valor

inicial y(tg) = x¢ + ug, onde uq é suficientemente pequeno.

Proposicao 1.1.8. Consideramos o sistema ' = X(x), onde X é uma fungao de
classe Ct. Suponhamos que

i) z(t) € uma solugcdo de ' = X (x) definida para todo t € [a, (] e satisfaz x(ty) = xo,
i) u(t) € a solu¢do da equacao variacional ao longo de x(t) que satisfaz u(ty) = uo,
i) y(t) € a solugdo de &' = X (x) que satisfaz y(ty) = xo + uo.

Entao,
() — () + u()
ug—0 |’u,0‘

converge uniformemente para 0 em t € [, f].

Para mais detalhes veja [15].

1.1.11 Teoria de Floquet

Nesta secao estudamos a Teoria de Floquet. Tal teoria foi desenvolvida para
sistemas lineares homogéneos cuja matriz dos coeficientes é T—periddica, ou seja,

esta teoria estuda os sistemas de equacgoes diferenciais lineares homogéneos da forma
= A(t)x, (1.19)

onde z = x(t) é um vetor fungdo em R™ e A(t) é uma fungao n x n cujas entradas
sao continuas e T—periddicas para todo t € R. O teorema principal dessa secao,
o Teorema de Floquet, nos da a forma canonica para cada matriz fundamental
de solucoes. Esse resultado serda usado para mostrar que existe uma mudanga de
coordenadas periddica que depende do tempo que transforma o sistema (1.19) em
um sistema linear homogéneo com coeficientes constantes.

Algumas demonstracoes nao apresentamos aqui, mas estas podem ser encontra-
das em [4]. Outra referéncia para Teoria de Floquet é o livro [10]. O teorema de
Floquet é um corolario do seguinte resultado sobre a extensao da aplicacao expo-

nencial.
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Teorema 1.1.11. Se C' € uma matriz n X n nao-singular, entao existe uma matriz
B n x n, possivelmente complexa, tal que e® = C. Se C' é uma matriz n x n real e

nao-singular, entdo existe uma matriz real B tal que e® = C2.

Teorema 1.1.12. (Teorema de Floquet) Se ®(t) é uma matriz fundamental de

solugoes do sistema T-periddico (1.19), entdo, para todo t € R,
Ot +T) = d(t)> H(0)D(T).
Além disso, para cada matriz B possivelmente complexa tal que
e’ = d71(0)®(T),

existe uma fung¢ao matricial T-periddica possivelmente complexa t — P(t) tal que
®(t) = P(t)e'P para todo t € R. Mais ainda, existe uma matriz real R e uma fungdo

matricial 2T -periddica t — Q(t) tal que ®(t) = Q(t)e'? para todo t € R.

Demonstragao. Uma vez que a funcao t — A(t) é T—periddica, ela estd definida
para todo t € R. Portanto, pelo Teorema 1.1.6, todas as solucoes do sistema estao
definidas para todo t € R.

Definimos ¥(t) := ®(t+ 7). Entao ¥ é uma matriz fundamental. De fato, temos
que

V)= t+T)=At+T)0(t+1T) = A(t)¥(t),

como queriamos.

Definimos C' := & 1(0)®(T) e notamos que C é nao-singular, j4 que ®(t) é
matriz fundamental.

A fungao matricial t — ®(¢)C' é a matriz solugdo do sistema linear (1.19) com
valor inicial ®(0)C' = ¥(0). Pela unicidade de solugoes, ¥(t) = ®(t)C, para todo

t € R. Em particular, temos que

O(t+T)=o(t)C =d(t)d1(0)¥(0)
P(t+2T)=D((t+T)+T)=2(t+T)C = o(t)C.

Pelo Teorema 1.1.11, existe uma matriz B, possivelmente complexa, tal que

B = (.
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Também, existe uma matriz real R tal que

€2TR — 02 )

Se P(t) := ®(t)e B e Q(t) := ®(t)e ', entao

Pt+T)=0t+T)eTPe B = &(t)Ce TBe B = d(t)e ™ = P(t)
Q(t + ZT) — CID(Zf + QT)e_QTRe_tR — CID(t)C26_2TRe_tR — q)(t)e_tR — Q(t)

Portanto, temos P(t +T) = P(t), Qit + T) = Q(t), e ®(t) = P(t)e'B® = Q(t)e'®,
como queriamos.
O
A representagao ®(t) = P(t)e'? no Teorema de Floquet é chamada forma normal
de Floquet para a matriz fundamental ®(¢). Usamos essa forma normal para estudar
a estabilidade da solugao zero de sistemas lineares homogéneos periddicos.
Consideramos a matriz fundamental de solugoes ® para o sistema periédico (1.19)

e um vetor v € R". O wetor solu¢do do sistema iniciando no tempo t = 7 com

condigao inicial z(7) = v é dado por
ts &) (7).

Se o vetor inicial ¢ movido para frente por um periodo do sistema, entao nova-

mente obtemos um vetor em R™ dado por ®(T + 7)®~*(1)v. O operador
v (T +7)0 7 (1)

é chamado operador monodromia.

Os autovalores do operador monodromia sao chamados multiplicadores carac-
teristicos ou multiplicadores de Floquet do sistema homogéneo periddico.

A préoxima proposicao diz que os multiplicadores caracteristicos sao ntmeros
complexos diferentes de zero inerentes ao sistema periédico, ou seja, eles nao depen-

dem da escolha da matriz fundamental ou do tempo inicial.

Proposicao 1.1.9. As sequintes afirmacgoes sao validas para o sistema homogéneo
linear periodico (1.19):

i) Todo operador monodromia € invertivel. Em particular, cada multiplicador
caracteristico € nao—nulo.

ii) Se My e My sao operadores monodromia, entdo eles possuem o0s mesmos
autovalores. Em particular, existem exatamente n multiplicadores caracteristicos,

contanto multiplicidade.
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Demonstragao. O item i) segue da defini¢ao.

Para demonstrar o item ii), consideramos a matriz fundamental principal ()
emt=0.

Se ¥(t) é uma matriz fundamental, entdao ¥(t) = ®(¢)V(0). Além disso, pelo
Teorema de Floquet,

Ot +T) = 0(t)d 1 (0)D(T).

Consideramos o operador monodromia M dado por
v (T +7)8 (1)
e notamos que

UV(T+71)0 (1) = @

Em particular, os autovalores do operador ®(7") sdo os mesmos autovalores do
operador monodromia M. Portanto, todos operadores monodromia possuem o0s

mesmos autovalores. O

Como ®(t + T) = ®(t)®~1(0)®(T), alguns autores definem multiplicadores ca-
racterfsticos como os autovalores de matrizes definidas por C' = ®~1(0)®(T') onde
®(t) é uma matriz fundamental. Contudo, ambas defini¢oes dao os mesmos mul-
tiplicadores caracteristicos. Para isto, temos que mostrar que os autovalores de
C = & 1(0)®(T) coincidem com os autovalores de D = ®(T + 7)®~!(7). Ou seja,
basta verificar que C' e D sao semelhantes. Pela forma normal de Floquet temos
O(t) = P(t)e'P e ®(0) = P(0) = P(T). Além disso, temos que

OH0)P(T) = "5,
Também, usando a forma normal de Floquet,
O(T)1(0) = P(T)e"501(0) = (0)e#0~1(0) = B(0)(@~(0)D(T))@"(0),

e portanto ®~1(0)®(7T") tem os mesmos autovalores que o operador monodromia
dado por
v = O(T)d(0)v.
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B o operador monodro-

Voltando para a forma normal de Floquet ®(t) = P(t)e
mia
v (T +7)07 (1)

nos temos que
O(T + 1) (1) = P(r)e' PP (7).

Portanto, os multiplicadores caracteristicos do sistema (1.19) sdo os autovalores

de eTB.

Um ntimero complexo p tal que e = p, para p um multiplicador caracteristico
do sistema (1.19), é chamado ezpoente caracteristico ou expoente de Floquet.

Notamos que se e*? = p, entdao pu+2mwik/T também é um expoente caracteristico
para cada inteiro k.

Portanto, embora os multiplicadores caracteristicos sejam tinicos, os expoentes

caracteristicos nao sao.

Vamos supor que a matriz fundamental do sistema (1.19) é representada na
forma normal de Floquet por ®(t) = P(t)e'®. Vimos que os multiplicadores ca-
racterfsticos do sistema (1.19) sdo os autovalores de e, Contudo, os expoentes
caracteristicos nao mencionam os autovalores de B. Seriam os autovalores de B
expoentes caracteristicos?

Essa questao é respondida de forma afirmativa no préoximo teorema:

Teorema 1.1.13. Se A € uma matrizn X n e se A,...,\, sdo 0s autovalores
de A repetidos de acordo com sua multiplicidade algébrica, entao Ay, ..., \E sdo os

n

e sdo 0s autovalores de e?.

autovalores de AF e e, ...,

Demonstra¢ao. Provamos por inducao sobre n.

Temos que o teorema é valido para matrizes 1 x 1. Suponhamos que o resultado
¢ valido para toda matriz (n — 1) x (n — 1).

Defina A := \q, e seja v # 0 o autovetor correspondente tal que Av = \v. Além
disso, seja eq,...,e, a base usual de C". Existe uma matriz n x n nao-singular S
tal que Sv = ey.

Portanto,

Av = v = AS7le; = \S7te; = SAS ey = dey,
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e daf segue que SAS~! tem uma forma de bloco

sag - [ M
0

e

A matriz SA*S~! tem a mesma forma, mas com blocos diagonais \* e A¥. Temos
Y
que os autovalores dessa matriz sio A\¥ juntamente com os autovalores de A*. Por

inducdo, os autovalores de A* sdo as k—ésimas poténcias dos autovalores de A. Isso

prova que se A, ..., \, sao autovalores de A, entdo A¥,... \* sdo autovalores de
Ak
s . A . A . —1
Usando a série de poténcias que definem o exponéncial, vemos que e4% " tem a
forma de bloco, com diagonais e* e e,
oo
1 .
7
>~ 1 5/\ * ed %
—1 _ _ .
AT = E T(SAS 1y =0 o 4 = _
! - A
i=0 ¢ 0 § :_Az 0 e
i
i=0

Temos que os autovalores dessa matriz bloco sdo e* juntamente com os autovalores

A2 An
e .

de e?. Novamente usando inducéo, segue que os autovalores de e? sdo e ,€

—1 ~
S saoei\,...,e)‘. ]

Portanto, os autovalores de %4 o

O Teorema 1.1.13 é um exemplo de um teorema de aplicacao expectral. Se
denotamos por o(A) o espectro da matriz A, ou seja, o conjunto de todos A € C
tal que \I — A é nao—invertivel, entdo, para nossa matriz de dimensao finita, o(A)
coincide com o conjunto dos autovalores de A. O Teorema 1.1.13 pode ser reescrito

A) A)'

como: e = (e

O préximo resultado usa a teoria de Floquet para mostrar que o sistema diferen-
cial 1.19 é equivalente a um sistema linear homogéneo com coeficientes constantes.
Esse resultado mostra que a estabilidade da solucao zero geralmente pode ser deter-

minado pelos multiplicadores caracteristicos.

Teorema 1.1.14. FExiste uma mudanca de coordenadas que depende do tempo 27T'-
periddica, v = Q(t)y, que transforma o sistema periddico (1.19) em um sistema
linear real com coeficientes constantes.

i) Se todos os multiplicadores caracteristicos do sistema periodico (1.19) tem
modulo menor que um, ou, equivalentemente, se todos os expoentes caracteristicos

tem parte real negativa, entao a solugao zero é assintoticamente estdvel.
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ii) Se todos os multiplicadores caracteristicos do sistema periddico (1.19) tem
modulo menor ou iqual a um; ou, equivalentemente, se todos expoentes caracteristicos
tem parte real nao-positiva, e se a multiplicidade algébrica é igual a multiplicidade
geométrica de cada multiplicador caracteristico com modulo um; ou, equivalente-
mente, se a multiplicidade algébrica é igual a multiplicidade geométrica de cada
expoente caracteristico com parte real igual a zero, entao a solugao zero é estavel no
sentido de Lyapunov.

iii) Se ao menos um multiplicador caracteristico do sistema periddico (1.19) tem
modulo maior que um; ou, equivalentemente, se um expoente caracteristico tem parte

real positiva, entao a solucao zero € instdvel.

Demonstragao. Inicialmente vamos demonstrar que (1.19) pode ser transformado
em um sistema com coeficientes constantes. Utilizando a forma normal de Floquet
temos que existe uma matriz real R e uma matriz real 27-periddica Q(t) tal que a

matriz fundamental principal ®(t) do sistema é representada por

Os multiplicadores caracteristicos sdo os autovalores de e, Usando o fato de que

®(0) é a matriz identidade, temos que
@(27’7) — 62TR — 62TB,

e, em particular,

(eTB)Q — 62TR.

R sao o quadrado dos multiplicadores

Pelo Teorema 1.1.13, os autovalores de e?”
caracteristicos. Assumindo as hipdteses de i), todos multiplicadores tém modulo
menor que um. Portanto, aplicando novamente o Teorema 1.1.13, todos autovalores
da matriz real R tem parte real negativa.

Consideramos a mudanca de varidveis x = Q(t)y. Substituindo em (1.19)

Alt)r = Q'(t)y + Q)Y



Cap. 1 1.2. Mudancgas de coordenadas 42

ou, equivalentemente,

Y = QT ()(AMQ) — Q'(1))y.

Além disso, usando a forma normal de Floquet Q(t) = ®(t)e *# e derivando com
relacao a t
Q') = A)(t)e ™ + S(t)e™(—R)
= AMQ() — Q) R.
Dai segue que

v = Q7 (1)(Qt)R)y = Ry.

Pelo Critério de Lyapunov, a solucao zero de ' = Ry é assintoticamente estavel.
Usando o fato de que Q(t) é periddica, e portanto é limitada, e a relacao z = Q(t)y,
a solucao zero de 2’ = A(t)x é também assintoticamente estavel.
n
Notamos que a solugao geral de ¢y = Ry é da forma ¢(t) = Z cie

i=1
é um autovalor de R, v; é o autovetor associado, para todo i =1,...,n, e as ¢;s sao

Aty onde \;

constantes definidas pela condicao inicial.

Se algum autovalor tem parte real positiva, entdo |¢(t)| — 0 quando ¢ — —oo,
ou seja, a solucao é instavel. E, se todos os autovalores possuem parte real nao—
positiva, entao cada termo da soma em ¢(t) é limitado. Assim, ¢(t) é estével no

sentido de Lyapunov, mas nao ¢ assintoticamente estavel. O

1.2 Mudancas de coordenadas

Em geral, uma equacao diferencial nao estd na forma para aplicar um dos
métodos que apresentamos no Capitulo 2. O que precisamos, principalmente, é
da periodicidade das fungoes na variavel independente. No caso planar, em geral
utilizamos mudanca de coordenadas polares (7, ) e em seguida consideramos como
variavel independente a varidvel associada ao angulo 6. Porém, com a mudanca de
coordenadas polar o sistema nas novas coordenadas pode nao estar na forma padrao
para aplicarmos o Método da Média de primeira ordem, por isso Buica e Llibre
consideram uma outra mudanca de coordenadas em [1] que relaciona o angulo das

coordenadas polares com os niveis de energia. Esta mudanca também transforma
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uma classe de sistema de equacoes diferenciais na forma padrao para se aplicar o
Método da Média.

Consideramos o seguinte sistema de equagoes diferenciais

x' = P(z,y),
y, = Q(-T,y),

onde P e () sao polinomios em z e y com coeficientes reais.

(1.20)

Primeiramente definimos integral primeira e fator integrante. Mais informacoes

podem ser encontradas em [6].

Definigao 1.2.1. Dizemos que o sistema (1.20) € integrdvel num subconjunto aberto
U de R? se existe uma funcdo analitica e nao—constante H : U — R, chamada
de integral primeira do sistema em U, que é constante ao longo de todas solucoes
(x(t),y(t)) do sistema (1.20) contidas em U, ou seja, H(x(t),y(t)) = C, C uma
constante, para todos valores de t tais que (x(t),y(t)) estd definido e contido em U.

Equivalentemente, H ¢ uma integral primeira se XH = PH, + QH, =0 em U,

ou DH(p)-X(p) =0e DH(p) # 0 para todo p € U, onde X = (P, Q) é o campo de
vetores associado ao sistema (1.20).

Definicao 1.2.2. Seja U um subconjunto aberto do R? e seja p : U — R uma
funcao analitica e nao identicamente nula em U. A func¢do p é um fator integrante

do sistema (1.20) em U se uma das sequintes condi¢oes € satisfeita:

ouP) Q)

) Ox oy

ii) div(uP, 5 Q) = 0,

i) Xp = —p div(P, Q).

A integral primeira H associada ao fator integrante p € dada por
Hiz,y) = [ nle.)Pla,)dy + o) (1.21)

H
onde h € escolhida tal que 88— = —uQ.
x

Na Definigao 1.2.2, div(X) é o divergente do campo de vetores X definido por

div(X) = div(P,Q) = g—i + 2_22
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E facil ver que as afirmagoes i), i), e iii) sao equivalentes. Se H é uma integral

primeira associada a um fator integrante, entao

, o oH ,  9H
x—uP——ay,y—uQ—am- (1.22)

Por outro lado, dada a integral primeira H do sistema (1.20) sempre podemos en-
contrar o fator integrante p tal que (1.22) é valido.
Consideramos que o sistema de equagoes diferenciais (1.20) tem um continuo de

érbitas periddicas em torno do ponto singular (0.0). Seja
[, ={(z,y) € R* H(x,y)=h, h. < h < hy},

onde H é uma integral primeira do sistema (1.20), h. é o nivel critico de H cor-
respondente ao centro (0,0) e hy denota o valor de H para o qual o anel periddico
termina. Sem perda de generalidade podemos supor que hy > h. > 0. Denota-
mos por i = u(x,y) o fator integrante do sistema (1.20) correspondente a integral
primeira H.

Tomamos uma perturbagao do sistema (1.20) da seguinte forma:

{ ¥ = P(x,y) +ep(r,y,e) (1.23)

y/ - Q('Tay) + Eq(a:,y,s),

onde p,q : R? x R — R sao funcoes continuas.

Teorema 1.2.1. Suponhamos que o sistema de equagoes diferenciais (1.20) tem um

continuo de drbitas periddicas em torno do ponto singular (0,0) e que

r-Qr,y) —y- Plx,y) #0 (1.24)

para todo (x,y) no anel periddico.

Seja p i (Vhe, Vhs) % [0,27) — [0, 00) uma fungdo continua tal que
H(p(R, ¢) cos g, p(R, ) senp) = R?, (1.25)

para todo R € (\Vhe,vhs) e todo ¢ € [0,2m). Entao a equac¢ao que descreve a
dependéncia entre a raiz quadrada da energia R = vh e o dngulo ¢ para o sistema

(1.23) ¢
R __ p (@ +y*)(@p — Pg)
de — 2R(Qx — Py) + 2Re(qz — py)’

onde x = p(R,p)cosp ey = p(R,p) senp.

(1.26)
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Tomamos €5 > 0 suficientemente pequeno e D = U I'y, onde h, < he <
hex <h<hgx
hge < hg sao firados arbitrariamente, porém proximos de h. e hg, respectivamente. O

campo de vetores da equagio (1.26) estd bem definido e é continuo em D X (—ey,e5)

e 2m—periodico com respeito a .

Demonstracao. Usamos as relacoes

ox Jy
oH b 9L (1.27)
a—y——ﬂ ) %—MQ

que provém da definicao de integral primeira e de fator integrante. Definimos a
funcao

G(r,R, ) = H(r cos ¢, rsenp) — R?,

em todo ponto (7,¢) do anel periédico (que é um conjunto aberto) e para cada
R € (\/hey,Vhs), onde (1, ¢) denota coordenadas polares. Usando as relagoes (1.27)

temos que

oG OH oOH (T, y)
E—%cosgo—i-a—ysengo— "

(Q(z,y)r — P(z,9)y),

onde z = rcosg e y = rseny. Para cada (19, po) no anel periddico, existe um Ry tal
que G(rg, Ry, po) = 0. Assumindo (1.24) entao %(TQ, Ry, o) # 0. Pelo Teorema da
Funcao Implicita, existe uma vizinhanca Wy de (Ry, ¢o) e uma fungao continua p =
p(R, ¢) definida nessa vizinhanga tal que a rela¢ao (1.25) vale. Consequentemente,
essa fungao estd bem definida em todo dominio (v/he, v/hs) X [0, 27) e satisfaz (1.25).

A dependéncia entre a raiz quadrada da energia e o tempo é dada por R(t) =

t
H(x(t),y(t)), e entre o angulo ¢ e o tempo é dada por ¢(t) = arctan (@))

x(t)

sempre que (z(t),y(t)) € 'y, t € R. Derivando essas igualdades temos

, 1 OH 1 (OHOx OH Oy
Oy ORI ( ot <x(t)’y(t))) NEC <8x ot Ty 81&)
= 5 QP +ep) — uP(Q +eq)) = 5ren(@p — Pa),

2 / /
o y'r —yr'\ _ (Q+eq)x — (P+eply
w2 4y? 72 B z2 + y?
(Qz — Py) +¢e(qz — py)
x? + 12

©'(t)
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Considerando ¢ como a varidvel independente obtemos a equagao (1.26):

AR __ p (@ +y7)(Qp — Pq)
dp 2R(Qx — Py) + 2Re(qx — py)

A condicao (1.24) implica que o campo de vetores de (1.26) estd bem definido em
D x (—ey,e5) para 7 suficientemente pequeno, e tal equacao é 2r—periédica em .
O]

Apresentamos na secao 3.3 um exemplo onde aplicamos a mudanca de variavel

do Teorema 1.2.1.

1.3 Resultante de polinomios

No capitulo 2 esse conceito é usado para, de uma maneira simples, estudarmos
se as rafzes de um polinémio sao simples ou nao. Para mais detalhes ver [8].
Sejam P e () dois polinomios sobre o dominio de integridade R com espago

quociente K, e seja K o fecho algébrico de K.

Definig¢ao 1.3.1. Sejam P(z) = a(x—a) ... (x—ay,) e Q(x) = b(x—F1) ... (2—Fn)
a decomposicio de P e Q em K. Entdo, o resultante de P e ), denotado por
R(P,Q), é dado por

R(P,Q) =a"-Qar)... Qam) = (=1)"" - b™ - P(1) ... P(Bn),

ou equivalentemente

R(P,Q)=a"-b"- [ (-5
1<i<m,
1<j<n
Notamos que o resultante se anula se, e somente se, os polindomios possuem uma
raiz em comum.
Podemos também denotar o resultante por: R(P(x),Q(z)) ou Res(P(x),Q(x)).
Quando temos mais de uma varidvel, podemos calcular o resultante em relacao

a uma das variaveis e entao denotamos o resultante entre os polinomios P e ) em

relagao a = por R(P,Q, x).

Proposicao 1.3.1. Temos que o resultante entre trés polinomios Ay, Ay e Az €

dado por R<A1a AQa A3) = R(A17 A3) ’ R(A2> A3)



Capitulo 2

Métodos para encontrar quotas

inferiores de ciclos limites

Neste capitulo consideramos algumas classes de equagoes diferenciais e apresen-
tamos métodos para controlar as érbitas periddicas que persistem para uma familia
de equagoes diferenciais perturbadas.

Um dos métodos ¢é apresentado por Coll, Gasull e Prohens em [3] e estuda sis-
temas de equagoes diferenciais nao auténomas no cilindro (¢,7) € S x R? com um
parametro de perturbacao € que possuem um aberto de orbitas periédicas. Para esse
caso, a partir da equagao variacional obtemos sucessivas fungoes cujos zeros simples
da primeira nao identicamente nula controla as érbitas periddicas que persistem do
sistema de equacoes diferenciais nao—perturbado quando € = 0.

Os outros métodos estao associados com a Teoria da Média. Em particular,
também consiste em encontrar zeros simples de certas fungoes que vao garantir a
persisténcia de érbitas periddicas do sistema nao—perturbado. Neste caso, apresen-
tamos a Teoria da Média padrao de primeira ordem e uma variacao dessa teoria,

que pode ser aplicada a equagoes do mesmo tipo das que surgem em [3].

2.1 Teoria da média padrao de primeira ordem

Nessa secao estudamos resultados da Teoria da Média padrao de primeira or-
dem, a qual consiste de um método para determinar condicoes suficientes para a
existéncia e estabilidade de solugoes periddicas de equacoes diferenciais que contém
um parametro pequeno €. A ideia da Teoria da Média originou-se no século XVIII
e foi formulada por Lagrange em seu estudo sobre o problema gravitacional dos trés

corpos como uma perturbacao do problema de dois corpos.

47
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Iniciamos apresentando alguns resultados que utilizamos na demonstracao do
teorema principal da Teoria da Média de primeira ordem. As demonstracoes destes
resultados preliminares podem ser encontrados em [7].

Primeiramente vamos precisar da defini¢ao de escala de tempo e de fun¢ao ordem.

Defini¢ao 2.1.1. Uma func¢dao 6(g) continua e positiva em (0,e0] e que possui a
propriedade de que lir% d(e) existe enquanto que 6(¢) é monotonicamente decrescente
E—>

conforme € tende a zero € chamada de funcao ordem.

Definicao 2.1.2. Consideramos a func¢do vetorial f : I x D x (0,9] — R" nas
varidveis (t,z,e) € I x D x (0,&¢], onde D C R". Dizemos que

a) f(t,z,e) € O(5(e)) se existe uma constante k tal que || f|| < kd(e) quando e — 0

com 0(g) uma fungdo ordem (aqui || - || € a norma do sup).
b) f(t,x,e) éo(d(e)) se 1_1_1}(1)% =0 quando € — 0.

Definicao 2.1.3. Consideramos a func¢ao vetor f como na Definicao 2.1.2, e as
fungoes ordem 61(g) e da(e). f(t,x,e) = O(d1(¢)) conforme ¢ — 0 na escala de
tempo 1/045(¢) se a estimativa é vdlida para x € D, 0 < d(e)t < C com C uma

constante independente de €. A defini¢ao para o caso f(t,z,e) = 0(d1(€)) € andloga.

Teorema 2.1.1. Consideramos o problema de valor inicial
o= folt,x) +efilt,z) 4+ .. e fu(t, ) Fe™TIR(E, 3, €)

comx(tg) =ne|t—to] <h, x €D CR" 0<e<eg.

Assumimos que nesse dominio temos:

a) fi(t,x), i =0,...,m continua nas varidveis t e x, e (m +1i — 1)-vezes conti-
nuamente diferencidvel,

b) R(t,x,e) € continua em t, x e e, e Lipschitz-continua na varidvel x.

Entao, € possivel obter xo, xi,..., T, fungoes tais que xo(to) = n, x;(ty) =

0, 2=0,...,m e uma aprorimacao
|z(t) — (zo(t) +ex1(t) + ... + ™2, (1))] = O(E™™)

na escala de tempo 1.
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Teorema 2.1.2. Consideramos o sistema em R™
¥ =Alt)z + f(t, ) (2.1)

com A(t) uma matriz fun¢do continua e T—periddica, e a fungdo f(t,z) continua
nas variaveis t e x, e Lipschitz-continua na varidvel x para t € R, com x numa

Lf (2, )l

vizinhanga de x = 0. Além disso, temos ”liHm W = 0, uniformemente em t
z||—0 T
(essa ultima condi¢ao implica também que x =0 € solugdo de (2.1)).

Se as partes reais dos expoentes caracteristicos do sistema periodico linear

sGo negativas, a solucao x = 0 do sistema (2.1) € estavel e a atragdo € exponencial

numa vizinhanca de x = 0.

Teorema 2.1.3. Consideramos o sistema em R™
¥ = Ax + B(t)x + f(t, ) (2.2)

onde t > tg, * € R", A € uma matriz n X n com pelo menos um autovalor com
parte real positiva, B(t) é uma matriz fungcdo continua n X n com a propriedade

tlim |B(t)|| =0 e a fungdo f(t,x) € continua nas varidveist e x, e Lipschitz-continua
— 00

t
na varidvel x numa vizinhanca de x = 0. Se além disso temos Hli”m w =
z||—0 T

uniformemente em t, a solu¢io x =0 do sistema (2.2) € instdvel.

0

A seguir apresentamos o Teorema da Média de primeira ordem. Iniciamos des-
crevendo o tipo de sistema onde podemos aplicar tal teorema.

Consideramos o problema de valor inicial em R”

o =cf(t,x) +e%g(t, x,€)

2.3
z(0) = xo. (2:3)
Assumimos que f(t,z) € R™ é T—periédica na variavel ¢ e definimos
1 T
P =7 [ feoa (2.4
0

como a funcdo média de f na varidvel ¢ associada a (2.3). Tomamos o problema de

valor inicial para a fungao média, que nos referimos por equacao diferencial média,

y =ef(y)

¥(0) = . (25)
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A solugao y(t) de (2.5) esta proxima da solugao z(t) do sistema (2.3) no seguinte
sentido:
Teorema 2.1.4. Consideramos os problemas de wvalor inicial (2.3) e (2.5) com
x, Yy, ro € D CR" t>0. Suponhamos que:

a) as fungoes f, g,0f/0x sao definidas, continuas e limitadas por uma constante
M (que independe de €) em [0,00) x D,

b) g é Lipschitz-continua na varidvel x para x € D,

c) f(t,x) é T—periddica na varidvel t com média f°(x), com T uma constante
que independe de €,

d) y(t) estd contido num subconjunto do interior de D.

Entao, temos z(t) — y(t) = O(e) na escala de tempo 1/e.

Demonstragao. As condigoes a) e b) garantem a existéncia e unicidade de solugoes
dos problemas (2.3) e (2.5) na escala de tempo 1/e.
t
Definimos a funcao u(t,z) = / [f(s,7) — f°(z)]ds e notamos que u(0,z) = 0.

Temos que essa funcao u(t, x) é limitada em [0, 00) X D, pois

t t
Jutt.a)) = | [ 17(s.) - < | [ stsaras| +] [ sowpas]| < 2rar
0 0
Vamos introduzir a transforma(;ao quase-identidade:
z(t) = 2(t) + eu(t, =(t)), (2.6)

que leva esse nome pois z(t) — z(t) = O(e) parat >0 e x, z € D.

A transformagao (2.6) serd usada para simplificar a expressao (2.3), num processo
que também é chamado de normalizagao.

Derivando (2.6) com relacao a t e substituindo em (2.3) temos,

=z +5% +€%z =cf(t,z +eu(t,2)) +*g(t, z + cult, z),€). (2.7)

Usando que u(t, z) = /t[f(s, z)— f(z)]ds e %(t, 2) = f(t,2)— f°(2), a equagao
0

(2.7) se escreve na forma:

2t ef(t,z) —efo(z) + 8%@, 2)2 = ef(t,z +eul(t, 2)) +e%g(t, 2 + eu(t, 2), €).

Logo,
[I + egz (t, z)] 2 =ef%2) + R(t, 2,¢e), (2.8)
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onde, R(t, z,e) = ef(t, z + eu(t, zt)) +e%g(t, 2 + eu(t z),e) —efl(t, 2).

ou of Tof . .
Temos que u(t,z) e — = /0 [a(s,z) 7/ 8 —(w, z)dw} ds sado uniforme-

mente limitadas, pois ||u(t, 2)|| < 2MT, e 5, ¢ limitada por hipdtese. Entao, usando
2z

expansao em série de Taylor em torno de € = 0 temos

0z

Como f(t,z) é Lipschitz-continua

[I+ga_(t z)}l—[—sg (t,2) +O(?), t >0, z€ D (2.9)

|f(t,z+eult,z)) — f(t,2)|| < Le||u(t, 2)|| < Le2MT, (2.10)

onde L é a constante de Lipschitz. Temos g limitada e usando (2.10) segue que para

alguma constante positiva C' que independe de ¢,

IR( 2, 2)]| = £ (1 =+eu(t, 2))—= (£, 2)+22g(t, =+eult, 2),€) | < £C, ¢ >0, = € D.
(2.11)
Voltando a expressao (2.8) e usando (2.9) e (2.10) obtemos um problema de valor

inicial

7 = |I- 5?(15, 2) + 0¥ (ef°(2) + R(t, z,¢))
z o (2.12)
= ef%2) + R(t, z,¢) — 52fo(z)%(t, z)+ 0(e?), 2(0) = z(0).

Consideramos uma reescala de tempo 7 = €t e a equacao diferencial média (2.5)

é transformada em

dy dy, . .dr

0= G/ g = /= Pt/ (213)
e entao
Wiz /2) = (/o). (2.14)

Aplicando o Teorema 2.1.1 na equagao (2.14) temos que

ly(r/2) = wo(r/e)|| = O(e), 0 <7 <1,
ly(#) = zo(t)[| = O(e), O <t <1/e,
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como y' = ef(y) e 2 = f%(z) + O(e?) temos

12(8) = o(1)]| = O(e), 0 <t < 1/e.
Pela relagao quase-identidade

l2(t) = zo(W)] = O(e), 0 <t < 1/e.

O que mostra o resultado. m

Consideramos a equagao (2.3) e assumimos que ambas fungoes f(t,z) e g(t,z,¢)
sao T—periodicas na variavel t.
O Teorema a seguir mostra que sob certas condigoes, os pontos de equilibrio da

funcao média (2.4) dao origem a solugoes T—periddicas da equagao (2.3).

Teorema 2.1.5. Consideramos a equagao (2.3) e suponhamos que

a) as fungoes f, g, Of/0x, 0*f/0x* e Dg/Ox sdio definidas continuas e limitadas
por uma constante M (que independe de ) em [0,00) x D, 0 < e < gp;

b) f e g sao T—periddicas na varidvel t (T independente de € ).

Se p € um ponto singular da equacgdo diferencial média (2.4) e

det (%—g(y))” £0, (2.15)

entdo existe uma solugio T—periddica ¢(t,€) da equacao (2.3) que estd prorima de

p de forma que lim ¢(t,€) = p.
e—0

Demonstrag¢ao. Consideramos a funcao auxiliar

ult, ) = / Fls,2) — f(x)]ds

e a transformacao quase-identidade x(t) = z(t) + cu(t, 2(t)), como na demonstracao
do Teorema 2.1.4.
De maneira andloga ao feito na demonstracao do Teorema 2.1.4, temos a seguinte

estimativa

IR(t z,e)l = llelf (¢t = +eult, 2)) — f(t, 2)] + e2g(t, ,€)
< ng(t?Z + 5u(t72) - f(tvz))H + é‘2”9(757'275)”
< e2L2TM + M := £*C,
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que nos garante que R = R(t,z,¢) é de ordem 2. Dai, obtemos o seguinte sistema

em z:

7= ef%z) +elf(t, z+eult, 2)) — f(t,2)] +%g(t, 2 + eu(t, 2), )

" (2.16)
< f(2) 201, 2) + O(eY).

Denotamos F(e) = f(t,z + cu(t,2)) — f(t,z) e G(e) = g(t,z + eu(t, z),e). Suas

séries de Taylor em torno de £ = 0 sao, respectivamente, dadas por:

F(e) = F(0) + s%(()) + %%(m 4= g%t, Dult,2) + 0@, (2.17)
G(e) = G(0) + 5%(0) + %% +o = glt,2,0) + Oe). (2.18)

Substituimos (2.17) e (2.18) em (2.16) e reescrevemos o sistema em z da seguinte
maneira

u

e (t,2) + O(?)

ou
oo (o) + 0(1)) (2.19)

2 = ef%) + 828 (t, 2)u(t, z) + €2g(t, 2,0) — 2 f°(2)
= ef%z) +¢? <g—‘§(t, 2ult, z) + g(t, 2,0) — fO(2)
= ef%2) +2R*(t, 2, ¢),

com R*(t,z,e) continuamente diferencidvel em z e T—periédica em ¢, pois, por

hipétese, f e g sao T—periddicas. Além disso, u(t, z) também é T—periddica, pois

Wt T,2) — /OHT[f(s,z)— £0(2)ds
= [ - r@s s [ 62 - P
= [t - s+ ([ s [ res)
= [ U= PR+ T - T = ut,2),

Portanto, uma solugao T—periddica z(t) do sistema (2.19) produz uma solugao T—
periédica z(t) do sistema original (2.3). Por isso, a seguir procuramos solugoes
T—periddicas do sistema (2.19).

Integramos o sistema (2.19) na varidvel ¢ e obtemos a seguinte solucao integral

z(t) = z(0) —|—€/0 fo(z(s))ds+€2/0 R*(s,z(s),e)ds (2.20)



Cap. 2 2.1. Teoria da média padrao de primeira ordem 54

Como para uma solu¢ao T-periédica z(t) vale z(t + T') = z(t), para todo t > 0,

temos z(T') = z(0) e pela equagao (2.20) vale,
2(T) +€/ £O(z( ds—l—a/ R*(s, 2(s),€)ds,
concluimos que
T
/ fO(z(s))ds + 5/ R*(s,z(s),e)ds = 0. (2.21)
0

Temos que encontrar z. tais que z(7') — z. = 0, ou equivalentemente, h(z.,e) = 0.

Agora, para e =0 e z(0) = p temos

h(p,0) = 0.
Além disso,
oh Tofo
—(2,0 = ——(2(s))ds
5, )Z:p i 55 (#(s)) .
0 0
e aai(p) # 0, entdo para z(s) préximo de p, aaf (z2(s))| #0 e 3f (t z) # 0.
z < z=p

Dal, existe uma vizinhanca V) de € = 0 tal que para cada ¢ € V, ex1ste z = z. tal

que h(z.,e) = 0. Assim, para cada € € 1}

t
_z€—|—5/ 1O(=( ds—i—e/R*(s,z(s),e)ds
0

¢ uma solucao T—periédica de (2.19).

Dai, pela transformacao quase-identidade temos uma solucao T-periddica do
sistema original.

Considerando z(0) = p temos, por (2.20), que z(t) — 2(0) = p quando ¢ — 0.
Portanto, considerando z(¢) uma solu¢ao T-periédica de (2.19), temos que existe
uma solucao z(t) de (2.3) T-periddica, e pela relagdo quase-identidade conclui-se
que z(t) — p quando £ — 0. Com isso, finalizamos a demonstragao.

O

Uma questao que pode surgir é sobre a estabilidade desta solug¢ao encontrada no
Teorema 2.1.5. O teorema a seguir nos garante que a estabilidade do ponto singular
simples do sistema diferencial médio é preservada pela solucao periddica associada

a ele.
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Teorema 2.1.6. Consideramos a equagio (2.3) e suponhamos que as condi¢oes do
Teorema 2.1.5 estao satisfeitas. Se o ponto singular y = p da equagdo diferencial
média (2.5) € hiperbdlico, entao, para € suficientemente pequeno, a solugdo periddica
correspondente ¢(t,e) do sistema (2.3) € hiperbolica e tem o mesmo tipo de estabi-

lidade que p.

Demonstracao. Suponhamos inicialmente que todos os autovalores do ponto singular
y = p da equagao diferencial média (2.5) possuem parte real negativa. Seja ¢(t,¢) a

solugao periddica do sistema original (2.3). Consideramos a mudanga de varidvel
r=z+¢(te), (2.22)
e aplicamos no sistema (2.3)

2 = ef(t,z+ ¢(t,e)) +%g(t,z + d(t, €),e) — ¢'(t,¢)

= elf(t,z+¢(t,e)) — f(t,0(t, )] +€%[g(t, 2 + o(t,€), ) — g(t, d(t, €), )]
(2.23)

Denotamos por fi(z) = f(t,z + ¢(t,€)) — f(t, 0(t,€)) e g1(z) = g(t, 2 + ¢(t,€).€) —
g(t,o(t,e),e). Dai, expandindo f; e g; em série de Taylor com respeito a z em torno

de z = 0 e truncando em ordem 2 de z os termos nao-lineares, temos

d1 Z2 d2 1 8
£z = O + 2220 + 2000+ =21 o(t,),

_ dg 22 d’g _ dg

Substituindo em (2.23) obtemos o seguinte sistema
2 =cA(t,e)z, (2.24)

com A(t,e) = % [f(t,0(t,€)) +eg(t, p(t,e), )] uma matriz T—peridédica na varidvel

t, pois f e g o s@o por hipétese. O sistema (2.24) é uma linearizagao, com coeficientes
T—periddicos, do sistema (2.3) numa vizinhanga da solucao periddica ¢(t,¢).

Definimos

B(t) = 2L (1.p).
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Como f é T—periddica na variavel t, segue também que B(t) é T—periédica. Pelo
Teorema 2.1.5 temos que ¢(t,e) — p quando € — 0, consequentemente A(t,e) —

B(t) quando ¢ — 0. Utilizamos também as matrizes

_ _/ tdt, e C(t) = /Ot[B(s) — BYds.

Notamos que BY é a matriz constante da equagao diferencial média (2.5) linearizada.
De fato, expandindo a fungao f°(y) de (2.5) em série de Taylor em torno de seu ponto

singular p e considerando a parte linear da expansao temos

0

fly) = f°()+%(p)(y—p)+...
= %/0 g—i(t,p)dt(y—p) (2.25)
= B(y—p).

Considerando a translacao w = y — p, levamos o ponto singular y = p para a origem

w = 0. Assim, a equagao diferencial média (2.5) linearizada é da forma

w' = ef’(w+p) =eBw

d 0
Por (2.25) temos BY = di(p) Temos por hipdtese que todos os autovalores de B°
Y

possuem parte real negativa. Além disso, a matriz C(t) é T—periddica, pois

t+T t+T
Ct+T) = / B(s)ds—/ BYds
0

— (/OtB(s)ds+/t%+TB(s)ds) - (/0t30d3+/tt+TBOds>

- /Ot[B(S) — B"ds + /OTB(s)ds - /OT B%ds
_ /t[B(s) — B%ds + BT — B°T
‘i

t),

e C(t) possui média nula na variavel ¢, isto é,

—/ 3:%[/OTB(s)ds—/OTBOds] :%/OTB(s)ds—%BOT

= B — B =0.

Agora, consideramos a mudanca de variavel quase-identidade

y=(I—cCt):= (2.26)
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Substituindo (2.26) em (2.24) e usando o fato que (I —eC(t))™t =T +eC(t) + ...

em torno de £ = 0, temos o sistema na variavel y

y = —eC'(t)z+ (I —eC(t))7
= —&(B(t) — Bz + (I —eC(t))eAl(t, €)=z
= [eB +e(A(t,e) — B(t)) — e2C(t)A(t, e)|(I — eC(t)) 1y
= eB%+e(A(t,e) — B(t))y +£2R(t,e)y,

(2.27)

onde R(t,e) = B°C(t) + (A(t,e) — B(t))C(t) — C(t)A(t,e) — eC(t)A(t,e)C(t) é
T-periédica e limitada, pois as matrizes C(t), B(t) e A(t,e) sao T-periddicas e
continuas. Como A(t,e) — B(t) quando ¢ — 0 temos que (A(t,e) — B(t)) — 0
quando ¢ — 0. Entao, usando o Teorema 1.1.13 e para ¢ suficientemente pequeno,
o sinal da parte real dos expoentes caracteristicos da parte linear de (2.27) é igual
ao sinal da parte real dos autovalores da matriz B°. Pela mudanca de coordena-
das quase—identidade (2.26), para e suficientemente pequeno, o sistema (2.27) estd
“préximo” do sistema (2.24), e entao o sinal da parte real dos expoentes carac-
teristicos de (2.24) é igual ao sinal da parte real dos autovalores de B°. Como os
autovalores de BY tem parte real negativa, aplicando o Teorema 2.1.2 no sistema
(2.24) com f(t,x) = 0 obtemos que a solugao nula z = 0 é estavel, ou seja, z(t) — 0
quando t — oco. Entdo, pela mudanga de varidvel (2.22) segue que z(t) — ¢(t,¢)
quando t — 00, e, portanto, a solugao periddica do sistema (2.3) é estével.

Vamos supor agora que pelo menos um dos autovalores do ponto singular y = p
da equagao diferencial média (2.5) possui parte real positiva. Entdo, a matriz B°

tem pelo menos um autovalor com parte real positiva. Como (A(t,e) — B(t)) = 0 e
2R (¢, €)yl|

1yl
e dai concluimos que a solugao trivial y = 0 é instavel, ou seja, y(t) — 0 quando

— 0 quando € — 0 podemos aplicar o Teorema 2.1.3 no sistema (2.27)

t — —oo. Pela mudanga de variavel (2.26) e pelo fato da matriz C(t) ser T-periddica,
temos que z(t) — 0 quando t — —o0 e entao, pela mudanga de variavel (2.22), segue
que z(t) — ¢(t,e) quando t — —o0, o que implica que a solugao periddica ¢(t, ) de
(2.3) é instavel.

0

Aplicacoes dos resultados apresentados nesta secao serao vistos no Capitulo 3.
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2.2 Método via estudo de equacoes variacionais

Nessa se¢ao estudamos o método proposto por Coll, Gasull e Prohens em [3]
para mensurar o nimero de ciclos limite de um sistema de equacoes diferenciais.
Consideramos uma equacao diferencial da forma
dr “ 4
— = f(t,r,e) = fo(t,r) + (t,r)et + O™, 2.28
i = 167 = r) 4 3 e+ O (2.28)
onde (t,7) € [0,T] x RY, cada f; : [0,T] x R? — R ¢ uma fungao real, de classe C",
para r suficientemente grande, e T-periédica na variavel ¢ para cada:=20,...,m, e

e é um parametro positivo suficientemente pequeno.

Temos que (2.28) é uma perturbagao da equacao diferencial nao-auténoma

% = fo(t,r); t €0,T], r € R™ (2.29)

Assumimos que essa equacao possui um aberto continuo de solugoes T-periddicas,
ou seja, existe um aberto nao—vazio U C R? tal que para cada p € U a solugio
wo(t, p) de (2.29) satistaz po(T, p) = vo(0, p) = p.

Estamos interessados em descobrir quais das solugdes periddicas de (2.29) perma-
necem como ciclos limites de (2.28) para ¢ # 0 e encontramos limitantes inferiores
para o numero de tais ciclos limites. Para isto obtemos m fungoes tais que seus
zeros simples dao origem a solugoes isoladas T-periddicas do sistema perturbado
(2.28). Estas fungoes sdo encontradas a partir do conhecimento explicito do fluxo
da equagao nao-perturbada (2.29).

Seja ¢.(t, p) a solucao da equacio (2.28) com condigao inicial ¢.(0,p) = p € R

Escrevemos a solucao ¢.(t, p) da seguinte maneira

po(t.p) = @olt.p) + Y uilt, p)e’ + O™ ™), (2.30)

i=1
onde u;(t,p) : R x U — R? sdo fungoes tais que u;(0,p) = 0 para cada i inteiro
positivo de 1 até m.

Definimos My(p) =0 e M;(p) = wi(T, p) quando i > 0 e My(p) = Ma(p) = ... =
M;_1(p) = 0. Notamos que M; : U — R No Teorema 2.2.1 apresentamos explici-
tamente a expressao das fungdes M (p) e My(p). Em seguida, é dada a expressao
de Ms(p).

Lembramos que, dada uma funcio suave f : R — RY D,f denota a matriz

Jacobiana de f e D,,f denota a matriz Hessiana de f.

Teorema 2.2.1. Consideramos a equagao diferencial (2.28). Seja ¢.(t, p) a solugdo
tal que ¢.(0,p) = p, escrita como em (2.30). Assumimos que po(T,p) = p, para
todo p € U. Entao,
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Mi(p) = / (Dyipo(t, p)) ™" Fult. oot p))dt

Ms(p) = /O(Dpsz?o(w))‘1 BU?(LP)Dppfo(t?wo(t,p))ul(t,p)

+D, fi(t, po(t, p))ur(t, p) + fa(t, po(t, p))] dt.
Mais ainda, se My(p) = 0 entdo, para e suficientemente pequeno, cada zero

simples p* € U de Msy(p), dd origem a um ciclo limite T-periddico da equagio (2.28).
Este ciclo limite tende para a solugdo po(t, p*) da equagdo (2.29) nao-perturbada

passando por p = p*, quando € tende a zero.

3

Demonstracao. Seja pc(t,p) = @o(t, p) + Z ui(t, p)e’ + O(g*) a solucdo de
i=1
dr
= = Jolt.7) —i—ZthTg—l—O( h. (2.31)

Derivando ¢.(t, p) com relacao a t, temos

3

a(;is (t,p) = 8g00 Z L(t, p)et + O(eY). (2.32)

Em (2.31) tomamos r = ¢.(t, p) e igualamos com (2.32)

3

ay +Z (1 p)E + O() = folt, pelt, p)) + 3 Filt, oult, ) + O(E?).
- (2.33)
Consideramos a expansao em série de Taylor de cada um dos termos do lado
direito de (2.33) em torno de py(t, p).
Tomando a expansao em série de Taylor de fy em torno de ¢o(t, p) e explicitando

os termos até ordem 3, obtemos

fo(t, e(t, p)) = fogt, eo(t, p)) + Dy folt, po(t, p))(ee(t, p) = ¢o(t, p))
+5Dppfolt, 0ot p))(9:(t, p) — wo(t, p))*
37 Donpfolts po(t, ) (e (. p) = 20(t, )
= Jfolt,¢o(t, p))
+D, folt, wo(t, p))(ui(t, p)e + ua(t, p)e® + us(t, p)e® + O(e"))
£2D,,folt. golt, p)) ({2, p)e + us(t, p)E? + us(t, p)e° + O(1))?

+6Dpppf0(ta SOO(ta p))(ul (ta :0)8 + u2(t7 :0)52 + U3(t, p>53 + O<€4))3
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= fot,po(t,p)) + D, fo(t, eo(t, p))ui(t, p)e
+D,fo(t, olt, p))ua(t, p)e® + D, fo(t, wo(t, p))us(t, p)e’
G P)Dppfo(ts o(t, p))ua(t, p)e®
+sui(t, 0)T Dy fo(t, ot p)ualt, p)e®
5t (8 0) Dopp fo(t @o(ts p) Jun (t, pua(t, p)e” + O(e").

Analogamente, considerando a expansao de f; até ordem 2, de f5 até ordem 1 e

de f3 até ordem zero.

filt,pe(t,p)) = fit,o(tp)) + Dpfi(t, polt, p)) (= (¢, p) — ¢o(l, p))

+%Dppf1 (t, po(t, ) (@e(t, p) — wo(t, p))?

= filt,po(t, p)) + D, fr(t, o(t, ) (ui(t, p)e + ualt, p)e?
+us(t, p)e® + O(eh)) + %Dppfl(t7 eo(t, p))(ur(t, p)e
+ua(t, p)e? + uz(t, p)e® + O(e*))?

= filt,po(t,p)) + D, fi(t, eo(t, p))ui(t, p)e
+D,fi(t, ot p))ua(t, p)e’
5 uE (1) Dy it p0lts ) (. ) + O(EP)

(. p0(t, p)) + Dy fa(ts o, p))(e(t, p) — @olt, p))

(t, ¢o(t, p)) + Dy fa(t, olt, p) (ur(t, p)e + uz(t, p)e + us(t, p)e’
O(")

2(t, o(t, p)) + Dy falt, o(t, p))ur(t, p)e + O(<?).

f2(t7 Sps(t7p)) = 2

f
= f
i
f

fS(tv @E(tv p)) = fB(tv on(tv ,0))

Reescrevemos (2.33) colocando ¢, €%, €% em evidéncia

d ° . du; .
TP+ 25 )+ Ol = folt ol )

+5[f1 (t> @0(t7 p)) + DPfO(t> Spo(tﬂ p))ul(t7 p)] + 52[f2<t7 @O(tv P))
+D,fo(t, ot p))ua(t, p) + Do fi(ts olt, p))uat, p)
+1u’1r (t7 p)DPPfO (t’ @U(ta p))ul (ta p)] + 53[f3 (ta SOO(ta P))

2

+Dpf0(t7 SOO(ta p))u3(t7 /0) =+ %u’lr(ta p)Dppr(ta SOO(ta p))ul <t7 p)

(2.34)
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+u'11‘(t7 p)DPPfO(t7 QO(](t, p))u2(t= IO)
HGUF () Dy folt ot s (8 pJus . )

1
+D, it ot p))uz(ts p) + Fui (8 p) Do fi(t, @o(t, p))un(t, p)
+D, falt, go(t, p))ua(t, p)] + O(e?).
Por igualdade de polinomios em & na expressao (2.34), obtemos as seguintes

equagoes diferenciais nado-homogéneas para as fungoes u;(t, p), i = 1,2, 3.

8u1

E(tvp) = DpfO(tv ‘pﬂ(tvp))ul(tvp)+f1<t7900(t7p)); (235>

_(tup) = Dpf(](t7900(t7p))u2(t7p)+f2(t7(p0(t7p>>

_'_Dﬂfl (ta SDO(tv p))ul (tv p) + %u’lr (tv p)DPPf()(tv ()00<t7 p))ul <t7 p)v
(2.36)

o (bp) = D[ifo(t,%(t,p))uS(t,p)+f3(t,<po(t,p))
+ui (t,p) Do fo(t,po(t, p))ur(t, p) + uf (¢, p) Dy fo(t, po(t, p))us(t, p)
+6Ur1r(t, P)(Dpppfo(t, eo(t, p))ua(t, p))ua(t, p)
£, Rt ol p)a(ts )+ SuF (2 0) Dyt p(t, )

2
+Dpf2 (ta 900(157 p))ul (t? p)'
(2.37)

Notamos que (2.35), (2.36) e (2.37) s@o equagoes diferenciais lineares nao ho-
mogeneas da forma

' = a(t)x + b(t),

onde ' denota a derivada com relagao a variavel t. O problema de Cauchy com

condigao inicial £(0) = 0 tem solugao

onde A(t) é uma matriz principal da equagao diferencial homogénea 2’ = a(t)x.
Sabemos que D,po(t, p) é uma matriz principal da equacao linear homogénea

aui

5 (1:2) = Dofolt, wolt, p))uilt, ),
. . Opp _

para ? = 1,2,3, po1s E(tp) - f0<t7900<t7p))7 €

%( Do) (t, p) = Dy folt, o(t, ) Dppolt, p).
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Portanto, impondo a condi¢ao de periodicidade ¢y (7T', p) = p, obtemos as solugoes

dessas equacoes em t = T da forma

T
ui(T,p)Z/O Dopo(s, p) ' bi(s)ds,

onde b;(s) é a parte ndo-homogénea das equagoes (2.35), (2.36) e (2.37) respectiva-
mente para 1 = 1,2, 3.

Com isso, obtemos as expressoes de M (p), Ma(p) e Ms(p).

Por fim, mostramos que cada zero simples de M;(p) dé origem, para e suficien-
temente pequeno, a um ciclo limite T-periddico da equacao (2.28). De (2.30) temos,
(T, p) = p+eM,(p) + O(c?). Entao, definimos

QOE(Tv :0) —p

U(p,e) = .

= M(p) + O(e). (2.38)
Uma vez que ¢o(0, p) = po(T, p) = p, e usando a regra de L’Hospital, temos que

W(p,0) = lim W'(p, &) = lim M, (p) + 2eMs(p) + ... = Mi(p),

ov
dai, se p é zero de M;(p), entao ¥(p,0) = M;(p) =0e a—(p, €) = Mi(p).
P e=0
ov
Se p* é uma raiz simples de M;(p), entao ¥(p*,0) =0 e a—(p*, 0) é nao nulo.
0

Pelo Teorema da Fungao Implicita, existe uma vizinhanca V{, de ¢ = 0 tal que

para cada £* € Vj existe um unico p(e*) € U tal que

ou seja, p. (T, p(e*)) = p(e*). Em outras palavras, para ¢* € Vj, p.(t,£*) é um ciclo
limite T-periédico da equagao diferencial (2.28).

Se temos que M;j(p) = 0, entdo podemos aplicar 0 mesmo argumento para

T, p) —
w = My(p) + O(e).
Com isso, demonstramos o Teorema. O
No Teorema 2.2.1, se M;(p) =0 parai=1,...,k— 1, entdo aplicamos o mesmo

argumento para

wi(p.0) = LD TP ag) 1 0(e)
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e concluimos que cada zero simples de My (p) dé origem a um ciclo limite 7-periddico
da equacao diferencial (2.28).
Observamos que, assumindo as hipdteses do Teorema 2.2.1 e supondo fy €
C3([0,T] x U), temos que a expressao de Mz(p) é dada por:
g 1
Ms(p) = /0 (Dppo(t, ) (ur (£, p) Dpp ot o(ts p)Jus(t, p) + cur (L, p)

(Dpppfo(t; o(t, p))us(t, p))ur(t, p) + Dy fr(t, ot p))ua(t, p) + %ulT(t, p)
Dppfl(t7 SDO(tv p))ul(tv ,0) + DPfZ(tv SOO(tv p))ul (tv :0) + f3<t7 ()00<t7 p)))dt

Quando d = 1 e fy(t,r) = 0, entdo po(t,p) = p e uma expressao mais simples

para M;, +=1,...,4 é dada na proxima proposicao.

Proposicao 2.2.1. Consideramos a equagao diferencial (2.28) com fo(t,r) =0 e
d = 1. Sejam f; € C3([0,T]| x U), i = 1,...,4, T-periddicas na varidvel t, onde

U C R € um intervalo aberto. Entao,

v = [ poa
) = [ ) (%—J;l@,p)ul(t,p) b, p>) i,

Tr10? 0 0
) = [ (G5 + St + G e

+f3(t7 p)) dt:

T 3 2
i) = [ gla L0, p)utt,) + G5 (st phus(t p) + (1 st )

0 0 0
5 g b Pt )+ G2 phuatt ) + G ()
+f4(t7p)) dt'

Além disso, as mesmas conclusoes do Teorema 2.2.1 sdo vdlidas.

Notamos que a Proposigao 2.2.1, quando M (p) néo é identicamente nula, implica
no Teorema da Média de Primeira Ordem. Enquanto que, quando M;(p) = 0, o que
equivale a funcdo média (2.4) identicamente nula, e Ms(p) nao identicamente nula,
a Proposicao 2.2.1 implica no Teorema da Média de Segunda Ordem como surge no
Teorema 3.1 de [1].



Cap. 2 2.2. Método via estudo de equagoes variacionais 64

Observamos que no Teorema 2.2.1 e na Proposicao 2.2.1 uma hipétese chave é que
todos os zeros de M;(p) sao simples. Essa hipdtese pode ser verificada encontrando
os zeros de M;i(p) e mostrando que o determinante da matriz jacobiana de M;(p)
nesses zeros é nao nulo. Apresentamos uma técnica que nos permite verificar essa
hipétese quando M;(p) = 0 é equivalente a um sistema polinomial em R?. Por
simplicidade consideramos o caso em que d = 2, contudo ele pode ser extendido

para dimensoes maiores.

Proposicao 2.2.2. Consideramos o sistema polinomial no plano,
P(QZ,y) =0, Q(x,y) =0,

e definimos

oP 0 oP 0
Ha) = G 0) - G @) = G (o) 52 ),

R*(y) = Res(P(z,y), J(x,y), v),
RY(x) = Res(P(x,y), J(x,y), y),
5*(y) = Res(Q(x,y), J(x,y), ©),
SY(z) = Res(Q(x,y), J(z,y),y),
Ti(x) = Res(R*(y), 5"(y),y) € C,

Ty(z) = Res(RY(x),SY(x),z) € C.
Se Ty # 0 ou Ty # 0, entdo todas as solugoes (reais ou complexas) do sistema

sao simples.

Demonstragdo. Suponhamos que (xg, o) € C? é uma solucio miltipla do sistema.
Como a solugao é multipla, entao o determinante do Jacobiano se anula em (xg, yo).
Portanto, P(zo,v0) = Q(zo,%0) = J(z0,y0) = 0, e dai temos que R*(yo) = S*(yo) =
RY(x0) = SY(x9) = 0, 0 que implica que T} = Tp = 0. O
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Observamos que as vezes pode ser 1util decompor os polinémios R*, RY, 5%, e
SY em fatores. Usando essas decomposigoes podemos provar que, em certas regioes,
todas as solugoes do sistema sao simples.

Como aplicacao do Teorema 2.2.1 consideramos algumas familias gerais de equagoes
diferenciais com d = 1,2,3 incluindo algumas equagoes diferenciais polinomiais
autonomas e equacoes diferenciais de Abel nao—autonomas. Estes exemplos estao

apresentados no Capitulo 3.

2.3 Meétodo via Reducao de Lyapunov-Schmidt

Nessa secao trabalhamos com equacoes diferenciais nao—autonomas e periddicas
dependendo de um parametro. Tais equagoes sao semelhantes a (2.28). Assumi-
mos que a equacao nao perturbada possui uma variedade invariante de solugoes
peridédicas. De maneira analoga a secao 2.1, o método aqui apresentado apresenta
condicoes suficientes para garantir quando uma orbita periédica desta variedade in-
variante persiste apds uma perturbacao. A principal ferramenta para este método é
a Reducao de Lyapunov-Schmitd. Este trabalho foi realizado por Buica, Frangoise
e Llibre em [2].

Consideramos uma equacgao diferencial que possua um termo que nao é multipli-

cado pelo parametro €, ou seja, uma equacao da forma
7' (t) = Fy(t,x) + eFy(t,n) + 2 R(t, z,¢€), (2.39)

onde € é um parametro suficientemente pequeno, Fy, F; : Rx Q2 — R"e R : R X
Q x (—e4,e4) = R™ sdo fungoes de classe C?, T-periddicas na varidvel ¢, Fy(t, z) é
nao—nula em R x 2 e 2 é um subconjunto aberto do R".

Vamos considerar o problema de bifurcagao de solugoes T—periddicas para equa-
¢oes diferenciais da forma (2.39) tomando como hipdtese principal que a equagao
nao—perturbada

2 (t) = Fo(t, x) (2.40)

possui uma variedade invariante de solucgoes periddicas.

No que segue denotamos a projecao sobre as k primeiras coordenadas em R"™ por
IT: R* x R** — R¥ e sobre as restantes (n — k) coordenadas por [T+ : R* x R*=% —
Rn—kz

O primeiro passo é reduzir o problema de bifurcacao de solucao T—periédica em
bifurcacao de ponto fixo de uma aplicagao conveniente g : D, X (—¢g,&9) — R", onde
D, é um subconjunto aberto do R". Uma vez que, em geral, nao ¢ possivel aplicar

diretamente o Teorema da Funcao Implicita para a funcao g, usamos a Teoria da
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Reducao de Lyapunov-Schmidt, mas em uma forma simplificada ao assumir que a
matriz jacobiana de ¢(-,0) possui uma forma particular.

De um modo geral, a Redugao de Lyapunov-Schmidt reduz o problema de encon-
trar solucoes periddicas para um sistema de equacoes diferenciais a resolver um sis-
tema de equacoes algébricas. Mais detalhes sobre a Reducao de Lyapunov—Schimidt
sao encontrados em [5].

Teorema 2.3.1. (Redugao de Lyapunov-Schmidt) Sejam g : D x (—eg,£9) — R" e
By : V = R"* funcées de classe C?, onde D é um conjunto aberto do R™ e V é um
subconjunto aberto e limitado do R*. Assumimos que:

i) Z =124 = (o, Bola)),a €V} C D e para cada zo € Z, g(24,0) =0,

i) a matriz Go, = D,g(24,0) tem em seu canto superior direito a matriz nula kx (n—

k) e em seu canto inferior direito a matriz A, (n—k) x (n—k), com det(A,) # 0.

_ IT
Consideramos a funcio f1 : V — R¥ definida por f1(a) = %(za, 0). Se existe
a €V com fi(a) =0 e det (%(a)) # 0, entao eziste o, tal que g(z,.,€) =0 e
a

Za. = 2q quando € — 0. A funcao fi € chamada de fungao de bifurcagao.

Demonstracao. Consideramos a funcao
[tg: R* x R x [—gg,e] — R"7%
(. B,e) = Itg(a, Be)

o(I'g)
B

Uma vez que det(A,) # 0, o Teorema da Funcao Implicita implica que, numa

Entdo, temos que I11g(2,,0) =0 e

(24,0) = A,.

vizinhanca Vj de ¢ = 0, existe uma funcdo 8 = f(a,e) tal que B(,0) = By(a) e
II*g(a, B, €),€) = 0 para cada € € V.
Agora consideramos a fungao
§: RF x [—gg,80) — RF;
(@,8) = 8ae) = gla, Bla,2), ).
Temos que,
0(a,0) = Ilg(z4,0) =0,

o(1lg) op
op 0 %

d(1lg)
B

(o, 0) + @(za,O).

b, 0) = "

Usando ii) vemos que (%a,0) = Ok (n—k), onde Ogy(n—k) ¢ a matriz nula.
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Portanto, d.(a,0) = fi(«) e, usando a expansao em série de Taylor em torno de
e = 0 escrevemos 0(a, €) = efi(a) + &%r(a, €).

Temos que encontrar os zeros de 6(«, ¢) = e f1(a) + *r(a, €). Equivalentemente

basta encontrar os zeros de ¢(«,¢) := fi(a) + er(a,e). Por hipdtese, temos que
d
existe a € V tal que fi(a) = 0 e det (%) # 0. Notamos que ¢(a,0) = 0 e
«

0
(8—¢(a, 0)) =# 0. Entao, pelo Teorema da Fungao Implicita, existem vizinhancas Vj
«

de e =0e V, de @ = a tais que para cada a € V, existe € € V} tal que a = a(e),
a(0) =a e p(ale),e) = filale)) +er(a(e),e) = 0. Dai, é(a(e),e) = 0, e portanto,
[g(za(e), 0) = 0.

Haviamos tomado anteriormente uma vizinhanca V, tal que nessa vizinhanca
f = B(a,e). Consideramos entdao a intersegao de Vo e Vi, e denotamos Za, =
(a(e), B(ale),e)), entdao g(za,, ) = 0 e [T+ g(24,,€) = 0, 0 que implica g(z,,,€) = 0.

Notamos que, como o = «(e) é continua e «(0) = a, entdo z,, — 2z, quando
e — 0. [

Dado z € 2 C R™ aberto denotamos por (-, z,¢) : [0,%(.)) — R™ a solucao da
equagao (2.39) com z(0,z,e) = z. Admitimos que existe um subconjunto aberto
D de 2 e um ¢ suficientemente pequeno tal que, para todo (z,¢) € D X (—&q, o)

a solucao z(-, z,¢) é definida no intervalo [0,7]. Podemos considerar a fungao f :

D x (—eg,£0) — R™ dada por
flzye) =a(T, z,¢) — 2. (2.41)

Logo, todo (z.,¢) tal que
Fze) =0 (2.42)

nos dé uma solugao periédica z(-, z., €) de (2.39).

O inverso também ¢ verdade, isto é, para toda solucao T—periddica da equacao
(2.39), se denotamos por z. seu valor em ¢t = 0 entdo a equagao (2.42) é vélida.
Assim, o problema de encontrar uma solugao T—periédica da equagao (2.39) pode
ser substituido pelo problema de encontrar zeros da funcao de f(-, e) dada por (2.41).

Denotamos a linearizacao de (2.40) por
y =Pt 2)y (2.43)

onde
P(t,z) = D, Fy(t, z(t, z,0)) (2.44)

e seja Y'(+, z) uma matriz fundamental de solugoes da equagao (2.43).
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Teorema 2.3.2. Seja By : V. — R"* uma funcdo de classe C?, onde V. C RF ¢
aberto e limitado. Assumimos que

i) Z = {24 = (o, Bo()), « € V} C D e para cada 2, € Z, a tnica solugcdo x, de
(2.40) com x,(0) = z, € T—periddica.

it) Para cada z, € Z, existe uma matriz fundamental de solugoes da equagdao (2.43),
Yo (t) =Y (t, z4) tal que a matriz Y71 (0) =Y. Y(T) tem em seu canto superior direito
a matriz nula k X (n — k) e em seu canto inferior direito a matriz denotada por A,
(n—k)x (n—k), com det(A,) # 0.

Consideramos a funcio fi : V. — R* dada por
T
fila) =TI / YU () Fy(t, (L) dt. (2.45)
0

dfy

Se existe a € V com fi(a) = 0 e det (d_ (a) # 0, entdo eziste uma solugdo
a

T—periddica ¢(-,€) da equagao (2.39) tal que v(0,e) = z, quando € — 0.

Demonstrag¢ao. Temos que estudar os zeros simples da fungao (2.41), ou, equivalen-

temente, os zeros simples de

g(z,6) =Y HT,2)f(z,¢).

Temos que ¢(zq,0) = 0, pois z(-, 24, 0) é T—periddica, e provaremos que

Go = %(za, 0) =Y, 0) - Y, }T). (2.46)

Como a—m(-,z,O) ¢ a matriz solu¢ao da equagao (2.43) com 8—x(0,z,0) = [, temos
z z
Ox

que —(t,2,0) =Y (t,2)Y 10, z). Mais ainda, f(z,0) =0,

0z
B 9
a—];(z, 0) = a—j(T, 2,0) — I, = Y(T,2)Y Y0, 2) — I,
¢ ) of
a—Z@, 0) = YT 2)f(20) + YT, 2)5(2.0)

Y YT, 2)(Y(T,2)Y 10, 2) — I,,)
Y=10,2) = YT, 2).

Para cada z, € Z temos %(za, 0) =Go=Y10,2,) — Y YT, z,).
z
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Por outro lado,
9
Oe

ox
0) =Y YT, 2)=(T, z,0).
(,0) = YT, 2) 55T, 2,0)
A funcao a—x(, z,0) é a unica solugao do problema de valor inicial
3
y' = D, Fy(t,z(t,2,0))y + Fi(t,z(t, 2,0)), y(0) =0,
pois, 2'(t, z,e) = Fo(t, x(t, z,€)) + eFi(t, x(t, 2, €)), dai

2(m’(t, z,€)) = 4 (@(t,z,5)> = %(t,x(t,z,s))a—m(t,z,s) + Fi(t,z(t, z,¢€))

Oe de \ Ot g$ %5
F!
+€a_x1(t7 .'I?(t, Z, 5))a_§<t7 2, 6)
F
e portanto, % <%(t,z,0)) = %(t,x(t,z, O))%(t,z,@) + Fi(t,z(t, z,0)). Temos
também que 2'(t, z,¢) = Fy(t,z) + eFi(t,x); z(0,2,€) = z, entdo z(t,z,6) = z +
ty(t, z,€), para alguma funcao v, e %(t, z,€) = tg—Z(t, z,€). Portanto, %(0, 2,0) =

0.

Entao, usando a Proposicao 1.1.3,

ox

E(t,z,O) = Y(t,z)/o Y (s, 2)Fi(s,2(s, 2,0))ds.

Agora, nés temos

T
%(2?0) _A Yﬁl(s)Z)Fl(s,x(S,Z,O))dS,
portanto,
P9 (20,0) = fule)

onde f; é dada por (2.45). Aplicando o Teorema 2.3.1, para cada ¢ suficientemente
pequeno existe a. € V' tal que g(z,.,€) = 0 e, além disso, f(z,.) = 0, que garante

que ¢(-, &) = x(, 2za.,€) ¢ uma solu¢ao T-periédica de (2.39). O



Capitulo 3

Aplicacoes

Nesse capitulo apresentamos algumas aplicacoes dos resultados estudados no
Capitulo 2 em alguns casos particulares. Na Secao 3.1 apresentamos exemplos de
aplicagoes dos resultados da Secao 2.2 em sistemas autonomos e nao—autonomos.
Tais exemplos foram previamente apresentados no artigo [3]. Na Secao 3.2 mos-
tramos aplicagdes do Método via Redugao de Lyapunov-Schmidt, e na Segao 3.3
apresentamos aplicacoes da Teoria da Média de primeira ordem. Utilizamos o soft-

ware Mathematica 7 para fazer a maioria das contas.

3.1 Aplicacoes do método via equacao variacional

3.1.1 Sistemas autonomos

Nesta subsecao, os dois primeiros exemplos sao equacoes diferenciais autonomas.
Para poder aplicar o método via equacao variacional, consideramos mudanca de
coordenadas polar e cilindrica, respectivamente, e obtemos equacoes nao—autonomas

periodicas na variavel independente.

Exemplo com d=2

Consideramos a familia de equacgoes diferenciais

(3.1)

v = —y+aH, 1(z,y)+eP(x,y),
v = z+yH, 1(v,y) +eQ(z,y),

onde H, ; é um polinomio homogéneo de grau n — 1 nas varidaveis = e y. As

fungoes P e () sdao polindmios de grau n nas varidveis x e y. Quando ¢ = 0 e

70
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2

H,_i(cos s, sens)ds = 0, a familia acima ¢é formada por centros isécronos, isto
é, todas as Orbitas possuem o mesmo periodo.

Primeiramente consideramos a mudanca de variavel polar x = rcosf e y =
rsenf. Temos ) . , .
;T 4 Yy p_ YT —yx
= ="
r r
Nestas novas varidveis, o sistema (3.1) é da forma
o Teos O(—y+aH,—1(z,y) +eP(x,y)) +rsenb(z + yH,_1(z,y) + cQ(x,y))

Y
r

g — T eos O(x+ yH, 1(z,y) +eQ(x,y)) —rsenf(—y + xH, 1(z,y) + eP(x,y))
r2 '
Agora, tomando como variavel independente a variavel 0, o sistema fica da forma

dr dr/dt
do — dejdt
_ rleosO(—y + xHp1(z,y) + eP(x,y)) + senb(z + yH, 1 (2, y) +Q(,y))]
~cosO(z + yHy 1 (2,y) +2Q(z,y)) — senb(—y + xH,1(z,y) +eP(z,y))

Substituindo x = rcosf e y = rsenf e usando propriedades de polindmios

homogeéneos obtemos
dr

W = [cos O(—rsenf + rcos r" L H, _1(cos 6, send) + e P(r cos @, r send)

)
+senf(r cos 6 + rsenf "' H,_(cos 6, senf) + eQ(r cos b, rsend))] /
[cos O(r cos @ + rsend) r" L H,,_1(cos B, senf) + eQ(r cos 0, r send))

—senf(—rsenf + rcosf "' H, _1(cos @, senf) + e P(r cos B, rsenb))]
" H,_y(cos B, senf) + rcos @ eP(r cos 0,7 send) 4 rsend Q(r cos f, r send)
B 7+ cos @ eQ(rcos B, rsend) — senfl P(r cosf,rsend)

Equivalentemente,
dr 1"H, 1(cos0, senf) + cost eP(rcosf,rsent)) + senf eQ(r cosf, 7 send)
o 1+ 2(cosf eQ(r cos B, rsend) — send e P(r cos 0, rsend))

" H,—1(cosf, senfl) + e R(r cos b, r send)
1+ eS(rcos, rsend) ’

onde,

R(rcosf,rsenf) = cos P (r cos,rsend) + sendQ(r cos @, rsend),

S(rcosf,rsend) = cos 0Q(r cos §, 7 send) — sendP(r cos 9, r send)
T

Podemos ainda escrever

d
d—g = H,_1(cosf, senf)r" + eT(r cos 0, senfd) + O(g?), (3.2)
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onde T'(rcosf,rsenf) = R(rcosf,rsend) — S(rcosf,rsend)H, _1(cosf, send)r™.

Para ¢ = 0, a solucao de (3.2) ¢
P

0
"_i/l —(n— 1)p”—1/ H,_1(cos s, sens)ds
0

Na expressao acima, tomando 6§ = 27 temos ¢o(f,27) = p, pois, por hipdtese,
2m

H,_1(cos s, sens)ds = 0. Isso mostra que o sistema nao—perturbado ¢ isécrono.

eo(b, p) = (3.3)

0
Uma vez que conhecemos a expressao de ¢q(0, p) é possivel determinar a expressao

de M;(p) associada a (3.2). Para ilustrar sua aplicabilidade, apresentamos a seguir
um exemplo quadréatico com n = 2 e Hy(x,y) = x/2. Este sistema possui dois ciclos

limites do sistema nao—perturbado que permanecem para ¢ suficientemente pequeno.

Proposicao 3.1.1. Para e suficientemente pequeno, temos que os sistemas de
equagoes diferenciais da forma

¥ = —y+2*/2+eP(z,y),
Yy = x+ay/2+eQ(x,y),

(3.4)

onde P e () sao polinomios quadrdticos, possuem pelo menos dois ciclos limites.

Demonstragao. Sejam P(x,y) e Q(x,y) polinomios quadraticos arbitrarios. Consi-
deramos a mudanga de coordenadas polares x = rcosf e y = senf no sistema (3.4)

e tomamos 6 como variavel independente. Temos por (3.3) que

2o(s,p) = p 2
0 L—p [ esldg 1— 252 2—psens
Logo,
2(2 — psens) — 2p(— sens) 4
D = = .
p20(s, p) (2 — psens)? (2 — psens)?
Pelo Teorema 2.2.1
1 27 )
Milp) =5 [ 2= psens (sl ) s,

onde

fi(s,7) = (coss P+ sens Q) — (coss () — sens P)Tcgss7
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P = P(rcoss,rsens), Q = Q(rcoss,rsens) e 0 < p < 2.
Podemos considerar P(x,y) = az?+ bxy + cy? e Q(x,y) = dx* + exy + fy?, com

a, b, ¢, d, e, f constantes reais. Em coordenadas polares x = rcoss e y = rsens

P(rcos s,rsens) = ar? cos? s + br? sens cos s + cr? sen’s,

Q(rcos s, rsens) = dr? cos® s + er? sens coss + fr?sen’s.

Dali,
1 2m
Mip) = [ 2= psens?fils.gos.p)is
0

1 2m

=1 / (2 — psens)’pi(s, p) [cos s(acos® s + bsens coss + csen’s)
0
+sens(dcos s + esens coss + fsen?s) — (cos s(d cos? s + esens cos s
2pcos s
2 _ 2 b 2 d

+f sen’s) — sens(acos® s + bsens coss + csen s))2(2 - psens)} s

1 2 3 2 2
- —/ 4p* |a(cos® s + paoms R 8 s) + b( sens cos® s + prem s TR 8 S)

4 /o 2 — psens 2 — psens

3 4
+c(cos ssen?s + M) + d(sens coss — PSS
2 — psens 22— psens
+e(sen?s coss — PECNSCO8 3 S) + f(sen®s — PEEILSCO8 Syl s
2 — psen 2 — psens

1
= = [(16br — 2bmp? — 16 f7 + 2f7p? 4+ 16dmw — 6dmp?)

p
+(2dmp? — 8dm + 8 fm — 8bm)\/4 — ,02} .

Tomando

p1(p?) = (=207 + 2f7 — 6dm)p* + 16br — 16 f7 + 16d,

q1(p*) = 2dnp* — 8br + 8f 1 — 8dm,

temos que

p1(p?) + @1 (p®)\/4 — p?
p

M (p) = e p1(0) +2¢:(0) = 0.

Introduzindo a nova varidvel 72 = 4 — p? para 0 < 7 < 2, temos que pM;(p)
se escreve como N (7) = (7 — 2)ps(7), sendo py um polinémio de grau 2. Portanto,

tomando P e @ tal que ps possui dois zeros simples no intervalo (0, 2), temos que o
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sistema quadratico correspondente possui dois ciclos limites como queriamos provar.

]

Com o intuito de considerar um exemplo e aplicar o método via equagao variaci-
onal e o método da média, consideramos a equagao diferencial (3.4). A Proposicao
3.1.1 garante, via o método proposto em [3] que (3.4) tem pelo menos 2 ciclos limites.
Consideramos a mudanca de coordenadas proposta no Teorema 1.2.1, aplicamos o
método da média e obtemos que a funcao média de primeira ordem é identicamente
nula. Tentamos aplicar o Teorema da Média de segunda ordem, mas nossos recursos
computacionais nao foram suficientes para avaliar a nova funcao média. Disso con-
cluimos que, em certos casos, como no sistema (3.4), o método proposto por B. Coll,
A. Gasull e R. Prohens se mostra mais aplicdvel computacionalmente. Destacamos
aqui que o Teorema da Média de segunda ordem nao foi abordado neste trabalho,

mas pode ser encontrado em [1].

O exemplo a seguir é um sistema de equagoes diferenciais autonomas com d = 3.

Um exemplo polinémial com d=3

Proposicao 3.1.2. Consideramos a familia de campos de vetores polinomiais de

dimensao 3:
= —y+ea(z?),

Yy = x+eb(z), (3.5)
= exc(z) +&¥d(z),
onde a, b, ¢, d sao polinomios reais de grau 5, n, n — 1 e n, respectivamente, e € €
um parametro suficientemente pequeno. Mostramos que podemos escolher a, b, ¢, d
de forma que o sistema acima tenha (5 —1)(2n — 1) ciclos limites bifurcando de um

continuo de orbitas periddicas existentes para € = 0.

Demonstragao. Consideramos o sistema (3.5) em coordenadas cilindricas (r, 6, z),
ou seja, © = rcosf, y = rsenf e z = z, assim (3.5) é transformado no sistema de

equagoes diferenciais
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o xe’' +yy  rcosO(—rsend + ea(r? cos® §)) + rsend(r cos 6 + eb(z))

r r
= e cos fa(r® cos? 0) + e sendb(z),

o yr—yx'  (rcos +eb(z))rcosd — rsend(—rsend + ca(r? cos? 0))

2 2
_ r+ecosfb(z) — esenba(r? cos® 0)
- - :
2 =ercosfe(z) + %d(z).
Condiserando 6 como varidvel independente no sistema (3.6)
dr r(ccosfa(r? cos* §) + e senblb(2))
d) 14 ecosfb(z) — esenfa(r?cos? 0)’
(3.7)

dz r(er cosfc(z) + €%d(2))
d) 1+ ecosfb(z) — esenfa(r?cos? )

Tomamos a expansao em série de Taylor em torno de £ = 0 de cada expressao

m (3.7) e escrevemos

dr dz\ 9 3
(@,@) =cfi(l,r,2z) +e° f2(0,r, 2) + O(e’),

onde cada f; = (fi, fi2), parai = 1,2, e suas componentes sao dadas explicitamente

por

f11(0,7,2) = cosfa(r®cos®0) + senbb(z),

(0,7, 2)
(0,7,2) =rcosbc(z),

for (0,7, 2) = (cos Ba(r? cos? 0) + senfb(z))(senba(r? cos? §) — cos 6b(z)),
fa2(0,7,2) = ( ) — ¢(2)(cos? Ob(z) — senf cos fa(r? cos? 0)).

Ty 2

Escrevendo p = (p1,p2) € u; = (w1, u;2), para i = 1,2, o Teorema 2.2.1 garante

que

0
ur (6, p) = w1, (p1, p2)) = /0 Ju (¥, (p1, p2))dv
0 0
= / cos Y a(p? cos® V) dey -l—/ seny) b(z)dy
0, 0
— / cos v a(pf cosp)dip + (1 — cos®) b(z).

0
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. o n .
Temos que a(z) é um polinémio real de grau k = 5 entao podemos escrever

a(z) = ag + a1z + ... + apx®, e usando o fato que

Qk o 2k—1
g
2k:+1/ocos vdy

1 2k 2k 1 2k—2
senw(2k+1cos @/J—l—2k+12k_1cos v+
2k —2

0
2%—3 _
2k_l/ocos Ydp = ...
sent) P(cos® 1),

0
/0 cos?tydyp = 1 cos? 1) sent) +

para alguma fung¢ao polinomial P, segue que

k 0
u11(97 (Pl,PQ)) = (1 — COS Q)b(z) + Zazﬂ%i/ cosZitl by
i=1 0
0
= / ag costh + ... + app* cos®™ T ahdrp + (1 — cos 0)b(z)
0

= senf Py(cos? ) + senf Pi(cos?0) + ...+ send Py(cos®6)
+(1 — cos0)b(z)

= sen@(z Pi(cos®0)) + (1 — cos 0)b(z),

=0
onde cada P; é uma funcao polinomial, i =0, ..., k.
k
Dai, My1(p) = uy, (27, p) = sen2r <Z P;(cos? 2@) =0.
i=0

Similarmente,

0 0
walb.p) = [ sl p)di = [ preosi clpa)dt = pic(ps) send
0 0
Entao, Miz(p) = ui2(2m, p) = p1 c(p2) sen2w = 0.

Portanto, M;(p) = 0.

Agora calculamos Ms(p). Pelo Teorema 2.2.1,

Mz(p)z/oW(Dpfl(ﬁ,p)-u1(9,p)+f2(9,p))dp-

Temos que

a'(p3cos?0)2pycos®d  send V' (po) u11(0, p)
Dofi(6,p)-wi(®.p) = [ ,
cos Oc(p2) p1cost c(p2) p1¢(p2) send
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onde a’ denota a derivada de a com relagao a p;. Dal,
2m
Mz (p) = / [d/(p} cos® 0)2p1 cos® 0 uin(p, 0) + prc(p2)V (p2) sen’d
0

—|—pi<COSQ a(p? cos? 0) + send b(py))(send a(p? cos? §) — cos Gb(pQ))] do.
1

Substituindo a expressao de u11(6, p) temos

27 0
My (p) = / [a'(pf cos? 0)2p; cos® 0 / cos ) a(p? cos® Y)di
0 0
2m
+a'(p? cos? 0)2p1 cos® O(1 — cos 0)b(p2)] d + prc(p2)b (p2) / sen®0df
0

2m 1
+/ —(cos 8 a(p? cos® B) + senf) b(ps))(send a(p cos? 0)
0o P

—cos6b(py))db.

Notamos que as seguintes relagoes sao validas
2 TL/2

2m
. / ' (p? cos® 0)2p; cos® OdH = / (Zz a;(pi cos® 0)1)2p; cos® Hdb
0 0oz
n/2 n/2 '

2m
= ZQp ’ / st dh = Z2p Yia;) sen2m P(cos? ) = 0,

onde P ¢é um polinomio de grau ;

2m
oi (cos 6 a(pfcos® ) + senf b(py))(send a(ps cos® @) — cos Ob(py))db
0

P1
1 2w

= — (a®(p3 cos? B) — b(py)) senf cos 6 + a(p7 cos® 0)b(ps)(sen?d — cos® §)df
P1 Jo

2w 1
= b(p2) / —(sen?d — cos® 0)a(p cos® §)db,
0o P

27
pois / (a®(p? cos® 0) — b(py)) senf) cos ) df = 0;
0
2
‘;010(,02)5,(;02)/ sen®0d = prc(pa)b (p2)7.
0

Entao, usando essas relacoes em (3.8), My (p) é escrito como,

M2 (p) =

2 a(p? cos20)(1 — 2cos?
pic(p2)V (pa)7 + b(p2) / (o i )
0

—2p1a’(p? cos® 0) cos* 0 db.
P1

(3.9)

Por definicao, o fatorial duplo de um ntimero inteiro positivo n é a generalizacao
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do fatorial comum n! definido por

nn—2)...5-3-1 sen >0 impar,
nll = nn—2)...6-4-2 sen >0 par,

1 sen=—1,0.

Uma propriedade desse fatorial duplo é:

o 2 (2m — 1)!!
/ cos®™ @ df = —ﬂ m—1) ,
0 (2m)!!

Podemos escrever a segunda parcela de (3.9) como
1 2 9 2m
b(p2) (—/ a(p?cos® ) db — —/ cos? 0 a(p? cos® 0) df
/7217r 0 P1 Jo
—2p1/ ' (p? cos® 0) cos* 0 d@) =
0

o n/2 2 n/2

1 [? 2 .

b(p —/ E a;(p3 cos® §)" df — —/ cos? 0 5 a;(p3 cos® §)" d
0 1=0

P1 P1 P
2 TL/2 A
—2p / Z ia;(ptcos®0)tcos* O dh | =
0 =1
n/2 n/2 .
(20 — )N - 2m(2i 4+ )N
21— 1 2i—1
Z R TR ; TR T o
2 2r(2i + DI
2 2’L 1 a;
+Z 2 + 2)”
Notemos que, para ¢ = 0,
1 —1 !! 1 2 2
a0—27r( ) ap—T— = Tdo _ 2Mo _ 0.
p1 0! p1 2! p1 p1
Com isso podemos escrever essa soma comecando em ¢ = 1:
n/2 . . .
1. (20 —=1)N 9i1 (20 + 1! gic1. (20411
b(”); {“’pl B T N oy T NN g T
n/2 . . . . .
12— 26412 — 1)1 2i+1(2i — 1!
_4b ; 21—2¢ —
(p2)ip Lo |7 T Twrz awm aiva o
n/2 - .
(20— (=1  2i+1 22+1
—4b ; =)
(pz)wm; w 2 " 2it+2  '2i+2

3
~
DN =

[ L o (20— 1) (44 + 4
—4b ; 21—2( —
(pe)mpn ) airt™™ 55, 4+ 4

Il
—

%
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n/2

Entao My, é escrito como
n/2 i
(20 =111 5,
M) = w1 [ el () — 4b(p) 3 i Z D e ) (3.10)
i=1

Analogamente, obtemos Mas(p),

2m
My (p) = / [cos @ c(pa)uri (6, p) + pisend cosb ¢ (p2) + d(p2)
0

—c(p2)(cos? 0 b(py) — senf cos @ a(p? cos® )] df

o 0

= /0 [cos B c(p2) /o cos a(pi cos® P)dip + cos 6 c(pa)b(ps)
—cos? 0 c(p2)b(p2) + pisend cosb ¢ (p2)c(p2) + d(p2)

—cos? 0 c(p2)b(p2) + senf cos Oc(pe)a(p? cos® 0)]do

= —2c(p2)b(p2)m + 2md(p2)

= 2m(d(p2) — c(p2)b(p2)).

(3.11)

Entao, de (3.10) e (3.11) temos a expressao explicita de My (p) = (mp1(c(p2)b'(p2)—
n/2 .
(2= o,
4b(p2) Zmi%fﬁ %), 21 (d(p2) — c(p2)b(p2)))-
i=1

Tomando b(z) = 2" obtemos que Mas(p) é um polindémio em py de grau 2n — 1,

pois ¢(p2) tem grau n—1. Fixamos c e d tal que My (p) tenha 2n— 1 raizes reais nao-

nulas. Entao, para cada uma dessas raizes p, = po;, 2 = 1,...,2n — 1, consideramos
c(p2i)b' (pa2i . .
valores k; = % Escolhemos a’s tais que para cada i = 1,...,2n — 1, a
P2i
equacao
SURNC/ Rl
Zjaj 2411 “p?_z = k; (3.12)
: !
7j=1
tenha exatamente 7 —1 solugoes positivas simples, diga-se py;,, . . ., Pig ;- I[sso pode

ser visto ao notar que, tomando a; conveniente, o lado esquerdo da equagao (3.12)
pode ser tomado como um polinémio arbitrario em p?.

Portanto, o sistema (3.4) tem (2n — 1)(§ — 1) ciclos limites que tentem para a
orbita periddica r = py;;, 2 = po, i =1,...,2n—1,5=1,...,5 —1, quando ¢ tende

a Zero.
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3.1.2 Sistemas nao—autonomos

Nos exemplos anteriores apresentamos aplicagoes do método via equacgao variaci-
onal em sistemas autonomos. Nesta secao continuamos utilizando o mesmo método,

porém em sistemas nao—autonomos.

Um exemplo com d=1

Nessa secao estudamos o nimero de ciclos limites de uma equacao diferencial

polinomial nao—autonoma da forma

N N N
dr . 9 ) 5 )
= 5; fr (O 4 € ; fo ()7 + € ; fa; ()7 (3.13)

onde cada f; ; ¢ uma funcao real, suave, T-periddica na varidvel t, N > 0 e i,j =
1,...,N. Neste caso d = 1. Para isto usamos a Proposicao 2.2.1.
Introduzimos as seguintes notacoes. Dada duas fungoes f e g reais a valores reais

e integraveis, definimos
_ t —~ t s
Foyi= [ 106 as. i = [ (a9 [ s aw) as
0 0 0
Temos que sao validas as relagoes dadas pelo seguinte lema:
Lema 3.1.1. Sejam f e g fungoes reais, suaves e T—periddicas em t, t € [0,T], tais
T

que f(T) = §(T) =0. Se I = / g()(f(t))%dt, entio:

0

W [ roiws d -,
@ [ rwfa a-s,
@) [ awrie a3,

@pAf@ﬁwﬁz—L

@pAfmﬁ@ﬁza

Demonstracao. Usando o método de integracao por partes, temos
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W [ soiwae a=go T8 - [ a -2
@ [ rwfawd= [ 10 [ 16 [ ow)dvas &= Fo o))
- [ ioswat a=-(5) =5

/O F(HaFt) = - / g()(F(1)? dt = 1T,

T

© [ s a= [ 50 [ 16 [ s aw s = forio], -

0

FOFOFE) dt = — [ f@F0)FE) dt = —[F@&) FFDIT - / FFF() di] =

]

A proposicao a seguir nos da o grau das M]s associadas a equacao diferencial

(3.13) e nos garante quando essas fungoes possuem raizes reais simples.

Proposicao 3.1.3. Consideramos a equagao diferencial (3.13) com N > 3. Entao,
cada M;(p) € um funcgdo polinomial na varidvel p de grau mdximo N, 2N — 2 ou
3N — 3 quando 1 =1, 2, ou 3, respectivamente. Mais ainda, para N < 6, existem
escolhas adequadas das fungoes f; j(t) para as quais todas as raizes de M;(p) sdo

reais e simples.

Demonstragao. Utilizando a notagdo apresentada na Sec¢ao 2.2 temos que uy(t, p) =

N oot
Z/ f1;(s)p’ ds, dai, pela defini¢do de M, (p)
=070

M) = () =3 [ st
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cujo grau na variavel p é N.

Por definicao, para obter M;(p) é necessdario que M(p) = ... = M;_1(p) = 0.
Entao, para obter Ms(p) impomos que M;(p) = 0, ou seja, /T f1;(t)p’ dt =0, para
todoj=1,...,N. ’

Pela Proposicao 2.2.1 temos que

= [ (i husw D [ hsts)et ds)+ (3 feg(o) at

Notamos que o maior grau de Ms(p) é 2N — 1 e isso ocorre quando o grau de

ofi(t
](;1( ) é N — 1. O segundo maior grau de Ms(p) é 2N — 2,
0

ofi(t)
“dp

sao iguais a N — 1. Entao, podemos escrever

uy(t, p) é N e o grau de

que ocorre quando o grau de uy(t,p) é N e o de é¢ N — 2, ou quando o grau

df1(t)
80

Ms(p) / (/ fun(s dSP)(Nle()Nl)dt+

/0 (/ finls) ds p )((N_l)le—l(t) pN2) di+

[ (L s s ) (500 Q) =

(N/OTle f1N<>dt) N1
(-

f1N( ) Jin-a(t dt+N/ le () frn(t )dt) 2N-2

de uy(p) e de

Q2N73( )7
onde Qan_3(p) é um polindémio em p de grau 2N — 3. Como M;(p) = 0, temos que

o coeficiente de p*¥=1 em My(p) é zero, pois

/le /le ) ds dt /le dS/fuv
/le /le Yds dt =0

Ms(p) = ((N— 1)/0 fl,N(t>f1,N1(t)dt+N/0 fl,N1(t)f1,N(t)dt) PPNt
Q2n-3(p);

Portanto,

é uma funcao polinomial em p de grau 2N — 2.
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Para obtermos M3(p) impomos que Ms(p) = 0. Entao, usando também o fato

de que Mi(p) =0

/le /f1N1 Ydw ds —/f1N1 dw/le dw

//le ) dw fin-1(s) ds,
entao,

/ Cels) / e (w) dw ds = — /0 ' /0 () dw finoa(s)ds  (3.14)

O coeficiente de p?V =2 em M,(p) tem que ser nulo, e por (3.14), temos que

T
N/ Frvoa(t) fun (t)dt + ( —1/ fin () frn-a(t)dt
—N/ fun—1(t) fin(t dt+N/ fina(t) fin(t) dt — /Tfl,N—l(t)fl,N(t) dt =

/ fin- 1( ~1, dt = 0.

A Proposigao 2.2.1 nos diz que

st = [ (G000 + 2Dt )+ 2200+ i) )t

(3.15)

onde,

ui(t,p) = (i::/ot fu;(t) dt Pj>2,
= (N /O ' () fin(t) dt> PNl 4 ((N —1) /0 ) Fin(®) fina(t)dt

+N/ fl,N—l(t)fl,N(t)dt) PN 72+ Qan—s(p),
0

ofi) Ny =
9 —Z fri)p
9 f1(t)

_1 —2
ap fl_] I

an i
i

f3(t)
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Para encontrar Mj(p) prosseguimos da mesma maneira que para obter Ms(p) e

chegamos na expressao

Ms(p) = [W/O fl,N(t)<f1,N<t>>2+N2/0 f1,N(t)f1,Nf1,N(t)dt PPN 24

[N(N 1) [ A Of ) a0 e

(N — 1)(N —02) T

2 /0 (fLn (@) frn—1(t) di+

—_——

T ~ T ——
N? / Fon(®) Fun fna(t) b+ N(N — 1) / v (8 fow Fon () di+
0 T 0
N(N — 1)/ fl,N(t)fl,Nflfl,N(t) dt} PPV 73+ Qsn_a(p),
0

onde Q3n_4(p) é um polindémio de grau 3N — 4 na varidvel p.
T —_ N —
Do Lema 3.1.1 temos que / fin(@) finfin(t) = 0. Utilizando o método de
0

integragao por partes, temos também que

[so([s0a) @ = [ 100 ( [0 ds)ﬂ

0

= ([ 0 d8>2f(t) .
[ ([ e ds)2 dt =0

Portanto, o coeficiente de p*V=2 em Ms(p) é zero.

Logo,

Usando o Lema 3.1.1, temos que o coeficiente de p*>V =3 em Mjz(p) pode ser escrito

COINo:

N(N — 1) <_—I) + (N_1>2(N_2>1+N2 (g) +ON(N - 1) (é) +ON(N —

S [ AU

e entao,

M) = (255 [ fuv s ) 97+ Qus sl

Notamos que é possivel encontrar funcoes fi n e fiy—1 tais que

/0 Fin_1()(fin(t)? dt #0
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e a condic@o (3.15) é satisfeita. Isso conclui a primeira parte da demonstragao.

Para provar que as fungoes M;(p) podem ser escolhidas arbitrariamente, tomamos
f1.;(t) = aj + B; cost + v;(sen’t — 1/2),
f2j(t) = d; +njcost, e
f33(t) = A,
onde o, B, v, 0j, 1, € A; sao nlimeros reais arbitrdrios, 7 =0,...,N —1, e
fin(t) = ax + sen*t + ¢sent — 3/8,
fan(t) = 6y + sent, e
fs.n(t) = An é uma constante real arbitraria,
onde ay, Oy € ¢ sao nimeros reais.

Todas essas funcoes sao 2m-periddicas. Por conveniéncia, apresentamos os de-
talhes apenas para o caso N = 3. Os outros casos sao semelhantes. A fim de
simplificar nossos cdlculos, tomamos 5y = 1 = 79 = 0.

Pela Proposicao 2.2.1, obtemos

3
My(p) =21 aip,
=0

= %Pél + 830 + 02p° + 1p + do,

Ms(p)
Ms(p) = p® + (12882 — 2)p° 4 (5y1 + 51285) p* + (=472 +1024)3) p* + 1024 M9 +

Lembramos que para obter a expressao de M3(p) é necessério ter Ms(p) = 0.
Para essa condicao estar satisfeita é necessario que (¢ = 0, e dai temos fixado
¢ = 0. Para terminar a demonstragao, observe que os coeficientes de M (p) e Ma(p)
podem ser escolhidos arbitrariamente. Adicionalmente, ao tomarmos (3, tal que
12833 — 2 =0, M3(p) é um polindmio monico arbitrério de grau seis e sem o termo
p°. Por meio de uma translacao conveniente, é facil ver que qualquer polindomio de
grau seis pode ser escrito dessa forma. Assim, para coeficientes adequados de M3(p),
bastando tomar as f;; adequadamente, é possivel obter Ms(p) com 6 zeros simples,

como queriamos demonstrar. O
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Um exemplo com d=2

Consideramos um sistema de equagoes de Abel generalizadas

{ = a(t)r* +ef(t)r"s™, (3.16)

"= b(t)s* +eg(t)rPs?,

onde m, n, p e ¢ sao inteiros positivos tais que n+m >3, p+qg > 3,¢ea, b, f, g
sao fungdes polinomiais trigonométricas (ou seja, polindémios de seno e cosseno da
varidvel t) T—periddicas.

Para cada p = (p1, p2) € R? denotamos por ¢y(t, p) a solugao da equacao (3.16)
para € = 0, tal que (0, p) = p = (p1, p2). Nesse caso

P1 P2
ot = (= =)

t t

onde A(t) = / a(s) dse B(t) = / b(s) ds. Assumimos que A(T) = B(T') = 0 para
0 0

assegurar que o sistema nao-perturbado possui um continuo de orbitas periddicas.

Antes de aplicar o Teorema 2.2.1 notamos que

1
Dypolt,p) = | (=AW (1)
0 (1= B()m)?
o[ A=A)p)? 0
(ngpo(t,p)) = ( 0 (1 . B(t)p2)2 ) :
Entao,
Ml(p) = n m
P1 P2
/T - AWp? 0 o) (1 = A(tm) (1 = B<t>p2) »
0 0 (1— B(t)ps)? o) p1 ? p2 ‘
1= A(t)p 1 — B(t)p2
— f(#)
_ pm?A(LﬁWMJHO—B@det

ﬁ%l (1— A(t)p1)P(1 — B(t)p)i-2 (3.17)

Estudamos o caso particular do sistema (3.16) na Proposicao 3.1.4. Neste caso,

tem-se 4 ciclos limites que permanecem quando & # 0.



Cap. 3 3.1. Aplicagoes do método via equacdo variacional 87

Proposicao 3.1.4. Existem sistemas da forma

7' = cos(t)r? + e(Fy + Fy sen(t) + sen?(t))rs?, (3.18)
s' = cos(t)s* + e(G1 + Gy sen(t) + sen?(t))rs, |
onde F; e G;, para v = 1,2 sao constantes reais e € é suficientemente pequeno, que

possuem quatro ciclos limites.

Demonstragao. Identificando (3.18) com os termos de (3.16) temos m = 2, n = 1,
p=2eq=1. Além disso, f(t) = F} + Fysen(t) + sen®(t), g(t) = G1 + Gy sen(t) +
sen?(t), a(t) = b(t) = cos(t). Denotamos F' = (F}, Fy) e G = (G1,Gs). A fungao
M (p) = (Mi1(p), M12(p)) associada ao sistema diferencial (3.18) é obtida a partir
de (3.17)

o, 77 (Fi + Fysen(t) + sen®(t))(1 — py sen(t))

V)= o (1~ pasen(l))? o
o, T (G + Gosen(t) + sen?(t))(1 — pysen(t))

M12(p) = 0102/0 (1 o sen(t))2 dt.

Portanto, assumindo que |p;| < 1 e |p2| < 1 temos,

2mp
M (p) = ,02(1_—;2)3/2(PF(P17 p2) + Qr(p1, p2)\/1 = p3),
2
2mp
Mz (p) = /)1(1_—:2))3,/2(130(01, p2) + Qclp1, p2)v/1 — pi),
1

onde

s

r(p1, p2) = 2p1 — p2 — 3p193 + 203 + (03 — p1p3) F1 + (p1p2 — 2193 + p3) Fa,
Qr(pr,p2) = =2p1+ p2 + 2p105 — p3 + (—p1p2 + p1p3) P,
Pa(p1; p2) = 2p2 = p1 = 3p2pt + 207 + (o7 — p2p1)G1 + (p2p1 — 20207 + p1) G,
Qr(p1; p2) = =2pa + p1+2p2p% — pi + (—=papr + pap?) G
Notamos que, se p; = 0 entao Miq(p1, p2) = 0 para todo ps, e se po = 0 entdo
M5 = 0 para todo p;. Portanto, as solucoes simples do sistema

(L—p)*? (1—pH)>?

M =0
27y H (,0) ’ 272

Mys(p) =0 (3.19)

em D := {(p1,p2) € R? : |p1] < 1,|pa| < 1, p1p2 # 0} dao origem a ciclos limites do

sistema (3.18), para |e| suficientemente pequeno.
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Os zeros simples do sistema (3.19) em D sao os zeros simples do sistema polino-
mial:

QF(p1,p2)(1 = p3) = 0, (3.20)
0

-
— Q& (p1, p2)(1 = pi) =
no mesmo dominio.

Para diversos valores de F' e G o sistema (3.20) tem uma solu¢do em D. Por

exemplo, fixamos F = F = (=1/2,-1/10) e G = G = (—3/5,3/10). Para esses

valores o sistema (3.20) se escreve como:

G1(p1; p2) 1= P2(p1, p2) — Q%(p1, p2)(1 — p3)
$2(p1, pa) := PZ(p1, p2) — Q%(p1, p2)(1 = pi)

0,
0,
Utilizando o software Mathematica 7.0 encontramos 10 raizes para esse sistema,

dentre as quais somente 4 sao raizes de M;(p). O valor aproximado destas raizes

com 50 casas decimais sao
p1=(-0.89846847915776946838560567934669833816209810626797,
0.21875505073688296129334864785202155858216776824718),
p2=(-0.93810747940775073614634802187956144436222926534309,
-0.73879419676660777943438518355397023429523621646177),
p3=(0.29908017799555348219747143203687448231883554528328,
0.11405407225599664299254340771279221090352966661631),
p1=(0.43017208549428521876194620500540340802189035855994,
0.40830711943739738040906466978330143500508191727263).

Usando a Proposicao 2.2.2, e novamente com o auxilio do software Mathematica

7.0, temos que essas raizes sao todas simples. O

3.2 Aplicacgoes do método via Reducao de Lyapunov-

Schmidt

Consideramos a equagao diferencial de terceira ordem

2" — pa" + 2" — pr = eF(x, 2, 2"), (3.21)
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onde as varidveis x e t e os parametros p e € sao reais, € é suficientemente pequeno,
e a funcao F : Q — R é de classe C?, sendo 2 um subconjunto aberto de R3. Esta
equagao, para o parametro u # 0 e u = 0, foi estudada por J. Llibre e L. Roberto
em [14]. Neste trabalho é analisado o nimero de ciclos limites via Teorema 2.1.5
para o caso i = 0 e via Teorema 2.3.2 para o caso i # 0. Nesta se¢ao estudamos o

caso i # 0.

Equacao diferencial de terceira ordem com p # 0

O Teorema 3.2.1 nos da condigoes para que a equacao diferencial (3.21) possua

um ciclo limite para e préximo de zero.

Teorema 3.2.1. Consideramos a equagdo diferencial (3.21) com p # 0. Parae # 0

suficientemente pequeno e para cada zero simples v da fungao
1 2T
F(ro) = —/ F(A,B,C)cosfdo,
2m Jo

onde
4 ro(cos 8 + p send) B ro( senf — p1cosf) O ro(cos 8 + p send)
- 1+ p? T 1+ p? T 1+ p? ’

a equagao diferencial (3.21) possui uma solug¢ao periddica x.(t) que tende para a

solucao periodica
r(cost + p sent)

de 2" — px” + 2’ — pxr =0 quando ¢ — 0.
Demonstra¢ao. Primeiramente escrevemos a equagao diferencial (3.21) na forma de

sistema diferencial considerando y = 2’ e z = 2”. Assim (3.21) é equivalente ao

sistema de equacoes diferenciais no aberto Q C R3.

Y =z, (3.22)
Z=—y+p(r+z)+eF(n,y,2).

Quando € = 0, em (3.21), denominamos este sistema nao—perturbado. O seu

Unico ponto singular é a origem, cujos autovalores associados sao i, —i e pu. Consi-

derando a mudanga de varidveis linear (X,Y, Z)T = C(z,y, 2)* com

C=\| —u 1 01,
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Cap. 3

transformamos o sistema diferencial (3.22) em um novo sistema que possui sua parte

linear na forma normal de Jordan

X' =-Y +eF(X,Y, 2),
(3.23)

Y = X,
7' =uZ —eF(X,Y, 2),

onde ﬁ(X,Y,Z) = F(A, B,C) sendo
XA Zpy o Y-p(X+2) X+ pY —pZ)
1+p2 7 N 1+ p? ’ N 1+ p? '

Agora, nas coordenadas cilindricas (r, 0, Z) do R?, onde X = rcosf eY = rsenf,

o sistema diferencial (3.23) é escrito como
(
r=eG(r,0,7)cos,

6,:1_8(;(7‘,0, Z)sene, (3.24)
r

7'=uZ —eG(r,0,72),

\

onde G(r,0,7) = F(rcosf,rsend, 7).
Mudando a varidvel independente de ¢ para 6 o sistema diferencial (3.24) se torna

d
r = d—g =eG(r,0,7)cosl + O(e?),
dz Zsenf) —r (3.25)
Z'= o =pZ+ 5%(}(7“,0, Z) + O(?).
Entao, para u # 0, o sistema (3.25) pode ser escrito como
x' = Fy(0,x) + eF1(0,%,¢) + O(e?), (3.26)
onde
G(r,0,7)cost
r 0
X = aF0(97X): 7F1(97X75):
A A 7 —
H 1z senfl ere’ 2)
r

Vamos estudar as solugoes periddicas do sistema (3.26) usando o método via
Reducao de Lyapunov-Schmitd, em particular o Teorema 2.3.2. Primeiramente va-

mos procurar por solucgoes periddicas do sistema nao—perturbado

x' = Fy(0,x).
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Notamos que essas solugoes periddicas sao

(r(8), Z(0)) = (ro,0),

para cada ry > 0, ou seja, essas solucoes periédicas moram no plano Z = 0 para o
sistema (3.24). E claro que todas essas solucdes periédicas nas coordenadas (r, Z)
sao 2m—periddicas na variavel 6.

No Teorema 2.3.2 vamos considerar k = 1 e n = 2. Seja r; > 0 arbitrariamente
pequeno e ry > 0 arbitrariamente grande. Entao vamos tomar o subconjunto aberto
e limitado V' C R como V = (ry,13), a =19 € Ve f: [r1,rs] — R é definida tal

que B(rg) = 0. O conjunto Z é
zZ= {ZVO = (T070)7T0 S [T17T2]}-

Claramente para cada z,, € Z podemos considerar a solugdo 2r—periddica x(0) =
Z,, = (10,0).

Computando a matriz fundamental M,, (¢) do sistema linear diferencial (2.43)
associada a solugdo 2r—periodica z,, = (o, 0) tal que M,, (0) é a matriz identidade

do R?, temos que

10
M(0) = My, (0) =
0 el
Notamos que a matriz M () ndo depende da 6rbita periddica particular z,,. Uma

vez que a matriz

0 0

M10) — M~ (27) =
0 1—e 2

nao é identicamente nula, pois p # 0, ela satisfaz a hipdtese do item ii) do Teorema

2.3.2, e agora podemos aplicar esse teorema para o sistema (3.25).
Seja IT : R? — R a projecao II(r, Z) = r. Calculamos a fungao (2.45)
1 27
F(ro) = —/ F(A,B,C)cosfdb,
2m Jo
onde A, B e C sao definidas no enunciado do Teorema 3.2.1. Entao, pelo Teorema

2.3.2 temos que para cada zero simples r§ € [ri, 2] da fungdo F(rg) temos uma

solugao periddica (r.(0), Z.(0)) do sistema (3.25) tal que

(r-(0), Z.(0)) — (r5,0) conforme e — 0.
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Voltando pela mudanca de coordenadas, temos uma solucao peridédica

(re(t), 0:(t), Z-(t)) do sistema (3.24) tal que
(re(t),0-(t), Z(t)) — (r5,t,0) quando & — 0.

Consequentemente obtemos uma solucao periddica (X.(t), Yz(t), Z.(t)) do sistema

(3.23) tal que
(Xc(t),Y:(t), Ze(t)) — (rycost,rysent,0) quando & — 0.

Portanto, uma vez que
X+ Z+pY

14 p?

temos uma solugao periddica (x(t), y-(t), z.(t)) do sistema (3.22) tal que

Tr =

, (3.27)

r(cost + prsent)

xe(t) — quando & — 0.

14 p?
ro(cost + psent ) - s ~
Notamos que x(t) = — ol T /; ) nos déa uma solucgao periddica da equacao
]
diferencial linear " — pz” + 2’ — px = 0. Com isso temos provado o Teorema 3.2.1.

]

Na secao a seguir, apresentamos exemplos onde se aplica o Método da Média

padrdo. Em particular, apresentamos o estudo da equagao (3.21) quando p = 0.

3.3 Aplicacao da Teoria da Média

Equacao diferencial de terceira ordem com p =0

Teorema 3.3.1. Consideramos p = 0 na equagdo diferencial (3.21). Se existe

(ro, Zo) tal que

fl(To, Zo) = 0, f2(7”0, Zo) = 0 € det <%) (To, Z()) 7é 0,

entdo a equacao diferencial (3.21) com p = 0 possui uma solugdo periddica x.(t)

que tende para a solugcdo periodica

x(t) = —rocost — Zy,

"

de 2" + 2’ =0 quando ¢ — 0.
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Demonstracao. Semelhante ao feito na demonstragao do Teorema 3.2.1 temos que

o sistema (3.25) com p = 0 é escrito como

o % = cG(r,0,Z) cosf + O(e?),
" (3.28)
7' = =5 = —<G(r,0,2) + O(c?),

com (r,Z) € D C R* e D um subconjunto aberto em R?,

Notamos que o sistema (3.28) estd na forma padrao para aplicarmos o Teorema

2.1.5. Entao, o sistema diferencial médio é
(', 2') = eg°(r, Z), (3.29)

onde

2T
P, 2) = % / (Gr,s,Z) cos s, G(r, s, 7)) ds. (3.30)
0

Pelo Teorema 2.1.5 para cada ponto singular p = (rg, Zy) do sistema (3.29) tal
que
# 0, (3.31)

dq° )
det (—
0(r.2) ) v, 2)=p

existe uma solucao 2w —periddica (r-(0), Z.(#)) do sistema (3.28) tal que (r.(0), Z.(0)) —

p quando € — 0. Notamos que (3.31) é equivalente a

ao (25 1, 2 00,

onde fi e fy sao funcoes definidas por

1 2T
fl(To,Zo)Z—/ F(a, B,7) cosfdb,
2m J,

1 2T
falra Z0) = o= [ Fa,5,2)d0,
T Jo
com
a=—Zy—rgcost, [ =rgsend, v =rgcosb.

Voltando pela mudanga de coordenadas, a solugdo 2w —periodica (r.(6), Z.(6))
do sistema (3.28) nos d4 uma solugao periédica (X (t), Yz(¢), Z-(t)) do sistema (3.22)

com p = 0 tal que

(X:(t),Y(t), Z:(t)) — (rocost,rosent, Zy) quando & — 0.
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Portanto, de (3.27) temos uma solugao periédica (z.(t), y-(t), z-(t)) do sistema (3.22)
tal que

xe(t) = —rocost — Zy quando & — 0.

O que prova o Teorema 3.3.1. O]

Um exemplo planar com mudanga de variavel

A seguir apresentamos um exemplo retirado do artigo [1], onde aplicamos a
mudanca de varidavel do Teorema 1.2.1 e depois o Teorema da Média de primeira
ordem.

Consideramos o sistema diferencial quadratico

/o 2
{ v yte (3.32)

/

Yy =x+xy
cuja origem é um centro isdcrono, e que possui uma integral primeira dada por

2% 442
H(z,y) = m,
como apresentado em [9].

Na notagao do Teorema 1.2.1 temos que h. = 0, hy = 1 e a funcao p é dada por

R

T~ Rsony’ para todo 0 < R < 1le ¢ € [0,2m).

p(R, @) =

Consideramos perturbagoes da forma

(3.33)

/

¥ = —y+2*+ep(z,y)
y =z+ay+eq(n,y),

onde p(z,y) = a1y — asx”® + (2a2 + as)zy + agy® e q(x,y) = ary + axx® + asxy — agzy?®,
com ay,as,...,as € R.
Entao, a equagao correspondente a equacao (1.26) fica da seguinte forma

dR _ galR + a(p)R% + b(p) R?
dp 11— Rsen(p) +ec(p)R’

(3.34)

onde

a(p) = (—2a1 + 3az + as) seny + (ag + ag) cos p + (—4das — as) sen’p
+(—a3 — a4 — ag) cos®(p),

b() = a1+ ay + (—a; — 2as) cos® ¢ — ay cos Y seny,

c(¢) = (az + ayq)senp + (—3as — as) cos p + (—az — ag — ag) senp
+(4ag + as) cos® .
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Expandimos a equagao (3.34) em série de Taylor em torno de € = 0 e obtemos
dR

e eFi (¢, R) + 2G(p, R, ¢), (3.35)
Ond; ooy BT AR B
. Wit = 1 — Rseny
Glo R.e) = — [a1 R + a(p) R? +b(p) R¥Je(p) R

(1 — Rseny)(1 — Rsenp + ec(p)R)’
Temos que a equagao (3.35) estd na forma para se aplicar o Teorema 2.1.5. A

fungao média para esse problema f°: (0,1) — R é dada por

a1z + alp)22 + b(p)23
fO(Z) _ / 1 : (_90) (90) dg&.
0 Z seny

Computando essa integral obtemos

1
o) = ST (2a22* + (6az + a5 — 2a1)22V/1 — 22 — (10as + 2as) 2>

—(2a5 + 8a2)V'1 — 2% + 8as + 2as) .

Tomando uma nova variavel £ € (0, 1) definida por z = /1 — £2, obtemos
1
foV/1—-¢2) = m(l — &) (2a2€” + (2a1 — 4as — a5)& + 2a1 + 2a2 + as) -

Notamos que z € (0,1) é um zero de f° se, e somente se, £ € (0,1) é um zero da
fungao polinomial g(&) = 2a2€%+c1€+cy, onde ¢; = 2a;—4as—as e ¢y = 2a;+2as+as.
Entao, podemos concluir que o nimero de zeros de ¢ no intervalo (0, 1) é no maximo
2, o que implica que o niimero de zeros de f° é no méaximo 2. Portanto, o método
garante a exiténcia de até dois ciclos limites bifurcando do anel periédico do sistema
(3.32).

) ) 3 1 17
Se consideramos o caso particular em que a; =

—, a3 = — e a5 = —, entao

32 2 760 16

1O possui dois zeros simples Z; = 0.968246 e Z, = 0.866025. Como di(il) = 0.375
z

df°

e d—(%g) = —0.125 entao os pontos singulares hiperbdlicos z; e Z; sao, respectiva-
z
mente, instavel e estavel. Portato, pelo Teorema 2.1.6, a orbita associada a Z; é

instavel e a associada a Zs é estavel.

Agora, se no sistema (3.32) tomamos a mudanga de coordenadas polares usual
(r,0) e consideramos 6 como variavel independente, o sistema é escrito como
d
d—g = r(e(day + r(das + as) sen(36) — r cos(30)(az + as + ag)
+asrsend) + rcos0(e(—3az + ay + ag) +4))/ (3.36)
re((4as + as) cos(36) + senf(as + as — 3ag)

+sen(30)(as + a4 + ag) — as cos ) + 4
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Assim como procedemos na Proposicao 3.1.1, temos que a solugao do sistema

nao—perturbado ¢ dada por

900(87 p) = L?
1 — psens
derivando em relagao a p obtemos
Dygo(s.0) = 7
S’ = 9
pPOLE P (1 — psens)?
e a expressao de fi(s,p) é
f1(s,p) = sens(agp® cos? s + ajpsens + ayp? cos s sens — asp® sen?s)

+ cos s(aypcos s — azp?® cos? s + (2as + as)p?® cos s sens + agp? sen?s)

2

—pcos s(cos s(agr? cos? s + ajpsens + ayp® cos s sens — ayp® sen’s)

—sens(apcos s — azp? cos® s + (2ay + as)p?® cos s sens + agp?® sen?s)).

Se consideramos as = ay(—4 + p?) entao, aplicando o Teorema 2.2.1, temos que

a expressao de M (p) é dada por

Mifo) =—%((2aw+w— (Ve -2)
+a2<(6—5 L) +a( /s —2) + p)))

Dai, se tomarmos a; > 0 e ay > 0 entao as raizes de M;(p) sdo p, = —

RN

P2 =

Vaya
NG

, e ambas sao simples. Portanto, com as consideracoes feitas, temos

que a equagao (3.36) possui dois ciclos limites.



Referéncias Bibliograficas

[1]

2]

[10]

[11]

A. BuicA, J. LLIBRE, Averaging methods for finding periodic orbits wvia
Brouwer degree, Bull. Sci. Math. 128 (2004), no. 1, 7-22.

A. BuicA, J. FRANCOISE, J. LLIBRE, Periodic Solution of Nonlinear Periodic

Differential Systems With a Small Parameter, Commun. Pure Appl. Anal. 6
(2007), no. 1, 103-111.

B. CoLL, A. GAsuLL, R. PROHENS, Periodic Orbits for Perturbed Non—
Autonomous Differential Equations, Bull. Sci. Math. 136 (2012), no. 7, 803-
819.

C. CHICONE, Ordinary Differential Equations With Applications, Texts in Ap-
plied Mathematics 34, Springer-Verlag, (1999).

C. CHICONE, Lyapunov—-Schmidt reduction and Melnikov integrals for bifurca-
tion of periodic solutions in coupled oscillators, J.Differential Equations 112
(1994), 407-447.

F. DUMORTIER, J. LLIBRE, J. C. ARTES, Qualitative Theory of Planar Dif-
ferential Systems, Universitext, Springer-Verlag, (2006).

F. VERHUST, Nonlinear Differential Fquations and Dynamical Systems, Uni-
versitext, Springer-Verlag, (1996).

H. COHEN, A course in computational algebraic number theory, Graduate Texts
in Mathematics, 138, Springer-Verlag, Berlin, (1993).

J. CHAVARRIGA, M. SABATINI, A Survey of Isochronous Centers, Qualitative
Theory of Dynamical Systems 1, (1999) 1-70.

J. HALE, Ordinary Differential Equations, Wiley-Interscience, (1969).
J. PALis, W. MELO, Introducao aos Sistemas Dinamicos, Projeto Euclides,

IMPA, (1978).

97



Cap. 3 Referéncias Bibliograficas 98

[12] J. SOTOMAYOR, Li¢oes de Equagoes Diferencais Ordindrias, Projeto Euclides,
IMPA, Rio de Janeiro, (1979).

[13] L. PERKO, Differential Equations and Dynamical Systems, Texts in Applied
Mathematics 7, Springer-Verlag, New York, (1991).

[14] L. ROBERTO, J. LLIBRE, On the Periodic Orbits of the Third-Order Differen-
tial Equation " — px" + ' — pxr = eF(x, 2, 2"), Appl. Math. Lett. 26 (2013),
no. 4, 425-430.

[15] W. HIrRSCH, S. SMALE, L. DEVANEY, Differential Equations, Dinamical Sys-
tems, and Introduction to Chaos, 2nd ed. Elsevier. (2004).



