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Resumo

Consideramos dois casos principais de bifurcacao de érbitas periddicas nao hiperbodlicas
que dao origem a ciclos limite. Nosso estudo é feito para sistemas lineares por partes
com trés zonas em sua férmula mais geral, que inclui situagoes sem simetria. Obtemos
estimativas tanto para a amplitude como para o periodo do ciclo limite e apresentamos

uma aplicagao de interesse em engenharia: sistemas de controle.

Palavras chave: Ciclos limites, campo de vetores planares, sistemas lineares

por partes.



Abstract

We consider two main cases of bifurcation of non hyperbolic periodic orbits that give
rise to limit cycles. Our study is done concerning piecewise linear systems with three
zones in the more general formula that includes situations without symmetry. We obtain
estimates for both the amplitude and the period of limit cycles and we present applications

of interest in engineering: control systems.

Key words: Limit cycles, planar vector field, piecewise linear systems.
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Introducao

O uso de aproximagoes lineares é cada vez mais usual no estudo de problemas da enge-
nharia. Frente a isso, é cada vez mais importante a necessidade de recorrer a modelos nao
lineares para dar uma explicagao rigorosa da complexidade dinamica que apresentam os
sistemas fisicos na pratica. Neste sentido, a andlise de sistemas nao lineares tem recebido
forte impulso nas iltimas décadas gracas a consolidagao da moderna teoria geométrica e
de bifurcagoes de sistemas dinamicos.

Quando os fendmenos que consideramos tem carater local, as aproximacoes polinomiais
aos sistemas nao lineares frequentemente dao excelentes resultados. Todavia, para os
fenomenos de carater global, surgem algumas dificuldades. Os problemas sao de maior
dificuldade computacional. Quase sempre necessitamos recorrer ao uso combinado de
técnicas analiticas e numéricas que permitam dar o salto do local ao global. As apro-
ximagoes polinomiais das nao linearidades presentes no modelo, frequentemente nao sao
boas do ponto de vista global: em especial, quando consideramos sistemas que tem zonas
de funcionamento claramente diferenciadas (por exemplo, sistemas eletronicos com uma
zona ativa e zonas de corte, sistemas de controle com saturagao ou com limitagoes nos
atuadores, etc).

Quando modelamos os problemas mediante sistemas lineares por partes conseguimos
eliminar em parte as dificuldades antes mencionadas. Na andlise destes sistemas a dis-
tingao entre os fenomenos locais e globais desaparecem e apesar das dificuldades computa-
cionais nao diminuirem apreciadamente, podemos compreender melhor a dinamica global,
que resulta da consideragao conjunta de sistemas lineares (cuja dinamica é perfeitamente
conhecida). Além do mais, por meio de sistemas lineares por partes conseguimos explicar

melhor certos fenomenos observados na pratica que em geral nao podem ser explicados



com aproximagoes suaves.

Neste trabalho, nosso interesse é centrado em uma classe suficientemente geral de
sistemas planos lineares por partes e na analise matematica dos fenomenos que explicam
a aparicao de ciclos limites. Nosso objetivo primordial é caracterizar a aparicao dos ciclos
limites que surgem de 6rbitas periodicas nao hiperbdlicas em dois casos principais: quando
se trata de uma érbita periddica no infinito, ou seja, o equador da esfera de Poincaré, e
a situacao correspondente a existéncia de centros cuja configuracao esté limitada a uma
das zonas lineares que definem a dinamica global.

Vamos agora descrever brevemente a estrutura deste trabalho. Nos capitulos 1 e 2
sao abordados pré-requisitos para o estudo proposto: fundamentos da teoria qualitativa
e o estudo de sistemas lineares planares. No Capitulo 3 obtemos a férmula canonica de
Liénard para os sistemas lineares planares com trés zonas, estudamos suas propriedades
genéricas quanto aos equilibrios e definimos algumas sub-familias de certo interesse. No
Capitulo 4, abordamos o estudo dos ciclos limites que podem surgir a partir da érbita
periddica no infinito. Primeiramente, usamos a transformacao de Bendixson, que é equiv-

. i sin 0 cos
alente a de Poincaré, dada por u = , U= —
r

, que leva o sistema que antes
era definido no plano para o cilindro, assim a base do cilindro passa a ser o infinito corre-
spondente ao equador da esfera de Poincaré. Estabelecemos condicoes para que tenhamos
uma érbita periddica no infinito. Usamos a aplicacao de Poincaré h para o estudo de
hiperbolicidade da érbita peridédica no infinito e fizemos os calculos da primeira e segunda
derivada de h. Vimos que surge uma bifurcacao transcritica a partir do ponto do infinito,
fato fundamental para a demonstracao do nosso primeiro teorema sobre bifurcacao de ci-
clos limite a partir da érbita periddica no infinito. Particularizamos esse teorema a certas
sub-familias descritas no Capitulo 3. No Capitulo 5, analisamos o caso de bifurcacao de
6rbita periddica nao isolada (na parte finita). Surge um ciclo limite estavel a partir de
uma érbita periédica nao hiperbélica na parte finita que ocupa a zona central (neste caso,
o fenémeno nao depende das 3 zonas de interesse e sim de 2 zonas que sao as da esquerda
e a central). Esta parte do estudo é um pouco mais trabalhosa, pois exige conhecer dois
teoremas importantes para sistemas na forma de Liénard que sao os teoremas de Coppel

e Filippov e serao tratados no Apéndice A. No Capitulo 6 apresentamos uma aplicacao



em circuitos elétricos: sistemas de controle.

Para finalizar, vejamos o seguinte exemplo com caréter ilustrativo de um ciclo limite
que bifurca de uma érbita periédica nao hiperbodlica na parte finita.

Considere o seguinte sistema linear por partes

T -3 -2 -1 x
= + , para x < —1, (1)
Y 0 1 0 Y

x 1 -1 T
= , para x> —1.
Y L0 Y

Aplicando os resultados do Capitulo 5, vemos que este sistema possui um tnico ciclo

limite estavel que bifurca de uma orbita periddica nao hiperbdlica na parte finita. O

retrato de fase do sistema é mostrado na Figura 1
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Figura 1: Retrato de fase do sistema (1) e sua respectiva fronteira z = —1. Observe a existéncia de um

ciclo limite estavel.



Capitulo 1

Fundamentos da Teoria Qualitativa

Neste capitulo apresentamos alguns pré-requisitos relacionados a teoria qualitativa das
equacoes diferenciais ordinarias para nosso estudo de sistemas lineares por partes. Tal

estudo teve [16] como referéncia.

1.1 Sistemas Dinamicos

Definigao 1.1.1. Um espacgo estado X, um conjunto de indices T e um operador ¢

definem um sistema dindmico se

(z) = z, VreX, (1.1)
o (x) = ¢*(d'(x)) Vre X, tseT. (1.2)

O conjunto de pontos {¢'(z),t € T} é chamado de trajetéria ou érbita por x.

Observacoes.
e Pelas propriedades (1.1) e (1.2) {¢' : t € T} é um semi-grupo.

e Quando o sistema dinamico for inversivel (definido unicamente para t < 0 e também
para t > 0), entdo temos a seguinte propriedade em consequéncia das equagoes (1.1)
e (1.2)
Pt =id.

10
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Definigao 1.1.2. Um sistema dinamico que satisfaz (1.1) e (1.2) € dito suave de indice
r, ou C", se as primeiras r derivadas de ¢ com respeito a x existem e sao continuas para

todo x € X.

Definicao 1.1.3. Um conjunto invariante de um sistema dinamico (1.1) e (1.2) é um
subcongunto A C X tal que se xq € A, entdo ¢'(xg) € A, para todo t € T. Um conjunto

invariante que € fechado e limitado é chamado de atrator se:

1. para toda vizinhancga suficientemente pequena U C X de A, existe uma vizinhanga

V de A tal que ¢'(x) € U, para todo x € V e para todo t > 0, e

2. para todo x € U, ¢'(x) = A, quando t — +o0.

Definigao 1.1.4. O dominio de atragcdo (ou bacia de atracdo) de um atrator A € o

conjunto mazximal U para o qual z € U implica ¢'(x) — A, quando t — +oo.

Definigao 1.1.5. Um ponto p é um ponto w — limite de uma trajetdria ¢'(zq) se existe
uma sequéncia de tempos t; < ty < ..., com t; — oo quando i — oo tal que ¢'(xg) — p
quando t; — oo. Um ponto p é um ponto o — limite de uma trajetoria ¢'(xy) se existe
uma sequéncia de tempos t; >ty > ..., com t; = —o0 e ¢'i(xg) — p. O conjunto w —
(a—) limite de x¢ € o conjunto de todos possiveis pontos w — (a—) limite. O conjunto de
todos pontos w—Ilimite (ou pontos a—limite), para todo xo € X €é chamado conjunto w—

limite (ou conjunto o — limite) do sistema. Tal conjunto é fechado e invariante.

1.2 Equagoes Diferenciais Ordinarias (fluxos)

Dado um sistema de equagoes diferenciais (E.D.O)
t=f(z), ze€DCR" (1.3)

em que D é um dominio, entao {X, T, ¢'} define um sistema dinamicose X = DeT =R
e colocamos ¢'(x) = ®(z,t) como sendo o operador solu¢ao ou fluxo que toma suas

condicoes iniciais x e leva para suas solugoes no tempo t:

)
5,2 t) = f(®(x.1) , 0(2,0) = (1.4)
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Observacoes.

e Se f é de classe C"! para r > 2, entao (1.4) implica que o fluxo é de classe C", ou

seja, o sistema dinamico é C", desde que f seja uma derivada de .

e Note que nao incluimos acima a possibilidade de o campo de vetores f depender
explicitamente de ¢t. Porém, tal sistema pode ser tratado no caso mais geral per-
mitindo que o tempo seja adicionado ao estado dinamico. Em muitos exemplos o

tempo aparece periodicamente. Vamos olhar para o retrato de fase do cilindro.

Exemplo 1.2.1. (Sistema periodicamente for¢ado). Considere o sistema for¢ado

ji+2¢0 4+ Kp = acos(wt)

Se X =R x S' CR3 com 23 =t mod (27/w), obtemos

T = Iy
¥y = —Kux; —2(xy + acos(wzxs)
r3 = 1

XS / identificacao K ;/\“/
NGl
21/m T *
Xz )\)\. “
‘\\_/)/
X4 X,
X2
X3

Figura 1.1: Referente ao Exemplo 1.2.1.

)
.
\>\ —o
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Vejamos alguns tipos de conjuntos invariantes representados por retrato de fase de
fluxos.

a) Equilibrio. O conjunto invariante mais simples de uma E.D.O é uma solugao
equilibrio z* no qual satisfaz f(z*) = 0 e também pode ser chamada de ponto esta-
ciondrio do fluxo desde que ®(z*,t) = ®(z*,0), para todo ¢.

b) Ciclos limites. Um tipo de invariante mais complexo é uma 6rbita periddica,
no qual é determinada por uma condicao inicial x, e um periodo 7. O periodo T é o
menor tempo 7" > 0 para o qual tem-se ®(x,,T") = z,,. Orbitas periddicas formam curvas
fechadas no retrato de fase (topologicamente elas sao circulares). Uma 6rbita periddica
que ¢ isolada, isto é, nao existem outras érbitas periddicas em sua vizinhanca é chamada
de um ciclo limite.

c) Toro invariante. Sao conjuntos topologicamente equivalentes ao produto carte-

siano de circulos, que sao invariantes pelo fluxo.

a)

heteroclinica

homoclinica

Figura 1.2: Tipos de conjuntos invariantes.

d) Orbitas Homoclinicas e Heteroclinicas. Outra classe importante de conjuntos
invariantes é de orbitas conectadas, no qual tendem para outros conjuntos invariantes
quando o tempo tende para +o0o e —oco. Por exemplo, consideremos 6rbitas que conectam
equilibrios. Uma 6rbita homoclinica é uma trajetéria z(¢) que conecta um equilibrio
x* nele mesmo: z(t) — z* quando t — +oo. Uma 6rbita heteroclinica conecta dois

equilibrios diferentes z] e x5 : z(t) — 2z} quando t — —oo e x(t) — x5 quando t — +00.
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e) Outros conjuntos invariantes. O seguinte exemplo de um sistema de E.D.O

¥ = w1fi(z1, 22, 23)
Ty = faowy, 29, x3)
g = fs3(xq, 29, x3)

para as fungoes suaves f;, i = 1,...,3 tem como um conjunto invariante o plano {(z1, z2, z3) €
R3 : 2, = 0}. A dinamica nesse plano invariante pode conter equilibrios, érbitas periédicas

e outros atratores.

1.3 Estabilidade Assintdtica

Quando consideramos sistemas dinamicos como aplicacoes fisicas, interessamos em estudar
comportamento estavel. Para obtermos noc¢oes importantes de estabilidade em sistemas
dinamicos convém estudarmos estabilidade assintotica, ou estabilidade Lyapunov de um
conjunto invariante. Ambos referem-se a estabilidade de conjuntos invariantes com res-
peito a pertubagoes de condigoes iniciais nos parametros fixados.

Para formalizar a definicao de estabilidade Lyapunov, consideremos um sistema nao
linear genérico ao (1.3) e assumimos que este sistema tenha um ponto de equilibrio, sem

perda de generalidade assumimos que este ponto seja a origem, ou seja, f(0) = 0.

Definigao 1.3.1. O estado de equilibrio na origem é chamado de (Lyapunov) estdvel

se para cada € > 0, existe um 6 > 0 tal que
lzo|l < = || P(z0,t)|| <€, Vt>0.

Definicao 1.3.2. O estado de equilibrio na origem é chamado de assintoticamente

estdvel (no sentido de Lyapunov) se:
1. € estdvel;
2. lim ®(xg,t) = 0.
t—00

Dizemos que um ponto de equilibrio é instavel se nao é estavel de acordo com a

Definicao 1.3.1.
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1.4 Equivaléncia e Conjugacao

Na teoria de sistemas dinamicos nosso objetivo é classificar dinamicas qualitativamente.
Estruturalmente, sistemas estaveis sao aqueles para os quais todos sistemas “préximos”
tem dinamicas equivalentes. Assim procuramos uma nocao precisa de proximidade e
equivaléncia.
“Proximidade” se relaciona as possiveis pertubacoes do sistema, incluindo variagoes de
. . - ‘. »
parametros do sistema. Queremos chamar dois sistemas de “equivalentes” se seus espagos
de fase tiverem a mesma dimensao e seus retratos de fase contiverem o mesmo nimero e

tipo de conjuntos invariantes na mesma posi¢ao com relacao ao outro.

Definigao 1.4.1. Dois sistemas dinamicos {X, T, '} e {X,T,¢'} sao topologicamente
equivalentes se existe um homeomorfismo h que leva a orbita do primeiro sistema na

orbita do segundo, preservando a orientacao.

Definigao 1.4.2. Dois fluros ®(x,t) e ¥(h(zx),t) que correspondem respectivamente as
EDO’s & = f(z) ey = g(y) sao topologicamente conjugados se existe um homeomor-

fismo h tal que

®(z,t) = h 1 (W(h(z),1)). (1.5)

Para equivaléncia topoldgica de fluxos, a conjugacao nao se aplica para cada tempo t.

Desde que a aplicagao t — s(t) seja continua, podemos escrever

®(z,t) = b (Y(h(x), 5(1))). (1.6)

Note que as condigoes (1.5) e (1.6) sao fortes para checar na pratica, devido a exigéncia
da expressao explicita do fluxo ®. A condicao mais restrita no qual é facil de checar na
prética, é quando duas EDO’s sao diferenciavelmente conjugadas, isto é, o homeomorfismo
h em (1.5) é diferencidvel, com inversa diferencidvel (um difeomorfismo). Assim, podemos
escrever

o= () g,

Definigao 1.4.3. Os autovalores de um equilibrio x* de uma EDO & = f(z) sdo os

autovalores associados a matriz Jacobiana f,(z*). Um equilibrio é hiperbdlico se nenhum

dos autovalores estiverem sobre o eixo imagindrio.
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Teorema 1.4.4 (Fluxo Tubular). Seja p um ponto reqular de um campo de vetores
de classe C" X : A -+ R?> com1 <r < +oo our = w, e seja f : A — X uma secdo
transversal de X de classe C" com f(0) = p. Entdo existe uma vizinhan¢a V de p em A
e um difeomorfismo h : V — (—e,¢) x B de classe C", onde ¢ > 0 e B é um intervalo

aberto centrado na origem tal que
i) h(XNV)={0} x B.

ii) h é um a conjugagdo de classe C" entre X|y e o campo de vetores constante Y :

(—e,e) x B — R? definido por Y = (1,0).

A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em [16] pag. 223.

b

Figura 1.3: Referente ao Teorema do Fluxo Tubular.

Teorema 1.4.5 (Hartman-Grobman). A dindmica na vizinhan¢a de um ponto de

equilibrio hiperbolico € topologicamente equivalente a do sistema linearizado naquele ponto.

A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em [16].

1.5 Orbitas Periédicas e Aplicacao de Poincaré

Sejay = {®,(t) : t € R} uma drbita periédica de periodo 75 de um campo de vetores X de
classe C" definido em um subconjunto aberto A C R?. Seja ¥ uma secao transversal de
X no ponto p. A continuidade do fluxo ® garante que para todo ponto g € ¥ proximo de
p, a trajetéria @,(t) permanece proxima de 7 para t pertencente a um intervalo compacto.
Vamos definir f(g) como o primeiro ponto onde ®,(¢) intercepta . Seja ¥y o dominio da

f. Claramente p € Xy e f(p) = p.
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Definimos assim a aplicacao de Poincaré f : ¥y — X tal que para cada ponto de X
pertencente a uma Orbita especifica, a funcao o levara no primeiro ponto onde a orbita

intercepta Y. Suponhamos aqui que ¥, seja suficientemente pequeno, tal que f é definida

para todos pontos de .

flg)

Figura 1.4: Aplicacao de Poincaré.

Proposicao 1.5.1. Seja ® um fluxo de classe C" com 1 < r < 00 our = w. Entdo a

aplicagcao de Poincaré f : Xy — X é um difeomorfismo de classe C" na sua imagem.
A demonstracao dessa proposi¢ao pode ser encontrada em [16] pag.227.
Proposicao 1.5.2. Ewistem trés tipos de ciclos limites em R?:
i) Estavel, quando w(q) =~ para todo q € V.
i) Instdvel, quando o(q) = 7 para todo q € V.

ii1) Semi-estdvel, quando w(q) = 7 para todo q € V N Ext(vy) e a(q) = v para todo
q € VN Int(y), ou reciprocamente.

A demonstragao desta proposi¢ao pode ser encontrada em [16] pag.228-229.

Temos que v é um ciclo limite se, e somente se, p é um ponto fixo isolado de f. Ainda,
i) 7 é estavel se, e somente se, |f(z) — p| < |z — p|, para todo x # p préximo de p;

ii) 7 é instavel se, e somente se, |f(z) — p| > |z — p|, para todo x # p préximo de p;
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iii) v é semi-estdvel se, e somente se, |f(x) — p| < |z — p|, para todo x € ¥ Next v
proximo de p e |f(x) — p| > |z — p|, para todo = € ¥ Nint v préximo de p, ou o

contrario.

No caso em que X é C!, se f'(x) < 1, podemos aplicar o teorema do valor médio e

concluir que 7 é estavel. Por outro lado, v é instével se f'(x) > 1.

Figura 1.5: Tipos de ciclos limites.

Vamos agora enunciar o Teorema de Poincaré-Bendixson, para isso assumiremos que
A é um subconjunto aberto de R? e X um campo de vetores de classe C",com r > 1.

Também, em A, ”y; denota uma semi-orbita positiva passando pelo ponto p.

Teorema 1.5.3 (Poincaré-Bendixson). Seja ¢(t) = ¢(t,p) uma curva integral de X,
definida para todo t > 0, tal que 7; estd contida em um compacto K C A. Suponha que
o campo de vetores X possua um numero finito de singularidades em K. Entao temos as

sequintes alternativas:
i) Se w(p) contém somente pontos requlares, entdo w(p) é uma drbita periddica.

ii) Se w(p) contém pontos requlares e singulares, entao w(p) consiste de um conjunto
de orbitas, cada uma das quais tende a esses pontos singulares em w(p) quando

t — too.

iii) Se w(p) nao contém pontos regqulares, entio w(p) € um ponto singular.

A demonstragao desse teorema pode ser encontrada em [16] pag. 248-252.



Capitulo 2

Sistemas Lineares

Vejamos neste capitulo o estudo dos sistemas lineares no plano: pontos de equilibrio,
formas canonicas, possiveis retratos de fase, etc. Para tal estudo foi usado [3] como

referéncia.

2.1 Sistemas de Equacoes Diferenciais Ordinarias no
Plano

Um sistema de Fquacoes Diferenciais Ordindrias no plano é um sistema da forma

’

v = f(r,y,t), y =g(x,y,t)

onde f, g estdao definidas em algum subconjunto U C R3.
Uma solucao de um sistema como acima é uma curva diferencidvel o : I C R — R?

dada por a(t) = (z(t),y(t)) satisfazendo
() = fz(t),y(t),t) ey (t) = g(a(t), y(t), ).
Exemplo 2.1.1. 2’ =2z + ty, y =sin(y) + t2?
O sistema acima define um Sistema de Equagoes Diferenciais Ordindrias no Plano.

Definicao 2.1.1. Um sistema de Equagoes Diferenciais Ordindrias no plano € dito A UTO-
NOMO quando for do tipo

19
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’ /

v = f(r,y), y =g(,y), (2.1)

onde f e g estao definidas em um subconjunto U C R2.
Exemplo 2.1.2. 2" =sin(z) +2y, v =2>+y° € auténomo.

Iremos estudar sistemas do tipo (2.1) com f,g € C' em um aberto U C R? Uma

solugao de (2.1) é uma curva o : I C R — R? dada por «o(t) = (z(t),y(t)) satisfazendo

Z'(t) = f(a(),y(t) e y (1) = glz(1), y(1)).

Observe que (f(z,y),g(x,y)) é o vetor velocidade da curva a em (z,y). De fato, sendo

a(t) = (z(t),y(t)) temos que

Assim, o par (f,g) define um campo de vetores.

!/

Exemplo 2.1.3. ' =2z, y =—y .

As solugoes s@ao curvas que apresentam tracos como na Figura 2.1. Por exemplo,
a(t) = (exp(2t),exp(—t)) é uma solucdo que passa pelo ponto (1,1) quando ¢t = 0. Note
também que «(t) = (— exp(2t), exp(—t)) é uma solugao que passa por (-1,1) quando ¢ = 0.

Definigao 2.1.2. Um PROBLEMA DE VALOR INICIAL (PVI) é um sistema do tipo

(2.1) acompanhado de uma condi¢ao inicial: z(ty) = o, y(to) = Yo-

Observe que no exemplo temos que fixado um ponto do plano existe uma tinica curva
que ¢ solucao do sistema e que passa por esse ponto. Dizemos que uma solucao do PVTI é
uma “trajetoria” ou “6rbita” que no tempo ty passa por (xg, yo).

Facilmente, podemos ver que o traco da curva que passa por (zo,yo) no tempo to é
0 mesmo que o da curva que passa por (g, yo) em um tempo ¢;. Dessa forma, vamos

considerar somente PVI’s com condigao inicial
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e
=i

Figura 2.1: Retrato de fase referente ao Exemplo 2.1.3.

Definigao 2.1.3. O retrato de fase do sistema (2.1) € a unido de todos os tragos das

trajetorias deste sistema. Veja a figura do Exemplo 2.1.35.

Definigao 2.1.4. Um singularidade do sistema (2.1) € um ponto que satisfaz

flz,y) =g(x,y) =0.

Exemplo 2.1.4. 2 =2z, y =—y.

O sistema acima apresenta como solugoes a(t) = (zoe*, yoe™"). A tnica singularidade

do sistema é o ponto (0, 0).
Exemplo 2.1.5. 2 = az, y =fy.

O sistema acima apresenta como solucoes a(t) = (ze®t, yoest).

i) a=0,8>00ua=0,8<0: Neste caso o eixo OX é composto de singularidades

do sistema.

ii) a>0,6=00ua<0,8=0: Neste caso o eixo OY é composto de singularidades

do sistema.

iii) a = >00oua>p>0:0u0< a< [ Neste caso a origem (0,0) é a tinica

singularidade. O primeiro é conhecido como FONTE e os seguintes sao conhecidos
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como NOS REPULSORES. Se a > B > 0 as trajetérias (menos as que possuem
trago contido no eixo OX), tangenciam o eixo OY e se 0 < o < [ as trajetérias

(menos as que possuem trago contido no eixo OY) tangenciam o eixo OX.

iv) a =< 0oua<f<0:oupf < a< 0 Neste caso a origem (0,0) é a unica
singularidade. O primeiro é conhecido como POCO e os seguintes sao conhecidos
como NOS ATRATORES. Se o < B < 0 as trajetorias (menos as que possuem trago
contido no eixo OX), tangenciam o eixo OY e se f < a < 0 as trajetérias (menos

as que possuem traco contido no eixo OY’) tangenciam o eixo OX.

v) <0< aoua<0<f: Neste caso a origem (0,0) é a tnica singularidade. Este
caso é conhecido como SELA. No primeiro, as trajetorias se aproximam do eixo OY
quando o parametro t se aproxima de —oo e se aproximam do eixo OX quando o
parametro t se aproxima de +00. No segundo, as trajetérias se aproximam do eixo
OX quando o parametro t se aproxima de —oo e se aproximam do eixo OY quando

o parametro t se aproxima de +oc.

2.2 Sistemas de EDO’S Lineares no Plano

Um PVI envolvendo um sistema de edo’s lineares no plano é um sistema da forma =" = az+
by, y = cx+dy com x(0) = g, y(0) = yo, onde a,b,c,d € R. Afim de simplificarmos

a notagao, vamos representar este sistema na forma vetorial:

T a b , T
X: A: X et ,
Y c d Y
’ T
X =AX, X(0) = . (2.2)
Yo

O polinomio caracteristico de A é dado por

a—X b
p(A) = det =A% — (tr A)X + det A.
c d—A
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As solugoes de p(\) = 0 podem ser: duas raizes reais e distintas: A\, \y; uma raiz real

dupla: A; ou um par complexo conjugado: a + i3, a — .
Definicao 2.2.1. Uma transformacdo linear em R? é uma funcio T : R*? — R? da forma

x ar +b
T = Y
Y cr + dy
Agora, vamos considerar um sistema diferente

/

Y = (T'AT)Y
para alguma transformacao linear invertivel 7. Note que se Y (¢) é uma solugao do novo
sistema, entdo X (t) = TY(t) é solucio de X' = AX. De fato,
(TY (1) =TY' (t) = T(TTAT)Y (t) = A(TY (t)).
Retomando, supondo que as solugbes de P(A) sejam A, A2 € R associados aos au-
tovetores V; e V5 respectivamente, colocamos 1" como sendo a matriz com colunas V) e

Va. Entao TE; = V; para j = 1,2, onde E; forma uma base canonica do R?. Assim,

T-'V; = E;. Entao, temos
(T'AT)E; = T'AV; = T7'(\ V) = TV, = N E;.

Portanto, a matriz T-'AT assume a forma canonica

A0
0 A

T AT =

e o correspondente sistema ¢é facil de ser resolvido.
Agora, vamos supor que a solu¢ao de P()) seja uma raiz real (autovalor) dupla . Se

existe um par de autovetores linearmente independentes, claramente A serd da forma

A0
0 A

e assim o sistema X = AX é facil de resolver. Suponhamos que V é um autovetor e que
qualquer outro autovetor ¢ um multiplo de V. Seja W um vetor para o qual V' e W sejam

linearmente independentes. Assim,

AW = puV +vW, p,veR.
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Note que pu # 0, por outro lado nos terfamos um segundo autovetor W linearmente

independente com autovalor v. Nés temos que v = . Se v # A, temos

(e (7)) = (v (55))

Isso diz que v é um segundo autovalor diferente de A. Portanto temos que v = .

Finalmente, fazendo U = (1/v)W, entao
A
AU:V+;W:V+/\U.

Entao, fazendo TE, =V , TE; = U, temos

TYAT =
0 )\

como querfamos. Assim, X' = AX estd na forma canénica apés a mudanca de coorde-
nadas.

Agora, suponhamos que as solugoes de P(\) sejam um par complexo conjugado: « +
1B, — i, com § # 0. Entao nés podemos encontrar um autovetor complexo Vi + iV5
correspondente a « + i, onde V; e V5 sao vetores reais. Afirmamos que V; e V5 sao
vetores linearmente independentes em R%. Caso contrario, terfamos que V; = ¢V, para

algum c € R. Mas entao
AV +iVa) = (a+ i) (Vi +iVa) = (e + i) (c + i) Vs,

Assim,

AV +iVs) = (c +1)AVs.

Concluimos entao que AV, = (a+if)Va, o que é contradigao pois o lado esquerdo da
equacao é um vetor real, enquanto o lado direito é um vetor complexo.

Considerando V; + iV, um auto vetor associado a a4 13, temos
A(Vi +iVa) = (a +iB) (Vi +iVa).
Igualando as partes reais e imaginarias da equagao, obtemos

AVi=aVy = pV, . AVa = Vi + als.
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Seja T' a matriz que tem como colunas V; e V,. Entao T'E; =V, para j = 1,2. Agora

vamos considerar T-AT. Temos
(T7'AT)E, = T"Y(aVy — BV2) = aE| — BE,

e analogamente,

(T 'AT)E, = BE, + aF,.

Assim, a matriz T—'AT estd na forma canonica

T~'AT = ’
B «
Considerando o sistema (2.2), temos:
: A0 . .
i) Se A = , entdo a solucdo de (2.2) é dada por (z(t),y(t)) = (zoe*?, yoet?t).
0 A

Para este caso ja fizemos a andlise no exemplo (2.1.5).

A0
i) Se A = , entao a solucao de (2.2) é dada por (z(t),y(t)) = ((xo +
0 A

yo)e, yoe).
Se A < 0, a unica singularidade é o ponto (0,0). Note que cada termo da solugao

tende para 0 quando t — oo. Assim todas solugbes tendem para (0,0) quando

t — co. A singularidade (0,0) é chamada de NO IMPROPRIO ATRATOR.

Se A > 0, a tunica singularidade é o ponto (0,0). Todas solugdes se afastam do
ponto (0,0). De fato, as solugoes tendem para longe da origem em uma diregao
tangente ao autovetor (1,0). A singularidade (0,0) é chamada de NO IMPROPRIO
REPULSOR.
iii) Seja A = @ b com «, 3 # 0.
-8 «
O polinémio caracteristico em relacdo a matriz A é dado por A\ — 2a\ + a? + 32
e portanto os autovalores sao A = a + ¢8. Um autovetor associado a « + i3 é

determinado pela equacao

(o — (a+iB))x + By = 0.
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Assim (1,4) é um autovetor. Portanto, nés temos solugdes complexas da forma

. 1 cos [t sin St
X(t) = elotib)t = e y +ie® B
7 —sin [t cos Ot
cos (3t sin 5t
Chamando de Xg.(t) = e* p e Xpn(t) =e P
— sin St cos ft

temos que sao solucoes reais do sistema X = AX. De fato,

Xpe(t) +iX7,, = X (1) = AX(t) = A(Xpe(t) + iX1m(t) = AXpe(t) + i AX i (t).

Assim, a solugao geral é da forma

cos pt
X (t) = zpe™ g + yoe™
—sin (Bt cos [t

sin St

Outra forma de encontrar as solugoes é utilizando coordenadas polares. Vamos
comecar fazendo a mudanca de coordenadas x = rcosf e y = rsinf.
As condigoes iniciais 1, 0y serao dadas por xg = rgcosfy e yo = 10 sin 6.

Entao, temos

r = rcos =12 =1 cosh —rd sinh
/ / , (2.3)
y = rsinf =y =1 sinf +rf cosb.

Multiplicando a primeira linha por (cosf) e a segunda por (sinf) e em seguida

somando as duas linhas obtemos
z cosf+y sinh =r. (2.4)

Multiplicando a primeira linha por (—sinf) e a segunda por (cosf) e em seguida

somando as duas linhas obtemos
—2 sinf +y cosf =6 . (2.5)

Substituindo (2.3) em (2.4) e em (2.5) obtemos
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A solugao do sistema acima é dada por

r = roe™

0 = 6y + St.

Voltando para z,y temos

x(t) = e*(xqcos Bt — yosin Bt)
y(t) = e™(yocos ft + xqsin ft).
Sem o termo e* (o = 0), estas solugdes seriam circulos ou elipses centrados na

origem. O termo e* converte as solucoes em espirais.
Se o = 0, a singularidade (0,0) é chamada de CENTRO.

Se o > 0, a singularidade (0,0) é chamada de FOCO REPULSOR no sentido anti-
horario se f > 0 e no sentido horério se 5 < 0. As espirais neste caso, se afastam

da origem.

Se a < 0, a singularidade (0,0) é chamada de FOCO ATRATOR no sentido anti-
horario se § > 0 e no sentido horério se § < 0. As espirais neste caso, se aproximam

da origem.



Capitulo 3

Sistemas Planares Lineares por

Partes

3.1 Introducao

Os estudos nos capitulos 3, 4, 5 e 6 foram feitos a partir de um trabalho do matematico
Enrique Ponce da Universidad de Sevilla - ES, que consta em [14]. O estudo no Apéndice
A teve como referéncias [2], [7] e [17].

Neste capitulo faremos um estudo sobre sistemas lineares por partes. Ja sabemos que
os sistemas lineares nao possuem ciclos limites, mas no caso de sistemas lineares por partes
isto é possivel.

Para melhor fixar as idéias, vejamos o seguinte exemplo.
Exemplo 3.1.1. Considere o sistema linear por partes dado por

@ 0 1 x 0
= + (| = 10z — 10y + 5.95| — | — 10z — 10y + 3.95|).
Y —1 1 y 0.5

Tal sistema possui 2 fronteiras dadas pelas equagoes 10x+10y = 4.95+1. Denotaremos

28
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E— fronteira2

Figura 3.1: Fronteiras dadas pelas equacoes 10z + 10y = 4.95 & 1.

por

= {(r,y) €R*: =10z — 10y +5.95> 0 e — 10z — 10y + 3.95 > 0},
= {(z,y) €R?: —10z — 10y +5.95 >0 ¢ — 10z — 10y + 3.95 < 0},

C = {(z,y) e R*: =102 — 10y +5.95 < 0 ¢ — 10z — 10y + 3.95 < 0}.

Analisando os médulos, podemos dividir o sistema em trés zonas: zona A, zona B e

zona C, onde cada zona tem um sistema linear correspondente.
e O sistema na zona A é dado por
t=y , y=-c+y+l

cujo retrato de fase é um foco repulsor. Observe que neste caso o retrato de fase s

ocupa a zona A.
e O sistema na zona B é dado por
t=y , y=-—1lx—9y+4.95

cujo retrato de fase é um né atrator. Observe que neste caso o retrato de fase sé

ocupa a zona B.
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Figura 3.2: Retrato de fase referente ao Exemplo 3.1.1.
e O sistema na zona C é dado por
r=y , y=—cv+y—1

cujo retrato de fase ¢ um foco repulsor. Observe que neste caso o retrato de fase s

ocupa a zona C.

Mais adiante, mostraremos que ha um ciclo limite passando pelas trés zonas.

3.2 Definicoes Preliminares

Definicao 3.2.1. Denotamos por P o conjunto de sistemas continuos lineares por partes

da forma
T Qo1 a1l a2 X aqq Q21
= + + |z — |+ [z — 2],
Yy Qo2 Q21 Q22 Yy Q12 Q22

onde v,y E R,y <72, a}+a%>0, i=12.

Podemos fazer uma translagao na variavel x da seguinte forma

r—ax+y, com y=(y+7)/2
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Assim,
+ —
2 2
|x—72|—>‘x+¥—72 ‘w—%

Posteriormente, fazemos

r—dr=|rtd| = dx Lt =dzx1] , 5

Assim, podemos estudar sem perda de generalidade, sistemas da forma (assumimos

que todos os outros parametros tenham sido redefinidos de acordo com essa mudanca de

variavel)
T Qo1 a1; a2 x Q11 o1
| = + + 24+ 1] + z—1]. (3.1)
Yy Qp2 Qg1 Q22 Yy 12 (65

Observamos que reduzimos os parametros dos sistemas pertencentes a P de 12 para

10. Além disso, o sistema (3.1) fica definido em 3 zonas, a saber: = < —1, |z| <1, z > 1.

Lema 3.2.2. Na classe P, uma condi¢ao necessaria para a existéncia de ciclos limites é

que aio # 0.

Demonstracao. Ja sabemos que os sistemas lineares nao possuem ciclos limites. Assim,
se existir um ciclo limite na classe P, ele devera ocupar pelo menos duas zonas de diferente
dinamica linear.

No entanto, a érbita correspondente ao ciclo limite deve cruzar pelo menos duas vezes
e em sentido contrario, alguma ou ambas as fronteiras verticais que separam as trés zonas.

Se a1o = 0, entao temos nas fronteiras

Tp=—1 = Qo1 — Q11 + 2091
Tjp=1 = Qo1 — a11 + 2011
para todo y € R.

Se as expressoes sao ambas nao nulas, entao a primeira coordenada do campo é cons-

tante em cada fronteira. Se alguma das expressoes ¢ nula, entao a fronteira correspondente
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¢ invariante com relacao ao fluxo do sistema. Em qualquer caso, é impossivel cruzar uma
fronteira em ambos os sentidos.

|
Observagao. Se nao houvesse a condigao do Lema (3.2.2), entdo o sistema estaria de-

sacoplado, ou seja, a dinamica em z nao dependeria da variavel y.

Definicao 3.2.3. Chamaremos de P* a subclasse de P dos sistemas que satisfazem a

condicdo ais # 0.

Lema 3.2.4. Se um sistema pertence a classe P*, entao podemos escrevé-lo na forma
(Liénard)
U Qo1 p -1 u Qg1 Q1

= + + Ju+ 1] + Ju— 1| . (3.2
) O~é()2 d 0 v C~Y12 ONCQQ

Demonstracao. Como a5 # 0, podemos fazer a seguinte mudanca de variavel

u | 1 0 T

| v | @22 —G12 | | Y |

Dai temos, - i o
U B 1 0 T

| 0] | a2 —ain | | Y]

Substituindo (3.1) na equacdo acima, temos



U 1 0 o1 a1 Q12 1 0

= +
v Q22 —Q12 Qo2 ag1 A2 Q22 —Q12
6551 Q21
+ |z + 1 + |z — 1]
5P Q22
—Qa
Qo1 1 0 aj; a2 S
= +
—Q
A220001 — Q120002 Az  —ai2 a1 Qoo s
1 0 11 1 0 91
+ |u+ 1] + |u— 1]
Q22 —Q12 (5P] G2 —0A12 Q92
fazendo

B = a1+ ass,
d = anax — anas,

Qg = Q041 — A1202, 1 =0,1,2,




34

temos,
U o1 a1y 19 1 0 u
= + . +
- @ _
v Qo2 Q22011 — A12G21 (G22G12 — G12022 afz 12 v
11 11
+ |u+ 1] + |u — 1]
Q22011 — Q120012 Q22011 — A120012
Qo1 apy + apz —1 u Qg aqq
= + + Ju+ 1 + Ju — 1|
Q2 a2a11 — ai2a21 0 v 19 Q92
o1 5 -1 11
= + + |u + 1| + |u — 1|
Q2 d 0 v Q12 99
[ ]

Agora, devido ao Lema (3.2.4), podemos usar somente 8 parametros para descrever a

familia P*. Adiante, omitiremos os “tills” na expressao (3.2).

Se introduzirmos as fungoes

sat(u)

rec(u)

entao teremos o seguinte

agi|u + 1] + agilu — 1| = (aq; + ag;) rec(u) + (g — o) sat(u),

min{Jul, 1} sen(u) = £ (ju + 1] ~ Ju— 1]

1
max{lul, 1} = 5 (ju+1] +Ju— 1),

i=1,2.

Quando (aq; + ag;) = 0, ¢ = 1,2, temos um sistema equivalente a forma canoénica do

sistema de controle. Assim, fazendo em (3.2) 1 = v e 3 = —u, temos
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—T o1 5 -1 —T2 Q1 — Qg
= + sat(—x2)
X2 Qo2 d 0 X1 Q12 — (V9
o1 —fBxy — 11 11 — Qo1
= + sat(—xzq) =
Q2 —dxy + 014 Q19 — Qg9
T Qo2 —dzy 0x4 Q19 — (22
= + sat(—xzq) =
X2 —Qp1 5$2 g Qo1 — Q11
T Qo2 0 —d x Qigg — (12
= + sat(xs)
T2 —Qp1 1 B X2 Q11 — Q1

que é a forma canodnica dita anteriormente.

Voltando a equagao (3.2), temos que o sistema pode assumir a forma de Liénard sem

g(u)

apr + Bu+ agr|u+ 1| 4+ o u — 1

Qg2 + du + 0612|U + 1| + a22|u — 1‘

(111]u+ 1’ +0621|U — 1|
a12|u+ 1| + a22|u - 1|

agr + fu— v+ apu+ 1|+ aglu— 1] = F(u) —v

simetria
= Fu)—v, 0=
onde,
F(u) =
g(u) =
pois,
U Qo1 fu—wv
= +
v Q2 du
ou seja,
T
U = apt+du+ 0612|U + 1| + a22|u - 1| = g(u) :
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Observacao. O numero de zeros da func¢do g(u) determina o nimero de equilibrios do
sistema, pois se ug é um zero de g(u), entdao o par (ug,vy) é um ponto de equilibrio do

sistema, onde vy = F'(uy).

Definicao 3.2.5. Os sistemas lineares da classe P* que determinam a dinamica em cada

zona sao dados por

para u < —1 (zona esquerda), com

arp = Qg — Q11 + Qo1 br, = a2 — g + g
B = 5—0411—0421 dr = d — a9 — g,
U apr ﬁM —1 u
= + (3.4)
v bM dM 0 (%

para |u| <1 (zona central), com

ay = Qop+ Q11+ Qg bar = aga + a2 + Qg
Pu = B+an —an dy = d + g — g,
e por ultimo,
u ar br —1 U
= + (3.5)
(% bR dR 0 (%

para u > —1 (zona direita), com

arp = Qo +oq —a br = e + aga — Qg

Br = B+oan+oan dr = d + aqo + 9s.
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Proposicao 3.2.6. Devido a continuidade do campo vetorial em cada umas das fronteiras

u=—1eu=1, temos
ar, — Br an — Bu,
by, —dy, by — day, (3.6)
an + Bum ar + Br,
bM + dM bR + dR.
Demonstracao. Como o campo vetorial é continuo em v = —1, temos que a equacao
(3.3) aplicada em u = —1 ¢é igual a equagao (3.4) aplicada em u = —1. Assim,
ar, Br —1 —1 an B —1 -1
- - =
bL dL 0 (% bM dM 0 v
ar, —BrL—v amp —Bm —v
- - =
bL —dL bM _dM

CLL_BL_U:CLM_BM_U

by, —dp = by — du

e portanto, temos

CLL_BL

br, —dr,

Analogamente temos que

an + Bur

by + dy

ayr — 5M
by — das.
ar + Br

br + dg.
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|
Das expressoes (3.6), obtemos
an = GL+GR+5R—5L
M 9 92 )
bp+br dr—d
by = —— B CR_CL (3.7)
2 2
dr+dr  br—10g
d =
M 2 + 9 )
_ BL+Br [ ar—ay
Bu = 5 + 5

3.3 Pontos de Equilibrio de Sistemas Planares Li-
neares por Partes

Como nosso interesse é estudar mecanismos que possibilitam a aparicao de ciclos limites,

vamos primeiramente estudar algumas condicoes relacionadas aos equilibrios do sistema

(3.2).

Proposicao 3.3.1. Haverd um equilibrio no interior da zona esquerda se, e somente se,

—b;
— < —1, 3.8
- (33
haverd um equilibrio no interior da zona direita se, e somente se,
—b
—f s (3.9)
dr

e também haverd um equilibrio no interior da zona central se, e somente se,

—br, +br —dp +dgr
b, —br —dp —dp

<1 (3.10)

Demonstracao. Primeiramente vamos analisar na zona esquerda.

U ar, b —1 U 0 ar, + Pru—v =0
(=) = + = = =
v bL dL 0 v 0 bL+dLU =0
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—b _
L <1t <
dr, dr,
. , L : —by,
(<) Observemos que o sistema esta na forma de Liénard. Assim, se tomarmos uy = =
L

temos que uy < —1 e by + drug = 0, ou seja g(ug) = 0. Como o nimero de zeros de g(u)
determina o nimero de equilibrios do sistema (3.3), temos que existe um equilibrio de tal
sistema. Do mesmo modo, havera um equilibrio no interior da zona direita se, e somente

se,

—bp

s,
dr

também havera um equilibrio no interior da zona central se, e somente se,

—br, +br —dy, + dg
b, —br —dr —dg

—bp +br—dp +d
Neste tdltimo caso, basta ver que L+ br Ltdr
bL - bR — dL — dR

(3.7).

- e

— | , usando as equacoes
dm

|
Podemos observar que trocando as trés desigualdades anteriores por igualdades, obte-
mos condicoes necessarias e suficientes para que os equilibrios estejam em alguma das

fronteiras verticais.

Definicao 3.3.2. Um equilibrio do sistema (3.1), do sistema (3.2), ou de (3.3)-(3.5) €
chamado de transitivo se sua abscissa € 1 ou -1. Caso contrdrio, chamaremos de equilibrio

nao transitivo.

Lema 3.3.3. Todos os equilibrios do sistema (3.3)-(3.5) sdo nao transitivos se, e somente

se, (bL — dL)(bR + dR) 75 0.

Demonstracao. Afirmamos que se (b, — dr)(br + dg) = 0, entdo teremos equilibrios

transitivos. De fato, suponhamos que (bg + dg) = 0. Se dgr = 0, entdo teremos que
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bgr = 0. Com isso, para u > 1, temos

U aRr ﬁR -1 u
= + ,
v 0 0 O v

onde segue que u = v = 0 se, e s0 se, ar + fru — v = 0.

Assim, temos uma linha de equilibrios.

Se dgr # 0, entao bg = —dg. Assim, para u = 1, temos
U apr 5R -1 1 0
- + = & v =agr+ fBr.
v —dR dR 0 (%

Portanto, teremos um equilibrio dado por (1,ar + Sr) que é transitivo. De maneira

analoga fazemos para (b, — dr) = 0.

Agora inversamente suponhamos que (b, — d)(bg + dr) # 0 ¢ tomamos a condi¢ao

(br +dr) # 0.

Se dr = 0, entao temos que bg # 0. Assim, para u > 1, temos

U a —1 U 0
= & + P = = br =0,
v br 0 0 v 0

o que contraria a hipdtese, logo nao ha equilibrios para u > 1.

Se dg # 0, entao temos

U ar 53 -1 u 0 bR

Portanto pode haver um equilibrio na zona direita contanto que u # 1.

O caso

by, — dp # 0 é similar. Pela continuidade do campo nao é necessario comprovar na zona

central.

Notemos que da prova anterior, concluimos que existe uma linha de equilibrios para

u < —1 se, e somente se, by, = d;, = 0. Analogamente, para u > 1 quando bg = dgr = 0.

Corolario 3.3.4. Eziste uma linha de equilibrios para |u| < 1 se, e somente se, hd

equilibrios transitivos.
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Demonstracao. De maneira andloga as outras zonas, haverd uma linha de equilibrios

na zona central se, e somente se, byy = dy; = 0. Usando (3.6) temos que

b
bM:dM:(){:}bL:dL@——L:—l,
dr,

ou seja, havera uma linha de equilibrios na zona central se, e somente se, existe um
equilibrio na fronteira u = —1.

|

Consideremos em diante o caso genérico dpdg # 0 para nao haver linhas de equilibrio

e assumiremos que nao haja equilibrios transitivos.

Proposicao 3.3.5. Considerando a hipdtese de que dpdr(by — d)(br + dr) # 0, as
sequintes afirmagoes sao vdlidas para os sistemas (3.3)-(3.5).

a) Se dpdg > 0, entao o sistema possui pelo menos um equilibrio.

b) Se drdr > 0 e (b — dr)(bg + dg) > 0, o sistema possui somente um equilibrio.
Tal equilibrio pertence a zona esquerda quando dp(by, — dr) > 0 ou equivalentemente
dr(br + dg) > 0. Tal equilibrio pertence a zona direita quando dr(by — dr) < 0 ou
equivalentemente dr(bg + dg) < 0.

c)Sedrdr >0 e (by—dr)(br+dr) <0, o sistema possui um equilibrio na zona central.
Além disso, haverd outros equilibrios, um na zona esquerda e outro na zona direita se, e
somente se, verifica-se a condi¢do dr(by, —dy) > 0 ou equivalentemente dg(bg + dg) < 0.

d) Se drdr < 0 e (by — dp)(br + dr) > 0, o sistema possui algum equilibrio se, e
somente se, verifica-se dr,(by —dr) > 0 ou equivalentemente dr(br + dgr) < 0. Neste caso
o sistema possui dois equilibrios, um na zona esquerda e outro na zona direita.

e) Se dpdr < 0 e (b — dp)(br + dr) < 0, o sistema possui dois equilibrios. Um
deles estd na zona central. O outro estard na zona esquerda quando dr(by — dp) > 0
ou equivalentemente dg(br + dr) > 0 e estard na zona direita se dr(bg + dg) < 0, ou

equivalentemente dr(bg + dg) < 0.

Demonstragao. Primeiramente, observemos a partir de (3.8) que teremos um equilibrio

na zona esquerda se, e somente se, dr,(by — dr) > 0, pois:

e Se d; > 0, entao

b
—d—L<—1@—17[/<—dL<:>—bL+dL<0¢>bL—dL>O(:)dL(bL—dL)>O.
L
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e Se dj <0, entao

b
—d—L<—1<:>—bL>—dL<:>—bL+dL>O<:>bL—dL<O<:>dL(bL—dL)>0.
L

Analogamente, teremos um equilibrio na zona direita se, e somente se, dgr(br+dg) < 0.

Agora, para a zona central, vamos reescrever (3.10) da seguinte forma

b, —d b, —d
u +1| < # —
b R+ d R bR + dR
. : o by —dy, .
Trivialmente a desigualdade acima é equivalente a P < 0, que por sua vez é
R T QR

equivalente a (by, — dp)(bg + dr) < 0.
Assim, existe um equilibrio na zona central se, e somente se, (by, — dp)(bg + dg) < 0.
Para o item a), se dr,dr > 0, entdo suponhamos que nao exista nenhum equilibrio do
sistema. Assim, suponhamos que (by — dr)(bgr + dr) > 0 (pois caso contrario haveria
um equilibrio na zona central). Com isso, temos que drdg(by, — dy)(br + dg) > 0, 0 que

implica
dL(bL — dL) >0 e dR(bR + dR) >0, ou dL(bL — dL) <0 e dR(bR + dR) < 0,

ou seja, existe um equilibrio na zona esquerda ou na zona direita o que contraria nossa
suposicao.

Para o item b), observe por a) que se dpdg > 0 e (by —d)(bg + dgr) > 0, entdo haverd
um equilibrio na zona esquerda ou na zona direita, mas nao em ambos. Tal equilibrio
pertencerd a zona esquerda quando dp(by, — dr) > 0 (ou dgr(bgr + dg) > 0) ou a zona
direita quando dr(by, — dr) < 0 (ou dr(br + dgr) < 0).

Para o item c), claramente o sistema possui um equilibrio na zona central, pois (by —
dr)(br + dr) < 0. Também teremos um equilibrio na zona esquerda se, e somente se

dp(br, —dr) > 0. Agora
dL(bL - dL> >0 d%dR(bL - dL)Q(bR + dR) <0< dR(bR + dR) < 0.

Portanto teremos também um equilibrio na zona direita.
Para o item d) observe que o sistema nao possui equilibrio na zona central, pois

(b, —dy)(br + dgr) > 0. Agora, se drdr < 0, entao
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drdr(bp—dp)(br+dr) <0< dp(b,—dL)dr(br+dr) <0< dr(bp—dr) <0 e dr(bp+
dg) >0, ou dp(bp—dy)>0 e dg(bgr+dgr) <O.

Portanto o sistema possui equilibrio se, e somente se, dy (b, — dr,) > 0.

Para o item e), obviamente temos um equilibrio na zona central, pois (by, — dp)(bg +

dr) < 0. Agora como dpdg < 0, temos

dr(by, —dp)dr(br + dgr) > 0,

que é equivalente a
dL<bL — dL) >0 e dR(bR + dR) >0, ou dL(bL — dL> <0 e dR(bR + dR) < 0.
Portanto o outro equilibrio estard na zona esquerda quando dy(by — dr) > 0 e estard

na zona direita quando dr(bg + dg) < 0.

Exemplo 3.3.1. Considere o sistema suave por partes dado por

1 x 1
= + + |z + 1 + |z — 1|
Y 1 -2 0 y 0

Tal sistema pode ser divido em trés zonas, onde cada uma delas é regida por um
sistema linear. Usando as equagoes (3.7), podemos escrever explicitamente cada sistema
correspondente as zonas esquerda (z < —1), central (|z| < 1) e direita (z > 1).

Assim, os sistemas correspondentes sao dados por

x 0 -1 -1 x
= —+ s < —1
Y 1 -2 0 Y
T 2 1 -1 x
= + .zl <1
Y 1 -2 0 Y
x 0 3 -1 x
= + , x>1.
U 1 -2 0 Y
Agora, drdgr = —2. — 2 = 4 > 0, o que implica pela proposicao que o sistema linear

por partes dado possui pelo menos um equilibrio. De fato, analisando o sistema na
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zona central, temos um equilibrio (1/2,5/2). Temos também que (b, — dr.)(br + dg) =
(1—-(-2))(1+(—2)) = =3 < 0, logo estamos de acordo com o item c¢) da proposigao e
como dr(by, —dp) = —2(1 — (=2)) = —6 < 0, temos que nao havera equilibrio na zona
esquerda e na zona direita, o que ¢ facil de ver a partir dos trés sistemas acima.

Agora vamos analisar o caso em que ha mais de um equilibrio e se sao equilibrios tipo

sela, ou anti-sela (foco, né, né impréprio).

Proposicao 3.3.6. Considerando a hipdtese de que drpdg(by, — dr)(br + dgr) # 0, entdo
as sequintes afirmagoes sao validas para os sistemas (3.3)-(3.5).

a) Se o sistema possui dois equilibrios, entdo um deles € do tipo sela e o outro é do
tipo anti-sela.

b) Se o sistema possui trés equilibrios e d;, > 0 (equivalentemente dg > 0), entdo o
equilibrio da zona central € uma sela e 0os outros dois das zonas laterais sao anti-sela.

c) Se o sistema possui trés equilibrios e dp, < 0 (equivalentemente dg < 0), entdo o

equilibrio da zona central é anti-sela e os outros dois das zonas laterais sao do tipo sela.

Demonstracao. Claramente, teremos que estudar o determinante da matriz de cada
sistema das zonas correspondentes. Para termos uma sela, obrigatoriamente o determi-
nante (d; para zona esquerda, dr para zona direita e dj; para zona central) tem que ser
negativo.

A afirmagao do item a) corresponde as sentengas d) e e) da proposigao anterior. Supo-
nhamos que estamos no caso correspondente a d). Neste caso, temos que existem dois
equilibrios, um na zona esquerda e outro na zona direita e dpdg < 0. Assim, temos duas
possibilidades: um equilibrio tipo sela na zona esquerda e um equilibrio tipo anti-sela na
zona direita, ou o contrario. Em qualquer caso, teremos dois equilibrios, um tipo sela e
outro anti-sela.

Agora suponhamos que estamos no caso correspondente a sentenga e) da proposicao
anterior. Suponhamos que dp(b;, — d;) > 0. Neste caso, temos um equilibrio na zona
central pois (by — dy)(bg + dg) < 0 e um equilibrio na zona esquerda, aparecendo duas

possibilidades. Quando d; < 0 teremos que o equilibrio na zona esquerda é uma sela e
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além disso, dg > 0, by, —d; <0 e bg +dr > 0. Assim por (3.7), temos
2dy = (br + dg) — (br, — d1) (3.11)

que é positivo. Assim, dy; > 0 o que implica que o equilibrio central é anti-sela.

Se d;, > 0, entao o equilibrio da zona esquerda é anti-sela e além disso, temos que
dr < 0,0, —dr, >0ebg+dr <0. De (3.11), temos que dy; < 0. Portanto o equilibrio
da zona central é uma sela. O caso em que dr (b, — dy) < 0 é analogo.

Para a afirmacao do item b) como o sistema possui trés equilibrios, estamos no caso
correspondente a sentenga c¢) da proposicao anterior. Se dp > 0, entdao o equilibrio na
zona esquerda é anti-sela e além disso, dg > 0, (by —dr) > 0 e (bg + dg) < 0. Como
dr > 0, o equilibrio na zona direita é anti-sela e usando (3.11), temos que dy; < 0, ou
seja, o equilibrio na zona central ¢ uma sela.

Analogamente, para a afirmacao do item c), se d; < 0, entdo o equilibrio na zona
esquerda é uma sela e além disso, dg < 0, (b, —dr) <0 e (bg + dg) > 0. Como dg < 0,
o equilibrio na zona direita é uma sela e usando (3.11), temos que dy; > 0, ou seja, o

equilibrio na zona central é do tipo anti-sela.

Definigao 3.3.7. Dizemos que o sistema (3.3)-(3.5) € quase simétrico se as dinamicas

lineares das zonas extremas se regem pelos mesmos parametros, ou seja,
br=Pr=p3, dp=drp=d. (3.12)

1. Neste caso, o niumero de parametros desconhecidos se reduz a 6, pois a partir das

equagoes (3.7), chegamos a

ar + ag bR_bL
ang 5 ) M + 5

br, +0b arp—a
bM: L2 R ’ /BM:B+%

2. Podemos contar com a possibilidade de anular alguns dos parametros ay,ar ou ay,

fazendo uma translagao na variavel v.
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3. Podemos observar que nas defini¢oes anteriores introduzidas em (3.3)-(3.5) que se

tivermos (3.12), entao ay; + ag; =0, i = 1,2, pois

BLzﬁ—Oén—am s dp =d — a9 —

Br= 0+ ai + ax , dp=d+ app+ az.
Assim, usando (3.12), terfamos

an +ag =0 ) g — g = 0

oy +az =0 ; g + agy = 0,
ou seja, ay; +ag; =0,1=1,2.

4. Se para um sistema quase simétrico tivermos ay; = by, = 0, entao dizemos que o

sistema é simétrico, pois pela observacao 1, teremos
ar = —ar bL = —bR.

Fazendo a mudanca de varidvel (u,v) — (—u,—v), teremos que as equagoes dos
sistemas sao invariantes. Nosso problema agora possui apenas 4 parametros e nao é
compensatorio realizar outra translagao em v para eliminar mais algum parametro,

pois romperia a simetria. Deste modo, cabe dar importancia a seguinte defini¢ao.

Definicao 3.3.8. Chamaremos de P} a uma subclasse de P* que contém somente sistemas
correspondentes a duas zonas, onde a zona central e a zona direita podem identificar-se,
ou seja,

ay=ar , by=br , Pu=pr , du=dp. (3.13)

Com base na defini¢ao acima, os sistemas lineares que define a dinamica para este caso

sao dados por

U a —1 U

_ow |2 L ou<—1 (3.14)
v bL dL 0 v
U a -1 u

_ Mo Pu L, ou>—1 (3.15)
v bM dM 0 v
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com ar, — By =ay — Pu , brp —dp = by — dy que equivale a ag; = agy = 0 em (3.2).

Observacoes.

1. Notemos que para sistemas quase simétricos podemos aplicar somente os enunciados
a) e c¢) da Proposi¢ao 3.3.5 (podem ter 1 ou 3 equilibrios) e no caso de terem 3

equilibrios, podemos aplicar os enunciados b) e ¢) da Proposigao 3.3.6.

2. No caso de sistemas de duas zonas, que s6 podem ter 0, 1 ou 2 equilibrios, podemos

usar as hipGteses assumidas na Proposigao 3.3.5, que se reduz por (3.15) a dpdy (br, —
dr) # 0.

Proposicao 3.3.9. Para os sistemas de duas zonas (3.14)-(3.15), com a condi¢do drdy (br,—
dp) # 0, as sequintes afirmagoes sao validas.

a) Se drdy > 0, o sistema possui somente um equilibrio. O equilibrio estd na zona
esquerda quando dr,(br, —dr) > 0 (equivalentemente dp(bar —dpr) > 0) e caso contrdrio na
zona direita. Se dy, > 0 (equivalentemente dyy > 0) serd do tipo anti-sela e caso contrdrio
uma sela.

b) Se dpdy < 0, o sistema tem equilibrios se, e somente se, dr(by — dr) > 0 (equiva-
lentemente dpr(bar — dar) < 0) e neste caso, possui 2 equilibrios (um em cada zona), dos

quais um € uma sela e o outro € anti-sela.

Demonstragao. Observemos primeiramente que a condigao necessaria e suficiente para

ter um equilibrio na zona direita é dy;(byy — dps) = dpr(bp — dp) < 0, pois vimos anteri-
: S by

ormente que existe um equilibrio na zona central se, e somente se —1 < ——— < 1 e na
M

.. R A . . ,
zona direita se e somente se ———. Como agora a dinamica na zona direita é formada por

dr
essas duas zonas com as condigoes (3.13), temos que haverd um equilibrio na zona direita
by
se, e somente se, —— > —1.
dm

Para o item a), se dpdy; > 0, suponhamos que dy, > 0. Assim,

b
dL(bL—dL)>O:>bL—dL>0:>bL>dL:>—bL<—dL:>—d—L<—1.
L
Portanto havera um equilibrio na zona esquerda que é anti-sela pois d;, > 0. Se d;, < 0,

de maneira andloga teremos um equilibrio tipo sela na zona esquerda. Também temos de
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maneira andloga que se dr,(by —dr) < 0, entao teremos um equilibrio na zona direita que
sera anti-sela se dy, > 0 e sela se dj, < 0.

Para o item b) se dpdy; < 0, suponha dy < 0. Logo dy; > 0. Agora,

b
dL(bL—dL)>O<=>(3'15) bL—dL<OebM—dM<O<:>bL<dLebM<dM<:>—d—L<
L
bar
—le —— > —1.
e .

Portanto teremos dois equilibrios se, e somente se, dr,(by, — dr) > 0, um deles esté na
zona direita e o outro na zona esquerda. Analogamente, teremos o mesmo com dy > 0.
No caso em que dy, < 0 e dyp; > 0, temos um equilibrio tipo anti-sela na zona esquerda e
um do tipo sela na zona direita, e teremos um equilibrio tipo sela na zona esquerda e um

tipo anti-sela na zona direita caso contrario.



Capitulo 4

Orbita Periédica no Infinito

Nesta capitulo, daremos condigdes para que o sistema (3.3)-(3.5) tenha dérbita peridédica
no infinito, caracterizaremos sua possivel perda de hiperbolicidade e daremos estimativas
da amplitude e periodo do ciclo limite que eventualmente bifurca a partir de tal orbita

peridédica nao hiperbdlica.

4.1 A Transformacao de Bendixson

Definicao 4.1.1. Chamaremos de transformacao de Bendixson a sequinte mudanca de

varidvel

uzsin@ 7 U:_COSQ. (4.1)
r r

Lema 4.1.2. Para os sistemas (3.3)-(3.5), o infinito é uma drbita periddica se, e somente

se, as duas condi¢oes abairo se verificam:

52_4dL<08612%_4dR<0

Demonstracao. Pela transformagao de Bendixson, temos o seguinte sistema

= —r3(ut 4+ vd), 6 = 2 (ud — ),

49
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Tal sistema leva o sistema (3.3)-(3.5) no sistema abaixo em R x S, definido por partes

7 = —r[Basin®@ + (1 — dy)sin6 cosd + axrsind — byr cos )], (4.2)

0 = dysin?0 + B sin @ cos O + cos® 6 + apr cos @ + byrsin b,

para

{(r,0) :0<r<sinf, 6¢€]|0,7]} , A
Dy=1< {(r,0) :r >|sinf|, 6€]0,2n]} , A
{(r,0) :0<r < —sinf, 60e[mr2n]} , A

R
M (4.3)
L

Temos obviamente que r = 0 deixa o fluxo em R x S! invariante e
9|T:0 = d sin? @ + B, sin @ cos 8 + cos? 8.

Contudo, teremos uma orbita periédica no infinito se, e somente se, a expressao acima
tem sinal constante para 6 € [0,27]. Para A = M, teremos que considerar somente
os pontos 6 = 0 e § = 7, pois sao os unicos pontos pertencentes a érbita periddica e
ainda para os mesmos pontos 6 =1. Assim, uma condicao necessaria e suficiente para a
existéncia de dérbita periddica no infinito é que

é‘rzo = dysin® 0 + Bysinfcosf + cos? @ > 0, para 6 € [0,7], A€ {L, R},
levando-se em conta que quando A = L, entao 6 € [, 27] e fazendo a translacao § — 0 —7
equivale a mudanga (sinf, cosf) — (—sinf, — cos6).

Observemos que o primeiro membro da desigualdade anterior é uma forma quadratica
em (sin 6, cos #), assim concluimos facilmente que devemos ter 53 —4dy < 0, A € {L,R}.

Observacoes.

e O Lema anterior nos diz que existe uma érbita periddica no infinito se, e somente

se, os retratos de fase nas zonas laterais sao do tipo foco.

e As equagoes (4.2)-(4.3) juntamente com as condi¢oes (3.6) definem um sistema

continuo em R x St.

e A observagao anterior juntamente com a existéncia de érbita periddica no infinito,

garante que em torno de tal orbita podemos definir uma aplicacao de Poincaré.
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Figura 4.1: A transformacao de Bendixson define um sistema equivalente em R x S*.

Podemos usar resultados classicos de diferenciabilidade com respeito as condicoes
iniciais tal que se as condigoes do Lema (4.1.2) se verificam, entao existe p > 0 tal
que para cada £ € [0, p) e 6 € [0, 27], teremos garantido a existéncia de uma fungao

r(6,&), solucao de (4.2)-(4.3) com r(0,§) = &.

4.2 A Aplicacao de Primeiro Retorno
Definicao 4.2.1. Definimos a aplica¢do de Poincaré por

h:[0,p) — R

§ = r(2m,9),

que é analitica em seu dominio, pois é composi¢ao de funcoes analiticas e satisfaz

h(0) = 0. A érbita periédica no infinito é nao hiperbélica quando ' (0) = 1.

e Com o objetivo de reduzir os calculos, em vista das equagoes (4.2), as expressoes se
simplificam quando dy = 1. Assumindo como vélidas as condi¢oes do Lema (4.1.2),
é imediato deduzir que dj, e dg sao positivos (em rela¢ao a dy; nao podemos concluir

nada).
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e Podemos fazer uma mudanca de varidvel apropriada tanto na varidvel u como no
tempo, deixando inalterada a variavel v e distinguir dois casos segundo o sinal de u

para melhor usar a aplicacao de Poincaré.

e Podemos decompor h em duas semi-aplicacoes da forma hy, o hg,
hr:[0,p) — R* hg:[0,p) - R
£ = r(mg) £ r(m ),
onde agora 7(0, 1) é solucao de (4.2)-(4.3) tal que 7(m,n) = 7.
Faremos as seguintes mudangas no sistema (4.2)-(4.3).
Definigao 4.2.2. Para u < 0, definimos (t indica varidvel temporal)
urp, = \/dru, tp=+/dpt.

Pela definicao anterior, temos que

dt,  dt T Jd, "¢
dv 1 dv by, dr, b,

- = - — = + —
dtr, Vdp dt  d, o Vg NG

para u < —1. Para —1 < u < 0, temos

duL du M

E = a = ap + _E urp — v
dv . bL dM

dt;, v, d "

.= . br b AL Bum
Deﬁmgao 4.2.3. Deﬁmmos bLL = \/—d_L, bML = \/—d_L, BLL = \/—d_L, BML = \/—d_L,
-

dr

Pela definicao anterior, obtemos os seguintes sistemas

U a —1 Uu
Ll _ L Bre B , para up < —+/dp <0, (4.4)
v brr L0 v
U a —1 u
L1 _ Moy P "1, para—/dp <up <0.
v brr dur 0 v

Analogamente, temos a seguinte definicao.
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Definicao 4.2.4. Para u > 0, definimos

UR =V dRu, tR: th.

Do mesmo modo, definimos

br bar Br Bu

OB = Mg L TR
NG MR NG Brr N7 Bumr Nz MR

Definicao 4.2.5. Sejam brpr =
dum
\/—d_R.

Obtemos os seguintes sistemas

U a -1 U
5 = S e f , para ugp > +/dr >0, (4.5)
v bRR 1 0 v
U a -1 U
R — M + O R , para 0 <ugr < +/dg.
v bRR dMR 0 (%

Utilizando novamente a transformacao de Bendixson, podemos escrever o sistema
(4.2)-(4.3) na seguinte forma equivalente do ponto de vista das semiaplicagdes hr, hr

(e portanto de h):

7 = —r[Brrsin®f + arrsin® — brgrcos b, (4.6)

0 = 1+ Brrsindcosf+ agrcosb + brgrsinb,
para o dominio Dgrr = {(r,0) : 0 <r <sinf/\/dr, 0<0 <7}

7 = —r[Bursing + (1 — dyg)sinbcos + aprsind — bygrr cos ), (4.7)

0 = dyrg sin? 0 + Barrsin 6 cos 6 + c0s® 0 + aprcos + by prsiné,
para o dominio Dygr = {(r,60) : r > sinf/v/dr, 0<60 <m};

7 = —r[Byrsind + (1 —dyyp)sinfcos + aprsind — by pr cos b, (4.8)

0 = dygsin®0+ B sinf cos @ + cos? @ + appr cos @ + byrprsin b,
para o dominio Dy, = {(r,0) : r > —sinf/\/dy, 0<6 < 2w}; e por tltimo

7 = —r[Brrsin®@ +arrsing — byprcosd), (4.9)

0 = 1 + Brrsinfcosf + ay, cos@ + by prsinb,
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para o dominio Dyp = {(r,0): 0 <r < —sinf/y/dy, 7<0 <27}

Agora estamos considerando 4 dominios distintos no lugar de 3, dados pelas equagoes
(4.2)-(4.3) e temos uma descontinuidade na velocidade radial para § = 0 e § = 7 (basta
compararmos os campos vetoriais Dy, e Dyg). Contudo essas equagoes permitem cal-
cular as derivadas de hy e hg de uma s6 vez. De fato, se fizermos a mudanca 6 — 0 —
em Dy e Dy, teremos que (sinf, cosf) — (—sinf, —cos#) e os sistemas a considerar
sao exatamente os mesmos que em Dy;r e Dggr se trocarmos todos os subindices R por
L e trocarmos o sinal de ay;, ar, bar, € brp.

O préximo resultado nos dard uma ferramenta necesséaria para o calculo das primeiras

derivadas das aplicacoes hy e hr em torno de 0.

Proposigao 4.2.6. Seja um dominio D = {(r,0) € [0, p) X [01,0:]}, dividido pelo grdfico

de uma fungdo de classe C*, 0 : [0,p) — [01, 0] em dois subdominios Dy = {(r,0) : r €

0,p), 8 €1[01,0(r)]} e Dy ={(r,0):r€0,p), 6 €[0(r),0]}.

Suponhamos que em tais dominios teremos definido um sistema

d Si(r,0), para (r,0) € Dy,

Cr _S(r,0) = 1(r,8), para (r,6) € Dy (4.10)
o Sa(r,0), para (r,0) € Dy \ D;.

de maneira que tanto Sy : D1 — R como Sy : Dy \ D; — R sejam suficientemente

diferencidveis e o sistema goza de existéncia e unicidade de solugoes em todo dominio D.

Além disso, assumimos que:

a) S(0,0) = 0, para todo 0 € [01,05], de maneira que para todo £ € [0, p) existe uma

unica solugao continua r(6,€) definida em [0y, 0s], para podermos definir a aplicagio de

Poincaré
h:[0,p) — R*
5 = h(g) = T<927 5)7
com h(0) = 0. B
_ _..df
b) Sobre o grifico de 0 se verifica a condigdo de transversalidade Sy (&, 9(5))d—(§) #1,
r

para todo & € [0, p).

Entao, introduzindo as funcgoes
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0
Be00) e ([ Firta..000),
D(E.6) = B(E.00.0) 23 ((0.6).0).

se tem

>>.E(f,91,92) (4.11)

e consequentemente

h (0) = E(0,61,06,) (4.12)

Se além disso o campo vetorial é continuo em D, a derivada da seqgunda ordem de h

¢ dada por
W€ = B 0.0 :2D<g,9)d9+
B0 2552’ Bk
(GO 80 - SE© (D). @y
e portanto
R'(0) = E(0,6;,60,) [ :QD(O,Q)d%L
+  E(0,6y,0(0))T (0) (%(0,9(0)) — %(o, 9(0)))} (4.14)

Demonstracao. Usando as hipdteses, podemos assumir a existéncia de uma funcgao

0, : [0, p) — [01,02] que define o angulo de corte das dérbitas com a curva ([0, p)), onde

0.(6) = 0(r(0.(6).€))

e 0, é pelo menos de classe C'. Também, podemos definir uma aplicacao de Poincaré

intermediaria da forma

€= hi(€) = 7(0(¢),6)),
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o
\ B

0, 08 0. 0,

Figura 4.2: Situacio considerada na Proposi¢ao 4.2.6.

veja figura 4.2. Agora consideremos o sistema d_g = Si(r,0), com 6, < 0 < 0(r) e

sua solucdo (6, &) satisfazendo 71(0,&) = €. Tendo em vista que 6, = 0(hy(€)), entdo

deduzimos que

/

0.(€) = 0 (hi(£)).hy(€) (4.15)

Também temos que

/ 67“1 ’ 87”1

M(€) = 5 (6-(9),€).0.(6) + 5(6.(9), €). (4.16)
Substituindo a expressao (4.15) em (4.16) chegamos a
S 009
() = —3- - : (4.17)
1= Th0.0).0).0 (n(€)

Como 71(0,£) é solugao de Si(r,8), temos que

%Wf%@ = S1(r1(6.(6),€),0.(€)) = Su(h(€), 6.(¢)).

Por outro lado,

d (0ry 0 [dr, 0 051 or
u <8_§(9,§)) -2 (%(9,5)) = 5ES1n0.9.0) = TH(0.6).0520.9).
e como para todo &,
Ti0,6) - 1,

73
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chegamos a seguinte férmula conhecida

0.0 = e ( / Y] ¢>d¢) . (4.18)

Assim, podemos escrever

(&) 98
exp ( / a—q}(rl(e?f),e)d@)

1
N Y

hi(§) = 1 — S1(h1(€),0.()8 (hy(€))

(4.19)

onde o denominador nao se anula devido a hipdtese de transversalidade.

d _
Agora, consideremos o sistema d_g = Sy(r,0), para 0(r) < 6 < 0 e sua solucao (0, 1),
satisfazendo 74(0(n),n) = 1. Como r4(6,7n) é solucio de Sy(r,n), temos que

%(5(77),77) = S5(n,0(n))

00

Derivando 75(6(n),n) = 7 em ambos os lados da igualdade com respeito a 1 e usando

a expressao acima, obtemos

Do mesmo modo que obtemos

G (F0m) = 5 (G2em) = Lsiban.0) -
(4.20)

Se definirmos hy(n) = r2(f, 1) e integrarmos entre 6(n) e 6, temos

hy(n) = (1 — Sa(n, 5(77))9_'(77)> exp (/0:) %(7‘2(9, n), 9)d9>

0(n), deduzimos

Agora temos que h(§) = hay(h1(€)) e identificando n = hy(€), 0.(§)

que

: o ey 1= Sa(ha(€), 0(ha(€)))8 (h(€))
W& = ham@)ME) = T ) B )T (e)

© 95, 05,
X exp (/9 W(m(&i),@)d%/&(é)E(mw,hl(é)),@)d@)

1
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e acabamos de provar (4.11).

Agora como hy(0) =0, S(0,0) =0 e r(0,0) =0 para 0; < 0 < 6, temos

K() = =

«(0) 87"

X

e}

]

o}
/-~
%\
- o

2 3
| @
ﬁ)_‘

(r1(6,0),60)d0 + / § %(rz(e, hl(())),e)cw) =

e assim, obtemos (4.12).
Ao supor que o campo S(r,6) é continuo, isto é, S;(r,0(r)) = Sa(r,0(r)), para todo
0 <r < p, teremos

0(8) 02
K () = e ( | S0 | @w,hl(@),e)da) .

) 6.(¢) Or

Derivando a expressao anterior, temos

: @ 25 0
hi(€) = h(&)exp [/9 ar;(m(@,f),@)a%(@,é)d%

1

02 0282 87~2 /
i /9*(5)W(T2<97h1(§)),9)8—n(9, hi(€))hy (€)d6 +

#0106 % (G0:000,.0.(6) — S2000.(6.m(©).0.(6)) )|

Podemos notar que a expressao anterior pode ser escrita em forma mais compacta

mediante integrais que sao divididas em intervalos adequados. Usando

(0 5) T1(07§)7 para 91 < 0 < ‘9*(6)
'S s =
m2(0,§), para 0.(§) <0 < 0y,

temos que h'(€) = E(&,01,T,). Observemos que

67‘1

—=(0,9), b1 <6 < 0.(€)
Oy ={ 2 e (4.21)
85 87‘2

6_77(0’}“(5))]“(5)7 para  0.(§) <0 <0,

De (4.17) e (4.19), temos
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0:(€) 98
ory ex =1 ri(0,§),
8_5’(0 (), €) - P (/91 gr (1106 H)de) _
8’/‘1 ~ N aff’l N
1- %(9 (£),6)0 (hi(9)) 1- W(Q (£),€)0 (hi(&))

200 = oo ([ Sruw.0.0m) =
T0,¢) = E(€0.,0), para 61 <0 < 0.(€). (4.22)

Integrando (4.20) de 0.(&) a 6, temos (lembre-se que n = hy(§))

T2 g o 2
T20.1(©) = (1= Sl (€007 (n(€) xexp ([ G20 (€)1 )

Por (4.19) e (4.21) e a continuidade do campo vetorial, temos

8’/‘ 87"2

5(9 6 = n (0. 11(€)):1y (€) = (1 — Sa(a(€). 6:(6))8 (ha(€))) x

" 95, -
o (/ o O DA (©).000) » 1= 5(n (.0 (m©)

_ exp(e % r(0.6), ¢>d¢), para 0,(6) <0 < 0.

Assim,

a;k &)= B(6.60.0), 0.(6) <0< 0, (4.23)

Usando (4.15), (4.19), (4.21), (4.22) e (4.23), concluimos que

02

W€ = E(061,6) D& 0)do +

E(€,60,,6(h,(6))8 (1 (€))
B )T g i ©), B ()7 (1 (©)
0,

< (GR0©.0.0) - S 20,0,

X

Assim, obtemos (4.13) e para obter (4.14) basta tomar £ = 0 em (4.13).
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Para aplicarmos a proposicao anterior em nosso problema, precisamos primeiramente
conhecer o valor de certas integrais definidas que aparecerao vérias vezes. Assim, vejamos

os seguintes resultados.

Lema 4.2.7. Para |p| < 1, temos

/“ 2sin? 0 df B /’T do B T (4.24)
o 1+2psinfcosfd J, 1+2psinfcosd /14 p2 '
Demonstracao. Para p = 0, o Lema ¢é trivial. Suponhamos que p # 0. Aplicando a

Férmula 3.613.1 de [8] com n = 0, temos que

/ T do B s
o lL4+pcosed /1 —p2
Agora fazendo 6 = 2¢, temos para a segunda igualdade que

1/27T de _/7r de B T
2 J, 1+2psinfcosf J, 1+2psinfcosh 1—p?

Com respeito a primeira igualdade, basta observar que

2sin% 6 sin? @ — cos? 6 1

1+ 2psinfcosf "1 + 2psinf cosf + 1+ 2psinfcosf’

e que a integral do primeiro termo é nula, pois tem como primitiva

—(1/2p) log(1 + 2psinf cos ).

|
Proposicao 4.2.8. Para |p| < 1, temos
Tc(p) / ' Sl oI TS g — (4.25)
— p sin CcOs p— .
cNp o (1+2psin@cosh)? ’
T sin 6 0 2psin? pde __mp

r = “lo e dd = 1+ Vi, (4.26
s(p) /0 (14 2psin6 cosf)? ¢ ’ e ’ (4.26)

Demonstracao. Se usarmos a identidade

0 .2 0
—2psin® ¢ do¢ 1 ) / P
df = —log(1 + 2 0 cosf) —
/0 1 4 2psin ¢ cos ¢ 2 og(1 +2psinf cos ) o 14 2psin¢cos o
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(ver dem. do Lema anterior) podemos escrever

: " cos ¢ _ 0 _2psin®de g
Fp) =Telp) +ils(p) = / (14 2psin@ cos)? e o Tanees ¥
0
+ i / sin 0 e T
o (1+2psinfcosf)?

T cosf+isinf _jo _2psineds_ g
= - e 0 1+42psin¢cos ¢ =
o (14 2psinf cosh)?

T 20
. 0 d
_ e e%log(l+2psm000$0)—f0 md@ _
o (14 2psiné cosh)?

T e’ 0w gy
— - e 0 142psin ¢ cos ¢ .
o (1+2psinf cosf)3/2

Para p = 0, temos obviamente que

) = / e?dh = 2i.
0

Assim, I'c(0) = 0 e I's(0) = 2. Agora, suponhamos que p # 0 e definimos a seguinte

(8, p) = exp (— /00 pdo ) . (4.27)

1+ 2psin¢cos ¢

funcao

Temos que

/ p
0.p) = — 0,p).
v (6.p) 1+2psin6’cos€v( )

Observemos assim que para p # 0

1 4 67;0 ’
I'p)=—- 0,p)do
() /0 (1+ 2psin9c089)1/ZU (6.p)

o0
Usando um processo de integracao por partes com u = e dv =

(1 + 2psinf cosh)!/2
1 ™
[(p)=—- [uv|g —/ vdu} :
p 0

() = 2 4 ire) - T

Agora, igualando as partes imaginarias, temos

v' (0, p) df, temos que

Assim,

Ts(p) = }9 Te(p) + Ts(p),

garantindo que I'c(p) = 0.
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Igualando as partes reais, temos

_ 1+v(mp) Ts(p)

Le(p) - —Te(p)
p
Como I'c(p) = 0, temos
(%
pde -2
) = komp) = e (- [P0 )~

|
Agora, pelas proposigoes 4.2.6 e 4.2.8, temos condicoes de calcular as derivadas das

semi-aplicacoes hy, e hg, o que é o objetivo da seguinte proposicao.

Proposicao 4.2.9. Assumindo que |Sxp| < 2, para A € {L, R}, temos que

hy(0) = exp (—%), (4.28)

hy(0) = +2(an — ban Ban)hy (0)(1 + Ry (0)), (4.29)
onde a sequnda expressao deve tomar-se + e —, para A = L e A = R, respectivamente.

Demonstracao. Para demonstrar, trabalharemos com hg e usaremos a observacao ref-
erente a Definicao 4.2.5 para concluir para hy.
Relembrando (4.6) e (4.7), temos que

ﬁ = Spr(r,0) = —r Brrsin® 6 + r(arsin® — brr cos )
— R T 4 Brpsin 6 cos 0 + r(ag cos 0 + brp sin )

do
para o dominio Dpgpg, €

% — Sun(r.0) = —r Burrsin® 0 + (1 — dysgr) sin @ cos @ + r(ay sin @ — by g cos 6)

dyrrsin® 0 + Bygsin 0 cos 0 + cos? 0 + r(ay; cos 0 + byg sin )

para o dominio D/, dando origem a um sistema suave por partes e Lipschitziano para

|Brr| < 2.
Iremos usar como ferramenta principal a Proposicao 4.2.6. Para aplicd-la, vamos

decompor a aplicacao de Poincaré hr nas duas que se segue:

5 = hR,l(&) = 7“(7T/275), parag € [Oap) com p << 17

n = hga(§) = r(m §), para ¢ tal que n = r(7/2,§),
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n € [0,r(m/2,p)), onde r(6,&) é a solugao, satisfazendo r(0,§) = &.

Observemos que hg; se aplica ao intervalo [0, p) da geratriz {# = 0} até a geratriz
{0 = 7/2}. Analogamente, hr se aplica ao intervalo [0,7(7/2, p)) da geratriz {0 = 7/2}
até a geratriz {# = w}. Também temos que hr;1(0) = 0 e hg2(0) = 0, pois (#,0) = 0,
para todo 6 € [0,27]. Vemos que hp; faz uso do fluxo somente para 0 < 6 < 7, onde
S(r,0) é suave por partes e coincide com Syrr(r,0), para 0 < 0 < 0(r) = sin~'(r/dg) e
com Spp para 0(r) <6 < Z.

Para comprovar a condicio de transversalidade para Sy;z(, ), observemos que 6 (0) =
Vg e Syr(0,0) = 0, j& que 6'(r) = \/% Se Swur(€,0(€)).2(¢) = 1, para algum

. ) ~ —€2dp
€ €10, p), entdo teriamos que Sygr(&,0(§)) = i/di e assim, Syr(0,0) = W’ o que é

absurdo!

Usando (4.12), temos que
Hra(0) = £(0,0.5).

onde,

0
E(0,0,0) = exp < %(0,(;5) dqﬁ) , (4.30)

ja que o valor da derivada parcial de Sy;g nao contribui ao valor da integral, pois

as( 5) di — /9(00653 d(b/ 6SRR o) di = /asRR
o Or 6(0)=0 X

0

or
Temos que,
8SRR 5RR sin29
0 — 4.31
or (0.9) 1+ Brrsinfcosb (4.31)
GQSRR ((IR - bRR BRR) sinf — bRR cos 6

(0,0) = —2 (4.32)

or? (14 Brrsiné cos )?
0Shrpr _ OSmr o
(0,00 = HE(0,0) = 0.

Assim, D(0,0) = E(0,0 9)

L5 (0, 0) e portanto,

2 T a2
Wy (0) = E(oo 2) 0 grf(o 0)E (o,o,e)dezE(o,o,g)/o aaiﬁR(o,e)E(o,o,e)de.

Agora, se aplicarmos a Proposicao 4.2.6 a hp, todos os cédlculos sao similares, con-

siderando 6(r) = 7 — sin~' (rv/dg), 61 = /2 e 0y = 7.
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Assim, temos

Usando que

Hypa(0) = E(O,%,ﬂ)
D(0,6) = (o,g,e) ag;jm(o,e)
B (0) = E(O,%,w) [ aZiij(o,e)E (0,%,9) do

hR(0) = hpa(0).hig, (0)

hp(0) = hps(0).hp1(0) + hy,(0).hy, (0)
E (O, z 6) = FE(0,0,0), temos

27

0,5 x).E (0, 0, g) — E(0,0,7) (4.33)

2 or?
™ aQSRR
- E(0,0,ﬁ)/ = (0,9)13(0, 9>E<00 2) do +
5 92
+ E(0,0,ﬂ)/ 8SRR(0,9)E(0,0,9) do =
or?
s 3253}2
= E(0,0,7) 2 (0.0)E(0,0,0) do. (4.34)
T

Para calcular £ (0,0, 7), usaremos (4.30), (4.31) e o Lema 4.24, com p = frr/2 ¢

assim, temos

E(0,0,m) =

T 8SRR 4 ﬂRR sin29
0)do ) = — do ) =
o or (0,6) ) P (/0 1+ Brrsinfcosd

/7r 2p sin® 0 o /” 2sin? 20
exX — = X — =
P o 1+2psinfcosd PP o 1+ 2psinfcosd

T = exp _—"Prr_ : (4.35)

= exp (LﬁR}%) e a expressao (4.28) é provada.
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Agora, usando (4.30) e (4.32) em (4.34), obtemos

" T (aR_bRRﬁRR) Sine—bRRCOSG /9 —5RRsin2¢dcb
= —2F
f1(0) (0,0, ) /0 (1 + Brrsinf cosd)? P o 1+ Brrsin¢cos¢ .

e usando a proposicao 4.2.8, com p = Srg/2, temos

" sin 6 [0 _Err sin? ¢do

— _92F — ~Jo TFBppsmocosd Jf) —
h(0) (0,0,7) {(aR brr BRR)/O (1F B sin0.cos 62 e de

™ L2
COSQ _ro Bprpsin® ¢d¢
_ bRR/ ( e fO 1+BRRsin¢cos¢d9 —
0

1+ Brrsinf cos 6)?
V4= Brr

= —2F(0,0,7) (ar — brr BrR)

Agora, usando (4.33) e (4.35), temos

hip(0) = —2(ag — brr Brr)hR(0)(1 + h5(0)),

e assim acabamos de provar (4.29).

A proposicao que se segue é consequéncia imediata da proposi¢ao anterior.

Para abreviar a notagao, vamos introduzir os seguintes parametros

1 Baa B Ba
wn = = [Ady — B2, = _ _ P
A= A — By YA i V= 2w

para A € {L, R}.

Proposicao 4.2.10. Assumindo para os sistemas (3.3)-(3.5) a ezisténcia de drbita periddica
no ponto do infinito, uma vez transladado tal ponto a origem, mediante a transformag¢ao

de Bendizson, a aplicacdo de Poincaré que pode-se definir em torno da origem verifica:

h(0) = P )

h'(0) = 2h(0) KaL — bLﬁL) (R (0) + e~ ™) — (aR - bRBR) (1+ em)] .

dr

Demonstracao. Como h = hy, o hg, temos que

/

h(€) = hi(hr(€).hR(E)
h'(€) = hp(hp(€).hp(€)* + hy(hr(£))-hg (&),
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e como hg(0) = 0, temos

h'(0) = hy(0).hg(0)

" "

h'(€) = hy(0).hy(0)* + hp(0).hk(0).

Pela Proposicao 4.2.9, temos

! —7 BrL —7 BRrR _ _ _
h O = X —_— .ex - —=e 7WL6 T™R — e 7T(’YL+VR)’
O e (ﬂ—ﬁ&) ’ (W—ﬂ%m)

h (O) = 2((1L —brr ELL).e_ML(l + 6_7r'YL)‘€—27r'yR +
+oe [_2(CLR —brr Brr)e ™ R(1 4+ e_”R)} —

= 21 (0)(ar = bur Bro)-e (L + ) = 20'(0)(ag — brr Brr)-(1+ e TR) =
= 2h'(0) :(GL —brr Br) (B (0) + e™7) — (ap — brgr Brr) (1 + e*mR)] —

= 20 | (- 2= T2 ) W)+ ) = (an - T (14| -

= 2(0) (L - bf) (1 (0) + ™) — <aR - ”ffR) a +e—w>]

L R

4.3 Os Ciclos no Infinito

Como consequéncia da proposicao anterior, temos que uma Orbita periddica no ponto do
infinito é nao hiperbdlica quando v;, + vyg = 0. Vemos que tal igualdade acima depende
apenas das partes real e imaginaria dos autovalores associados a cada zona extrema. Na

situagao da proposicao anterior, se h'(O) = 1, entao teremos que

R'(0) = 2(1 + e ™) (aL _bhr s bRﬂR) :

dr, dr
e assim,
" b b
signh (0) = sign | ar, — LhL _ ag #0R
dr, dr

Podemos ver que a expressao anterior tem sinal definido desde que as ordenadas dos
equilibrios (reais ou imaginérias) das zonas extremas nao se coincidam, pois os pontos de

equilibrios nas zonas extremas sao da forma

—ba o baBa
dy N dy

), A€ {L,R}.
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2 2
& = &. Pela
dr, dg

definigao de 7,, observemos que devido a fungdo x/v/4 — z? ser impar e estritamente

A igualdade v + yr = 0, equivale as duas condigoes B.8r < 0,

crescente em (—2,2), podemos tomar como parametro de estabilidade da 6rbita periddica

no infinito (no lugar de 7, + yg) a varidvel

L, Bn
Vdp  Vdg'

de maneira que para o < 0 (que corresponde a v, + g < 0 e portanto a h'(0) > 1)
a Orbita periddica no infinito é instavel, nao hiperbdlica para e = 0 (que corresponde a,
v +7r = 0 e portanto a h'(0) = 1), e estével para o > 0 (que corresponde a vy 45 > 0

e portanto a h'(0) < 1). De fato, temos:
Br+ Prr > 0= B > —Prr = 7L > —Yr =7+ 7R > 0;

Brr + Brr < 0= —Brr > Brr = =V > Tr = 7L +7r < 0;
Brr + Brr=0= v, +vr =0.

Vamos assumir em primeiro momento que o novo parametro

y— (g, P, brBr
L dL R dR

¢ nao nulo.
Em funcao destes parametros, poderemos caracterizar as bifurcacoes de ciclos limites
associadas a perda de hiperbolicidade da orbita periddica no ponto do infinito. Vamos

recordar primeiro um resultado relacionado a bifurcacao transcritica.

Lema 4.3.1. Consideremos para 6 > 0 e suficientemente pequeno uma familia a um
parametro de aplicagoes & — h,(§) de classe C?, onde || < §, £ € R tal que possui um
ponto fizo em & = 0, isto €, h,(0) = 0, para todo |p| < §. Suponhamos que para pr = 0
este ponto firo € nao hiperbdlico, ou seja, hy(0) = 1.

Se verificam-se as duas condi¢oes

d p
T A0 B0 #0

=0

entao teremos uma bifurcagao transcritica em & =0 para p = 0.
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Em outras palavras, além do mais, do ponto firo & = 0 podemos garantir que existe
uma curva &(p) de pontos fixzos no plano (u,§) que passa pela origem e que existe em
ambos os lados de ;. = 0. A inclinagao de tal curva na origem € dada por

e anhu(0)]u=o
du o hg(0)
A demonstragao deste lema pode ser encontrada em [18] pdg 362-366.

Agora vamos enunciar nosso primeiro teorema sobre bifurcacao de ciclos limite para os
sistemas (3.3)-(3.5). Nao iremos especificar quem é o parametro de bifurcacao p, embora
se subentende que é um dos quatro (8r,Og,dr,dg) pela definicdo do parametro a. A
tnica condi¢ao que faremos é que, se elegemos um d com A € {L, R}, o correspondente
valor de f deve ser ndo nulo (caso contrdrio o parametro « nao sofreria alteracao ao

variar dp).

Teorema 4.3.2. Consideremos os sistemas (3.3)-(3.5) com as condigoes 4dy, — B2 > 0,
4dr — % > 0, e tal que v # 0 para o = 0. As sequintes afirmagoes sao vdlidas.

a) Quando o« = 0, um ciclo limite (e sé um) bifurca a partir da drbita periddica do
ponto do infinito.

b) Se v < 0 para o = 0, entdo dado € > 0 e suficientemente pequeno, o ciclo limite
que bifurca existe para o € (—e,0) e € estdvel, e nao existe quando o € (0, ¢).

c) Sev >0 para a = 0, entao dado € > 0 e suficientemente pequeno, o ciclo limite
que bifurca existe para o € (0,¢) e € instdvel, e nao eziste quando « € (—¢,0).

d) Em primeira aprozimacdo, o ciclo limite que bifurca intercepta o eixo v nos pontos

(aL . %) (1+e ™) — (aR - %) (1 + e™n)

U= e™r (em(Ltr) — 1) ’

2
e~ TL [(aL — %) (1 + 6—71"YL) _ (aR _ b};i}%) (1 + ewyR)]

U+ = W’YR( T(yo+YR) — 1) b brfB .
e e (aL _ Z_LL) (1 + e*ﬂ'YL)e*ﬂ"YL — (aR - };_RR> (1 + 6’”71%)@#73
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e) O periodo do ciclo limite é, em primeira aproximagdo
7(yL+YR) _ 1
0 T e
P = —+—+ 5 X
wr  WR [(CLL bLﬁL) (14 ™) — (aR _ b};i3> (1+ em,%)]

{(aL _ bigfL) (14 e ™) [(Z—i(l o) — Z_f;(l X emn))] _

b b b
— (CLR — ZiR) (1+e™r) [(i(l +e7™ML) et i(l + e””ﬂ)} } :

X

Demonstracao. Aplicaremos primeiramente o Lema 4.3.1, exigindo como parametro de
bifurcacao um dos Sy ou um dos determinantes dy, com A € {L, R}. Sabemos que a
aplicagao de Poincaré é nao hiperbdlica para o = 0 e suponhamos que tal condicao se

verifica para um certo valor critico (8y = S} ou dy = d}). Temos primeiramente que

d d
O TN leXp ( JZL:R Jid, = @,)
4dA + B3
_ _ L Nt/ <0.
[eXP( WJZLR‘/Z‘LdJ_/BJ) 4dA—ﬁA) Basby

Analogamente se elegemos um d, como parametro de bifurcagao, obtemos

27T5A

a0, T an-m

£0,

dda

ja que antes de enunciar o teorema, vimos que o correspondente 3, deve ser nao nulo.
Ja vimos anteriormente que, para o valor critico do parametro eleito, o sinal de h”(O)
coincide com o sinal de v. Por hipdtese, este parametro é nao nulo e do Lema 4.3.1 deduzi-
mos a existéncia de uma bifurcacao transcritica para h. Pela aplicacao do Lema 4.3.1,
vemos que a inclinacao da curva de pontos fixos no correspondente plano de parametros
(¢ como o eixo das ordenadas, 5y ou dj como o eixo das abscissas) tem sinal igual ao de
v se for eleito [y, e sinal contrario ao do produto v se for eleito dy. Obviamente, faz
sentido para nosso problema os valores positivos de & (ver def. de h) e, da curva de pontos
fixos que se descreve no Lema 4.3.1, s6 aqueles pontos com £ > 0 representam ciclo limite

para o sistema. Suponhamos agora, v < 0. Se tivermos eleito 8, como parametro de
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bifurcacao, deduzimos a existéncia de ciclo limite s6 para 8y < B3 e como « é crescente
com [y, a desigualdade anterior equivale a o < 0.

Se tomarmos d como parametro, havera dois casos segundo o sinal de 5. Para fixar
as idéias, assumimos que Sy > 0. Assim, o ciclo limite sé existiria para dy > dj.

Como « é decrescente com dy, novamente concluimos que o ciclo limite s6 existe para
valores negativos de a. Raciocinando igual para Sy < 0 neste tltimo caso e repetindo
todo o argumento para v > 0, deduzimos as afirmagdes b) e c¢), exceto a estabilidade do
ciclo limite.

Consideremos agora o desenvolvimento de Taylor da aplicacao h em torno de £ =0
: h' (0
(e = h(0) + K0 + ez 1 (e

que equivale a

M(E) — € = (H(0) ~ D+ ZH (0" + O(€).

Agora, fazendo (h(§) — &) = 0, teremos duas raizes £ = 0 e uma outra £t > 0 que

satisfaz

hﬂn—1+1ﬁ(x

22

0,
para &1 suficientemente pequeno. Assim, temos

1—h'(0)

T

(4.36)

Consequentemente, temos também que

2(1 = 1'(0))

W0 =21 (0) = 2—exp (—w JZLR m)

Se usarmos novamente as propriedades elementares da fungao z/v4 — 22, deduzimos

h'(E7) m 1 (0)+R"(0)€ ~ h'(0)+h"(0).

que para a < 0 o expoente da expressio anterior é positivo e portanto, h'(£+) < 1 (supo-
nhamos que || seja suficientemente pequeno). Temos assim que o ciclo limite que bifurca

é estavel. De fato temos:

Br 51%

a<0 = a=-""= <0= P <—Prr=>7w—R=>7+1R<0=

Vi J_
JXL:R \% 4dJ - BJ
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Analogamente, deduzimos que para o > 0 e pequeno, o ciclo limite que existe nas
condigoes do enunciado c) é instével.
Para encontrar v_ usaremos as equagoes (4.1), (4.36) e as proposigoes 4.2.9 e 4.2.10,

com # = 0. Assim, temos

cos 1 1 -1
v_ = - == ——F=——F"]" =
r r + 1R (0)
=0 ]

2 (O)Rp(0) [ (= P20 ) W) (1 + R (0)) = (ar = "520) (1 + W0
2(1 — €_7r(’YL+’YR))

_ M) —™R(] —TYL) _ ( _ bRﬁR) —TYR }

@ € +e a 1+e

— e Oz tR) K b ( ) R dn ( )
eTYR (1 — 6*7"(’YL+'YR))

(aL — %) (14+e ™) — (aR — —bfliR) (1+e™r)

e™R (eﬁ(’YL-i-’YR) - 1)

_eﬂ"/R

Agora para encontrar v, podemos usar a equacao (4.1), com § = 7, a aplicacdo hgr e

as proposicoes 4.2.9 e 4.2.10. Temos que

hR(€T) & HR(0)E" + SHR(O0)(ET) ~ 2 {h;%(o)l;,,—}(lo()o) + hR%} _

L L=R0) 1, " / _
= 2 [Pa(OR O+ HR(O)(1 - K (0))] =
OF

"0)

1 , IO " C

= 2 [0 (FLO)R(0) + KL(O)R(0)) + Ke(0)(1 = Ky 0)ha(0))] =

- 21,,—)” 11 (0)R (0) + hig(0)h (0)1i(0) + i (0) — Rip(O)R (0)(0)] =
1

/

>
o]

=)

/

>
(an)

o

h'(0)2
— K (0)

= 2w(h1{(0)3h2(0) + hg(0)).

Agora usando a proposi¢ao 4.2.9, temos
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1—K(0)
R"(0)2
— 2(ar — brrBrr)ME(0)(1 + hR(()))] -

_, 2hR(0)(1 — 7(0))
=2 h"(0)2 [(

—  (ar — brrBrr)hR(0)(1 + h;?(o))] -

= 4= OO0 (= 2L ) B 0010+ 1 0)-

_ (aR - bZiR) 1+ h’R(O))] .

Da proposicao 4.2.10, também se chega a

hr(§7) ~ 2

[PR(0)?2(as, = bya ) (0)(1 + A (0)) -

az — brrBrr)hy, (0)hR(0)*(1 + Ry, (0))—

1" (0) = 2k h'5(0) KaL - b;fL) hr(0)(1 + Ay (0)) — (aR —~ bZiR) (1+ h'R(O))] .
Assim, v, = ;;(ZSJFQ), 0 = m, ou seja,

1
T Thaeh)

1

—h7, (0)h5 (0))R) ' / /
ACRLGE O | (ay, — 2 ) W (O) i (0)2(L+ 1 (0)) — (am — 522 ) (1-+ i (0))

. w0 )
A1~ W (0)hr(0)) (0]

1
(0= 22 ) B, (O)hig(0)2(1+ b (0)) — (on = 2522 ) (14 p(0))]

I AC 0,
41— W, (O)ha(0)7,

hp(0)

[(an = 2525) in(0) (1 4 1 (0)) — (g — 2222 (14 hig(0))] )
WL%ﬂm®wm@mm»{wJ%yu%@ﬂ
L(0)*in(0)

= L
[(“L B %) hr(0)(1 + hp(0)) — (aR _ %> 1+ th(O)):|2
(o0 = 252 HuORO7(1 5 Hi0) = (o = #532) (14 Ha0)]
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Agora, usando as proposigoes 4.2.9 e 4.2.10 e a defini¢ao de 7,, temos

1, (0)*15 (0) ' (0)

B e~ ™(L+R) , R (0) e~ L
T= W (0)hn(0) 1= (0)

T 1 erlrtin) 1(0) = et m) — 1 enlintim) — 1

h,(0)

Assim, acabamos de concluir as afirmagoes do item d).

Para encontrar a aproximagcao do periodo do ciclo limite dita no item e), vamos racioci-
nar da seguinte forma. Vamos em primeira aproximacao integrar o angulo em intervalos
de tamanho 7 em cada zona extrema. Usando as equagoes (4.6), (4.9) e ja trabalhando

em ambos os casos no intervalo [0, 7], temos

dt 1 1 1

a9 1+ BaasinBcos @ F r(ay cosl + Byp sin6) - 1+BAAsin8c0881¢r%’

que podemos aproximar por

dﬂ N 1 . ap cost + Bapsind
a9 "1 + Baa sinf cos (14 Baasinf cos)?’

onde a tultima expressao deve tomar-se + ou — para A = L ou A = R, respectivamente.
Ainda das equagoes (4.6), (4.9) aproximamos o raio por

0 in?
o —Brrsin® ¢ do
r(0) =~ ry exp (/0 1 + Brrsin ¢ cos ¢) ’

- 1 :

onde exigimos que r} = — para A = R e r} = — para A = L. Se integrarmos agora
vV_ Vg

Cilt—g em [0, 7], obtemos aproximagoes para os semi-periodos P,, dadas por

P — 4 do 4,0 T ap cosf 4 by sin 6 e_fog %(M
A - A 3 2
o 1+ Baasinfcosd o (14 Baasinécosh)

Agora, usando o Lema 4.24 e a Proposicao 4.2.8, temos

—TBAA
2m
Py = —————triban [T+ eV TR0 ]
V4= B
para A = L, R.
Voltando a usar os parametros originais e desfazendo a mudanca de variavel feita no

tempo (que equivale a dividir as expressoes por v/dy ), temos

1 0
Pr = L+__R(1+6_7T’YR):

WR "U_‘\/dR

T bR eﬂ-fYR(]_ + 67WWR)(67F(’YL+'YR) — ]_)

wndn (ap = ) (14 ) — (ap = t828) (14 emim)
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Por outro lado,

b
PL = 1 + _L(l + e—Tf’YL)(eW(’YL+’YR) _ 1) %
Wy, dL

(aL . %) efﬂ"YL(l + e*ﬂ"YL) _ (aR _ %) eﬂ"YR(l + eTr’YR)

X
2
[(aL - %) (14 e ™) — <aR — %) (1+ ewR)]

Fazendo P = Pj, + Pg se conclui finalmente a afirmacao do item e).
|
Agora, podemos aplicar o resultado geral anterior, dos sistemas (3.3)-(3.5), a sub-
familias mais interessantes, como os sistemas quase-simétricos, os simétricos e os sistemas
com duas zonas.
Em todos os casos, poderemos além do mais, obter informagoes quando v = 0 na

situacao de nao hiperbolicidade de érbita periédica no ponto do infinito.

4.3.1 Ciclos Limites de Sistemas Quase-Simétricos

Teorema 4.3.3. Para os sistemas quase-Simétricos

U a -1 U
- t + ﬂ ) u§_17
U br, d 0 v
- ar + ag ap — ay,
- 5 8+ 5 —1
U
= + ;o Jul <1,
v ar + ap ar — ar, v
- - d 0
L 2 + 2
U a —1 U
e | |8 .
v bR d 0 v

com a condicao 4d — 3% > 0, as sequintes afirmacoes sao vdlidas quando se elege 3 como
parametro de bifurcacao.

a) Sev =ay—agr # 0, entio quando =0 um ciclo limite (e s6 um) bifurca a partir
da orbita periddica do ponto do infinito.

b) Se v <0 e tomando € > 0 suficientemente pequeno, entdo o ciclo limite que bifurca

existe para 5 € (—¢,0) e € estdvel, e nao existe quando B € (0,¢).
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c) Sev >0 e tomando € > 0 suficientemente pequeno, entao o ciclo limite que bifurca
existe para 5 € (0,¢e) e € instdvel, e nao existe quando B € (—¢,0).
d) Em primeira aprozimacao, o ciclo limite que bifurca intercepta o eixo v nos pontos

(ard —brB)(1+ e ™) — (ard — brB)(1 + ™)

T de (e = 1) 7
e
_ e ™ [(aLd—bLﬁ)(l—{—e_WV) _ (aRd_bRﬁ)(l_i_eTw)]Q
Uy = d(e™ —1) (apd — b B)(1 + e ™)e ™ — (ard — brB)(1 + e™)em™’
onde y = 37 ¢ o= =T

e) O periodo do ciclo limite €, em primeira aproximag¢dao
27 e™ — 1

w [(ard — brB) (1 + e ™) — (ard — brB) (1 + e™))?
x {(agd —bpB) (1+e7™) [bo(1 + ™) = bp(l +¢™)] —
(

aRd—bR,B) (1—|—67W) [bL(1—|—€ ™ ) 2y —b (1—|—67W)]}

P —

f) Se v =0, entdo para = 0 ndo bifurca nenhum ciclo limite a partir da orbita

periodica no ponto do infinito.

Demonstracao. Tendo em conta que § = B = g e d = d;, = dg, entao temos que

2p

a = —=. Assim,

Vd

a=0&=0, a>0p4>0 ¢ a<0&s[<0.

Portanto, as afirmacoes do teorema, exceto a ultima, sao consequéncias imediatas do
Teorema 4.3.2. Para a afirmacao f), basta observar que se v = a;, —ag = 0, entao o trago
[ é comum nas trés zonas e pelo critério de Bendixson-Dulac (adequadamente adaptado
para sistemas continuos lineares por partes, como ¢é feito na Proposigao 3 de [12]), nao
pode haver ciclo limite algum.

|

Agora, no caso de sistemas simétricos, o préximo teorema ganha um beneficio de que
as semi-aplicagoes hy e hg sdo idénticas (veja a observacao referente a Definigao 4.2.5).
Como consequéncia, as aproximacoes do ponto fixo sao melhores se em vez de usar a

composicao de tais aplicacoes, usarmos qualquer uma delas.
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4.3.2 Ciclos Limites de Sistemas Simétricos

Teorema 4.3.4. Para os sistemas simétricos

U a —1 U

- + 6 ) U S_ly
U b d 0 v
U —a —1

_ |7 ;o Jul <1,
) d—b 0 v
U a —1 U

= - + B ) U>17
U b d 0 )

com a condicao 4d — 3% > 0, as sequintes afirmacoes sao vdlidas quando se elege 3 como
parametro de bifurcagao.

a) Se a # 0, entao quando o = 0 um ciclo limite (e sé um) bifurca a partir da orbita
periodica do ponto do infinito.

b) Se a <0 e tomando € > 0 suficientemente pequeno, entio o ciclo limite que bifurca
existe para 8 € (—¢e,0) e € estavel, e nao existe quando B € (0, ¢).

c) Se a >0 e tomandos > 0 suficientemente pequeno, entao o ciclo limite que bifurca
existe para 5 € (0,€) e € instdvel, e nao existe quando B € (—¢,0).

d) Em primeira aprozimacado, o ciclo limite que bifurca intercepta o eixo v nos pontos

(ad —bB)(1 +e7™)
d(e™ —1) '

UiI:E
ondewzg ew=/d— [%/4.
w

e) O periodo do ciclo limite €, em primeira aproximagdo

2 2b(e™ —1)
p=2".2 -
w + ad — b

f) Se a = 0, entao para = 0 ndo bifurca nenhum ciclo limite a partir da orbita

periodica no ponto do infinito.

Demonstracao. Tendo em conta que a = a;, = —agr € b = by, = —bg, temos que v = 2a.

Assim,

v#0<a#0, v=0a=0, v>0a>0 e v<0&a<0.
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Portanto, as trés primeiras afirmagoes e a ultima sao consequéncias imediatas do
Teorema 4.3.3.

Para a aproximacao dos pontos de corte com o eixo v do ciclo limite(que é simétrico
com respeito a origem), voltaremos a usar as expressoes da prova do Teorema 4.3.2,

trocando h por hg (também pode-se trocar por hy). Assim,

§+%21—h’3(0) _ 1—e™
Rp(0)  (a—Y) e (14 e )

e concluimos a afirmagao do item d).
Analogamente, para a aproximacao do periodo, basta multiplicar por 2 o semi-periodo

Pg, tomando rQ da expressdao anterior e temos assim,

-7y — e ™ ™ _
Pt <1+b§ JA—e™) 7 b 1)
w d@-%)e™(1+e™) w  ad—bp

e obtemos a afirmagao correspondente ao item e).
|
Finalmente, daremos um resultado similar para os sistemas com s6 duas zonas. Con-
siderando tal caso, podemos reescrever os dois parametros essenciais para a bifurcacao da

seguinte forma

N ' (CLL _bufr A bMBM)
VL V' dr, dm

tendo em conta que agora com base na Definicao 3.3.8 que ay; = apy + By — B e
by = b + dy — dr. Assumimos aqui para simplificar que algum dos tragos (8 ou Bar)

que aparecem na definicao de « representa o parametro de bifurcacao.

4.3.3 Ciclos Limites de Sistemas com Duas Zonas

Teorema 4.3.5. Para os sistemas com duas zonas

U a -1 U
e, | el
v bL dL 0 (%
U ar, + - —1 U
_ e+ B=pu || Bu .
v bL+dM—dL dM 0 (%
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com as condigoes 4dy, — B2 > 0 e 4dy — B3, > 0 sao vdlidas todas as afirmagoes do
Teorema 4.53.2, trocando todos os subindices R por M.

Além do mais, assumindo que algum dos dois tragos atua como parametro de bi-
furcagao, se para a =0, se tem v = 0, entdao nao bifurca nenhum ciclo limite a partir da

orbita periodica do ponto do infinito.

Demonstragao. Obviamente, o Teorema 4.3.2 é vélido para este sistema para o caso
particular correspondente a agr = ays, br = by, dg = dyr € Br = B, € portanto basta

provarmos a afirmacao adicional. Das relagoes anteriores ao enunciado do teorema, temos

que
vo= GM—BM+BL—beL—CLM+(bL_ZL+dM)5M_
= —Bm+BL— defL + <de_MdL)5M + By =
_ bBy  (bp—dy), . Bu B
= Br— d, + s By = (bp —dp) (dM dL)

e assim, surgem duas possibilidades para que esta expressao seja nula. Para facilitar,

fazemos as translagoes u + 1 — u, v — ar, + f;, — v e chegamos ao sistema equivalente

U 0 —1 U

B RE: o
v bL—dL dL 0 v
U 0 —1 U

= + P ;o u>0.
v bL—dL dM 0 v

Se supormos primeiramente que by, — dy = 0, o sistema equivalente seria homogéneo
e consequentemente todas as orbitas seriam homotéticas. Assim, nao pode existir ciclo
limite, j& que se existisse uma drbita periddica, a origem (que seria o tnico ponto de
equilibrio) estaria rodeada de uma infinidade de 6rbitas do mesmo tipo.

Bv Br

Cabe assim, analisar o caso em que by, — dy, # 0 e teremos que 1= 0, quando

M L
a = (. Pela definicao de «, é obrigatdério que para o valor critico de bifurcagao se tenha
Br = By = 0. Contudo, se um dos tragos ¢ o parametro de bifurcagao, ao variar seu
valor, nao pode existir ciclo limite algum, pois o outro traco é nulo e novamente o critério

de Bendixson-Dulac exclui essa possibilidade.



Capitulo 5

Orbitas Periédicas nao Isoladas

Neste capitulo estabeleceremos a existéncia de uma érbita peridédica nao hiperbdlica , desta
vez na parte finita do retrato de fase. Tal orbita sera de facil localizacao. Considerando
os sistemas (3.3)-(3.5) vamos nos restringir a um equilibrio nao transitivo na zona central
do tipo topoldgico foco. Se tomarmos (B, = 0, tal equilibrio serd um centro, com uma
infinidade de drbitas periddicas nao hiperbdlicas que formam uma familia limitada pela
fronteira mais proxima ao equilibrio da zona central. Ao variar pouco 3y, fazendo positivo
por exemplo, o equilibrio se converte em um foco instavel, e como veremos, a érbita
periddica mais externa que se tem quando 8, = 0 da lugar a um ciclo limite estavel, com

certas condicoes adicionais.

5.1 Calculos Preliminares

Primeiramente precisamos da condicao de equilibrio isolado nao transitivo na zona central,

que é obviamente,
b
dm

Suponhamos também que o equilibrio é do tipo foco, ou seja, 4dy; — 332, > 0 (o que

< 1.

implica que dy; > 0) e que estd situado mais préximo a fronteira u = —1 do que a fronteira
u =1, ou seja,

bu
0<—<1.
dy

79
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O caso contrario pode-se tratar igualmente. O caso em que by; = 0 implica que o

equilibrio estara situado no eixo v e nao iremos tratd-lo em nosso estudo.

vamos nos limitar a situacao em que by, # 0.

Podemos assumir entdo que 0 < by < djps e pelas equagoes (3.7) concluimos que

bL—dL<O,

bR+dR>0, bR+dR>dL—bL.

Portanto,

Para facilitar os calculos, faremos uma transformacao nas variaveis de tal modo que

deixe inalterada a fronteira u = —1 e leve o equilibrio da zona central a origem. Assim:

Definicao 5.1.1. Redefinimos as varidveis temporal e dependentes por

x

Yy

T
Assim, teremos para zona
dx B

dr

dy

dr

que vem agora definido por

onde

dm bu
= m(UJFE),
- ﬂ(v_aM+M)
dyr — b dy 7’
= dyt.
central
1 dz Vdy du By

Vg At dy —by dt  Jdy Y
L dy 1 dv

Jaudt  dy —bydt

—1 <z <zjyp,

Para zona esquerda, temos

dx \/dM
dr dM —bM

o _dutby
MR_dM—bM :
dy — b b

e (M)

dum

__@Mw%+w_ww”

Vi
Vi

dyr — by

b
(GL —5L—M —ap +

Brbu . Bu
dpr dpr

r—y,
Vdu

dy 1 dv —bu by
W Ly gy (e, DM
dr dM—bM{LJF L( " dMﬂ

1

dyr — by

dr, dj,
by, — by — — .
(L MdM)-i-dMﬂ?

(5.1)
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Usando agora as condicoes de continuidade a;, = B + ayr — Bar € by = dr, + by — day,

temos que

b b duy — b
ap — By gy D0 g gy = bn

d d dy — b
b, — by—= =dy + by — by —= — dy = (dL—dM)—M M
dpr dm dar

e enfim, o sistema da zona esquerda é dado por

de BL Bur AL

> - + xr—vY,
dr \/dM \/dM \/dM

dy dr, dy,
A

dr  dy Ty

e Aqui, nao iremos escrever as equagoes correspondentes a zona direita (z > z3,5),

pois o fendomeno que acontecera nao depende da dinamica em tal zona.

e Afim de abreviar a notacao, vamos introduzir os seguintes parametros:

Br Bu dr,
_ , T="2— d=-—. 5.2
b= o " (5-2)
Assim, estudaremos os seguintes sistemas:
T -T -1 x
— b + b , para < —1, (5.3)
U d—1 d 0 Y
T T -1 x .
. — L , para —1<ux<z)yp (5.4)
Y Y

Agora, assumiremos algumas hipoteses referente aos parametros da zona esquerda.
Assumiremos que 31, < 0, d, > 0, de maneira que dy,(b;, —dy) < 0 e pela Proposigao

3.3.5, nao existem equilibrios em tal zona. Teremos posteriormente que 5 < 0, d > 0.

e Se o trago T for negativo, o sinal constante dos dois tragos impede que haja ciclos

limites totalmente contidos nas duas zonas de interesse.

e Se T = 0, entdo existirda um conjunto infinito de drbitas periédicas estdveis (nao

assintoticamente estdveis) que terminara na orbita de raio igual a um.
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e Se T > 0 e suficientemente pequeno, a estrutura anterior desaparece, e a origem
torna-se um foco instavel e como veremos, surgird um ciclo limite estavel a partir
da érbita periddica mais externa da configuracao tipo centro (que existia quando

T =0).

5.2 Os Ciclos Limites

Em sequéncia, vamos dar passos para justificar o fenomeno descrito e encontraremos
estimativas da amplitude e periodo do ciclo limite que bifurca. Primeiramente podemos
notar que o sistema anterior pode ser escrito por meio da translagao x+1 — z, y+7T1 —

y, na forma equivalente

i=flz)—y y=g(x)—1,

Bx, sex <0, dx, sex <0,
fla) = g(x) =

Tz, se 0 <z <1+ xyp, z, sel<xz<1+ay,

Se estendermos a validez destas equacoes a todo o plano, poderemos aplicar o seguinte

resultado.

Teorema 5.2.1. Para o sistema

com
Trx, sex <0, Dpx, sex <0,
T(z) = 9(z) = (5.6)
Trr, sex >0, Dgrx, sex >0,
onde Dy, Dr > 0, sao vdlidas as sequintes afirmacoes.
a) Se a =0, o sistema nao possui ciclos limites.
b) Quando o >0, Ty, <0 e T > 0, entdo temos
b1) Uma condigdo necessdria para a existéncia de ciclos limites € que
T Tk
Dy Dgr
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ba) a condi¢do anterior, junto com a condi¢do
T2
R < 47
garante a existéncia de uma solugao periodica unica, que constitui um ciclo limite hiperbolico

e estavel.

A demonstragao desse teorema baseia-se nos teoremas de Filippov e Coppel e sera

tratada no Apéndice A.

e Para aplicarmos o Teorema anterior na situacao que encontramos, devemos tomar
a=1, D, =d Dr=1,T, = 3, TR = T e como ja dito, para extensao de todo
plano do sistema (5.3)-(5.4), com as condigdes 8 < 0, d > 0 e T > 0 suficientemente

pequeno, podemos garantir a existéncia de um ciclo limite estavel e nico.

e Se o valor maximo das abscissas dos pontos de tal ciclo limite nao supera 7}, ,, entao
a solucao periddica correspondente usa somente as equagoes (5.3)-(5.4) e portanto,
tal ciclo também é solucao periédica (ndo necessariamente a tinica) do sistema (3.3)-

(3.5) (com as hipéteses realizadas até o momento).

5.2.1 Amplitude e Periodo dos Ciclos Limites

No que se segue, iremos trabalhar com o sistema (5.3)-(5.4) junto com as hipdteses ja
mencionadas. Seja (—1,yo) o ponto correspondente a solugao periddica com yo < —T e
seja (—1,y;) o outro ponto na mesma vertical com y; > T (ver figura 5.1).

Por propriedade de fluxo, para certos valores de tempo 71 < 27, 75 > 0, temos

T —1 —1 —1
exp T1 = ; (5.7)
L0 Yo | | N
q 1] I
exp & T d = d . (5.8)
d 0 Yy — g +T Yo — % +T

Estas equacoes constituem um sistema de quatro equagoes escalares com cinco incognitas
(T, 11, Yo, T2, y1). Obviamente (T, 71, yo, T2, 41) = (0,27,0,0,0) é solugao trivial do sistema

que corresponde a Orbita periddica mais externa da configuracao de centro linear que
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Figura 5.1: Referente as equagoes (5.7)-(5.8).

existe para T' = 0. Devera surgir a partir desta solugao, um ramo de solugoes com 7" > 0,
T <2m/w, 72 >0, y1 > Yo, onde yp < —T < 0ew = m, que corresponde ao
ciclo limite dito pelo Teorema 5.2.1.

Podemos observar, que existe outro ramo de solugoes para as equagoes (5.7)-(5.8)
definida para todo y € R dada por (T, 71,y0,72,%1) = (0,2m,v,0,y). Este ramo nao
se corresponde como auténticas solugoes periddicas do sistema (5.3)-(5.4), pois diz que
podemos formar érbitas fechadas usando somente trajetérias de (5.7) que invadiriam a
zona esquerda do sistema (como se a equagao (5.7) fosse valida para x < —1). Diremos
que se trata de um ramo falso do sistema (5.3)-(5.4) e como também passa pelo ponto
(0,27,0,0,0), este ponto tem caracteristica de ponto de ramifica¢ao para tal sistema.
Veremos mais adiante que nao podemos usar o Teorema da Funcao Implicita na sua

forma habitual para analise local e teremos que recorrer ao seguinte resultado.
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Lema 5.2.2. Se definirmos a funcio F : R5 — R*, onde

Fi(T, m,y1, o, T -1 —1 1
1 ( 1, Y1, T2, %0) — oxp " n 7 (5.9)
L FQ(Ta 7'17?/1,72,90) | i 1 0 Yo —Y1
[ (T, 11, y1, T, ] [ -1 _1
AR QY 7 ‘ +  (5.10)
L F4(Ta7—17y177—2ay0> ] | d 0 ?/1—§+T
1
+ d ,
—yo+5-T
entao a equacao
F(T,71,y1,72,90) =0 (5.11)

define implicitamente numa vizinhanga N do ponto (0,2m,0,0,0) trés fungoes analiticas
;i - No = R, i =1,2,3, numa vizinhanca apropriada Ny do ponto (12,90) = (0,0) e tal

que todas as solugoes de (5.11) estdo (e so elas) entre as solugoes da equagao escalar

F*(7—27y0> = F3(901(T2,y0)7 @2(7'2,?/0); 903(727110)7727%) = 0. (5-12)

Demonstragao. Calculando a matriz jacobiana de F' em z = (0,27, 0,0,0), obtemos

{D@LBi@&)}__ 0 -1 -1 0 1
D<T77—17y177—27y0) z

0 que comprova que o determinante

‘D<F17F2aF4)

—_ 0.
DT L7

Agora, seja F: R® — R3 tal que (T, 7, y1, 72, y0) — (Fi, Fs, Fy). Pelo Teorema da
Fungao Implicita existem N C R® e Ny C R?, com (0,27,0,0,0) € N e (0,0) € Nj e
(T, 11, 91) = @(72,%0) = (¢1(72,%0), 0272, %0), ¢3(72, Yo)), com @ : Ny — R?, satisfazendo

F(SOI(T%?JO)a902(7'2,%),%03(7'2790),7'2,yo) =0.

Assim, as solugoes de (5.11) est@ao entre as solugoes de (5.12).
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e Podemos notar que nao se pode aplicar o Teorema da Funcao Implicita para a
equagao (5.12), pois todos os elementos da terceira fileira da matriz jacobiana F' sao

nulos.

e Como (T, 71,41, T2, %) = (0,27,7,0,y) é solugao de (5.11), para todo y € R, logo é
solugao de (5.12) para y suficientemente pequeno, e assim, teremos que ¢1(0,y) =

0, v2(0,y) = 27, p3(0,y) = y para todo y suficientemente pequeno.

O Lema seguinte garante a existéncia de somente dois ramos de solugoes para equacao

(5.12) e da informagbes sobre suas parametrizagoes.

Lema 5.2.3. A equagdo (5.12) tem dois ramos de solugoes 'y e 'y em Ny que se cortam

em (0,0) tal que
F*(12,90) = 0 em Ny se, e somente se, (T2,y0) € I'1 UT.

Um destes ramos €

Ly ={(yo, 72) €Ny : 72 =0},

enquanto o outro pode ser localmente descrita pelo grafico de uma func¢dao analitica em 0.

Mazis precisamente, teremos

/ 1
't = {(y0,2) € No : yo = V(12), ¥ analitica em 0, com V(0) =0, ¥ (0) = —5}

Demonstracao. Observemos primeiramente, que a fun¢ao F* é analitica em (0,0), pois

é composicao de fungoes analiticas. Ao satisfazer F*(0,yy) = 0, para todo yg, obtemos

F*(12,0) = T2.f (72, %0),

com f também analitica em (0,0). Assim, a existéncia do ramo I'y é obtida da decom-
posicao anterior de F™*. Como F}, = 0, temos que f(0,0) = 0. Calculando as derivadas

de segunda ordem de F* em (0, 0), obtemos

F* (0,0)=—1, F*_(0,0)=—1,

72,90 T2,T2

o que implica que

Ful0.0) =1L [(0.0)= 1.
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respectivamente. Assim, a conclusao se da aplicando novamente o Teorema da Funcao
Implicita para f com yo = V(72).
|
Observemos que os lemas 5.2.2 e 5.2.3 nos permitem obter séries de Taylor em 75 para
expressar as variaveis T, 71, Yo, y1 para a solucao da equagao (5.11).
Agora, vamos dar outro resultado técnico para inverter certas séries de poténcias (ver

Cap. 2 de [1]).

Lema 5.2.4. Sejan = £™p(§) para m impar, onde p é uma fungao analitica em 0 tal que
p(0) = po # 0. Entdo, existe uma fungdo real x analitica em 0, com x(0) # 0 e tal que

1

§=nmx(nm).

Demonstracao. Fazendo a mudanca de variavel £ = (w, onde ( = 77%, obtemos a
seguinte igualdade

n = nw"p(Cw),

e apos simplificar, chegamos a equacao
H(¢,w) = w™plCw) = 1= 0.

Agora, podemos aplicar o Teorema da Fungao Implicita em torno do ponto ((,w) =
1

_1 ’
Hol0,00™) = [ p(G) +6mp (O] =
o
_m—1 1
= mpy " po=mpg 70,
e assim, o resultado se obtém fazendo w = x(¢).
n

Agora, podemos enunciar o resultado principal desse capitulo, onde a variavel T fara

o papel do parametro de bifurcacao.

Teorema 5.2.5. Se assumimos para o sistema

x -T —1 x
= 4 + b , para =< —1,
U d—1 d 0 Y
T T —1 x
= , para x> —1,
Y L0 Yy
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que 5 <0,d>0,|T| <2, as sequintes afirmagdes sao vdlidas.

(a) O sistema tem um dnico equilibrio na origem.

(b) Se T <0, a origem serd um equilibrio globalmente estdvel.

(¢) Quando T = 0, o sistema tem uma configuracao de centro linear restringida a zona
x > —1. FEsta configuracao da lugar para 0 < T < min{2,—ﬁ/\/a} a um unico ciclo
limite estavel. A amplitude A (medida como o mdximo valor de x) e o periodo da solugdo

o . . . - 1 ‘
periodica correspondente sao funcgoes analiticas em 0 da varidvel T3, ou seja,
oo
1 n
A = g y, (T3> ,

n=0
P - Sm(TH)"
n=0

para T > 0 e pequeno. Além disso, os primeiros coeficientes das series de poténcias em

wl—

1 . ~
T3 anteriores sao:

(127)3
- ]" - O’ - ) - O’

Qo (3] a2 85% as
o (1274)3 (75 + 24d + 286?) o (127)3

! 48043 PV
o 72(14175 + 126082 + 22680d — 3456d3% — 1944d> — 5363%)

o 10080032 ’

(1274)3 (57 — 2632 + 42d)

a - b

! 36047

m(d—1
Po = 27T7 P1 = 07 P2 = 07 pP3 = (T)7 P4 = 07
(1227%)3[(d — 1)* + B7] m[4(d — 1) — 357
ps = — 5 y  Pe = 2 )
1083 4p

(1277)3 (=15 + 63d — 1452 — 81d2 + 31dS52 + B* + d2B2 + 33d3)
b7 = 7 )
21033
_ (12%2%)3[7(d — 1) + B*(1 — 6d)]
s = 6055 '

Demonstragao. As afirmagoes (a) e (b) sdo imediatas. Iremos nos centrar na afirmagao

(c). Facilmente, vemos que para T' = 0, a configuracao de centro é atrativa.
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Para 0 < T < min{2, —(/v/d}, basta aplicarmos o Teorema 5.2.1 para garantir a

existéncia e unicidade do ciclo limite em questao. Agora, a aplicacao dos Lemas 5.2.2 e

5.2.3 nos permite escrever em séries de poténcias na variavel 7o as variaveis T, 7, 4o € y1

que verificam as equagoes (5.7)-(5.8). Usando um programa de célculo simbdlico, como

por exemplo Maple V, se obtém:

p_ B g BE-LdELE 5

127 2 7207 [ yvrc i
3158 — 462df + 153d*8 — 148° — 36d3° 4 23° n
. 604807 2
335 Szzgi 5 15 ™+ 0(13), (5.13)
T = 27T—7'2+i(1 —d)7 + _9+15d+6d2+562+d5275 — B 0 +
12 2 720 21927 2
135 — 315d + 231d? — 51d> — 2108% + 112d5% — 20d25%
* 4 4 a0 2t
+ —14504802616 T4+ 255 5;235 +5 ™4+ 0(19), (5.14)
3
Vo= - % - %722 + 2624:d75 B 7CMmﬁ -
6md? + 308 — 24dB — wdf? + 26°
- 14407 Tt
2108 — 3172d?B + 117%dB2 — 7235 —5lnd® + 6308 — 924dS3 -
* 3024072 T2 1209607 E
N 306d2 8 + 20md? 52 — 2833 — 72d33 — 2wdS* + 43 1 1386073 e
1209607 2362880072 2
11340d8 — 38172d° 8 — 16803° + 22672d?3° — 45m2dB° + 31237
* 362880072 Tt
+ O(13). (5.15)

O calculo para y; nao é mostrado, ja que nao serd 1util para o calculo da amplitude e

periodo.

Agora, a partir da equacao (5.13) e usando o Lema 5.2.4 com m = 3, podemos garantir

a existéncia de uma fungao real y analitica em 0 com x(0) # 0 tal que 7 =

T3y (T3).
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Outro processo de calculo simbodlico, invertendo a série (5.13) nos d4a
1271'; 1 7T12d—ﬁ2—15 11271'; 1
= = (SO L 2T - (T
128 2 2 4 2 T\3ms
+ ———(—1737d* 4 3150d + 132d* 4+ 25* — 10503 — 1575)(—=)3T's +
18900 B
m 9d — 752 —12 7
At T3). 1
+ 5 52 +O(T3) (5.16)
Assim, para obtermos o periodo, basta fazer P = 7 + 7.

Para encontrarmos a
amplitude A, é preciso conhecer antes o valor de 7% que corresponde ao méaximo valor de

x. Este valor é obtido da solugao correspondente a equacao (5.4), impondo que se

T —1 —1
x(1") = erlr exp *

10 Yo
se ha de verificar #(7*) = 0, ou seja,

T —1 -1
[T —1]eXp

= 0.
10 Yo
Desenvolvendo essa expressao e isolando 7*, se obtém

. 1 1 ( 2w(T + 1) )
= —tan" | ————— 22— |,
w 2—T(T + yo)

de maneira que /2 < wr* < 1, com w = /1 — T?/4. Substituindo esta expressao em

T T 2
x(1") = exp (§T*> [— coswt” — (— + ﬂ) Sinm’*] ,

2w 2w
chegaremos apos alguns célculos que

Azwizvﬁ—ﬂm+Twum+Tmep[

T ((?ﬁgﬁ)}

Substituindo na expressao acima a equacao (5.15) primeiro e depois a expressao (5.16)

em torno do ponto (7, yo), se obtém a expressao para amplitude em poténcias de Ts.

n
Agora, é imediato transladar esse resultado aos sistemas da forma (3.3)-(3.5), julgando
By como o parametro de bifurcacao.
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Teorema 5.2.6. Suponhamos para o sistema (3.3)-(3.5) que d;, > 0, 5, < 0, junto com
0 < by < dyr e ddy — 53, > 0. Entao, o equilibrio da zona central, estdvel para By < 0
passa a ser um centro quando By = 0. Da orbita mais externa deste centro surge um
ciclo limite estdvel para By > 0 e suficientemente pequeno, cuja amplitude (medida com

o valor mdzximo de u) e periodo sao dados por

P 2m +7r(dL—alM) (B_M) B 12%7r%((dL_dM)2+ﬁ%dM) (5_M)g+
Ve d]%w BL 10d]gw AL

A(dy — dur) — 363 ? 12375 ;
y T = dur) = 35 (ﬁ—M) + =T (142, B2 — 15d3,) (B—M) +
Ad2, B/ 910az, Br
12375 3 2 2 2 4 2 oy Bu 5
210d3, Br
12573 [7(dy, — dar)? — 682dL, + B2dur] ( Bu 3 3
- 5 a + O(ﬁM)a
6042, P
dm 8d B
L 1283y — d) (T5d +24dy +288) (B ¥
480d3, B
+ 128wt (dy — d) (B LTl =ba) (s oo LY (B
12, B 100800d 51 dyv ) \ B
72 (dpr — bar) ( dr, 81 Bidy di ) (BM>2
+ — 2 (22680—= — 536-L — 3456 —1944-L) (EX) +
100800d 51 dy a3, das i) \ Br
1 7
12373 (dy, — dag)(57dar + 42d;, — 2682) [ Bar\ 5
M O(B3,).

Demonstracao. Basta desfazermos as mudancas introduzidas até chegar a formulacao

das equagoes (5.3)-(5.4), ou seja, substituimos nos resultados do Teorema 5.2.5 as ex-

pressoes
A, = =y b B
dps dpr VvV

e expressamos [3,d e T, como em (5.2), em fungdo dos pardmetros originais.
|
Podemos observar neste tltimo Teorema que nao podemos garantir que o ciclo limite
que bifurca seja o unico ciclo limite do sistema, pois nao levamos em conta a influéncia

da dinamica na zona direita.
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E importante destacar que a bifurcacao analisada pode ser qualificada como abrupta,
pois para uma variacao tao pequena como queremos do parametro de bifurcacao, o ciclo

limite que bifurca surge com um tamanho apreciével.



Capitulo 6

Aplicacoes em Circuitos Elétricos

Iremos analisar algumas consequéncias dos resultados do Capitulo 4 para o estudo dos
sistemas nao lineares de controle de segunda ordem com realimentacao. Em especial,
analisaremos os sistemas que sao estaveis em circuitos fechados e nao estaveis em circuitos

abertos e que nao apresentem simetria (caso mais frequente na pratica).

6.1 Sistemas de Controle com Saturacao

As equagoes nas variaveis de estado do sistema, na forma canonica de controle sao as

seguintes:

: 0
X = X+ sat(—kowy — ko + ko). (6.1)
—Q2 —a1 1

A instabilidade no circuito aberto e a estabilidade no fechado sao traduzidas pelas
seguintes condigoes a; < 0, ay > 0,ky +as > 0, k; + a; > 0. Consequentemente temos
ki > 0. Para escrever o sistema na forma da familia P, introduzimos a mudanca x =

—koxy — k1xo + k1, y = 21, de maneira que

koy — k koy — k
b=y (SR RN Ny (SRR TR L i | =
kl ]{?1
k
= k,_Q(x + koy — k1) 4+ kragy — a1 (v + ko — kyr) — Ky sat(z),
1
_ _I+k2y—kr7‘
y kl Y

93
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que também pode ser escrito como

. ko k3 ks
T = |——a x4+ (= +kas— arks |y — kysat(x) + (ag — — | k.1,
k1 k1 ky

z ko k,r

A parte linear é dada pela matriz

by g k3 _
oy ai kl %1 + klag a1k2
_1 _ k2
k‘l kl

Podemos ver facilmente que, com nossas hipoteses,

k3 k3 k3
a0 = — + klag — a1k2 > — + /{710,2 +aja9 = — + CLQ(kl + al) > 0,
k1 k1 k1
e portanto, o sistema estd na classe P*. Também, vemos que o trago é Sy = — (k1 +a1) <

0, enquanto que para o determinante tem-se dy; = ko + ag > 0

Agora passamos para forma de Liénard, utilizando a mudanga do Lema 3.2.4, ou seja,

u = x,

v = ——T — k—ngk:a —ark
= o oy 102 1R2 Y,

e depois de algumas operagoes elementares, temos que

k
U = —aju—v— kysat(u) + (a1 — —2) k,r,

U = agu+ kysat(u) — agk,r.
Assim temos um sistema na forma (3.3)-(3.5) com os seguintes parametros:

k
ar = (al - /{_2> kr’f’ + k’1, bL = —agkr’l“ — kQ, ﬁ = BL = 51% = —aq,

1

k
anp = <a1 - 1?2) kyr = ki, bp = —ask,r + ko, d = dy, = dp = as.
1
Como podemos ver trata-se de um sistema quase-simétrico, que estudamos por meio
do Teorema 4.3.3. Identificando os correspondentes parametros de bifurcacao, temos que

v = 2k; > 0, assim poderfamos usar o item c¢) do Teorema se 4d — 3% = 4ay — a3 > 0 e

B = —ajq.
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Fixando todos os parametros do sistema exceto a;, temos segundo o enunciado c) do
Teorema 4.3.3, que quando a; passa por zero e se faz negativo, um ciclo limite instavel
bifurca da érbita periédica do ponto do infinito.

Se tomarmos, por exemplo a; = —ay = —1, ky = ko = 10, k, = 11 e r = 0,45, obtemos

para o sistema (6.1), o retrato de fase dado pela figura 3.2 referente ao Exemplo 3.1.1.



Apeéendice A

Transformacoes de Filippov e
Extensao de um Resultado de

Coppel

Neste apéndice teremos alguns resultados sobre ciclos limites para sistemas de Liénard,

tais como os teoremas de Filippov e Coppel.

A.1 Teorema de Filippov

Para um sistema de Liénard da forma
t=Fx)—y, y=gx), (A.1)

onde F(z) = [ f(€)dE, com F,g continuas e zg(x) > 0, para = # 0 (o qual indica que a

origem é o tnico equilibrio), podemos definir a fungao

de maneira que G(0) =0 e G(s) > 0 para todo s # 0. Seja
xr(z) <0< zg(2)

as duas solugoes da equacao

G(z)=2>0.

96
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Entao, o sistema

dz dz dxg,
a EE = g(z1(2))[F(zL(2)) — yl, (A.2)
d
-1 = glau(2) (=>0)
que ¢é equivalente a equagao
dz
& Fr(z) —y, onde Fp(z)=F(xr(2)), =z>0, (A.3)

reproduz as érbitas do sistema original para = < 0. Analogamente, a equagao

Z_Z = Fr(z) —y, onde Fg(z)=F(zgr(z)), =z>0, (A-4)

reproduz as 6rbitas do sistema original para z > 0. Comparando as duas equagdes (A.3)-

(A.4), se conclui (ver pags. 111-112) o seguinte resultado.

Proposicao A.1.1. Nas condigoes anteriores, uma condi¢ao necessaria para a existéncia

de ciclos limites € que exista z* > 0 tal que
Fr(z") = Fr(z"), (A.5)
ou, equivalentemente, que o sistema
F(sp) = F(sr) (A.6)
G(sy) = G(sr)
tenha pelo menos uma solugdo (sr,sg) com sp, <0 < Sg.
Agora, vamos enunciar o teorema de Filippov.
Teorema A.1.2 (Filippov, 1952). Seja um sistema (A.1). Suponhamos que
1. f(x), g(z) sao continuas, xg(x) > 0 para x # 0 e G(+oo) = 400,

2. apds a transformagao de Filippov para o sistema equivalente (A.3)-(A.4), existem

§>0e0<a< /8 tal que

Fr(2) < (#)Fr(z), Fr(z) <avz, Fgr(z)>—ayz, para 0<z<6; (A7)
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3. existem zy >0 e 0 < a < /8 tal que

/0 Y (Fu(2) = Fr(2))dz > 0, (A8)

Fr(2) > Fr(2), Fp(z) > —avz, Fgr(z)<ayz, para z> z, (A.9)

entdo o sistema possui pelo menos uma orbita fechada.
Vamos conhecer alguns lemas antes de provar o teorema.

Lema A.1.3. Suponhamos que as fungdes do lado direito do sistema (A.1) satisfazem:
1. f(x),g9(x) € C° (para |x| < 00),
2. xzg(x) >0, para x # 0.

Entao em todo plano de fase (x,y), o sistema (A.1) tem a propriedade de existéncia de

uma unica solucao para o problema de valor inicial.

Demonstracao. Nos iremos usar a transformacao de Filippov. Vimos anteriormente que
o sistema (A.1) é equivalente ao sistema (A.3)-(A.4). Quando = # 0, o lado direito das

equagoes (A.3)-(A.4) é continuamente diferencidavel com respeito a z, i.e.

dF(2) _ dFy(z) dz _ f(x)
dz de "dz  g(z)

é continua. No eixo y, o lado direito da equacao

dy _ —g(x)
dr  y— F(x)

¢é continuamente diferenciavel com respeito a y, exceto na origem. Consequentemente, o
sistema (A.1) tem uma unica solugdo no plano de fase (z,y).

|

Observemos que o sistema (A.1) tem uma tinica solugao em cada ponto do plano (z, y)

exceto na origem.

Lema A.1.4. Suponhamos que as fungoes no lado direito das equacies (A.1) satisfazem:
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1. g(x),F(z) € C° (para |z| < 00).
2. xg(x) >0, para x # 0.

Entao comegando de qualquer ponto C(x, F(z)), x # 0, a semi-drbita positiva e negativa

do sistema (A.1) deve interceptar o eixo y ou tender para a origem O.

Demonstragao. Nés iremos provar somente o caso em que na regiao G = {z > 0, y <
F(z)}, todas as semi-érbitas positivas L, ou tem tendem para origem ou interceptam a
parte negativa do eixo y. Por outro lado, quando ¢ cresce, a solugao (z(t),y(t)) de (A.1)
é monotonicamente decrescente na regiao G. Se Lf, é limitada, entao L/, deve ter tnico
ponto limite D no qual deve ser um ponto critico. Se D # {0}, entdo nds temos uma
contradigdao, pois nao hd outro ponto critico em G. Se L, nao ¢ limitada, entao L deve
ter uma assintota perp(en)dicular x = a > 0. Entretanto, como = — a, |y| — 400, nds

dy —g(x

temos que — =

dr  y— F(x)
prova que na regiao G, LJCC ou tende para a origem ou intercepta a parte negativa do eixo

tende para zero e isso é novamente uma contradicao. Isso

y. Similarmente, nés podemos provar que na regiao {x > 0, y > F(z)}, L ou tende para
origem ou intercepta a parte positiva do eixo y. A prova também é andloga para x < 0.

Isto prova o lema.

|
Lema A.1.5. Suponhamos que as fungdes do lado direito do sistema (A.1) satisfazem:
1. F(x),g(x) € C° (para |z| < 00);
2. xzg(z) > 0, para x # 0;
3.
r_z ooF = 00,
inlg-+oo () > (A.10)
ou
+oo
/ g9(&)dé = G(£o0) = +00. (A.11)
0

F(z) > ki, paraz >0, F(z)<ky paraz<D0, (A.12)
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entdo uma semi-orbita L} de (A.1) comegando de qualquer ponto P(0,y,), y, # 0, deve

interceptar a curva y = F(x).

Demonstracao. Nos iremos provar somente o caso para y, > 0. Da hipdtese (2), nos
encontramos que y ¢ monotonicamente decrescente em y ao longo de L;. Se (A.10) da
hipétese (3) for vélido, entdo y, < lim, . F(x) implicara que L deverd interceptar a
curva y = F(z). Se (A.11) e (A.12) na hipétese (3) for valido, e y, > lim, 4o F(z), nds
provaremos a afirmacao desse teorema por contradicao. Suponha que L; nao intercepta
a curva y = F'(x), i.6., sempre permanece acima da curva y = F(z). Entao, ao longo de
Ly, nés temos
0<y—F(x) <yp— F(z) <yp— ki,

By —gle) _ —glo)
dr  y— F(z) < yp — k1

“ —g(x)
by =y <y — g < / =) 4,
1 yp y yp 0 yp _ kl

= G(z) — 400, quando z — +o0.
Yp — kl

Isso gera uma contradicao. Assim, L; deve interceptar a curva y = F'(x). O caso em

que y, < 0 é analogo.

|
Teorema A.1.6 (A. V. Dragilev). Considere a equagao
I+ f(z)x +g(z) =0, (A.13)
ou o sistema equivalente
dy dx
o = @), —=y-Fo) (A.14)

Suponhamos que

1. F(z) e g(x) satisfazem a condi¢ao de Lipschitz para |x| < A, A suficientemente

grande;

2. zg(x) > 0 para x # 0, G(£o0) = 400, onde G(z) = [ g(x)dx;
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3. F(z) <0 para 0 <z <z, F(x) >0 para xo <z <0;

4. IM > max(z1, |2a|), k2 < ki, tal que F(z) > ki para x > M, F(z) < ko para
x> —M.

Entao (A.14) tem pelo menos uma orbita fechada.

Demonstragao. Da hipdtese (1), (A.14) tem uma tnica solugdo para o problema de
valor inicial em |z| < A. Vamos assumir que k; > 0. No caso ky < k; < 0, fazemos

¥ = -,y = —y, assim a forma do sistema (A.14) é invariante e as hipéteses (1)-(3)

ainda sao satisfeitas. Com relacao a ki, ky temos que —ky > —Fk1 > 0.

1. Vamos construir primeiramente Li. Seja A(z,y) = y*/2 + G(x), assim \(z,y) =
C' > 0 é uma familia de curvas fechadas no plano (z,y) em torno do tinico ponto

critico O de (A.14).
dA

dt (A.14)
=y(—g()) + g(z)(y — F())

—g(x)F(z) >0, paralz| < 1.

=yy+g(x)®

Assim, para C; suficientemente pequeno, ao longo da curva fechada

dA

Ll : )\(:E,y) = C(17 dt
(A.14)

> 0;

e Ly pode ser a fronteira.

2. Agora, construiremos Ly. Suponhamos que |F(z)| < € para || < M. Assim, para

d suficientemente grande, temos

d
d—f:y—F(x)>a:d—6>O, se|z| < M,y >d,
dy
0§—g(x):E<b, se — M <z <0
dy
—b< —g(z)=—<0, se0<z<M.

dt
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Assim,
d b
O<—y<— se —M<x<0,y>d;
der a
-b d
_<_y<0 se O<x<M,y>d.
a dx

Escolhemos um ponto U na linha x = —M tal que yy > 2d. Veja figura A.1. Para d
suficientemente grande, b/a pode ser arbitrariamente pequeno. Consequentemente,
f(U', IT) deve interceptar a parte positiva do eixo y em P, e a linha 2 = M em

(). Além disso, a coordenada y ao longo do segmento de érbita l@, denotada por

Y5r0 deve satisfazer Yopo > d, e |yg — yu| pode ser arbitrariamente pequeno. Pelo
yA
A
F
P\ Q
,2‘//-])\ [
(0.d) B

1.0) (l\/;(y >
(Oa_d)

g
W\,/ !

Figura A.1: Referente ao Teorema A.1.6.

Lema A.1.5, continuando no sentido positivo, f(U, I*) interceptard y = F(r) em
um ponto, digamos, R. Pelo Lema A.1.4, prosseguindo na sentido positivo, f(U, I*)

deverd interceptar x = M em algum ponto S.

Escolhemos outro ponto 7' na linha x = M, tal que yr < min(—2d,ys). Como no
argumento acima, vemos que para d suficientemente grande, f(U, I7) deve intercep-
tar a parte negativa do eixo y em um ponto V' e a linha x = —M em um ponto W.
Ainda, ao longo do segmento de érbita m/, a coordenada y satisfaz yz, < —d,

e lyr — yw| pode ser arbitrariamente pequeno. Pelo Lema A.1.5, prosseguindo no
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sentido positivo, f(T,I7) deverd interceptar y = F(x) em Z, a linha x = —M em

H, com yg > 0.

Sejam U@S e TVW ZH denotando respectivamente os arcos de érbitas conectando

UPQRSeT, VW, Z, H. Se yg < yu, seja

Ly =UPQRSUSTUTVWZH UHU.

Se dr/dt < 0 em ST e dx/dt > 0 em HU, a curva fechada simples L, pode ser

usada como uma outra fronteira. O teorema ¢ provado para esse caso.

Se yi > yu, continuemos a érbita no sentido positivo até f(T,IT) interceptar a
parte positiva do eixo y, a linha x = M, a curva y = F(z), e a linha x = M
novamente, respectivamente nos pontos P',Q", R e S'. Vamos provar que para d

suficientemente grande, devemos ter yg > yr.
Seja
< 1
A y) = 5y — ka)? + Gla).

Agora, vamos examinar o comportamento de A(z,y) ao longo do arco de érbita

TVWHQ'S'. )
d\
- = F(l’) — kg,
dy (A.14)

Ay — Ay = / " () — k)dy (A.15)

Yy
> (k1 —k2)(yy —ys) > 0.

_ Yu'
A’ — Ay = / (ko — F(x))dy > 0.

Y’

@)k — F)
(A.14) y—F(r)

dA
dy

Se |z| < M, entdo para d suficientemente grande, |d)\/dz| pode ser arbitrariamente
pequeno e consequentemente [Ap—Aw| e [Ag— Ay | também pode ser suficientemente

pequeno. Assim, temos

- - 1
>\T — /\S > 5(]{?1 — kg)(yQ/ — ysl) > 0.
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Isso prova que para d suficientemente grande, temos yg > yr.
Fazendo
Ly,=TVWZHP'Q'R'S"US'T,

Ly pode ser usado como a outra fronteira. Isto completa a prova do teorema.

Lema A.1.7. Considere a equacao

3—; =F(2) —y. (A.16)
Suponhamos que F(z) € continua, F(0) = 0, e F(z) < av/z (ou F(z) > —ay/z) para
0<z<94, ondea< /8. Entio a curva solu¢io de (A.16) passando por B(F(z),z) deve
interceptar o eizo y nos pontos A e C com ya > 0, yo < 0 (ou ya > 0, yo < 0), onde

z >0 € arbitrdario.

Demonstracao. Noés iremos provar o caso descrito fora do parénteses. Veja figura A.2.

A

y
y=az
N

\F
A o ATk
O .

B’ z

C’
C Z=0

Figura A.2: Referente ao Lema A.1.7.

Do Lema A.1.4, nés encontramos que uma Orbita solugao passando por B deve inter-
ceptar as partes positiva e negativa do eixo y em A e C' respectivamente, com y4 > 0,
yo < 0. Nos apenas queremos mostrar que, abaixo as hipoteses do lema, nés temos

yo < 0.
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Considere a seguinte equagao
dz
— = — . A17
i av/z —y (A.17)

Fazendo z = u?, (A.17) é transformada em 2udu/dy = au — y, ou

du dy
Ty, o= 2u. (A.18)
A equagao caracteristica é
a—A —1 )
=\ —a\+2=0,
2 =

onde os autovalores sao A;, Ay = (a + Va2 — 8)/2.

Se o nimero positivo a < /8, entdo A;, A2 sdo raizes complexas e o ponto critico O
de (A.18) é um foco. Assim, a 6rbita solucao de (A.18) passando por B deve interceptar
as partes positiva e negativa do eixo y em Ael respectivamente, com y, > 0, y < 0.
Consequentemente, o sistema (A.17) também tem a mesma propriedade. Agora, nds
compararemos o campo de vetores correspondente a (A.16) e (A.17).

Se zp > 0, a 6rbita solugao de (A.16) passando por B deve interceptar a linha z = 9
em um ponto B’ com yz < F (). Se F(z) < ay/z, quando 0 < z < §, nés temos que

dz
dy

dz

< — , para 0 <z <9.
(a6 1Y

(A.17)

Pelo principio da comparagao, concluimos que yo < y < 0. A prova para o caso
descrito dentro do parénteses é similar.
|
Note que quando a > \/g, os autovalores A1, Ag de (A.18) sdo numeros reais com
o mesmo sinal e o ponto critico O de (A.18) é um né. Toda érbita tenderd para o
ponto critico O, e assim y» = 0. Como mostra a figura A.3, neste caso é possivel
que 0 = yo < yo. Por simplicidade, a figura nao tem a transformacio z = u® em
consideracio. f(B',I )(A.16) € f(B', I )(a.17) respectivamente denota as drbitas solucao das
equacoes (A.16) e (A.17) passando pelo ponto B'.

Disso, ndés vemos que as condigoes do lema acima sao em certo sentido, a melhor

possivel para assegurar que yo < 0.
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f(B,’I)(Am)
— B ’I)(A.1p_
z

@)

Figura A.3: Referente ao Lema A.1.7.

Lema A.1.8. Considere a equagdo (A.16). Suponhamos que F(z) é continua, F(0) =0 e
F(2) < ay/z (ou F(2) > —a\/z) se z > 2y, onde a < \/8. Entdo a curva solucio f(K,IT)
(ou f(M,I7)) comegando de qualquer ponto K (yx,0), yp < 0 (ou de M(yas,0), yar > 0)

deve interceptar o eizo y em R, yr > 0 (ou em N, yy <0).

Demonstragao. Nés provaremos somente o caso descrito fora do parénteses. Se f(K, IT)
nao intercepta z = zy, deve interceptar a curva y = F'(z) e entdo a parte positiva do eixo
y no ponto R, com yr > 0.

Se f(K,I") intercepta a linha z = zy no ponto P, entdo a érbita solugao f(P,I)|a17)
da equacdo (A.17) deve interceptar z = 2, novamente em um ponto P’, onde P’ est4
acima da curva y = F(z). Isto é devido ao fato de que quando (z,y) estd abaixo de
y = F(z), temos que dz/dy|a.17) > 0.

Além disso, quando z > z, temos

dz
dy

- dz
a1 Y

(A.16)

assim, f(P, I )(a.16) deve ficar a esquerda de PP’ e ndo pode interceptar PP’. Conse-
quentemente, f(P,I)|.16) deve interceptar z = zp no ponto @, com yg > F(z). Ainda,
dz/dy|(a16 < 0 quando y > F(2); assim f(P,I)|.16) de interceptar a parte positiva do
eixo y no ponto R, com yr > 0. Isto prova o lema.
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Demonstracao do Teorema (A.1.2).

1. Construcao da fronteira L;. Da hipétese (2), os pressupostos dentro e fora do
parénteses no Lema A.1.7 sao satisfeitos para as equagoes (A.3) e (A.4) respectiva-
mente. Escolhemos 0 < z < §, e pontos B(FL(z),2), E(Fr(2),z). O Lema A.1.7
implica que as curvas solugao f(B,I)|a3) € f(E,I)|.4) interceptardo o eixo y em
A,C e F, D respectivamente, com ya > 0, yo < 0 e yp > 0, yp < 0. Consideramos
as equagoes

d 1

d—i’ = By (A.19)

1

s )
dy
- = — A2
dz Fr(z) —y (4.20)

Da hipétese (2), temos Fg(z)—y > Fr(2)—ye Fr(z)—y # Fr(z)—y para0 < z <.

Assim, em EF, temos
dy
0> —
dz

>

(a19) 4z 7

(A.20)

e 0 arco BA fica totalmente abaixo do arco EF , com Y4 < yp. Similarmente, temos
que yo < yp. Agora, nés transformaremos essas curvas na metade do plano (z,y)
para o plano (x,y), onde FG e CH sio respectivamente arcos de orbitas passando
pelos pontos F e C, e GB', HE' sdo paralelos ao eixo y. Como mostra a figura A.4,
nos fazemos L, :E//ﬁ?U@'UB/'C?IUﬁE/. Se Z—j >0em GB e Ccll—f < 0 em

HE', a curva L; pode ser a fronteira.

y
A Ay
F y=F/(2) F y=f(x)
' A_\G
Al E
Bl
B y=F2) -
- -] (0] X
o|D
/ z H( //
C

C

Figura A.4: Referente ao Teorema A.1.2.
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2. Construgao de outra fronteira Ly. A hipdtese (3) implica que o Lema A.1.8 pode
ser aplicado para as equagoes (A.3) e (A.4). A equacdo (A.4) satisfaz condigoes
descritas fora do parénteses no Lema A.1.8, enquanto a equagao (A.3) satisfaz as
condigoes dentro do parénteses. Escolha um ponto K(yg,0), com yx < 0, assim
a orbita f(K,I)|.4) interceptard o eixo y em um ponto R com yr > 0. Se a
equagao (A.4) também satisfaz condigoes descritas dentro do parénteses no Lema
A.1.7, temos que yr > 0. Seja yKanEm Yr = Yum, € agora consideremos as diferentes

possibilidades.

Suponhamos que yy < +oo. Dos Lemas A.1.7 e A.1.8 temos que f(M,I)|zs)
intercepta o eixo y em um ponto N com yy < 0. Os Lemas A.1.7 ¢ A.1.8 ainda
implicam que f(N,I)|a.4) intercepta o eixo y em P com yp > 0. Claramente
temos que yp < yp. Considerando o plano (z,y) como na figura A.5, definimos

— d —
Ly=MNPUPM. Assim, d_f >0 em PM, e Ly é uma outra fronteira.

Para o caso em que yp; = 400, primeiro provaremos um lema. Suponhamos que
yr(2),yr(2) sdo respectivamente solugoes de (A.3) e (A.4) satisfazendo a condigao
inicial y;(0) = ygr(0) = yo. No Teorema A.1.6, temos que para qualquer zg > 0
fixado e € > 0 arbitrario e suficientemente pequeno, existe um d > 0 suficientemente

grande tal que se |yo| > d, entao
lyi(z1) —yi(z2)| <e para 0<z, 20 <zy,i=L,R. (A.21)

Assim, se |yo| — +00, temos

Y

(FL(2) =y (2))(Fr(2) — yr(2))

— 1 uniformemente, para 0 < z < z.

Lema A.1.9. Sejam yr(z) e yr(z) respectivamente solugoes de (A.3) e (A.4), satis-
fazendo as condigoes iniciais y(0) = yr(0) = yo. Entdo existe d > 0 tal que |yo| > d

implica que yr,(20) < yr(20)-
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y y
A

P P
\\ (A.3) /
© a4~ Q/ ¥

N N

Figura A.5: Referente ao Teorema A.1.2.

Demonstragao. Se y;(0) = y2(0), obtemos de (A.19) e (A.20) que

) B . _ 20 ) , ygdz
Yo (Yr(20) — yr(20)) /0 (Yr(2) =y ))(FL(Z) —yr(2))(Fr(2) — yr(2))

+ /0 " (Fu(2) — Fa(2))d

z20 yO _ Z
* / L&) = Fel) | i oy = e (e — )~ ) ¢

= L+ L+

Quando |yo| — 400, I} — 0. Assim, I3 — 0, se (F(2) — yr(2)) for limitado para 0 <
z < zp. A hipétese (3) do Teorema implica que I > 0. Assim, para |yo| suficientemente
grande, devemos ter yg(20) > yr(20).
|
Agora construiremos outra fronteira Ly para o caso em que yp; = 4oo. Escolha
K(0,0), com yo < 0. A 6rbita f(K,I")|(a4 intercepta o eixo y em R(yr,0), y; > 0.
Sejam yr,(2), yL(z) solugdes de (A.3) e yr(z), yr(z) solucoes de (A.4), satisfazendo y.,(0) =
yr(0) = yo, y(0) = gr(0) = y1. Do Lema A.1.9, temos que yr(z0) < yr(20), yr(20) <
Ur(20) se |yo| é suficientemente grande. Como mostra a figura A.6, o ponto S(¥r(20), 20)
estd abaixo do ponto D(yr(2p), 20), € 0 ponto V(yr(z0), z0) esta abaixo de U(ygr(20), 20)-
Da hipétese (3) do teorema, temos que Fgr(z) < Fr(z) se z > z;. Comparando
as equagoes (A.3) e (A.4), concluimos que o arco de drbita SQ de (A.3) deve ficar in-
teiramente do lado esquerdo do arco de orbita DU de (A.4) e nao pode intercepté-lo.

Considerando o plano (x,y), colocamos Ly = V’K(mS’Q' UQ'V'. Sedzx/dt <0 em
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Figura A.6: Referente ao Teorema A.1.2.

Q'V', Ly pode ser usada como uma outra fronteira. Assim construimos as fronteiras in-

terior e exterior Ly, Ly de uma regiao anular e o teorema é provado.

A.2 Teorema de Coppel

Teorema A.2.1 (Coppel, 1988). Seja um sistema (A.1), para o qual se assume existéncia
e unicidade de solugdes. Se f e g sao continuamente diferencidveis em um intervalo (a,b),
onde a < 0 < b, tal que

(c1) g(z) = 0, para x Z 0,

(c2) f(x) =0, para x Z xg com xy < 0,

(c3) o sistema de equagoes

F(x1) = F(xg), (A.22)
f f

tem no maximo uma solugdo (&1,&) coma < & < xg e 0 < & < b,

(c4) Se F(&) = 0 para um valor § < o, entao

f(@)F(z)
g9()

entdao o sistema possui mo mdrimo uma orbita periodica, se ela existe, tem expoente ca-

é decrescente para a < x < &g,

racteristico negativo.
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Demonstragao. Evidentemente, vamos assumir que o sistema (A.1) tem uma drbita
periddica . Ela deve ficar em torno da origem, se a mesma for apenas um ponto critico.

Sejam A e B pontos de  para os quais x assume seus valores minimo e maximo. Assim,
24 <0,ys=F(za) e xp>0,yp=F(rp).

Além disso, A e B sao pontos nos quais vy intercepta a curva w, definida pela equacao
y = F(z). Pois, se x # 0, entdo

j—jj — [F(2) — ]/g(x)

dx
e portanto, quando — =0
dy

drjdy? = —1/g(x),
que tem o sinal oposto de z.

Assim, ~ intercepta alguma linha x = Z, com 4 < T < xp em exatamente dois
pontos, se nesta linha 2" = 0 para y = F(z). Em particular v intercepta o eixo y em
exatamente dois pontos M e N, onde yy; < 0 < yy. Além disso, M e N sao pontos em
~ para os quais y assume valores maximo e minimo. A curva 7 é descrita pela equacao
y = y1(x) no menor arco AM B e pela equacao y = y»(z) no maior arco BN A.

Se yp < y4 seja C' o ponto na curva w para o qual z¢ < 0, yo = yg € se yg > Y4 seja
D o ponto na curva w para o qual xp > 0, yp = ya.

Vamos denotar por z1(p) a funcao inversa de F'(z) no intervalo a < z < xq e por xa(p)
a fungao inversa de F'(z) no intervalo zop < 2 < b. Assim a solu¢do de (A.1) pode ser

dada pelas equacoes
dy/dp = Xi(p)/(p — v), (A.23)

onde \; = glz;(p)]/flzi(p)] e i = 1 ou 2 de acordo com = < zp ou & > zy. Colocamos

po = F(x0) < 0. Para p > py e p — pp pequeno temos A;(p) > 0 > Aa(p) e

y1(z1(p)) > yi(zo) > y1(za(p)).

Se Ai(p) > Aa(p) para pg < p < min(ya,yp) entdo, pela teoria das inequagoes dife-
renciais,

y1(r1(p)) > yi(z2(p)) para po < p < min(ya, ys).
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Mostraremos que isso é impossivel. Se yp < y4 entao tomando p = yg obtemos
y1(zc) > yp = yo. Portanto, 7 intercepta a curva w para algum z tal que z¢ < x <0, o
que é uma contradigao. Similarmente se yg > y4 entao yi(xp) > y4 = yp, 0 que também
¢ uma contradi¢dao. Logo existe um p tal que A1(p) = Aa(p). Concluimos que as equagoes
(A.22) realmente tem uma solugao (£1,&2), tal que a < & < xpe 0 < & < b. Além do

mais, se esta solugao for unica, devemos ter

M(p) > Aa(p), para  py<p<m, (A.24)

0 < M\(p) < A2(p), para p>mn,
onde F (&) = F(&) =n > 0. Além disso, n < min(ya,yp) e
y1(21(p)) > y1(z2(p)) parapy <p <.
Similarmente, podemos mostrar que
y2(1(p)) > ya(x2(p))  para po <p <.

Evidentemente existe uma tinico & com & < & < xo, tal que F'(&) = 0.

Mostraremos agora que y4 > yp. Assumimos o contrario (y4 < yp) e seja 4 a curva
solugao de (A.1) passando pelo ponto D. Entao 7 deve interceptar o eixo y nos pontos S
eT,onde yy <ys <0e0<yr<yy. Além disso, 7 é dada pela equacao y = 71(x) no
arco SD e pela equagao y = ya(z) no arco DT. Se 7;(x2(p)) for uma solucao da equagao

diferencial (A.23) parai=2e

y1(x2(yp)) = yp = ya = y1(x1(ya))

teremos de (A.24) pela teoria das inequagoes diferenciais que yy(z1(p)) > y1(x2(p)) para

n <p<ys Ou seja,
yi(x1(p)) > y1(22(p)) paran <p < ya.
Similarmente, podemos mostrar que

Y2(21(p)) > ya(z2(p)) paran <p <ya.
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Por outro lado, se A é o interior de 7, entao

[ [ sidsdy = [(F(e) ~ sidy - garas =0
A o

Se denotarmos por A, e A_ as partes de A para o lado direito e esquerdo da linha
T = xg, temos

//Af(x)dxdy = /mB[yg(x)—yl(I)]f(x)dx

Zo

= [ eatp) ~ st

Py

e similarmente

//Af(m)da:dy = — /yA [y2(21(p)) — y1 (1 (p))]dp.

Py

Assim,

oz:/“Mumm—mm@mw

Py

+ /yA [y1(z1(p)) — yi(x2(p))]dp

Py

n /Wm@mm—mummmx

ya

Se os primeiros dois termos da direita forem positivos e o terceiro nao negativo, teremos
uma contradigao.

Assim y4 > yp. Seja v a solucao de (A.1) passando pelo ponto C. Entao g intercepta

o0 eixo y nos pontos K e L, onde yy; < yx < 0e 0 < yr < y,. A curva y é dada pela

equagao y = ¥1(x) no arco C'K e pela equacdo y = ga(x) no arco LC. Se §1(x) > y1(xo)

segue de (A.24) pela teoria das inequagoes diferenciais que

G1(z1(p)) > ni(z2(p)) parapy <p <.
Similarmente, se
ﬂ1($1(yB)) =%Yc =Y = 91(902(.%9))

temos que

U1(71(p)) > yi(z2(p)) paran <p < yp.
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Do mesmo modo, podemos mostrar que

G2(21(p)) > ya(z2(p)) parapy < p < ys.

Considere agora o expoente caracteristico

hzlﬂ@w

onde a integral de linha é dada no senti-horario. Para provar o teorema é suficiente
mostrar que h < 0. Pois assim, v é um ciclo limite estavel, e dois ciclos limites adjacentes
nao podem ambos serem estaveis.

Seja v interceptando a linha x = &, nos pontos My e Ny, abaixo e acima do eixo x

(veja figura A.7). Mostremos que primeiramente

Jl = /’Y:NNO f([)?)dt < 0.

Evidentemente
ho= | f@l) - PE) de
500 0
= /P [y2(72(p)) — p]—ldp — /P [y2(z1(p)) — p]_ldp.

Se yo(z) for uma funcdo crescente para x no arco NNy e se xo(p) > z1(p), teremos

que J; < 0. Similarmente podemos mostrar que

JQ = /’Y:MOM f(.I)dt < 0.

Mostraremos agora que
I = / f(z)dt +/ f(z)dt < 0.
v:MBN v:LoCKy

Seja ~ interceptando a linha x = & nos pontos M, e Ny, abaixo e acima do eixo z, e

seja 7 interceptando a linha x = & nos pontos K e Ly, abaixo e acima do eixo x. Entao
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Figura A.7: Referente ao Teorema A.2.1.

do mesmo modo podemos escrever

L o= /y L J /7 L ftay

- A%m@@»—m1@r1[hxm@»—ﬂlw
_ /n Ga(21(p)) — y2(z2(p)) dp
0 [92(

- z2(p)) — Pl[F2(z1(p)) — ]

< 0.

Similarmente temos que

I, = L:MMQ f(z)dt + /V:KIKO f(z)dt < 0.

Novamente

. ~ ya(a(p)
= 0 )y () - AGe ) -
< 0

e similarmente
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Assim, segue que

[1+[2+[3+[4<0.

Agora

ho— Lﬂ@ﬁ
:I+L+b+/

~v:No Mo

ﬂ@ﬁ—/LKﬂ@ﬁ

Assim, para completar a prova é suficiente mostrar que

J3 = /Y:NOA f(z)dt — /'y:LOC f(z)dt <0

Jy = L:AMO f(x)dt — /7:0K0 f(z)dt < 0.

Vamos usar agora a hipdtese (c4). Temos

B YA dp B YB dp
b= / P ) / P ()

onde Go(p) = pgo(zi (™)) e = ya/ys > 1. Assim, g(p) é uma solugao da equacao

diferencial
dy/dp = phi (') (p —y)

e portanto da inequagao diferencial

dy/dp < M(p)(p —y),

levando em consideragao que (c4) implica que A\(p)/p é uma fungao decrescente em p,

para p > 0. Além disso,

A~

U2(p) = ya = ya(x1(p)) para p = ya,

e comparando os valores de d*p/dy* em y = y4, temos que

ya < yo(21(p)) < 2(p) parap < ya e ya — p pequeno.
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Assim, yo(x1(p)) < 92(p) para 0 < p < ya, pela teoria das inequagoes diferenciais,

e assim, J3 < 0. Similarmente podemos mostrar que J; < 0. Isto completa a prova

do teorema. Podemos notar que a hipétese (c4) é satisfeita se f(x)/g(x) é uma fungao
decrescente para a < x < xg.

|

Podemos adaptar o teorema anterior, afim de aplica-lo na demonstracao do Teorema

5.2.1, da seguinte forma.

Teorema A.2.2. Seja um sistema (A.1), para o qual se assume existéncia e unicidade de
solugoes. Se F' e g sdo continuamente diferencidveis (exceto talvez em um ponto xo < 0)
e se cumprem as quatro condi¢oes sequintes

(c1) xg(z) > 0, para x # 0,

(c2) F'(x)(x — 20) > 0, para x # 0 com zy < 0,

(c3) o sistema de equagoes

F(z) = F(x2),
F'(x1) _ F' ()
g(z1) g(xa)

tem no maximo uma solugdo (&1,&) com & < xy <0 < &y,

(c4) Se F(&) = 0 para um valor § < o, entao

¢ decrescente para x < &,

entdao o sistema possui mo mdrimo uma orbita periodica, se ela existe, tem expoente ca-

racteristico negativo.

A.3 Demonstracao do Teorema 5.2.1

Partindo do sistema na forma (5.5)-(5.6), com as hipé6teses iniciais e supondo que « > 0,
o sistema possui s6 um equilibrio (z., y.) = (a/dr,aTr/Dpg). Se fizermos uma translagao

para levar o equilibrio na origem, teremos um sistema da forma (A.1) com

D
TLx—i-&(TL—TR), se * < —x, Diz+a(=2—1), sez < —z,,
Pla) = Dr o(x) = Dr

Tre, se x > —x, Dgz, se x > —x,
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de maneira que

52 Dy o
Di—+4a(=— —1)(s+ =), ses< —x,
Gls)=q & Pn 2D
DRE’ se s > —x,.

Se definirmo agora z, = a?/(2Dg), obtemos

2
—Tr —Z, se z < Z,
Fuz) = D
’ I - S VY VR ) SR
“\N'p, D,'Dp D D, Dz’ e

2
Fr(z) = Try/ D—Z para todo z > 0.

Quando o = 0, o sistema é homogéneo e se tivermos alguma érbita periddica, exis-
tirlam infinitas formando um centro global. Assim, provamos o item a) do teorema.
Considerando o item b), para provarmos o item b;), basta negarmos a tese do mesmo e
chegarmos numa contradicao mediante a Proposicao A.1.1. Se usarmos a condigao do
item by), teremos que todas as hipoteses do Teorema A.1.2 sdo satisfeitas, e portanto,
garantimos a existéncia de uma orbita periddica.

A unicidade e hiperbolicidade da 6rbita peridédica sao consequéncias do Teorema A.2.2,

« T,
tendo em conta que devemos tomar zg = —x. e § = —— | 1 — “R.
Dg Ty,
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